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ESPACES DIFFERENTIABLES SINGULIERS
ET

CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

par P. IGLESIAS et G. LACHAUD

à Claude Godbillon

1. Introduction.

Nous proposons de mettre en évidence certaines propriétés arithmé-
tiques des feuilletages linéaires irrationnels de codimension 1 des tores T71,
n > 2. Un feuilletage linéaire de codimension 1 du tore T71 est le feuilletage
caractéristique d'une 1-forme w, invariante sous l'action de T71. On note
h la feuille passant par l'élément neutre, c'est un sous-groupe de T71 de
dimension n — 1 dont la composante neutre de son relevé dans R71, qui
est le revêtement universel de T71, est un hyperplan que l'on note H. On
note TH l'espace quotient T71/^ = R71/^71 +ff]. La nature de TH dépend
évidemment de celle de h : on définit la rationalité de H comme la dimension
k de l'espace vectoriel engendré par le sous-groupe discret JfiïZ71 C R71. On
dira que H est totalement rationnel si k == n — 1 et totalement irrationnel
si k = 0.

Dans le cas totalement rationnel le quotient T71/^ est difféomorphe
au tore T, dans le cas contraire l'étude de la structure transverse se .ramène
immédiatement à celle d'un feuilletage totalement irrationnel (quitte à

Mots-clés : Feuilletages - Espaces différentiables - Corps de nombres.
Classification A.M.S. : 53C12 - 57R55 - 12F05.
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descendre sur un tore de dimension plus petite). Nous entendons par
structure transverse d'un feuilletage F sur une variété V la structure
différentiâble de l'espace quotient Q = V J T au sens de Chen-Souriau
[4L [11].

Le cas qui nous intéresse est donc celui des feuilletages linéaires
complètement irrationnels de codimension 1, c'est-à-dire ceux pour lesquels

H n z " = { 0 } .
Puisque chaque feuille est dense dans T71, le quotient TH hérite de la
topologie grossière et l'espace TH muni de la structure différentiâble
quotient n'est pas une variété, on dit parfois que c'est un espace singulier.

Dans le cas n = 2, l'hyperplan H est une droite caractérisée par sa
pente irrationnelle a (on pose Ta = Tn)' Des travaux précédents [5], [7]
ont mis en évidence des liens entre certains invariants différent tables des
tores Ta et des propriétés arithmétiques du nombre a; en particulier le
groupe des composantes connexes du groupe des difféomorphismes de Ta
est égal à Z/2Z, sauf si a est algébrique de degré 2 auquel cas il est égal
à (Z/2Z) x Z. Pour les tores de plus grande dimension, certains aspects
algébriques de ces feuilletages avait été remarqués par d'autres auteurs
(cf. par exemple [6]). Nous essayons, dans ce travail, de dégager l'essentiel
de ces propriétés dans le cas n > 3.

Nous montrons tout d'abord que les tores irrationnels TH sont classés,
à difféomorphisme près, par les orbites de l'hyperplan H sous l'action du
groupe GL(n, Z) :

(1) TH ^ T H ' si et seulement si MH = H ' avec M e GL(n, Z) .
Le revêtement universel TH de TH est difféomorphe à R, et le premier
groupe d'homotopie de TH (au sens des espaces différentiables) s'injecte
dans R comme le sous-groupe :

(2) w(Z71) = Z + W2Z + ... + WnZ C R

où w = (1 ,W2, . . . ,Wn) est un covecteur directeur de H, c'est-à-dire une
forme linéaire dont H est le noyau. Autrement dit :
(3) TH ^ R et Tri(T^) ^ Z + W2Z + • • . + WnZ .
Nous montrons ensuite qu'il existe un plus grand corps de nombres
algébriques K inclus dans le Q-espace vectoriel

(4) V = w(ÇT) = Q + W2Q + + w,Q c R
tel que KV == Y, nous l'appelons le corps caractéristique de H. Nous mon-
trons que le groupe des composantes connexes de Diff(T^) est isomorphe
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au groupe des unités 0^ d'un ordre OH de ce corps. Le théorème des unités
de Dirichlet donne la structure du groupe 0]^ : si ri désigne le nombre de
plongements réels de K et r^ celui de ses plongements complexes (non réels)
alors :

(5) OH ^ (Z/2Z) x Z7'1-^2-1 ;

par suite

(6) 7ro(Diff(Tj,)) ^ (Z/2Z) x Z^2^ .

Il ne fait aucun doute que l'étude des invariants differentiables des espaces
quotients des feuilletages linéaires de codimension plus grande feront ap-
paraître des propriétés arithmétiques et des constructions algébriques au
moins analogues sinon plus fines. Nous commentons dans la remarque 3.9,
à partir de l'exemple du tore T^, les relations entre la méthode des espaces
differentiables et la théorie plus traditionnelle des feuilletages.

Pour démontrer ces résultats nous allons utiliser quelques construc-
tions arithmétiques que nous allons exposer maintenant.

2. Arithmétique des hyperplans irrationnels.

Dans ce paragraphe, F est un corps de caractéristique nulle, E = F71,
et k est un sous-corps de F. Soit H un hyperplan de E\ on pose :

(7) AnW = {M ç MnW\MH c H},

où MnW désigne la Â;-algèbre des matrices carrées d'ordre n à coefficients
dans k; puisque AnW est une sous-algèbre de .M(n.k), son degré est
compris entre 1 et n2. Soit w une forme linéaire telle que H -==• ker(w), nous
dirons que w est un covecteur directeur de H (w est défini à un scalaire
près). Pour tout M ç AnW il existe un scalaire \(M) tel que :

(8) wM = \(M)w .

En effet, on a ker(w) C ker(wM) et on sait de façon générale que si A et
C sont deux matrices telles que ker(A) C ker((7) il existe une matrice B
telle que C = BA. On a ainsi défini un caractère \ : AnW —^ F que nous
appellerons le poids de l'hyperplan H. Le noyau de \ est un idéal bilatère
de .4^(k), d'où la suite exacte de k-algèbres :

W 0 < ker(x) —— AnW —— Im(x) —— 0 .
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PROPOSITION 2.1. — Ualgèbre K = Im(^) est un corps; c'est une
extention de degré fini (1) de k.

Démonstration. — La k-algèbre K est de degré fini sur k; elle est
commutative et c'est un anneau d'intégrité, puisque K C F ; c'est donc un
corps [2], et par suite une extension de degré fini de k. D

Avec les notations précédentes nous dirons que K est le corps car-
actéristique de H.

Quitte à permuter les coordonnées de E et à diviser w par un élément
de F, on peut choisir sa première coordonnée égale à 1, de telle sorte que
w = (1, W 2 , . . . , Wn)- Nous notons :

(10) V = w(k71) = k -h W2k + • . • + Wnk

le k-sous-espace vectoriel de F engendré par 1, w a , . . . , Wn. Compte tenu de
ces notations, on a :

PROPOSITION 2.2. — Le corps caractéristique de H est le plus grand
corps K contenu dans V tel que KV C V. ̂ espace V est un espace vectoriel
sur K ; si S = (1, a-2? • • • ; ̂ m) Gst une base de V sur K, et si on note W le
k-sous-espace de V engendré par S , on a :

(11) V^K^W et dimk(V) = [^:k]dim^(Y) .

Démonstration. — Pour M ç AnW la relation wM = \{M)w
implique w(Mi) = ^(M)c^ où Mi est l'image par M du z-ème vecteur de la
base canonique de E-, puisque Mi ç k71 on a \(M)wi € V pour 1 < i < n,
et par suite KV C V. Si K ' est un sous-corps tel que K'V C V et si
À 6 K ' ^ l'application v i—>- \v est linéaire; d'autre part l'application linéaire
w \ k71 est un isomorphisme de k71 dans Y, par suite il existe une matrice
M ç .M(n,k) qui représente cette application dans la base (1 ,W2, . . . ,w^)
de Y, on a alors le diagramme :

k" -^ V
(12) [M [x

k71 -"-> V

Ceci montre que wM = Aw, donc A = \(M) € K, ce qui prouve la
première assertion. Puisque KV C V l'espace V est un espace vectoriel sur
K\ les assertions suivantes sont immédiates. D

(1) Rappelons que toute extension de degré fini d'un corps est algébrique.
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PROPOSITION 2.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Hnkn={0};

2. le poids \ : AnW —> F est injectif;

3. Falgèbre AnW est isomorphe à K.

Démonstration. — 1 =^ 2 : si M € ^f(k), on a x(^0 = 0 si et
seulement si Mi ç H H k71 pour 1 < î < n {Mi est l'image par M du î-ème
vecteur de la base canonique). 2 => 1 : supposons l'assertion 1 fausse, et
soit ^ ç J f n k ^ r c ^ O î e n complétant par des colonnes de zéros on obtient
une matrice non nulle dans le noyau de \. L'assertion 2 =^ 3 découle
de la proposition 2.1. 3 =^ 2 : puisque .4^(k) est un corps, ker(^) = 0
ou ker(^) = Aj^(k), mais cette dernière égalité est impossible puisque
X(ln) = 1. D

Considérons une extension quelconque K de degré fini d de k, et
B = (wi, . . . ,Wn) une base du k-espace vectoriel sous-jacent à K, on
choisit wi = 1. Pour x ç. K on note p,(x) Phomomorphisme y ^-> xy de
K\ c'est un automorphisme si x / 0. La représentation linéaire fi s'appelle
la représentation régulière de K. On pose :

(13) /AB : a; ̂  B-^^B

où ^ est le k-isomorphisme de k^ sur K défini par la base B. Ce qui
définit une représentation linéaire U,B '- K -» M(d,k) : on l'appelle
la représentation régulière de la k-algèbre K dans la base B. Toutes
ces représentations sont irréductibles et équivalentes entre elles; elles
définissent l'unique classe de représentations irréductibles de la k-algèbre
K, autrement dit la classe des k-espaces vectoriels qui sont des ^-espaces
vectoriels de dimension 1.

Supposons les conditions équivalentes de la proposition 2.3 satisfaites,
en particulier l'homomorphisme \ de AnW dans K est un isomorphisme
et AnW est un corps. On note :

(14) pu : K -^ AnW

l'isomorphisme inverse : c'est une représentation de degré n de la k-
algèbre K. Si A G K^ on a par construction uJpnW = Âw.
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PROPOSITION 2.4. — Supposons H ("I k" = {0}. Il existe un auto-
morphîsme P € GL(ra, k) tel que :

/^(À) 0 • • • 0 \
0 u,{\) • • • 0

(15) P-lpHWP= ; ; ;

\ 0 0 • • • ^\)f

où le membre de droite est un tableau carré de côté m, avec m = dimj<(Y),
et où la représentation fi est la représentation régulière de la k-algèbre K.
On a

(16) n=[K :k}'dimK(V)

en particulier, si n est premier et si K -f- k, 022 a K = V.

Démonstration.— Soit B = (ai , . . . ,0;^) une base du k-espace
vectoriel sous-jacent à K, avec ai = 1. Soit (l,x^,... ,Xm) une base de
V sur K comme dans la proposition 2.1 ; alors la famille

(w[ < W'^) = (ûi, . . . , Orf, X^a^, . . . , X^Od, . . . , XmOil, . . . , XmOl-d)

est une base de V sur k; la matrice P ç. GL(7z,k) transformant la
base (wi , . . . ,Wn) en la base (w[,... ,w^) répond à notre affirmation; en
effet notons w' le vecteur de F71 de coordonnées ( w ^ , . . . , w ^ ) et posons
p'fjÇX) = P~lpn(X)P^ on a w'/9^(A) = Xw'. Les nombres (l,^, • . • ,^m)
étant linéairement indépendants sur K, la matrice p^(A) a bien la forme
annoncée en notant ^ la représentation régulière de la k-algèbre K associée
à la base B. Les assertions suivantes se déduisent de la première. D

Exemple 2.5. — On prend F = R, k = Q et E = R4 ; on considère
Phyperplan de covecteur directeur w = (1, \/2,îZ7,w\/2), où w est un
nombre transcendant sur Q. L'espace V est engendré par w et \[Ï\ il est
contenu dans le corps L = Q,(w,\/î). Le plus grand sous-corps K tel que
KV C V est Q(v^2) : il y a donc un isomorphisme de Q(\/2) sur Ai-f(Q), et
le corps caractéristique de H est égal à Q(\/2). Pour a et & dans Q posons

( a b 0 0\

^ -(-^= : ; : ;
0 0 2b a )

On vérifie que /9^f(a+&\/2) ç ^4jf(Q), ^l^(Q) est l'image de la représenta-
tion p u -



ESPACES SINGULIERS ET CORPS DE NOMBRES 729

Remarque 2.6. — Réciproquement, si K est une extension de k de
degré divisant n, et si F est de degré de transcendance infini sur k il
existe un hyperplan H C F71 tel que l'on ait un isomorphisme de k-
algèbre p : K —> AnW' En effet, posons m == n/[K : k]; choisissons
m nombres ^1,^2,. . . ,Xm de F avec x\ = 1 linéairement indépendants sur
K\ considérons le covecteur de F71 de coordonnées

w = (ai,...,ari,rr2û!i,... ,x^a^\.. ,XmQ.i,. ...XmOid)

où (ai,. . . ,arf) est une base du k-espace vectoriel K et soit H Phyperplan
de E de covecteur directeur w ; en reprenant le raisonnement de la propo-
sition 2.4 on obtient le résultat.

Nous considérons maintenant le cas F = R, k = Q. Nous dirons
qu'un hyperplan H de R^ est irrationnel si

(18) HnZn={0}.

Rappelons d'autre part [1] qu'un ordre 0 d'un corps de nombres algébriques
K C R est un sous-anneau de K qui est un Z-module de rang égal à [K : Q].

THÉORÈME 2.7. — Soit H un hyperplan irrationnel de R"; le
poids \ associé à H définit un isomorphisme de AH"(Q) sur le corps
caractéristique K de H qui est un corps de nombres algébriques. L'anneau

AHW = {M e Mn(Z)\MH C H}

est l'image réciproque par \ d'un ordre OH de K. Le groupe

AHW ={M e GL(n, Z)\MH = H}

est l'image réciproque par \ du groupe 0^ des unités de l'ordre Oïl-

Démonstration. — La première assertion résulte de la proposition 2.1.
Notons PM(^) = det(M — rein) le polynôme caractéristique d'une matrice
M = pnW € .Mn(Q), et QM son polynôme minimal. Si M ç AJ{(Q),
on a PM(^) = ÇM(^)771 6n vertu de la proposition 2.4. Si M ç. An(Z)^ 1̂
polynôme PM est unitaire et à coefficients entiers ; il en va donc de même du
polynôme minimal ÇM^)? qui est lui aussi celui de A ; le nombre A est donc
un entier algébrique, ce qui prouve la deuxième assertion, si on remarque
que QA^(Z) = AH(Q)\ la troisième s'en déduit immédiatement. D

COROLLAIRE 2.8. — Soient r\ et 7-2, les nombres respectifs des
plongements réels et complexes de K de telle sorte que [K : Q] = 7-1 -h 27-2,
le groupe 0^ des unités de l'ordre OH est isomorphe à (Z/2Z) x Z7'1^2-1.
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème des
unités de Dirichlet (cf. par exemple [1]). D

3. Géométrie des tores irrationnels.

Nous nous plaçons ici dans la catégorie des espaces différentiables
dont on trouvera une présentation dans [9] et [7] et nous renvoyons à [10]
pour une étude comparative entre les différents types de structures sur les
espaces de feuilles.

Nous utilisons les notations de la section 2 pour F = R, k = Q.
Comme nous l'avons noté, tout hyperplan irrationnel H de R71 (formule
(18)) est naturellement associé par dualité à un covecteur directeur w dont
la première coordonnée peut être choisie égale à 1 :

(19) x e H ^==^ w(x) =0 , w = ( l , W 2 , . . . , w ^ ) .

Nous posons :

(20) Vz = w(Z71) .

La restriction à H de la projection R71 —^ T71 est une induction au sens de
la théorie des espaces différentiables, ce qui signifie que l'image réciproque
de la structure différentiable de T71 coïncide avec celle de H. D'autre part
l'hyperplan H définit naturellement un feuilletage dont le quotient est noté
TH : c'est le feuilletage caractéristique de l'image sur T71 de la forme
différentielle :

(21) -(0=I>^
j=l 3

avec z = (zi, . . . ,^) e T71 et < = (Ci , . . . ,Cn) € r,(T71). Le tore
irrationnel TH est muni de la structure diîFérentiable quotient. Cet espace
est totalement singulier au sens suivant : la structure induite sur TH — {r},
où T est un point quelconque de T^, est discrète. On a, compte tenu des
notations précédentes :

PROPOSITION 3.1. — Soit H C R71 un hyperplan irrationnel de
covecteur directeur w. Le tore irrationnel TH = T71 / H est difFéomorphe au
quotient de R par Vz.

Démonstration. — On a :

TH = pR/VZ71]/^ = R71/^71 C H} = [R71/^/Z" .
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Or l'application w définit un difféomorphisme de JV^/H dans R. Cette
construction est résumée par le diagramme commutâtif suivant :

R71 —^ R
(22) [ [ .

T71 —, TH

L'action de Z71 sur R, qui est l'image par w de l'action naturelle de
Z71 sur R71, est donnée par la formule :

(23) (r, x) e Z71 x R =^ r(x) = x -+- w(r) .

On en déduit que TH est difféomorphe au quotient de R par Vz. D

On a le diagramme de groupes difiérentiables suivant :

0 —, Z71 —> ^ / H —> TH —>0
l l l

0 —^ Vz —^ R —^ R/Vz —^0
où les flèches verticales sont des isomorphismes. On déduit de la proposition
précédente :

COROLLAIRE 3.2. — La droite R est un revêtement universel du
tore TH dans lequel 71-1 (Tn) Gst représenté par le groupe Vz. Tous les autres
groupes d'homotopie sont nuls.

Démonstration. — Le tore irrationnel TH étant difFéomorphe au
quotient de R par le sous-groupe Vz, c'est un espace homogène. La
projection d'un groupe diffërentiable sur un espace homogène est toujours
une fibration micro-triviale au sens des fibres différentiables (voir [8]).
Puisque la fibre type, c'est-à-dire Vz, est différentiablement discrète, la
projection R —> TH est un revêtement au sens des espaces différentiables.
L'espace total du revêtement, c'est-à-dire R, étant simplement connexe, ce
revêtement est universel en vertu du théorème d'existence et d'unicité (à
isomorphisme près) des revêtements universels des espaces différentiables.
Les groupes d'homotopie de TH '.

(24) Tri(T^) ^ Vz et TTfc(T^) = 0 pour k > 2

s'obtiennent grâce à la suite exacte d'homotopie de la fibration R —> TH. D

Notons que tout autre revêtement de TH est un quotient du revête-
ment universel R par un sous-groupe quelconque du premier groupe
d'homotopie Vz. On déduit également de cette proposition que la dimension
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différentiable de TH est égale à 1, puisque la famille réduite à la projection
du revêtement universel est génératrice de la structure différentiable [Ô] :

(25) dim(T^) = 1 .

Considérons maintenant deux hyperplans irrationnels H et H ' ; nous notons
de façon similaire à la section précédente :

^ AHH'W = {M e Mn(Z)\MH C H ' }
AHH'W = {M e GL(n,Z)\MH = H ' } .

PROPOSITION 3.3. — Soient H et H ' deux hyperplans irrationnels.
L'ensemble des composantes connexes de l'espace C°°(TH,T H ' ) est en
bijection avec A H H ' W ; chaque composante est difféomorphe à T H ' .
Le groupe des composantes connexes de Diff(T^,T^) est isomorphe à
^ H H ' (Z)* ; chaque composante est isomorphe à Tu. En particulier, les tores
irrationnels sont classés, à difféomorphisme près, par les orbites du groupe
GL(n, Z) agissant sur la grassmannienne des hyperplans irrationnels.

Démonstration. — Considérons une application différentiable / :
TH —^ T H ' ; d'après le théorème de monodromie elle se relève en une
application / définie sur le revêtement universel TH de TH à valeur dans
le revêtement universel T H ' de T H ' . Il existe alors un homomorphisme h
de Tri (T^) dans T T ^ ( T H ' ) tel que :

(27) (a,x) C Tri(T^) x TH =^ f(a • x) = h{o) • f(x) .

On a noté multiplicativement l'action du 71-1 sur le revêtement. En
identifiant les deux revêtements à R et le 71-1 des deux tores irrationnels TH
et T H ' aux sous-groupes Vz et V^, Phomomorphisme h est représenté par
une matrice M ç Mn(î), et on a la formule :

(28) (r, x) ç Z71 x R ̂  f(x + w(r)) = f(x) + w'(Mr) .

Grâce à la densité de Vz dans R et à la différent iabilité de / on déduit que
/ est une fonction affine ; par suite il existe deux réels A et t tels que :

(29) f(x)=\x+t.

En reportant (29) dans (28) on voit que la matrice M et le réel A sont reliés
par la formule suivante :

(30) w'M = \w

ce qui revient à dire que M H C H ' . Réciproquement toute application
affine / : x i—> \x + t où A vérifie l'équation (30) pour une matrice
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M e Mn(î} se projette en une application / e C°°(TH,TH')- Puisque
H est irrationnel, l'application :

(31) ^ : M — — A

ainsi définie est injective par le même raisonnement que dans la propo-
sition 2.3. On vérifie immédiatement que deux applications / et /' as-
sociées aux valeurs (\,t) et (A',f) se projettent sur la même application
/ : TH —> T H ' si et seulement si A = A' et si t et t' se projettent sur le
même élément de T H ' . On en déduit que :

(32) C ^ T H . T H ^ ^ A H H ' W X Ï H ' .

On a la suite exacte :

(33) 0 —— T H ' — ^ ( T H . T H ' ) — AHH'W — 0 .

Enfin puisque AHH'W est une partie de Mn(Z), qui est évidemment dis-
cret, c'est encore un espace différentiable discret : il s'identifie à l'espace
des composantes connexes de C ^ Ç Ï H . T H ' ) ' Supposons enfin que / soit
un dinéomorphisme. La matrice M qui représente ce difféomorphisme au
niveau des groupes d'homotopie est alors un isomorphisme et
MçGL(7i ,Z). On a :

(34) 7ro(Diff(T^))^^(Z)*.

La suite exacte (33) devient :

(35) Q<TH—Diff(T^) -^ AH(ZY .

Dans ce cas le groupe Diff(T^) est une extension du groupe connexe TH
par le groupe discret AnC^Y- D

La composante connexe de C°°(TH,TH') associé à l'endomorphisme
nul est constituée des applications constantes.

Soit K le corps caractéristique de H défini dans le paragraphe 2.

THÉORÈME 3.4. — Le groupe des composantes connexes de
Diff(TTf), groupe des difféomorphismes du tore irrationnel TH, est isomor-
phe au groupe des unités d'un ordre OH du corps caractéristique K de H,
et on a :

(36) 7To(Diff(T^)) ^ OH .

Par conséquent :

(37) 7To(Diff(T^)) ^ (Z/2Z) x Z^2-1
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ou ri (resp. r^) désignent le nombre de plongements réels (resp. complexes)
de K. Chaque composante est difféomorphe au tore TH.

Démonstration. — Ceci est une conséquence du théorème 2.7 et de
la proposition précédente 3.3, grâce à l'isomorphisme (34). D

Exemple 3.5. — Considérons le cas n = 2; on a Y = Q 4- aQ,
avec w = (l,a). Ou bien a est quadratique auquel cas K = V sinon
K = Q. Dans le premier cas, le polynôme caractéristique de K, de degré
deux, possède deux racines réelles, donc ri = 2 et r^ = 0, le groupe des
composantes de Diff(T^) est alors isomorphe à (Z/2Z) x Z. Dans le second
cas, on a ri = 1 et r2 = 0, le groupe en question est réduit à Z/2Z. Ce
résultat avait été trouvé par une méthode directe utilisant la décomposition
en fraction continue des irrationnels [5].

Remarque 3.6. — Comme nous l'avons dit, le degré d de K divise
yi; si n est un nombre premier, alors ou bien K est un corps de degré n
et K = Y, ou bien K est réduit à Q. Pour n = 2, c'est l'alternative de
l'exemple précédent.

Exemple 3.7. — Considérons le cas n = 4, c'est-à-dire TH = T ^ / H ,
le degré d du corps caractéristique K de H peut valoir 1, c'est le cas trivial,
mais aussi 2 ou bien encore 4. Le cas d = 2 est illustré par l'exemple 2.5
w = (l,V2,w,w\/2), on a K = Q(V2) et V = w(Q4) est de dimension
2 sur Q(\/2). Dans le troisième cas, il existe un nombre algébrique 0, de
degré 4, tel que K = Q(ff). Le polynôme caractéristique de 0 a au moins
une racine réelle (par hypothèse) donc ou bien ri = 2 et r^ = 1, auquel
cas 7To(Diff(T^)) ^ (Z/2Z) x Z2; ou bien ri = 4 et r^ = 0 (puisque
4 = ri + 2rs), auquel cas 7To(Diff(T^)) ^ (Z/2Z) x Z3.

Exemple 3.8. — Considérons le cas n = 3, c'est-à-dire TH = T3/^;
s'il n'est pas trivial le corps caractéristique est nécessairement de degré 3.
Mais dans ce cas deux situations peuvent se produire : le polynôme
caractéristique de K peut avoir une seule racine réelle, auquel cas
(38) 7ro(Diff(T^)) ^ (Z/2Z) x Z ,
ou bien il a trois racines réelles et alors
(39) 7ro(Diff(T^)) ^ (Z/2Z) x Z2 .
La première situation est illustrée par l'hyperplan H de covecteur di-
recteur :
(40) w = (1 p p2) avec p = ^2 ,
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ici K = Q(^2) et le polynôme caractéristique de p est :

(41) P(À) = À3 - 2 ,

l'ordre OH est l'anneau des entiers algébriques de K et le groupe des unités
Off de K est engendré par :

/-l 0 2\
(42) ^ (M)=^2- l avec M = 1 -1 0 .

\ 0 1 -l/
La deuxième situation est illustrée par Phyperplan H de covecteur di-
recteur :

(43) . w = (1 p p2) avec p = 2cosA
î7

27Tle corps caractéristique K de Jf est alors Q(2cos(—)); le polynôme
caractéristique de p est :

(44) P(À) = À3 - 3À -h 1 .

L'ordre OH est l'anneau des entiers algébriques de K et le groupe des unités
Off de K est engendré par :

(45) x(M) = p = 2cos(^) et x(M') = ̂ L- = 2 - p - ̂

avec
/O 0 -1\ / 2 1 1\

(46) M = 1 0 3 ) et M' = -1 -1 -2 ) .
\0 1 l/ V-1 -1 -l/

Ces exemples illustrent clairement la différence qualitative entre ces feuil-
letages "algébriques" mis en évidence par l'étude du 7To(Diff(-)) de l'espace
des feuilles.

Remarque 3.9. — Considérons une variété feuilletée (X, J^) où X est
une variété, support du feuilletage, et où T C P{X) une certaine partition
de X [3] ; un morphisme (application feuilletée) de (X, f) vers une autre
variété feuilletée (X',^') est une application différentiable / de X'vers X'
telle que /(a) C b ç. F pour tout a ç. y. Il existe une foncteur naturel de la
catégorie des variétés feuilletées vers la catégorie des espaces différentiables
qui associe, à tout objet (X,^), l'espace différentiable quotient Q = X/.F,
et à tout morphisme / : (X,^) —> (X',,77') la projection / : Q —^
Q ' . Par image réciproque, chaque invariant de la catégorie des espaces
différentiables est associé à un invariant de la catégorie des feuilletages,
et donc la structure différentiable est a priori plus faible. Mais il existe
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des invariants de la structure quotient qui sont aussi des invariants du
feuilletage : c'est notamment le cas du groupe des composantes de Diff(T^).
Il y a un homomorphisme naturel p : Aut(X, f) -^ Diff(Ç). L'image de cet
homomorphisme est un invariant du feuilletage, en particulier le groupe de
ses composantes connexes. Si le co-noyau est nul, par exemple lorsque X est
le revêtement universel de Ç, le groupe des composantes de Diff(Ç) est un
invariant du feuilletage, c'est ce qui se passe pour le feuilletage R —^ Tfi.
Dans ce cas particulier 7To(Diff(T^)) est aussi un invariant du feuilletage
T71 -^ TH •' on peut montrer en effet que la projection T71 -^ T^, qui est
une fibration micro-triviale au sens des espaces différentiables, est associée
au sens de l'association des fibres au revêtement R —^ TH, et que tout
automorphisme du revêtement induit un automorphisme du feuilletage.

Remarque 3.10. — Considérons le "pseudo-tore" U = R/Q, c'est
aussi le quotient du tore T = R/Z par le sous-groupe Q/Z isomorphe
au sous-groupe des racines de l'unité, il est muni de la structure d'espace
différentiable quotient correspondante. Soit H un hyperplan irrationnel,
il s'induit dans U71 par restriction de la projection R71 —> U71. Le quo-
tient VH = U^/Jf, est encore un espace différentiable de dimension 1,
difféomorphe au quotient de R par V = w(Q71). Le revêtement universel
de \JH est donc R et son premier groupe d'homotopie est :

(47) ^(U^^ÇT).

On peut vérifier ensuite que l'ensemble des composantes connexes de
l'espace des applications différentiables C°°(\JH) est isomorphe à l'ensemble
des M e A^(Q) tels que MH C H, c'est-à-dire au corps caractéristique
K de H\ le groupe des composantes de Diff(U^) est isomorphe au groupe
Kx des éléments inversibles de K. Le diagramme commutatif :

/r\ X ^ /r\
Uff ———> UH

(48) l [
K^ —^ K

devient dans sa version géométrique :
7ro(Diff(Tff)) —. ^(^(Tff))

(49) i [
7ro(Diff(Uff)) —4 TO(C°°(VH))
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