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SUR LA CONVEXITE HOLOMORPHE.
THÉORIE LOCALE

par A. FABIANO & P. PIETRAMALA

Dans ce travail, on définit une notion de privilège pour les voisinages
d'un point frontière d'un ensemble ouvert de C". L'existence de tels
voisinages implique en particulier l'existence de sous-ensembles analytiques
touchant l'ensemble ouvert considéré. On est ainsi conduit à définir une
notion de convexité géométrique pour de tels ouverts.

Pour des ensembles ouverts convexes au sens de la définition précé-
dente, on démontre des résultats de cohomologie locale analogues à ceux
d'Andreotti-Grauert [l], précisant la topologie du dernier groupe de coho-
mologie non nul. On peut d'ailleurs montrer que la convexité usuelle, basée
sur les propriétés de la forme de Levi d'une fonction exhaustive, implique
la convexité géométrique.

Le passage du cas local au cas global sera l'objet d'un article ultérieur.

Observons enfin que le présent article se distingue des travaux de
Ruget-Ramis [9] par la volonté d'éviter tout recours à la machinerie
faisceautique : la cohomologie considérée est celle des formes différentielles
de Dolbeault.

1. Polyèdres et polyèdres troués.

Soit a = (a i , , . . ,a^) un point de C" et soit R = (ri , . . . ,J?^)
un élément de (R!^ (on désigne par R^_ l'ensemble des nombres réels

Mots-clés : Polyèdre - Voisinage privilégié - Convexité géométrique - Cohomologie des
formes différentielles.
Classification A.M.S. : 32F99.
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strictement positifs auquel on adjoint +00). Comme d'habitude, on appelle
polydisque ouvert de centre a et rayon R dans C71 l'ensemble

D(a',R) = { ( z ^ . . . , Z n ) e C" | \Zj -dj\ < Rj pour j = l , . . . , n } .

On appelle polyèdre de C71 un sous-ensemble à la fois ouvert et fermé dans
un ensemble de la forme u'^D}, où u désigne une application holomorphe
de C71 dans C^, où D désigne un polydisque ouvert de C71 x C771 et où u
désigne l'application définie sur C" et à valeurs dans C71 x C^ obtenue en
posant

u(z) = (z,u(z)).

La cohomologie d'un polyèdre de C" est déterminée par le résultat suivant,
dont on trouvera une démonstration dans [10].

PROPOSITION 1. Soit P un polyèdre de C71.

L'application canonique de H0^ •; 0) dans Jf°(P; 0) est d'image
dense et les groupes de cohomologie Jî^P; 0) sont nuls pour tout entier
9^0 .

Les groupes de cohomologie à supports compacts H^(P\0) sont
nuls pour tout entier q ̂  n, le groupe de cohomologie H^(P; 0) est séparé
et l'application canonique de H^(P; 0) dans H^C71; 0) est surjective.

Soit a un point de C et soient r = ( ro , . . . , Tm) et R = (RQ, . . . , R^)
deux éléments de (IR-^)^1 vérifiant les relations

H ^ ^o + H < Ro et TJ < Rj pour j = 1,..., n.

On appelle polydisque troué de C714'1, l'ensemble

E(a;r,R) = Do U ... U Dn,

où l'on a posé

Do = {(zo, • • . ̂ n) e C7^1 1 \ZQ - a\ < ro et \Zk\ < Rk pour k = 1 , . . . ,n}

et, pourj = l , . . . , n ,

Dj = { ( zo , . . . . Zn) e C^1 | 1^1 > rj et 1^1 < Rk pour k = 0 , . . . ,n}.

On appelle soutien de E == (a;r,7?) le polydisque ouvert D(0',R).

On dit qu'un sous-ensemble Q de C71 est un polyèdre troué s'il est à la
fois ouvert et fermé dans un ensemble de la forme iï"1^), où u = {uo,u')
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<̂î <̂::̂ ;:::i:i:;:::;:::i:i

^^^^^^iS^^

llllll-

1111

111111

^S

1111

Do
zo

Figure 1

désigne une application holomorphe de C71 dans C x C772, où E désigne un
polydisque troué de C x C71 x C7" et où u désigne l'application de C" dans
C x C71 x C^ définie par

u(z) = (u,(z)^,u\z)).

On appelle soutien de Ç, tout polyèdre P de C71 qui contient Q et
dont toutes les composantes connexes rencontrent Q^ tel que l'application
canonique de H°(P',0) dans H°(Q-,0) soit surjective.

La cohomologie d'un polyèdre troué de C71 est déterminée par le
résultat suivant, dont on trouvera une démonstration dans [10].

PROPOSITION 2. — On suppose n > 1. Soit Q un polyèdre troué de
C" et soit P un soutien de Q.

(1,4) L'application canonique de H°(P;0) dans H°(Q-,0) est un iso-
morphisme.

(2^4) Les groupes de cohomologie Hq(Q^O) sont nuls pour tout entier
ç/0, n-1 .

(3,4) Le groupe de cohomologie Hn~l(Q', 0) est séparé.

(1^) Les groupes de cohomologie à supports compacts H^Q'.O) sont
nuls pour tout entier q -^ 1, n.

(2^) L'application canonique de H^(P;0) dans Hy(Q;0) est un iso-
morphisme.

Dans la suite nous aurons besoin du lemme d'approximation suivant
dont la démonstration est une simple adaptation d'un résultat classique de
Cartan [3].
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LEMME 1. — Soit X une variété holomorphe à base dénombrable d'en-
sembles ouverts, soit (A^)^ç(^ une suite exhaustive d'ensembles ouverts de
X et soit q un entier strictement positif. Si pour tout entier v l'applica-
tion canonique de H^^A^-.O) dans H^ÇA^O) est d'image dense,
l'application canonique

Hq(X',0)-^}ïmH(ï(A^O)
^~v

est un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques.

2. Privilège.

Soit X un ensemble ouvert de C71. Pour toute fonction (p indéfiniment
dérivable dans X, à valeurs réelles, on pose

A(^) = [z e X | ^(z) < 0} et B((p) = {z ç X \ ^p(z) > 0}.

Soit (p une telle fonction, et soit Ç un point de X tel que

^(0 = o.

Nous dirons qu'un voisinage W de < dans C72 est ^-privilégié s'il est
composante connexe d'un ensemble de la forme

Wo={zçD(^p)\ \u(z)\ <po},

où -D(<^; p) désigne un polydisque ouvert de C71 relativement compact dans
X, où po désigne un nombre réel strictement positif et où u désigne une
fonction holomorphe sur C71, vérifiant les conditions suivantes :

(1) L'ensemble

{zç9D(^p)\ \u(z)\^po}

est contenu dans B((p).

(2) L'ensemble

{xçD^p)\u(z)=^]

est contenu dans B(ip).
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(3) Pour tout point ZQ de -D(^;p), il existe une fonction f^ holomorphe
sur C71, qui s'annule au point ZQ, et qui vérifie la relation

Re(/^(z))<0

pour tout point z appartenant à l'ensemble

{zçD(^p)\^(z)<^(zo)}.

Figure 2

-Remarque 1. — Si W est (^-privilégié et si e est un nombre réel tel
que les ensembles

{zçoD(^p)\ \u(z)<^po] et [z^D^p)\u(z)=^)

soient contenus dans B(ip -I- e), alors W est ((^ + é^-privilégié.

En particulier, si W est (^-privilégié, il existe un nombre réel £Q
strictement positif tel que W soit (^ + ^-privilégié pour \e\ ^ CQ.

Soit A un ensemble ouvert de C71, de la forme

A={zeCn\ ̂ (z) < 0}

où (^ désigne une fonction indéfiniment dérivable à valeurs réelles sur C71.
Nous dirons que A est géométriquement convexe en un point frontière C,
s'il existe un voisinage W de Ç qui soit (^-privilégié.
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3. Le cas absolu.

Soit X un voisinage ouvert de l'origine dans Cn et soit ^p une fonction
indéfiniment dérivable à valeurs réelles dans X, nulle à l'origine. Pour
simplifier les choses, nous indiquerons simplement par A et B les ensembles
A((^) et B(^p). La situation géométrique est la suivante.

THÉORÈME 1. — Soit W un voisinage (p-privilégié de l'origine.

- Pour tout ensemble compact K de A H W, il existe un polyèdre P
de C71 qui contienne K et soit relativement compact dans A H W.

- Pour tout ensemble compact L de B H W et pour tout ensemble
compact K de W, il existe un polyèdre troué Q de C77 qui contienne L et
soit relativement compact dans B H W, et un soutien P de Q qui contienne
K et soit relativement compact dans W.

Désignons par J^(0; p) un polydisque ouvert de C" relativement
compact dans .Y, par po un nombre réel Strictement positif et par UQ une
fonction holomorphe sur C^, tels que W soit la composante connexe de
l'origine dans l'ensemble

W o = { z ç D ^ p ) \ \uo(z)\<po}

et tels que les conditions de privilège soient satisfaites. Remarquons, en
passant, que W est un polyèdre de C".

Pour tout point (" appartenant au polydisque fermé D(0',p) et pour
tout ensemble compact K contenu dans ce polydisque, tel que l'on ait

sup((^)) < (^(C),
zCK

il existe une fonction holomorphe u sur C" telle que l'on ait

sup|^)|<(^(C)|.
zEK

II suffit en effet de prendre pour u une fonction de la norme exp(/), où
/ désigne une fonction holomorphe sur C71 qui s'annule au point C et qui
vérifie la relation

Re(/(^)) < 0

pour tout point z appartenant à l'ensemble

{zç5(o;p)|^)<^(0}.
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Démontrons la première assertion du théorème. Pour j = 0, . . . ,n, il
existe un nombre réel r^ strictement compris entre 0 et p^ tel que K soit
contenu dans l'ensemble

{zçD(^r)\ K(^)|<ro}.

D'autre part, puisque l'ensemble Wn9A est compact, il existe des fonctions
holomorphes u^,...,Um sur C" et des nombres réels strictement positifs
T n + i , . . • ,yn-(-m; vérifiant les conditions suivantes :

(a) l'ensemble K est contenu dans l'ensemble

{z € C71 | \Uj(z)\ <rn^j pour j= l , . . . ,m}

(b) pour tout point z appartenant à l'ensemble ÎVn<9A, on a

1^(^)1 > ^n-H

pour un certain entier j compris entre 1 et m.

On pose alors
u' = (ni,...,^) et u=(uo,uf),

et l'on désigne par u l'application de C71 dans C x C71 x Cm définie par

u(z) = (uo(z),^,uf(^)).

Par construction, l'intersection de l'ensemble 9(A H W) et de l'ensemble
iï~ l(Z)(0;r)) est vide et le polyèdre

P=u~l(D(^r))nAnW

a toutes les propriétés requises.

Pour démontrer la seconde assertion, on peut toujours supposer que
K contient L. Pour j = 1,..., n, l'ensemble

{ z e D ( 0 ; p ) \ \ Z j \ = p j et \uo{z)\^po}

est contenu dans B. Il existe donc un nombre réel r^, strictement compris
entre 0 et p j , tel que l'ensemble

[z ç U(0;p) | Tj ^ \Zj\ ̂  pj et \uo(z)\ ̂  po}

soit encore contenu dans B.
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II existe alors des nombres réels RQ, . . . , R^ vérifiant les relations

Pô. < RQ < po et TJ < Rj < pj pour j = 1,. . . , n,

tels que K soit contenu dans l'ensemble

{ z ç D ( ^ R ) \ \Uo(z)\<Ro}.

Comme l'ensemble

{zçD^p)\uo(z)=^}

est contenu dans B^ il existe un nombre réel ro strictement compris entre
0 et RQ — p o / 2 , tel que l'ensemble

{zçD(^p)\ \uo(z)-po/2\ ^ro}

soit encore contenu dans B.
D(Q\p)

II existe enfin des fonctions holomorphes u ^ , . . . , Um sur C" et des
nombres réels r^+i , . . ., rn+m, Rn^-i,..., Rn+m tels que

0 < rn+i < Rn+j pour j = l , . . . , m ,

vérifiant les conditions suivantes :

(a) l'ensemble W n QB est contenu dans l'ensemble

{zçCn\ \Uj(z)\<Tn^j pour j= l , . . . ,m} ,
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(b) l'ensemble W est contenu dans l'ensemble

[z ç C1 | \Uj{z)\ < Rn+j pour j = = 1 , . . . , m},

(c) pour tout point ^ appartenant à l'ensemble Z/, on a

\Uj(z)\ > rn+j

pour un certain entier j compris entre 1 et m.

On pose alors
u' = (ui,...,Um) et u=(uo,uf),

et l'on désigne par u l'application de C71 dans C x C71 x C771 définie par

u{z) = (uo(z),z,u'(z)).

Par construction, l'intersection de l'ensemble 9(B n PV) et de l'ensemble

u-\E(p^l^r^R))

est vide et le polyèdre troué

Q = u-\E(po/2^ r, J?)) H B H TV

a toutes les propriétés requises. On peut prendre comme soutien de Q le
polyèdre P, union des composantes connexes de l'ensemble

PO =u~l(D^R))nW

qui rencontrent Q. Ceci conclut la démonstration du théorème.

COROLLAIRE 1. — Soie W un voisinage (p-privilégié de J'origine
et soient 7-0, . . .^n^ des nombres réels strictement positifs vérifiant les
relations

Tj < pj pour j = l , . . . ,n .

- Pour tout voisinage U de l'ensemble

K = W n { z ç D ( 0 ; r ) | \u(z)\<iro et (^(z) + £ ^ 0}

ii existe un polyèdre P de C71 contenant K et contenu dans U.

- Pour tout voisinage V de l'ensemble

L=Wn{zçD(0;r) | \u(z)\<^ro et (p(z) - e ̂  0},
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et pour tout voisinage U de V ensemble

K = W ^ { z ^ D ( ^ r ) \ K;,)|^ro},

il existe un polyèdre troué Q de C" contenant L et contenu dans V, et un
soutien P de Q contenant K et contenu dans U.

Puisque W est encore (<^ + ^-privilégié pour e suffisamment petit
(remarque 1), l'assertion résulte immédiatement du théorème précédent.

COROLLAIRE 2. — Conservons les notations et les hypothèses du
théorème précédent.

(1^) L'application canonique de H°(W',0) dans H°(A H W',0) est
d'image dense.

(la) Les groupes de cohomologie Hq(A D W\ 0) sont nuls, quel que soit
rentier q non nul.

Supposons, en plus, que Rentier n soit strictement plus grand que 1.

(2A) L'application canonique de H°{W; 0) dans H°(B H W; 0) est un
isom orphism e.

(2^) Les groupes de cohomologie Hq(B H W\ 0) sont nuls, quel que soit
l'entier q ̂  0, n — 1.

(2c) Le groupe de cohomologie H^^^B H W', 0) est séparé.

Il existe, en vertu du théorème précédent, une suite exhaustive
(Pi^)vçN ^e polyèdres de C71 relativement compacts dans A D W. Les
assertions (U) et (la) résultent alors immédiatement de la proposition
1 et du lemme 1.

Toujours en vertu du théorème précédent, il existe une suite exhaus-
tive (Ç^çN de polyèdres troués de C71 relativement compacts dans BHW
et une suite exhaustive (Pi/)i/çN de polyèdres de C71 relativement compacts
dans W tels que Pi, soit un soutien de Qv pour tout entier naturel v.

Pour tout entier q strictement inférieur à n—1, l'application canonique
de restriction de Hq{Qv-\-\'•,0) dans Hq(Q^\0) est d'image dense. Pour
q = 0, ceci résulte du diagramme commutatif

H°(P^O) —^ H°(Q^O)i ï
H°(P^O} —. H°(Q^O)
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dans lequel les lignes sont surjectives et la première colonne d'image dense.
Pour q compris entre 1 et n - 2, ceci résulte de la proposition 2. Les
assertions (2a) et (2c) résultent donc de la même proposition et du lemme
1. Démontrons l'assertion (2^). Pour toute fonction holomorphe / sur
B D W et pour tout entier v, il existe une fonction holomorphe g^ sur
Py telle que l'on ait

f\Q. =^lç./-

Les fonctions g^^y et Qy coïncident sur Qy et donc sur Py (rappelons que
toutes les composantes connexes de Py rencontrent Qv). Par recollement,
on définit une fonction holomorphe g sur W dont la restriction à B H W
coïncident avec /.

4. Le cas relatif.

Désignons par r un entier compris entre 1 et n, et posons

G" =CÎ~l x C"-7'^.

Pour tout point z de C", nous désignerons par z ' (resp. z " ) la projection
canonique de z dans C7"' (resp. C""^1).

Pour tout sous-ensemble Y de C", nous désignerons par AI (Y) le
complexe double ainsi défini :

(1) pour tout couple (p, q) d'entiers, l'ensemble A I ^ ' ^ Ç Y ) est le sous-
espace de ^ ' ^ ^ ( Y ) constitué des formes différentielles homogènes
de degré p en les d z [ , . . . , dz,- \ et de degré q en les d z , , . . . , dz^,

(2) les différentielles d\ et d\\ sont définies respectivement par

^-^ _ QUJ ^-^ QUJ
d^= ^ d Z f / \ _ et rfi|ùt?= ^ dz^;A _

i^./^/-i / /</^ o z )

Remarquons que les éléments de degré q du complexe latéral ]\I\(Y)( ' ̂ resp.
]\I\}(Y)) sont les formes différentielles de ̂ ^(Y) holomorphes en les varia-

^ Etant donne un complexe double
A/=(A/^,d{'-",4,")(^)^^,

les complexes latéraux M\ et A?)[ sont définis par les relations

A/, = (Kerdi',0,^-")^ et A/n = (Ker^'", d^")^.
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blés Z r , . . . , Zn (resp. ^ i , . . . , Zr-i), c'est-à-dire indépendantes de d z r , . . . ,
dîn (resp. d^i,... ,dzr-\) et à coefBcients holomorphes en les variables
Z r , . . . , Zn (resp. ^ i , . . . , ̂ _i). Remarquons encore que le complexe total de
M{Y) s'identifie canoniquement au complexe de Dolbeault

0 —. Q°'°(y) -^ ̂ (Y) —— ... —— ̂ (Y) __ 0.

On a donc des applications linéaires canoniques

H^MïÇY)) -^ H^Y'^0) ^- H^Mn(Y)).

Nous aurons besoin de deux lemmes techniques concernant le complexe
double M(Y).

LEMME 2. — On désigne par K un sous-ensemble compact de C^ et
par U un voisinage ouvert de K, de la forme

U = U' x U" Ç C7'-1 x C71-7^1 = C^

et Fon suppose r > 1.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) l'application canonique de M^^ÇU) dans M^ÇK) est d'image
dense,

(2) les groupes de cohomologie H^ÇMnÇK)) sont nuls pour q / 0,

les conditions suivantes sont aussi vérifiées :

(A) l'espace H^ÇK; 0) est indiscret^

(B) les groupes de cohomologie Hq(K', 0) sont nuls pour q ^ r.

Il résulte de la condition (2) que l'application canonique

X' :H^Mï(K))-^H^K^O)

est un isomorphisme pour tout entier q. Puisque l'espace M^(K) est nul
pour q ^ r, la condition (B) est vérifiée.

(2) Nous dirons qu'un espace topologique est indiscret si sa topologie est la moins fine
des topologies, c'est-à-dire celle dont les seuls ensembles ouverts sont la partie vide et la
partie pleine.
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Pour démontrer (A), considérons le diagramme commutatif

M^dJ) -^ M^ÇU)

-1 ,1
Mf-2^) -^ MÎ-\K)

dans lequel les flèches verticales indiquent les applications canoniques
de restriction. La première flèche horizontale est surjective : un élément
de Mj'^l/) est une forme différentielle de degré maximum en les
dz\,..., dzr-i, holomorphe en les variables Z r , . . . , ^n, ou encore un élément
de 0(U"^Q-r-l(U')), et l'on sait que l'application

Q:^-2^)^^-1^)

est surjective. La seconde flèche est d'image dense par hypothèse. La
deuxième flèche horizontale est donc d'image dense, ce qui démontre
l'assertion.

Pour tout sous-ensemble compact K de C7'"1 x c71"7^1 et pour
tout entier g, on désigne par (SEP) la propriété suivante du groupe de
cohomologie Hq(K',0) :

(SEP) Pour qu'une forme différentielle uj appartenant à Q0'9^) soit
<9-exacte, il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de K et un
représentant de ^ dans l'adhérence de ^(n0'9"1^)).

De manière analogue, pour tout entier p, on désigne par (SEP)n la propriété
suivante du groupe de cohomologie H^ÇK)

(SEP)n Pour qu'une forme différentielle uj appartenant à M^ÇK) soit
du-exacte, il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de K et
un représentant de uj dans l'adhérence de dnÇM^^ÇU)).

LEMME 3. — On désigne par K un sous-ensemble compact de C71 et
par L un sous-ensemble compact de K. On suppose r < n.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) les groupes de cohomologie Hq(Mî(K)) sont nuls pour tout entier
Q^ 0,

(2) l'application canonique de M^(K) dans M^(L) est bijective pour
tout entier g,

(3) les groupes de cohomologie H^ÇMnÇL)) sont nuls pour q =
1,... ,n — r — 1,
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(4) le groupe de cohomologie Jifj0^"^!/) vérifie la condition (SEP)n,

les conditions suivantes sont aussi vérifiées :

(A) l'application canonique de H°(K',0) dans H°(L;0) est bijective,

(B) les groupes de cohomologie HQ(L•,0) sont nuls pour q = 1,. . . ,
n — r — 1,

(C) le groupe de cohomologie Hn~r{L', 0} vérifie la condition (SEP).

Il résulte de la condition (3) que l'application canonique

X' :^(Mi(L))^^(L;0)

est bijective pour q < n—r et de la condition (2) que l'application canonique
de Hq(Mî{K)) dans Hq{M\{L)) est bijective pour tout entier q. Compte
tenu de la condition (1), ceci démontre les conditions (A) et (B).

Démontrons la condition (C). Soit U un voisinage ouvert de L et soit
uj une forme différentielle appartenant à l'adhérence de Q(Çlo'n~r~^(U)).
Cette forme différentielle s'écrit de manière unique

^ = ^ LJp,

O^p^n—r

où, pour p == 0 , . . . ,n — r, la forme différentielle ujp appartient à
MP'n~r~p(U). Pour des raisons évidentes de degré, la forme différentielle
UJQ appartient à l'adhérence de dn(MO'n~^~l(U)). En vertu de la condition
(4), il existe donc une forme différentielle r]\ appartenant à MO'n~r~l(L)
telle que l'on ait

^ok = d\\r]\.

Par récurrence sur l'entier p, on choisit alors, pour p = 2 , . . . , n — r — 1, une
forme différentielle rfp appartenant à A.P"1'""7'"^!/) telle que l'on ait

UJp-\\L - dîTîp-i = duïfp.

On a en effet

du(cJp-i\L -di^p-i) = (dï^p-i +diuJp--2)\L =0

(rappelons que la forme différentielle uj est ô-fermée) et l'assertion résulte
de la condition (3). Pour la même raison, il existe une forme différentielle
r]1 appartenant à l'ensemble A.f""^1'^!.), telle que l'on ait

UJn-r-\\L - dïT]n-r-l == ^II^-
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La forme différentielle ^n-r\L - <W appartient à l'ensemble M^^ÇL) et
vérifie les conditions

dn(cjn-r\L - dîrf) = 0 et d\(^n-r\L - dirf) = 0.

Les conditions (1) et (2) impliquent alors l'existence d'une forme différen-
tielle rj" appartenant à l'ensemble M^"7'"^!/) telle que l'on ait

^n - r\L - d\r]' = di?/'.

On pose

Tîn-r = rf + r]11 et Tf = Tfi + . . . + TJn-r'

On a donc, par construction,

dnrfn-r = durf = ujn-r-\\L - d\'ï]n-r-\ et d\r] = dirf 4- d\r]" = uJn-r\L

et l'on vérifie aisément que l'on a

~Qr]=uj\L,

ce qui achève la démonstration du lemme.

On conserve les notations du paragraphe 2. En particulier, on désigne
par X un voisinage ouvert de l'origine dans C71 et par y? une fonction
indéfiniment dérivable à valeurs réelles dans X qui s'annule à l'origine. On
désigne encore par r un entier compris entre 1 et n.

THÉORÈME 2. — Soit W un voisinage ouvert de Forigine dans X, de
la forme

W =W xW11 = C7'-1 x C71-^1 = C",

où W désigne un polydisque ouvert de centre d'origine dans C7~1 et W"
un voisinage ouvert de Forigine dans C71"7''1'1, qui soit (p(z1', )-priyiiégié
pour tout point z' appartenant à W.

- On suppose r > 1. Tout sous-ensemble compact K de A H W est
contenu dans un sous-ensemble compact K de AC\W vérifiant les conditions
suivantes :

(A) Le groupe de cohomologie H1"'1^', 0) est indiscret.

(B) Les groupes de cohomologie H(1(K•,0) sont nuls pour tout entier
q ^ r.
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- On suppose r < n. Pour tout sous-ensemble compact L de B H W
et pour tout sous-ensemble compact K de W qui rencontre toutes les
composantes connexes de L, il existe un sous-ensemble compact L deBHW
contenant L et un sous-ensemble compact K de W contenant L, vérifiant
les conditions suivantes :

(A) L'application canonique de H°(K',0) dans H°(L',0) est bijective.

(B) Les groupes de cohomologie Hq(L', 0) sont nuls pour q = 1,. . . ,
n — r — 1.

(C) Le groupe de cohomologie H^ÇL-, 0) vérifie la condition (SEP).

Le polydisque W est de la forme

W'=D(^p1) avec p' = (pi, ... ,p,_i)

et l'ensemble W" est composante connexe de l'origine dans un ensemble de
la forme

W,={zflçD^pff)\ \u(zff)\<p,} avec p" = (^,... ,p,),

où le polydisque D(0;p"), le nombre réel po et la fonction holomorphe u
vérifient les conditions de privilège.

Démontrons la première assertion. Il existe des nombres réels e, 7 * 0 , . . . , Tn
vérifiant les relations

e > 0 et 0 < Tj < pj per j = 0 , . . . , n,

tels que l'ensemble K soit contenu dans l'ensemble

K = W n { z ç D ( ^ r ) \ lî^l^ro et <^)+^0}.

Remarquons que, pour e assez petit, l'ensemble W" est ((^', ) + e)-
privilégié pour tout point z ' appartenant à D(0;r') (remarque 1). Nous
allons montrer que les ensembles K et W vérifient les conditions (1) et (2)
du lemme 2.

Soit U un voisinage ouvert de K dans A n W. Pour tout point
<^ appartenant à ^(0;r'), l'ensemble U(Ç') est un voisinage ouvert de
K^) dans A(C') H W. En vertu du corollaire du théorème 1, il existe
donc un polyèdre P" de C7'-7'4-1, contenant JC(C') et relativement compact
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dans ^(CQ.Pour z ' assez voisin de <', ce polyèdre contient K { z ' ) et est
relativement compact dans U ( z ' ) .

Figure 4

II existe donc un recouvrement fini (P/)<ç/ de D(0;r'), formé de
polydisques ouverts de Cr~l relativement compacts dans W1\ et, pour
chaque indice L appartenant à J, un polyèdre P'J de C71"7^4"1, contenant
K { z ' ) et relativement compact dans U { z ' ) , pour tout point z ' appartenant
àP;.

On pose
P , = P [ x P [ ' et P=\JP^

ici
Un raisonnement élémentaire de topologie générale montre qu'il existe un
voisinage ouvert U de K^ relativement compact dans P, qui vérifie la
condition suivante :

(*) Pour tout point z appartenant à U tel que z ' appartienne à P[, le point
z " appartient à P ' J .

Indiquons par U ' la projection canonique de U dans C7'"1, et par (x'J^çj une
partition de l'unité sur U ' subordonnée au recouvrement (P^ç/ (chacune
des fonctions \[ a donc un support contenu dans P[ et la somme de ces
fonctions est égale à 1 sur l'ensemble U ' ) . On définit encore une famille
(Xi)içi de fonctions en posant

X^)=x[(z')

pour tout indice L appartenant à 1 et pour tout point z appartenant à P.
En vertu de la condition (*), cette famille est une partition de l'unité sur
U", subordonnée au recouvrement (PJ^ç/.
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Soit alors uj un élément de M^^U). Pour tout indice L appartenant
à J, la forme différentielle cj\p^ est limite, dans M^'^PJ, d'une suite
(A,^)^(EN d'éléments de M^""1^?/ x W") (en fait, pour tout point z '
appartenant à P/, la forme différentielle ù;(^', )[?// est limite, dans l'espace
des formes différentielles holomorphes de degré r — 1 sur P^", d'une suite de
formes différentielles de degré r — 1, holomorphes sur W11). Posons, pour
tout entier v,

A^^XA,^.
ici

Puisque les fonctions ^ sont indépendantes des variables ^,...,^, on
définit ainsi une suite d'éléments de M^^IV), dont on vérifie aisément
qu'elle converge vers uj dans M^"1^), ce qui démontre la première
condition du lemme 2.

Pour vérifier la seconde condition, on désigne par q un entier stricte-
ment positif et par uj un élément de MP'Q(U) tel que l'on ait

d\\uj = 0.

Pour tout indice i appartenant à 7, il existe une forme différentielle ^
appartenant à Mpfq~l(P^) telle que l'on ait

dur), == uj\p,

(en fait, pour tout point z ' appartenant à P[, la forme différentielle
uj[z1', ) |p// est (9-fermée, donc (9-exacte). La forme différentielle définie par

^=]^X^
I C I

appartient à MÎ)'q~l(P) et, puisque les fonctions ̂  sont indépendantes des
variables Z r , . . . , Zn ? on a

d\\T1\u ^ ^ u ^ '

ce qui achève la démonstration de la première partie du théorème.

Pour démontrer la seconde, on peut toujours supposer que L est
contenu dans K. Il existe alors des nombres réels r o , . . . , r ^ vérifiant les
relations

0 < Vj < pj pour j = 0,..., n,

tels que K soit contenu dans l'ensemble

K o = W n { z ç D ( ^ r ) \ l^l^ro},
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et un nombre réel e strictement positif tel que L soit contenu dans
l'ensemble

£ = W H {z ç D(0; r) 1 \u(z")\ ̂  ro et (^) - e ̂  0}.

Remarquons que, pour £ assez petit, l'ensemble W" est (^(^ /, ) — e)-
privilegié pour tout point z ' appartenant à J9(0; r ' ) (remarque 1). Indiquons
par K l'union des composantes connexes de Ko qui rencontrent £ et
montrons que les ensembles K et L vérifient les conditions (1), (2), (3)
et (4) du lemme 3.

Soient V et U des voisinages ouverts de L et de K dans B H W et
dans W respectivement.

Comme dans la première partie de la démonstration, utilisant la
deuxième partie du corollaire du théorème 1, on peut trouver un recou-
vrement fini (P/),çj de 2^(0, r'), formé de polydisques ouverts de C7""1

relativement compacts dans W', et, pour chaque indice i appartenant à
J, un polyèdre troué Ç'/ de C77-7^1 et un soutien P [ ' de Ç;', tels que Ç;'
contienne L ( z ' ) et soit relativement compact dans V { z ' ) , et tels que P['
contienne K { z ' ) et soit relativement compact dans U { z ' ) ^ pour tout point
z ' appartenant à P/. On pose alors

Q.=Q[xQ^ Q=\JQ. et P<=P;xp;'; P=U^
ici / e j

et l'on désigne par Vêt U des voisinages ouverts de L et de K, relativement
compacts dans Q et dans P respectivement, vérifiant la condition suivante :

(*) Pour tout point appartenant à V (resp. U), tel que z ' appartienne à
Q[ (resp. P,'), le point z " appartient à Q[' (resp. P/').

Indiquons par V et U ' les projections canoniques de V et de U dans
(Y"1, et par (\[)içi une partition de l'unité sur V U U ' subordonnée au
recouvrement (P^ç/. On définit encore une famille (\i)i^i de fonctions en
posant

X^)=x[{zf}

pour tout indice L appartenant à I et pour tout point z appartenant à P.
En vertu de la condition (*), cette famille est une partition de l'unité sur
Y, subordonnée au recouvrement (ÇJ^çj, et une partition de l'unité sur
U, subordonnée au recouvrement (P/)^çj.

La vérification de la condition 1 du lemme 3 est immédiate : l'ensemble
KQ possède un système fondamental de voisinages de la forme R' x R"\ où
R' est un polydisque de C7'"1 et R" un polyèdre de C71"7'4'1.
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Pour démontrer la condition 2 du même lemme, on désigne par uj une
forme différentielle appartenant à M](V). Pour tout indice i appartenant
à J, il existe une forme différentielle T], appartenant à Mf(PJ telle que

^IQ. =^\Q.

(en fait, pour tout point z ' appartenant à Q[, la forme différentielle holo-
morphe uj{z'', )|ç« est la restriction d'une forme différentielle holomorphe
sur P,"). La restriction à U de la forme différentielle T] définie par

^ = Z^ X^i
ici

appartient à M\(U) (parce que les fonctions ^ sont indépendantes des
variables Z r , . . . , Zn}, ce qui démontre l'assertion.

La condition 3 du lemme 3 se vérifie comme la condition 2 du lemme
2 dans la première partie du présent théorème.

Pour démontrer la condition 4, enfin, on désigne par uj une forme
différentielle appartenant à l'adhérence de di^M0'71"7'"1^)). Pour tout in-
dice i appartenant à J, la forme différentielle UJ\Q^ appartient à l'adhérence
de ̂ (M0'™"1^,). Il existe donc une forme différentielle rj, appartenant
à MQ-n-r-l(Q,) telle que l'on ait

dn T], = UJ\Q^

(en fait, pourjbout point z ' appartenant à Q[, la forme différentielle
^{Z11 )\Q',' est <9-exacte). La restriction à Y de la forme différentielle

^ = S ̂ ^
LÇI

appartient à l'ensemble M0'71-7'-1 (Y) et l'on a

^n(^lç) =^|^,

ce qui achève la démonstration du théorème.

COROLLAIRE . — Conservons les notations et les hypothèses du
théorème précédent.

- On suppose r > 1.

(IA) Le groupe de cohomologie Hr~l(A H W', 0) est indiscret.
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(la) Les groupes de cohomologie Hq{A H W\ 0) sont nuls pour tout
entier q ^ r.

- On suppose r < n.

(2A) L'application canonique de H°(W',0) dans H°(B H W\ 0) est
bijective.

(2a) Les groupes de cohomologie ff^f? n W',0) sont nuls pour q =
1,... ,n — r — 1.

(2c) Le groupe de cohomologie Hn~r(B H W\ 0) est indiscret.

La démonstration est analogue à celle du corollaire 2 du théorème 1.
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