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SUR LA REDUCTION A UN PRINCIPE VARIATIONNEL
DES EQUATIONS DU MOUVEMENT
D’UN FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE

par R. GERBER (Grenoble).

1. On sait qu'il n’est pas possible par la considération du champ
des vitesses & un instant, d’opérer dans le cas général la réduction a
un principe variationnel des équations.du mouvement non lent d’'un
fluide visqueux incompressible (*).

Il semble intéressant de voir si un tel principe ne pourrait pas
étre obtenu en envisageant non plus le fluide 2 une époque, mais
en suivant une certaine masse .Ib dans son mouvement.

Ayant défini un ensemble & de mouvements virtuels de .Ib entre
deux instants ¢, et {, on tentera de construire une fonction ¥, définie
sur &, et telle que f hifdt soit stationnaire pour tout élément de &

b

qui vérifie les équations indéfinies du mouvement.

On montrera qu’on aboatit également dans cette voie & un résultat
négatif pour le cas général, du moins si on se limite & une certaine
classe de fonctions ¥.

De plus la méthode suivie nous conduira & exprimer avec les
variables de Lagrange les équations de Navier pour un fluide visqueux
incompressible et on indiquera une méthode rapide pour obtenir
ces équations.

2. Soit un mouvement réel d’'une masse M du fluide entre les
époques ¢, et ¢,, correspondant a certaines conditions initiales et aux
limites et sous I'action de forces extérieures dépendant d’un potentiel.
Notons 9,le domaine occupé a I'instant ¢, %, sa frontiére (on pourra
supprimer l'indice £) ; 9, et = pour 9, et X,,. En particulier X pourra

(") Voir H. VivLrat. Legons sur les fluides visqueuz, p. 103.
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8tre la paroi d’un vase déformable ou non, de volume constant
enfermant le fluide. Supposons le mouvement de ¥ donné. On
considérera I'ensemble des mouvements virtuels de b entre ¢, et ¢, :
1° compatibles avec la condition d'incompressibilité: 2° qui sont
continus et pour lesquels si 2 est une paroi limitant le fluide il y a
adhérence a cette paroi; 3° tels que les positions et les vitesses des
éléments fluides pour £, et ¢, sont les mémes que dans le mouvement
réel.

D’une fagon précise, I'espace étant rapporté & des axes rectangu-

laires Ox,x,x,, & sera constitué par les fonctions vectorielles continues:

(1) OM=f(P.)(Pa, a, )& D, +5,;
Mz, 2z, z,)eD+Z; te [to, ‘])

ﬂw,wa,m”___

satisfaisant a:

A= =
2 D(a, a, a,)
(2) b) f se réduit & une fonction donnée de P et de ¢ pour:
PeZ,.

0 . .
c) fet b;{ se réduisent & des fonctions données de P pour

t=t ett—=¢t,.
‘ of .
On notera V(u,. u,, u,) le vecteur o Les x; sont les variables

d’Euler et les a; les variables de Lagrange.
3. Par analogie avec le principe d’Hamilton on fera figurer dans
4 I'expression G+ U ou:

I 2
b= Ja V%
(p, densité, est une constante).

U= f@opUdro

(U, fonction donnée de M, potentiel des forces extérieures).
On sait le role joué dans le cas des mouvements lents par la fonc-
tion de dissipation | définie en variables d'Euler par:

® =3 S
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L'intégrale f@ aydr (ou p est le coefficient de viscosité) repré-

sente la chaleur di\ssipée par unité de temps et & I'instant ¢ par elfet de
viscosité. On introduira dans £ la quantité :

t

0) Q)= | diy [ 24ds
qui représente la chaleur ainsi dissipée dans la masse .lb entre t, et
t, et qui est homogene a I'expression & —+U.

Enfin les fonctions z(qa,. a,, a,. t) étant liées par (2, a) on fera
figurer dans £ l'expression A au moyen d'un multiplicateur ),
fonction indéterminée des x;.

On prendra donc ! sous la forme :

(7
®) %:ﬂ&ﬂ+%+wQ+-%m&&ﬂ

(2 facteur numérique) ou

b t
(6) &= drof dt<%pv2—i—pU+)\A+ 21{;.] n]/dl).
Do to b

4. La fonction ¢ définie par (3) en variables d’Euler est supposée
exprimée dans cette formule (6) avec les variables de Lagrange. Pour
faire ce changement de variables on remarque que g étant une fonc-
tion des x; ou des a; qui sont liés par (1) on a:

39 _ D(g,z,a) _ D(g,a,a) 4o Dz, 2)
or, Die,m 2) D, aya) \o ™% Do, aya)

et les expressions obtenues par permutations circulaires pour

E_g_ et b_g

o, ox,
Alors :
(7) WZM+M+m+%®+m+m)
avec :
- D<Et—, x,, x >

Y
A== D(a, 4 )

1

8) D(x,,x,, oz, Df x,, %,x
B Uy ot vt
——__+__——

= -+
' oxr,  ow, D(a,. a,. a,) D(a,. a,, a,)
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et les expressions analogues obtenues par permutations pour
A,, A,, B, B,.
Les formules (7) et (8) montrent que ' se présente en variables
2
de Lagrange comme une fonction des % et des 2% Tl s'introduira
0q; otda;
donc dans le calcul de la variation des expressions :

0 W 0 3

X‘:E— ) Y=Y ———5—

- bajb b_ai,> Zbajb<b ;
da;,

oda;

Explicitons le calcul de Y, ; on a:

oW, D@@.2) g De.z) pDe.x)

b(,bawl > o ' D(a2’ as) 2D(a2’ aa) sD(aﬂ’ as)
dda,

et les deux égalités déduites de celle-ci par permutations circulaires
sur les a; dans les deux membres.
On trouve alors :

DA, o, z) DB, 2.) DB,z 2)
D(ai’ a‘z' aa) D(au ag' aa) D(ai' a2’ as)
%A, 9B, B

— g1 —2 —3
o, dxr, I,

Y,—2

ou compte tenu de (8) et de EZ—Z’ traduisant 'incompressibilité :
i

(10) Y, =Aq,

(étant le Laplacien par rapport aux ;).
On aurait dit de méme :

(Il) Yi:Au".

Le calcul des X, ne présente pas de difficulté mais conduit & des
expressions assez longues. Par exemple sans expliciter les jacobiens :

D(A, ) DA, u)  D(B,u)

D(z,.2) " *D(z, z) ' D(z, 2,
D(B,u) D(B,u) . D(B,u)
D(, ) D@, z,) Dz, o)

(12) X, =2

5. Passons au calcul de la variation 3Y due 3 une variation
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3f(3z,, dz,, dz,). Cette variation 3f vérifie les conditions aux limites :
(13) ¥f= oet f—o pour {—t et t—¢,; 8f=o pour Pe 3.

4 étant donnée par (5) on a:

0 [ d2; oU ok
(14) 34— ﬁ adr f dtxg s< > bwism,.+§£ism,.
oll' 0.7: 3 o,
<btbaj)

ou aprés des intégrations par partles et compte tenu des relations (13):

( EL bU o '
(15) 81__fmdrf dtZ( 3 P g+ 2m Y o

b

-+ l 20w.<— oY, —+ X,->8.’1:,-dt L
Ju ot )

En se reportant a 'expression (11) de Y; en variables d'Euler on

constate que la premiére parenthese, quand on y fait = —p, a:i

représente la composante suivant Ox; du premier membre de 1'équa-
tion indéfinie du mouvement d’un fluide visqueux incompressible :

— ¢y +grad(pU — p)+pAV=o0.

Ainsi pour un élément de & vérifiant I'équation indéfinie du mou-
vement 34 se réduit A :

0 1) ¢ _QX‘
(16) M= ﬁ» &, f dt f 2,< bt+Xi>8widt

ou les variations dx; s’annulent pour P e 2 et pour {=¢ ou {==¢
et sont liées entre elles par:

;D@ 2, 2 a)
(17) D @ ana) oa;, =o.

Compte tenu de cette relation (1 7) et des expressions (11) et (12)
des X; et Y;, on peut voir que cette forme (16) de d< ne doit pas étre
nulle dans le cas général.

Ainsi on vérifiera sur I'exemple suivant que 3£ ne s’annule pas:



162 R. GERBER

mouvement réel plan non permanent i trajectoires rectilignes donné
par:

(18) u,—e*"!, u,—o ou z,—a +e*"'—e», z,—a

2

(les équations indéfinies du mouvement sont satisfaites si p.—p, et
avec p — pU — constante).

Supposons: D, défini par: o<La, <15 0L, < 1; {,=0 et
t,—1.

Prenons pour variation 3 f(3z,, 3z,):

(19) 3, =tr—ppt;
Dz

= —1— avec __aa 11— 1—a
( ) D(a‘ 2) 2( 1)( 2)
qui satisfait & (13) et (17).

Dans I'intégrale (16) ne figure, compte tenu de la forme des u;,
que le terme —bb—;&v‘: bbl;' dr, et on s’assure que cette
intégrale est non nulle.

Enfin, il pourra se faire que pour certains mouvements parti-

. N@ . oY . .
culiers 3¢ s’annule ; par exemple si les X; et St—‘ sont identique-
ment nuls, ce qui serait le cas pour un mouvement a la Poiseuille :

u=u,(z, ¢,) uw,=u,=o0.



