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REGULARITE DE LA SOLUTION
D’UN PROBLEME DE CAUCHY
FORTEMENT NON LINEAIRE
A DONNEES SINGULIERES EN UN POINT

par Jean-Yves CHEMIN

0. Introduction.

Soit u une solution H () de I’équation
(E) F(z,u,0%)|q|<2 =0 u réelle, s assez grand ,

F étant une fonction C*™ de ses arguments (Z,%,...,%a)|a|<2 > €t © un
ouvert de R™ dont on note z = (zo,Z1,.--,Zn-1)- = (¢,2’') un point
courant. Sous I’hypothése que les deux premiéres traces de u sur H = (t =
0) N N, notées respectivement you et y;u soient trés régulieres en dehors
de 0, et que po(z,&) = Z OF [0u, - €% soit strictement hyperbolique par
le|=2
rapport & 7 = & , on cherche & décrire la régularité de u prés de H .
J.-M. Bony a démontré dans [5] que les singularités de u se propa-

geaient, jusqu’a une certaine limite, le long des bicaractéristiques nulles de
P2 , C’est-a-dire des courbes de T*() solutions de

dzx d¢

;l: = gra'df Pz(z(s),ﬁ)m(s) ) Eg = —grad, p(xag(s))]z(s)

avec £(0) = xzo , £(0) =& et pa(z0,£0) =0.

Mots-clés : Equation aux dérivées partielles — Non linéaire — Singularités conormales —
Calcul paradifférentiel.
Classification A.M.S. : 35.
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L’ensemble suivant joue donc un role crucial.

DEFINITION 0.1. — T désigne la projection sur 2 de la réunion des
bicaractéristiques nulles passant par 0 .

On appellera, par abus, I le cone d’onde issu de O .

On sait, d’aprés les résultats de M. Sablé-Tougeron démontrés dans
[14], d’une part, et d’autre part de ceux démontrés par ’auteur dans [3] et
[9] que, localement prés de H , la régularité de u est la suivante :

O] r (1) u est trés réguliére

() ue H*™

)

On cherche a s’affranchir de la limitation & 3s — s; concernant la zone
(2), c’est-a-dire & obtenir un comportement des singularités analogue au
cas linéaire.

Lorsque n = 2 , H. Bahouri et B. Dehman dans [3], P. Godin dans
[10], et Pauteur dans [7], ont mis en évidence le comportement linéaire des
singularités de u : u est treés réguliere en dehors de I' qui est, dans ce cas,
la réunion de deux courbes.

Nous supposerons désormais n > 3 . Dans ce cas, M. Beals prouve,
dans [4], l’existence d’une solution u de ’équation

n—1
Btzu—z ABlu= Bu®,avec B € C° (R4 xR™™1), telle que, pour i € {0,1},

i=1

viu soit H*~* | et C* en dehors de l'origine, et telle que u ne soit pas
H3st32 dans la zone (2).

11 convient donc de faire des hypotheéses sur la nature de la singularité
des traces de u si 'on veut obtenir un comportement de type linéaire.
L’hypothése que nous ferons ici est que les traces sont conormales par
rapport & 0 . Plus précisément :
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DEFINITION 0.2. — Soit ¥ une sous-variété lisse d’un ouvert (V' de
R™ ; on dit qu’une distribution H® est conormale (d’ordre k) par rapport
4 X si elle appartient 4 I'ensemble H**(X) des v dans H (') tels que, si
21,...,2p sont £ < k champs de vecteurs tangents 4 ¥ , 4 coefficients C*® ,
alors z)(x, D) ... z(z,D)v € HE () .

Remarques. — i) Siv € H*¥(Z) , alors le front d’onde H*** de v
est inclus dans N*X , le conormal & X , en particulier, v € H*t* en dehors
de X .

ii) Si & = {0} , H**(X) est I’ensemble des v telles que pour tout
a € N™ tel que |a| < k , z% € HeHel |

Soit d un entier valant 1 si 1’équation (E) est quasi-linéaire et 0 sinon,
on se propose de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME A. — Soit u solution H () de (E), u réelle, s >

P2—+8 —d , si, pouri € {0,1} , v;u € H*~%>(0) , alors, localement prés de
O,ona:

i) I'\ {0} est une hypersurface lisse
ii) w € H*°(T"\ {0}) .

Ce théoréme a été démontré par N. Ritter dans [13], lorsque ’équa-
tion (E) est semi-linéaire, pour s > % +1 . L'idée essentielle de la
démonstration dans ce cadre est de redresser le cone d’onde I' en le cone
Ty = {(t3,2')/t*> = |z'|?} par I'application exponentielle associée & la gerbe
des bicaractéristiques, qui est un C* difféomorphisme. Cette technique est
typique de P’ordre 2 .

Dans le cadre non semi-linéaire, & ’ordre 2 , la difficulté provient
du fait que I’application exponentielle est peu réguliere, puisqu’elle dépend
de la solution. L’outil permettant d’éviter cet écueil est I’étude de I’action
itérée de champs de vecteurs peu réguliers, qui a été faite dans [2], pour
démontrer un théoreme analogue au théoréme A, dans le cas ou les traces
sont conormales par rapport & une hypersurface C*® de H , et par ’auteur
dans (7], pour traiter le cas de la dimension 2 ou de ’ordre 1 .

Lorsque les y;u sont H*~3*%(0) pour j € {0,1} , on a le théoréme
suivant :

THEoREME B. — Soit u solution réelle Hio(R) , s > o +8—d de
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(E) ; si, pour j € {0,1} , vju € H*~3*%(0) , alors
i) le front d’onde H*+¥ de u est inclus dans N*(T"\ {0}) U N*(0) .
ii) De plus, T'\ {0} est une hypersurface C*' ~1+* | pour tout p' < p .

Cet énoncé sera précisé (voir Théoréme 1.4), u ayant en effet une
régularité “conormale” par rapport a ’hypersurface peu réguliére I'\ {0} .

Le plan de ce travail est le suivant :

e dans le premier paragraphe, on donnera une construction abstraite
d’espaces de distributions associés & un C*™ module de champs de vecteurs
peu réguliers généralisant celles faites dans [2] et [7], ce qui permet I’énoncé
d’un théoreme précisant le Théoreme B et impliquant le Théoréme A ;

o dans le deuxiéme, on appliquera cette construction au cas du module
des champs de vecteurs tangents & I' \ {0} , nuls en 0 , grace & une étude
précise de la régularité de I’exponentielle;

e le troisieme enfin, est essentiellement consacré & 1’étude des traces
sur H des espaces C?*(T") et Ho*(T') définis en 2.2.

De plus, dans tout ce travail, nous utiliserons les notations et conven-
tions suivantes :

e les espaces H® et C" sont, sauf mention expresse du contraire
supposés locaux; on supposera que 7 n’est pas entier; C¥ (resp. C* ) désigne
alors la réunion pour r > k des C" (resp. l'intersection pour r < k). On
prendra la méme notation pour les espaces C™*(M) définis en (1.3).

De plus, par module, on entendra toujours C*° module; lorsque
A, B,C sont trois modules tels qu’il existe une application bilinéaire ®
de A x B dans C , A - B désignera le sous-module de C' engendré par
Pimage de @ .

Enfin, si ¢ désigne un C?! difféomorphisme d’un ouvert {2 sur un ouvert
Q2 de R™ , si a est une fonction sur le cotangent de Q2 noté T*(1 , alors p.a
est la fonction sur 7*(2 définie par

<p*a(a:,£) = a'(‘p—l(x);t(dgo—l(m)) . g) .

1. Espaces associés & un module
de champs de vecteurs peu réguliers.

On cherche & définir des espaces associés & un module de champs
de vecteurs peu réguliers. Nous commencerons par quelques rappels sur le
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paraproduit, évidemment nécessaire & une telle définition. Ensuite, nous
supposerons le module de champs de vecteurs de type fini, et nous ferons
la construction dans ce cas. Mais, le module des champs de vecteurs C7 ,
r > 1, tangents & une sous-variété n’étant pas de type fini, on exposera
une construction qui permet de remplacer ’hypothése de type fini, par
une beaucoup plus faible, stable par restriction et par transport par un
difféomorphisme suffisamment régulier. On appliquera ceci pour définir les

espaces de distributions conormales par rapport & une sous-variété peu
réguliere.

1.1. Notion de paraproduit précisé.

DEFINITION 1.1. — Une fonction T € C*°(R?™; R) telle que

i) Supp T C {(&n)/I¢| < elnl}
ii) Supp(1 —T) N °B(0,C) C {[¢| > ex|nl}
(e,€1 étant deux réels tels que 0 < e; < e < 1).

iii) Pour tout a € N™ , |9°T(¢,7)| < Ca(l +|€,7|)~!*! étant supposé
donné, on appelle paraproduit et on note encore T 'opérateur défini sur
S x S par

Tw(z) = / / DT, 7)o (€)d(n)dedn .

Cet opérateur se prolonge continiiment en un opérateur sur £’ x £’ .
Pour cela, ainsi que les propriétés opératoires de T' dans les espaces H? et
C? , et l'influence d’un changement de fonction T, nous renvoyons  [5)].

On démontre dans [7] que, si v et w sont deux distributions & support
compact, alors le support singulier de T, w est inclus dans I'intersection du
support de v et du support singulier de w . Il résulte de cette propriété
que 'on peut localiser T" sur un ouvert {2 modulo un opérateur infiniment
régularisant. Plus précisément, si (¢;,w;)jen une partition de I'unité C*
de Pouvert 2 , et (x;j)jen une suite de fonction C*® sur Q telle que
Suppx; C w; et que x; vaille 1 prées de Suppy; , on note encore T'
I'opérateur défini par T,w = Z X;Tx;»pjw , qui bien siir, opere de

—
D'(R) x D'(N) dans D'(N) . Le Jcont;rc‘)le du support singulier de Ty,,p;w
assure que cette localisation est, modulo un opérateur envoyant D'(Q2) dans
C* (1) , indépendante des x;, p;,w; choisis.

Soient z un champ de vecteurs C” , 7 > 1 sur ' , ouvert de R™ , et
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n
T un paraproduit sur R™ ; si 2(z,€) = Z ai(z)¢; on note T, I’opérateur

=1
défini, modulo un opérateur infiniment régularisant, par :

n
T,v=) T, Dw.
i=1

1.2. Espaces associés 4 un module de type fini.

DEFINITION 1.2. — Soient Z un module de type fini de champs de
vecteurs C™ ,r > 1, et T un paraproduit sur R ; Ho*(Z) (resp. C?*(2))
désigne I’ensemble des v dans H? (resp.C?) tels quesi z1,...,2 sont £ < k
champs de vecteurs de Z , alors Ty, ... T,,v est encore dans H® (resp.C?) .

Les espaces ainsi définis sont étudiés sous ’hypothése suivante :
(Hy) : les coefficients des éléments de Z appartiennent & C™*(Z) .

On va maintenant donner une liste de propriétés vérifiées sous I’hy-
pothése (I:Vk_l) . Pour leur démonstration, deux voies sont possibles : soit
vérifier par récurrence que ces espaces sont les mémes que ceux introduits
par S. Alinhac dans [2], soit vérifier que ’on peut étendre les résultats de
[7] au cas de plusieurs champs de vecteurs, ce qui n’est qu’une modification
formelle mineure; nous laissons ces vérifications au lecteur.

(1.2.1). — Les espaces H°*(Z) et C°*(Z) sont indépendants de
T.

Cette propriété est indispensable pour donner un sens géométrique
A ces espaces; d’autre part, elle assure que I’hypothése (Hy_1) est en fait
indépendante de T' .

(1.2.2). — Sir >0, alors H¥+9%(2) et C**(Z) sont des algébres,
de plus, si v € C°*(Z) (resp. H**7*(Z)) , & valeurs réelles, alors, pour
toute fonction f € C*® ,on a: :

f(v) = Ty vy -v € C*7F(2) (resp. HZ129k(2)) .

Ceci est nécessaire pour traiter les équations non semi linéaires par
les techniques du calcul paradifférentiel, que 'on peut construire dans ce
cadre. En effet, on a :

(1.2.3). — Soit rq € R;,, \ N, on note £7 ,(Z) I’ensemble des

0
a(z,£) somme, pour j variant de 0 & [ro] , de aj(z,£) homogéne de
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degré m — j , C*® sur R™\ {0} en ¢ , et C™°9*(Z) en = ; on peut
alors définir un opérateur T, , opérateur paradifférentiel de symbole a ,
envoyant H7*(Z) (resp.C”*(Z)) dans H°~™*(Z) (resp.C°~™F(Z)) ;
cet opérateur est défini modulo un opérateur ro—régularisant, i.e. envoyant
Hek(Z) (resp. C**(Z)) dans H*~™+70:*(Z) (resp. Co~™+r0k(Z)) .

On dispose d’un bon calcul symbolique sur ces opérateurs, résumé
par la relation suivante :

(1.2.4). — Sia; € 2:;';:; pour i € {1,2} , alors, pour tout o ,
Tu, 0 Ta, — Tuyfa, envoie HO*(Z) (resp. C**(Z)) dans Ho~™ ~mztro.k(Z)

1
(resp. Co~™~m2H70.k(Z)) avec ayfas = Z Ja? a1,:Dzaz,; .
i+it+a]<[ro]

Formellement, on a remplacé, dans la construction du calcul pa-
radifférentiel de Bony (voir [5]), les espaces H® et C° par HF(Z) et
Cok(Z).

Lorsque o varie dans une certaine plage, on peut définir les espaces
H*(Z) et C*(Z) a1’aide de I'opérance classique des champs de vecteurs,
ce qui sera fort commode pour les problemes de trace et de transport par
difféomorphisme.

(1.2.5). — Siog >0, o €]0,00] , et a € C°*¥(Z) , alors T, - —a-
envoie H%*(Z) (resp. C**(Z)) dans H°**(Z) (resp. C°**(Z)) .

Il en résulte que, pour o €]0,7] , H*(Z) (resp. C”**(Z)) est aussi
Pensemble des v dans H? (resp.C?) tels que si 21,...,2 sont £ < k
champs de vecteurs de Z , alors 21(z,D)... z¢(z, D)u est encore dans H?
(resp.C7) .

Enfin, on peut préciser le front d’onde d’un élément de H%*(Z) ou
de C7*(Z) : :

(1.2.6). — Pour tout (z;€) € T*QY tel qu’il existe un élément 2z
de Z tel que z(x;€) # 0, si v € H"*(Z) (resp. C**(Z)) alors v est
microlocalement Ht* (resp. C7%F) en (z;€) .

1.3. Espaces de distributions associés & un module de champs peu
réguliers.

DEFINITION 1.3. — Soient A € N* et M un module de champs de
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vecteurs C;} , et T un paraproduit sur R™ . On définit par récurrence les
suites My, H>¥(M) et C?*(M) comme suit :

oM_ =M , HU’,O(M) =H°, C”'O(M) =C° .
e M est ’ensemble des champs & coeflicients Ci’k(.M) de Mp_ .

o Ho*+1(M) (resp.C?*+1(M)) est I’ensemble des v de H*(M)
(resp.Co*+1(M)) tel que, pour tout m € My , Tmv € HO* (M)
(resp. CTF(M)) .

Remarquons que les suites ainsi définies ne dépendent que de M et
de T . Pour obtenir d’agréables propriétés sur ces espaces, il convient de
faire sur le module M I’hypothése suivante, que I’on désignera dans toute
la suite par (Hj) et qui englobe I’hypotheése (Hy) et une généralisation de
I’hypothese (TF) de [2] :

il existe un sous-module Z de M de type fini tel que ’on ait, pour
tout £ <k, M, C CY{(M)-Z.

Remarquons que, vu que Z est un sous-module de type fini de M; ,
les coefficients des champs de vecteurs de Z sont C” , avec r > 1 . De
plus, comme Z est inclus dans My et C”¢(M) dans C°¢(Z) pour tout
£ < k+1,les coefficients de Z sont dans C™*(M) et donc, les résultats de
la section 1.2 s’appliquent aux C*¢(M) et H*(M) pour £ < k+1 . D’ou
Pintérét de la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3. — Sous I’hypothése (Hy) , on a, pour tout
£<k+1,H%(M)=HZ) et C*M) = HZ2).

Remarque 1.3. — 11 résulte de (1.2.1) que les espaces H%¥(M) et
C?*(M) sont indépendants du paraproduit utilisé pour les définir, ce qui
assure par 14 méme que I’hypotheése (Hy) n’est liée qu’a M .

Démonstration de la Proposition 1.3. — On procéde bien siir par
récurrence. Supposons connue la proposition pour j < k . Soient v €

N
HoItY(2) et m € M,y ; d’aprés (Hy) , m(z,€) = Zai(z)zi(z,ﬁ) avec
i=1
a; € CH(M),7>0,et z; € Z.Dapres (1.2.3), (1.2.4) et ’hypothese de
N
récurrence, on a Tv = Y T, Ty, v(H(M)) et alors Tv € H(M) ;
i=1 :

d’ot1 la proposition, vu que la démonstration pour les classes de Holder est
analogue.
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1.4. Transport des espaces C°*(M) . Cas d’une sous-variété peu
réguliére. _

On va maintenant mettre en évidence une certaine invariance de
Ihypothése (Hj) sous I’action de difféomorphisme suffisamment régulier.

Plus précisément, soit 2 et (! deux ouverts de R"™ , M un module de
champs de vecteurs Cj sur 0, vérifiant (Hy) , et ¢ un difféomorphisme

CTHLE(M) de Qsur Q , 7 > 1 ; posons p,M = M . On a alors, sous ces
hypothéses :

LEMME 1.4.1.
i) M vérifie (Hy)
ii) soit o €]0,r] , pour tout £ < k +1 et toute v dans H>*(M)
(resp.C?¢(M) on avo @~ € H*(M) (resp. C7*M)
iii) =1 € CTHR(M) .

Démonstration. — On procéde par récurrence, la conclusion étant
trivialement vraie & I’ordre O pour (i) et (iii), et (ii) résultant de (1.2.5).

Supposons le lemme vrai pour j <k-—1.

Le fait que dp~! = (dp o ¢~1)~! joint & (i) et (ii) & ’ordre j , ainsi
qu’a (1.2.2) assure (iii) & l'ordre j +1 .

De plus, M vérifie (Hy) , donc il existe un module de type fini Z inclus
dans M;, tel que, pour tout £ < j+ 1, M, soit inclus dans C% ‘(M) Z.

D’apres (ii) & 'ordre j , puMg41 C C0 ‘(M) -0y Z et 9, My = M, ; donc
M vérifie (Hj1) -

Soit m € Mj.}.l , posons m = ¢;lm . D’aprés I’hypothese de
récurrence, m € M1 , donc si v € C99*2(M) et si o €]0,1] , d’apres
(1.2.5), m(z, D)v est dans C?9t}(M) . Le fait que m(z,D)(w o p~1) =
m(z, D)v) o ¢! assure, d’apres (ii) & ’ordre j , que 7(z,D)(vo¢p 1) €
C"”“(M) et donc, vu que M vérifie (Hj41) , d’apres (1.2.5), que vop™! €
Co3+2(M) . Le fait que 8,, (vop™!) = E(Bzicp 1),85;v00™! assure, grice

j
& (iii) & ordre (j+1) , (ii) & 'ordre j+1 (le cas des espaces H” se traitant
de maniére rigoureusement analogue).

En utilisant le caractére pseudolocal du paraproduit, on démontre, en
suivant une démarche analogue, le lemme suivant :

LEMME 1.4.2. — Soient et ' deux ouverts de R™ tels que Q C Q'
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et un module de champs de vecteurs CL vérifiant (Hy) ; on a alors :
i) MIQ vérifie (Hk)

if) H"’Z(M)lg C H”’E(MLQ) et C”‘t(M)lg C C”’t(MLQ_) et ce, pour
tout o réel et tout L < k+1.

Pour définir les espaces de distributions conormales par rapport 4 une
hypersurface peu réguliére, la proposition suivante est essentielle.

PROPOSITION 1.4. — Soit ¥ une sous-variété C¢ , € > 2, on désigne
par My le module des champs de vecteurs C’, tangents & ¥ ; My vérifie
(Hy) aveck =[] - 2.

Démonstration. — Soit ¢ un difféomorphisme C* redressant ¥ ; on
note M p le module des champs Ci tangents 3 ¥p , Xp = {1 = z4 =0} .
D’apres le lemme 1.4.1, il suffit de démontrer que Mp vérifie (Hy) .

Soit Z le module engendré par les champs z;¢; avec (i,j) €
{1,...,d}? , et les champs &; j > d+ 1 ; on va démontrer que (Hj) est
vérifiée avec Z .

Soit m € Mp ; une formule de Taylor & lordre 1 entre
0,...,0,Z4+41,--.,Tpn) et = assure que l'on a :

m(zyg) = m((O’ LR nyd-i-la X -xn);g)

d 1
+ Z 2;0;,m(3Z1,...8%d, Td41,-. . Tm;E)ds .
i=1 Y0

Ceci assure déja (Hp) . Supposons (Hy) . Si m est A coefficients C™¢+1(Z2) ,
r>1, fol Oz, m(ST1 ...8Tg,Tay1,- - Tn);€)ds est A coefficients CT—1¢+1(2);
d’olt (Hgy1) -

La proposition résulte alors immédiatement du Lemme 1.4.1 et de
la Proposition 1.3. Dorénavant, on note H?¢(Z) (resp. C?*(Z)) 'espace
Ho*(Mg) (resp.C?*(Mz)) pour £< [e] = 1.

Il est clair que, lorsque ¥ est une sous-variété C' , les espaces ci-
dessus coincident avec ceux définis en (0.2). De méme, cette définition
coincide avec celle donnée dans (2].

1l est maintenant possible d’énoncer un théoréme plus précis que le
Théoréme B, et impliquant le Théoréme A :

THEOREME 1.4. — Soit u une solution H* de (E) , s > '2—‘+ 8—d;
si v;u € H*~3¥(0) pour j € {0,1} , alors, localement prés de 0, on a :
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i) T"\ {0} est une hypersurface C*~*** avec p=s — g -2+d;
ii) u € H**(T'\ {0}) , en dehors de 0 .

Remarque 1.4. — i) Les résultats de [1] sur ’évolution d’une onde
simple permettent dlétendre les conclusions de ce théoréme au plus grand
ouvert d’influence 2 de H dans Q tel que I' N  soit, a priori, une

hypersurface C?~! , et ainsi de restreindre ’'ouvert 9 , ce qui sera fait
librement dans la suite.

ii) Le fait que le point (i) du Théoréme B résulte du point (ii) du
théoréme ci-dessus est assuré par (1.2.6).

2. Construction et étude des espaces H™¢(T') et C7¢(T) .

Le but de ce paragraphe est la construction et 1’étude d’espaces de
distributions conormales par rapport & I' , définis de maniére intrinseque.
La démarche suit celle empruntée dans le cas de la sous-variété, c’est-a-
dire que ’on va étudier la situation du céne droit I'g , puis transporter
les résultats obtenus par le difffomorphisme exponentiel dont on montrera
la régularité conormale par rapport & I'g . On démontrera ensuite que la
régularité H**(T") de la résolution u de ’équation (E) entraine la véracité
de I’hypothése (H,) pour le module Mr des champs de vecteurs tangents
aT\ {0}, nulsen 0, et & coefficients C% .

2.1. Définition et étude de H%*(T) et C%¢(Ty).

DEFINITION 2.1.

i) Soit Zy le module engendré par les champs de vecteurs

n—1

T;T+tE; , 1 € {1, .. .n—l} ; in& , et xjf,--:c,{j , (i,j) € {1,. . .n—1}2

1=0

ii) Ho¢(Ty) (resp.C%*(T'y) est I’ensemble des v dans H® (resp.C?)
tels que, si z1,...,2 sont £ < k champs de 2 , alors z;(z,D) - - - z¢(z, D)u
sont dans H? (resp.C7) .

Le lien avec la construction précédente est exprimé par le théoréme
suivant :
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THEOREME 2.1. — Soit Mr, le module des champs de vecteurs C3

tangents 4 I'q \ {0} et nuls en 0, alors, pour tout k , My, vérifie (Hy) avec
Zy .

COROLLAIRE 2.1. — H%%(Mrp,) = H%y) et C74(Mr,) =
Co4(Ty) .

Démonstration. — Le lemme clef est le lemme de division suivant :

LEMME 2.1.1. — Soit f € C™*(I'y) avecr > 2, si f est nulle sur

Ty , alors il existe g € C™~2K(Ty) telle que f = (£~ 1z'P)g .

Démonstration. — On commence par le démontrer pour k = 0 .
Remarquons préalablement qu’en dehors de 0 , I'y est une hypersurface,
donc Pexistence d’une fonction g C™! telle que f = (&2 — |2'|2) - g est
claire.

Si f est un polynéme, il existe des polynémes A; , i € {1,2,3} tels
que f = (t2 — |2'|?) A1 (z') + A2(z')t + A3(2') .

La nullité de f sur [y entraine que, pour tout z’ € R*™1, +A4,(2')|z’|
+ A3(z')=0dod A =A3=0.

Soit P le polyndme de Taylor d’ordre [r] de f au point 0 . Un argument
d’homogénéité permet d’affirmer que P est nul sur I'y . Il reste donc &
démontrer le lemme pour f € C” , plate d’ordre [r] en O . Cette platitude
permet d’éclater le point 0 et de se ramener ainsi au cas d’une sous-variété.

Plus précisément, soient (£2;)1<i<3 les ouverts coniques suivants :
O = {2/t - |o'|| <elzl}, Q2 ={2)/|t+I|2']| < elzl}
€
et Q3 ={(tz)/It*+|<'’| < Sle*}, (Xi)1<ics

une partition de 'unité C'*° hors de 0 , homogéne de degré 0 subordonnée
aux ; et (Xi)i<i<s du méme type, valant 1 prés de Suppy; et supportées
dans €; . Une formule de Taylor a ’ordre 1 assure :

£ = =107 {245 [0 Gale)(He' |+ stt~ o))

+ 22 / O Galo)-I2'| + st + 12/, s + 22 1)}

Pour assurer la conclusion du lemme 3 ’ordre 0, il suffit maintenant
de démontrer le lemme suivant.
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LEMME 2.1.2. — Soient x; , ¢ € {1,2} (resp.X) des fonctions
C®(R™ \ {0}) homogenes de degré —i , réelle (resp.1 et a valeurs dans
R"), et une fonction C° plate d’ordre [¢] en 0, on a :

iysiec>1, ai=x1(aok)€C’ Y
ii)sic>2, aa=x2-a€C° 2.
Démonstration. — i) Il suffit de démontrer que, pour tout a € N |
tel que |a| < [o] , D*a; € C* avec p =0 — 0] .
1l est clair que I’on a :
D%a(z)= Y xp(@)D?ai(X(x)) ,
181<lal
ou xg désigne une fonction homogeéne de degré —1 — |a — ] .
Vu que P’on a |xg(z)| < Cplz|~*~12Al et que, d’apres I'inégalité de
Taylor |af (x(x))| < Cplz|°~1#! , on a, si |z — y| > e Max(jz|, |y]) ,
|D%a1(z) — D%a1(y)]. < Clz —y|* .
Supposons maintenant |z — y| < e Max(|z|, |y]). . On a alors :
(2.1) |yl et d(0; [x,y]) sont dans [Clz|,Cy|x]] .
De plus, en écrivant que
D%a(z) - D*ai(y) = ) (xs(z) — x5(y))Da(X(2))
181<lal
+x5(y)(DPa(x(z) — Da(x(y))

et en appliquant l'inégalité des accroissements finis, la platitude d’ordre
[0] — 18] de DPa en 0 assure la majoration voulue, grice a (2.1).

ii) La démarche est analogue.

Revenons 3 la démonstration du lemme 2.1.1, que nous venons de
démontrer & ’ordre 0 . Supposons-le vrai a l’ordre & .

Soient z € Zy et f € C™F+1(Iy) , nulle sur Iy ; il existe g €
CT2K(Ty) telle que f = (82 — |2/|?)g .

Or,ona: z(zx,D)f = (t?—|2'|?)-2(z, D)g+g-2(z, D)(t*—|2’|?) . Le fait

que z(x, D)(t? —|z'|?) = 0 ou 2(t? — |z'|?) assure que (2 —|z'|2)- 2(z, D)g €
C™k(Tp) ; elle est bien siir nulle sur Iy , d’olt le lemme 2.1.1. O

Revenons a la démonstration du théoréme 2.1 : soit 2 € Mp,x ;

z= Z a;&; , les a; étant des fonctions C™*(Ty) nulle en 0 . Une formule
i






