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CALCUL SYMBOLIQUE NON LINEAIRE
POUR UNE ONDE CONORMALE SIMPLE

par Alain PIRIOU

1. Notations, rappels et résultats.

Soit X une variét¢ C* de dimension n, et £ une hypersurface C*
fermée de X ; pour pe R, on désigne I§ 'espace des distributions dans
n

n 1 4
noté / ”_ri(X,Z) dans [3]) Rappelons qu’une distribution u est dans I}
si et seulement si: u est C* dans X\X et, au voisinage de chaque point

de X, pour des coordonnées locales x = (x,,x,,...,x,) telles que
X = {x,=0}, u est de la forme :

1
X, conormales par rapport a X, de degré p — — + 2 (c’est I'espace

(L) u(x) = Je"’“g‘a(X',ﬁl)dil, o x'= (x5 ...,X,)
et ou aeS*(R"'xR) est un symbole de degrép avec variable de
fréquence &, e R.

On note N(X) le fibré conormal a X privé de sa section nulle, et
on rappelle (voir [3]) que le symbole principal de uelf est dans
SHTVHN(Z), QYH/SETVE(N(Z), QY% ou QY? est le fibré des demi-
densités sur N(X).

Lorsque  u,,...,u,ely avec p<—1, on sait que
f(x,uy, ...,u,)eI¢ si f est une fonction C*.

Pour u < — 1, définissons k(u) € N par
(1.2) —k(uw) —2<pu< —k(p-—-1.

Mots-clés : Equation aux dérivées partielles hyberboliques non linéaires - Onde
conormale, conormale classique - Symbole principal - Equations de transport.
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Alors pour ue %, on a évidemment u e C**(X) et (Lu)z € C*(Z) pour
tout opérateur différentiel L d’ordre < k(p).

Pour de C, notons QH® I'espace des fonctions dans {x € R"|x,#0}
qui sont quasi-homogenes de degré d par rapport a x,, c’est-a-dire de
la forme :-

u(x) = |x,|IT* (x’,Log |x,|) pour +x,>0,

ou TI* est polynomial en Log |x,| & coefficients C* .en x' (voir [4], [7]).

-Lorsque Re d > 0, la transformée de Fourier partielle par rapport a &,
d’une telle fonction u (u étant considérée comme fonction dans R") est
quasi-homogéne de degré — 1 — d par rapport a &,, donc

QH' = (\1¢**, oi X = {xeR"x,=0}.
€>0
Réciproquement, si un symbole a(x’,§,) coincide pour |£,| grand avec

une fonction de QH" (he C,Re h< —1), alors la fonction u définie par
(1.1) est dans QH® modulo C*, ou d = — 1 — h.

Il est évident que siu; € QHY (j = 1, 2; Re d;>0), alors uu, e QH %
est plus régulier que chacun des facteurs w,, u,. Pour généraliser cette

propriété, nous introduisons un espace de distributions conormales
« plates » sur X:

DeFINITION 1.3, — Pour p < — 1, on désigne par 1% lidéal de It
constitué par les uely qui s'annulent a l'ordre k(u) + 1 sur T (c’est-a-
dire telles que Lu = 0 sur X pour tout opérateur différentiel L d’ordre
< k(p), ou k(n) est défini en (1.2).

Nous démontrons alors que:
wel¥(= 1,21 < — 1) = uu,e Fa*re*t si y ¢ 7.

Nous déduisons de cette propriété une formule de linéarisation de
Sf(x.uy, ... u,) lorsque fest C* et u;e I§ avec p < — 1, formule faisant
apparaitre un reste dans /2! si peZ.

Si uel} est solution d’une équation aux dérivées partielles non
linéaire. scalaire réelle (I'étude des systémes est analogue), d’ordre m :

SOu, .U, )cm =0
avec :

pu<—m-—2 (ou p< — m dans le cas semi-linéaire) et
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X simplement caractéristique pour I'opérateur linéarise P de f en u,
on montre essentiellement que le symbole principal de u vérifie I'équation
de transport (linéaire) standard sur N(Z) correspondant a P, mais avec
une erreur plus grossiere que dans le cas linéaire: alors que la chute
de degré est 1 dans le cas linéaire, elle ne vaut ici que min (1, —p—m—2),
ou min (1, —pu—m) dans le cas semi-linéaire. En étudiant de la méme
facon les équations de transport successives, on établit des résultats de
propagation de propriétés du type « u est conormale classique dans le
passé », résultats déja obtenus par J. Rauch et M. Reed [7] dans le cas
de systémes semi-linéaires du premier ordre.

2, Calcul symbelique et Eméarisation.

L’objet principal de ce paragraphe est d’établir le

THEOREME 2.1. — Soiemt wely (=12; w< —1). dlors
Uy € Fti2*t iy ¢ 7.

Tout d’abord, il est immédiat qu'on a la

ProPosITION 2.2. — Soit uel} avec —2 < pu< — 1. Alors u est
localement hélderienne d’expasant a pour 0 < a < — p — 1.

D’autre part, on a la

PROPOSITION 2.3. — Soient ue It et fe C* nulle a lordre p sur .
Alors fue It?.

Démonstration. — On raisonne localement, avec u de la forme (1.1),
et on pose k(n) = k, de sorte que — k — 2 < p < — k — 1. En notant
t(x) = x2u(x), et en sous-entendant la variable x’, on obtient :

v(x,) = (—i)? Je"‘lil 02 a(G)dE,, donc veli P,

Pour 0 </ <k + p, il vient v¥(0) = cste f&’l P a@,)dE,. Par

intégrations par parties, on obtient

v2(0) = cste Jag;/a(gl)dgl =0 pour O0</<p,
et

v(0) = cste J&’l"’a(él)dﬁl =0 pour p<f<k+p.
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PROPOSITION 2.4. — I% est exactement l'espace de fonctions u de la
forme u = fv oii fe C* est nulle a l'ordre k(p) sur L et on ve IEHE®,

Démonstration. — Considérons vel}, et posons k(u) = k. En
raisonnant localement comme ci-dessus, la formule de Taylor donne :

j k

k-1 x] ) X
(2.4.1) u(x) = Y Zu?0) + = o(xy),
& k!

avec

v(xy) = kjl(l—t)"'lu"‘)(txl) dt, v(0) = u®(0).

Montrons d’abord que v € I¥**; on peut évidemment supposer que
le symbole a(§,) de u s’annule pour |§,| < 1, et on obtient alors

v(x;) = j " b () dE,

+x k-1
<1' - 1) steta(st) .
S S

En dérivant j fois par rapport a &, sous le signe somme, la fonction
intégrée est majorée en module par cste |, |*"*/s***7! donc b est C*
pour &, # 0 et |bP(E,)| < cste |&, " T carp+k—1< —1.

avec

b(€,) = cste j

1

D’autre part, pour |&,| < 1, il vient:

+x

b < cstej " (SIEYE HSIED 1, ds

1/ &y

< CI (14O dE < + o
1

car p+ k< — 1. Donc be S*** modulo &', et veIt**. Enfin, si
uelt. la formule (2.4.1) montre qu’on a bien u = fv avec f e C*
nulle a I'ordre k sur I, et v e [t** puisque vy = 0. Compte tenu de
la proposition 2.3, la proposition 2.4 est démontrée.

Revenons a la démonstration du théoréme 2.1. Les propositions 2.3
et 2.4 permettent de se ramener au cas — 2 < y;, 4, < — 1. On
raisonne encore localement, en sous-entendant x’, et en écrivant x, = x,
¢ =¢&. En posant uu, = u, on aura u, = d,, u, = d,, u = 4 avec
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a, eS8, a,e8%, a=a, xa,, fal(g)dz: = O,faz(é)di =0, et donc

(24.2) ag) = J [a:(E—n)—a,()la;(n) dn.

1) Etude de la contribution I, (&) de {In] < a||} dans (2.4.2), avec
O<a<l.

La formule des accroissements finis donne

la,(E—M)—a, (&) < CInlA+[EY",
d’ou

L) < C(1+ I&l)"‘_lf Inllax(n)l dn

Ini<ai;

scuﬂw”[ (1+ N dn
ini<aigi

= C"(+1ENT A+ IR

car p, + 2 >0, dou [L,(E)] < C"(1+[E)™M2",

2) Etude de la contribution I,(£) de {|n| = BIE|} dans (2.4.2), avec
B>1.

On obtient |a,(E—m)| < CL+ )" < C1+ D", et aussi

la, (&) < CA+|ED",
d’ou

ILE) < C'(1+1E)" (1+m)2dn = C"a+gy

iniZpig

car p, + 1 <O0.

3) Etude de la contribution I,(£) de {a|&|<|n|<PBIE|} dans (2.4.2).

On suppose par exemple & > 0; pour n < 0, on raisonne comme
au 1). Pour n >0, on aura (1-¢)§ < < (1+g), avec 0 <eg < 1.
La contribution de a,(£) dans I,(§) est majorée en module par :

|a1(§)|j |a,(m)| dn, qui se majore comme au 2).
n=(1-e%
La contribution de dl(&—n) dans I,(E) s’écrit, en posant Z =& — n:

L) =J ay(Z2)a,(§—2)dZ = J; + Ky,
1Zi <€k
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ol on a posé a,(E—2Z) = a,(&) + ZS(,2Z)

Jy = J a,(Z)a,(€) dZ, K, = f Za\(2)S(¢,2)dZ.
Z <& |Z| <€k

S

Puisque Jal(Z) dZ =0, 0on a — J, = a,(&) a,(Z)dz

|1Z|>¢€E
IJsl < C'(1+|§|)"ZJ (1+|Z)W#1dZ < C"(1+|E|pH2tml

1Z 2k

car u; +1<0. Dautre part, on a |S(E,Z) < C(1+]|E|)*2! pour
Z < &k donc |K;| < C'(1+]|E|)H2? |Z|\a,(Z)| dZ, et comme a

A3

la fin du 1) on obtient

Kl < C"(1+ gt car p+2=0.
On a ainsi montré que |a(§)| < cste (14 |§|)17#2*1; pour prouver que

a9 ()| < cste (14 |E[HrrHari=i)
avec

a%€) = Jal(i—z)aé’)(l) dz,

on ne peut reprendre exactement les calculs précédents (avec ., remplacée
par p,—j) car I’hypothése (u,—j) + 2 = 0 n’est plus satisfaite. Il convient
de remplacer (2.4.2) par

@@ = [|aG-n- T @S | an

/<]

(noter que Jn’a%’“(n) dn = csteja%"”(n)dn =0 pour 0 < ¢ < j)-

Les majorations du 1) deviennent alors

IL(E)] < C(1+|§I)“1""f Inl’"YaP ()l dn

Imi<a &l
S C(I+[EpTmtt car pp +220.

“Pour le 2), la seule difféerence provient de la contribution des termes
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a{’(§)(—m)'/¢!; ces termes conduisent & des majorations par
C'(1+|&|)*""f (4 M= dn = C7 (1 g
In.>BlE|
car i, —j+/+1<0pour 0 <7/ <j.

Pour le 3), la seule difféerence provient encore des termes
al’(€)(—m)’ /¢!, et on procéde comme au 2).

Ainsi a e SM1**2*! )y e [g1**2*1 ) et il reste 4 voir que u € ftrett,

C’est évident lorsque p; + p, + 1 > — 2, puisque

u(0) = u,;(0)u,(0) = 0.

Dans le cas p, + p, + 1 < — 2, on sait que ue C!, et il s’agit de
montrer que u'(0) = 0.

On choisit € > 0 tel que — pu; —p, —2 — 2> 1.

La proposition 2.1 donne :

lu()| = [uy(x)] fup(x)] < este |x| M7 x| TH2717e

cste [ x| M17*2727 % donc u'(0) = 0.

I

ProrosiTiON 2.5 (Linéarisation). — Pour j = 1, ...,r, soient des
fonctig)ns u; de la forme u; = @, + v, + w;, avec ¢,e C*, v;el},
w; € I3, toutes réelles, et v<pu < — 1. Soit une fonction C® réelle
f(x,U,,...,U,). Alors

0
f(x’ul""’ur)Ef(x,(pl+ul,-~-9(pr+ur)+ Z f

. 53U, (X, @1, .., PIW;

modulo I&*¥*V si p, v¢ Z.
Démonstration. — La formule de Taylor permet d’écrire
fxuy, ooou) = fx,0,+vy, .. .,(p,+v,)

+ Z (x Q1 vy, ... )W,

+ Z wwS; (X, @+ vy, .., Wy, L)

/=1
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ou les fonctions S;, sont C*. On a

Si(x, @ty .o, Wy, L) ETE,
donc son produit par w, est dans It puisque w, e I¥ = It.
Le théoréme 2.1 donne ww,S; (x,0,+vy,...,Wy,...) € v,
D’autre part, la méme décomposition appliquée avec f remplacée
par 8aU » v; par 0, w; par v; et avec v = p montre que

of o

+
U, (x, 0, + vy, ) = aU (x, @y, )

o f
+ £l
; 30,60, (x,9,,...)v, modulo IZ

0
0

<

0 o
Donc af (x,0,tv,,...) = ( ,®1, . ..) modulo %, et le théoréme 2.1

\Q

donne encore

of of

aU 0,0, Fvy, .. )w; = aU, (x, @1, ...)w; modulo F&™V*1,

ce qui achéve la démonstration.

3. Application aux équations non linéaires.

Pour alléger la présentation, on suppose que X est un ouvert de
R", mais les énoncés sont valables lorsque X est une variété C*, avec
des démonstrations analogues. On considére une équation scalaire d’ordre
m

3.1 fx,uy oo,y o )gm =0

ou la fonction f(x,U, ..., U, ...)n<m €St C™ réelle.

Pour u € C™(X,R) on note F(x,U) le premier membre de (3.1), et
on considére I'opérateur P linéarisé de F en u:

of

P= 2 30

.. 0%

asm
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Suivant J. Rauch et M. Reed [7] on considére une famille H de degrés
telle que

(32) () Hc{heC|Reh<-m—2}
(i) H—Nc H
i) H+ H+ m+2cH
(iv) Pour tout M réel, I’ensemble {he H|Re h> M} est fini.

Il sera commode d’ordonner '’ensemble Re H en une suite (1);.n, avec
(n;) strictement décroissante et tendant vers — 0.

ProrosiTioN 3.3. — Soit u e Ifo, réelle. On suppose que X est
caractéristique pour l'opérateur linéarisé P. Si

4
u=@+ Y u avec @eC*,
Jj=0
u; € Iy toutes réelles, et si on appelle @, le symbole principal de u, dans
Sw12/ Qe -1* V2 (poir 1), alors
F(x,u) = F(x,@+uo+---u,_) e If™"",

et son symbole principal (dans S™TTRTUZ/GMTltU+1tUZ) gt
(i 'L?’Hp+ C)o,, ou p est le symbole principal de P, C le symbole sous-
principal de P, £y la dérivée de Lie selon le champ hamiltonien H, de
p. On suppose ici puy, W ¢ 2.

Démonstration. — La proposition 2.5 montre que

F(x,u) = F(x,o+us+ ... +u,_,) + Qu, modulo [go*m+u+m+1
ou

- of " .
0 ‘,\{:maUu x,0,...,0%,...)0".
Or u— @elto avec py< —m — 2, donc u — @ est nulle & I'ordre
m + 2 sur X, et les coefficients homologues des opérateurs P, Q sont
égaux a lordre 2 sur . Il en résulte que P, Q ont méme clamp
hamiltonien et méme symbole sous-principal sur N(X). Donc, X étant
caractéristique pour Q, on a Qu, € IF™'*% et méme Qu, e [T 1"
d’aprés la proposition 2.3.

De plus, il est bien connu (voir [3]) que le symbole principal de
Qu, (dans S™ 1w U2/ gmmltum1+12) et donné par (i“,?,,p+ C)o,.
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On conclut en remarquant que les conditions (2.2) (ii) et (iii) donnent
respectivement :

o=l <poy et Mot t2m+1<m—1+p,,,
puisque p, + p, + m+2eRe Het po+ g, + m+ 2 < p, d’aprés (3.2)
().
I1 est utile pour la suite de donner I’expression du symbole principal

de Qu, pour des coordonnées locales x = (x,,x’) telles que £ = {x,=0},
toutes les hypersurfaces {x, = cste} sont caractéristiques pour Q:

u/(x) = feiXIi‘“/(x',f,l)dél, a, € SY(R*xR),
on pose

Q = ng Aj(x) a;nx—l axj + B(x) a;nl—1+ )

et on obtient

Qu/(x) = JeiX1£1b/(x,,&l) d§, modulo 1§ **W

avec
. 0
(3.3.1) b, = (@E)" ! A;(0,x") — + B(0,x') |a,.
ot 0xj
Remarque 3.4 : Cas d’'une équation semi-linéaire. — Dans ce cas,
on a

Fix,u) = 5 A,(x)0*u + g(x,u, ..., Pu,...)p <m

et il est immédiat qu’on peut affaiblir les conditions (i), (iii) de (3.2)
en:
H < {he C|[Re h<—m}
H+ H+ mc H.

DEerFiNiTION 3.5 (voir [4], [7]). — Soit H une famille de degrés vérifiant
les conditions (3.2), éventuellement affaiblies comme ci-dessus dans le cas
semi-linéaire. On dit qu'une distribution u dans X est conormale classique
de type H par rapport a Uhypersurface T si u est C® dans X\X et si,
au voisinage de chaque point de T, pour des coordonnées locales telles

que T = {x,=0}, u admet un développement asymptotique u ~ Z Uy,
heH

avec u, quasi-homogéne de degré — 1 — h par rapport a x, (voir 1). On
note I# l'espace de ces distributions.
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Le développement asymptotique précédent signifie (par exemple)
que: pour tout entier positif N, la fonction u — Y, u, est de
classe C¥. Reh>—N=1

Il est facile de voir que I’existence d’un tel développement asymp-
totique équivaut a la possibilitt d'écrire u sous la forme

u(x) = J e™%1g(x’,E)) dE,, avec un symbole a(x',§,) classique de type
H, en Ce sens qu’il admet un développement asymptotique

(351 a(x',&) ~ ) an(x',&)  pour  [&] grand,

h

ou a,(x',&;) est quasi homogéne de degré h par rapport a ;.

On a donc If < () I§*

£<0

THEOREME 3.6. — Soit ue€ () I§o* réelle, solution de I'équation (3.1) :

>0

fxu, ..., 0%, .. ) e<m = 0.
On suppose que X est simplement caractéristique pour l'opérateur linéarisé
N 4
P de f en u (c’est-a-dire p=0, é # 0 sur N(X)).

Si u est conormale classique de type H au voisinage d’un pont x, de
X, alors u est conormale classique de type H au voisinage de toute la
courbe bicaractéristique v de P tracée sur L a partir de x,. Il est de
méme quand on remplace la propriété « u est conormale classique de type

H » par « u est conormale classique de type H et C* jusqu'au bord d’un
certain cité de T ».

Démonstration. — Supposons u € I§ au voisinage de x,eX; en
posant A = {xey|lu e I¥ au voisinage de x}, il s’agit de montrer que
A est fermé dans y. Soit x dans 'adhérence de A dans y. Puisque X
est simplement caractéristique pour P, les coefficients A4;(0,x") de la
. formule (3.3.1) sont non tous nuls, donc aprés un changement de
coordonnées locales x' on se raméne au voisinage de x a: -

1 0

_ + p— =17, N\gm—1 ’

: ,?Hp C = D™ (x")E] _6x2D(x)
sur

N(Z), Z={xl=0}’ 56: (0956250)3 -i:2> 09
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ou la fonction D est C* et ne s’annule pas, avec u définie par un
symbole classique de type H si x, < 0. Il s’agit de trouver des fonctions
u, € QH™'" (pour tout x,) telles que u ~ Y u,.
heH
Soit /e N. Supposons trouvées des fonctions u, € QH '~" (pour
tout x,) lorsque he H, Re h > p,_, avec

B61) u=¢+ Y u,+v; o9eC*, vel)l¥

Re hzp, 4 £>0

¢ et v réelles (avec la convention que, pour £ = 0, il n’y a pas de
fonctions u,).

Posons F, = F<x,(p+ Y u,,), ou on rappelle que

Re h>p/_,
F(x,u) = f(x,u,...,0%, .. )acm-

La formule de Taylor montre que F, admet un développement

asymptotique F, ~ Y V,, V,eQH '"""™ mais d’autre part la
heH

proposition 3.3 donne F, e () 727'***. Or on a le lemme élémentaire
. £>0
suivant :

LeEMME 3.6.2. — Soit p € R et des symboles a;(x’,£,)) € QH"(j=1,...,N;

hje C deux a deux distincts, Reh=p); on pose a(x',§) =
1

IRTCRNS

Si a e S" pour |&,| grand avec W' < p, alors a; = 0 pour 1 < j < N.

On en déduit que les composantes quasi-homogénes V, de F, sont
nulles si Reh >y, — 1, et donc de

F,= Y V, modulo () I§ '"H+r*e,

Re h=p,—-1 £>0

Si on désigne par ®,(x’,&,) le produit par D~ '(X")§; ™! de I'amplitude
de la fonction F,, on obtient

Q= Y su(x',&) modulo () S¥+ite,

Re h=y, £>0

avec s,(x',£;) e QH" (pour /=0, on convient de poser s,=0).
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Revenons a (3.6.1), en posant

v(x) = feixlélD“(x’)c(x',él) dg,, ou ce() S¥

£>0
D’aprés la proposition 3.3, on a I’équation de transport :

(3.6.3) g sne () Swerte

ax? Re h=p, £>0

D’autre part on sait que v est classique pour x, < 0, donc

o(x,&) = Y o,x',&) modulo ) S¥< 1", ou  o©,e QH"
Re h=p, £<0
et le lemme 3.6.2 montre que
Jo
(?xh +s5,=0

2

(3.6.4) Pour x, <0, I'équation (3.6.3) équivaut a
pour Re h = y,.

Si on pose, en supposant par exemple &, > 0:

su(x',€1) = €1 ), Cj(x') (Log &Y

j=0
K

on(x', &) = &1 ), CF(x) (Log &Y,

j=0

oC¥
I’équation dans (3.6.4) équivaut a axj +C=0(0<j<K).
2
Donc pour he H avec Reh = p,, on peut prolonger de fagon
unique les 6,(x",&,) a x, quelconque de sorte que I’équation de transport
dans (3.6.4) reste satisfaite. Désignons encore par o, ces prolongements,
et posons

c— Y o,=r
Re h=p,

On obtient, pour |&,| grand :

or

— =Y, 4 Shr+1te

0x, € m
re () St pour  x, <0

£>0

£>0

et on en déduit que re () S¥+1*° pour x, quelconque.

£>0
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Si on considére u, e QH '"* d’amplitude D ~'(x')o,(x',&,) pour
he H, Re h = p,, on obtient

v=Y uyt+w, wel) Iyt

Re h=y, £>0
d’ou
=0+ Y u, +w avec peC”, we () ly+te,

Re h=y, £>0

On a donc construit par récurrence sur /€N des fonctions
up(he H,Re h=y,), avec u,€ QH """ et u ~ Y u,, ce qui achéve la

heH
démonstration du premier résultat énoncé dans le théoréme 3.6.

Dans le cas de distributions conormales classiques et C* jusqu'au
bord d’un certain c6t¢é de X, on utilise la variante suivante du
lemme 18.2.14 de [3].

LEmMME 3.6.6. — On prend X = {x,=0} et ‘on considére
ue &' (R N It avec u(x) = Je”‘lila(x’,il) d&,, a~ Y a,, a,e QH".
heH

Alors uy ., est dans C*({x,>0}) si et seulement si chaque a,(x',&,)
est la valeur au bord pour &, réel d’'une fonction holomorphe en &, + in,
dans le demi-plan m, > 0, c’est-a-dire . si

an(x', &) = & Z C)(x") (Log &) pour & >0,

alors

K
an(x', &) = 1&,1"%™ 3, Cy(x') (Log |&,|+in) pour § < 0.
j=0
En reprenant I’équation de transport (3.6.4), ce lemme montre que
si on suppose de plus que u (pour x,<0) et les u, (pour Re h=>p,—1)
sont C” jusqu’au bord d’un certain c6té de X, il en est de méme des
u, pour Re h = y,, ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.6.
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