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INTRODUCTION

Dans P’expos¢ Bourbaki 409 ([K 1]), Katz a défini la fonction
L(X,E,t) attachée a une variété lisse X sur un corps fini F, de

caractéristique p > 0, et & un F-cristal E localement libre de type fini
sur X.

Katz conjecture (loc. cit. 6.1.1) que cette fonction L est méromorphe
en la variable p-adique t. Dans le cas ou X est propre et lisse sur [,
(ce que nous supposerons désormais), nous résolvons par l'affirmative
cette conjecture et nous obtenons méme plus : L(X,E,t) est une fonction
rationnelle de t et on a I'expression (II, 2.2)

("‘) L(X,E,t) = I—[ [det (1 —tF| Hiris(X/ W,E)®WK)](— 1)i+1’

i<0<2n

ou n est la dimension de X sur F,, W l'anneau des vecteurs de Witt
de F,, K le corps des fractions de W et F le Frobenius. Comme cas
particulier on retrouve la rationalit¢ des fonctions L de Grothendieck
attachées 4 un groupe fini. La formule (*) est conséquence d’une
formule des traces de Lefschetz en cohomologie cristalline (II, 1.6): si
Yi X Z:=X XFqX est le graphe du Frobenius de X, le point
important est de généraliser la classe fondamentale sy, de Berthelot
([B 1]) en une classe sk,; attachée au morphisme u: F*E — E donné
avec le F-cristal E, cette nouvelle classe ayant les mémes propriétés de
transitivité, projection et fonctorialité¢ (I). En plus d’un théoréme de
Lefschetz faible, nous étudions dans la 3° partie les coefficients de cette
fonction L: si E est un F-cristal unité, L(X,E,t) est une fraction
rationnelle a coefficients dans Z,.

Si E est un F-cristal unité, Katz donne une description conjecturale
(loc. cit. 6.1.2) des zéros et pdles de L qui sont des unités p-adiques,
ceci en termes de cohomologie étale du Z,-faisceau M associe¢ a E.
Nous résolvons aussi, affirmativement, cette conjecture si X est propre
et lisse sur F,, en donnant une interprétation précise des zéros et poles
de L de la forme q'u, ou r est un entier et u une unité p-adique: ce
sont les valeurs propres du Frobenius géométrique sur les groupes de
cohomologie de faisceaux v(E,r) (cf. II, 2.8 pour une formulation
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précise). Pour r = 0, v(E,0) est le faisceau étale M associé a E, ce qui
résout la conjecture de Katz (loc. cit. 6.1.2) (cf. II, 2.9).

Ces faisceaux étales v(E,r) pour un F-cristal unité E jouent un grand
réle : ils permettent notamment des évaluations p-adiques de L(X,E,t)
quand ¢t — g~ " (cf. I'introduction de la 4°partie pour une formulation
précise). Lorsque la dimension n de X est de la forme n = 2r, on
obtient en outre un équivalent p-adique, quand t — g~", du terme
médian det (1—tF|H¥(X/W,E)® wK) de la fonction L(X,E,t): I'outil
essentiel est un théoréme de dualité satisfait par les faisceaux v(E,r)
([E 2]). Les évaluations p-adiques ainsi obtenues sont les prolongements
naturels aux fonctions L des résultats de Milne sur «les valeurs des
fonctions zéta pour des variétés sur des corps finis» ([M4]): ceci
s’inscrit dans la ligne de travaux de Birch et Swinnerton-Dyer ([T]),
Lichtenbaum ([L 1] a [L 3]), et d’autres ([B-N], [Sch]). Lorsque E est a
monodromie finie enti¢re (cf. III, 3) nous pouvons étendre au cas [ # p
nos résultats précédents pour obtenir des équivalents (pour la topologie
usuelle sur R) de L(X,E,q™°) et du terme médian quand s — r (cf. IV, 6).

Dans cet article 'influence de la thése de P. Berthelot ([B 1]) apparaitra
clairement au lecteur: elle m’a servi de guide pour démontrer la
rationalit¢ de la fonction L. Je tiens a le remercier aussi pour ses
conseils et les raccourcis qu’il m’a suggéres.

I. GYSIN ET IMAGE DIRECTE

Pour obtenir la formule des traces de Lefschetz pour les F-cristaux
on est amené a construire d’abord, via la dualit¢ de Poincaré, une
classe de cohomologie f,(u) et celle-ci doit vérifier les propriétés
habituelles de transitivité, projection et fonctorialité par rapport aux
morphismes transversaux. Cette derniére propriété s’établit directement
sur la classe sy x que I'on construit au §1; on montre ensuite au §2
que s¥,x coincide avec fiy(u).

Tous les Ext’ cristallins que nous utiliserons dans cet article seront
calculés sur le topos cristallin restreint (cf. [B 1], p. 418).

On suppose p localement nilpotent sur les schémas considérés.
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1. Classe de cohomologie associée
a un morphisme de cristaux et Gysin.

1.1. Classe s%x.

1.1.0. Soient (S,I,y) un PD-schéma, I, un sous PD-idéal quasi-
cohérent de I, S, le sous-schéma fermé de S défini par I,, X un
S,-schéma lisse, Y un sous-schéma fermé de X, lisse sur S, et de
codimension d dans X, i I'immersion de Y dans X.

1.1.1. Donnons-nous d’autre part un Oy ¢cmodule localement libre
F. Dans la catégorie dérivée des 0Oy, s-modules sur le site cristallin
restreint R, (X/S) on dispose, comme F est plat, du morphisme

(1.1.1.1) G{’/x = Gyx®1d: icris*(@Y/S) ® (9X,SF - Oxs ®6X,SF[2d]
2 i
icris*icris*(F) F[Zd]

ou Gyx est le morphisme de Gysin de ([B1], VI, (3.3.8), p.483);

¥ x est appelé morphisme -de Gysin relatif a l'immersion i et au faisceau
F. Le morphisme G%,x définit une classe sy € Extéi,,s(ims*icris*(F),F)
appelée classe de cohomologie de Y dans X relativement au faisceau F.
En appliquant le foncteur RI'(X/S,—) a G¥,x on obtient un morphisme
encore noté G¥%x, ou iy:

(1.1.1.2)  iy: RO(Y/S,ie*(F)) » RT (X/S, F)[2d],

et appelé aussi morphisme de Gysin relatif a I'iimmersion i et au
faisceau F (ou image directe).

1.1.2. Soient E (resp. F) un Oy,smodule (resp. un 0y smodule
localement libre), et u: E — i, *(F) un morphisme de cristaux. L’image
du couple (icris*(u),sf,/x) par 'accouplement canonique

Homt’x/s(icris* (E), icris*icris* (F)) X EXtél;/s(icris*icris* (F)yF)
- EXtéi{/s(icris*(E)’n

sera notée sy, x: cette classe de cohomologie fournit un morphisme dans
la catégorie dérivée des Oy, s-modules

(1.1.2.1) GYix: lens, (E) = F[2d].
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1.1.3. Soient maintenant F (resp. E) un 0y smodule (resp. et
localement libre de type fini), et EY = #om,, (E,Uxs). 1l existe un
isomorphisme canonique

(113]) EXt{’rX/S(icris*icris*(E)aF) : EXtéX/s(icris*((pY/‘S)’ EV ®€X SF)

associant a tout morphisme v: icm*ic,is* (E) - F[j] de la catégorie
dérivée .des O s-modules, le composé

. can. | . Idgv gv
lcris*(@Y/S) - lcris*lcris*(Ev ®UX/SE) —— EY ®('X/SFU]

¢
Ev ®0X/sicris*icris* (E)

Si ’on suppose de-plus F localement libre et que u est un morphisme
ieris* (E) = iens™ (F), I'image de s%,x par le composé de (1.1.3.1) et du
morphisme canonique

EXtZ";/s(icris* ((9Y/S)s EV ®6X,$F)
- EXtél;/s((OY/s,Ev ®6X/5-F) ~ H*(X/S,E’ ®cy st

sera encore notée sy, x: cette derniére classe n’est autre que I'image par
le morphisme -image directe

i* . HO(Y/Saicris*(Ev ®@X/S'F))_’ HZd(X/Sa EV ®€X,'S‘F)
de u considéré comme élément de H°(Y/S,icus*(E¥ ®¢ xisF))s ie

(1.1.3.2) Syix = ix(u).

1.1.4. Sous les hypotheéses de 1.1.0, supposons que Y = Y, U Y,,
ou Y, et Y, sont des sous-schémas fermés de X, lisses sur S et de
codimension d dans X, tels que Y, n Y, = et soit i,(xa=1,2) le
morphisme composé

Ja i
Yy Y =, X.

ProrosiTioN 1.1.5. — (a) Sous les hypothéses 1.1.4 soient E (resp. F)
un Oy, -module (resp. un. Oy ,s-module localement libre) et u un morphisme
E - i *(F); notons

Uy = jacris*(u): jacris*(E) - iacris*(F)s a = ]2
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Alors
S¥ix = Svhix T S¥2x

dans EXt(zzi/s(icris* (E)’F) .
(b) Sous les hypothéses 1.1.4, soient E un Oy s-module. . localement
libre, u un morphisme Oy;s — iy *(E) et Uy = jyoris¥(U), o« = 1,2 alors

() = D (uy) + i (uy)
dans H*(X/S,E).

Cela résulte de la définition de s¥,x et de la propriété correspondante
pour syx = syXs ([B 1)), VI, 3.3.10). O

1.2. Formule de transitivité.

1.2.1. Plagons-nous dans les hypothéses 1.1.0; soient Z un sous-
schéma fermé de Y, lisse sur S,, et de codimension d' dans Y, j
Iimmersion de Z dans Y, E un 0j;¢module, F (resp.G) un
Oy,s-module (resp. Oy, smodule) localement libre, u: E — j.*(F)
(resp. v: F-i,*(G)) - des morphismes de  cristaux et
w = jcris*(v)ou tE - (ioj)cris*(G)°

ProrosiTION 1.2.2. — Sous les hypothéses 1.2.1, on a, avec la notation
(1.1.2.1) :
GZx = Gyxo ireris* (G ) -
Résulte de la définition (1.1.2.1) et de ([B 1], VI, 4.2.3): O
CoroLLAIRE 1.2.3. — Sous les hypothéses 1.2.1 soient

iy : RT(Y/S,inus*(G)) - RI'(X/S,G)[2d]
Jxt RU(Z/S, jeris*ienis*(G)) = RE(Y/S, icris* (G))[2d]
(i 0 ))x: RIU(Z/S, jeris*icns* (G)) —» RI'(X/S,G)[2d+2d)
les mqrphismes de Gysin sur la cohomologie. Alors on a:
(o« = ix0jx.
1.3. Fonctorialité par rapport aux morphismes. transversayx.

1.3.1. Supposons 1.1.0 vérifie et soit j: T —, Z une immersion
fermée de codimension d, entre des schémas lisses sur. S,, s’insérant
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dans un carré cartésien au-dessus de S;:

T—2% Ly

[ o |

Z— X;

en particulier f est transversal a i.

1.3.2. Soit de plus E (resp. F) un @y ¢-module (resp. un O -module)
localement libre. On définit pour tout entier r un homomorphisme

(133) EXtZX/S(icris*(E)aF) g Extzfz/s(jcris*gcris* (E)’fcris* (F))’

de la fagon suivante. Par adjonction de la fléche canonique
. ) . * ~ . . . . *
lcris*(E) - fcrls*.]cris*gcris (E) - lcrls*gcns*gcns (E) s

il existe tout d’abord un morphisme
(134) fcris*icris* (E) - jcris*gcris*(E) ’

et c’est un isomorphisme: E étant localement libre, on se rameéne
facilement au cas E = Oy ([B1], VI, 4.39). Soit J* une résolution
injective de f.;* (F) dans la catégorie des (), s-modules. D’apres ([B 1],
IV, (2.5.3)) on a un isomorphisme canonique de complexes

(1 35) HomZX,S(icris*(E) ’chris* (J.)) 3 Homzz/s(fcris*icris* (E), J.) .

Or L' fc,is*(ims*(E)) = 0 pour i > 1, puisque E est localement libre sur
Cys, e que Ton a ce résultat pour E = Oys([B1],
VI, 43.9); freis*(J®) est donc ([B 1], VI, 4.3.6) un complexe & termes
acycliques pour le foncteur Homc‘X’,S(ic,is*(E),—) et Hom;x/s(ims*(E),
fkms*(J‘)) fournit dans la catégorie dérivée des Oy, s-modules le complexe
RHomy S(ims*(E), R mes* Sferis*(F)). En utilisant le morphisme cano-
nique F — mes* Seris® (F) et I'isomorphisme (1.3.4) la fléche (1.3.5) donne
ainsi sur la cohomologie 'homomorphisme cherché (1.3.3).

THEOREME 1.3.6. Supposons 1.3.1 satisfait.
(a) Soient E (resp. F) un Oy ,s-module (resp. un Oy, s-module) localement
libre et uw un  morphisme E — i *(F) induisant  g*(u):
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erisT (E) = geris¥iceis® (F), alors ‘I’homomorphisme (1.3.3)
EXth,S(lcns (E) F) - EXt(bZ/s(]cris*gcris*(E) 9fcris*(F))

envoie %y sur s§%.

(b) Soient E et F deux Oy s-modules localement libres, avec E de type
fini, et u: i *(E) o ¥ (F). Alors le carré suivant, ou f* est le
morphisme image inverse, est commutatif :

vd e (1.3.3)
EXt(’X,S(lcris* lcris* (E)a F)

Gz/socrls .]cns .fCl‘lS* (E) fcrls* (F))

can can
sz(X/S’EV ®[X/SF) 7*—’ HZd(Z/sz;:ris*(Ev)@('Z/s cris*(F));

de plus on a f*(s%x) = s§%.

Le théoreme résulte de la fonctorialité des accouplements définissant

s¥x (cf. 1.1.2) et de la propriété correspondante pour sy x = syXs ([B 1],
VI, 4.3). O

1.4. Formule de projection

1.4.1. On reprend ici les hypothéses 1.1.0 en supposant de plus S
et f: X - S quasi-séparés et quasi-compacts. On se donne également
deux (4 ,s-modules localement libres E et F.

ProposiTiON 1.4.2. — Sous les hypothéses 1.4.1, le diagramme suivant
commute
= . . , *®Id L
ET(Y, S.ic*(E)) @4 BT (X/S, F) —_— RT(X/S, E) ® ., RT(X/S, F)[2d]

ld®i*l J,GX

L .
BL(Y/ S iecns®(E)) @4 RI(Y/S, icns*(F)) = RO(Y/S, ici*(E®¢,, F)) — RI(X/S,(EQ., F)2d],
Y b Ix '

ou o sont les morphismes de cup-produit et A = I'(S,Us). En particulier
le morphisme

ix0i*: RF(X/S F) - RI'(X/S, F)[2d]
est le cup-produit pour la classe sy;x = iy(1) de ([B1], VI, 3.3.6).

Résulte de la définition (1.1.1.2) de i, par une démonstration
analogue a celle de la formule de projection ([B 1], VI, 4.1.4). O
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2. Morphisme image directe.

2.1. Nous ferons les hypothéses suivantes: k est un corps de
caractéristique p > 0, W un anneau de valuation discréte d’inégales
caractéristiques, d’indice de ramification absolu e < p — 1, de corps
résiduel k, m son idéal maximal, W, = W/m™" ! (pour me N), muni
des puissances divisées définies par les puissances divisées naturelles de
m, S=SpecW,, F=m.0Og, vy les puissances divisées de .#,
S, = Spec k. Tous les schémas considérés seront supposés équidimen-
sionnels. Soient de plus X et Y deux S;-schémas propres et lisses, de-
dimension n et g, h: ¥ > X un Symorphisme et E un CUx,ssmodule
localement libre de type fini. Si 'on note E¥ le dual de E, le morphisme
image inverse h*: R['(X/EY) — RI'(Y/S,h*E") donne par dualité

(h*)": RHomy, (RT(Y/S,h*E"), W,) —» RHom}, (RT(X/S,E"),W,).

Or la dualité de Poincaré ([B 1], VII, 2.1.3) fournit des isomorphismes

gx: RT(X/S,E) 5 RHom}, (RT(X/S,E"), W,)[~2n]
et &y RO(Y/S,h*E) 5 RHom$, (RT(Y/S,h*EY), W,)[—2q];

nous définirons le morphisme image directe
2.2) hy: RI(Y/S,h*E) - RI(X/S, E)[2n—2q]

par he = exlo(h*)Y ogy.

2.3. On vérifie sans peine la transitivit¢ du morphisme image directe
(2.2) et la formule de projection (avec le diagramme 1.4.2, mais ou cette
fois X et Y sont propres et lisses sur S, et E et F localement libres
de type fini sur Oy,5). De plus

hyoh*: RI'(X/S,F) - RI'(X/S, F)[2n—2q]

est le morphisme de cup-produit par h,(1) e R[(X/S, Ox,;s)[2n—24]. On
montre également la compatibilit¢ de 'image directe & 'isomorphisme
de Kiinneth.

Nous allons comparer la définition (2.2) du morphisme image directe
a celle de (1.1.1.2).

ProrosiTioN 2.4. — Sous les hypothéses 2.1, supposons que h soit
une immersion fermée de codimension d = n — q, alors le morphisme h,
de 2.2 est égal au morphisme de Gysin G%,x de (1.1.1.2).



FONCTIONS L CRISTALLINES 43

Notons f: X - S et g: Y > S les morphismes structuraux et
considérons le diagramme

1d ® G«
_—

t L
RI(X/S, EY)®w, RL(Y/S, h*E)[— 2d] RI(X/S,EY)®w, RI(X/S,E)

* ® ml
8
RI(Y/S, h*E")®y, RT(Y/S, h*E)[ - 2d] Ox
Gy
v GE®°F v
RL(Y/S,h*(E¥ ®. , (N[ 2d] —_— RI(X/S, E* ®c 5F)
can. can.
' Gux
RI(Y/S, ¢, )l —2d] —_— RI(X/S, Oxs)
LTIB 1Trf
1d
W,[—2n] — W,.[—2n].

Le carré du haut est commutatif d’aprés la formule de projection (2.3)
et celui du bas d’aprés ([B 1], VII, 2.3.1). Le carré du milieu commute
car il est obtenu en appliquant le foncteur RI'(X/S,—) au carré
commutatif ‘

G Idgv g
henis(Cyis) @, X/SEV ®0X,SE[_ 2d] “_%E—Qb—’ Oxs ®(’x/sEv ®(’X/SE

lld ® can. lld,m ® can.

Grx ® Id”xzs
herise(Oys) ®e X/S@X/S[_ 2d] -_— Oxs ®(X/S(9x13 .

L
Par adjonction entre ® et RHom®, on en déduit.la commutativité du
triangle

RI'(Y/S, h*(E))
(h*)Y o gy
Ghx RHom$, (RTC(X/S, EV), W,)[—2n+2d]
~, £x
RI'(X/S, E)[2d]

ce qui donne la proposition d’aprés la définition de h, (2.2). O
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II. RATIONALITE DE LA FONCTION L

Comme en cohomologie étale ((M 3], VI, §3) nous allons prouver,
en cohomologie cristalline cette fois, la rationalit¢ des fonctions L par
une formule des traces de Lefschetz.

1. Formule des traces de Lefschetz.

LemME 1.1. — Soient (S,.#,y) un PD-schéma quasi-compact, S, un
sous-schéma fermé de S, défini par un sous PD-idéal quasi-cohérent de .7,
fo: X > S, un morphisme lisse quasi-séparé et quasi-compact,

f:X—fLSo—»S, Z=XXg X, h:Z-> S, A:X = Z l'immersion

diagonale, E et F deux Oxsmodules localement libres de type fini. Alors

le diagramme
ke, r

L .
Rfxist(E) ®cy,sRixis+(F) 5 Rhyse(pY(E) @, p% (F))
o A*

R/fys+(E ®cy oF)

ou o est le cup-produit, kg p l'isomorphisme de Kiinneth, et fy;s, hzs ont
le sens habituel ([B 1], VII, 1.1.1), est commutatif.

Méme démonstration que ([B 1], VII, 3.1.1.). O

LeMMmE 1.2. — Soient A un anneau commutatif, K* et K'* deux
L

complexes parfaits de D"(A), n un entier et t:K° ®A K" — A[n]
un morphisme de D°(A), définissant par adjonction un morphisme ¢ :
K — RHomS (K, A)[n]. Alors le diagramme

L

KQ ®A Klo

T -

Aln]

e® Id ‘Id
L v

RHom} (K"*, 4) ® 4, K'*[n] — A[n]
ou 1’ est l'accouplement naturel, est commutatif.

Méme démonstration que ([B 1], VII, 3.1.2). 0O
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1.3. Reprenons maintenant jusqu’en 1.6 inclus les hypothéses du
(I,2.1) sur S et S,, si bien que S = Spec W,, S, = Spec k. Soient X
un Sy-schéma propre et lisse de dimensionn, f: X » S, et E un
Ox,s-module localement libre de type fini. Le lemme 1.2 montre la
commutativite du diagramme

(1.3.1)
Tr,

RI(X/S,E) ®w, IRF(X/S,EV )iIRF(X/S, Oxs) W.[—2n]

8x®ld[ lld
L

RHomy,, (RT(X/S,E"), W,) ®w,, R[(X/S,E"[~2n] —> W,[-2n],

ou o est le cup-produit et o’ I'accouplement naturel.

Supposons donnés de plus un Sp-schéma propre et lisse Y de
dimension g, un Sy-morphisme ¢ : X — Y, un Oy ¢module F localement
libre de type fini et un homomorphisme u : @*(F) — E. Nous noterons
®* le morphisme de complexes parfaits

(13.2)  ®* = R['(u) o ¢* : RI(Y/S,F) —» RI(X/S, E),

compos¢ du morphisme image inverse ¢* et de RI(X/S,u). Via
I'isomorphisme

Hom,, ((¢*(F), E) 3 T(X/S,*(F') ®qE)
[resp. RHomY, (RT(X/S, 9*(F)), RT(X/S,E))
3 RO(X/S,0*(F))' ®w, RI(X/S,E)],

u [resp. R (u)] définit un morphisme v’ : W,, - RI(X/S, o*(F") ®oysE)
[resp. u”: W, — RIL(X/S,y*(F))" (;lbwm RI'(X/S,E)] s’insérant dans le
diagramme commutatif suivant :

RI(X/S, 0 (F) 225 RE(X/S, 0% (F)® v, RT (XS, 0*(F) @, RT(X/S,E) 2% RP()S, )

Id Id

RE(X/S, 9* (F) = 25 RE(X/S, 9* ()@, RT(X/S, 9*(F)®, , E)

ox

RI(X/S, E)
i.e. ([B1], VII, démonstration de 3.1.5):
(1.3.3) RI'(u) = oxo (Id®U).
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LEMME 1.4. — Sous les hypothéses 1.3, soient Z = X X Y de
projections p, et p, sur X et Y, y: X — Z le morphisme graphe de ¢ et
ug: RI(Z/S,p¥(F)— RI'(Z/S,p¥(E))[2q] le morphisme de cup-produit
par vs(u) € qu(Z/S,p;“(FV)®@Z/Sp;"(E)), ou u est vu comme élément de

T(X/S,y*(p¥(F')®¢ s PY(E))) . Alors on a
(1.4.1) ®* = p.ougop¥.

Par définition on a ®* = p.oy.00x0 (Y*®Id) o (Id®u’) o p¥, et
donc, par la formule de projection (I, 2.3),

®* = pnoozo(Id®y.) o (Id®u") o p¥,

ou o est le cup-produit

L

RI(Z/S, p¥ (F)) ®w,, RT(Z/S,p¥(F') ®c,,sPT(E))[24)
- RI(Z/S, pt(E))[2q].

Comme la classe de cohomologie 7v4(u) définit un -morphisme
W — RT(Z/S,p3(F') ®c,pH(E)[2q] composé de u' et vi, la

formule (1.4.1) en résulte. O

Ce lemme 1.4 et la commutativit¢ de (1.3.1) fournissent alors par
la méthode de ([B 1], VII, 3.1.5) le lemme :

LEMME 1.5. — Sous les hypothéses 1.4, la suite d’isomorphismes
8
RHomj, (RI'(Y/S,F),RI(X/S,E)) —= RI'(Y/S,F)" ®w, RI'(X/S, E)
lev'®Id
3
RI(Z/S,p¥(F) ®c,PF(E)[24] 4}(% RIU(Y/S,F') ®w, RT(X/S,E)[2q)
ou kpv g est lisomorphisme de Kiinneth, identifie la classe de ®* dans
RHom', (R (Y/S,F), RI(X/S,E)) a yx(u).

Nous sommes a présent en mesure de prouver le théoréme suivant,
ou, pour un corps parfait k' de caractéristique p > 0, W(k’) désigne
I’anneau des vecteurs de Witt de k' et W, (k') = W(k')/p"W(k') ; nous
noterons X le schéma des points fixes de ¢ et, pour x e X*, j,
I'inclusion Spec (k(x)) = X. Lorsque k est parfait, F = E et x € X°,
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nous considérerons le module

= (Zeris (E))(Spec(k(x)), Spec Wy, (k(x))):

c’est un W, (k(x))-module libre de type fini, et un W,(k)-module libre
de type fini; dans ce dernier cas nous le noterons E, et i,: E, — E,
désignera I’endomorphisme induit paru.

THEOREME 1.6. — Soient S comme en 1.3, X un schéma propre et
- lisse sur k, de dimensionn,f: X - S, h:Z =X XX 28,0 =X > X
un k-endomorphisme de X, de morphisme graphe y:X — Z, E un Oy s
module localement libre de type fini muni d’un morphisme u: o*(E) - E.
Si Tr ®* est la trace de I'endomorphisme ®* = RI (u),90* du complexe
‘parfait RI'(X/S,E), alors
i) (1.6.1) Tr®* = Tryo a0 A*(y,(u)),
ou o est la fléche canonique

RI(X/S,E¥ ®gy,E)2n] = RT(X/S, Ox,s)[2n],
et Yx(u) € H*(Z/S, pf(E")®0,, ¥ (E)).
i) Supposons de plus que k soit parfait et que le graphe de ¢ et la

diagonale de Z se coupent transversalement ; dans ce cas on a la formule
des traces de Lefschetz :

(1.6.2) Tr ®* = Z Tra,.
xe X®

Par définition ([SGA 6], I, 8.1) la trace de ®* est I'image par le
morphisme

RHomj, (RI(X/S,E),RI'(X/S,E)) .
5 RI(X/S,E)" ® w, RT(X/S, E) > W,
de la classe de cohomologle définie par ®*. Soient ¢’ I'image de celle-

ci dans RI'(X/S,E)Y ®W RI'(X/S,E) et A 'immersion diagonale de X
dans Z. Dans le diagramme

RL(X/S,E)" ®y,_RT(X/S,E) W,

ex! ® ldl \ lld

RI(X/S, EY)® v, RE(X/S, E)2n] % RF (X/S, E* @, , E)2n] > RT(X/S, € 92n) 2% W,

ke l e
RI(Z/S.pH(EY) @, pT(E))i2n]
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le rectangle du haut est commutatif d’aprés (1.3.1) et le triangle du bas
d’aprés 1.1. Puisque kgpv po (ex'®Id)(c’) = v, (u) (cf. 1.5), on a

Tr @* = Tr; 0 0 A*(y4(u)).
Pour ii) considérons le diagramme commutatif

Spec k(x) & T = x

,.\ |ro [s

XC—)XXSOX=Z«
Y

ou le carré est cartésien et j, l'inclusion d’un point de 7T = X* dans
T. Puisque y et A sont transverses, T est formé de points fermés lisses
sur S,, d’ou, d’apreés (I, 1.3.6 (b) et 2.4)

A*(vs(w) = 5(™* W) ;

de plus, par Padditivitée (I, 1.1.5 (b)) on a
i:k(j,*(u)) = Z jx‘(ux)a

xeT

ouu,: = j¥u) el (Spec(k(x))/S.j¥(E" ®6X/SE)) ~ Homy, k) (Exs Ey) -

Soit fy: X — S, le morphisme structural. Comme Tr, = (fy), ([B 1], VII,
2.2.4), que le carré suivant commute

R (Spec (k(x))/S, /2 (E" ®c,, E)) —— RT(X/S,E’ ®c, E)[2n]

Xj l
RI"(Spec (k(x))/S,Cspec kx))15) - RI'(X/S,Cx,s)[2n],
‘z
Wa(k(x))

ou 7y est la fleche canonique, et que y(u,) est la trace Tr(u,) de u,,
on obtient

Tr @*

Y (fo)x 0 (9(Tr (1)

xeT

> Tr Wik Wyt (TT (U5))

xeT

r(u, our}, , prop. 6, p. 112),
Tr(#1,) ([Bour], A III 6 12)

xeT
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car
(foojos:  RE(Spec (k(x))/S, Ospec ki) = RI(Se/S, Osy5)
¢ 4
W(k(x)) Wa(k)
est la trace Trw, ko) iwm - O

1.7. Plagons-nous dans I'hypothése 1.6 (ii). Pour x € X*, u induit un
endomorphisme @, du W-module libre E, (notations par analogie avec
1.6 en passant a la limite sur m).

Comme dans ([B1], VII, 3.1.10) il existe un complexe strictement
parfait de W-modules L® et un endomorphisme  de L°® tel que, dans
I'isomorphisme de D®(W,,)

(1.7.1) L% L*® W, 5 R[(X/W,,E),

I’endomorphisme V,, de L},, induit par {, corresponde a ’endomorphisme
@ de RI'(X/W,, E) défini par ¢ et u a la maniére (1.3.2). On a donc

Try, = Tr @*,

d’ou, par passage a la limite projective dans (1.6.2):

CoroLLAIRE 1.7.2. — Avec les notations précédentes on a :
Try = Y Tr(d).
x e Xe

2. Application a la fonction L.

Soient X un schéma propre et lisse sur le corps fini k = F, 4 ¢ = p°
¢léments, n la dimension de X sur k, W = W(k) 'anneau des vecteurs
de Witt de k, K le corps des fractions de W et E un F-cristal (i.e. un
cristal £ muni de u: F*E — E, ou F*E est 'image inverse de E par
le Frobenius absolu F de X, F étant I'identité sur ’espace sous-jacent
et la puissance q"*™ sur le faisceau @y) localement libre de type fini
sur X. Le couple (F,u) induit un endomorphisme linéaire de RI'(X/S, E)
noté Fy (ou ®*), et pour tout entier i un endomorphisme de H'(X/ W, E)
noté F,; (ou F).
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On dira que E est un F-cristal non dégénéré de niveau N s’il existe
de plus un morphismev: E — F*E et un entier N tels que uov = g"
et vou=¢q"; si N=0 on dit que E est un F-cristal unité.

Soit A,, T'ensemble des points de X a valeurs dans F,» de degré
exactement m, i.e.

A, = {e: Spec (F,m)—X/e d’image x, tel que k(x)~Fm}.
Pour e€ A,,, posons

e*(E) : = lim(ers* (E))(Spec (Fm), Spec (W, (Fym))) :

c’est un W(F,m)-module libre de type fini et I'itéré m*™ de u induit un
endomorphisme F™ de e*(E). On définit alors la fonction L associée a
E ([K1], 6.0) par la formule

21 LXEn=1]] I [detw(,pq,,,)(l-t”‘F”‘Ie*(E))]'”’".

m>z1 eely,

THEOREME 2.2. — Si E est un F-cristal localement libre de type fini

sur X, on a avec les hypothéses précédentes:
2.2.1) LX,E.0y= T[] [det(1—tF)l~»""",

0<is2n

ou F; est 'endomorphisme défini par F sur la partie libre de H'(X/W ,E);
les polynémes det (1 —tF,) sont a coefficients dans W .

2.2.2. Si l'on suppose de plus le F-cristal E non dégénéré,alors les
polynémes det (1 —tF;) sont de degré B; = rgw H(X/W,E).

Ce théoréme résout une conjecture de Katz ([K 1], 6.1.1) dans le
cas propre et lisse, et se démontre par une formule de traces de

Lefschetz : on va d’abord transformer I'expression définissant L(X, E,t)
pour la rendre adaptée a une telle formule.

Soit X° I'ensemble des points fermés de X; on a

Lx,E;y= 1] ]I [l [detwe m(1—t"F"(e*(E)]""'™.

m>1 xex0 eehy,
degx=m ed'imagex

Pour x e X° fixé, de degré m, le produit

P= 1] [detW(Fq,,,)(l—t”‘F"‘Ie*(E))]"””‘
eeA,
e d’image x



FONCTIONS L CRISTALLINES 51

est invariant par le groupe de Galois Gal(F,/F,), ou F, est une cloture
algébrique de F,; donc P est a coefficients dans W(F,). Notons
A= WE)[t™], B = W(qu,,,)[t”‘)] et Ng,4 la norme; on a

P = Npa(P'") = H NB/A{[detw(qu)(l—t'"F'"|e*(E))]_l/m2}

echA,
ed’image x
P= ] [detye(1—t"F"|e*(E))] "’
eel,
ed’image x

ou e%) désigne le module e*(E) vu comme module sur W(F,) et
F™ est déduit de F™. Ces e*(E) sont tous isomorphes a E,, avec

E,: = lim(jxens* (E))(Spec (k(x)), Spec W, (k(x)))

ol j, est Iinclusion Spec (k(x)) =» X; on notera F? I'endomorphisme
de E, induit par I'itéré m'*™ de u. Avec ces notations on a donc

P = detyq(1—t"FRE)~"™.

D’ou une nouvelle expression de L(X,E,t):

(23)  L(X,E,t) = [] detye,(1—t* 8 Fyex| £)~ /e,

xex0

Lorsque E = O,y on retrouve la fonction zéta.

Pour la démonstration du théoréme on va appliquer le lemme suivant
au K-espace vectoriel de dimension finie H'(X/W,E) ® wK, et pour
x € X° au W-module libre de type fini £,.

LEMME 2.4 (de démonstration analogue a ([M 3], V, 2.7)). — Soit
o un endomorphisme d’un module libre de type fini V sur un anneau A
commutatif unitaire intégre, alors

log [(det(1—ta| V)" '] = Y Tr(a"(V)"/m.

m>0

Soient D, ’ensemble des points fermés de X de degré exactement
I, et X™ I'ensemble des points fermés de X fixes sous F™ au.sens
schématique : on a X" = U, ,,D,. En appliquant le log a I’expression (2.3)
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de L(X,E,t) on obtient
log (L(X, E, 1))

Y Y Trp(Fros | Eertee*/r deg x

xeX0 r>o0

T S Y Try(Freen| ) r deg x

>0 xeD; r>0

Z ) Z Z TrW(FxMIEx)tm/m

m>0 lim xeD;

Y oy _ Tro(FM EJt"/m.

m>0 xexF

Quant au log de I'expression figurant dans le théoréme, il s’écrit :

Y Y (=)'Tr(FMH(X/W,E)® K)t"/m.

m>0 0<i<2n

L’égalité (2.2.1) est donc équivalente a la formule des traces suivante :
THEOREME 2.5. — Pour tout entier m > 1 on a

sz Try(F E,) Y (=D)'Tr (F"|H'(X/W,E)®wK)
xeX 0<i<2n
=: Tr(F"IR[(X/W,E)).
Ce théoréme 2.5 résulte de 1.7.2 puisque le graphe de F™ coupe la
diagonale de X x X transversalement.

I

Pour 2.2.2, supposons E non dégénéré avec u: F*E — E et v:
E — F*E tels que uov = g et vou = g"; notons S = Spec (W,,(k)),
®* le composé RI'(u)o F*
F* RIC
RL(X/S, E) —— RL(X/S, F*E) -, R (X/S, E),
ou F* est I'image inverse, et @, le composé¢ F, o RI'(v)

RIC(v)

RT(X/S, E) RT(X/S, F*E) —%+ RT(X/S, E),

ou F, est le morphisme image directe. L’assertion 2.2.2 signifie que F;
est un isomorphisme modulo torsion: comme dans ([B1], VII, 3:2.3)
c’est une conséquence de

ProPOSITION 2.6. — Sous les hypothéses 2.2 avec E non dégénéré,le
morphisme composé

®, o @* : RT(X/S,E) » R[(X/S, E)

gq+N .

est la multiplication par q°*"; et ceci reste vrai en remplacant S par

Spec W (k).
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Ona ®,00* = F,oR['(vou)o F* = qg"F, o F*.

D’aprés (I, 2.3) il suffit de montrer que Fy(1) = ¢", ce qui est établi
dans la démonstration de ([B1], VII, 3.2.4). L’assertion pour W(k)
s’obtient par passage a la limite. O

2.7. On rappelle que X est propre et lisse sur le corps fini k = [F,;
soient E un F-cristal unité sur X et k une cloture algébrique de k. On
notera X:= Xx,k, W= W(k) anneau des vecteurs de Witt de k,
K = Frac (W) et E le Ogg-module image inverse de E.

Nous allons « décrire », pour tout entier r, les zéros et podles de
L(X,E,t) sur les couronnes p-adiques [t|, = q", ou l'on a normalisé
par |p|, = 1/p; la fonction ord, sera définie par ord,(q'u) =r si
lul, = 1.

On a considéré dans ([E 1], III, 2.1) les faisceaux étales

1-F
Vu(E,r) = Ker {E,Q W,Q"

E.@W,Q|VV" Y E®@Q ™ ")};
posons H'(X,Z,(E,r)) = lim H'7 (X o, Va(E, 1) et H'(X,Q,(E,r)) =

m

H'(X,Z,(E,1)) ®z, Q, : ce dernier est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie ([E 1], TII, 3.2.3).
Soit v le générateur canonique de Gal (k/k), x+— x?; ¢ = vy~ ! agit

sur X =Xx,k par 1 ® ¢ et donc sur H'(X,Q,(E,r)): on notera
encore ¢ cette action.

PrOPOSITION2.8. — Sous les hypothéses 2.7 on a
det [l—q)t‘Hl(Yan(E,r))] = H (l—q_raijt)
ordq(aij)=r

ou les a; sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H(X/W,E) ®wK.

La proposition résulte de ([M 4], lemme 5.1) et de la suite exacte
(cf. ([E 1], III, 3.2.3.2)

0 - H'(X,Q,(E,r) » H(X/W,E) ®wK
F-p

H(X/W,E)®@zK - 0,

ou F est le Frobenius absolu sur la cohomologie cristalline de E. O
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COROLLAIRE 2.9. — Sous les hypothéses 2.7, soit M (resp. M) le
Z -faisceau étale lisse associé au F-cristal unité E (resp. E), alors

(i) ona H(X,Z,(E,r)) = 0, et q" n’est pas valeur propre du Frobenius
sur H(X/W,E) ®y K sous l'une des deux conditions :

(i.1) r est un entier vérifiant r < 0 ou r > dim X,

(i2) reN, 0<r<dimJX, et i est un entier vérifiant i <r ou
i>dimX +r,

(ii) la fonction

LXE, ) x [ [det (1-q'to| H(X,Q,(E.r)))) '

r<isn+r
n'a ni zéros ni poles sur la couronne |t|, = q", en particulier la fonction

L(X,E,1) x [] [det(l—t(lei(Y,M)®zp@p)](—1>i

0<i<n
n‘a ni zéros ni poles sur la couronne unité |t|, = 1.

La nullit¢ de H'(X,Z,(E,r)) est claire sous 'hypothése (i.1): sous
I’hypothése (i.2) c’est établi dans ([E 1], III, (3.2.3.1)). Par 2.8 la
2¢ assertion du (i) en résulte: dans le cas X projectif et lisse elle se
déduit aussi de (III, 1.2.4) ci-aprés. Le (ii) est alors immeédiat.

Remarque 2.10. — La 2° assertion de (ii) résout affirmativement une
conjecture de Katz ([K 1], 6.1.2) dans le cas X propre et lisse sur F,.
Cette 2°assertion de (ii) est d’ailleurs obtenue par Crew ([Cr 1]) dans
le cas ou X est une courbe affine et lisse sur F, et E de rang1.

2.11. Sous les hypothéses du 2 supposons le F-cristal £ non dégénéré.
On va montrer que la fonction L(X,E,t) satisfait a une équation
fonctionnelle faisant intervenir EV. Précisons tout d’abord la structure
de F-cristal sur EV. Puisque E est non dégénéré il existe des morphismes
u:F*E > E et v:E— F*E tels que uov=¢" et vou=q". et la
structure de F-cristal sur EY sera fournie par le dual de v. soit
:F*EY —» EY. On a donc

Fig= RT(WoF*: H(X/W,E) — H(X/W,E),
et
Figo = RT(v)o F*: H(X/W,E') - H/(X/W,E"),

ou F* est le morphisme image inverse.
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THEOREME 2.12. — Soient X un k-schéma propre, lisse et géométrique-
ment connexe de dimension n, et E un F-cristal non dégénérésur X de
niveau N . Soient

®(X,E):= Y (=1 rggH(X/W,E)

0<i<2n
la caractéristique d’Euler-Poincaré de (X, E) et

g(E): = det (—F|RI'(X/W,E))™*: :
= [] [det(=FIH'(X/W,E)®wK)]""

0<i<2n

i+1

La fonction L(X, E,t) vérifie I'équation fonctionnelle
(2.12.1)  LX,E,0) = e(E}**® L(X,E",1/q"*™).

Notons f: X — S = Spec W, (k) le morphisme structural, et montrons
que le diagramme suivant commute :

(2.12.2)
H'(X/S,E) @y, H" '(X/S,EY) 2, H™X/S) Tu, w,
F* ® F* 1 F* =g ‘ lg
H'(X/S,F*E) ®y, H"'(X/S,F*E") {2, H*™(X/8) Tu, w,
RT(u) ® Rz"“r(‘v)l 2 q”l la¥
H'(X/S,E) @y, H™ '(X/S,EY) 2, H™X/S) T, W,,

ou {,> est l'accouplement canonique et Tryo{,)> celui donnant la
dualité de Poincaré ([B 1], VII, 2.1.3). Le carré 1 est commutatif par
fonctorialité de I'image inverse F* et le fait que F* = q" sur H*(X/S)
([B1], VII, démonstration de 3.2.5); comme vou = g" le carré2
commute par définition de ‘v. La commutativité du diagramme signifie
que pour xe H'(X/S,E) et ye H" /(X/S,E") on a:

CFp(X), Fonoiiv (0)) = "N (X, 5

cette relation demeure vérifiee en passant a la limite sur m: en voyant
cette fois F;g(resp. Fy,—; 5») comme un endomorphisme (en fait
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un - automorphisme d’aprés 2.2.2) de H(X/W,E)®u K(resp.
H* Y(X/W,E") ® K) on a montré que

t(FZn—i,EV = qn+N(Fi.E)-la

i.e., si o; décrit les valeurs propres de F; g, alors les valeurs propres de
Fyn_i5v sont les ¢"*"/a;. L’équation fonctionnelle (2.12.1) en résulte
via (2.2.1). Les calculs précédents fournissent en outre la relation

(2.12.3) £(E).e(EY) = g~ MxB

Remarque 2.13. — Dans le cas E = Oy, I’équation fonctionnelle
(2.12.1) pour la fonction L redonne celle de la fonction zéta. En effet £
est alors un F-cristal unité (N=0) en dualité avec lui-méme, si bien
que g(E) = £ g~ ™P® . on retrouve ainsi I’équation fonctionnelle
([B 1], VII, (3.2.8))

Z(X,1/q"t) = L(X,0x,w,1/q"t) = £ gD L(X, O . 1)
= & gMMOPDZ(X )
CoROLLAIRE 2.14. — Sous les hypothéses du théoréme 2.12 soient

g = card k et s un entier > n + N, alors
. IL(X,E,q~*)|, = |e(E)|,q~ **",

ou | |, désigne la valeur absolue p-adique de K normalisée par ip|,'=p.

D’aprés 2.2 on a

L(X,EV,1/q"* V%) = H det (1 —qs'"‘”F,-,Ev)H)"“,

0<i<2n

ou det (1—¢F, zv) est a coefficients dans W, d’ou, puisque s —n — N > 0,
|L(X,EY,1/q"*N"%)|, = 1. L’équation fonctionnelle fournit alors le
corollaire. O

Remarque 2.15. — Dans le cas E = Oy, ce corollaire redonne la
proposition (10.4) de [M 4] car [e(Ox,w)l, = ¢"'?*®. Nous reviendrons
dans la quatriéme partie plus longuement sur ces questions de valeurs
de fonctions L.

Remarque 2.16. — Supposons 2.11 vérifié ; on a noté Fy = RI'(u) o F*
et Fv = RI(‘v) o F*. Comme pour (2.12.2) on prouve la commutativité
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du carré

€
X

RI'(X/S, E) —~— RHomy, (RT'(X/S,E"),W,)[—2n]

FE qn+N(FEv)v

3
X

RI'(X/S,E) —— RHomW‘m(RI"(X/S,EV),W,,,)[—Zn],
ou &y résulte de la dualité de Poincaré.

Si 'on se donne un autre k-schéma propre et lisse Y, de dimension
rsur k et h: Y- X un k-morphisme, on définit de méme Fj 5 et Fy 5.
Il est alors immédiat que le morphisme image directe

hy: RF(Y/S,h*E) - RI(X/S, E)[2n—2r]
vérifie la relation

(2.16.1) hyoFyp = q "Fgoh,.

III. COEFFICIENTS DE LA FONCTION L

Par I'expression (II,2.2.1), les valeurs propres du Frobenius sur la
cohomologie cristalline fournissent les coefficients de la fonction L : nous
établissons donc au paragraphe 1 un théoréme de Lefschetz faible duquel
nous déduisons des évaluations p-adiques de ces valeurs propres.

Dans le cas d’un F-cristal unité, on montre au paragraphe 2 que la
fonction L est a coefficients dans Z,,.

Enfin, pour un F-cristal unit¢é a monodromie finie (§ 3), les zéros et
poles de L sont des entiers algébriques vérifiant I’hypothése de Riemann
(3.2). Une telle fonction L est également reliée directement aux fonctions L
de Grothendieck (3.5).

1. Lefschetz faible et application aux pentes.

1.1. Lefschetz faible avec coefficients.

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0 et W =. W(k)
I’anneau des vecteurs de Witt de k.
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THEOREME 1.1.1 (dit de « Lefschetz faible »). — Soient X un k-schéma
projectif et lisse, de dimension n, muni d’un plongement fixé dans un espace
projectif Py et E un F-cristal localement libre de type fini sur X. Nous
noterons E, = E/pE et gr’E, = FSE/F5'E, ou F°E, est la filtration

conjuguée de la filtration de Hodge sur E, ([0], 1.9). Nous nous placerons
dans l'un des deux cas suivants :

(1) E, admet localement une base de sections horizontales (par exemple
pour E un F-cristal unité),

(ii) gr*E, est localement libre.

Alors si Y <L X est une section hyperplane lisse de X, de degré
assez élevé, ’homomorphisme canonique

J* HY(XW,E) > H'(YW, jess*(E))

est un isomorphisme pour i < n — 1, et est injectif pour i = n — 1. De
plus la cohomologie évanescente

E(Y,E) := H (YW, jons*(E)/H" "' (X/W, E)

est un W-module libre de type fini.

Comme dans [B 2] le théoréme se raméne a montrer que le morphisme
canonique

(1.1.2) j* . H(X/k,E)) - H'(Y/k,j*E,)
est un isomorphisme pour i < n — 1 et une injection pour i = n — 1.

D’aprés ([0], 1.6.3) grE, est engendré par ses sections horizontales.
Dans la suite & désignera ou bien E,, ou bien grE,: d’aprés (i) et
(ii) & admet localement des bases de sections horizontales. Nous allons
montrer que

(1.1.3) j*: H'(X/k,8) — H'(Y/k,j*&)
¢ . l
H'(X, 6x.0 ® Qxe) H'(Y, ((*)r.n ® Q4)
est un isomorphisme pour i < n — 1 et une injection pour i = n — 1.

Le théoréme sera ainsi démontré pour le cas (i). Pour le cas (ii) on
sait d’aprés ([0], 1.12.3) que le gradué grSE, commute aux images
inverses : puisque la filtration & SE, est séparée, finie et exhaustive
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([0}, 1.6.4) on est ramené par le lemme des cinq et la suite de cohomologie
- relative a la suite exacte

0 - gr’E, » E,/#5"'E, > E,/#5E, - 0,
a démontrer I’assertion (1.1.3) pour obtenir le théoréme dans le cas (ii).

Pour ce faire on filtre le complexe & x ® Q% par les sous-
complexes

Fit (¢ x0®Q%x) = £.1(Ex 0@k + V(£ .7(€ x,00%x)

ou # est I'idéal de Y dans X, V la différentielle de & x ® Q% et
(6 x, @) est le complexe égal & &x x) ® Qxx en degre > j, et &
0 en degré < j. Puisque &x x, admet localement des bases de sections
horizontales on conclut comme dans [B 2]. a

1.2. Application aux pentes du Frobenius sur H'(X/W,E).

Sous les hypothéses de 1.1.1 supposons maintenant que E soit non
dégénéré de niveau N, i.e. est muni de u: F*E — E et v: E — F*E tels
que uov = p¥ et vou = p" pour Ne N. Si 'on munit RI'(X/W,E)
des endomorphismes (cf. II, 2.5) ®¥ = RI'(u) o F* (encore noté ®*) et
®,; = F, 0o RI'(v) (noté¢ ®,) on sait (I, 2.5) que

(1.2.1) ®,D* = p"*H.

Nous noterons encore ®, et ®* les endomorphismes induits sur la
partie libre H*(X/W,E), de H*(X/W,E).

La proposition suivante s’établit comme dans ([B 2], 2°).
ProrosiTION1.2.2. — Soit 0 < i < n; alors
O, (H'(X/W,E)) < p" 'H'(X/W,E),.
CoRrOLLAIRE 1.2.3. — Soit 0 < i < n; alors
O*(H"*(X/W,E)) < p'H"" (X/W,E),.
En effet H"*/(X/W,E), est dual de H"~(X/W,E"), et la dualité trans-

forme @y zv=Fyg 0 RT(v5v)=Fypv 0 R[((uz)") en ®%=RI(u;z) o F¥:
le corollaire résulte alors de 1.2.2 appliqué a EV. O
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THEOREME 1.2.4. — Pour 0 < i < n, chaque pente o. du F-cristal
(H'(X/W,E),,®*) [resp. (H""'(X/W,E),,®*)] satisfait 0 <o <i+ N
[resp.i < a<n+ NJ, ou N est le niveau du F-cristal E.

Compte tenu de la relation (1.2.1) ce théoréme se démontre comme
celui de ([B 2], 2). a

2. Cas d’un F-cristal unité.

On reprend ici les hypothéses et notations de (II,2) en supposant
que E est un F-cristal unité muni de u : F*E 5 E. Nous allons montrer

que la fonction L(X,E,t) est quotient de deux polyndmes & coefficients
dans Z,.
Explicitons tout d’abord ’endomorphisme de Frobenius F de

H"(X/Wy,(F*E)" ®oy,,, E) ~ Homy,, (F*E,E);

plus généralement si E, est un F-cristal unité et E, un F-cristal
quelconque, avec ®,:E{ :=F*E, 3 FE,, ®,: ES - E,, et

¢ € Hom (E,, E;) on pose F(¢) = ®,0@°o®;': dansle cason E, = E,
E, = E°, ®, =u°, O, = u, on a alors

2.1 Fu) = uou’o(’)™' = u.

Pour x € X', soit g,: Spec (k(x)) — Spec k le morphisme structural
et j.: Spec(k(x)) = X Vlinclusion canonique; 1la trace de
I’endomorphisme F™ de RI'(X/W,,E) est fournie par (démonstration de
II, (1.6.2)):

Tr(F) = ) g«(Tr(F)).

xeXFr

Nous venons d’établir que u € H*(X/W,,(F*E)" ® E) est fixe sous F;
il en est de méme de F, e H°(Spec (k(X))/Wn, jxeis*(EY ®E)) qui est
induit par litéré de u, et de yx(Fy) = Tr(F;) e W,(k(x)) ou le
morphisme % est défini dans la démonstration de (II, (1.6.2)) ; comme
g est un morphisme entre schémas de dimension 0, la relation (II, (2.16.1))
montre que TrF™ e W, (k) est fixe par le Frobenius, i.e. TrF" € Z/p™Z .
Par passage & la limite projective on déduit de (II, 2.2 et (2.3)) que

2.2) L(X,E,t) e (1 +tZ,[[tIHnK(1) ;
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la méthode des déterminants de Hankel ([Bour.], A IV, 4., exercice 1)
fournit alors L(X,E,t) € (1+tZ,[[t]]) » Q,(t). Or la formule (II, 2.2.1)
montre que L(X,E,t) = R(t)/S(t), avec R, Se 1 + tW][t]. Si on choisit
P, Q e Q,[t] tels que L(X,E,t) = P(t)/Q(t) avec (P,Q) = 1, on a P|R,
QI|S, et donc les racines inverses de P et Q sont de valuations
~ p-adiques > 0; d’ou P, Q€1 + tZ,[t]. Nous avons établi

ProposITION 2.3. — Soient X un schéma propre et lisse de dimension n
sur F,, et E un F-cristal unité sur X, alors

L(X,E,t) = P(1)/Q(),

avec P, Q€1 + tZ,[t], P et Q premiers entre eux.

3. Cas d’un F-cristal unit¢é a monodromie finie.

3.1. Revétements étales et cristaux.

Nous ferons pour ce 3.1 les hypothéses suivantes: k est un corps
parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) est I'anneau des vecteurs
de Witt de k et K le corps des fractions de W, X est un schéma
propre et lisse sur k, G un groupe fini, f: ¥ - X un revétement fini
étale galoisien de groupe G et E un Oy y-module localement libre.

ProrosiTioN 3.1.1. — Sous les hypothéses précédentes on a les
isomorphismes :

H'(X/W,E) ® yK = (H(X|W, furis f enis* (E))® wK}°
=~ {Hl( Y/W9fcrls*(E))® WK}G .

Le dernier isomorphisme de la proposition est clair car fc'm* est un
foncteur exact (f est fini et étale!). '

Etablissons d’abord le
LemMME 3.1.2. — Sous les hypothéses 3.1 on a

(f;:ris*fcris*(E))G ~ E.

Comme E est localement libre on a un isomorphisme

f;:ris*fcris* (E) = fcris*ﬁ:ris* (@X/W) ®0X/WE’



62 JEAN-YVES ETESSE

et l'action de G sur le membre de gauche se fait par I'intermédiaire de
Jerss, fors™ (Ox;w) puisque G agit trivialement sur E: on est ramené a
prouver le lemme pour E = ¢y, Soit (U, T) un ouvert du site cristallin
zariskien Cris(X/W) : I'image inverse de f sur U est aussi un revétement
fini étale galoisien Y x ,U — U de groupe G, qui se reléve de maniére
unique, par I’équivalence des sites étales de U et T (puisque U et T
ont méme espace sous-jacent), en h: T' — T fini étale galoisien de
groupe G ; il s’agit de démontrer que

{fcris*fcris*((OX/W)(U,'I')}G ~ O,

ie. (heh*(Op)¢ ~ Or, ce qui est clair car h*(0p) ~ Oy

Grace a 3.1.2 il nous suffit donc de montrer que pour tout
OxwlG]l-module 4 on a un isomorphisme

(3.1.3) (H'X/W,A)Q@wK)° ~ H'(X/W,A°) @K .

Pour cela on va établir I’existence et la dégénérescence de deux suites
spectrales de méme aboutissement et dont les termes E, sont:

»? = H(G,H'(X/W,A)®wK),
E;’ij = Hj(X/W,é"xt(ileW[(;](@X/W,A)) ®WK!
Ox,w €tant muni de P'action triviale de G. Compte tenu des isomorphismes

T(X/W,A)° ~ Homgy (Oxyw, A)° ~ Homg, i) (Ox;w» A)
= F(X/W,fomwx,w[c](@xlw, 4)) ~ T(X/W,A°),

le diagramme suivant commute

1= s T wK F,=(- ¢
Oxw]Gl-mod =L X%.7) &K pre1mod. £ 2, kv
Id Id.
OxwlG-mod ——— O, y-mod. K—ev.,

Fa=(—)° F=T(X/W,-) ®wK
ou «/-mod (resp. K_ev.) désigne la catégorie des &/-modules (resp. des
K-espaces vectoriels). Les quatre catégories du diagramme sont abéliennes
et ont suffisamment d’injectifs ; #, et &, sont des foncteurs exacts a
gauche, de méme que &, et F, car K est plat sur W. On notera
F =F,0F,=F,0oF,. Pour tout O y[Gl-module 4, 'ordre de G
annule H'(G,H'(X/W,A)) pour j > 1 ([Se 1], VIII, § 2, cor. 1 de prop. 4),
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donc E;" = H/(G,H'(X/W,A)® wK) = 0 pour j > 1: en particulier &,
transforme les injectifs en % ,-acycliques, d’ou I’existence de la premicre
suite spectrale ((M 3], App. B, th. 1)

B = RYF (4),
et de plus on a

R"F(A) ~ E = (H"(X/W,A)® ,K)°.

Pour P'existence de la deuxiéme suite spectrale et la dégénérescence en
E, il nous suffit de méme de montrer que zg’xtj,x/wml(ﬁx,w,A) est annulé

par l'ordre de G pour i > 1: cela se fait en remplagant dans les
constructions de Serre (loc. cit.) 'anneau Z des entiers par Oy, ; d’ou
un second isomorphisme

R"#(A) ~ EI" = H"(X/W,A% ® K. -

On a ainsi établi (3.1.3), donc 3.1.1. O

3.2. Représentations p-adiques et F-cristaux a monodromie finie.

On reprend, pour ce 3.2, les hypothéses du 2. Nous noterons
M ~ (Z,)" le Z,-module libre de type fini associ¢ & E ([K 1], Rk 5.5);
le F-cristal E correspond alors & une représentation continue (loc. cit.)

p:my(X) ~ Auty (M).

DeriniTiON 3.2.1. — Le F-cristal unité E est dit a monodromie finie -
(resp. et entiére) si l'image de p est un groupe fini (resp. s’il existe un
Z-module libre de type fini M' et un isomorphisme M' @ Z, ~ M tels
que p: 1, (X) » Autzp(M) se factorise par p' : m,(X) - Autz(M), d’image
finie).

Un exemple trivial est fourni par le faisceau structural Oy, .

Pour une notion voisine, celle de représentation p-adique & monodromie
locale finie, on pourra consulter I'article de Richard Crew ([Cr 2]).

Avant d’étudier les propriétés des F-cristaux a monodromie finie et
de fournir des exemples non triviaux, rappelons comment & une
représentation continue p : m,(X) — Autzp(M ) du m, dans un Z,-module
libre de type fini M on associe un F-cristal unité E (cf. [K 1]; [K 3],
4.1; [Sa], VI, 3.1).
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Au Z,module M on associe le systtme local p-adique (N,).s:
suivant : N, est le systétme local sur X associé au Z/p"Z-module libre
de type fini M/p"M muni d’une action d’un quotient fini G, de =,(X)
(puisque I’action de p est continue). En particulier, pour chaque entier n,
N, se trivialise sur un revétement fini étale galoisien de groupe G, ; de
plus, dire que E est 2 monodromie finie signifie que le groupe lir_n G,

n

est fini, i.e. que le systétme de tous les N, est trivialis¢ sur un méme
revétement fini étale galoisien de X de groupe le groupe fini ligl G,. Le
n
cristal £ s’obtient comme suit: soit (U,7) un objet du site cristallin
zariskien Cris (X/W); comme p est nilpotent sur T, il existe un entier
~n 21 tel que p"@r = 0, d’ou un homomorphisme Z/p"Z — O, et on
pose

Eyn = (NDZar ®z/pmz @i,

(ot (ND)za. est le faisceau zariskien sur T déduit du faisceau étale N,
sur T relevant N, (les sites étales sur T et U sont équivalents). Pour
décrire ’action du Frobenius sur E nous supposerons dans la suite que
T est lisse sur Spec (Z/p"Z) ; la puissance p**™ sur U se reléve, puisque
U est .affine, en un endomorphisme (pas nécessairement unique!) @, de
T et on définit le Frobenius F; sur Ey , par

F:(x®t) = x @ ¢1(t).

En fait, (Ey r,Fr) s'obtient par descente via I'action de m,(X):
voici comment. Soit U, - U un revétement fini étale galoisien de
groupe G, = Aut(T,/T) tel que la représentation

1, (X) 2> Autz (M) = Auty,,+(M/p"M)

se factorise par G, et soit h: T, —» T le relevement de U, — U. Alors
h*(NT) est le faisceau constant M/p"M et on a

Ey, 1 ~ (M/p"M) ®z/pnz O, .

Puisque T, — T est étale, @, se reléve de maniére unique en @, sur
T,: par l'unicité, ¢, commute avec Aut(7,/T). Le Frobenius Fy_sur
Ew,, 1, est défini par 'endomorphisme ¢r -linéaire

Fr,(x®1t) = x ® ¢7,(1).
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L’action de g € G, = Aut(T,/T) sur Ey,  r, est donnée par
gx®1) = (p(@)(x) ® (g7 )* (),

ou (g™Yh*: O — O, est associé a g~': T, T,. Par descente,
(Ew,n, Fr) est 'unique objet sur T dont l'image inverse sur T, est

Aut(T,/T)-isomorphe & (Ey, r,,Fr,); en particulier on a un isomor-
phisme de faisceaux

(3:22) Ewn 3 {he B*(Ep,)}°.

Pour la construction inverse, qui 4 un F-cristal unit¢ E associe la
représentation p on consultera I’exposé de Katz ([K 3], 4.1).

Nous supposerons désormais, dans ce paragraphe 3.2, que le F-cristal
unité E est & monodromie finie, et nous allons étudier les propriétés de
sa fonction L. La représentation p associée a E se factorise donc en

p:G - Autzp(M),

ou G est un groupe fini qui s’identifie, avec les notations de 3.2, a
lir_n G,. Par suite il existe un revétement f: Y — X fini étale galoisien

~de groupe G qui trivialise le systéme local p-adique (N,),»,, i.e. qui
trivialise E: fo* (E) ~ (Oyw)"; on notera au passage que (3.2.2)
refournit ici I'isomorphisme 3.1.2 '

E ~ {f;;ris*fcris*(E)}G .

Draprés 3.1.1 on a donc

H'(X/W,E)®yK = {H'(Y/W, fen* (E) @uK}° = {H(Y/W)®7,M®2,Q,}°.

Par conséquent le polynome caractéristique de F sur

H'(X/W,E) ® K < H'(Y/W) ®z, M ®2,Q,

divise det (1—tFIH'(Y/W)®2,Q,)"™". Compte tenu de [K-M] ceci
prouve la 1™ assertion de

PrOPOSITION 3.2.3. — Soient X un schéma projectif, lisse, géométrique-
ment connexe de dimension n sur F, et E un F-cristal unité @ monodromie
finie sur X, alors

(3.2.3.1) les valeurs propres de F sur H'(X/W,E) ® wK sont des
entiers algébriques de valeurs absolues (archimédiennes) égales a (\/a)",
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(3.2.3.2) la seule valeur propre possible de F sur H*(X/W,E) @ w K
(resp. sur H*(X/W,E) ® wK) est 1 (resp. q"),
(3.2.3.3) det 1 —tFIH'(X/W,E)®yK) € 1 + tZ,[1].
La 2° assertion résulte des égalités
det (1—tF|H(Y/W)®2,Q,) = 1 — t

et
det (1—tFIH™(Y/W)®,,Q,) = 1 — ¢"t.

La 3¢ assertion s’établit facilement, compte tenu de la 1".‘e et de 2.3, en
paraphrasant une argumentation de Deligne ([D}], preuve de (1.7) = (1.6)).
O

Compte tenu de (II, 2.2) on a aussi montré que

(324) L(X.En= [] [det{l—tFI(H(Y/W)®:,M®;,Q,)°}|""

o<gi<an

)i+1

Comme on définit la fonction L de Grothendieck attachée a une
représentation p d’un groupe fini G agissant sur un [F,-schéma Y propre
et lisse a fibres géométriquement connexes ([M 3], V, §2, exercise 2.21 ;
et [K 2] p. 170) par

(3.2.5) L°™™(Y,p,1)
1= exp ( Y /n.(1/#G) ¥ Tr(p(g)). # (Y(Fq)fw)),

nz1 geG

ou F, est une cloture algébrique de F,, et F, le Frobenius géométrique
de Y, on a aussi établi, via (3.2.4) et ([K 2], p. 171) la proposition :

ProPosITION 3.2.6. — Soient X un schéma propre, lisse, géométriquement
connexe de dimension n sur F,, E un F-cristal unité sur X a monodromie
finie de groupe G, p:m,(X) > G —> Autzp(M) la représentation attachée
a E et Y > X un revétement fini étale galoisien de groupe G, alors

L(X,E,t) = L°°"(Y,p,t).
Cette proposition fournit par (II, 2.2) une autre démonstration de la

rationalité des fonctions L de Grothendieck associées & une représentation
p-adique d’un groupe fini, dans le cas propre et lisse.

CoroLLAIRE 3.2.7. — Sous les hypothéses de 3.2.3, et en supposant
E a monodromie finie entiére on a, pour tout entier i:

det (1—tF|H!(X/W,E)®wK) € 1 + tZ[1].
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Par 3.2.6 on sait que L(X,E,t) = L™™(Y,p,t)el + tZ[[t]], d’oy,
par les déterminants de Hankel, L(X,E,t) € Q(t) ; comme les racines et
poles de L(X,E,t) sont les inverses d’entiers algébriques, on en déduit,
par la méme méthode que pour la fonction zéta (M 3], VI, §13,
12.5(¢)), que L(X,E,t) = P(t)/Q(t) avec P, Q€1 + tZ[t]. On conclut
alors, par I'argument de Deligne (démonstration de (3.2.3.3)). O

3.3. Exemples liés a la représentation réguliére.

Soient G un groupe fini d’ordre d premier a p, X un schéma propre,
lisse, géométriquement connexe sur F, et f: Y — X un revétement fini
~ étale galoisien de groupe G : nous allons donner un exemple non trivial
de F-cristal unité 2 monodromie finie attaché a cette situation.

Soit M un Z-module libre de rang d, ayant une base (e,), ., indexée
par les éléments de G ; la représentation réguliére p: G — Aut, (M) est

donnée par p(s)(e) = e, . Posons v, = Z e, Vi, = Zy, et choisissons
te G

une bijection ¢:{1,...,d} - G: soit V, le Z,-module libre de base
(epy— €pu+1))i-1,...a-1- Puisque p est a coefficients dans Z, on peut la
considérer comme une représentation a coefficients dans Z,,
p.G - Autzp(M®Zp), on MRZ,~V,®V, car pfd; V, est
clairement stable par G et V, aussi, en effet:

pour s€ G, p(s)(epwny€pi+1) = sty ~ Espli+n = €o() — Cohy

etsih>jona

oty ~ Comy = (€oiy—€oy+1) T (€oi+n~€oy+n) T -+ + (€on—1y" €om) ;

raisonnement analogue si h < j. La représentation p’ se décompose
donc en p'=p, ®p;, O4 p;: G Autzp(Vl) est la représentation
triviale et p,: G — Autzp(Vz) est la restriction de p’ a V,. A chaque
p; (i = 1,2) on peut associer un F-cristal unit¢ a monodromie finie E,
sur X. D’aprés la description 3.2 du F-cristal unité associ¢é & une
représentation, il est clair que E, = Oy, et donc par 3.2.6 que la
fonction LS™™(Y,p,,t) est la fonction zéta de X, Z(X,t). Comme la
fonction zéta de Y est fournie par la représentation réguliére p de G
(K 2]) on obtient

. Z( Ya t) = LGmth( Ya pa t) = LGrOth( Ya plat) . LGrOth( Y’ pz,t),
1.€.

(3.3.1) Z(Y,t) = Z(X,t).L(X,E,,t).
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Dans la situation de (3.3.1) on calcule facilement la constante de
I’équation fonctionnelle (II, 2.12)

8(E2) = 4 qn<x(X)/2)(l—d)’
oun=dmXetd= #G, et on obtient
L(X,E),t) = L(X,E,.t);

il suffit pour cela d’écrire les équations fonctionnelles pour les fonctions L
et zéta via (3.3.1).

On aurait pu aussi associer directement a la représentation réguliére
p:G — Aut;(M), un F-cristal unit¢ £ a monodromie finie sur X tel
que

L™ (Y,p,t) = L(X,E,1);

ci-dessus on a obtenu la décomposition £ ~ E, @ E,.

Particularisons encore la situation pour exhiber un exemple ou le
facteur L(X,E,,t) de (3.3.1) n’est pas trivial, i.e. tel que L(X,E,,t) # 1.
Nous supposerons pour cela que X est une courbe propre, lisse et
géométriquement connexe sur F,, et ¥ — X est un revétement fini étale
galoisien de X, de groupe G, par une courbe Y géométriquement
connexe. On sait qu’alors

Py(t)
(1-0(1—qp)

ou Py(t) (resp. Py(t)) est un polyndme de degré 2g(X) (resp. 2g(Y)).
D’aprés la formule d’Hurwitz on a g(Y) — 1 = d(g(X)—1). Donc si
X est une courbe rationnelle (resp. elliptique), Y I’est aussi et le facteur
L(X,E,,t) est trivial comme on le voit sur les degrés de Py(t) et Py(t).

Z(X,t) =

(resp. Z(Y,t) = Pr(0) )

(I-(1—q1)

Par contre si g(X) > 1 il existe des revétements finis étales galoisiens
Y — X non triviaux, i.e. de groupe G # {1}, donc avec g(Y) > g(X):
en effet si X désigne Iimage inverse de X sur une cldture algébrique
de F,, la partie premiére & p, n,(X)®, de mn,(X) est un groupe libre
a 2g(X) générateurs et une relation. J.-P.Serre fournit également des
exemples de tels revétements non triviaux ([Se 4], prop. 13 et 15). Dans
un tel cas L(X,E,,t) = Py(t)/Px(t) est un polynéme a coefficients entiers
(cf. 3.2.7) de degré 2(g(Y)—g(X)) = 2(d—1(g(X)—1).> 0, ce qui
fournit un exemple non trivial de F-cristal unité a monodromie finie.
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Dans ce cas le signe de €(E,) est bien déterminé :
S(Ez) = 4 q(d—l)(g(X)—l)
b

car L(X,E,,t) = det(1—tF|H(X/W,E) ® wK) est de degré pair. Si 'on
décompose p, en somme de représentations irréductibles non triviales 6,
de degréd; et que I'on suppose les 6, réalisables sur Z, (par exemple
si les racines m*®™* de l'unité € Z,, ou m est le p.p.c.m. des ordres des
éléments de G), on peut leur associer des F-cristaux unité &; a
monodromie finie et donc factoriser le polynéme

L(X)Ezat) = n (L(Xaévi’t))di’

ou L(X,&;,t) est un polyndme a coefficients dans Z,: si en outre G
est commutatif, les &; sont de rang 1 ([Se 3], I, 3.1, Théo. 9).

IV. VALEURS DE FONCTIONS L

Soient X un schéma propre et lisse, géométriquement connexe de
dimensiond sur un corps fini k = F, a q = p®éléments, et E un
F-~cristal unité sur X. On a montré que

LIGED = [] (P(X.Et) ",

0<i<2d

avec P,(X,E,t) = det (1—tF|H(X/W,E)®»K). Le but de cette 4° partie
sera de donner un équivalent de la fonction L(X,E,t) de la variable
p-adiquet lorsque t — q~"; lorsque d = 2r, on donnera également,
comme conséquence du théoréme de dualité de ([E 2]), un équivalent p-

r

adique de P, (X,E,t) lorsque t —» g~ ".

Dans le cas ou X est projectif et £ & monodromie finie entiére on
obtient méme plus: on donnera en (IV,6) des équivalents lorsque
t = q~ " (pour la topologie usuelle sur R) des deux quantités précédentes,
grice a l'introduction de faisceaux l-adiques (I premier distinct de p).

Pour formuler nos résultats nous reprendrons la plupart des notations
de l'introduction de ([M 4]).
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L’ordre d’'un groupe M est noté # M, et son sous-groupe de
torsion, M,,. Pour un morphisme a: M — N de groupes abéliens on
pose

- z() = # Ker a/# Coker a,

quand les  deux ordres sont finis. Supposons que M et N sont des
Z,modules de type fini de méme rang et que (a,) (resp.(b,)) est une
base de M (resp. N) mod. torsion: si a: M — N est tel que a(a) =

Y z,b; mod-torsion alors ([T], lemma Z. 1) z(o) est défini si et seulement
j

si det (z;) # 0 et dans ce cas on a
z2(a) = # Miors /(# Niors) . det o,
ou l'on a posé deta = |det(zy)|," et |pl,* = p.
Il existe des applications canoniques
¢': H'(X,Z,(E,r)) » H"Y(X,Z,(E,r)),

ol les H'(X,Z,(E,r) seront définis en 1.4 4 la fagon de (II,2.7); on
pose alors
LXZEN) =26"). [  FHXZ,EN

i#2r,2r+1

quand tous les termes sont définis et finis. Soient k une cloture algébrique
de k, X = X x,k, W l’anneau des vecteurs de Witt de k, K = Frac (W)
et E l'image inverse de E sur X. Notons H.R. I’hypothése suivante.

H.R. — q" n'est pas valeur propre du Frobenius géométrique sur
H{(X/W,E) ® wk pour i # 2r.

Cette hypothése H.R. est notamment vérifiee pour X projectif et
E = Oyw d’aprés I'« hypothése de Riemann » démontrée par Deligne
([D] et [K-M]), ou pour un F-cristal unité E & monodromie finie (cf. III,
3). Nous montrerons (1.3.2), sous ’hypothése H.R., que H'(X,Z,(E,r))
est fini pour i # 2r, 2r + 1. Comme les groupes H'(X,Z,(E,r)) sont
de type fini sur Z, (1.1.1), y(X,Z,(E,r)) est défini si et seulement si
det (¢*) est défini; dans ce cas on a

VX ZEDN) = [l (#H(X,Z,(EP)r) ' /det (7).

0<ig2d+1

Soit y: x — x? le générateur de I = Gal(k/k); nous noterons
SS(X,E,r) I’hypothése suivante :
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SS(X,E,r): 1 n'est pas racine multiple du polynéme minimal de vy
agissant sur H(X,Q,(E,r)).

Cette hypothése, qui est en fait une conjecture, est vérifiee pour
E = 04w dans certains cas (cf. [M 4]).

Fixons les derniéres notations avant d’énoncer nos résultats. Sur
Iouvert (X,X) du site cristallin Cris (X/k) est associé au cristal E un
Cg-module Ey g : on posera

hij = dim Hj(Y,E(y’y) ®0x Q:y—{)
et VWXEN =Y ¥ (=)Hr—iht.

0<i<r 0<j<d

Si M est un I'-module, soit M (resp. M) le noyau (resp. le conoyau)
de v-Id: notons

p, = dimﬂp(Hz’()?,Qp(E,r))r).
Posons enfin

o, (X,E)=s" " Er) —s"(Er)—s"(EY. N+ Y  (r—ord,(as,)),

ordq(a2rj)< r

ou EY est le dual linéaire de E, s'(E,r) := dim H'(X,Z,(E,r)) (comme
schéma en groupe parfait: cf. 1 et 2), {a;,,a;5...,a;;...) étant les
inverses des racines de P;(X,E,t) et ord,(q"u) = m si |ul, = 1.

Les deux théorémes qui suivent généralisent des théorémes de Milne
(M4], 0.1 et 0.2):

TueoreEME 0.1. — Supposons H.R. satisfaite ; alors le nombre
X (X,Z,(E,r))) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite, et
dans ce cas on a l'équivalent suivant pour la topologie p-adique :

L(X,E,t) ~ co. X(X,Z,(E,r)).q"*5".(1-q"t) """,

r

quand t — g~ ", avec c, € Z,, |col, = 1.

TutorEME 0.2. — Soit d = dim X = 2r, et supposons H.R. et
SS(X,E,r) satisfaits. Alors P, (X,E,t) est équivalent a

Ce #H2r+l(XaZp(E’r))tors
g EE (# HY(X, Zy(E,1)Yiors) (# H (X, Z,(EY 1)) i)

-det(e™)(1—q"t)°r

r

pour la topologie p-adique, quand t — q~", avec c, € W, |c,|, = 1.
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Remarque. — Ce théoréme 0.2 généralise le théoréme 0.2 de Milne

(IM 4]), dans lequel il faut noter 'expression erronée de o, (X): il faut
y lire

o0 (X) = s¥*4r) — 28¥(r) + Y (r—ord,(a,.)),

ordq (agr j<r

et non pas — s¥(r) a la place du — 2s*(r); Milne a publié des
corrections [M 5]. Cette difference provient d’une erreur dans le lemme
(M 4], 6.7) (pour I’énoncé correct voir 5.1 et 5.1.7), erreur due a
I’assertion suivante de ((M 4], 6.7) « H*(X,Z(F)iors est fini», ce qui est
faux en général ([I-R], IV, 3), mais vrai quand X est une surface
([I-R], 1V, 3.5).

1. Résultats de finitude pour les faisceaux v,(E,r).

Soient k = F, un corps fini 3 ¢ = p°® ¢léments, X un schéma propre
et lisse de dimensiond sur S = Speck et E un F-cristal unité sur X.
W (resp. W) désigne I'anneau des vecteurs de Witt de k (resp. d’une
cloture algébrique k de k), K = Frac (W), K = Frac (W). On notera E
I'image inverse de E sur X = Xx ,k, et y le générateur canonique de
I' = Gal(k/k), x+—x%; ¢ =y~ * agit sur X par 1 ® ¢ et donc sur
(cf. [E 1], 111, 2)

HY(X,0(E,r)) := 1121 H'(X,v,(E,r);

n
on note encore @ cette action sur H'(X,V(E,r) ®z,Q,.

Si m est le morphisme de topos (X/S)pars = Spare ((E 1], HI) on
rappelle que R'nx(v,(E,r)) est représentable par un S-schéma en groupes
parfait algébrique H'(X,v,(E,r)) (noté parfois H}): on désigne par
U'(X,v,E,r)) (ou U) la composante neutre de celui-ci et par D'(X,v,(E,r))
(ou D{) le quotient H./U.. Nous avons vu ([E1], III, 3.1) que
H} := H'(X,v,(E,r)) (resp. H' := H'(X,9(E,r)) est I'ensemble des
k-points du groupe quasi-algébrique ([Se 2]) H. (resp. du groupe pro-
algébrique H'(X,v.(E,r)) noté aussi H'). On montre comme dans ([I-R],
IV, 3.4 p.193) que le pro-objet des composantes neutres U’ est
essentiellement constant; on note U' le groupe quasi-algébrique
U(XV(E,r) := ligl UL, qui est annulé par une puissance de p

n
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puisqu’unipotent. Notons D' = lim D ; puisque lim est exact dans la

n

catégorie des groupes pro-algébriques ([Se 2]) on a D' = H/[U'.
On désignera par s'*’(E,r)) la dimension du schéma en groupes

parfait pro-algébrique lil_n H'(X,v,(E,r)). On montre comme Milne

(M 4], §3) que s'*"(E,r) est fini: c’est le nombre de copies de GZ
(= perfectise de G,) intervenant dans les quotients d’une suite de
composition du groupe quasi-algébrique U'(X,V(E,r)).

ProposiTION 1.1. — Soient i et r deux entiers. Sous les hypothéses
précédentes on a :

(1.1.1) H(X,%(E,r)) := lim H(X,v,(E,r)) est un Z,module de type
fini, nul pour i >d + 1;

(1.1.2) H(X,Y(E,r)) est un Z,module de type'ﬁni pour r = 0 ou
dim X, ou pour i = 0,1 ; de plus H'(X,9(E,r)) = 0 pour i > d;

(113) Hi(YaO(Ear)){ors’ Hi(Y’O(E,r))tors)l' et Hi(A—,’o(E’r))I')tors sont
des p-groupes finis ;

(1.1.4) la suite longue suivante est exacte

. > H'(X,9(E,r) » H'(X,EQ W) —~

H'(X,EQWQ) > - - -,
ou l'on a posé H(X,EQWQ") := lim H'(X,E,QW,Q").

Nous donnerons plus loin (5.1.5) une relation précise entre
#Hi(Y’O(Esr)){ors et #Hi(yio(E,r))tors)I“-

On a établi (1.1.1) en ([E 2], II, 3.3) et on prouve la 1™ assertion
de (1.1.2) comme ([I-R], IV, (3.5.3) p. 194); la 2° est établie en ([E 1],
ITI, (3.2.3.1)).

Pour prouver (1.1.3) nous aurons besoin d’un lemme. Puisque
D' = H/U' on a une suite exacte

(1.1.5) 0 - U'(R) > Hi(F) - Di(F) - 0.
LemMme 1.1.6. — D'(k) est un Z,-module de type fini.

Pour ce lemme on notera D' = Di(k), U' = Ui(k), D, = D.(k) et
A4 le noyau de la multiplication par p" sur un groupe 4. Comme
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H! et D! sont annulés par p”, le seul élément infiniment p-divisible de
H' et D' est 0, donc

(1.1.7) lim H'= lim ,D = 0.
— b « P

n

D’autre part les suites exactes ([E 1], III, 2.8) fournissent la suite exacte
(1.1.8) 0 - H/p" - Hﬁ,—»p,,H”l—»O,

d’ou, via (1.1.7), isomorphisme

(1.1.9) H' = lim H, =~ lim (H'/p").

n

Sin>»0onavuque pU" = 0; pour un tel n la multiplication par
p" sur la suite exacte

0-U-S5H->D'-0,
fournit, via le lemme du serpent, la suite exacte
D' = U > H[p" - D/p" > 0;

puisque lir_n est exact dans la catégoriec des groupes quasi-algébriques

n

([Se 2]), il résulte de (1.1.7) et (1.1.9) que
D' = lim (DYp"),

n

et donc que

(1.1.10) D' x lim (D'/p").

n

Comme Z, est complet, la relation (1.1.10) montre que D’ est engendré
par tout sous-ensemble qui ’engendre mod. p*. Or si n > 0 il existe
un tel sous-ensemble qui soit fini: en effet si n est tel que p"U' =0
on a un diagramme commutatif a lignes exactes

0—'>Ui—>Hi/p"—>Di/pn—’0

U

0-U, > H - DI -0,

ou l'injection au milieu est celle de (1.1.8) ; d’ou une injection de D!/p"
dans le groupe quasi-algébrique fini D, ce qui fournit une injection de
D/p™ dans le groupe abstrait fini D. D’ou le lemme.
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Ftablissons a présent (1.1.3). Puisque p"U' = 0 pour n » 0, (1.1.5)
fournit une suite exacte

(1.1.11) 0> U' > Hiy - Dipyy » U' @ Q,/Z,= 0.

Or Ut = 0: en effet U' admet une suite de composition dont les
quotients successifs sont isomorphes 3 G¥; on peut donc se ramener
a U'(k) = k, et y — 1 est surjectif sur k. Le lemme du serpent appliqué
a (1.1.11) fournit alors I'isomorphisme (ou M := H!(k))

(Mtors)r' 3 (Di(k)tors)l‘
et la suite exacte

0- Il—;i(k)r g (A{Z[tors)r - (l;i(ﬁ)tors)r -0
|
U'(k) (Mr)tors (Di(k)r)t(;rs'

Par le méme argument, on a aussi My~ D'(K) et (Mp), ~
(D'(k))tors - Puisque U‘(k) est fini et que D'(k) est un Z,-module de
type fini, la propriété (1.1.3) en découle.

L’assertion (1.1.4) résulte de la suite exacte ([E 1], III, 2.4.1)

1—-F

0->v.(Esr) > E.Q W.Q" E.® W.Q 50,

en passant a la limite projective dans la suite exacte longue de pro-
objets

- = H(X,v.(E,r)
- H(XE.QW.Q) L H(X,E.QW.Q) - -- -

un tel passage a la limite est légitime car les H'(X,v,(E,r)) sont finis
et le systéme projectif { H'(X,E,® W,Q")}, vérifie la condition de Mittag-
Leffler ([E 1]). O

Résultats de finitude avec I'hypothése H.R.

1.2. Sous les hypothéses de 1 nous supposons de plus H.R. satisfaite,
i.e.,, d’aprés (II, 2.8), que 1 n’est pas valeur propre de ¢ agissant sur
H'(X,V(E,r)) ®z,Q, pour i # r.

On note H‘(X,vw(E,r))=1i_1)11Hi(X,vn(E,r)), ou les fléches de

transition du systéme inductif sont la multiplication parp.
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THEOREME 1.3. — Sous les hypothéses 1.2 on a:

1.3.1. H(X,v,(E,r)) est un p-groupe fini pour i #r, r + 1;

1.3.2. H(X,9(E,r)) est un p-groupe fini pour i #r, r + 1;

1.3.3. H(X,9(E,r))" et H'(X,9(E,r))r sont des p-groupes finis pour
i#r.

La démonstration de 1.3.1 est celle de ([C-S-S], théoréme 3, p. 782),
la seule différence résidant dans le pas n°9 de loc. cit. ou 'on remplace

I’hypothése de Riemann par notre hypothése H.R. (qui est plus faible
mais fournit ’argument).

Pour 1.3.2 prouvons d’abord le lemme :

LeMME 1.3.4. — Sous les hypothéses 1.2, et pour i # r, il existe un
entier n tel que p"H'(X,V(E,r))f = p"H(X,9(E,r))r = 0.

Posons M = H'(X,9(E,r)) et H = H'(X,Eyp@WQ). Puisqu’il
existe un entier n tel que p"H,,, = 0 ([E 1], II, 4.1.3) la suite exacte
([E 1], III, (3.2.3.1))

1-F
O->-M->H—H->0
fournit l’inclusion

M/Mtors < KCI' {1 _F: H/Hturs g H/Htors} >

H/H,., étant de type fini sur W ([E 1], II, 4.1.3), il résulte de ([I], II,
5.11) que M/M,, est de type fini sur Z,. Donc M est somme directe
d’un Z,-module libre de type fini et d’un Z,-module de torsion annulé
par une puissance de p. Sous les hypothéses du lemme, 1 n’est pas
valeur propre de ¢ agissant sur le Q,-espace vectoriel de dimension
finie M ®z,Q,, ce qui fournit un isomorphisme 1 — ¢:
M ®Zp Q3M ®zp Q,; donc la suite exacte

1 —
0> M > M—2M o Mr 50
prouve que M" et M sont de p-torsion, ce qui établit le lemme compte
tenu de la description précédente de M.

Revenons a 1.3.2. La dégénérescence de la suite spectrale d’Hochschild-
Serre

H'(k, H'(X,9(E,r)) = H'"/(X,V(E,r))
fournit des suites exactes

(1.3.5) 0 H'" X, 9E,r) » H(X,9(E,r))~H (X, 9(Er) -0,
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ce qui prouve, par le lemme 1.3.4, l'existence d’un entiern tel que
P"H'(X,9(E,r)) =0 pour i #r, r+ 1; lassertion1.3.2 en résulte
puisque H'(X,V(E,r)) est de type fini sur Z, (1.1.1).

La propriété 1.3.3 résulte des suites exactes (1.3.5), de (1.1.1) et de
1.34. O

Notation 1.4. — Par analogie avec la cohomologie l-adique (I#p)
nous introduisons les notations suivantes (cf. [M 4], 1) :

H'(X,Z/p"Z(E,r)) := H' "(X,V(E,r))
H'(X,Z,(E,r)) := 11}_11 H'(X,Z/p"Z(E,r)) = H'" "(X,V(E,r))

H'(X,Q,(E,r)) := H(X,Z,(E,r)) ®z,Q,
H'(X,Q,/Z,(E,r)) := li_r_)n H'(X,Z/p"Z(E,r)) = H' " "(X,v.(E,r))

U'(X,Z/p"Z(E,r)) := U""(X,v,(E,r)),
D'(X,Z/p"Z(E,r)) := D' "(X,v,(E,r)),
et  U(X,Z,(Er),...,U = Uk, D' = Dik).

Le F-cristal unité E est le cristal de Dieudonné D(G) ([B-M], 4.1)
d’un groupe p-divisible étale G, i.e. le groupe p-divisible correspondant
a4 E par [Sa] est G défini par les duaux de Pontryagin G"(n) de
G(n) := Ker {p": G—G}. On a alors les interprétations suivantes :

(1.4.1) H'(X,Z,(E,0)) = H'(X,, M)
= lim H'(X,,G"(n)) (cohomologie étale),

n

ou M = « lir_n » GV(n) est le Z,-faisceau étale lisse associé a E;

n

(14.2) H'(X,Z,(E,1) = lim H'(Xy,,, G*(n))  (cohomologie plate),

ou G*(n) est le dual de Cartier de G(n).
Par contre pour r > 1 on n’a pas d’interprétation analogue.

Les valeurs propres du Frobenius (resp. du Frobenius géométrique)
agissant sur H'(X/W,E) ® w K (resp. sur H'(X/W,E) ® 3K) seront
notées a; et on posera

P(X,E;t) = [] A—ay).

J
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2. Expression de y(X,E,r) et de Paction de ¢
sur H'(X, Q,(E,r)).

Avec les hypothéses et notations du 1 on suppose de plus X
géométriquement connexe sur k = F,.

Rappelons que s'(E,r) désigne la dimension du schéma en groupes
parfait pro-algébrique H'(X,Z,(E,r)), et que dans lintroduction on a
défini le nombre

WXEDN = ¥ Y (=DT(r—iht,

ogisr 0<j<d

avec hY = dim H/(X,Ey»®Q%). De la méme fagon que Milne dans
(M 4], §3 et 4) on démontre alors la proposition suivante qui relie
x(X,E,r) aux s'(E,r):

ProOPOSITION 2.1. — Avec les hypothéses ci-dessus on a la formule

X(X’E’r) = Z (_ l)i(r_ ordq(aij)) - Z (_ l)isi(Ear) s

ordg(a;<r

ou les a; sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H{(X/W,E) ®w K.

En utilisant la notation 1.4, la proposition (II,2.8) donne I’action
de ¢ sur H(X,Q,(E,r)):

ProPOSITION 2.2. — Avec les hypothéses du 2 on a :

(22.1) det(1—ot|H(X,Q,(Er)) = Y (1—q "ay).

ordq(aij)= r

La formule (2.2.1) est a rapprocher du résultat en cohomologie
l-adique (I#p) ([B-N], §2, p.41):

(22.2) det (1-o0t| H'(X,Q,(r)) = [ (1—q "a}),
j .
ou les aj; sont les valeurs propres du Frobenius géométrique

sur H'(X,Q). Si X est projectif sur k et E = Oyy, on a
a; = ay; ((K-M)).
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3. Calculs préliminaires.

3.1. Remarque limingire. — Les calculs qui suivent reprennent le
travail de Milne ([M 4], § 6). On aura soin de noter toutefois que Milne
y utilise a plusieurs reprises I’assertion selon laquelle « H'(X,Z(r))., est
fini», ce qui est faux en général, puisque H'(X,Z,(r)),rs n'est pas
nécessairement fini ([I-R], IV, 3): cette erreur n’a pas d’incidence avant
le lemme 6.7 de [M 4], dans lequel il faut apporter un terme correcteur
(cf. 5.1, 5.1.7 et [M 5]); le théoréme 0.2 de Milne ([M 4]) s’en trouve
modifié comme indiqué dans l'introduction de la 4° partie.

3.2. Si M est un I'-module, on désignera par f : M" — M I’application
induite par identité de M :. plus particuliérement on la notera f*" pour
M = H\(X,Z,(E,r)) et f :=f>". On note (cf. introduction)

z(f) = # Kerf/# Cokerf.
On a le lemme suivant ([T] lemma Z 4, p. 208).

LeMME 3.3. — Soit M un I'-module de type fini sur Z,. Alors z(f)
est défini si et seulement si 1 n'est pas racine multiple du polynome
minimal de vy agissant sur M ® z, Q,, auquel cas

2(f) = |[I (@-1)

ai#1

s
P

ou {a,,a,, ...} sont les valeurs propres de y sur M ®z, Q,.

LemME 3.4. — Soit f" : H'(X,Z,(E,r))" - H'(X,Z,(E,r))r I'application
induite par lidentité. Alors z(f') est défini si et seulement si 1 n'est pas
racine multiple du polynome minimal de vy sur H'(X,Q,(E,r)) , auquel cas

2 = | I] (1-q7"ay) g,

ﬂ,‘j#qr

H qr/aij .

ordq(a,-j)<r p

p

Par la démonstration de (1.1.2) on a montré Dexistence d’un
diagramme commutatif 4 lignes exactes

0—>U"(k')r — H‘()?,Z,,(E",r))r - D"(k')r—>0
(3.4.1) (T U %
0 - HYXZ(Er):r ~ DEr -0,
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f' et f” étant induites par l'identité. On a
2(f) = #U'R" = # U'k) = ¢*=".

Comme D/k) est un Z,module de type fini (1.1.6) et
Di(k) ®z,Q, = H'(X,Q,(E,r)), on lui applique 3.3: z(f") est défini si
et seulement si 1 n’est pas racine multiple du polynéme minimal de y
sur H{(X,Q,(E,r)) et alors

z(f") = H (1=(q'/ay)

ordq (a,-j)= r

(cf. 2.2.1)

p

ﬂij;éqr

= n (1-(q'/a;p))q" "a;;

ordq(au)=r p
aij;éqr
= l—[ (l—q-ra,-j) .
ordq(aij)zr 14
aij¢¢1r
Or, puisque
[q""a;l, si ord,(ay) <r
ll_q—raijlp =)
1 si ord,(ay) > r,
on obtient
z(f) = | Il (1—q77ay| x IT dq7ay .
“ij*qr P lordg(ay<r b
D’ou le résultat par z(f") = z(f")z(f"). U

(3.5) Dans toute la suite de cet article on supposera I’hypothése H.R.
de lintroduction satisfaite.

Cette hypothése H.R. est équivalente par 2.2 a I’hypothése :
(3.6) 1 n'est pas valeur propre de ¢ sur H'(X,Q,(E,r)) pour i # 2r.

On déduit du lemme 3.4:

ProposiTiION 3.7. — Supposons H.R. satisfaite et soit f:
HY(X,Z,(E,r))" -» H((X,Z,(E,r))x l'application induite par lidentité de
HYX,Z,(E,r)). Si i # 2r, z(f") est toujours défini, et pour i = 2r,
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2(f™) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite. Quand z(f'")
est défini on a

z(f") = n (1—q77ay)| ¢°,
aij#q’ ’4
avec e = s'(E,;r) — [| (r—ord,(ay).
ordg (a;)<r
CoroLLAIRE 3.8. — Supposons H.R. satisfaite et i # 2r; alors

H'(X,Z,(E,r))" et H(X,Z,(E,r) sont finis et
#Hi(yyZp(E,r))r/#Hi(Y’Zp(Ear))l" = IPi(X,an-rlp qe,

avec e = s'(E;r) — Y. (r—ord,(ay)).

ordq(aij)<r

On applique le lemme Z. 1 de Tate [T] aux groupes finis H'(X,Z,(E,r))"
et H'(X,Z,(E,n)r (1.3.3), doi

Z(fir) = #Hi(Y’ZP(E,r))r/#Hi(Y3Zp(Esr))l‘;

le corollaire en résulte via 3.7. O

3.9. Définissons ici les applications €' de l'introduction.

On a supposé k = F,, g = p®et y: k = k, x — x? est le générateur
canonique de I' = Gal (k/k). On a un isomorphisme I' % Z, y* «a,
d’ou

H(k,2) := H(Gal(k/k),Z) ~ H (Gal(k/k),Gal(k/k)) ;
or I'identité de I' est un cocycle, et la classe de ce cocycle définit un

élément 0,
0, H\(I',T") ~ H'(k,2) = H}(Speck,2).

Par image inverse 0, fournit un ¢lément 6
0e H'(X,2) := [| H'(X,Z),
1]
et la composante 6,e H'(X,Z,) de 6 définit par cup-produit une
application

(3.9.1) e H(X,Z,(E,r)) » H*(X,Z,(E,r))
x+—0,uUx.
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En particulier Papplication €% s’insére, d’aprés (M 4], 6.5) dans le carré
commutatif
H"(X,Z,(E,;)) ~— H"*(X,Z,(E,r))
(39.2) i| 1
H*(X.Z,(E.n)f L H*(R.Z,(En)r,

ou i et j sont donnés par (1.3.5). Comme z(g*) = z()z(f™z(@) ([T],
lemma Z. 2), on en déduit la proposition suivante :

ProrosiTiON 3.10. — Supposons H.R. satisfaite. Alors le déterminant
de €. HY(X,Z,(E,r)) > H"*Y(X,Z,(E,r)) est défini si et seulement si
SS(X,E,r) est vrai. Dans ce cas z(¢*) est défini et l'on a

2(f*) = z2(e") # H" " '(X,Z,(E,;r))'/# H" (X, Z,(E,;r)r

[1/det(e™)] x [# HY (X,Z,(E,"))tors/ # H” " (X, Z,(E,"))tors]
x [# H"*Y(X,Z,(E,n)'/# H" Y(X,Z,(E,")]

oun f¥: H"(X,Z,(E,r))" » H¥(X,Z,(E,r)) est induite par l'identité.

4. Démonstration du théoréme 0.1.

" 4.1. On suppose donc H.R. satisfaite. Il résulte de 3.10 et 1.3.2 que
X (X,Z,(E,r)) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite. Dans
ce cas les suites exactes (1.3.5)

0 - H'Y(X,Z,(E,P)r - H(X,Z,(E,r)) » H(X,Z,(E,;r)l -0
montrent que

X(X,Z,(Er)) = [H (# H'(X,Z,(E,n)/# Hf(r,zp(f,r))r)<—l>i]

i#2r .

X [#H" (X, Z,(En)[# H" (X, Z,(Er))i] % 2(e")

= [H (|P,-(X,E,q“’_)l,,)“”"]z(f”)q8 (cf. 3.10, 3.8),

i#2r
avec

8= Y (=DS(En+ Y (=D Y (r—ord,(ay)

i#2r . i#2r ordg (aj)<r

8= — [x(X,E,r)+s2’(E,r)— Y (r—ordq(aZ,',-))] (cf. 2.1).

ordg (agy <7
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Or
(= [1 (-q7"a.)| *xa,
agy, j*q’ 14
avec
e =s"(Er) — Y (r—ord, (a,,)).
ordq(az,._j)< r
D’ou
X(X,ZP(E,T)) = {( n P;(X,E,t)(_l)i>/(1—q't)p’} q—x(X.E,r)
o<i<2d t=q="p

avec p, = dimeH”()?,ﬁ:b,,(l?,r))r (cf. [T], lemmaZd4); cest le

théoréme 0.1, car I'appartenance de C, a Q, vient de ce que L(X,E,t)
est élément de Q,(¢) (III, 2.3). O

4.2. Soient X un schéma propre, lisse, géométriquement connexe de
dimensiond sur F,, et E un F-cristal unité sur X'; on a noté (II, 2.12)
e(E) = det (— F|RI'(X/W,E))~! .

= [1 [det(=FIH'(X/W,E)®uK)] """

0<i<2d

COROLLAIRE DU THEOREME 0.1. — Avec les hypothéses 4.2 on a, pour
tout entier r> d

|8(E)|p = qrx(X,E)—l(X,E,r);

en particulier (X, Oxw,r) = (r—d/2)x(X) sir > d.

Comme Z,(E,r) = 0 pour r > d il suffit d’appliquer (II, 2.14) et le
théoréme 0.1 pour obtenir la 17 formule. La 2°formule résulte de
e(Oxw) = £ g~ ™? ou yx = x(X) est la caractéristique d’Euler-Poincaré
([B 1], VII, 3.2.5, p. 585). g

S. Démonstration du théoréme 0.2.

On se place dorénavant daps les hypothéses du théoréme 0.2: en
particulier H.R. est satisfaite et d = 2r.

LemMME S5.1. — Sous les hypothéses précédentes on a :

(1/# H"(X,Z,(E,)ors] X [# H" (X, Z,(E,r))r/# H"*(X,Z,(E,1))]
= q—szr+1(E,r)+szr(EV,r)/[# H”(z\—’,Z,,(E,r)){ors X # HZr(Xz,Zp(Ev,r))lt'ors .
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D’aprés le théoréme de “dualité ([E 2], II, 3.5]) on a une suite exacte
0_’ U2r+1(Y,Zp(EV ’r)_)H2r+ I(X'/’ZP(EV ’r) _’DZr- I(Xf, QP/ZP(E’r))* -0 ,

ou * désigne la dualité de Pontryagin ; cette suite reste exacte en passant
aux invariants sous I' car U *X(X,Z,(E" ,r))r = O (cf. la démonstration
de (1.1.3)), d’ou -une suite exacte

(5.1.1) 0 U (X,Z,(E',r)) > H"* (X,Z,(E¥ )
- (D" Y(X,Q,/Z,(E",n))* - 0.

D’autre part, en passant a la limite inductive dans les suites exactes

0 - H¥ '(X,Z,(E,r)/p" - H""(X,Z/p"(E,r))
| - JHY(X,Z,(E,r) >0,
on obtient la suite- exacte

(512 0- H”"(f,Z,,(E,r)) ®7,Q,/7, » Hzf-l'(,\",o:n,,/z,,(E,r))
- Hzr(Xt'Zp(E’r))tors - 0 a

or H¥~Y(X,Z,(E,r))r étant fini (1.3.3), on a
(H" "X, Z,(E,r))®2,Q,/Z)r ~ H" ' (X,Z,(E,")r ®z, Qp/Z, =
ce qui fournit, par (5.1.2), un isomorphisme

(513) Hzr_ l(ys@p/zp(E9r))F :; (Hzr(fth(E9r))tors)l”
1
Dzr_ I(X,’Qp/ZD(E’r))T .

Mettant (5.1.3) et (5.1.1) ensemble on obtient
(5.1.4) #(H"(X,Z,(E" ,N)edr=q"*"""" " x ¢ H" XX, Z,(E" ,r))".
Admettons pour l'instant le lemme suivant :

LEMME 5.1.5. — Pour tout couple d’entiers (i,r) on a une égalité ou
tous les termes sont finis :

g“®0 X #t (H(X,Z,(E ey = # H(X,Z,(E,P)is -

La finitude du p-groupe H* '(X,Z,(E,r))r, et les suites (1.3.5)
fournissent la suite exacte

(516) 0 - Hzr_l("_,azp(E,r))I‘ i Hzr(X’Zp(Ear))tgrs _
- H(X,Z,(E,"))ors = 0,
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d’ou l'on déduit
# H" (X, Z,(E,;)r/# H"(X,Zy(E,"))ors = 1/# H"(X,Z,(E,1))iors -
D’autre part, on tire de (5.1.4) et 5.1.5:

1/# H2r+ I(A"/" ZP(E’,'.))I' = q-32r+ l(E,r)+52r(EV'r)/ # HZr(X" ZP(EV ,r))l‘

tors *
Le lemme 5.1 s’obtient en faisant le produit de ces deux égalités.

Prouvons le lemme 5.1.5. — La finitude des termes en présence
résulte du 2 et de (1.1.3). Posons M = H'(X,Z,(E,r),
Ui(k) = U(X,Z,(E,r)) et Di(k) = M/U'(k). On a établi, dans la
démonstration de (1.1.3), la commutativité du diagramme

0> Uk - Miye — D'(R)fos —0
N
0= Ui(E)F - (Mtors)l' 3 (Di(k)tors)l“ -0 s

ou les lignes sont exactes et les fleches verticales induites par I'identité.
On obtient ainsi

# M&)rs/# (Mtors)l' = Z(f) = z(fl)'(fll); or Z(f,) = qsi(E,r)

et

Z(f")’—— # Di(k)lt-ors/# (Di(’;)tors)l'—_- # Di(E)tors/# Di(k-)tors car Di(k)tors

est fini, d’ou z(f”) = 1, ce qui prouve 5.1.5. |
Remarque 5.1.7. — Le lemme 5.1 fournit le terme correcteur a

apporter dans ([M 4], 6.7). La puissance de ¢ qu’il faut lire dans loc.
cit. est — s *'(r) + s¥(r) et non pas — s¥*(r).

Achevons maintenant la preuwve de 0.2. — Notons e = s¥(E,r)
- Y  (r—ord,(as;;). De 3.7, 3.10 et 5.1 on déduit

ordq (a2r,j)<r

[T 11=q77a, ;" = 2(f) ¢

agr,j*4q"

[# H"(X,Zy(E,P)iord # HY (X, Z,(E,1))iors]
x [# H" '(X,Z,(E,n)/# H" ' (X,Z,(E,r)] % det () x ¢°

[# B (X Zy(E o/ # H R LB
x # HY(RZ,(E )] X det (£9) x g HEnesetn
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ce qui est le théoréme 0.2, puisque
- 0 (X,E) = = s""Y(E,;r) + s”(E,r) ,
+ s"(EV,r) — Y (r—ord, (a,))).
ordq (a2,J)< r

O
6. Cas ou E est a monodromie finie entiére.

Soient X un schéma projectif, lisse, géométriquement connexe de
dimensiond sur F,(g=p®) et E un F-cristal unit¢ a monodromie finie
entiére (III, 3.2.1), i.e. correspondant & une représentation

p:m(X) > G — Aut; (M),

ou G est un groupe fini et M un Z-module libre de rang fini. On
notera encore p la représentation

p:G - Aut; (M),

et p;: G — Auty (M) désignera la composée de p avec [linjection
Autz (M) - Autz (M), ou M, = M ® Z, (I premier quelconque).

Dans cette situation nous allons donner un équivalent (pour la
topologie usuelle sur R) de la fonction L(X,E,t) € Q(t) au voisinage d’un
pole de la forme t = q~", généralisant ainsi les théorémes0.1 et 0.2
limités a des équivalents p-adiques. Il va nous falloir pour cela étendre
(en les modifiant au besoin) les définitions de l'introduction du IV
(cf. M 4], Intr.) au cas [ # p. Comme d’habitude on notera par une
barre les images inverses sur une clture algébrique F, de F,, et par T’
le groupe Gal (F,/F,), de générateur y: x — x7.

Soit Y — X un revétement fini étale galoisien de groupe G; a ce
revétement et a la représentation p;, on associe le Z faisceau lisse &,
qui provient de la représentation

pi: G = Autz (M).

On vérifie alors immédiatement les identités ([Gr]) :
L(X,E;t) = LE™™(Y,p,,t) = L(X,.%,,t)

pour tout nombre premier /. Nous savons (III, (3.2.4)) que

6.1) L(X,EH= [] det(l—tFIH'X/W,E)®y,K) """

o<i<ad

= [ det(1—tFI{H'(Y/W)®z, M,®2,Q,}9) V"""

ogi<ad
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Il existe un analogue Il-adique (I#p) dé cette formule: puisque Y est
projectif, I'égalité ([K 2], p. 170)

det(l-—tF]{H"(Y/W)®ZpM,,®ZpQ,,}G)=det(1—tFl{Hi()_",M,®Zl@,}G)
et I'isomorphisme
H(Y,M\®;,Q)° ~ H(X,#®;,Q)
provenant de la dégénérescence de la suite spectrale d’Hochschild-Serre
H/(G,H(Y,M,®,,Q)) = H"/(X, % ®,,Q)
en E, ([Sel], VIII, §2, cor.1 de prop. 4) fournissent
62) L(X,ED = [] det(—tFI{H'(Y,M,®;,Q)) "

0<i<2d

= J] det(1-tFIH'X,#®,,Q) """;

0<i<2d

on retrouve ainsi I’expression l-adique (I#p) de Grothendieck pour les
fonctions L ([Gr]). Ici il est a noter que

Pu(t) = det(1—tF|HI(X,#®Q) = det (1 —tF|H'(X/W,E)®wK)

est a coeflicients entiers relatifs indépendants de /: reprendre pour ¢a
la démonstration de (III, 3.2.7) et I'argument de Deligne ([D], preuve
de (1.7) = (1.6)).

Pour | # p et r un entier, notons
FI'(r) = F1 @, Z/I"(r) et Fur) = F,Qz,Zi(r)

les twistés a la Tate. La proposition suivante fournit les résultats de
finitude analogues a ceux du 1: ici ’hypothése H.R. est satisfaite
d’aprés (III, 3.2.3).

ProrosiTION 6.3. — .Sous les hypothéses de 6 avec | # p et r un
entier on a :

(6.3.1) Pour tout entier i, H'(X,#,(r)) et H'(X,#,(r) sont des
Zrmodules de type fini,

(6.3.2) Pour tout entier i # 2r, 2r + 1, H'(X,#,(r)) est fini,

(6.3.3) Pour tout entier i # 2r + 1, H'(X,#,()iors = O pour presque
tout 1,
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(6.3.4) Pour tout entier i # 2r, H'(X,#,(r))" et H'(X,#,(r) sont
finis,
(6.3.5) Pour tout entier i # 2r, 2r + 1, lim HY(X,Z /")) est fini

et nul pour presque tout |.

La démonstration reprend celle de Colliot-Théléne, Sansuc et Soulé
([C.S.S.], Théo.2, p.780) a ceci prés que pour prouver (6.3.3) le
polynéme

(6.3.6) Qi(t) = det(1—yt|H'(X,#,(n)®Q)
= n (1=(q"/ayy),

ou les a; sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H(X,#) ® Q, (cf. [M 4], 5.6), est a coefficients rationnels (et non pas
entiers) indépendants de [, car on a remarqué que
det (1 — tFIH'(X, #)®Q) est a coefficients entiers relatifs indépendants
de I: ceci ne modifie toutefois pas le fait crucial que |Q;(1)|, = 1 pour
presque tout /. On conclut comme dans (loc. cit.) grice a un théoréme
de Gabber ([Ga)). O

Pour un morphisme a: 4 — B de groupes abéliens on a noté
z(a) = # Ker o/# Coker a. Supposons que 4 et B sont de type fini
sur Z = lim Z/mZ , que « ® 1g: 4 ®; @ - B ®; Q est un isomorphisme

m
et que o, :=a®1z: 4, = A®22Z,—» B, = B ®,Z, est un isomor-
phisme modulo torsion pour presque tout!: si (ai); (resp. b}, est une
base de A, (resp. B)) modulo torsion telle que -

o(a) = 3 zib; mod-torsion,
J

alors ([T], lemma Z.1) z(o) est défini si et seulement si det (zj) # 0 et
dans ce cas on a

z2(0) = # Aiors/(# Biors).det a,
ou 'on a poseé
P deto = [] Idet(z})l;*.

1

Pour I # p, H'(X,#,(r)) désignera le groupe de cohomologie I-adique
et pour | = p ce sera H'(X,Z,(E,r)) (cf. 1.4). Posons

H'(X,#() = [|H X, #().
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L'élément 0 eH'(X,2) = [| H'(X,Z)) de 3.9 définit par cup-produit des
applications !

e H(X,#(r)) » H* (X, #(r),

et 'on pose . L ;

XX, Z (M) = 2. [ (# H(X,# ()"

et
quand tous les termes sont définis et finis. Il résulte de 6.3 et 1.3 que
H'(X,#(r)) est fini pour i # 2r, 2r + 1 et que H¥(X,#(r))ir est
fini. Puisque les Zrmodules H'(X,.#,(r)) sont de type fini et que
HY(X,Z,(N)hors = 0 pour presque tout [, Pexpression z(e¥) = I;z(e})
est définie (donc y(X,.#(r)) si et seulement si H? " (X, #(r))ors st fini
et det (¢¥) est défini, auquel cas
WXFO) = [1 (# H(XF0)or)V/det (7).

0<gig2d+1

Notons SS(X,.#,,r) ’hypothése

SS(X,#,,r): 1 nest pas racine multiple du polynéme minimal de vy
agissant sur H” (X, #,(r)) ®2,Q;.

L’analogue du théoréme 0.1 est alors:

THEOREME (0.1)'. — Sous les hypothéses précédentes, le nombre
7(X, #(r)) est défini si et seulement si SS(X,% ,,r) est vraie pour tout l,
et dans ce cas

L(X,E,q™%) ~ £ x(X,Z(n)g"*F (1—q %)
quand s — r, ou Y(X,E,r) et p, ont le méme sens qu’en 0.1.

La démonstration reprend celle de Milne ([M 4], 6) compte tenu
du 4. O

Pour formuler la généralisation du théoréme 0.2 il nous faut, pour
tout nombre premier [, définir le groupe H'(X,#)(r)): pour [ # p
c’est celui de la cohomologie l-adique

HY(X, %/ () := lim H'(X,(F/I")" (r))

ou (F I = #Homgn(F,/1",Z,]1"),

et pour l = p
H'(X,#,(r) 1= H'(X,Z,(E",r)
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ou EV est le dual linéaire de E. On pose alors
H'(X, 77 () = [ H'(X,# ().
!
et de méme sur X. L’analogue de 0.2 s’énonce ;

TuEOREME (0.2)". — Sous les hypothéses du 6, soit d = 2r et supposons
SS(X,.#,,r) satisfaite pour tout |. Alors P (X,E,q™%) est équivalent a
" # H" " (X, ()iors
g B (# H (X, F()lors) - (# HT (X, 7 (1)ors

det (82r)(1 _ qr—S)Dr

quand s — r, ou o.(X,FE) et p, ont le méme sens qu'en 0.2.

La démonstration est tout a fait semblable a celle du théoréme 0.2
de Milne ([M 4]), compte tenu de la dualité de Poincaré pour le faisceau
F /1" (I#p) et dus. O
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