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LARGEURS D'ANNEAUX ET DE MODULES
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INTRODUCTION

Dans la conférence qu'il a donnée au Colloque de Bruxelles, en 1956, M. Paul
DUBREIL a caractérisé les anneaux, commutatifs, unitaires, dont le treillis des
idéaux est totalement ordonné, comme étant les anneaux dans lesquels tout idéal
du demi-groupe multiplicatif est un idéal de l'anneau : nous généralisons ce ré-—
sultat dans le Chapitre I de ce travail. Nous introduisons d'abord la notion de
largeur d'un module & gauche M sur un anneau A , non nécessairement commutatif 3
la largeur de M , lorsqu'elle est finie, est le plus petit entier n tel que
tout sous-module de M , engendré par une famille finie d'éléments, puisse étre
engendré par n éléments de cette famille. Nous définissons, d'autre part, pour
chaque entier n > O wune application j; de l'ensemble ordonné des parties de
M qui sont multiplicativement stables par A , dans lui-méme, en associant a
toute partie I de M , multiplicativement stable par A , l'ensemble des sommes
de n éléments de I . Alors la largeur de M est égale &4 n si et seulement si

1'image de J; est le treillis des sous—A-modules de M .

La largeur gauche (resp. droite) d'un anneau A est définie comme étant la
largeur du module & gauche (resp. & droite) As (resp. Ad).

La notion de largeur peut &tre définie dans un treillis T : la largeur de T ,
lorsque celle—-ci est finie, est le plus petit entier n tel que, dans tout sys-
téme de n+1 éléments de T , 1l'un d'entre eux est inférieur & la borne supérieure
des n autres. Alors la largeur d'un module & gauche M sur un anneau A est
la largeur du treillis des sous-modules de M . La largeur (bilatére) d'un anneau
A , non nécessairement unitaire, est définie comme la largeur du treillis de ses
idéaux bilatdres, Si, pour tout idéal bilatére I du demi-groupe multiplicatif
d'un anneau unitaire A , l'ensemble des sommes de n éléments de I est un
idéal de A , alors la largeur de A est inférieure % n . Mais, dans le cas
"bilatere", on ne peut établir la réciproque de ce résultat qu'en imposant & A
des hypothdses supplémentaires.

La majeure partie du Chapitre I est consacrée & 1'étude de la notion de largeur
dans la catégorie des anneaux commutatifs et, plus particulidrement, dans la caté-

gorie & des anneaux locaux noethériens.

La largeur d'un anneau A , commutatif, intdgre et intégralement clos, est
égale & n si et seulement si A est l'intersection de n anneaux de valuation
de son corps des quotients. Soit A un anneau commutatif, intdgre, de largeur n ;

alors, quel que soit 1'élément x du corps des quotients de A , entier sur A ,
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]

est racine d'un polynféme unitaire & coefficients dans A de degré inférieur

n .

Un anneau A de la catégorie & est de largeur finie si et seulement si son
rang est fini ; alors la largeur et le rang de A cofncident. La notion de rang
d'un anneau commutatif est celle de I. S. COHEN : un anneau commutatif A est de
rang inférieur & k , si tout idéal de A possidde un systime de générateurs de
k éléments., I. S. COHEN a remarqué qu'un anneau de rang fini est de dimension
au plus égale & 1 , la dimension étant prise au sens de KRULL. Nous démontrons ici

la réciproque de cette proposition, ce qui permet d'associer & tout anneau local

commutatif noethérien, de dimension ¢ 1 , un entier strictement positif, & savoir

sa_largeur. Pour démontrer ce résultat, nous utilisons essentiellement le fait que
la largeur d'un anneau A de la catégorie & est égale & la largeur du complété
de A pour la topologie m(A)-adique, ot m(A) désigne 1'idéal maximal de A .
L'étude d'un anneav complet de dimension au plus 1 est décomposée ensuite selon
les trois cas suivants.x celui d'un anneau d'égales caractéristiques ; celui d'un
anneau d'inégales caractéristiques dont aucun idéal premier minimal ne contient

p.1 (p étant la caractéristique du corps résiduel de l'anneau et 1 1'élément
unité de l'anneau) ; enfin, celui d'un anneau dont la caractéristique est une puis-—

sance d'un nombre premier.

La multiplicité d'un anneau de la catégorie ¥ , de dimension 1 , est infé-
rieure & sa largeur. Moyennant des hypothdses assez fortes sur l'anneau, on prouve
1'égalité de ces deux quantités. Ces hypothéses reposent sur 1l'existence ‘d'é1éments
superficiels d'ordre 1 pour 1'idéal maximal de l'anneau et sur le fait que 1'idéal
maximal n'est pas un idéal premier de (0). I1 existe des cas ou la multiplicité de

1l'anneau est strictement inférieure & sa largeur.

Nous étudions, au Chapitre II, quelques propriétés des anneaux unitaires dont la
largeur gauche est égale & 1. Un tel anneau A , s'il est compldtement premier,
possdde un corps des quotients & gauche. Contrairement & ce qui se passe pour les
anneaux commutatifs, la largeur gauche du A-module K n'est pas toujours égale &
1. Lorsque la largeur gauche du A-module K est égale & 1, alors K est aussi
corps des quotients & droite de A et la largeur droite de 1l'anneau A est égale
a4 1. Plus précisément, les conditions suivantes sont équivalentes 3 d'une part K
est un A-module & gauche de largeur 1, d'autre part A est régulier & droite
(i.e« A possdde un corps des quotients & droite), enfin la largeur droite de A
est égale & 1., Tout sur-—anneau d'un anneau de valuation V , au sens de OSCHILLING,

d'un corps gauche K vérifie ces conditions. Nous terminons le Chapitre II en
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donnant des exemples, tirés de la théorie des groupes finis, d'anneaux noethériens
4 droite et & gauche sur lesquels tout module de type fini indécomposable est de
largeur 1.

Si un corps K est le corps des quotients d'un anneau A complétement premier
dont les largeurs, droite et gauche, sont égales & 1 et si K est algébrique sur
son centre F , en particulier si K est de rang fini sur F , alors K est égale
a4 A QV F, o V est le centre de 1'anneau A . Pour 1'étude de tels anneaux,
nous introduisons, au Chapitre III, la notion de quasi-valuation d'un module simple
fidéle M sur un anneau B ., A une quasi-valuation de M est associé un sous-an—
neau A de B , appelé l'anneau de la quasi-valuation ; en particulier si B est
1'anneau des endomorphismes du F-espace vectoriel M , ou F est le corps commu-
tant de M sur B , tout sous-A-module de M induit une nouvelle quasi-valuation
de M . On définit une quasi-valuation d'un corps K comme une quasi-valuation de
K si et seulement si la largeur gauche de A est égale & 1 et si K cofncide
avec A ®V F, ou V est le centre de A et F 1le corps des quotients de V ., Ia
notion de quasi-valuation permet de caractériser les C-groupes p-réduits. Nous
appelons C-groupe, un groupe commutatif dont le treillis des sous-groupes complée-
tement invariants est totalement ordonné, i.e. un groupe qui, en tant que module
sur son anneau d'endomorphismes, est de largeur 1 . Les groupes p-réduits, dont
nous donnons quelques propriétés au Chapitre IV, sont des Qp—modules sans torsion
et séparés pour la topologie p-adique, ol Qp désigne le sous-anneau du corps
des nombres rationnels formé des fractions r/s , oi s est premier & p . L'étude
des C-groupes ne permet pas une détermination compléte. Nous terminons le Chapi-
tre III en étudiant la structure des anneaux nilpotents de largeur 1, & l'aide de
la structure de leur groupe additif. L'étude des groupes p-réduits, faite au Cha-
pitre IV, permet de donner la forme des sous-groupes ouverts, pour la topologie

p-adique des groupes p-réduits.

Il m'est agréable d'exprimer & M. Paul Dubreil et & Mme Dubreil-Jacotin mon
affectueuse gratitude pour 1'aide constante que j'ai trouvée prés d'eux.

Je suis heureuse de pouvoir exprimer ma reconnaissance & M. Michel Lazard pour
les conseils qu'il n'a cessé de me prodiguer pendant la rédaction de ce travail et
pour les améliorations qu'il m'a ainsi permis d'y apporter.

Mu reconnaissance va également & M. Pierre Samuel sans les encouragements de
qui ce travail n'efit pas été entrepris, & M. Gabriel Thierrin qui a suivi avec
beaucoupide sympathie mes recherches.

Mes remerciements vont aussi & M. Jacques Dixmier qui a bien voulu me donner

un second sujet de these.



REMARQUES LIMINAIRES

Sauf mention du contraire, tous les anneaux considérés sont supposés posséder
un é1ément unité ; tous les modules (i droite, & gauche) sont unitaires. Un homo-
morphisme d'anneaux implique 1'élément unité sur 1'élément unité. Tout sous—anneau

a pour élément unité celui de 1'anneau dans lequel il est contenu.
Par "idéal" d'un anneau, on entendra toujours "idéal bilatere".
Un idéal I d'un anneau A est dit propre si I est différent de A .
Par radical d'un anneau, oh entendra toujours radical de Jacobson.

Un anneau A sera dit local s'il ne possdde qu'un idéal & gauche maximal ; cet
idéal cofncide avec le radical de A et tout élément de A n'appartenant pas au

radical est inversible.

Un anneau commutatif A sera dit semi-local s'il possdde un nombre fini

d'idéaux maximaux.

Nous appellerons anneau d'intégrité tout anneau commutatif sans diviseurs de

zéro propres.



CHAPITRE I

Largeurs d'anneaux

§ 1.- Largeur d'un treillis.

1.1.1. = Proposition. — Soient T un treillis, dont les opérations sont notées

v &t A, et m up nombre entier, m 5 1 . Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

12) Dans chaque systéme By9eeey8 d'éléments de T , l'un des a, est

m’ ¥m1 ! i
inférieur & la borne supérieure des autres éléments ;

20) La borne supérieure d'une famille finie d'éléments de T est la borne supé-—

rieure de m éléments, au plus, de cette famille ;

o+

0 [ [}
32) Dans chaque systime Bppecesd g8 d'éléments de T , l'un des a, es

supérieur & la borne inférieure des autres éléments ;

49) La borne inférieure d'une famille finie d'éléments de T est la borne infé-

rieure de m ¢éléments, au plus, de cette famille.

Démonstration. Il est évident que les conditions 12) et 22) (resp. 32) et 42))
sont-équivalentes. La condition 12) (resp. 32)) étant supposée vérifiée, on prouve
la condition 32) (resp. 12)), en considérant les éléments bi = /\' a, (resp.

e, = j>4 aj), pour i = 1,2,...,m1 . i

1.1.2. - Définition. — Nous appellerons largeur d'un treillis T , le plus petit
entier m, m » 1 , pour lequel les conditions équivalentes de 1.1.1, sont vérifiées;

si un tel entier n'existe pas, nous dirons que la largeur de T est infinie.

1.1.3. - Proposition. — Le produit cartésien de déu; treillis X et Y , de lar~

geur respective n et m , est un treillis de largeur n+m .

Démonstration. La largeur de XxY est, au moins, égale & n+m ; en effet il suf-
f£it de considérer un systime d'éléments RPN (resp. b1""’bn) de X (resp.
Y) tel qu'aucun des a; (resp. bi) n'est infériegr, dans X (resp.mY), 3 la borne

supérieure des autres éléments et de poser ao = /\ &, (resp. bo = /\ bi) ; alors,
i=1 i=1
aucun des éléments (ao,b1),...,(ao,bm),(a1,bo),...,(an,bo) n'est inférieur & la

borne supérieure des autres, dans XxY . La largeur de XxY est, au plus, égale &
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n+m ; en effet soit (a.i = (xi’yi))iel une famille finie d'éléments de

existe deux sous-familles J et L de I , de cardinal inférieur & n

XxY ; il

et m

respectivement, telles que, si x = V X, et y = \/ y; s om ait xvxj =X

ied ieL

et y\/y:i =y , pour tout j€I . On a, alors, ava, =a , pour tout i€I , ol

a= \/ (x,,y.) et le cardinal de JuL est, au plus, n+m .
. i’
i€ JuL

1.1.4, — Proposition. — Si la longueur d'un treillis T est finie, sa largeur est

finie et est inférieure & la longueur de T .

Démonstration. Soit s 1la longueur de T et soient X ,...,x ,

1 8" s+1
ments de T , deux & deux incomparables pour la relation d'ordre de T .
s+1 s+1
/\‘ X, . La chafne y ¢ x, € X,V X, § een \/ x:L possédant s+1
1+1 i=1 §
il existe un indice. i pour lequel on a : \/ X, 3 donc xi_”
: —1 k=1
rieur A \/ X, o
j#ia d

Si a est un élément d'un ensemble ordonné E , on notera EY [resp.

des é1é-

Posons
éléments,

est infé-

5.] la

section commencante (resp. finissante) de a , c'est-a-dire l'ensemble des élémenis

x de E tels que x ¢ a [resp. X > a] .« Si E est un treillis, & et

des sous~treillis de E .

1.1.5. - Proposition. — Si T est un treillis de largeur n et si T'

& sont

est un

sous-treillis de T , la largeur de T' est, au plus, n . Si a est un

de T , la largeur des treillis & et 3 est, au plus n .

Un treillis T est dit modulaire, s'il satisfait & l'axiome suivant 3

x ¢ z implique xV(y Az) = (x v ¥)A 2z quel que soit yeT .

1.1.6. — THEOREME, — Soient T un treillis modulaire et a un élément

élément

de T ;

si les largeurs des treillis & et & sont respectivement égales 3 n

la largeur de T est inférieure 4 n+m .

Démonstration. Soit (x‘\)u,\ une famille finie d‘éléments de T ; on

et m,

suppose

que le cardinal de A est supérieur & n+m . Puisque la largeur du treillis a

est m , il existe d'aprds 1.1.1., des éléments XygeoosXp de la famille (x)\)MA

m
tels que, en posant y = \/ x, on ait
(1.1.6.1) X, ¢ yva quel que soit AEA,

En raison de la modularité de T , on a :

(1.1.6.2)  yy((x,yy)aa) = (yv a)a (x3vy).
D'aprds 1.1.6.1., 1'égalité (1.1.6.2) s'éerit :
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(1.1.6.3) xlvy=yv((x)‘vy),\a.) quel que soit A€EN,
Posons x) = (xk\/y)A a pour tout A€ A, Puisque la largeur de & est égale &

n , il existe =n élﬁmcnts X} qoeeesXp o de la famille (x3) 3¢ n tels que :
1 1
(1.1.6.4) x4 < 1\11 X quel que soit X2E A,

D'oh d'apres (1.1.6.3),
n
x, ¢ (1\—/1 xl:H’i)vy quel que soit A€ N,
mn
c'est-a—-dire que \/ X, = \/ X. .
j=1 i AEN A

§ 2.~ Largeurs d'anneaux et de modules.

1.2.1. - Définition. - Nous appellerons largeur d'un anneau A (resp. d'un A~

module M) la largeur du treillis des idéaux de A (resp. des sous-modules de M).
Nous appellerons largeur gauche (resp., droite) d'un anneau A , la largeur du A-
module As (resp. Ad).

1.2,2, - Proposition. — Soient A un anneau et M un A-module ; les conditions

suivantes sont équivalentes 3

12) La largeur de A (resp. M) est inférieure & n ;

22) Dans chaque systdme XygeserX oX o de n+1 éléments de A (resp. M), il
existe un élément x, qui appartient & 1'idéal de A (resp. au sous—module de M)

engendré par les n autres.

Démonstration. Il est évident que 12) implique 22). Démontrons, pour l'anneau
A , que 22) entraine 12), Soient TygeeesI g9 n+1 idéaux de A , tels que, pour

i=1,...,n, I, ne soit pas contenu dans 1'idéal engendré par les x

i

i 7
— . !
i=1..0m, 00 x, €I et xi¢ 2;; Ij ; d'od 1,1 est contenu dans gi; I .

1.2.3. - Corollaire. — Soit A un anneau noethérien & gauche dont la largeur est

égale & n . Alors chaque idéal & gauche de A peut étre engendré par moins de n
éléments.

1.2.4, - Définition. — Soit A un anneau (resp. M un A-module) ; nous dirons

que n éléments de A (resp. M), XygeeesX, sont incomparables dans leur ensem—

ble si aucun des xi n'est contenu dans 1'idéal (resp. le sous-module) engendré

par les x:j sy J #1 . Nous dirons que n idéaux (resp. sous-modules) de A

(resp. M) I"""In sont incomparables dans leur ensemble, si aucun des I

i
n'est contenu dans 1'idéal (resp. le sous-module) engendré par les Ij s J£1.

Puisque le produit de deux idéaux d'un anneau est contenu dans leur intersec—
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tion, on a :

1.2.5. — Proposition. — Un anneau A de largeur n posséde, au plus, n idéaux

maximaux. Si A est commutatif, il est semi-local.

I1 résulte de 1.1.5., la proposition suivante :

1.2.6, — Proposition. — La largeur d'un anneau (resp. d'un module) holomorphe &

un_anneau (resp. un module) de largeur n est inférieure % n . La largeur d'un

sous—module d'un module de largeur n est inférieure 4. n .

1.2.7. - Proposition. — Soient A wun anneau commutatif de largeur n et S une

partie multiplicative de A ; la largeur du A-module S_1A est, au plus, n .

Démonstration. La proposition résulte de ce que deux éléments de S_1A peuvent

toujours s'écrire sous la forme a/s et a'/s , a et a'eA , s€S .

1.2.8., - Corollaire. — Soient A un anneau d'intégrité, K son corps des quotients,

La largeur de A est égale 4 n si et seulement si K est un A-module de lar~-

geur n .

Démonstration. La condition est nécessaire d'apres 1.2.7.. Elle est suffisante

puisque A est un sous-A-module de K .

1.2.9. - Proposition. - Soient A un anneau d'intégrité de largeur n , K le

corps _des quotients de A , H un sous-corps de K . La largeur de 1'anneau

B=AnH est, au plus, n .

Démonstration. Soient XygeeerX des éléments non nuls de B . On a, par

+1
A . Pour tout y€EH ,y#0, ona: yl=H et

exemple, X. ANn...N anc_:_x

1 n+1

y(HnA) = yHnyA . Donc : x1B n...nangxn+1B .

1.2.10.- Proposition. — Soient K un corps, A et B deux sous—anneaux de K

de largeur finie. Alors la largeur de l'anneau ANB est, au plus, égale & la

somme des largeurs des anneaux A et B .

Démonstration. D'apres 1.2.9., on peut supposer que K est le corps des quo-
tients de 1'anneau ANB . Soient n et m les largeurs respectives de A et de

B . Soit (x.), une famille finie d'é1éments de K . Ona : /) x, (A AB) =
i‘iel i€l i
N(x.,Anx.B) = (ﬂx,A)n(ﬂxiB). I1 existe une sous~famille J de I de car-—

ier * 7 ier * ieI

dinal au plus n et une sous-famille L de I de cardinal au plus m telles

que ¢ M x. A= M x,A et N xiB =N xiB . D'od N xi(Af\B) = 7 \xi(AnB)
ier *  ieg ieI ieL i€l ieJeL

et le cardinal de la famille JUL est au plus n+m . Donc la largeur de l'anneau
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ANB est au plus n+m,
I1 résulte de 1.1.6., la proposition suivante :

1.2,11.~ Proposition. — Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-module

de M . Si les largeurs des modules M/N et N sont finjes, la largeur de M est

finie et est, au plus égale & la somme des largeurs de M/N et de N .

1.2.12.- Proposition. — Soient A un anneau, R un sous—anneau de A . On suppose

que A est un R-module 4 gauche de largeur n . Si M est un A-module a4 gauche

libre de dimension m , la_largeur du R-module M est égale A nm . Si N est un

A-module & gauche de type fini et si m est le nombre minimum de générateurs de N,

la largeur du R-module M est, au plus, nm .

Démonstration. La seconde partie de la proposition résulte de la premidre et du
fait que N est un quotient d'un A-module libre de dimension m . D'autre part,
le R-module M est somme directe de m sous-modules isomorphes au R-module
& gauche A , Donc, d'apreés 1.2,11,, la largeur de M , en tant que R-module, est
au plus nm . Mais il existe n éléments Biyeeeya du R-module & gauche A qui
sont incomparables dans leur ensemble. Donc, si Xygeees X est une base de M

sur A , les nm éléments ,i=10004n, j=1,...,my du R-module M son

aixj
incomparables dans leur ensemble. Par suite, la largeur du R-module M est égale

a nm,

1.2,13.- Corollaire. — Si la largeur gauche d'un anneau A est égale &4 n st si

M est un A-module & gauche libre de dimension m , la largeur de M est égale

3 onm, S8i N est un A-module & gauche de type fini et si m est le nombre mini-

mal de générateurs de N , la largeur du module N est, au plus, nm .

Démonstration. Il suffit de faire R = A dans 1.2.12. .

1.2.14.~ THEOREME. — Soient A un anneau, M un A-module et P12P D..ePna...,

2
une chafne d'idéaux de A Eresp. de sous-modules de M] . On suppose que les con-

ditions suivantes sont réalisées 3

19) Pour chaque idéal [resp. sous—module] P de type fini de A [resp. M]
[0
ona: () (P+ Pi) =P ;
i=1
29) L'ensemble des largeurs des anneaux A/Pi [reap. des modules M/Pi] est

borné. Alors, la largeur de l'anneau A (resp. du module M) est égale & la borne

supérieure des largeurs des anneaux A/Pi (resp. des modules M/Pi).

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que pour le module M et nous

supposerons que Pm # (0), pour tous les indices m . Soit n 1la borne supérieure
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des largeurs des modules M/Pi « Puisque, d'apres 1.2.6., la largeur de M/Pi est
inférieure & la largeur de M , il suffit de prouver que la largeur de M est in-

férieure & n . Soient XygeeesX €M ; quel que soit le nombre entier positif m ,

n+1
il existe un indice i(m), compris entre 1 et n+1 , tel que xi(m)EPm + E Ax .
i#i(m) I
on a, alors, xi(m)e Ps + z:: Ax, , si 8 ¢ m . Par suite, il existe un indice
j#i(m)
i tel que, quel que soit k , on a xie Pk + E:: Ax, . D'aprds la condition 1°0),
3

on a xi€ Z;: ij ; d'apreés 1.2.2,, la largeur de M est, au plus n .
jFi

1.2.15,- Corollaire. — Soient A un anneau commutatif noethérien et N 1le radical

de A . Si l'ensemble des largeurs des anneaux A/Ns est borné, la largeur de

l'anneau A est égale & la borne supérieure des largeurs des anneaux A/Ns .

Démonstration. L'anneau A étant commutatif et noethérien, chaque idéal de A
est fermé pour la topologie N-adique (cf. [19] , Théordme 9 ; p. 262). Il suffit
donc d'appliquer 1.2.14. au module As et & la chafne des sous-modules N;2N22...

S5N°>... de A .
- 8

1.2.16.- Proposition. ~ Soient A un anneau et 11, 12""’ Ik des idéaux bila-

teres de ﬁ . On suppose que :
SENESICE

(ii) La largeur gauche de 1l'anneau A/Ij y J =1y0.0,k est finie.

Alors la largeur gauche de l'anneau A est finie et est au plus égale & la som-

me des largeurs gauches des anneaux A/Ij .

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration pour k=2 . Les A-modules
;= 11/(I1n I,) est
isomorphe, en tant que A-module A& gauche, & (I1 + 12)/12 , il est de largeur

4 gauche A/Ii , 1 =1,2, sont de largeur finie. Puisque I

finie., Par suite, le A-module & gauche As est de largeur finie, d'apreés 1.2.11..

§ 3.- Modules de largeur finie et Anneaux artiniens.

1.3.1. — Définition. — Soient A un anneau, I wun idéal de A et M unA-module

4 gauche ; nous dirons que I est nilpotent relativement % M , s'il existe un

nombre entier m , m » 1 , tel que :
(1.3.1.1) 1".M = (0).
Nous appellerons ordre de nilpotence de I relativement &8 M , le plus petit des

nombres entiers m, m 3 1 , pour lesquels 1'égalité (1.3.1.1) est vérifide.

1.3.2. — THEOREME. - Soient A un anneau, N son radical et M un A-module &
gauche.
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(i) Si la longueur de M est finie, sa largeur est finie et est inférieure &

la longueur de M ;

(ii) Si 1'anneau A/N est semi-simple, si la largeur de M est finie et si N

est nilpotent relativement & M , alors la longueur de M est finie.

Démonstration. (i) résulte de 1.1.4. .
(ii) Supposons que N.M = (0). Alors, M est un A/N-module. Puisque A/N est
semi-simple, M est un A/N-module semi-simple ; par conséquent, M est un A-
module semi-simple. Soit M = 52& Mi une décomposition de M en somme directe
de sous-modules simples. L'ensemble d'indices I contient, au plus, n éléments j

en effet, soient i1,...,i des éléments deux & deux distincts de I . D'apres

n+1
n+1
1.1.3., la largeur du module e) Mi est n+l ce qui est impossible. Supposons
k=1 "k
& présent que l'ordre de nilpotence h de N , relativement & M , soit différemt

v et les A/N-modules NlM/N1+1M sont de

de 1 ; on a une chafne MONM>...> Nh-
largeur finie. Il résulte de la premidre partie de la démonstration, que les A-
modules NiM/Ni+1M sont de longueur finie. La longueur du A-module M est donc
finie.

1.3.3. - Corollaire. — Si la largeur d'un anneau commutatif est finie et si son

radical est nilpotent, l'anneau A est artinien.

Démonstration. Soit N 1le radical de A . Puisque d'aprés 1.2.4, l'anneau A
possdde un nombre fini d'idéaux maximaux, l'anneau A/N est semi-simple. Il suf-

fit donc d'appliquer 1.3.2. au module As .

1.3.4. - Proposition. — Soient A un anneav commutatif, local, noethérien et N

1'idéal maximal de A . La largeur du complété i de A , pour la topologie N-

adique est finie si et seulement si celle de A est finie et elles sont égales.

Démonstration. L'anneau A est un anneau local d'idéal maximal N = NA . Soit
s un nombre entier, s > 1 ; l'anneau A/Ns est artinien ; il cofncide donc avec
A/8° (c£. [19), Ch. VIII ; Cor. 2 du th. 6 ; p. 258). Il suffit donc d'appliquer
1.2.14,, pour prouver que les largeurs de A et de X sont finies en méme temps
et qu'elles sont égales. En effet, la largeur de 4 est la borne supérieure des

largeurs des anneaux A/Ns , lorsque s parcourt l'ensemble des entiers naturels.

1.3.5. - Proposition. — Soient A wun anneau et J12 J22 eee Jsa «ee, une chafne

d'idéaux de A . Supposons que les deux conditions suivantes soients réalisées :

12) L'anneau A/Js est noethérien & gauche, pour tout s ;

29) Pour chaque idéal & gauche I de A , il existe un entier s , s>0 , tel

que, si I =K+ (InJg), oi K est un idéal & gauche de type fini de A , on a
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I=K.

Alors, l'anneau A est noethérien & gauche.

Démonstration. Soient I un idéal & gauche de A et s un entier positif as-—
socié & I , par la condition 22). L'anneau mA/Js étant noethérien a gauche, il
existe un idéal & gauche de type fini, k = E Axi , xfEI , tel que I + Js= K%Js.

i=1 m
Puisque K est contenu dans I , ona : I = K}(Ian); par suite, I = z Axi .
i=1
1.3.6. — Corollaire., ~ Soient A wun anneau et N 1le radical de A . Supposons

que les conditions suivantes soient réalisées :

1¢) L'anneau A/N est semi-simple ;
29) La largeur gauche de A est finie ;

39) Pour chaque idéal & gauche I de A, il existe un nombre entier s, s>0,

tel que si I =J + (InNs), ou J est un idéal & gauche de type fini de A , on

a:I=J.

Alors, l'anneau A est noethérien & gauche.

Démonstration. Il suffit d'appliquer 1.3.5., & la chafne des idéaux
N2N2;...2Nk3....

En effet, pour chaque entier s , s > 1 , le radical N/Ns de 1l'anneau A/Ns est
nilpotent, 1l'anneau (A/N’)/(N/Ns) est semi-simple et la largeur gauche de l'anneau

A/N' est finie. D'apreés 1.3.2., l'anneau A/Ns est artinien & gauche et, par sui-

N

te, il est noethérien & gauche. Le corollaire résulte, alors, directement de 1.3.5..

1.3.7. - Corollaire. — Soient A un anneau commutatif et N le radical de A .

Supposons que les conditions suivartes soient réalisées :

19) La largeur de A est finie ;

22) Pour chaque idéal I de A , il existe un nombre entier s, s >0 , tel que

si I=J+ (InNs), ou J est un idéal de type fini de A, ona : I =2J.

Alors, l'anneau A est noethérien.

Démonstration. Il suffit d'appliquer 1.3.6., puisque, la largeur de l'anneau A

étant finie, l'anneau A/N est semi-simple.

§ 4.- Anneaux coﬁmutatifs noethériens

Sauf mention du contraire, tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont

supposés commutatifs.

I. S. COHEN [7] a défini la notion de rang d'un anneau de la manidre suivante :

un anneau A est dit de rang k , si chaque idéal de A posséde un systéme de
générateurs de k éléments. Nous préférons, ici, définir le rang d'un apneau de

rang fini, comme le plus petit entier k +tel que tout idéal de 1l'anneau posséde
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un systéme de générateurs de k éléments, Un anneau de rang fini est noethérien.
D'aprés 1.2.3., un anneau noethérien de largeur n est de rang fini, au plus égal
a4 n . Mais il existe des anneaux de rang fini dont la largeur est infinie. Par

exemple, les anneaux de Dedekind dont le nombre des idéaux maximaux est infini.

Cependant, pour les anneaux noethériens locaux, les notions de "rang fini" et

de "largeur finie" coincident. Plus précisément, on a :

1.4.1, - Proposition. — La largeur d'un anneau local A de rang n est égale & n.

Démonstration. Soient m(A) 1'idéal maximal de A , (x;);ej\ une famille finie
d'éléments de A et I 1'idéal de A engendré par les Xy . Désignons par ;A
la classe de x, module m(A)I . Puisque (ik)xe/\ est un systdme de générateurs
du A/m(A)-espace vectoriel I/m(A)I , et que, A étant de rang n , le A/m(A)-

espace vectoriel I/m(A)I est de dimension au plus n , on peut extraire de

i=m
(ii)lil\ une base 3 i} geeey i& ,mg§n.Donc I= E AxA + m(A)I et, d'apres
1 n i=m i=1 i
le lemme de Nakayama, on a 3 I= Ax) .
i=1 i

I. S. COHEN a prouvé (Loc. Cit) qu'un anneau local de rang fini est de dimension

inférieure & 1 , en appelant d'une manidre générale dimension d'un anneau noethérien,
la borne supérieure, si elle existe, des longueurs de ses chafnes d'idéaux premiers,

ou bien 1'infini. Nous allons établir la réciproque de cette propriété.

Rappelons que l'on appelle caractéristique d'un anneau A 1l'ordre additif de

son élément unité, i.e. le plus petit entier n > 0 pour lequel n.,1 =0 .,

1.4.2. - THEOREME. — La largeur d'un anneau A , local et noethérien, de dimension

<1 , est finie.

<

Démonstration. Soit m(A) 1'idéal maximal de A . Puisque le complété A de &
pour la topologie m(A)-adique a méme dimension que A (cf. [19) ; Chap. VIII ; §38;
Lemme 1 et § 9 p. 288), il suffit, d'aprés 1.3.4., de prouver le théor2me pour un
anneau complet. Si la dimension de A est O , A est artinien et par suite de
largeur finie, d'apres 1.3.3. . Supposons que la dimension de A soit égale & 1 .

Nous démontrerons successivement 1.4.2. dans les cas suivants :

I. L'anneau A est d'égales caractéristiques (i.e. il a méme caractéristique

que son corps des restes)

II. L'anneau A est d'inégales caractéristiques et si p est la caractéristi-

que de son corps résiduel, 1'idéal pA n'est contenu dans aucun idéal premier mi-

nimal de A .
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III. L'anneau A est d'inégales caractéristiques et si p est la caractéris-

tique de son corps résiduel, 1'idéal pA est contenu dans tous les idéaux premiers

minimaux de A .

Le théordme 1.4.2, résultera alors de 1.2.16. . En effet, il suffit d'examiner
le cas ou 1'idéal (0) admet une décomposition primaire dont le nombre des compo-—
sants est %2 . On a : Q1r\...n Qs = (0), s » 2, ol les Qi sont des idéaux pri-
maires de A ; l'anneau A/Qi ,i=1,..., s, ne posstde qu'un seul idéal premier
minimal ; il est donc de largeur finie d'aprés II et III et, d'aprés 1.2.16., la

largeur de A est finie.

Démonstration de I. Dans ce cas, A contient un sous~corps K isomorphe &

A/m(A) (cf. [15] ; Chap. V ; Théordme 31.1 ; p. 106) et A est un module de type

fini sur 1'anneau KHXH , ou x est un élément de A qui engendre un idéal pri-
maire pour m(A) (ef. [19] ; Chap. VIII ; § 11 ; Corollaire 2 du Théordme 24 ;
p. 300). Puisque K@ﬂ est un anneau de largeur 1 , A est un anneau de largeur
finie.

Démonstration de II. La caractéristique de A est O et celle de A/m(A) est

P #0 . Puisqu'il n'existe pas d'idéal premier minimal P de A +tel que pACP ,
la dimension de l'anneau A/pA est O . D'aprés la proposition 1 de ([18] ; Chap.
IV ; § 3 ; p. 50), A est un module de type fini sur un sous—anneau B qui a méme
dimension de A ; l'anneau B est local noethérien régulier. Donc B est un an-

neau de valuation et A est un anneau de largeur finie.

Démonstration de III. La caractéristique de A est, dans ce cas, pk , k entier

>0 . L'anneau A/pA est d'apreés I, de largeur finie. Par suite, le A-module
A/pA est de largeur finie. Soit r wun entier > O ; 1l'application : x + pA —>
.__,prx + pr+1A détermine un homomorphisme, de A-modules, de A/pA sur
prA/pr+1A . Donc prA/pr+1A est un A-module de largeur finie et la largeur du
A-module A/prA est finie, d'aprés 1.2.11. ; par suite la largeur de l'anneau
A/prA est finie. En prenant r = k , on voit que la largeur de A est finie.
Soient A wun anneau local noethérien de dimension d , m(A) son idéal maximal
et Q un idéal de A , ouvert pour la topologie m(A)-adique. A partir d'un entier
n,n3 1, la longueur du A-module A/Qn est donnée par un polynféme en n de

degré d , dit polynbme caractéristique de Q dont les coefficients sont des mul-

tiples entiers de 1/d! . Le terme de degré d de ce polynSme est de la forme :
e(Q).nd/d! et e(Q) est appelé la multiplicité de 1'idéal Q . La multiplicité

de 1'idéal m(A) est appelé la multiplicité de 1l'anneau A .
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Si la dimension de A est O , le polynfme caractéristique de tout idéal pro-
pre Q de A est une constante égale & la longueur du A-module As . Par suite,

la multiplicité de A est égale & la longueur du module As . I1 existe donc des

cas ou la largeur de A est strictement inférieure & sa multiplicité. Il suffit

de prendre le quotient d'un anneau de valuation par une puissance de son idéal ma—

ximal.

Si la dimension de A est égale & 1 , la multiplicité de A mesure, & partir
d'un certain entier n, n » 1 , la dimension du A/m(A)-espace vectoriel

m(Aﬁm(A)nH. On a, par suite, 1'inégalité :
(1.4.3) multiplicité de A < largeur de A .

Les théordmes 1.4.5. et 1.4.6. suivants donnent des cas dans lesquels (1.4.3)
est une égalité. Pour cela, rappelons que si A est un anneau local noethérien

d'idéal maximal m(A), un élément x de A est dit superficiel d'ordre s , sous-—

entendu : pour m(A), si xe€ m(A)s et s'il existe un entier ¢ , ¢ » 0 , tel que
1'on ait :
(1.4.4.0)  (m(a)" : Ax)nm(a)® = m(a)™™® ,

a4 partir d'un certain n .

La démonstration du lemme suivant que nous reproduisons est contenue dans la

démonstration du Théordme 22, § 10 ; Chap. VIII de [19].

1.4.4. - Lemme. — Soient A un anneau local noethérien de dimension 1 , m(A) son

idéal maximal, x un é1ément de A superficiel d'ordre s . Si x n'est pas divi-

seur de zéro dans A , on a, & partir d'un certain n , 1'égalité m(A)n = xm(A)n_{(

Inversement, si cette égalité est satisfaite par un élément x de m(A)s , non di-

viseur de zéro dans A , alors x est superficiel d'ordre s .

Démonsﬁration. Puisque x n'est pas diviseur de zéro dans A , on a : .
n&Af:Aicm(Afﬁﬂ ou t(n) est une fonction & valeurs entidres qui tend vers 1'infini
avec n (cf. [19] ; Chap. VIII ; § 5 ; Cor. 1 du Th. 13 ; p. 272). Compte tenu de
1'égalité (1.4.4.0), on a, pour n assez grand, m(A)® : Ax = m(a)"7% . Puisgue x
n'est contenu dans aucun idéal premier minimal de A , l'anneau A/Ax est artinim, .
I1 existe donc un entier m , m > 0 , pour lequel on a : m(AfngAx. Par conséquent,
pour tout entier +t > Sup(m,n), on a :

m(A)t t Ax = m(A)
m(a)¥cax .

t-s

I1 en résulte que m(A)t = m(A)t_sx . La seconde partie du lemme est évidente.
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1.4.5. - THEOREME. —~ Soient A un anneau local noethérien de dimension 1, m(A)

son idéal maximal. Si A posséde un élément v superficiel d'ordre 1 et non divi-

seur de zéro dans A et si la largeur de A est égale & 2, alors la multiplicité

de A est égale a 2.

Démonstration. On a, d'apres 1.4.4. et d'aprés la définition de la multiplicité
e de A,

m(A)nH _ vm(A)n
n
et [ m(4) s A ]_ e
——'ﬁ . '—(T)' - b
m(A)™ n
a4 partir d'un certain entier n . Il suffit, puisque v n'est pas diviseur de

zéro, de prouver que, si e =1 , alors la largeur du A-module m(A)n est 1 .
I1 en résultera, en effet, que la largeur de A est 1 , ce qui contredit 1'hypo-

theése. Si e = 1 , soient z,€ m%%)n , 1 =1,2,. Il existe deux entiers 20 ,

ti , i =1,2, tels que : z, =V :Ly:,l ol v;€ n(a)” et s é m(A)m.1 . Supposons
que t1 2 t2 . On a s y1eAy2 + m(A)n-H . Par suite, si y1¢Ay2 , 11 existe un

entier q > 1 , tel que y1€Ay2 + m(A)IH'q et v % Ay2 + m(A)n.H”1 . D'ou ¥y =
= ay, + vix , ol a€A et xem(A)® , xém(A)nﬂ'. Mais on a xeAy2 + m(A)m-1 ;
d'ot y €4y, + m()®" " . ce qui contredit le choix de gq . Done v, €Ay, et
z1€Az2 .

Exemple d'anneau local noethérien de dimension 1, de largeur 2, de multiplicité

1, qui possédde un élément superficiel d'ordre 1 .

Soient K wun corps, V = K[[I]] l'anneau des séries formelles & une indéterminée
Y sur K et P =Kx un K-espace vectoriel & une dimension. Soit A 1l'anneau
défini sur le groupe additif V+ (=) P+ en posant 3 x2 =xY = ¥x = 0 . Alors, A est
un anneau commutatif unitaire dont 1'élément unité est 1'élément 1 de K . On a 3
P=Ax et P est un idéal premier de A . Un élément £(Y) + kx EA est inversi-
ble si et seulement si £(0) #0 . Donc A est un anneau local d'idéal maximal
m(A) = VI ® P . De plus, 1'idéal m(A) est de type fini : m(A) = AY + Ax . Soit
Q0 un idéal premier de A . Puisque x2 =0, ona x€Q ; d'ou PcQ et Q=
= (VNnQ) ® P . Puisque V est un sous—anneau de A , 1'idéal VNQ est un idéal
premier de V . Donc QnV = (0) ou bien QANV = YV . Par suite, les seuls idéaux
premiers de A sont P et m(A). Comme A est un V-module de type fini, avec,
pour générateurs 1 et x , c'est un anneau noethérien et c'est un anneau de largeur
au plus 2 . La largeur de A est égale & 2 car les idéaux AY et Ax ne sont pas
comparables. Puisque m(A)2 = AYZ , la multiplicité de A est égale 4 1 et Y est

’

un élément superficiel d'ordre 1 .
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Exemple d'anneau local noethérien de dimension 1 dont 1'idéal maximal est un

idéal premier de (0), qui possidde des éléments superficiels d'ordre 1 et dont la

multiplicité et la largeur sont égales & 2 .

Soient V1 et V2 des anneaux de valuation ayant le méme corps des restes K .

Soient hi : Vi —K , i =1,2, 1les homomorphismes surjectifs., Soit A = &(a1,a2}
ai‘EVi , h1(a1) = h2(a2)} . On munit A de la structure d'anneau qui en fait un

sous—anneau du produit cartésien V XV2 . Un élément (a1,a2) de A est inversi-

1

ble si et seulement si a; i=1,2, est inversible dans Vi . Donc A est un

anneau local d'idéal maximal : m(A) = A(x1,0) + A(O,xz), ol xy est un générateur
de 1'idéal maximal de Vi . Soit P un idéal premier de A . Puisque (0,0) =
= (x1,0)(0,x2)€ P, on a, par exemple, (x1,0)€.P et, si P # m(a), (0,x2)¢.P . I1

en résulte que tout élément de P est de la forme (a1,0) ol 316 V1x1 . Par

suite P = A(x1,0) et les seuls idéaux premiers de A sont m(A), A(x1,0) et
A(O,xz). Par conséquent A est un anneau noethérien de dimension 1 . La largeur

de A est au moins égale & 2, car les idéaux P1 = A(x],O) et P_ = A(O,xz) ne

2
sont pas comparables. La largeur de A est effectivement égale & 2, car P1r\P =

2
= (0) et A/Pi est isomorphe & V pour i = 1,2 . L'anneau A possdde des

i b
éléments superficiels d'ordre 1, par exemple (x1,x2). Le multiplicité de A est
égale & 2 puisque l'on a 3 m(a)? = A(x?,O) + A(O,xg) pour tout n et que les
classes de (x?,O) et de (O,XS) modulo m(A)n+1 , sont linéairement indépen—

dantes dans le A/m(A)-espace vectoriel ru(A)n/m(A)n+1 .

1.4.6. — THEOREME. - Soient A un anneau local noethérien complet de dimension 1

et d'égales caractéristiques, m(A) 1'idéal maximal de A , x un élément super-—

ficiel d'ordre 1 , K un sous-corps de A isomorphe au corps résiduel A/m(A). Si

aucun élément non nul de Kﬂxﬂ n'est diviseur de zéro dans A , alors la multipli-

cité de A et sa largeur sont égales.

Démonstration. L'élément x n'étant pas diviseur de zéro dans A et étant su—
perficiel d'ordre 1, la multiplicité de 1'idéal Ax est égale & la multiplicité
de A (cf. démonstration Th. 22 ; Chap. VIII ; § 10 ; p. 294 & 295 de [19]). Puis-
que aucun élément non nul de Kﬂxﬂ n'est diviseur de zéro dans A et que l'idéal
Ax est primaire pour m(A), il y a égalité, d'aprds le Cor. 2 du th. 24 de [19] ;
Chap. VIII ; § 11 ; p. 300), entre la multiplicité de Ax et [A : K[ ], ol
[A : Kﬂxﬂ] désigne le nombre maximum d'éléments de A qui sont linéairement indé-
pendants sur K@ﬂ , i.e. la dimension de l'anneau total des fractions de A consi-
déré comme espace vectoriel sur le corps des quotients de Kﬂxﬂ (se rapporter a [i9)

Chap. VIII ; § 10 ; p. 297 ; Foot-Note). On a donc égalité entre la multiplicité de
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A et [A : KﬂXﬂ] . I1 suffit, d'aprés 1.4.3., de prouver que la largeur de 1l'an-
neau A est inférieure & {A : K E{m 3 puisque la largeur de l'anneau A est in-
férieure a4 la largeur du Kﬁxﬂ-module A , il suffit de prouver que la largeur du
Kﬂkﬂ—module A est inférieure & EA H Kuxﬂ] ; ou encore, en désignant par B 1l'an-
neau total des fractions de A , il suffit de prouver que la largeur du Kﬂﬂ -module
B est inférieure & la dimension du K(x)-espace vectoriel B . Mais ceci résulte

de 1.2.12. .

l

On peut dans certains cas avoir un réaultat plus complet que celui de 1.2.16. .

De fagon précise :

1.4.7. —.Proposition. - Soient A un anneau local noethérien de dimension 1 , m(A)

1'idéal maximal de A , P1""’Pm les idéaux premiers minimaux distincts de A .

Si m(A) n'est pas un idéal premier de (0), soit Q1n ...an = (0) une décomposi-

tion primaire de (0) dans laquelle Qi et Pi- primaire, i = 1,...,m . Alors, la

largeur de l'anneau A est égale & la somme des largeurs des anneaux A/Qi .

Démonstration. Soient n la largeur de l'anneau A et n. celle de léanneau

A/Qf , i=1,.00y m . D'aprés 1.2.16., il suffit de prouver 1'inégalité : E ngn,
. 1=

1l=m
i.e. il suffit de trouver Z n, éléments de A incomparables dans

leur ensemble. Soit i wun indice compris entre 1 et m . Puisque la largeur de

1'anneau A/Qi est égale 4 n il existe n, éléments de A , soient Yyreea¥y s

1

i ’
dont les classes modulo Qi sont des éléments de A/Qi incomparables dans leur

ensemble. D'autre part les idéaux premiers minimaux P étant distincts, on peut

i
. ' _
trouver un é1lément aie Q1(\"'r\Qi—Tr\Qi+1r\"'ﬁ Qm gont aucun puissance n'appar

tient & Qi . Puisque a?¢ Qi , quel que soit h > 0 , et que Qi est un idéal

primaire de l'anneau A , les classes modulo Qi des éléments 8. ¥qre00y B
i
sont des éléments de A/Qi , incomparables dans leur ensemble. Par suite, pour

(1) (1)
1

geoey xn , qui appar-—
i
tiennent & l'intersection Q,r\...n Qi 1r\Qi+1r\...r\Qm et dont les classes modulo

i=1,.0., m, il existe n, éléments de A , soient x

Qi sont des éléments de A/Qi incomparables dans leur ensemble. Il en résulte que
les é1léments (xﬁl)), i=1,...,m 5k=1,..., 0, , de A sont incomparables

dans leur ensemble.

1.4.8. - Corollaire. - Soient A wun anneau local noethérien de dimension 1 . Si

la largeur n de A est égale au nombre des idéaux premiers minimaux de A ,

alors, l'anneau A ne posseéde pas d'éléments nilpotents non nuls, i.e. P1r\...r\%

= (0), ol les Pi sont les idéaux premiers minimaux distincts de A .
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Démonstration. Puisque la largeur de A est n , une décomposition primaire

réduite de (0) comporte, au plus, n idéaux primaires. Comme A possdde n idé-
aux premiers minimaux, 1'idéal maximal de A ne peut &tre un idéal premier immergé

de (0). Conservons les notations de 1.4.7.. Puisque n = ni , On &8 ni =1,

i=1
pour tout i . Il est évident qu'un anneau noethérien de largeur 1 est soit un an-

neau artinien soit un anneau de valuation. Puisque la dimension de l'anneau A/Qi

est égale & 1, c'est un anneau de valuation et, par suite, Pi = Qi , pour tout 1.

1.4.9. — Lemme. - Soient A un anneau local noethérien et m(A) 1'idéal maximal

de A . Si A est de dimension 1 et _ne possdde qu'un idéal premier minimal P ,

la largeur de l'anneau A est égale 3 la somme de la largeur de l'anneau A/P et

de la largeur du A-module P .

Démonstration. Si P = (0), il n'y a rien & démontrer. Supposons que P # (0).
Soit k wun entier tel que P$m(A)k+1 . Soient m 1la largeur de l'anneau A/P
et tk la largeur du A-module (P + m(A)k+1)/m(A)k+1 . Puisque l'anneau A/P
est intdgre, sa largeur est égale & la largeur du A/P-module (m(A)k +P)/P .
Soient X 9Xgpeee s X des éléments de m(A)k dont les classes modulo P sont des
éléments de A/P incomparables dans leur ensemble. Soient y1,...,ytk des é1é-

ments de P dont les classes modulo m(A)k+1 sont des éléments du A-module

(® + m(a)5) /m(a)*

n'appartient & 1!'idéal de A engendré par XyyeessX

incomparables dans leur ensemble. Par suite, aucun des X,

i1 gy y1""'ytk :
Soit n 1la largeur de A . Si 1l'on avait n < m + tk , alors l'un des yj appar-—
tiendrait & m(A)x1 toeet m(A)xm + Ay1 teuet ij_1 + ij+1 - Aytk . Done

yj€ m(A)k+1 + Ay, +...+ Ay, , ce qui est impossible. Donc la largeur de A est
k

supérieure 3 la somme de la largeur de l'anneau A/P et de la largeur du A-moduk
(P + m(A)k+1)/m(A)k+1 . Par suite, la largeur du A-module P/(Pr\m(A)k+1) est
inférieure & n-m . Il résulte de 1.2.14., que la largeur du A-module P est in-
férieure 4 n-m . Mais comme la largeur de A est inférieure d la somme de la lar
geur ﬁe 1'anneau A/P et de la largeur du A-module P , il y a égalité entre n

et mt oh t est la largeur du A-module P ,

1.4.10. — THEOREME. ~ Soient A un anneau local noethérien de dimension 1 , m(A)

I'idéal maximal de A , P1,..., Pm les idéaux premiers minimaux distincts de A ,

i=1,00eym. Si m(A)

n la largeur de A , n, la largeur de 1l'anneau A/Pi ’

n'est pas un idéal premier de (0), soit Q1r\...n Qm = (0) une décomposition pri-

maire de (6) dans laquelle Qi est Pi— rimaire, i = 1,..., m . Soit m, la lar—
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i=m i=m
geur du A-module P./Q .« Alors on a : n-=z n, + E m, .
yhaes i=1 i i=1 .

Démonstration. Le théordme résulte de 1.4.7. et de 1.4.9. .

§ 5.— Anneaux intégralement clos.

Sauf mention du contraire, tous les anneaux considérés dans ce paragrarhe sont

supposés &tre des anneaux d'intégrité.

Soient A wun anneau et K 1le corps des quotients de A . La famille F des
anneaux de valuation de K "qui contiennent A , possdde des éléments minimaux ;
en effet, soit (vi)iel une sous—-famille totalement ordonnée d'éléments de F ;
1'anneau V = N V:,L contient A . Si a€K , a¢V , il existe un indice i tel

i€l
que a.1¢Vi ; donc a?.Vj si ngvi
et a €V . Donc V est un anneau de valuation de K . D'autre part, tout anneau

. Par conséquent a—1€ Vi quel que soit i

de valuation de K qui contient A , contient un élément minimal de la famille F.

Puisque un anneau intégralement clos est l'intersection des anneaux de valua—

tion de son corps des quotients qui le contiennent, on a :

1.5.1. - Lemme. - Soient A un anneau intégralement clos et K 1le corps des quo-

tients de A ; alors l'anneau A est 1l'intersection d'une famille d'anneaux de va~

luation de K , (Vi)iel s telle que vi¢vj si i#3j.
Rappelons le théortme suivant (cf. [15] ; Chap. I, § 11, Th. (11.11)) :

1.5.2, - THEOREME. - Soient A1,...,An des anneaux de valuation d'un corps K

tels que Ai¢ A, si i# j . Soient Pi 1'idéal maximal de Ai , A 1l'intersec-

J
tion des Ai et Q

. =P.NnA . Alors, on a
i i
12) Un idéal M de A est maximal si et seulement s'il coincide avec 1'un des
Q s
22) A, =4
i

0.’ our i=1,...,n .

1

I1 résulte de ce théortme, le corollaire suivant 3

1.5.3. = Corollaire. — Soient A1,...,An des anneaux de valuation d'un corps K,

tels que Ai¢ A;j si i#j . L'anneau A , intersection des Ai y posséde exacte-

ment n idéaux maximaux.

1.5.4, — THEOREME. - Soient A1,...,An des anneaux de valuation d'un corps K ;
n

la largeur de l'anneau A = ﬂ Ai est, au plus, n . Un anneau intégralement clos
i=1
de largeur n est intersection de n anneaux de valuation de son corps des quo-~




LARGEURS D'ANNEAUX 25

tients.
Démonstration. La premidre partie du théoréme résulte de 1.2.10.. D'autre part,
un anneau A , intégralement clos est, d'apr2s 1.5.1., l'intersection d'une famille
. .
d apneaux de valuation (Vi)i€I de son corps des.quotlents, telle que Vi*\/;i ,
si i # j . Cette famille possdde, au moins, n éléments ; sinon, d'aprds la pre—

midre partie du théordme la largeur de A serait inférieure & n-1 . La famille

(v.)

i’iel

anneaux Vi , i€l , posseéderait, d'aprés 1.5.3., n+l idéaux maximaux, ce qui con-

tredit le fait que la largeur de B , sous—A-module de K est inférieure & n .

posséde, au plus, n éléments. Sinon, un anneau B , intersection de n+1

1.5.5., — Corollaire. — Un anneau intégralement clos, local et de largeur finie est

un anneau de valuation de son corps des quotients.

1.5.6., — Proposition. — Soient A un anneau de largeur n , K le corps des quo-

tients de A et x un élément de K , entier sur A . Alors, x est racine d'un

polynéme unitaire, & coefficients dans A de degré au plus n ,

Démonstration. Supposons, d'abord, l'anneau A 1local. Soit m 1le degré minimal
des polynSmes unitaires, & coefficients dans A , dont x est racine. On a 13

(1.5.6.1) x" + a1xm_1 +eeet @ =0 ol a €A .
Supposons que m > n et considérons les sous—A-modules monogenes de K : A" ,

1 —
Ax™ geeey AX . Alors, Ax™ n'est pas contenu dans Ax™ ! +...+ AX ; sibon, x se-

rait racine d'un polyn8me unitaire de A[X] , de degré m-1 . Soit k 1le plus

grand entier, 1 & k < m , tel que : xkE A" +ooot Axk+1 +e0et+ AX ; on a 3

k m k+1 k-1
(1.5.6.2) x = bmx oot bk+1x + bk—1x toaot b1x ;

les éléments bm,...,b appartiennent, en raison du choix de k , & 1'idéal ma-

k+1
ximal m(A) de A . Compte tenu de (1.5.6.1), 1l'égalité (1.5.6.2) s'éerit 3
e bt N r i N hbe
m-1 RS % | K k-1 T Yo ? e+
et = - bmam_k appartient & m(A). Donc 1-c. est inversible dans A et x

k
appartient a AXT 4oL+ axk+2 + Axk +eest+ AX , ce qui contredit le choix de k .

Par conséquent, m est au plus, égal & n . Dans le cas général, soient P1""'Pr'
r ¢n, les idéaux maximaux distincts de A . L'élément x de K , étant entier

sur A , est entier sur A et, d'apreés la premidre partie de la. démonstration,

P

il vérifie une égalité de la forme :

1
Si 8 n'appartient a aucun idéal maximal de A , il est inversible dans A et la

(1.5.6.3) sx™ + ¢ X1 4.t c, =0 ol s et c. €A, s ¢P1 .

proposition est démontrée. Sinon, 5¢P2,...,Pi et s€Pi+ y Pour i ¢ r-1 ; d'ou,

1
puisque X est entier sur AP , une relation de la forme :
i+1
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' n-1 _ ' '
(1.5.6.4) s'x +bx  +..c+b =0 od s' et b €A, s'¢P . .

Comme P1n ...nP:l n'est pas contenu dans Pi+1 , il existe h€P1n ...nPi et
h¢Pi+1 . I1 résulte des égalités (1.5.6.3) et (1.5.6.4) :
(hs' + 8)x™ + d1xn—1 +eeet d =0

od d;eA, hs' + sEA et hs' + s¢P,..., P, P,

1

D.G. Northcott a prouvé (cf. {16]) que le nombre des idéaux maximaux de la
cléture intégrale X d'un anneau A , local, noethérien de dimension 1, est égale
au nombre des idéaux premiers de (0) du complété £ de & pour la topologie
m(A)-adique, m(A) désignant 1'idéal maximal de A . Il résulte du cor. 1 du Th.
12 de ([19) ; Chap. VIII ; § 4 ; p.269) que 1'idéal maximal m(&) de L n'est pas
un idéal premier de 1'idéal (0) de A .

On a le résultat suivant

1.5.7. - Proposition. — Soient A un anneau local noethérien de dimension 1 , n

la largeur de A , m(A) 1'idéal maximal de A , L le complété de A pour la to-

pologie m(A)-adique, (0) = Q‘;n...ngg une décomposition primaire réduite de

1'idéal (0) de A , o les Q"{ sont p’:{—primaires, les p"i" y i=1,.0., m, étant

les idéaux premiers minimaux de A . Alors, n est égale & la somme des largeurs

des_anneaux K/P‘{ et des largeurs des A-modules P"{/Q"i‘ . 8i np=m, la cl8ture

intégrale de A est un A-module de type fini.

Démonstration. La premidre partie de la proposition résulte de 1.4.10. et du
fait que les largeurs de A et de A sont égales. La seconde partie résulte de

la premidre et du Th. 8 de (D.G. Northcott ; loc. cit.).

§ 6.~ Idéaux multiplicatifs.

On appelle idéal multiplicatif b droite (resp. & gauche ; resp. bilatdre) d'un

anneau A , tout idéal ¥ droite (resp. & gauche ; resp. bilatire), non vide, du
demi-groupe multiplicatif Ay de A .

Si M est un A-module & gauche, une partie, non vide, S de M est dite mul-

tiplicativement stable si ax€&S , quel que soit a €A , des que xES .

Si a est un élément d'un anneau A , on notera (a), 1'idéal bilatdre de Ay
engendré par & . Soient A un anneau, M un A-module, I une partie non vide
de M oude A et n un nombre entier, n %1 . On notera fn I , 1'ensemble des

m
sommes Z X, , 00 m ¢n et ol xiGI , i=1,.00y, 0,
=1

L'application I —)-In I de l'ensemble des idéaux multiplicatifs (resp. des par-
’
ties multiplicativement stables) de A (resp. de M), dans lui-méme, possdde les
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propriétés suivantes :
1.6.1.) Elle est isotone ;
1.6.2) ona: I=f Tc...cf 1c...
1.6.3.) Si I est un idéal de A (resp. un sous—module de M), on a : In I=I,

quel que soit =n j;

1.6.4.) S'il existe un nombre entier n , n %1 , tel que I= I
222988 Jn n+1

’

alors Sn I est un idéal de A (resp. un sous-module de M).

1.6.5.) Si 11,...,In sont des idéaux de A (resp. des sous-modules de M),

n
alors In (U Ii) est 1'idéal de A (resp. le sous-module de M) engendré par
i=1

les I, .
— i

1.6.6., — THEOREME. — Soient A un anneau et n un nombre entier, n >1 ; consi-

dérons les conditions suivantes :

’

(i) Pour tout idéal multiplicatif I de A, In I est un idéal de l'anneau A

(ii) La largeur de A est, au plus, n ;

(iii)_Pour tout élément a de A, (a)y est un idéal de l'anneau A (et coIn-

cide, par conséquent, avec 1'idéal principal de A engendré par a ) ;

Alors, (i) implique (ii) et l'ensemble des conditions (ii) et (iii) implique ().

Démonstration. (i) => (ii). D'aprds la condition (i), on a, pour toute famille
i 1
(IX)X€A dtidéaux de A , 1'égalité 1
(1.6.6.1) T _ 1, =] QAT

AEAN
Soient I1,..., In, In+1 , n+1 idéaux de A tels que les n premiers ne soient
pas contenus dans 1'idéal engendré par les n autres. Il existe donc, pour

i=1,.00y n, un élément x, de Ii qui n'appartient pas &

i
1 . =
I, +";:1Ii—1 + I, 4 teeet I o o Comme, d aprés (1.6.6.1), on a : I, #eeet I 0=
= I (\J I,), il existe, si x est un élément de I , des éléments
n =i n+1
Yy aeeer¥s k &n, yi'e Ii. , tels que
1 k J J
(1.6.6.2) Xy kX, Feeet X+ X = yi1 Fooet yik .

D'apreés le choix des X il existe, pour s =1,...,n , un yij qui appartient

& Is et n'tappartient pas & I +...+ Is_ + I +eoat In—

Donc X€I +...+1
1 s+1 n

1 1° 1

et I est contenu dans I, +...+ I .
n+1 1 n

(ii) et (iii) => (i). Puisque la condition (ii) est vérifiée, on a, pour n+l
' .
idéaux de 11,..., In+1n+?e A, 1'égalité :

(1.6.6.3) U, _Ik) =1

n(k=1 1 teeet In+1 .
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Soit J un idéal multiplicatif de A et soient Biyeeey B
n+1

d'apres (iii), on a : (ai) = (ai)x , alors In (J (ai))g jn J . D'apreés (1.6.6.3}
i=1
appliquée & Ii = (ai) (51) oot (an+1)9 Jn+1 J et Jn+1 J = jn J .

€ J . Puisque,

Puisque dans un anneau commutatif, la condition (iii) de 1.6.6. est toujours

vérifiée, on a %

1.6.7. — Corollaire., — Si tous les idéaux multiplicatifs d'un anneau A sont des

idéaux de A , le treillis des idéaux de A est totalement ordonné. Si A est un

anneau commutatif et si le treillis des idéaux de A est totalement ordonné, tout

idéal multiplicatif de A est un idéal de l'anneau A . (cf. [10]).

La partie multiplicativement stable, engendrée par un élément a d'un module M
sur un anneau A coincide avec le sous-module de engendré par a . On prouve, &

1'aide d'un raisonnement analogue & celui de (1.6.6.), la proposition suivante 3

1.6.8. ~ Proposition. ~ Soient A un anneau, M un A-module et n un nombre

entier, n » 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute partie multiplicativement stable I de M, In I est un sous-

module de M j
(ii) La largeur de M est au plus n .

§ 7.~ Théordme de Krull-Akizuki.

On peut donner une autre démonstration du théordme de Krull-Akizuki [cf. [15]
p. 115 3 Th. (33.2)] .

1.7.1. - THEOREME. - Soient R un anneau intdgre noethérien, K son corps des quo-

tients, L une extension algébrique finie de K et R' wun anneau tel que RgR'cL.

Si la dimension de R est 1, alors pour tout idéal G' de R' tel que G # (0),

R'/ v est un module de longueur finie sur R/ » En particulier R' est un
Ge (6'nR)

anneau noethérien de dimension au plus 1 .

Preuve. On se ramdne tout de suite au cas ot R est semi-local comme dans [15]
(Loc. cit.). Posons G.= G'NR et soient PyreceBy tous les diviseurs premiers
de Gu. Puisque 6! # (0), on.a G # (0) et donc les idéaux premiers B; (i =1,

s
«e.y 8) sont maximaux. Soit S 1le complémentaire -dens R de la réunion U P, -
i=1

n

R{ ~ R
On a R'ﬂ;'x ’/GJR; et Rﬁk ‘4&Rg . Par conséquent, on peut supposer que R

est un anneau semi-local et que G. est contenu dans le radical #( de R . Puisque
R est un anneau noethérien intdgre, semi-local, de dimension 1 il est de largeur

finie. Donc K est un R-module de largeur finie d'apres 1.2.8.. Comme L est une
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extension algébrique finie de K , c'est un R-module de largeur finie d'apres
1.2.12. . Donc R' est un R-module de largeur finie, et , par suite, R'Ai' est
un RAh—module de largeur finie. D'apreés 1.3.2. (ii), R'/GJ est un RAhfmodule de

longueur finie. Par suite, pour tout idéal G.' de R' , o' # (0), %& est un an—

neau artinien. Il en résulte que R' est noethérien et que sa hauteur est ¢ 1

< .



CHAPITRE II

Anneaux et modules de largeur 1 .

§ 1.- Anneaux de largeur gauche 1.

D'apreés 1.6.8., la largeur gauche d'un anneau A est égale & 1 si et seulement

si tout idéal multiplicatif & gauche de A est un idéal & gauche de l'anneau A .

Un anneau A , dont la largeur gauche est égale & 1, est un anneau local ; son
radical est l'unique idéal & gauche maximal de A et c'est un idéal complétement

premier.

Rappelons qu'on appelle idéal complétement premier d'un anneau A , un idéal

propre I de A tel que si abel, ol a et bEA alors a ou bel .

Un anneau A est dit compldtement premier si 1'idéal (0) est complétement pre-
mier.

Si I est un idéal propre d'un anneau A , on notera $dI (resp. SgI), 1'en-
semble des diviseurs de zéro a droite (resp. & gauche) de A modulo I , i.e.

6dI = sz ; il existe u€A ; u¢l tel que uzéI}

8,1 = {z; il existe u€A; u¢l tel que zu€l}

SdI (resp. §gI) est un idéal multiplicatif & droite (resp. & gauche) de A .

2.1.1. - Proposition. — Si I est un idéal propre d'un anneau A dont la largeur

gauche est égale & 1, alors SdI et ggI sont des idéaux bilatdres complétement
premiers de A.

Démonstration. Il résulte de la définition de SdI et de SgI que si ab€ SdI
(resp. abe SgI), alors a ou bétng (resp. a ou be SgI). I1 suffit donc de
prouver que SdI et 881 sont des idéaux bilatdres de A . Puisque SdI est un
idéal multiplicatif & droite et que la largeur gauche de A est 1, il suffit,
pour montrer que 3dI est un idéal bilatere de A , de prouver que c'est un idéal
multiplicatif & gauche. Soit z€ Sdi s il existe u€A , u¢1 , tel que uz €I .
Soit Xx€A . Si x =cu , alors xz€I ; d'ou szSdI . 8i u=4dx, alors d41I
et 1'on a dxz€I . Par suite, xz€ SdI . Pour montrer que SgI est un idéal bila-

tdre il suffit de montrer que c'est un idéal & droite. Soit z€ 8gI ; il existe



ANNEAUX ET MODULES DE LARGEUR 1 3

et m(A) 1'idéal maximal de A .

(i) Si 1'idéal m(A) n'est pas idempotent, il est principal ¥ gauche ;

(ii) Si m(A) = Aa, a €A, les seuls idéaux & gauche de A gqui contiennent

L]
I= ﬂ Aan sont les Aa,n et ils sont bilatéres.
n=1
(iii) 8i m(A) = Aa et si a est nilpotent, la longueur du module A_  est

s —

finie ; sinon 1'idéal I est complétement premier.

Démonstration. (i) Soient a et b deux éléments de m(A) qui n'appartiennert
pas & m(A)2 . On a, par exemple, b = xa , ol X€A ; x n'appartient pas & m(4).

Donc x est une unité de A et Ab = Aa . Par suite m(A) = Aa .

(ii) Soit n un nombre entier, n > 1 ; si a.“_1 #0 , on a (1—xa)an_1 #0
pour tout x€A . Donc an_1¢ Aa"c et Aa” ‘i 2™ L osi cea™ ot céf.Aan ,
ona ¢ = xan_1 ou X€EA et xém(A). Donc x est inversible et Ac = Aan_l .
Il n'existe donc pas d'idéal & gauche de A strictement compris entre A" et
Aa,n-'1 . Puisque le treillis des idéaux & gauche de A est totalement ordonné, les
seuls idéaux & gauche de A qui contiennent. I sont les Aa" . Puisque Aa est
un idéal bilatére de A , on a aASAa ; d'on a"Acaa” pour tout n et Aa" est

un idéal bilatdre de A .

(iii) Si a est nilpotent, la longueur du module Ag est finie, d'apreés (ii).
Si a n'est pas nilpotent, soit xy€I , et x et y¢I . Alors, il existe deux
entiers positifs n et m et deux unités ¢ et d de A tels que x = ca” et
y = da” s on a a"da"€T et adel s d'ol a"d = :t’at , o0 f est une unité de A
et t un entier > O . Par conséquent, a.t+m€I , ce qui est impossible. Donc I

est complétement premier.

2.1.6. — Définition. — Un anneau A est dit dual si 1l'on a : Aa = aA , pour tout
a €A .

2.1.7. - Proposition. — Soit A un anneau dont la largeur gauche est égale a 1 et

dont 1'idéal maximal m(A) est principal & gauche ; soit m(A) = Aa .

(i) Si la largeur droite de A est égale 4 1 , on a Aa =aA et A/I , ob

00
1= A" , est un anneau dual ;
n=1
(ii) Si Aa = aA , la largeur droite de l'anneau A/I est égale & 1 .

Démonstration. (i) Puisque la largeur droite de A est 1 et que 1'idéal maximal
de A n'est pas idempotent, on a, d'apres le symétrique de 2.1.5. (i), m(A) = Aa=
=DbA , o bEA . Puisque b¢m(A)2 yona b=23xa, oif x est une unité de A et
Aa = aA . Il résulte de 2.1.5. (ii) et de son symétrique que l'anneau A/I est dual.
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u€Al , u¢I y tel que zZu€l . Soit x€A ; si x est inversible, on a
-1 -1
zu = zXX Uu€l et x u¢I ; done zxe‘sgI . Si x n'est pas inversible, 1+x

l'est, par suite, z(1+x)e 581 ; d'od zx esgI .

Un idéal propre d'un anneau A est dit premier s'il vérifie 1l'une ou l'autre
des conditions équivalentes suivartes :

I.JeP , I et J idéaux de A ===========3 I ou JGP

aAbCcP , a et bEA (=========> a ou bEP .

Un anneau A est dit premier si 1'idéal (0) est premier.

2.1.2. - Définition. — On appelle 1-E-anneau (1-equivalence ring) tout anneau B,

non nécessairement unitaire, qui vérifie la condition suivante : (cf. [13]).
Si a et bEB et si b #£ 0, il existe p et gq€B tels que a = phq .

2.1.3. - THEOREME; - Soient A un anneau dont la largeur gauche est égale & 1 et ‘

I un idéal propre de A . Si I est premier et n'est pas complitement premier, il

existe un idéal minimum M le contenant ; M est compldtement premier ; on a

M= SgI ; l'anneau M/I est un 1-E-anneau.

Démonstration. On peut passer au quotient par I et supposer que I = (0) .
Puisque la largeur gauche de A est 1, Sg(O) est,-d'aprés 2.1.1., un idéal
complétement premier de A . Puisque A n'est pas complétement premier, on a
88(0) # (0). Soit J un idéal bilatdre de A tel que J;Ch Sg(O). I1 existe
a€Jg(0) et a¢J . D'ou JCAa . Par définition de 88(0) il existe UEA u £
tel que au =0 ; d'od Ju = (0) et, puisque A est premier, J = (0). Par consé-
quent 58(0) est un idéal minimum de A . Soit xésg(o), x # 0 . L'ensemble
{pxq, P et qe Sg(O)} , est un idéal multiplicatif bilatére de A . Donc, puisque
la largeur gauche de A est 1 , c'est un idéal bilatére de A ; il n'est pas nul.

Donc il coincide avec 88(0). Par suite sg(O) est un 1-E-anneau.

2.1.4. - Corollaire. — Soient A un anneau dont les largeurs droite et gauche,

sont égales 3 1 . Si I est un idéal premier et non complétement premier de A ,

il existe un idéal minimum M contenant I ; M est complétement premier et

M=3d1=8g1.

Démonstration. Puisque la largeur gauche de A est égale & 1 , SgI est 1'idéal
minimum qui contient I , d'ol SgIQ SdI . Puisque la largeur droite de A est 1 ;
sdI est 1'idéal minimum qui contient I . D'ou SgI = édI .

Le théordme 2.1.3. a été trouvé indépendamment par E. C. Posner [17].

N

2.1.5. - Proposition. — Soient A un anneau dont la largeur gauche est égale & 1
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(ii) On peut supposer que I = (0). Soient s un entier >0 et ¢ une unité
de A ; de 1'égalité Aa = aA , il résulte que ca® = a%ct , ou c¢' est une unité

de A . Par suite, la largeur droite de A est égale & 1 .

§ 2.~ Anneaux compldtement premiers de largeur gauche 1 .

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont supposés compldtement pre-
miers.

Un anneau A est dit régulier & gauche (resp. & droite) si 1'intersection de

deux idéaux d gauche (resp. & droite) non nuls de A n'est pas nulle. Un mnneau
A , régulier d gauche, peut &tre plongé dans un corps K , appelé corps des quo-

tients & gauche de A ; tout élément de K se met sous la forme a,—1b , 00 a et

beA , a #0 . Si, de plus A est régulier & droite, K est isomorphe au corps
des quotients & droite de A , dans un isomorphisme qui laisse inchangés les é1é-
ments de A (cf. {9] ; Chap. V ; p. 280-283) ; on identifiera, alors, ces deux

corps & un méme sur-corps de A que l'on appellera le corps des quotients de A .

Soient K un corps et A un sous-anneau de K . Nous aurons & considérer les
ensembles suivants :
S0 ={s€K s 8 et s—1¢A}
5, ={sek, s £0, Ansr = (0)} s1'={aeK,s;éo,An.u=(o)}
D=K- (AUS1) (complémentaire de A\.JS1 dans K) D' =K - (AuS,')
Alors:D:{xeK,x¢A et x=&b—1 , ou a et bEA}
D! ={x€K , x¢A et x = b-1a , o0 & et bEA}

On a l'inclusion S1US;CS° .
L'ensemble S1' (resp. S1) est vide si et seulement si K est le corps des quo-
tients & gauche (resp. & droite) de A .
2.2.,1, - THEOREME. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) 51 = SO H
(ii) La largeur gauche de l'anneau A est égale & 1 j

(iii) D est une partie multiplicativement stable de K .

Démonstration. (i) => (ii) Soient x et y€A , x et y #0 ; ona xy-1.y-_—.x;

done xy—1¢ S1 . D'ou xy—'1#.so ; par suite, xy-1 ou bien yx-1€ A et la
largeur gauche de A est égale a 1 .

(ii) = (iii). Si (ii) est vérifiée, D est l'ensemble des éléments x de K

1

- -1
tels que xéA et X € A ., Par suite, si x et y€D, ona (xy) €A et

S xy dA .
(iii) == (i). Soit s€S° § si sl%S1 , alors s_1¢ S, - Donc s et s—1€D ;
3
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d'ou 1€D, ce qui est impossible ; donc s€S1 et So = S1 o

2.2,2, — Corollaire. — Soient K un corps et A un sous-anneau de K ; les condi-

tions suivantes sont équivalentes :
(i) Quel gue soit x€K , ona x ou x_1€A 3
(ii) Le complémentaire de A dans K est une partie multiplicativement sta—

ble de K ;

(iii) La largeur du A-module & droite K est égale & 1 ;

(iv) La largeur du A-module & gauche K est égale & 1 .

Démonstration. L'équivalence (i) == (ii) résulte de 2.2.1. ; en effet, (i)
signifie que So est vide § donc S1 est vide et D =K - A est une partie mul-
tiplicativement stable de K . Si (ii) est vérifide et si s et s"1¢A , alors
1€K - A, ce qui est impossible ; donc So = @ . Démontrons, par exemple, que
(i) == (iii). Soient x et YEK , xet y#0 ; ona soit x_1y soit y_1x€A ;
donc yA et xA sont comparables. Si (iii) est vérifiée et si x €K , x%A , on
e ACxXA et x €A

Un anneau A , de largeur gauche 1 , est régulier & gauche et posséde un corps

des quotients & gauche.

2.2.,3., - THEOREME. -~ Soient A un anneau de largeur gauche 1 et K le corps des

quotients & gauche de A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module & guuche K est de largeur 1 ;

(ii) La largeur droite de l'anneau A est égale & 1 ;

(iii) L'anneau A est régulier & droite.

Si ces conditions sont réalisées, les largeurs, droite et gauche, de tous les

sur—-anneaux de A , contenus dans K , sont égales & 1 .

Démonstration. L'implication (i) = (ii) résulte de l'implication(2.2.2. (iii)>
== (2.2.2. (iv)) . L'implication (ii) == (iii) est évidente. Si (iii) est vérifide
S1 = {s €K, s #£0 , ANSsA = (0)} est vide. Donc l'ensemble D = K - AuS1 est le
complémentaire de A dans K . D'aprds 2.2.1., D est une partie multiplicative-
ment stable de K . Donc, d'aprés 2.2.2., la largeur du A-module & gauche K est

égale & 1 . La fin du théordme résulte de 2.2.2. .

Exemple d'anneau dont la largeur gauche est égale & 1 et qui n'est pas régulier

3 droite. Soient K un corps, gauche ou non, et H wun sous-corps de K , H# K .

Soit ¥ wun isomorphisme de K sur H . Dans 1l'ensemble A = K[[X]] des"séries

'

formelles", on pose Xa = \{(a)X pour a€K . Alors A est un anneau et un é1é-
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ment f =E al,iXi est inversible si et seulement si &, £0.8i £ et g
i2%0.

sont deux éléments, non nuls, de A , on peut écrire £ = £1X" et g = g'Xn ol

f' et g' sont inversibles et ol m et n sont des entiers 0 . Alors,

£

grxm g'-1g si m >n ; donc la largeur gauche de A est égale & 1 . Si
f = a1X Fooot a,an +... e8t une série formelle dont aucun des coefficients a,
n'appartient & H = @(K) , alors f # Xg et X £ fg , quel que soit g€A . La

largeur droite de A est donc différente de 1 .

Rappelons la définition d'une valuation d'un corps K , non nécessairement com—

mutatif [22].

2.2.4, - Définition. — Soit [' un groupe totalement ordonné non nécessairement
commutatif dont l'opération est notée additivement et auquel on adjoint un é1é-
ment oo assujetti aux conditions suivantes :

& ¢ pour tout o € [

a4+ 00= 00+ & = @+ 00= o0 pour tout we

Soit K un corps gauche,j une application v de K sur ' o est appelée une
valuation de K si les conditions suivantes sont satisfaites 3

(i) v(a + b) » Min.(v(a),v(b) quels que soient a et bLEK ;

(ii) +v(ab) = v(a) + v(b) quels que soient a et beK ;

(iii) On a v(a) = o0 pour un élément a de K si et seulement si a =0 .

Dans ces conditions, l'ensemble A des éléments a de K +tels que v(a) ¥ O
est un anneau, appelé l'anneau de valuation de K relatif & la valuation v .

L'anneau A est dual et le treillis de ses idéaux est btalement ordonné.

Le théortme suivant ([22] ; Chap. I 3 § 3 ; th. 3) donne une caractérisation

d'un anneau de valuation d'un corps gauche.

2.2.5., — THEOREME. - Soient K un corps et A un sous-anneau de K . Alors A

est l'anneau d'une valuation de K 8i et seulement si les conditions suivantes

sont vérifides @

(i) On a : s,-1Aa, = A pour tout élément non nul de K ;
(ii) 8i a€K , alors a ou a_1€A .

Nous appellerons automorphisme intérieur d'un corps K tout automorphisme in-

térieur du groupe multiplicatif K - (0).

2.2.,6, — THEOREME, — Soient A un anneau dont les largeurs, droite et gauche, sont

égales & 1 et K le corps des quotients de A ; les conditions suivantes sont &ui-

valentes @
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(i) A est un anneau de valuation de K ;

(i1) A est un anneau dual ;

(iii) Le groupe des unités de A est un sous—groupe normal du groupe multipli-
catif K - (0) 3
(iv) Si a et beA , ona aACbA si et seulement si AaCAb ;

(v) L'idéal maximal de A est invariant par tous les automorphismes inté-

rieurs de K ;

Démonstration. L'équivalence (i) = (ii) résulte de 2.2.5. . L'anneau A véri-
fie (iv) si et seulement si Aa = aA quel que soit a €A ; i.e. si et seulement

si A est un anneau dual.

(i) =2 (iii). Pour tout élément mon nul x de K on a 3 xAx-1 =A .Si a

est une unité de A , alors, a et a-1EA 3 d'od xax et xa—1x_é}\ et xa,x_1

est une unité de A .

L'implication (iii) == (v) résulte de ce que le groupe des unités de A est un
sous—groupe normal de K ~ (0) et du fait que 1 +y est une unité de A , si y
appartient & 1l'idéal maximal de A .

(v) =» (i). Soient xEK , x #0 , et a€A . Si a appartient & 1'idéal maxi-
mal m(A) de A , alors, xax-1€ m(A)cA . Si a¢m(A), alors a—1¢ m(A), puisque

-1 -1 -
a€A j donc xa X n'appartient pas & m(A) ; d'ou, d'aprds 2.2.4., xax 1€ A,

2.2.,7. — THEOREME. — Soient A wun anneau dont les largeurs, droite et gauche,

sont égales 3 1 , K le_corps des quotients de A et m(A) 1'idéal maximal de A.

Les conditions suivantes sont équivalentes 3

(i) A contient un anneau de valuation de K ;

(i) Si a et beA et si sACDbA , slors AacAb ;

(iii) L'image de m(A) par tout automorphisme intérieur de K est contenu

dans A .

Démonstration. (i) = (ii). Soit B un anneau de valuation de K , BcA .
Soient @ et b dans A tels que aAgbA ; alors b—1a£ m(A). On a donc néces—

sairement b_1a.€B et, puisque B est un anneau dual, BaCBb . Par suite : AacAb.

(ii) =» (iii). La condition (ii) est évidemment équivalente & la condition sui-
vante : si x et y€EK et si xAgyA , alors AxCAy . Soient a€m(A) et xE€K,

x #0 ; alors &Ag

(iii) => (i). L'ensemble B = {x €A , zxz—1€A quel que soit z€K - (0)} est

A j d'od xa.Agx.A . Par suite : AxaAx et xax-1sA .

un sous-anneau de A et il contient m(A). L'anneau B est évidemment conservé
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par tous les automorphismes intérieurs de K ; par suite il est dual. Soit x€K ,
-1 -
x¢B . S1i x¢A alors x € m(A) et x 'eB.si xea , il existe zeK , z #0 ,

tel que zxz—1¢A . Done zx_1z_'1

€m(A)CB . Donc x 1€B et B est un anneau

de valuation de K .

Soient K un corps et S un sous-ensemble de K ~ (0) ; nous noterons s

1'ensemble des x€K , x £ 0 , Tles .

2.2.8. — THEOREME. ~ Soient A un anneau de largeurs, droite et gauche, égales

41, K le corps des quotients de A et m(A) 1'idéal maximal de A . Il existe

une correspondance biunivoque entre l'ensemble des sur—anneaux de A contenus

dans K et l'ensemble des idéaux complitement premiers de A ; celle qui & un an-

neau B , ACBCK , associe 1'idéal maximal m(B) de B et d un idéal compldte—

ment premier P de A associe l'anneau B = AU S_1 y OU S est le complémen—

taire de P dans A . Dans cette correspondance, les anneaux de valuation de K

qui contiennent A sont associés aux idéaux compleétement premiers de A qui sont

conservés par tous les automorphismes intérieurs de K .

Démonstration. Soit B un sur-anneau de A contenu dans K ; les largeurs
droite et gauche de B sont égales 4 1 . Donc B est un anneau local. Soit m(B)
son idéal maa.cimal. Si X€B et x¢A , alors x-1€A et X est une unité de B .
Donc m(B)CA . On a évidemment B = AU S-1 ot S = m(A) - m(B). Soient P un
idéal compldtement premier de A et S = m(A) — P . L'ensemble B = A\_)S'-1 con—
tient A . Puisque P est un idéal complétement premier, les ensembles S et S
sont multiplicativement stables. Puisque les largeurs, droite et gauche, du A-
module K sont égales & 1 , il suffit, d'apres 1.6.8., pour prouver que B est
un anneau, de prouver qu'il est multiplicativement stable & gauche et & droite par
! et si ab¢B (resp. ba¢B), alors b—1a_1
e P). D'ol b—1€ P , ce qui est impossible., L'idéal P est évidemment 1'idéal

A.Si a€A et bes
-1. =1
a b

maximal de B . La fin du théordme résulte de 2.2.6. (v).

€P (resp.

Un anneau de valuation propre B d'un corps K est de rang 1 si les seuls
idéaux premiers de B qui sont stables par tous les automorphismes intérieurs

de K sont (0) et 1'idéal maximal de B .
Dans un anneau dual tout idéal premier est compldtement premier.

Soient K un corps et B un sous-anneau (resp. un sous-anneau dual) de K H

nous dirons que B est un sous—anneau maximal (resp. un sous—anneau dual maximal)

de K , si une relation BgAg_K sy O0 A est un anneau (resp. un anneau dual)

1

entrafne : K = A .,
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I1 résulte de 2.2.8., le corollaire suivant :

2.2.9. - Corollaire. — Soit B un anneau de valuation propre d'un corps K ; alors

(i) Le rang de B est égal & 1 si et seulement si B est un sous—anneau dual

maximal de K ;

(ii) Les seuls idéaux premiers de B sont (0) et son idéal maximal si et seu-

lement si B est un sous—anneau maximal de K .

2.2.10,~ Proposition. — Soient A un anneau régulier & gauche, V son centre etF

le corps des quotients de V . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L'anneau S_1A , 0t S=V-(0), est un corps ;

(ii) Quel que soit xeA , il existe y€A , y # 0 , tel que xy = yx€V .

Si ces conditions sont réalisées, l1'anneau A est régulier & droite et le corps

des quotients de A est S_1A .

Démonstration. (i) = (ii). Si K est le corps des quotients & gauche de A ’
1

alors K = S—1A . Donc, si x€A , x#0 , ona x = s_1y ,0u YyEA et s€V ,
s £0 ; d'od xy=yx =8 avee S€V et y #£0 .
(ii) =»> (i). Soit yeK ; il existe a et b€A , a £ 0 , tels que ay =b .

Soit a!' un élément non nul de A pour lequel a'a = 8S€EV . Alors y = s—1a'b

ot K=5'A.
Si la condition (i) est satisfaite, on a, quel que soit x€K , x =s a = as

ol a€A et s€V , s £0 ; donc A est régulier & droite.

2.2.11.~ THEOREME. - Soient A un anneau dont les largeurs, droite et gauche, sont

égales & 1, K le corps des quotients de A , V le centre de A , et F celui de

-1
K.Si K est algébrique sur F , ona : K=V¥ 'A, oh V¥ =V - (0).

Démonstration. Le centre V de A est contenu dans F et est un anneau de
valuation de F . Donc F est contenu dans l'anneau C = V*_1A . D'autre part, C

est un sur-anneau de A contenu dans K ; donc, si x€K et si x¢C , ON & 3

x-1€C . Puisque K est algébrique sur F , on a =+ f1xn_1
-n+1

n>1 et fiEF « Donc x + f1 + fzx_1 Fooot fnx =0 et x€C , ce qui con-

tredit le choix de x . Par suite, C = K = wla .

+ese+t £ =0, ol
n

§ 3.- Anneaux commutatifs de largeur 1 .

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont supposés commutatifs.

2.3.1, - Définition. - Un anneau A est complétement primaire si sa racine, i.e.

l'ensemble de ses éléments nilpotents, est l'unique idéal maximal de A .

S. J. Bryant et J. L. Zemmer ont démontré le théordme suivant ([5]).
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2.3.2. - THEOREME., - Soient B un anneau complétement primaire de caractéristique

0 et N 1'idéal maximal de B . L'anneau B possdde un sous-corps F qui est

isomorphe au corps résiduel B/N et tout élément a de B peut s'écrire d'une

maniere unique sous la forme : a=f+n, ou fEF et neN.

I. S. Cohen a démontré le théoréme suivant, que nous utiliserons dans le cas ou

la caractéristique de 1l'anneau est p # 0 ([6]).

2.3.3. — THEOREME. - Si A est un anneau local artinien d'égales caractéristiques,

A possdde un sous—corps F qui est isomorphe au corps résiduel de A ; le groupe

additif A+ de A admet la décomposition en somme directe A+ =N&F, ou N

est 1'idéal maximal de A .

Si P est un idéal premier d'un anneau A , on désignera par AP 1l'anneau des

fractions AP 4 "dénominateurs" dans A-P .

2.3.4, — THEOREME. - Soit A un anneau de largeur 1 dont la racine N coincide

avec 1'idéal des diviseurs de zéro de A . On suppose que l'une ou l'autre des con-

ditions suivantes est réalisée :

(i) La caractéristique de est O ;

A
(ii) La caractéristique de A est un nombre premier p et 1'idéal N est

nilpotent.

Alors, l'anneau A contient un sous—anneau V , isomorphe & l'anneau A/N ; V

est un anneau de valuation d'un corps F ; N est une F-algébre dont le treillis

des idéaux est totalement ordonné ; le groupe additif de A est somme directe des

groupes additifs de N et de V .

Démonstration. Puisque N est l'ensemble des diviseurs de zéro de A , l'anneau
A est isomorphe ia,yun sous—anneau de AN auquel nous l'identifierons. La largeur
de 1l'anneau A.N est égale & 1 et il a méme caractéristique que A . L'anneau AN
est compldtement primaire et son idéal maximal est NA.N . S1i aeN et seA, S#N
il existe b€A tel que a = bs ; puisque N est un idéal premier de A , on a :
bEN et, par suite, N = NA.N . D'apreés 2.3.2. et 2.3.3., l'anneau AN contient un
sous-corps F isomorphe & ‘AN/N et tel que (AN)+ est somme directe de F et
de N . Les idéaux de la F-algtbre N étant les idéaux de 1l'anneau A.N : le treil-
1is des idéaux de la F-algdbre N est totalement ordonné. Soit V = FNA . On a:
A+ = (N®@F)NA=N@®F , puisque N est contenu dans A . Le corps F est évi-
demment le corps des quotients de l'anneau V , soient x et y€V . On a, par
exemple, x = uy oi u€A ., Donec u=n+v, ob n€EN et veV ; donc X = ny+vy.
Puisque x et vy€V , ona ny€VNN ; d'od ny =0 et n =0 . Par conséquent

ueV et V est un anneau de valuation de T .
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Rappelons le résultat suivant (cf. 8 ).

2.3.5., - Proposition. — Soient K un corps de caractéristique p # O et H un

groupe cyclique d'ordre pm . Alors, l'algébre A = K[H] de H sur K est un

anneau de largeur 1 .,

2.3.6. — Proposition. — Soient K un corps commutatif et H un groupe, H # {1} ;

si 1'algdbre K[H] de H sur K est de la forme K[X]/(Xn),o_h_ K[X] est l'an-

neau des polynémes en X sur K , alors la caractéristique de K est p £0, H

est un groupe cyclique d'ordre pm et n= pm .

Démonstration. Le groupe H est nécessairement commutatif fini. Puisque H
est supposé différent de {1} , 1'entier n est strictement supérieur & 1 . Puis-
que l'algdbre K[H] n'egt pas semi-simple, la caractéristique p du corps K
n'est pas nulle et elle divise l'ordre de H . Soient HP le p-sous—-groupe maxi-
mal de H et H = Hp . L 1la décomposition de H en produit direct correspondant.
L'ordre du groupe L étant premier & p , l'anneau K[L] est semi-simple ; par
suite., K[L] est somme directe finie : K1 O ... & Ks , de corps Ki qui sont des
extensions de K . Donc K[H] = K[HIJ ®K K[L] est isomorphe & la somme directe
des produits tensoriels K[Hp] ® K, , i=1,...,s . L'anneau K[x]/(x®) étant
indécomposable, on a : s =1 et K[L] est un sur-corps de K . Mais K étant un
sous-corps maximal de K[X]/(Xn) ona : K[L] =K et L = {1\] . Par suite, H
est un p-groupe ; soit pm son ordre., Alors, pm est égal & la dimension du K-
espace vectoriel K([H] , i.e. & n . Le radical de K[H] , cofncidant avec 1'idéal
d'augmentation engendré par les éléments de la forme b-1 , od bEH , 1l'exposant
du groupe H ne peut &tre strictement inférieur a pm . Donc H possdde un é1é-

ment d'ordre pm et il est cyclique.

2.3.7. - Proposition. - Soient K un corps de caractéristique p et H un grou-

pe multiplicatif isomorphe au groupe additif des entiers p—adiques et I-Is le

groupe quotient de H par Hp® . Alors, 1'algébre complété A de H par K,

i.e. la limite projective : A = lim K[Hs) est un anneau de valuation discreéte
—
complet de son corps des quotients.

s
Démonstration. Soit u 1'isomorphisme de K[Hs] sur K[X)/(xF) qui au géné-

s
rateur ag du groupe cyclique Hs fait correspondre la classe, modulo (xP ) ae
1-X . Les ug forment un systéme projectif d'isomorphismes et l'anneau
s
A = lim K[H_] est isomorphe & lim K{X]/(XP") qui est 1'anneau des séries for-
— s — _

melles en X sur K .
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§ 4.- Modules projectifs de largeur 1 .

Nous dirons qu'un anneau est noethérien (resp. artinien) s'il est noethérien &

N

droite et & gauche (resp. artinien & droite et & gauche).

Rappelons qu'un idempotent e , non nul, d'un anneau A est dit primitif s'il

n'est pas somme de deux idempotents non nuls orthogonaux.

2.4.1. - THEOREME. - Soient A un anneau noethérien a gauche et N 1le radical

de A ; les conditions suivartes sont équivalentes :

(i) Tout A-module & gauche de type fini indécomposable et projectif est de
largeur 1 ;

(ii) Le A-module & gauche As admet une décomposition en somme directe :

n
(2.4.1.1) A = @ Ae,
i=1
dans laquelle les ei sont des idempotents primitifs deux & deux orthogonaux et

les seuls sous—modules de Aei sont les Nkei (k entier > 0) et, éventuelle-
ment, (0).

Démonstration. (i) == (ii). Soit As = QI Li une décomposition de As en
somme directe de sous-modules indécomposabi:s ;s alors l'ensemble d'indice I est
fini, on a Li = Aei , 1€I ou e est un idempotent primitif de A , les e,
sont deux & deux orthogonaux et 1 = Z:; e, -+ Dtaprds (i), la largeur de Ae,
est égale 2 1 . Si k est un entier ;fo , et si Nke. # (0), on a, d'aprés le
lemme de Nakayama, Nkei # Nk+1ei . Le A-module Nkei/Nk+1ei , étant semi-simple
et de largeur 1 , est simple. Alors, si M est un sous-A-module de Ae, et si

k +1 k +1 *
MCN e M¢N’k e, s ona: N e, = M+ N'k e, d'ou, d'apres le lemme de

Nakayama, M = Nkei et les seuls sous—modules de Ae, sont (0) et les Nkei .

(ii) == (i). De la décomposition (2.4.1.1), il résulte la décomposition
A/N = ;%% (A/N);i , ol G désigne la classe de e, modulo N . Puisque e, est
un idem;otent et que (A/N)Ei , isomorphe a Aei/Nei , est un module simple, Ei
est un idempotent primitif de A/N et l'anneau A/N est semi-simple ; donc si M
est un A/N-module simple, il existe un e, tel que M soit isomorphe & Aei/Nei.
Soient P un A-module & gauche de type fini, indécomposable et projectif, et M
un module simple, facteur direct du A-module semi-simple P/NP ; il existe un idem—
potent e = e de la décomposition de As , tel que M est isomorphe & Ae/Ne .
I1 existe donc un homomorphisme surjectif ¢ : P —> Ae/Ne. Puisque P est projectif,

il existe un homomorphisme f : P —>Ae tel que Of =y , oh § désigne 1'homo-

morphisme canonique : Ae —> Ae/Ne . Puisque Y est surjectif et que f(P) = Nse‘,

s entier >0 ,onaz: s =0 et f£(P) =Ae . Donc f est surjectif. Puis-
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que Ae est un module projectif, il existe un homomorphisme g : Ae —» P tel que
fg est 1l'identité de Ae . Alors P est égal & la somme directe gf(P) @ Q , ou
Q est le noyau de f et, puisque P est indécomposable, on a : Q = (0) . Par

suite f est un isomorphisme et P est de largeur 1 .

En utilisant les décompositions en somme directe de modules & gauche (resp. &
droite) indécomposables des anneaux artiniens, on prouve facilement la propositim

suivante :

2.4.2. - Proposition. — Soient A un anneau et N son radical ; si A estsépe

ré et complet pour la topologie N-adique et si quel que soit l'entier k , k > 0,

1'anneau A/Nk est artinien, alors, l'anneau A admet les décompositions en som-
n n

me directe A = @ Aei = @ eiA , ou les ei sont des idempotents primitifs
i=1 i=1

deux 3 deux orthogonaux de A .

Un anneau A est dit involutif s'il vérifie l'une ou l'autre des conditions
suivantes :

(i) L'anneau A est artinien et les modules A et A; sont injectifs ;

(ii) L'anneau A est artinien et l'on a : 0°.(0.°L) =L et 0.°(0*.R) =R

pour tout idéal & gauche L et tout idéal & droite R .

Dans un anneau involutif, le socle gauche, idéal engendré par les idéaux & gau-
che minimaux, et le socle droit, idéal engendré par les idéaux & droite minimaux,
coincident et cet idéal est l'annulateur, & droite ou & gauche, du radical de l'an-
neau. Si e est un idempotent primitif de A , le module Ae (resp. eA) possdde
un sous-module minimal unique qui est Se (resp. eb), ol S est le socle de A .

Pour tout ce qui concerne les anneaux involutifs, nous renvoyons a Eﬂ.

2.4.3. - Définition. — Soient A un anneau, N son radical. Nous dirons que A

est involutif restreint s'il est noethérien, séparé et complet pour la topologie

N-adique et si, pour tout entier k > 0O , l'anneau A/Nk est involutif et a pour

socle Nk—1/Nk , si N # (0).

2.4.4. - THEOREME. - Si A est un anneau involutif restreint, tout A-module, &

droite ou & gauche, de type fini, indécomposable et projectif, est de largeur 1 ;

si, de plus, A est artinien tout A-module indécomposable est de largeur 1 .

n
Démonstration. D'apres 2.4.2., on a : As = @ .Aei , OU e, est un idempotent
i=1
primitif. Soit L un sous-module non nul de Ae, et soit k 1le plus grand en-
tier pour lequel on a :L;Nkei . D'apres 2.4.3., Nke_/Nk+1ei est 1l'unique sous-

i
module minimal de Aei/NkHei .« Done L + Nk+1ei = Nkei et, d'aprds le lemme de
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Nakayama, on a : L = Nkei ; donc les seuls sous-modules de Aei sont (0) et les

Nkei . Si A est artinien, soit k 1'ordre de nilpotence de N . Soit M un A-

N

module & gauche. On peut supposer que Nk—1M # (0) ; donc il existe xeM tel que
Nk_1x # (0) et, par suite, il existe un idempotent primitif de la décomposition de
As , soit e, » pour lequel on a : Nk-1eix # (0). Par suite, l'application

ae, —> ee X de Aei sur Aeix est un isomorphisme. Donc Aeix est un sous—mo-

dule injectif de M ; puisque M est indécomposable, il est isomorphe & Aei .

Si A est un anneau involutif, on appelle permutation structurale de A , la

permutation de l'ensemble des classes d'idempotents primitifs de A qui & la
classe de l'idempotent primitif e de A fait correspondre la classe de 1l'idem—
potent primitif £ de A +tel que Ae/Ne est isomorphe & l'unique sous—module

minimal de Af , ou N désigne le radical de A .

2.4.5. — THEOREME. - Soient A un anneau involutif restreint et N le radical

de A . On suppose que les permutations structurales des différents anneaux invo-

lutifs A/Nk sont 1'identité. Alors tout A-module injectif artinien indécompo-

sable est de largeur 1 .

Démonstration. Soit M un module & gauche artinien injectif indécomposable ;
alors, M ne posséde qu'un sous-module simple M1 de M1 est isomorphe & Ae/Ne,
ol e est un idempotent primitif de A . Soit k wun entier >0 . Puisque les per-
mutations structurales de A sont 1'identité, il existe un isomorphisme de A-mo-
dules g Nk—1e/Nke -—>Nke/Nk+1e . Puisque 1l'anneau A/Nk+1 est involutif, y se
Wk,k+1 3 Ae/Nke —+.Ae/Nk+1e . Posons

: on forme un systime inductif de A-mo-

prolonge en un monomorphisme de A-modules :

pour s ¢ k , ¢

ok T Ttk *°° Ys,s41
dules : (Ae/N'e , ws,k)' Soit P = EiE'Ae/Nke . Alors, P est un module artinien

de largeur 1 et il est isomorphe & un sous-module de M. Il suffit donc de prouver
que P est injectif. Le module P peut &tre considéré comme la réunion de sous—
k k=1,2,..., ou Pk est isomorphe & Ae/Nke . Soient J wun idéal
3 gauche de A et f un homomorphisme : J — P . Si f est surjectif, soit Jk

modules P

1'image réciproque de Pk par f . Puisque A est noethérien & gauche, la chafne

des idéaux & gauche : J1Q...§Jk€... est finie. Donc il existe un entier n tel
que P = Pn. Oona N = (0), et P est isomorphe 3 Ae . L'anneau A étant alors
involutif, il existe un homomorphisme : As =P qui prolonge f . Si N n'est pas
nilpotent, 1'homomorphisme f n'est pas surjectif, Soit £(J) = P s ona f(NkJ)=
= (0) et f£ induit un homomorphisme de A/Nk—modules : J/NkJ — P, qui, puisque
A/Nk est involutif, se prolonge en un homomorphisme ¥ : A/NkJ -’Pk . Si 6 dé-

signe l'homomorphisme canonique A —9>A/NkJ , alors g = 9 est un homomorphisme
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de A-modules : A —5 P qui prolonge f .

Soient A un anneau de valuation discrdte de rang 1 complet et m(A) 1'idéal
maximal de A ; si la caracbtéristique du corps résiduel de A est p # 0 , soit
G un groupe fini d'ordre premier & p . Pour tout entier k >0 , les anneaux
A[G]/m(A)k[G] et (A/m(A)k)[G] sont isomorphes. Donc l'anneau A[Gym(A)k[G] est
involutif et sa permutation structurale est 1'identité. Par suite, l'anneau Aﬁﬂ
est involutif restreint et ses différentes permutations structurales sont 1'identité.

Soient A un anneau, M un A-module & gauche et N un A-module & droite. Si
£ est une forme bilinéaire de M X N dans A , on pose :

Amn (L) = {ye€N ; £(L,y) = 0} Am%m)={xeM; £(x,R) = 0}

pour tous les sous-modules L et R de M et N respectivement.

D

La forme bilinéaire f est non dégénérée si l'on a : Annf(M) = (0) et
Annf(N) = (0).

2.4.6. - THEOREME. - Soient A un anneau involutif, M (resp. N) un A-module &

gauche (resp. ¥ droite) de type fini et f wune forme bilinéaire non dégénérée de

MXN dans A . Alors, pour tous les sous-modules L de M et R de N, on a:
Annf(Annf(L)) =L et Annf(Annf(R)) =R . (cf. [8] ; Chap. VIII : § 58 ; Th. 58-8;
p. 397).

2.4,7. — Lemme. - Soient A un anneau involutif, B un anneau muni d'une structure

de A-bimodule. Désignons par Bs (resp. Bd) la structure de A-module & gauche

(resp. & droite) de B . On suppose que les conditions suivantes sont réalisées :

12) Les A-modules Bs et B

3 sont de type fini ;

29) Tout idéal & gauche (resp. & droite) de l'anneau B est un sous—A-module

de BB (resp. Bd) 3

3¢) I1 existe une forme A-linéaire w du A-bimodule B dans A dont le

noyau, ensemble des éléments x de B tels gue w(x) =0 , ne contient aucun

idéal, 3 droite ou & gauche, non nul de l'anneau B ; i.e. :

(i) w(x+y) = w(x) + w(y) ; w(ax) = aw(x) ; w(xa) = o(x)a si x, yeB , a€A ;

(ii) 5i w(xB) = (0) ou w(Bx) = (0) , pour x€B , ona : x=0.

Alorﬁ 1l'anneau B est involutif.

Démonstration, Puisque l'anneau A est artinien, les A-modules Bs et Bd y
étant de type fini sont artiniens ; donc, d'aprés 22), l'anneau B est artinien.
Soit £ 1a forme bilinéaire de Bs X Bd dans A définie par f(x,y) = w(xy) si
x et yeB . Si, pour x€B , on a : f(x,Bd) = (0) ou f(Bs,x) = (0), alors,

d'aprds 32), x =0 . Donc f est non dégénérée. Soient L wun idéal & gauche et
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R un idéal & droite de B . On a Annf(L) ={x6B 3 £(L,x) = O} = {x€B ; w(lx) =
= (0)} ; donc, d'aprds 32), on a 1 Annf(L) = 0.°L.. De la méme fagon, on a :
Annf(R) = 0.°R . Le théordtme 2.4.6.,‘ appliqué au systéme formé de A , Bs y Bd ,
f , prouve que l'anneau B est involutif.

2.4.8, — THEOREME. - Soient B un anneau, A un sous—anneau de B de la forme

K[X]/(Xn), ol K est un corps commﬁtatif, N 1le radical de A . On suppose qu'il

existe un sous-anneau semi-simple C de B gqui est 1'algébre sur K d'un groupe

fini G d'ordre premier & la caractéristique de K , de telle sorte que 3

12) Le A-module & gauche (resp. & droite) B s'identifie & AG\KC (resp. C@KA);
22) On a 3 NB = BN ;

32) Les é1éments de A et C commutent modulo N GKC H
42) On a 3 g_1Ag = A gquel gue soit gEG ;
5¢) Si g et heG et si a€A ,ona (a® h)g=a®hg et gl(a®h)=
-1
= (gag )® gh .

Alors, l'anneau B est artinien et involutif restreint.

Démonstration. D'aprds 12), B est un A-module & droite et A& gauche de type
fini ; donc B est artinien. D'aprés 22), 1'idéal NB est nilpotent ; il est dme
contenu dans le radical de B . D'aprds 3°2), les anneaux B/NB et (A/N) @Kc(“=’ c)
sont isomorphes ; donc NB est le radical de B . Puisque B/NiB vérifie, pour
tout entier i > 0 1les mémes conditions que B , il suffit de prouver que B est
involutif et que son socle est Nn—1B . Soit g, 1'é1ément unité de G et soit

£ 1l'application de B dans A qui & x =E a, ® g, fait correspondre 8y .
gieG
Alors, £ est une forme A-linéaire du A-bimodule B dans A . Si f£(xB) =0 ,

alors f(xg?) =0, quel que soit gieG ; donc, d'apres 52), ona : x =0 . Si

£(Bx) = 0 , alors g?x =Z (g

1 -1 -1 .
i a’jgi) ] (gi gj) et g, 8,8 = 0 quel que soit
85G

giEG.Donc ai=0 et x=0.
D'aprds 2.4.7., B est involutif. On a évidemment Nn“BgO'.(NB). Soit

x =Z 8, ® g, 0°.(NB) ; alors Nx = (0) et, quel que soit a; yona:Na =
gea

-1 - -
= (0) ;3 d'od aieNn et xeN 1B . Par suite, N® 1B est le socle de B .

2.4.9. - Corollaire. — Soient C 1l'algdbre sur un corps K d'un groupe fini G

dont 1'ordre est premier & la caractéristique de K . Posons An = K[X]/(Xn) et

soit Bn un sur-anneau de An tel que les conditions de 2.4.8. soient vérifiées

par € , B et A . Posons A =1lim A et soit N le radical de A . Alors
n — 'n ——b n
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l'anneau B = lim B est involutif restreint.
~ anneau e— 1

Démonstration. L'anneau B s'identifie comme A-module & gauche & lim(An®K c),
On a, pour tout n , un homomorphisme surjectif A Gk C -_,‘An Qk C dont le noyau
est N° Gk C tel que le diagramme :
_
AQKC\AAnIKC
Am B C
oi) m< n, est commutatif. Donc A QK C est isomorphe & lim(An ®K C), puisque
N (Nn @K C) =0 . Donc B s'identifie, comme A-medule & A @K C.Onaz: NB-=
n=1 ©
= BN , puisque NBk = BkN pour tout k et que [ BNk = (0). L'anneau B est
k=1
complet pour la topologie NB-adique ; donc NB est contenu dans le radical de B.
Les éléments de A et de C commutent modulo N QK C ; donc l'anneau B/NB est
semi-simple et NB est le radical de B . Pour tout entier n >0 , B/NnB est

isomorphe & Bn 3 donc B est involutif restreint, d'apres 2.4.8. .

Soient G wun groupe, H un sous-groupe normal de G et U un sous—groupe de
G . On dit que G est le produit semi-direct de H par U si UNnH - {1} et
G = H.U.

2.4.10.—~ THEOREME. — Soient G un groupe produit semi-direct d'un groupe cyclique

H d'ordre pn par un groupe fini U dont l'ordre est premier & p et K un

corps de caractéristique p . Alors l'anneau KBﬂ est involutif restreint.

Démonstration. D'aprés 2.3.5., l'anneau A = K(H|] est isomorphe & K‘?ﬂ/(xpn).
Puisque H est un sous—groupe normal de G , on a ¢ u;1Au = A , quel que soit
u€U ., Puisque G est produit semi-direct de H par U tout élément x de B
se met d'une manidre unique sous la forme : X = b1u1 +eoot bsus , Ol biE.A et
ukG.U « Donc B est isomorphe au A-module & gauche A QK C . Soient a un géné-
rateur du groupe cyclique H , u un élément de U et k un nombre entier ; puis-—
que H est un sous—groupe normal de G , il existe un.entier s tel que uak =
=a® ; d'on ua® = fu + (as—ak)u et as-ak appartient au radical N de A ,
dtaprés 2.3.5. . Donc les éléments de A et C commutent modulo N GK C . La con-

dition 52) de 2.4.8. est évidemment vérifide. Donc B est involutif restreint.
I1 résulte de 2.4.9. et 2.3.7., le corollaire suivant 3

2.4.11.- Corollaire. -~ Soient G un groupe produit semi-direct d'un groupe H iso-

morphe au groupe additif des entiers p-adiques par un groupe fini U .dont 1l'ordre

s
est premier 4 p, Gg le groupe quotient de G par gP et K un corps de ca-
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ractéristique p . Alors, l'anneau B = lim K[Gs] est involutif restreint.
(—
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CHAPITRE III

Quasi-valuations

Sauf mention du contraire tous les groupes considérés dans ce chapitre sont

supposés commutatifs.

§ 1.— Quasi-valuations de modules simples.

Nous désignerons par [ un ensemble totalement ordonné, par une relation d'or-
dre notée ¢ et qui, s'il n'est pas réduit & un seul élément, ne posséde ni plus
grand ni plus petit élément. Il en est, en particulier, ainsi, lorsque I’ est mu-
ni d'une structure de groupe, commutatif ou non, compatible avec sa structure

d'ensemble ordonné.

On adjoint & [ un élément, noté O , assujetti & la condition suivante :

0 <a quel que soit w« €l

On appelle section commengante généralisée d'un ensemble ordonné E , un sous-

ensemble & de E qui satisfait & la condition suivante :

2EL;0EE ; pcx = pED

Soient M un module & gauche simple et fidéle sur un anneau B et F 1le
corps commutant de B sur M . On désignera par F le groupe multiplicatif

de F .

3.1.1. - Définition. — Appelons quasi-valuation du systéme constitué par M , F
et B , une application v de M sur [ U{O} qui vérifie les axiomes suivants :
I,.-0Ona: vix +y) & Max(v(?c),v(y)) quels que soient x et y€EM ;
I,.-0na: v(x) = 0 , pour un élément x de M , si et seulement si x = 0 ;
II1.— Si 0 #£ v(x) ¢ v(y), o x et y€EM, il existe £ EF* pour lequel on
a v(ty) ¢ v(x) ;
IIZ.- Si, pour x€M et f€F , on a : v(fx) < v(x), alors : v(fy) ¢ v(y) quel
que soit y€EM ;
III.- Si v(x) ¢ v(y), o x et y€M, il existe YEB tel que x = yy et
tel que v(9z) ¢ v(z) quel que soit ze€M .
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La quasi-valuation v sera dite triviale si [' ne posséde qu'un élément.
De l'axiome III, il résulte la propriété suivante :

3.1.2, - 8i v(x) g v(y), pour x et yeM, alors v(fx) ¢ v(fy) quel que soit
fEF .

3.1.3. - Si fEF* et si x€M, ona v(fx) < v(x) (resp. v(fx) = v(x)) si et
seulement si v(x) < v(f_1x) (resp. v(x) = v(f_1x) ; en effet, si v(fx) ¢ v(x),
on a, d'aprés 3.1.2., v(x) ¢ v(f—1x). On a : v(fx) = v(x) si et seulement si
v(fx) ¢ v(x) et v(x) ¢ v((fn1 )-1x) ; c'est-a-dire si et seulement si +v(x) =

= v(f—1x) .

3.1.4. - Si, pour un élément x€EM et un élément fE€F*, on a v(x) < v(fx),

alors v(y) ¢ v(fy) quel que soit y€M ; en effet, sinon, il existerait un

y €M pour lequel : v(y) > v(fy) ; d'olu, d'apres 112, v(fx) » v(x), ce qui con-
tredit 1'hypothése faite sur x .

3.1.5. - On a : v(-x) = v(x), quel que soit XEM ; soit 1 1'élément unité de F;
si, pour X€M , on a : v(-x) = v((~1)x) ¢ v(x), il résulte de 3.1.3., que

v(x) ¢ v((-1)x) ; d'ou v(x) = v(-x).

3.1.6. - THEOREME. — L'ensemble V = {f ; £EF ; v(fx) ¢ v(x) gquel que soit

x€ M} est un anneau de valuation du corps F .

Démonstration. On prouve facilement que V est un sous-anneau de F . Il suf-
fit, d'apreés 2.2.5., de vérifier que V satisfait aux conditions suivantes :

(i) Quel que soit fEF , ona : £ ou f—1€V

(ii) Quel que soit f€V , £ #£0 , ona : £ ve

V.

Soit f€F , f¢V . I1 existe donc un élément x €M pour lequel on a l'inéga-
1ité stricte v(x) < v(£x). Il en résulte, d'apres 3.1.4., que v(y) ¢ v(fy),
pour tout y€EM ; d'ou, d'aprés 3.1.3., v(f-1y) & v(y), pour tout y€M . Par
conséquent f—1€V et V vérifie (i). Soient g€V et f€F* ; on a, par défi-
nition de V , v(gfx) ¢ v(£x), quel que soit x€M . D'oh, d'a:prés 3.1.2.,
v(f—1gfx) & v(x), pour tout x€M et f—1gf€V . Donc, pour tout fEF* on a :
£veev . Doy £ Ve =V , si £€V-(0).

Nous désignerons par I‘F le groupe de la valuation du corps F qui corres-
pond & l'anneau V et nous désignerons par ¥ la valuation correspondante de

F (ceci, évidemment, & une équivalence pres).

3.1.7. - Lemme. — Soient f et g€F ; on a : v(fx) = v(gx) quel que soit x€M,
si et seulement si 'Y'(f.) =¥(g).

&
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Démonstration. Il n'y a rien & démontrer si f ou si g est nul. Supposons
donc que £ £0 et g#0 .8Si v(fx) = v(gx), quel que soit x¢M , on a, d'apes
3.1.3. et 3.1.6., f-1g et g—1f€V ; donec f_1g est une unité de V et ¥(g) =
=¥%(£). Inversement, si ¥(f) = ¥(g), i.e. si g-1f et f-1g €V , on a, quel que
soit xeM , v(g-1fx) & v(x) et v(f_1gx) ¢ v(x) ; d'ou v(fx) = v(gx) quel que
soit x€M .

3.1.8. — Lemme. — Soit p un élément du groupe FF et soit fEF* . L'applica-
tion @p : v(x) — v(fx) est un isomorphisme de 1'ensemble ordonné f , si

4 =¥'(f)-

Démonstration. Nous notons @, cette application, car, d'aprés 3.1.7., elle ne
dépend que de p . L'application @p est surjective ; en effet, si v(y)e € , on
YEM , ona :y= f(f_1y) ; Ao v(y) = ®p v(f—1y) et ”v(f—1y)€[‘. Elle est in-
jective ; si pour deux éléments v(x) et v(y) de [ , ona : ®p v(x) = ®P v(y),
alors v(fx) = v(fy) ; d'od v(x) = v(y). Enfin, si v(x) ¢ v(y), on a, d'apres
3.1.2., v(fx) ¢ v(fy) et @pv(x) ¢ @pv(y).

Si E est un ensemble totalement ordonné, on désignera par Aut. E , le groupe
ordonné, par la relation d'ordre induite par celle de E , des automorphismes de

l'ensemble ordonné E .

3.1.9. — THEOREME, - L'application qui & 1'élément p du groupe I"F fait corres—

pondre 1'automorphisme ®l’ de [' est un isomorphisme du groupe I‘F dans le grox

pe Aut.l .

Démonstration. Soient ¢ et A€ PF 3 il existe donc f et g€-F* tels que
-1
p=Y(£), et A =¥(g).Ona: p¢ A, (resp. p=2), si et seulement si g fEV

1g €V) ; i.e. si et seulement si on a , quel que soit Xx€EM ,

-1 -
(resp. g £ et £
@Pv(x) < ®Pv(x) (resp. ®Pv(x) = @))‘v(x)) ; i.e. si et seulement si on a @
®p ¢ 8, (resp. ®p =®,). Par conséquent, l'application ¢ —> @p est une appli-
cation injective d'ensembles ordonnés. Soient p et HGI‘F s il existe f et
he€F* tel que p =¥(f) et t =¥(h). Alors pp =¥(fh). Soit xX€EM ; on a 3

®?,.(v(x)) = v(fhx) = ®f(v(h.x)) = @p Ox(v(x)). Par conséquent ®”= ®p @p.

Les axiomes II1 et 112 entrafnent, respectivement, les propriétés 111' et IIé
suivantes :

(II1'). -8i Ag p,oh A et pel, il existe pefF tel que ®Pl""< A

(IIé). -Si @A<A,on AEL et P€I‘F yona:@pp¢ quel que soit pel,

De la propriété (II1'), il résulte la proposition suivante
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3.1.10.- Proposition. - La valuation 4 du corps F est triviale si et seulement

si la quasi-valuation v du systeme (M,F,B) est triviale.

3.1.11.- L'ensemble A des éléments weB pour lesquels on & : v(gx) ¢ v(x) quel

que soit x€M , est un sous—anneau de B , qui sera appelé 1'anneau de la quasi-

valuation v ; d'aprés la définition de l'ensemble A , 1'élément unité de B ap-
partient & A et si ¢ et ye€A, ona: Yy€EA . On a aussi : ¢~ yEA,

d'apreés l'axiome I1 et 3.1.5.

3.1.12.- Le treillis des sous—A-modules de M est totalement ordonné et est iso-

morphe & l'ensemble totalement ordonné des sections commencantes généralisées de

! U{O} ; en effet, & un sous—-A-module N de M , on faii correspondre le sous-—
ensemble de !U{O} suivant : A (N) = {v(x) ; x€ N}; puisque l'application v :
M—T \){0} est surjective, il résulte de l'axiome III, que B&(N) est une sec-
tion commengante généralisée de I U{O} . Si N1 et N2 sont deux sous—A-modules
de M et si N1g N2 , on a, de fagon évidente, A(N1)$ A(NZ)' Soit A une sec-
tion commengante généralisée de I U{O} ; l'ensemble N(8) = {xéM ; v(x)e A} est
un sous—A-module de M ; en effet, N(A) est un sous-groupe additif de M , daprs

3.1.7.. Enfin, 1'application & —> N(4) est croissante et les applications

N — AO(N) et O —> N(A) sont inverses 1l'une de 1l'autre.

3.1.13.- 8i x€&€M , le sous-A-module monogéne de M , engendré par x , est l'en-

semble des éléments y €M pour lesquels on a : v(y) ¢ v(x) ; en effet, on a :

v(y) ¢ v(x) si et seulement si y =yx , ol weA ; i.e. si et seulement si yeAx.

3.1.14.- Si G est un sous-A-module non nul de M , il résulte de l'axiome II

1
et de 3.1.13., que, pour tout x€eM , il existe £EF tel que fx€G .

I1 résulte de 3.1.14., les propriétés suivantes

3.1.15.- Si G est un sous-A-module non nul de M et aussi un sous-F-espace vec-

toriel de M, ona : G=M.

3.1.16.- L'annulateur dans A , d'un sous-A-module non nul de M est (0). En par-

ticulier, l'anneau A est premier.

3.1.17.- Tout sous—A-module G de M est, en particulier, un V-module ; et si

G n'est pas nul, le V-module M est une extension essentielle du V-module G .

Soient fEV et X€G ; on a, par définition de V , v(fx) ¢ v(x) ; d'od fx€G ,
d'aprés 3.1.11.. Soient N un sous-V-module de M +tel que NNG = (0) et x€N.
I1 existe, d'apres 3.1.14., £EF’ tel que fx€G . D'ou, puisque f ou f—1€ v,

ona:x=0 et N=(0).
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3.1.18.~ Proposition. — Si 1'anneau B est 1l'anneau des endomorphismes du F-es-

pace vectoriel M , B est aussi l'anneau des endomorphismes du V-module M .

Démonstration. L'anneau B est contenu dans 1l'anneau C des endomorphismes du
V-module M . Si wyeC , f€F , fﬁV et x€eM , alors f—1€V s y=1fx ; ona:
-1 1 .
Wf y) = £ ly). Do f£y(x) = y(fx).
Nous dirons qu'un sous—A-module de M est propre, s'il est différent de M et

de (0).

3.1.19.~ THEOREME. - Soit G un sous—A-module propre de M . Si B est 1l'anneau

des endomorphismes du F-espace vectoriel M , 1l'anneau A1 des V-endomorphismes

de G est isomorphe au sous-anneau de B , formé des éléments de B qui conser-

vent G . Si la quasi-valuation v n'est pas triviale, l'ensemble f‘l des sous-—

A1-modu1es monogeénes non nuls de M est totalement ordonné et ne posséde ni plus

petit ni plus grand élément. L'application ’v1 de M sur I‘1ui0} , définie par

v(x) = A x est une quasi-valuation du systéme constitué par M , F et B .

Démonstration. Soient y€A, et x€M ., D'apreés 3.1.14., il existe fEF tel

que fx €G . L'élément f-1 \v1(fx) de M ne dépend pas de f ; i.e. si, pour un
autre élément geF* , on a gx€G , alors, f—1 y(fx) = gm1 y(gx) ; en effet, puis-
que V est un anneau de valuation de F , on a, par exemple : fg—1 =h€eV . D'ou
f’;l \Y(fx) = g_1h"1 9(hgx) = g"1 ¢(gx). Posons $(x) = f~1 Y(£x). L'application $
est un endomorphisme du groupe M . En effet, soient x et yeM ; il existe £
et g€F tels que fx et gy €G et l'on a : E(x) = f_1 y(£x), rp(y) = g—1 y(gy)
Si g=nhf , ot hEV , alors hfx et hfy€G ; d'ou g(x+y)€G et ixty) =

= g-1 v (gx) + g_1 (gy) = G(x) + $(y). L'application G est un F-endomorphisme
de M . Il suffit, d'apreés 3.1.18., de vérifier que G est un V-endomorphisme

de M . Soient g€V et xeM . Si xXx€G , ona 3 E(gx) = ¢(gx) = g ¥(x) = g g(x)
Si x¢G, il existe hEV , h £0 , tel que hx€G . D'od ¢(x) = h ' g(hx) et
g a(x) = gh-‘l w(hx). Si gh-1€V , On a gh-—1 Y(hx) = q)(gh—1hx) = Tp(gx) ; sinonm,
hg_1 appartient & V et gh"1 ¢(hx) = gh_.1 \.?(hg-1gx) = E(gx). Le prolongement

E de y a M, ainsi défini, est unique et 1l'application Y —> _\; est un iso-
morphisme de A1 dans B . Si 1'on identifie A1 au sous—anneau de B auquel

il est isomorphe, A1 est 1'ensemble des éléments de B qui respectent G ; par
suite on a : AgA1 . Donc, 1l'ensemble F1 des sous—A1—modules monogénes non nuls
de M est totalement ordonné. Si [‘1 possedait un plus grand élément, M serait
un A1—modu1e monogéne ; on aurait M = A1x , XEM et, pour un élément fEF* ,
fx appartiendrait & G ; d'ou M = G , ce qui contredit l'hypothése faite sur G .
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Si [‘1 possédait un plus petit élément, il existerait un sous—A1-—modu1e minimal

de M, soit A1y s YEM , y #0 . Le A1—modu1e A1y serait un F-espace vecto-

riel. D'apreés 3.1.15., on aurait M = Ay , ce qui est impossible. Les axiomes I

1
et III sont visiblement vérifiés par vyoe Soient x et yEM , x #0 ; si 1l'on
a v1(x) < v1(y), i.e. A1xiA1y , alors, puisque A§A1 , ona v(x) <v(y).

Donc il existe fEF tel que v(fy) ¢ v(x). D'od v, (fy) < v,(x) et 1'axiome

1

I, est vérifié, Si, pour fEF et x€EM, on a : v (£x) < v (x), alors, si

£EV , ona : v(fy) ¢ v(y), quel que soit ye€M ; par suite v1(fy)s v1(y), quel
que soit y €M . Nous allons prouver que f appartient nécessairement & V , ce

qui achdvera la démonstration. Si l'on avait f%V , alors f—1€V d'ou qu €

€ Axt’;A1x . Par suite, A 4

41X serait contenu dans A1fx , i.e. v1(x) ¢ v1(fx), ce

qui est impossible.

§ 2.- Anneaux compldtement premiers.

3.2.1. — Définition. - Soient K wun corps gauche et F 1le centre de K ; nous

appellerons quasi-valuation de K wune quasi-valuation du systéme constitué par

K, Fet le K-module KS .

3.2.2. — THEOREME. - Sgient K un corps et A un sous-anneau de K . Pour que

A soit l'anneau d'une quasi-valuation de K , il faut et il suffit que la largeur

gauchede A soit égale & 1 et que K = AQ®, F, oi V est le centre de A et F

est le corps des quotients de V .

Démonstration. La condition est nécessaire. Si A est l'anneau d'une quasi-
valuation de K , le treillis des sous-A-modules & gauche de K est totalement
ordonné d'aprés 3.1.12.. D'aprés 2.2.2., K est le corps des quotients (& gauche
et & droite) de A et les largeurs gauche et droite de A sont égales a 1 .
D'apres 3.1.6., le centre V de A est l'anneau d'une valuation du corps F .
Soit C = V*-1A , ol V¥ = v =(0). Alo;s, C est un sur-anneau de A contenu
dans K . Si k€K et k¢A , il existe, d'aprés 3.1.14., f€F , £ # 0 , tel que
fk €A . Puisque k¢A , ona : K ea ; donc £ €V* . Par suite, keC et K =C
=V

La condition est suffisante. Si K = A GW F, ou V est le centre de A et
F le corps des quotients de V. , l'anneau A est régulier & droite et K est le
corps des quotients de A , d'aprés 2.2.10.. Il résulte alors de 2.2.3. que les
largeurs droite et gauche de A sont égales & 1 et que le treillis des sous—A-
modules & gauche de K est totalement ordonné. Soit I 1'ensemble des sous-A-
modules & gauche monogénes non nuls de K . L'ensemble [ ne posséde ni plus pe-

tit ni plus grand élément, & moins que l'anneau A ne coincide avec K . Soit v
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1tapplication de K sur Fu{Q} définie par v(x) = Ax . Les axiomes I et III de
3.1.1. sont évidemment vérifiés, et l'on a : A = {aGEK ; v(ax) ¢ v(x) quel que
soit xeK} .8 a et beK et si 0 # v(a)g v(b), alors a =xb , x€A ,
x # 0 . Donc, il existe un élément s du centre de A , s # 0 , tel que x—1 =
= s-1y , ol y€A . Par suite, ab =ya et v(sb) ¢ v(a). Le centre de A , étant
contenu dans le centre F de K , ona : sc¢F ; 1l'axiome II1 est donc vérifié.
Soit a€K ; si, pour f€ F , on a : v(fa) < v(a), alors fe€ A ; sinon, £ en et
Aac Afa , ce qui est impossible. Puisque f€A , on a 1 v(fx) ¢ v(x) quel que soit
x€K et 1l'axiome 112 est vérifié.,

D'aprds 2.2.11., si un corps K est algébrique sur son centre, en particulier
si K est de rang fini sur son centre, et si K est valué, la valuation de K

est aussi une quasi-valuation.

§ 3.~ C-groupes.

Les anneaux considérés dans ce paragraphe ne sont pas nécessairement unitaires.

3.3.1. — Définition. — Nous dirons qu'un groupe G vérifie la condition (C) ou
que G est un C-—groupe, si le treillis des sous-groupes complédtement invariants
de G est totalement ordonné ; i.e. si G est un module de largeur 1 sur l'an-
neau de ses endomorphismes,

Puisque tout sous-groupe complétement invariant du groupe additif d'un anneau
est un idéal de cet anneau, le groupe additif d'un anneau de largeur 1 est un C-
groupe ; nous dirons qu'un anneau, non unitaire, est de largeur 1 si le treillis
de ses idéaux est totalement ordenné.

Il résulte de la décomposition d'un groupe de torsion en somme directe de sous-
groupes primaires et du fait que la composante p-primaire (p premier) d'un grou-
pe.de torsion est un sous—groupe complétement invariant, le lemme suivant :

3.3.2, — Lemme., — S'il n'est pas nul, le sous—groupe de torsion maximal d'un C-

groupe est un groupe primaire.

3.3.3. - Lemme. - Il existe, au plus, un nombre premier par lequel un C-groupe

donné n'est pas divisible.

Démonstration. Soient p et q deux nombres premiers distincts ; il existe
deux entiers u et v , tels que 1 =up + vq ; d'ot G = pG + qG . Les sous-—
groupes pG et G étant complétement invariants, on a, soit G = pG soit
G =qG .

Si T est un p-groupe (p premier) et si k est un nombre entier positif,
on désigne par T[pk] le sous-groupe de T constitué par les éléments d'ordre p‘n,
ou n k . Le sous-groupe T[p] est appelé ley_s_o_& de T . Un p-groupe T est
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dit borné s'il existe un entier n >0 , pour lequel on a : T[pn] =T, i.e.
n,
pT = (0).

Nous désignerons, respectivement, par G, et §G , le sous-groupe de torsion

. t
maximal et le sous-groupe divisible maximal d'un groupe G .

Un groupe G est dit réduit, si §G = (0).

3.3.4., — Lemme. — S'il n'est pas nul, le sous—groupe divisible maximal d'un C-

groupe G contient le sous-groupe de torsion maximal de G .

Démonstration. Les sous—groupes $G et G étant compleétement invariants

t ?

dans G , sont comparables. Si §G & G §G est un sous-groupe divisible de G

t ?
et, par suite, c'est un facteur direct de Gt (Voir, exemple, [1]) ; or a 1 G

=$8G@H . Mais, d'apres 3.3.2., G

t
t =
4 est un p-groupe ; comme p divise 8G , le
socle de Gt , qui est un sous-groupe complédtement invariant de G , est contenu

dans 8G . Par suite, le socle de H est contenu dans $G . D'od H = (0) et

3.3.5. — Lemme. - Soit H un sous-groupe complétement invariant d'un groupe G .

Si G admet les décompositions en sommes directes : G = G1 ® G1' et G = G2 @ Gé

et si ¢y est un isomorphisme de G sur G la restriction de v &

1 27
Hl-.-G1n H est un isomorphisme de H1 sur H2 = Gan .
Démonstration. Soient i2 et | respectivement, l'injection de G2 dans G
et la projection de G sur G1 . Puisque H est complédtement invariant dans G ,
' . . . s .
1'endomorphisme i, \pp1 de G , applique H dans H2 . La restriction de 12\9p1
S H1 coincide avec la restriction de @ & H1 3 puisque Y est injectif la
restriction de ¢ & H1 est un monomorphisme de H1 dans H2 . On prouve de
-1
la méme fagon que la restriction de \ & H, est un monomorphisme de H_, dans

2 2

I-I1 et le lemme en résulte.

On déduit de 3.3.5., le corollaire suivant :

3.3.6. — Corollaire. — Un sous—groupe complétement invariant H d'un groupe G ,

qui est somme directe d'une famille de sous—groupes Gi , 1€I , deux & deux iso-

morphes, est une somme directe de sous-groupes Hi , 1€E€I , deux & deux isomorphes;

pour tout i€I , Hi est un sous—-groupe completement invariant de Gi 3 pour i

et j€I , un isomorphisme de Hi sur Hj est donné par la restriction & Hi

d'un isomorphisme de Gi sur G:j .

3.3.7. — Lemme. -~ Soit G un groupe de la forme : G =H®M , ou M est un grou-

pe sans torsion et H un groupe divisible non nul. Le seul sous—-groupe compléte-
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ment invariant de G contenu dans M est (0).

Démonstration. Soit L wun sous-groupe complétement invariant de G contenu
dans M . Si L #£0), soient x€L , x #0 et (x) 1le groupe cyclique engendré
par x . Il existe un homomorphisme non nul  de (x) dens H . Puisque H est
divisible, ¢ se prolonge en un homomorphisme  de G dans H . D'ot y(L)c LpH=
= (0) et g(x) =0, ce qui est impossible.

Nous désignerons par ( 1le corps des nombres ratiomnels, par C(p”°) 1le groupe
quasi~cyclique relatif au nombre premier p , i.e. le groupe UP/Z ’ Up étant le

sous—-groupe de Q formé des fractions s/pk , o k est un nombre entier O .

3.3.8. — Lemme. -~ Les sous-groupes complétement invariants d'un groupe G de la

forme suivante : G=T@ M, oo M est un groupe sans torsion et T est un p-

groupe divisible (p premier) sont les sous—groupes T[pk] , k entier >0 , T®H ,

i‘l H est un sous-groupe complétement invariant du groupe M .

Démonstration. Soit K un sous—groupe complétement invariant de G ; il admet
la décomposition en somme directe : K = (KNT) ® (KNM) ; KnT et KNM sont,
respectivement, des sous-groupes complétement invariants de T et de M . Puisque
un p-groupe divisible est somme directe d'une famille de groupes quasi-cycliques
et que les sous—groupes compldtement invariants de U = c(p®) sont U et les
U[ka y k entier »0 , il résulte de 3.3.6., que les sous-groupes complétement in—
variants de T sont T et les T pk , k entier >0 . Par suite, si KAT £ T,
ona t KnT = T{pk], k entier »0 . Mais, si KNT = T[pk] , alors d'aprés 3.3.7.,
KnM = (0) ; sinon, p (KNM) serait un sous-groupe compldtement invariant de G

contenu dans M .

3.3.9. - Lemme. — Soit G un groupe sans torsion. Tous les sous—groupes compléte—

ment invariants non nuls de G contiennent SG .

Démonstration. Supposons que $G # (0) ; le groupe G admet une décomposition
en somme directe de la forme G = §G ® M , ol, s'il n'est pas nul, M est un groupe
réduit sans torsion. Si H est un sous-groupe complétement invariant de G , on a:
H=(HpndG) ® (HnM), o HNSG et HNM sont, respectivement, des sous—groupes
compldtement invariants de $G et de M . Puisque $G est un groupe divisible
sans torsion, i.e. une somme directe de groupes isomorphes & Q , il résulte de
3.3.6. que les seuls sous-groupes complétement invariants de 3G sont (0) et $G .

Par suite, si 5 G¢H , on a : Hn3G = (0) ; d'oh d'aprés 3.3.7., H = (0).

Puisﬁue les sous-groupes compldtement invariants d'un groupe divisible sans tor-

sion H sont (0) et H , il résulte de la forme générale des groupes divisibles

i
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(cf. [1ﬂ 3 Chap, III ; § 19) et de 3.3.8., le théordme suivant

3,3.10.— THEOREME. — Soit G un groupe divisible. Le treillis des sous—groupes

complétement invariants de G est totalemént ordonné si et seulement si G est

de la forme suivante : G = % Qe @ C(pm), ou 4 et -y sont des nombres car-—
. A

dinaux.

3.3.11.- Corollaire. — Si le groupe additif A+ d'un anneau A de largeur 1 est

divisible, il est de 1l'une des formes suivantes: A+ = C(pm)$ @ Q ou A+= @ Q9
A

ou 7 est un nombre cardinal. Dans le premier cas, le groupe C(poo) est contenu

dans 1l'annulateur de l'anneau A . Si A est unitaire, A+ est sans torsion.

Démonstration. Le corollaire résulte de 3.3.10 et du fait que chacun des grou-
pes quasi-cycliques qui apparaissent dans la décomposition de A+ est contenu dans

1'annulateur de A (cf. [11] ; Chap. XII ; lemme 72.3).

3.3.12.- Définition. — Soit p un nombre premier. Un groupe G est dit p-réduit,
s'il vérifie les conditions suivantes :

1) G est un groupe sans torsion j -

22) G est divisible par tous les nombres premiers différents de p ;

32) G ne posséde pas de sous-groupe, autre que (0), divisible par p .

Compte tenu de la condition 12), la condition 32) de 3.3.12. est équivalente 3
la condition suivante @

30)' G est réduit.

D'aprés 3.3.3. un C-groupe réduit sans torsion est un groupe p-réduit.

3.3.13.- Lemme. - Soit G wun groupe de la forme suivante : G=T@BOM, ou T

est un p—groupe divisible (p premier) B un groupe divisible sans torsion et M

un groupe réduit sans torsion. Les sous—groupes compldtement invariants de G sont

T[ka , k entier >0 , T et T@B®H , ot H est un sous-groupe complétement

invariant de M .,

Démonstration. Soit K un sous-groupe complétement invariant de G ; on a @
K= (KnT) ® Kn(B® M), ou KNT et Kn(B & M) sont des sous-groupes compldte-
ment invariants de T et de B @ M , respectivement. I1 résulte de 3.3.8., que
K = T[pk] , k entier positif ou nul, ou bien K=T@® (KN(B®M)), ot Kn(Be&M)
est un sous-groupe compldtement invariant de B @ M . D'aprés 3.3.9., KN(B @ M),
s'il n'est pas nul, contient B j donc K=T@B & (KnM), ot KNM est un sous-

groupe complédtement invariant de M .

On a donc démontré le théoreme suivant :
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3.3.14.— THEOREME. — Un groupe G , non réduit, vérifie la condition (C) si et

seulement s'il est de la forme suivante : G=T@BAM, ou T est un g-groupe

divisible, B un groupe divisible sans torsion et M wun C-groupe p-réduit ; p

et q ¢étant des nombres premiers.

Nous avons, en 3.3.9., démontré la premiére partie du théordme suivant, que

nous nous proposons de démontrer tout au long de ce paragraphe :

3.3.15.— THEOREME. — Si un groupe G vérifie la condition (C), alors :

(i) Si G n'est pas réduit, ona : (1) G=THBOAM, ot T est un q-groge

divisible (q premier), B un groupe divisible sans torsion et M un C-groupe p-

réduit (p premier) ;

(ii) Si G est réduit et sans torsion, c'est un C-groupe p-réduit (2)

..

(idi) Si G est réduit et possdde des é1éments non nuls de torsion, on a :

3) G=6& C(pk) -] @‘C(pk-’), ol met 4 sont des nombres cardinaux, k est

un_entier supérieur ou égal &4 1, p un nombre premier et C(pk) désigne le groupe

cyclique d'ordre pk .

Inversement, si G est de l'une des formes (1), (2) ou (3) précédente, alors

il vérifie la condition (C).

On peut caractériser les C-groupes p-réduits, & 1l'aide des quasi-valuations ;
pour cela rappelons que si U est un groupe sans torsion et U 1'enveloppe in—
jective du Z-module U , l'anneau o(U) des endomorphismes de U est isomorphe
& un sous—anneau de of(_lf) auquel nous l'identifierons ; tout endomorphisme t du
groupe U est donc considéré comme la restriction 3 U de l'endomorphisme $
de U défini par :

Si Xx€U et si nx€U ,n€Z ,n#0, ona ngx) = ¢nx).

3.3.16.~ THEOREME. — Soit M un groupe divisible sans torsion ; s'il existe une

quasi-valuation non triviale v du systéme (M,B,F), ou B est 1'anneau des en-

domorphismes du groupe M et o F est le centre de B , et si A est l'anneau

de quasi-valuation, alors, tout sous—A-module G de M , différent de M et de

(0), est un C-groupe p-réduit. Inversement, soient G un C-groupe p-réduit

&(G) 1'anneau des endomorphismes de l'enveloppe injective G du Z-module G ;

il existe une quasi-valuation v du systéime (:f(-(-i-) ,E,F), ou F est le centre de

&f(E) ; 1l'anneau de cette quasi-valuation étant 1'anneau (G) des endomorphismes

de G .

Démonstration. Tout élément x , non nul de M pouvant &tre plongé dans un

facteur direct de M isomorphe & Q , le centre F de l'anneau B est isomorphe
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au corps Q . La quasi-valuation v , n'étant pas triviale, induit une valuation
non triviale de F , d'aprés 3.1.10.. L'anneau de valuation V de F correspon-
dant est, par suite, isomorphe & l'anneau QP , sous—anneau de Q formé des frac-—
tions r/s , ol s est premier & p et ol p est un nombre premier. Un sous—A-
module G de M est, d'apres 3.1.17., un Qp—module 3 par suite, G est divisi-
ble par tous les nombres premiers différents de p . Il est sans torsion, comme
sous-groupe de M . D'apres 3.1.15., $G est nul ; donc G est un groupe p-ré-
duit. D'apreés 3.1.12., G est un C-groupe.

Inversement, soient a et beEG 3 il existe un entier positif n , pour lequel
on a pna et pbeG et il existe wed(G) tel que pa = Ly(pn"b), par exemple.
Donc a = q’(b). Soit [' 1'ensemble totalement ordonné des sous—&(G)-modules mono—
génes non nuls de G H puisq_ue G ne posséde pas de sous—groupe divisible non nul,
[' ne possdde pas de plus grand élément. L'application v de G sur Iy {0} dé-
finie par v(x) = Ax , od A = (G), vérifie évidemment les axiomes I et III. Elle
vérifie l'axiome II1 , car, si H et K sont deux sous-groupes complétement in-
variants, non nuls de G , ils sont comparables aux sous-groupes compldtement inva—
riants de G de la forme ka y k entier >0 ; par suite, il existe s , s » 0,

tel que, si HEK , on a psKS—H . L'application v vérifie l'axiome II_ , car,

2

si, pour f = n/m€F , on a 3 AfxiAx , ol x€G , alors, p divise mn j d'ou

Afy cAy , quel que,soit yea .

3.3.17.- THEOREME. - Soit G un groupe réduit posstdant des éléments, non nuls,

d'ordre fini. Le treillis des sous-groupes complétement invariants de G est to-

talement ordonné si et seuvlement si G est un p-groupe borné de la forme suivente

G=e@ C(pk) o ® C(pk_1), ou M et 7. sont des nombres cardinaux et ou k est
M- A

un entier )1 .

Démonstration. La condition est suffisante. Soit p 1le seul nombre premier qui,
d'apreés 3.3.3., ne divise pas G ; le sous—groupe de torsion maximal Gt de G
est, d'aprés 3.3.2., un groupe primaire, relativement & un nombre premier q . Puis-
que Gt n'est pas nul et que G est réduit, q est nécessairement égal & p , et

p ne divise pas G, . Par suite, G

®
+ n'est pas contenu dans () ka 3 il existe

k=1
. Par conséquent tous les éléments de

t
N i4 ' k

donc un entier positif k +tel que p GE-Gt

G sont d'ordre fini et G est un p-groupe. On a, aliors :

(3.3.47.1) 6= G[pk] .
11

Soit s un entier > O ; si, pour tous les entiers positifs h , le sous-groupe

G[ph] était strictement contenu dans pSG , G cofnciderait avec psG , d'apreés
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(3.3.17.1) et p diviserait G . Par suite, il existe un entier positif n pour
lequel on a @ psGSG[pn] ; donc G est un p-groupe borné. D'apreés le théoreme
31.3 de (Fuchs ; Abelian Groups ; Ch. V), il existe une décomposition de G en

k-
somme directe : G = G1 @ G2 D .. B Gn , ou Gi =& C(p Y (M,L étant un nom—
L

bre cardinal et ki un entier > 1) et ou k1 > k2 > eee >kn . Supposons n > 1 ,

Puisque Gn est contenu dans le sous-groupe complétement invariant G[p ] ’
kn kn+1
1'inclusion G|p < pG ne peut avoir lieu ; donc p G = (0). On a donc

k1=kn+1 s n=2 et G=G1®G2.

La condition est suffisante. Si le grcupe G est somme directe d'une famille
de sous-groupes cycliques d'ordre pk , k entier >0 , il résulte de 3.3.6., que
les seuls sous-groupes compldtement invariants de G sont les sous-groupes th ,
pour h =1,...,k . Supposons que G =§20(pk) $20(pk—1), o 7 et 7L sont des
nombres cardinaux et ou k est un entier strictement supérieur 8 1 . Si H est
un sous-groupe complétement invariant de G , ona 3 H = prG1 2] pth , 0 r et
t sont des entiers tels que 0& r ¢ k et 0 g tg¢ k-1 . Soit a (resp. a.z)

1
un élément de Cr1 (resp. GZ) d'ordre pk (resp. pk_1). Soit (ai) le groupe

1]

cyclique engendré par (ai), i = 1,2, D'apres [21] y (ai) est fecteur direct de

Gi « On a : Gi = (ai) ® G; , 1 =1,2. Soit Y 1l'endomorphisme de G , défini par:

npa, si n€Z ; @(x) =0 si xeG) ; gyly) =y si yeG!.

1 2 1
. t t+1 . .
Puisque p 32€H ,On a t p a.1€H ; donc r ¢ t+1 . Soit yw 1'endomorphisme de

{(na,)

G défini par
\)(a1) =8, s wix) =x, si x€G2 s Wly) =0 si y €6 .

Puisque pra1€H , On a prazeﬂ s donc r & t . Par conséquent r =t ou bien
) -1

r=t+t . Si r=t,ona:H=prG.Si r=1%1, ona H:prG1®pr (}2=
= G[pk_lj . Soit K un second sous-groupe compldtement invariant de G . Si

H=7pG (resp. G[pr]) et K =p°G (resp. G[ps]) alors H et K sont évidem-

- —s-1
ment comparables. Si, par exemple, H = prG et si K = G[ps] = pk 561 ) pk s G, ,

2
on a @ pk—chchk—s—1G s d'ou H est comparable & K .

I1 résulte de 3.3.11. et de 3.3.17., le corollaire suivant @

3.3.18.- Corollaire. — Si le groupe additif d'un anneau de largeur 1 est périodi-

que, c'est un p-groupe borné ou un groupe quasi-cyclique, suivant qu'il est ou

non réduit.
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§ 4.— Anneaux nilpotents de largeur 1 .

n . . . :
Nous noterons A , n entier 0 , 1'idéal d'un anneau A , non unitaire, en-

gendré par les produits de n éléments de A . L'anneau A est dit ﬁilgotent,

s'il existe un entier h >1 , pour lequel on a 3 Ah = (0). L'ordre de nilpotence
de A est le plus petit des entiers positifs h pour lesquels 1'idéal Ah est
nul.

Soit B un anneau de valuation discréte et de rang 1 d'un corps gauche K ,
dont le corps résiduel est le corps premier de caractéristique p . Soit A 1'i-
déal maximal de B . Pour tout entier n >1 , 1l'anneau A/An est nilpotent.
D'autre part, les largeurs, droite et gauche, de l'anneau A sont égales & 1 ;
en effet, si a et bEA , il existe x&€B +tel que a = xb , par exemple. Si
x*A , il existe un entier m tel que : x - m.1€A et a = mb + (x-m1)b . Par

conséquent, l'anneau nilpotent A/An est de largeur 1 .

3.4.1, - Lemme. - Si x et y sont deux éléments d'un anneau A de largeur 1 ,

= ,D
on a @ xy -yxe€[ ) A .
n=1

Démonstration. I1 suffit de prouver que, si 1l'on a : Xy - yx€An s Pour un en-—
tier positif n , quels que soient x et y€A , alors, on a : Xy - yxEAn+1 .
Soient a et b€A . Si, par exemple, a appartient & 1'idéal engendré par b ,

on a 3

i=t
a=mb+bx+x'b+§ yibyi,oh mez,x,x',y:,l et yieA.
i=1
Donc @ i=t
ab - ba = b(xb - bx) + (x'b —= bx')b + E (yibyib - byibyi)-
i=1

Par hypothése, xb - bx et x'b - bx' appartiennent & A ; donc b(bx - xb) +

+ (x'b - bx')b appartient a An+1 . On a, d'autre part,

'y — | - 'y . ] - ' E n+2
y;byib - by by! = y.b(yib - by!) + (y;b - by, )byl €A .

Par conséquent ab - ba €An+1 .

3.4.2, - Corollaire. — Un anneau nilpotent de largeur 1 est commutatif.

3.4.3. - Corollaire. — Si un corps K posséde une valuation discréte de rang 1

et si le corps résiduel est le corps premier de caractéristique p , alors K est

commutatif.

Démonstration. Soient B 1l'anneau de valuation de K et A 1'idéal maximal

(-3
de B . Puisque la valuation est discrdte de rang 1 , n At - (0) ; puisque A
n=1
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est de largeur 1 , il est commutatif, d'aprés 3.4.1.. Puisque, pour toute unité x
de B,ona:x-m€A, o m€Z , 1'anneau B est commutatif. Donc A est

commutatif.

Soient K wun corps non nécessairement commutatif, v une valuation propre de
K dont le groupe des valeurs [' est commutatif, et ??v la topologie de K qui
en résulte (se reporter & E‘] s paragraphe 5 ; numéro 1 ; page 117) ;TTV est 1'u-
nique topologie sur K , compatible avec la structure de groupe additif de K ,
pour laquelle les ensembles : V = {xGK 3 vix) >a-_} y k€' , forment un systime
fondamental de voisinages de O . Alors, si K est localement compact pour la
topologie ?fv y et si le corps résiduel de K est le corps premier, il résulte de

3.4.3. que K est commutatif.

Nous dirons qu'un anneau A est trivialement de largeur 1 , si le treillis des

sous-groupes du groupe additif A+ de A est totalement ordonné ; i.e. si A+

est un groupe cyclique d'ordre primaire ou un groupe quasi-cyclique.

Si A est un anneau zéro, i.e. si A2 = (0) et si A est de largeur 1, alors

A est trivialement de largeur 1 .

3.4.4. - THEOREME. - Soit A un anneau nilpotent, d'ordre de nilpotence k , k>2.

Si A est de largeur 1 non trivialement, alors, pour i = 1,2,...,k-1 , le groupe

T i1
additif de l'anneau quotient Al/A1+ est un groupe cyclique d'ordre p , p étant

un nombre premier indépendant de i .

1
Démonstration. Pour tout i , l'anneau A /A1+ est un anneau zéro. D'autre

i+l
part, les sous-groupes de Al , qui contiennent A , sont des idéaux de 1l'annea
A . Donc, l'anneau Al/A1+1 est trivialement de largeur 1 . Il en résulte que le
groupe A+ est pérlodlque. Par hypothese A+ n'est pas cyclique. Donc d'apres

3.3.8., A+ est un p-groupe borné. On a, par suite pour tous les i , (A /A1+1)+=

= C(p 1), ol ai est un entier positif. Donc, l'anneau A est fini. Le groupe A+

n'étant pas cyclique, le groupe A P n'est pas cyclique (c£. [11] , Chap. I ;
-1 -1

§ 3 ; p. 33). Puisque le groupe Al_: est cyclique, on a l'inclusion : AE cA[p].

Par conséquent, 4 4= 1 . Nous prouverons successivement :

19) L'idéal Ak_1 est le seul parmi les Al dont le groupe additif est cycli-
que j;

2°) Le groupe A est somme directe de deux groupes cycliques d'ordre p ;

3¢) 8i k>3, le groupe additif de 1'anneau A/A n'est pas cyclique ;

42) 8i, pour j = 2,...,k , le groupe cyclique '(AJ 1AAJ)+ est d'ordre stric-
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tement supérieur & p , alors (A/AJ)+ est cyclique ;

52) Si Ah est le plus petit des idéaux A" y i=1,...,k-1 , pour lequel le

groupe (A/Ah)+ est cyclique, alors h = 2 .

62) Le groupe A/A2 est cyclique d'ordre p .

Le théordme sera alors démontré.

Démonstration de 12). S'il existe un entier m , 1 £ m ¢ k-1 , pour lequel Af

est cyclique, on a, puisque A+ n'est pas cyclique, AmC.A[p]’. Donc 'pAm = (0)

et Am = Ak-1 s donc m=k -1,

Démonstration de 22). D'aprés 12), le groupe AE-Z n'est pas cyclique. Puisque
A$_1 et (Ak_Z/Ak_1)+ sont cycliques, il existe deux éléments indépendants, et

deux seulement, dans le p-groupe Ai_z ; soient a et b deux tels éléments. Si
par exemple, b appartient & 1'idéal de A engendré par a , ona t b =ma + x ,
ol mEZ et xeAk_1 « Donc pb = pma =0 et 1l'ordre de b est p . De Al_:_z =
= (b) ® (a), il résulte que pAt—z = p(a). D'olt Ak—1g;pAk_2 et b-ma appartient
4 p(a) ; par suite b €(a), ce qui n'est pas. Donc pa = O .

Démonstration de 32). Si le groupe additif de l'anneau B = A/Ak—1 était cy-

clique, BI:'3 = (A“'3/Ak'1

)+ serait cyclique. Donc, puisque Ak—3 n'est pas cy-
clique et que Ak—1 est cyclique, A§_3 possiéderait deux générateurs c et d .
Soient pr et ps les ordres respectifs des éléments ¢ et d . Si r était
strictement supérieur & s , on aurait, pr—1Ak_3 = pr_1(c) = Ak_1 . Done

AF-B/A -1 Ak-J/l)r_1Ak_'3 =(a) ® ((c)/p —1(0)), ce qui contredit le fait que

k-3, k1 7 +

A+ /A+— est cyclique, Par suite, r = s . Si, par exemple, ¢ appartient &
1'idéal de A engendré par d , ona t ¢c=nd +y , o n€Z et yeAk-z « Donc
pc =pnd =0 et r =1 . Par conséquent, Ak—z = Ak_3 , ce qui est impossible.

Donc B+ n'est pas cyclique.

Démonstration de 42). Puisque l'anneau A/AJ est de largeur 1, nilpotent, d'or

g .
dre de nilpotence j , et puisque (a/ad)37" = a7/ , si 1'ordre du groupe cy-—
clique Ai—1/Ai était strictement supérieur & p , le groupe A/AJ serait ey—
clique, d'apres 12),

Démonstration de 52). D'aprds l'hypothdse faite sur h , le groupe additif de

l'anneau nilpotent et de largeur 1 , A' = A/Ah+1 n'est pas cyclique. Puisque le

groupe additif de 1l'anneau A'/A'h est cyclique, il résulte de 32), que h+1 = 3;
d'od h=2.

Démonstration de 62). D'aprds 52), le groupe additif de l'anneau C = A/A3

n'est pas cyclique. Le groupe Ci est cyclique d'ordre p . D'aprds 29), C, est
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somme directe de deux groupes cycliques d'ordre p et, par suite, (A/A2)+ est

cyclique d'ordre p .

3.4.5. - THEOREME. - Soient A un anneau nilpotent et k son ordre de nilpotence,
Si our i =1,2;..., k-1, le groupe additif de l'anneau A:"/A:H.1 est un groupe

cyclique d'ordre p , les seuls idéaux de A sont les Al .

Démonstration. Soit I un idéal non nul de A . Il existe un entier i , 1«
£ i€ k-1, pour lequel on a : IEA1 et I¢A1+1 . Par suite, A cofncide avec

1'idéal A" 4 I engendré par A et I i at =T+ L si k=41, alors

i -1 -i-1

At ; sinon, on a, puisque Ak = (0), AR okt CI . Supposons que ASCI,
pour un entier s > i+l . On a, alors, As-1= R IAS—1-1CI . Par conséquent
Aera Ao,

Nous poserons, dans le théordme suivant, Te = Z/peZ , ou p est un nombre
premier et e un entier >1 . Nous noterons Te[X] 1'anneau des polyndémes en X

sur l'anneau Te .

3.4.6., — THEOREME. - Un anneau A nilpotent, d'ordre de nilpotence k > 2 , est

de largeur 1 non trivialement, si et seulement s'il est isomorphe & un anneau de

la forme : B/G. , o B = (XTe [x])/(kae X]) et ot G est un idéal de B gqui

ne contient aucune puissance de B autre que Bk = (0) et tel que : B2 + pB =
2
=B" + G.

Démonstration. Soient A un anneau nilpotent, non trivialement de largeur 1 ,
pe la borne supérieure des ordres de ses éléments et k son ordre de nilpotence.
Soit a un générateur de 1'idéal A . Tout élément de A est donc combinaison
linéaire & coefficients entiers des a , i = 1,..., k-1 . Soit B = (XTe x1)/

k-1
(XT_[X)) = T_u 0...0 T,u

définit un homomorphisme de l'anneau B sur l'anneau A , en faisant correspondre

, o0 u est la classe de X modulo )CkTe [X] « On

1'élément a & 1'élément u . Donc A est isomorphe &2 B/G., o G est un idéal
de B . Pour démontrer le théortme il suffit donc de prouver que 1l'anneau B/GL

est d'ordre de nilpotence k et de largeur 1 si et seulement si : Bi¢ 6., pour

itk et B2 + pB = ]32 + Gu . I1 est évident que 1'ordre de nilpotence de B/Gr

est k si et seulement si Bi$G\. , pour i # k . La condition B 4 B = B 4 G
signifie que le groupe B/(B2 +G)("=’(B/G)/(B/€)2) est cyclique d'ordre p . Cette
condition est satisfaite d'aprds 3.4.4., dés que B/G. est de largeur 1 . Il suf-
fit donc de prouver que si gt ¢ G, pour i#k, et si B/(B2 +G) est cyclique
d'ordre p , alors (Bi +6,)/(Bi+1 +G) est cyclique d'ordre p , pour i = 2,...
vesy k=1 . L'homomorphisme surjectif évident du groupe B/(B2 +G) sur (Bi +&)/
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/(BH'1 +G) est aussi injectif car B/(B2 +G) est cyclique d'ordre p et que
B1¢G.. Done (B:L +G‘,)/(Bl-H +G) = (B/G.,)l/(B/ G,)l+1 est cyclique d'ordre p .



CHAPITRE IV

Groupes p-réduits

Tous les groupes considérés dans ce chapitre sont supposés commutatifs.
§ 1.- Préliminaires.

Nous donnons ici des propriétés des groupes p-réduits, qui ont été introduits

en 3.3.12..

Pour qu'un sous-groupe d'un groupe p-réduit soit lui-méme p-réduit, il faut

et il suffit qu'il soit divisible par tous les nombres premiers différents de p .

Tout sous-groupe pur d'un groupe p-réduit est p-réduit. Un sous-groupe p-
réduit S d'un groupe p-réduit G est pur si : pGnS = pS .

Le groupe additif de 1'anneau ﬁ‘ des entiers p-adiques est p-réduit, ainsi

que chaque sous-groupe pur de 9 . En particulier, le groupe additif de 1'anneau
Q_, sous—anneau du corps des rationnels Q formé des fractions r/s , ol s est
P

premier & p , est p-réduit.

Un groupe p-réduit G peut &tre muni d'une structure de module sur 1l'anneau
Qp ; ce module est sans torsion. La topologie induite sur G par celle de QP
admet le systime des ka comme base de voisinages de O et elle est séparée,

(- -
puisque, d'aprds 3.3.12., on a : (") ka = (0). Inversement, le groupe additif
k=1

sous-jacent d'un Qp—module sans torsion et dont la topologie p-adique est sépa-

rée est un groupe p-réduit.

Tous les résultats de ce chapitre sont valables pour des modules sans torsion
sur un anneau commutatif V qui est un anneau de valuation discréte de rang 1 ,

pourvu que ces modules soient séparés pour la topologie induite par celle de V .

Si G est un groupe p-réduit, le complété G de G pour la topologie p—-
adique est muni d'une structure de module sur 1l'anneau P et il est séparé et
complet pour cette topoiogie (cf. [3] 3 Chap. III; § 6 ; n® 6). Par suite, le

groupe G est divisible par tous les nombres premiers différents de p et il est
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réduit. On prouve, comme dans [14] que G est un sous-groupe pur de ¢ et que

le groupe G est sans torsion. Par suite, le groupe G est p-réduit.

'Rappelons que, dans un groupe sans torsion, G , un systéme d'éléments (aA)Aél\
est dit indépendant, s'il est linéairement indépendant dans le Q-espace vectoriel
Q G& G . Chaque systeme indépendant de G peut &tre plongé dans un systeéme indé-
pendant maximal, i.e. dans une base de Q ®ZG . Deux systémes indépendants maxi-
maux ont le méme nombre cardinal, auquel on donne le nom de rang de G et qui est

la dimension du Q-espace vectoriel Q ®Z G .

De la caractérisation des groupes sans torsion de rang 1 (cf. [11] 3+ Chap. VII;

§ 42), il résulte que tout groupe p-réduit de rang 1 est isomorphe & Qp .

. ' 414 . . . _
Une famille (ah)}el\ d'éléments non nuls d'un p-groupe G est dite indépen:

dante si une relation de la forme suivante :
i=n
ma, =0 M.EN et m €Z
" i A, i i
i=1 i
entrafne que l'ordre de aA divise m, , pour i=1,ceayn .
i
4.,1.1. - Définition. - Soit G un groupe sans torsion. Une famille (37\)7\61\ drélé-

ments de G est dite indépendante modulo ka , k entier »0 , si (;)?x€/\9 ou

EA désigne la classe de &y modulo ka , est un systéme indépendant du p-grou-
k
pe G/p G .

4,1.,2, — Lemme. — Soit G un groupe sans torsion. Un systeéeme d'éléments

> (a)xea
de G est indépendant modulo p G , k entier >0 , si et seulement s'il est in-

dépendant modulo pG .

Démonstration. D'apres 4.1.1., tout systéme indépendant modulo ka est indé-
pendant modulo pG . Le groupe G , étant sans torsion, tout systéme indépendant

modulo pG est indépendant modulo ka .

Soit G wun groupe sans torsion ; un systeéme (“;)xe/\r indépendant modulo ka

peut étre plongé dans un systeme (bk) , indépendant modulo ka et maximal

KEM
vis-a-vis de cette propriété. Nous dirons que le systeme (bh)peM est maximale—~

ment indépendant modulo ka (en abrégé : m-indépendant mod. pG).

I1 résulte de 4.1.2., qu'un systéme est m-indépendant mod. pG si et seulement

8'il est m-indépendant meod. ka y Kk entier 31 .

4.1.3, - Définition. — On appelle base d'un groupe p-réduit G , tout systéme m—
indépendant mod. pG , i.e. tout systéme d'éléments de G dont 1'image dans G/pG

est une base du Fp-espace vectoriel G/pG , ou FP désigne le corps & p éléments.
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4.1.4. -~ Proposition. — Toute base d'un groupe p-réduit G est une base de son

complété.

Démonstration. Puisque G est pur dans é , une base S de G est un sys-
teéme indépendant mod. pé . Le systéme S est une base de é , puisque pour tout
xX€G , il existe y€(°z , tel que x - y€pa.

Deux bases d'un groupe p-réduit G ont le méme nombre cardinal, qui est la di-

mension du Fp—espace vectoriel G/pG .

4.1.5. — Définition. — On appelle dimension d'un groupe p-réduit le nombre cardi-

nal d'une de ses bases.

Un systéme indépendant mod. pG d'un groupe p-réduit G étant, en particulier

un systéme indépendant du groupe sans torsion G , la dimension de G est infé-

rieure & son rang.

Un systéme indépendant mod. pG d'un groupe p-réduit G étant, en particu—
lier, un systéme indépendant du. groupe sans torsion G , la dimension de G est

inférieure & son rang.

Un groupe sans torsion est dit complétement décomposable s'il est isomorphe a
une somme directe de groupes de rang 1 (cf. D1] ; Chap. VII ; § 46). Par suite,

un groupe p-réduit est compleétement décomposable si et seulement s'il est somme

directe d'une famille de sous-groupes isomorphes & Qp .

Soient G un groupe p-réduit, L = (aA)AEA. une base de G et S, le sous-
groupe de rang 1 , pur dans G , engendré par a)e L (cf. ﬁ1) 3 Chap. IV ; § 24
N).

4.1.,6. — Définition. — Nous dirons que le groupe B = @ S A est le sous—groupe
de base de G associé & la base L . ren

Deux sous-groupes de base d'un groupe p-réduit sont isomorphes.

4.1.7. - Proposition. — Un sous—groupe B d'un groupe p-réduit G est un sous-

groupe de base de G si et seulement s'il vérifie les conditions suivantes :

12) B est un groupe p-réduit complétement décomposable ;

22) B est un sous—groupe pur de G ;

3¢2) Le groupe G/B est divisible.
Démonstration. Si B est un sous—-groupe de base de G associé & la base
L = (“x)XeJ\’ il vérifie, par définition, la condition 12). Soit pxeB , ou x€G .

D'aprés la définition de B , il existe un entier n , premier a p, tel que :
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npx = m1a)‘1 + mzaxz toeot msaAs , ol m, Z et a.Aie L . Par suite, p divise
m, o i=1,...,8 .0n adonc nx€B et, puisque B est p-réduit, x€B . Le
groupe G étant homomorphe & G/B , le groupe G/B est divisible par tous les
nombres premiers différents de p . Il suffit donc pour prouver 32), de vérifier
que p divise G/B . Soit x€G , x¢B ; le systeme {x}uL , étant dépendant
modulo pG , il existe bEB et geG tel que x — pgeB ; d'ou p divise G/B.
Réciproquement, si B = ‘;‘EI\S’\ s ol les groupes S, sont isomorphes & Qp s ON
obtient, en choisissant, pour chaque A un élément et un seul a,€ Sy a.)\e; pSR N
une base L du groupe p-réduit B ; puisque B est pur dans G , le systeéme L
est indépendant modulo pG ; il résulte de 32) que L est m-indépendant mod.

pG . Il est évident que B est le sous—groupe de base de G associé & la base L.

4.1.8, — THEOREME. — Pour un groupe p-réduit G , les deux conditions suivantes

sont équivalentes 3

(i) Le rang de G est fini et est égal & la dimension de G ;

(ii) Le groupe G cofincide avec chacun de ses sous—groupes de base.

Démonstration. (i) = (ii). Si (i) est vérifiée, une base L de G est aussi
un systeéme indépendant maximal du groupe sans torsion G . Puisque L est fini,
si B est le sous-groupe de base de G qui lui est associé, le groupe G/B est

un groupe de torsion. Donc puisque B est pur dans G , ona ¢t G =B .

(ii) = (i). Si (ii) est vérifiée, le rang de G et sa dimension sont égaux.
Nous allons prouver que tout sous-groupe pur’' S de G est facteur direct de G
et que, si la dimension de G est infinie, il existe un sous-groupe pur de G
qui ne peut étre facteur direct. Si S est un sous-groupe pur de G , soit U =
= (ak))eA une base du groupe p-réduit ‘S . Puisque S est pur dans G , le sys-
ttme U est indépendant mod. pG . On peut donc plonger U dans une base L de
he * Par hypothe¢se, on a : G = @AS)\Q "%4 Ty
ou SX et T” sont, respectivement, les sous—groupes de rang 1, purs dans G , ep-
endrés par a, et by . On a @ 5,8 et SN Ty = (0) 3 donc S = S
g P N * & 5,¢ By = (0) 5 @\ 5x

et, par suite, S est facteur direct de G . D'autre part, si la dimension et, par

G ; posons L =UuyV , od V= (bl")

suite, le rang de G est infini, il existe une infinité dénombrable d'éléments

indépendants de G ; soit (a'i)i€N une telle famille et soit H 1le sous-groupe

pur de G engendré par les éléments : 8, - (k+1)atk-'_1 , ou k€N ; 1'élément 8y
n'appartient pas 3 H et le groupe G/H contient un sous-groupe divisible engen-
dré par les images des ai , i€EN . Donc, puisque G est réduit, H ne peut &tre

facteur direct de G . (cf. [12]).
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§ 2.~ Sous—groupes ouverts des groupes p-réduits.

Un sous—groupe ouvert H d'un groupe p-réduit G est un sous—-groupe ouvert
de G pour la topologie p-adique, i.e. un sous-groupe pour lequel il existe un

entier k , k > 0 , tel que kaQH .
Un sous—-groupe ouvert d'un groupe p-réduit est évidemment p-réduit.

4,2.,1, - Définition. — Soient G un groupe p-réduit et H un sous-groupe de G,
pGeHCG . Si G est différent de H , nous dirons qu'une famille (b"‘)ueM d'é16-
ments de G est indépendante modulo H , si la famille (Fr)peM , ou BH est la
classe de by modulo H , est linéairement indépendante dans le Fp—espace vec—

toriel G/H .

4.2.2, -~ Lemme. - Soient G un groupe p-réduit, H un sous—groupe de G ,

wKeHe G et L = (a’x)XEJ\. une base de G . Si le systéme L est indépendant modulo
H, onaz: H=1pG.

Démonstration. En effet, (EX)XEA y o @, désigne la classe de a, modulo H ,

est alors une base de G/H sur Fp B

4,2,3, - Lemme, — Soient G wun groupe p-réduit, H un sous—groupe de G +tel que

CHcG , L = (a,) une base de G et M un systéme d'éléments de G indé-—
’ Magp Lpe vase de A%

pendants modulo H et contenu dans L . Alors :

McScL , indépendant modulo H et ma-

12) Il existe un systéme S = (aY)YEN ,

ximal 3

22) Il existe un systeéme T de G , indépendant modulo pG , tel que SuT
est une base de G ;

32) Le sous-groupe de base de G , associé & la base SyT cofncide avec le

sous—groupe de base de G associé & la base L ;

49) Le systime pSyuT est une base du groupe p-réduit H , ol l'on pose

pS = (pay)

VEN
Démonstration. Puisque H £ G , L n'est pas contenu dans H . La famille F
des sous-systeémes de L qui contiennent M et qui sont indépendants modulo H

est inductive. Il existe donc un élément maximal S = (av)vEN de ¥ . D'apres

4.2.2, et puisque H #£ pG , S est différent de L . Par conséquent L = SyuR

et R#@ . Posons R = (:a,”)“ep 2!

Puisque S est un élément ma,ximalkde la famille !, on a , pour chaque ay

une relation de la forme : a +§ riav H, ou riEQp et a, € S . Posons
i=1 i i

ol P est le complémentaire de N dans A .

€R,
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k

b =a + E rja, pour une relation de la forme précédente qui correspond &
i=1 i

1'élément ar « Soit T = (bﬂ)usp « Alors SuT est évidemment une base de G ,

car, en raisonnant modulo pG , on a effectué un changement de base dans le Fp—

espace vectoriel G/pG . Le sous—groupe de base de G associé & la base Sy T

N

coincide avec le sous—-groupe de base B de G associé & la base L ; en effet,

NEp
@® Qpbt‘g "% Qpav est contenu dans B . Puisque ay = bl‘ riav‘ , OD &

hee i=1 i
B = b & & a_ . Le systéme pSyT , oi pS = (pa,) est contenu
FOEP Qp K YN Qp y M Y ] P pa,, veN !

ona:B= @ Qpaf* -} \%\I Qpav ; d'aprés sa définition, b, ap%artient & B . Danc

dans H et il est indépendant modulo pH , puisque S uyT est indépendant modulo
pG et que S est indépendart modulo H . Nous allons prouver que pSyuT est une
base de H . Soit x€H . Puisque SyT est une base de G , on a :
s t
(4.2.3.1) nx+§ na, +Z n} br e pG ol n, et nieZ ,a. €8S et bKeT
. i . .

i=1 i i= i i
et n est un entier premier & p . Puisque x€H , que TCH et que pGCH , on

v

s
a Z niav € H . Puisque S est indépendant modulo H , p divise les n, .
i=1 i
La relation (4.2.3.1) s'éerit :
t
(4.2.3.2) nx +2 nib = pg ol gEG .

i=1
Le systeime {g}USUT , étant dépendant modulo pG , le systeme {g}us est dé-~

pendant modulo H ; on a donc : mg + miav €H, o m est premier & p .
t i=1 k© i

D'apres (4.2.3.2), mnx +§ mn:!Lb + m.pa epH . Donc, puisque mn est
i=1 i i=1 i

premier & p , le systime ({x] U(b»))tGP U(PaV)VEN est dépendant modulo pH .

4.2.4. - Lemme. - Soient G un groupe p-réduit, H un sous—groupe de G tel que

kac HceG et L = (a)‘))‘EA une base de G . Alors il existe une base U de G
telle que :

12) Le sous—groupe de base de G associé & U est le méme que celui associé

AL

y oU les U, sont des sous—ensembles disjoints

(] . -
29) On a : U = UYL PR VETR VLA i

de U , dont certains peuvent &tre vides, tels que U1 UPUZU ...UpkUk+1 est une

base de H .

Démonstration. Pour k =1 , le lemme a été démontré en 4.6.3.. Supposons que
k #1 et que le lemme soit démontré pour k-1 ., Posons K = {x €EG prH} s K
est un sous-groupe de G et pk-,GCKcG « Soit L = (a))xe,\ une base de G .

D'apres 1l'hypothdse de récurrence il existe une base V de G tel que le sous—
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groupe de base de G associé & L coIncide avec celui associé 8 V . Ona : V =
= V1 Uvzu eee qu ou les V:.L sont disjoints et ou V1upV2U cee U pk“1Vk est une
base de K . D'apres la définition de K , le systéme szv .o upk-1Vk de K

est indépendant modulo H . Puisque pKCHCK , il existe, d'apres 4.2.3. 12) un
N -1 N . soag
systéeme - U = T1U szu ...upk Vk , Ol T1CV1 qui est indépendant modulo H et

maximal. D'apreés 4.2.3. 22), il existe un systéme T1' de K indépendant modulo

k-1
1 A -
pK , tel que Tlu T1UpV2U...Up Vk est une base de K. . De plus le sous-grou-

pe de base de K associé & la base TI'UT1UpV2 U...Upk_1Vk cofncide avec le

sous-grcupe de base de K associé a V,uszu...Upk-1Vk . Par suite, le sous-
groupe de base de G associé & V coincide avec le sous-groupe de base de G
2
i ! ' e ! e
associé a T1uT1uV2u ...UVk . D'apres 4.2.3. 49), T1upT1up V2u ukak est

une base de H .

4,2.5. — THEOREME. - Soient G un groupe p-réduit, H un sous—groupe ouvert de

G, s le plus petit entier » O pour lequel : psG c¢H ,® le plus grand entier » O

pour lequel ng‘?G et k =s-1 . Alors, pour tout sous-groupe de base B de G,

il existe une décomposition en somme directe : B = B1 Deeo® Bk+1 telle que
pEB1 [:: PO} pk-"sz_"1 soit un sous—groupe de base du groupe p-réduit H et que

H soit 1'adhérence, dans G , pour la topologie :‘f—a,dflque de pE(B1 (TN ) pkBk_'_1 )e
|

Démonstration. Puisque H = pQV , ou V est un sous-groupe ouvert de G ,
;chVcG et V¢pG s on peut supposer que 4= O . On a donc : kaCHCG N H¢pG
et pk—1G¢H . On peut supposer que H # G . Soit C un sous—groupe de base du
groupe p-réduit H ., Puisque H est un sous-groupe fermé de G , l'adhérence de
C dans G est contenue dans H . D'autre part, d‘'apres 4.1.2., on a, quel que
soit n >0 , H=C + an 3 donc HCC + pnG et H est contenu dans 1l'adhérence
de C dans G . Par suite, H est l'adhérence de C dans G . Il suffit donc de
prouver que, pour tout sous-groupe de base B de G , il existe une décomposition
en somme directe : B = B, ©...0 Bk+

1 1
sous-groupe de base de H . Soit L wune base de G & laquelle est associé le

telle que B1 @ sz Deeod pkﬁk+1 soit un

sous-groupe de base B . D'apres 4.2.4,, il existe une base U de G telle que
le sous-groupe de base associé & U soit B . Ona : U = U1U "‘UUk+1 , ou les

U, sont deux & deux disjoints. Si U, n'est pas vide, posons : U, = (b “1 )

neM,
sott B L@ ) o W) ,
oit B, = S , ou S est le sous-groupe pur de rang 1 de G engendré
i V‘EMi |3 r
par un élément b(t.l) de Ui . Si Ui =@ , on posera Bi = (0). Alors, on a :
k s (s
B=@ Bi . De plus, pour i = 0,...,k , p15§‘1+1) est un sous-groupe de rang 1

i=1 . )
et pur de H . Donc By © pB, 8 ... ® P%kﬂ est un sous-groupe de base de H ,
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puisque U u...upkU est, d'aprés 4.2.4., une base de H .

Soit (Gi)iel une famille de sous—groupes p-réduits d'un groupe p-réduit
G ; le sous-groupe de G , engendré par cette famille, et l'intersection des Gi

sont des sous-groupes p-réduits de G (on admet que (0) est p-réduit). Par suite :

4,2,6, — Proposition. — La famille des sous—groupes p-réduits d'un groupe p-

réduit G est un sous—treillis complet du treillis des sous—groupes de G .

4,2,7. — THEOREME, - Pour qu'un sous—groupe d'un groupe p-réduit G soit un

sous—groupe maximal de G , il faut et il suffit qu'il soit maximal dans le treil-

lis des sous—groupes p-réduits de G .

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit M un sous-groupe maximal de
G . Le groupe G/M étant simple et G étant divisible par tous les nombres pre—
miers différents de p , le groupe G/M est cyclique d'ordre p ; d'ou pG € M
et M est p-réduit. Le groupe M est évidemment maximal dans le treillis des
sous—groupes p-réduits de G . La condition est suffisante. Soit M un élément
maximal du treiilis des sous—-groupes p-réduits de G . I1 suffit de prouver que
pGEM . Si pGeM , il existe gCG tel que pg¢M . Soit S = {rpg H réQp-} o
L'ensemble S est un sous-groupe p-réduit de G . On a: G=M+S . D'od g = x+mpg
x€M et me&Z ., Comme M est p-réduit et que 1-mp est premier &4 p , g ap-
partient &3 M , ce qui contredit 1'hypothése. Donc M contient pG .

4,2,8, — THEOREME, ~ Un sous—groupe M d'un groupe p-réduit G est maximal si

et seulement si il existe un sous-groupe de base B de G et une décomposition

en somme directe B = B1 ® ]52 telle que B2 soit un groupe de rang 1 et que M

soit l'adhérence dans G de B1 & pB

5 ¢
Démonstration. Si M est un sous-groupe maximal de G , il est ouvert et

pHEM, d'aprés la démonstration de 4.2.7.. Les sous-systémes d'une base L de G

qui sont indépendants modulo M , possédent un et un seul élément, puisque, si

y et z€G , ona ty=x+mnz, ob. XEM et ne€Z . La proposition résulte donc

de 4.2.5.. Réciproquement, si M est l'adhérence dans G de B1 ® sz y Ou

B1 @2 est un sous-groupe de base de G et ou B2 est de rang 1 , soit H un

sous—groupe de G tel que MGHcCG ; alors : B2$ H.Si yeH, ona y=b1+b2+pg,

ou b €B1 , b2€132 et g€G ; puisque b1€M et que pgeM , on a :
bzeM et yeM . D'ou H=M,.

§ 3.- Soué-groupes compldtement invariants des groupes p-réduits.

Soient G un groupe p-réduit, G 1le complété de G et £(G) 1'anneau des
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endomorphismes de G . Si ¢e¥(G), ¢ est compatible avec la filtration PG ;

donc ¢ est continue. Par suite, si x = 1im(xn)e G, o (xn) est une suite de
Cauchy de G , (y (xn)) est une suite de Cauchy de G et l'application '\}, qui
4 x fait correspondre y = 1im(w(xn))€ G est un endomorphisme du groupe G .
L'application qui & ¢ef(G) fait correspondre Q} dans l'anneau £(G) des en—
domorrhismes de & , est un isomorphisme de & (G), sur un sous-mmnneau de &£(G).
Dans la suite, nous identifierons «&(G) au sous-anneau de £(G) auquel il est
isomorphe.
Soient G wun groupe p-réduit et W un entier p-adique, on notera G(T'}

l'ensemble des éléments x de G pour lesquels 1'élément Tx de G appartient

a G.

4.3.1, - Proposition. — Quel gque soit l'entier p-adique T , l'ensemble G {W}

est un sous-groupe pur et complétement invariant de G .

Démonstration. On a évidemment T(x-y)e G , dés que Tx et Wy €G . Si
p'™x€G , on a puisque G est pur dans 6 , TXeG ; donc G{’“"_; est un sous-groupe
pur de G . Enfin, si yef(G) et si TxecG , o x€G et 7€, ona :
g @rx) = \}'(fo) = m§(x) = Wg(x). Donc TQ(x)eG et G{'w} est un sous-groupe complé-

tement invariant de G .

4.3.2, - Définition. — Un groupe p-réduit G est dit homogéne si, pour tout en-
tier p-adique W on a , soit G{vr} =G soit G{W} = (0).

Tout C-grcupe p-réduit est homogene.

Puisque les sous-groupes complétement invariants du groupe QP sont les sous-
groupes kaP , k entier > 0 , et (0), il résulte de 3.3.6., que les sous-grou-

pes complétement invariants d'un groupe p-réduit complétement décomposable G

sont (0) et les ka , k entier >0 .

4.3.2. - Proposition. — Soit G un % _module sans torsion séparé pour la topolo-

gie p-adique. Les sous-groupes complétement invariants de G sont (0) et les

sous-groupes ka , k entier > 0 .

Démonstration. D'aprés le théoreéme 44.3 de ([11) ; Chap. VII), tout élément x,
P

non nul de G peut &tre plongé dans un facteur direct S de G isomorphe & 3

en particulier, si x€pG , ona : S =Px . Soit H un sous—groupe complétement
invariant non nul de G et soit a€H , a # 0 ; alors, a = pnx , o XEG et

XEDPG . On a : pn@x c®PxnH . D'ou, d'apres 3.3.5., pny appartient & H quel
que soit y€G . Par conséquent, il existe un entier k , k >0 , pour lequel on

a:H:ka.
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