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INTRODUCTION-RESTOE

Le point de départ de ce travail est la théorie des fonctions pseudo-
aléatoires de J. BASS dont les idées essentielles se trouvent résumées dans
le fascicule 155 du Mémorial des Sciences ^thématiques (cf. J. BASS 1:21 ).

Il arrive fréquemment en Physique que, en partant d" données expéri-
mentales "bien simples, on obtienne des phénomènes de structure compliquée,
De tels phénomènes se rencontrent par exemple en Electricité (courant res-
ponsable du "bruit de fond), en Mécanique ondulatoire (fonctions d'onde non
stationnaires) et surtout en Hydrodynamique et en Aérodynamique (turbulence)
Le dispositif expérimental employé est construit de telle sorte que le phé-
nomène reçoive une quantité d'énergie proportionnelle au temps et soit per-
manent à grande échelle. î;îais, à échelle fine, il n'est pas absolument
permanent, et présente dans le détail des oscillations très irrégulières
qui, bien que relativement petites, jouent un rôle essentiel,

Le problème mathén&tique qui se pose alors est celui de l'étude de
fonctions J ( f c ) du temps, permanentes en moyenne, mais compliquées dans le
détail. Comment peut-on essayer de représenter de telles fonctions ?

La méthode "naturelle" à laquelle il faut penser est celle de 1 analyse
harmonique, dont l'objet est de représenter la fonction J ( b ) par superpo-
sition de fonctions circulaires de périodes et d'amplitudes diverses. Cette
superposition consiste mathématiquement en une intégrale de Fourier-Stieljes
relative à une mesure u . ïvfelis l'intégrale de Fourier-Stieljes classique
n'a qu'un champ d'application limité. Elle est valable seulement dans deux
cas :

- phénomène à autocorrélation temporelle identiquement nulle (c'est-
à-dire phénomène amorti dans le temps) si ^L est une mesure continue,

- phénomène à forte autocorrélation temporelle si p est une mesure
discrète (ce dernier cas est celui de la série de Fourier généralisée dont
la somme est une fonction presque-périodique).

L^nalyse harmonique classique laisse donc échapper toute une classe
importante de phénomènes naturels : les phénomènes à faible autocorrélation,
ceux pour lesquels ce qui se passe dans le détail à l'instant t n'a •prati-
quement pas d'influence sur ce qui se passe à un instant ultérieur suffi-
samment éloigné.

A défaut de bonnes représentations purement analytiques, on a fait
appel au calcul des probabilités et aux fonctions aléatoires. Le rôle fon-
damental joué par diverses moyennes est une justification a priori de
l'intérêt de ces méthodes. On considère alors la fonction j* ( b ) comme le
résultat d'une épreuve sur une fonction aléatoire stationnaire et, par le
jeu d'un "principe ergodique", on interprète les moyennes temporelles
comme des moyennes stochastiques. Ce mode de représentation est excellent



en principe et permet un maniement commode des moyennes. II est aussi bien
adapté aux phénomènes à fort G autocorrélation qu'aux phénomènes à faible
autocorrélation. Liais il ne donne pas en général d'indications bien pré-
cises sur les propriétés de la fonction f ( î - ) elle-même. Or ces proprié-
tés ;:cnt e" ; ,nt:i. elles lorsque Ç- ( b ) est assujettie à vérifier une équa-
tion fonctionnelle, ce qui est le plus souvent le cas. En outre, surtout
s.f il s 'ag-it d f une équation fonctionnelle non linéairey la représ entati on
^e ^ C ^ ï î^1' une ,f onction aléatoire est pa_rfp_is tout à fait inefficace,

Le problème se pose donc de donner une image directe des fonctions
f ( fc ) ayant les propriétés qualitatives suivantes î ce sont des fonctions
du temps qui représentent un phénomène permanent à grande échelle, qui
varient dtune façon irrégulière, en subissant des oscillations nombreuses,
non périodiques; qui possèdent ime autocorrélation faible (mais non iden-
tiquement nulle).

L'ensemble de ces propriétés a conduit J. BASS à définir un type de
fonctions auxquelles il a donné le nom de fonctions pseudo-aléatoires.

Une fonction pseudo-aléatoire, au sens de J. BA.SS Cl] , [21 , C 5 1 y
est une fonction J ( b ) complexe, bornée et nulle pour b < o y dont la
fonction d'autocorrélation

.T __
Y(^) ^ ̂  - / f (b^)J(k)db

T-vcû l l

existe, est continue, n^st pas nulle pour dsO et tend vers zéro lors-
que -d ~-^oo •

Les fonctions pseudo-aléatoires ont été étudiées avec assez de dé-
tail, on en connaît de nombreuses propriétés et on en construit des
classes très larges (cf. J. BASS CH , 1 2 } , 1:31 , C 4 1 , J.P. BERTRANDIAS
C 2 ] , [5] , M. MENDES-FRANCE Cl] , [2] 5 VO-KHAC KHOAN £ 1 3 ) .

Un inconvénient des fonctions pseudo-aléatoires (ainsi définies^ est
qu'elles ne forment pas un espace vectoriel, et l'espace vectoriel naturel
dans lequel on peut les placer (espace yi»2 de Besicovitch-î&rcinkiewicz )
est trop grand pour donner des résultats précis. Un des buts principaux
de la thèse de J,P. BERTRANDIAS Cl] est de trouver des sous-espaces vecto-
riels de 1' espace OT22 mieux adaptés, permettant une étude plus facile de
ces fonctions. Ces résultats précieux sont, en un certain sens, cependant
insuffisants, surtout pour l'application aux équations différentielles
opérationnelles et aux problèmes non linéaires.

Au lieu de plonger l'ensemble des fonctions pseudo-aléatoires dans
un espace vectoriel plus grand, comme l'a fait J.P. BERTRANDIAS, nous
cherchons au contraire des sous-espaces vectoriels de l'espace des fonc-
tions pseudo-aléatoires (comme l'a amorcé J. BASS 121 , 03), et nous
généralisons cette étude en vue des problèmes non linéaires,

Ce travail se compose de deux parties :

Q Dans la première partie, on étudie les propriétés d'une certaine® classe de fonctions, que je nomme fonctions quasi-stationnaires.
Ces fonctions englobent les fonctions pseudo-aléatoires et les fonctions
presque-périodiques, et par suite peuvent représenter soit des phénomènes
à faible autocorrélation, soit des phénomènes à forte autocorrélation,



Le chapitre Ai étudie les espaces de Beeicovitch-Marcinkiewicz des
fonctions définies sur un groupe topologique abélien localement compacta,
et à valeurs dans un espace de Banach X (^? sera, dans la deuxième partie,
le groupe additif P des réels; mais, pour des raisons théoriques et prati-
ques (applications possibles aux moyennes spatiales), on ne suppose pas
dans la première partie que^sIR).

Le chapitre A2 étudie l'ergodicité et la presque-périodicité (faible
et forte) dans ces espaces de Besicovitch-^rcinkiewicz. Indépendamment
de ce que faisait J.P. 3ERTRANDIAS dans sa thèse, ici on a suivi les mé-
thodes utilisées par J. VON NETMANN [11, par W.F. EBERLEIN 11'} et par
K. JACOBS [11 . On montre, en particulier, la décomposition des fonctions
faiblement-presque-périodiques en fonctions fortement presque-périodiques
et fonctions pseudo-aléatoires,

Le chapitre A 5 introduit la notion de moyennabilité et celle de corn»
parabilité, très importantes pour la suite» Ces notions nous amènent à
considérer un sous-espace métrique non vectoriel de l'espace W?1; l'es-
pace î? de J, BASS.

Le chapitre A4 étudie les fonctions Quasi-stationnaires à valeurs
dans un espace de Hilbert quelconque s on démontre leur faible-presque-
périodicité, et on examine en détail l'analyse spectrale énergétique et
l'analyse spectrale élémentaire de ces fonctions,

Les chapitres A 5 et A6 étudient les fonctions 1-quasi-stationnaires
et complètement quasi-stationna ires en vue des applications aux problèmes
opérationnels linéaires et non linéaires,

Le chapitre A7 étudie les fonctions scalajrement quasi-stationna ires
à valeurs dans un espace de Banach ; on les définit par dualité,

Le chapitre A8 donne quelques méthodes de construction des fonctions
complètement pseudo-aléatoires à l'aide de la théorie des suites équiré-
parties modulo-un. Il prouve ainsi qu'il n'y a pas que les fonctions uni-
formément-presque-périodiques dans l'ensemble des fonctions complètement
quasi-stati onnaires.

(a) Dans la deuxième partie, on se propose d'étudier les solutions
quasi-stationnaires des équations différentielles opérationnelles

linéaires et non linéaires,

Le chapitre Bl étudie l'opérateurde,yi>2' -dérivation (bien que, dans
la suite, on ^utilise q^un petit nombre de ces résultats).

Le chapitre B2 étudie les solutions quasi-stationnaires d'un système
Différentiel linéaire ou non-linéaire. On met en évidence l'intérêt et
l'utilisation de l'analyse spectrale énergétique et de l'analyse spectrale
élémentaire des fonctions quasi-stationnaires. En outre, ces résultats
sont susceptibles d'applications en mécanique (systèmes vibrants).

Les chapitres B$ et B4 définissent et étudient les solutions faibles
et quasi-stationnaires de certaines classes d'équations différentielles
opérationnelles linéaires et non linéaires. Diverses méthodes ont été uti-
lisées pour montrer l'existence, l'approximation et la régularisation de
ces solutions. Certaines de ces méthodes peuvent être utilisées pour la
construction numérique,



Les chapitres B5 et B6 définissent et étudient les solutions fortes
et quasi-stationoaires d'équations différentielles opérationnelles linéai-
res et non linéaires. On utilise ici la théorie des semi-groupes et celle
des dérivées fractionnaires d'un opérateur.

Le chapitre B7 étudie plus spécialement les solutions pseudo-aléa-
toires des équations de Navier-Stokes (problème de la turbulence en hydro-
dynamique, cf. J. BASS C41 , £ 5 3 , L6] , C?].

Ce travail a été abordé dans quelques notes aux Comptes Rendus de
l'Académie des Sciences, et a été exposé sommairement au séminaire de
J. LERAY (Collège de France, Novembre 1964) (cf. VO-KHAC. KHOAN [11 , £21) .
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CHAPITRE Al

ESPACES DE BESICOVITCH-MARCINKIETCCZ

CONTINUITE -'CONVOLUTIOKS

1 - LE GROUPE^ - (cf. S. HEWITT et K.A. ROSS [11)

Soit<S un groupe topologique, abélien (noté additivement), localement
compact, avec une mesure de Haar positive ^ • Soit^ le groupe (abélien,
localement compact) des caractères de ç . La dualité entrer et<^ sera dé-
signée par (b ,;C) où b<£^? et^C<£^? . Très souvent, on écrit symboliquement

* h *£
(pt incorrectement) e. au lieu de ( b , X ) *

1°) Hypothèses sur le groupe ^? -

Supposons qu'il existe une famille LCZ.I (où ^ est un élément d'un
ensemble <T totalement ordonné) ayant les propriétés suivantes :

/©\ i) Chaque ̂  est un ouvert relativement compact ou un compact de <^ •

ii) L'application 4—-». A. est croissante : ̂ >'\ Î3-->' ^.,DÛ^,

iii) La famille J^î.. \ recouvre le groupe s .U .̂ = ̂
1 à-» ^<«j o w

Pour tout élément fixé fc de ̂  , et pour tout nombre positif & donné
à l'avance, il existe un élément ̂ & J , ne dépendant que de b et
de 6 , tel que si ^ > ̂  » on ^QVLt trouver ^ et ^ (^"<â < é' ^ satis-
faisant aux conditions suivantes ;

,̂,, c b + ̂  c û.»y ^ '+ ̂  - ̂
^(^^'- ^ 1 -6 et v ^ • ^^ô

^(^) " N?(^)

2°) Exemples -

a) ^ est le groupe additif Z des entiers. On peut prendre ;

i l



;T= Z'1'» IN- avec ^ = ̂ &Z |-^ f» <^ l

L'hypothèse <?& est satisfaite si l'on prend

^=^1 , î l̂ > f^-M
^\

Nota ; <(? désigne la partie entière de Uf .

b) -̂ -eLst...le._^^p [̂̂ e_^ddltJ.j_R,de^^ - On peut prendre :

J » R\ avec ^]-^[ ou ^ . [^ . 3 "j .

L'hypothèse ^fo- est satisfaite si l'on prend ;

îo=-'-^; j'=^lbl , â"°^- lk l

On peut aussi prendre :

t7 = IN avec ^ = [^^âl-

L'hypothèse ^B- est satisfaite si l'on prend ;

(̂M .̂)̂  , ̂ =^|î|^ , ̂ '^-(^l^)

c) <^ est le groupe additif IR -̂

On peut prendre J^ IR'1', et »S2. s l'hypercube (ouvert ou fermé) cen-
tré à l'origine, de côté égale à 2^ .

On peut aussi prendre J ̂  R"1', avec X ,̂ = 1 'hypersphère centrée à
l'origine, de rayon égal à ^ .

Dans les deux cas, 1'hypothèse VHy est satisfaite aveco

M-̂  - J^M. cM-H
Dans tout ce qui suit, nous fixerons une fois pour toutes la famille

i^}-
5°) Remargue sur l'hypothèse (^f~•

Cette remarque est en marge de l'exposé, sa lecture est recommandée
après celle du prochain paragraphe.

L'hypothèse ̂ v est postulée pour assurer l'invariance par translation
de la norme dans les espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz que nous défini-
rons au paragraphe suivant. Cette hypothèse est trop restrictive et je -ne
sais pas si elle est vérifiée pour tout groupe abélien localement compact.

On peut remplacer cette hypothèse ^6- par la suivante

(j?bis) Pour tout voisinage relativement compact V de l'élément neutre du
groupe, et pour tout €, > o donné à l'avance, on peut trouver un élé-
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ment^ eJ tel que ;
^{(^^^nfû.- l . . .
_L^_Ê———/——LjLl <6 dès que 3 > ̂  (̂ ; .

^(^)
(où |tU< désigne le complément de l'ensemble -%)•

Désignant par ^ ( ̂ -Û.l ? ^ ; x) l'espace de Besicovitch-Marcinkie-
wicz relatif à la famille î-^-l? posant

W^^X)-0 W^^X)

et prenant comme norme dans W ? ( ^ ; X ) le nombre

1 1 1 ^ 1 1 1 = ^ SU l i i ,
[^} w

on démontre que cette norme ||j [|î est invariante par translation*

Les hypothèses ^d et ^ bis sont moins restrictives que les hypothèses
^3 et ̂ 6-et sont vérifiées par tout groupe abélien, localement compact et
^-compact (cf. E. HEWITT et K.A. ROSS Cil , lemme 18, 15).

Dans tout ce qui suit, nous ne ferons pas ce que nous venons de dire.
Nous considérerons une famille unique.? "Qjt y essayant ainsi de généraliser
la notion de "valeur principale de Cauchy" rencontrée dans le cas où ^€9. IR .

II - ESPACES ̂ (^ ; X ) DE BIJSICOVITCH-MA^CimEïICZ -

1°) Définition -

Soit X un espace de Banach, muni de la norme ]| y . Considérons
l'espace vectoriel M (^$ X ) des fonctions fc—».Ç (b ), définies sur le
groupe ^ , à valeurs dans l'espace de Banach X 9 localement U -intégra-
bles (-p réel fixé ^ l) et telles que

&ap 's^T/' il.f^f^C^oo ."•\f is^
Posons ^p

^•{^^j^^
^i

{ r •j^et

!11J 111 - -î 11 J 111. - ̂  IliJ I. - ¥^ -^ W^)»), ^-^oo'1^»'^) (_4-^°o ^(Û.)^
On voit aisément que [j[ Ç ;[[ est une semi-norme sur l'espace M (^»X) .

Soit JS^ le noyau de M ^ ( ^ ; X ) s c'est l'ensemble des ^ tels que
H j Ç ||js:0 . Considérons l'espace-quotient

^^,X)=M^,X)/^..
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et structurons-le en -an espace vectoriel norme, à la manière habituelle
(c'est-à-dire en prenant comme norme d'un^ élément J de W?(^$ ^ ) le nom-
bre ll|jl|| , oùj est un représentant de j ) .

L'espace ÎTL» (^ ,° X ) s'appelle espace de Besicovitch-Marcinkiewicz
âJ.o^ej?. des (classes de) fonctions à valeurs dans ^ , définies sur ^ ,
et bornées en moyenne asymptotique d'ordre -p .

Un élément de W? (^ 5 X ) s'appelle une ^.-Jonction (cette termino-
logie est un abus de langage, car un élément de W^^x) n'est pas une
fonction, mais une classe de fonctions).

Remarque -•

Contrairement à une notation due à N. BOURBAKI Cil , et presque uni-
versellement adoptée, nous avons utilisé les lettres "droites" pour dési-
gner les espaces semi-normes (non séparés) et les lettres " cursives " pour
désigner les espaces normes (séparés) associés»

2°) Théorème de Marcinkiewicz -

j Lles£ace^M^^)Q__es^^ espace conrolet; l'espace y ^ ( ^ î ^ ) est
I l̂ i espace de Banach»

a) Première démonstration -
Soit ^ une valeur fixée de ^ . On démontre que :

i) Inapplication J——»-|l|f||| définit une norme sur l'espace M^Ç;x).
Cette topologie ainsi définie sera appelée ^ -topologie,

ii) Muni de cette ^^ -topologie, l'espace ^(^ ? x ) est complet
(conséquence immédiate du théorème de Riesz-Fieche^),

iii) Le noyau ̂  est fermé dans M19^?/ ) muni de la T?^ -topologie.
Par suite, l* espace M ^ ( ^ ? x ) / ^ > ®uni de la ^ -topologie-
quotient, est complet. °

iv) Sur M^(^5X)/JC , la ??-topologie-quotient et la W^-topologie
coîncidenî. / • •Ao

Cette démonstiation est due à J.P. MELA (article non publié).

b) Deuxième démonstration -

Soit Jj^l une suite de Cauchy â^léments de M^Ç ? x ) . De cette
suite, on extrait d'abord une sous-suite I f 1 telle que :

lll^-^J^-^r-
Puis, on choisit une suite \>i\ telle que ;

F^,) >^(-û^)

^U^^-
l4



On pose alors :

f^ î si ^C^n^
| o si fce -Q,,(, -AI

On démontre ensuite, exactement comme dans J. MARCIKKIEWICZ [1] que

IIU-VK-^
Par suite ;

I!!HIII<-,Î À- (^^<^
ce qui démontre le théorème.

3°) Etude des translations -

a) Proposition »

La semi-nome 1(1 ffl est invariante par translation. Autrement
dit, si IL est l*opérateur défini par U^ ( b ) 2= î ^ - 1 - ^ ) » alors
on a : raiii-mm-

b) Démonstration -

Utilisons les notations de l'hypothèse ^î8'(cf. paragraphe I)« Nous
avons ;

f ̂ ^f d^k)sa f llfc^f ds7 w
'̂  •4+^

—,/ BJ<<< )̂ <-,-J^ )̂f̂ (t) <^fij(t)f^(t)
^ • . ^ ^

Faisons tendre 4 vers oo y l'hypothèse (^&) montre alors que :

IIIJIIKIIÎ JIII $li!JII|.
ce qui démontre le théorème.

°) Remarque -

i) L'opérateur Uo est l'opérateur de translation par -h, ? la fonc-
tion U.t est la translatée de la fonction J par - Ç, •



ii) Soi^J un élément de W^^; X ). Considérons un représentant Ç
de J ? j* est un élément de M^ ( ̂ 5 X ) • On peut définir g a Un Ç.
Soit ^ l'image canonique de g dans î»^>p(<^5 K). On pose q = Uof,
ce qui permet de définir 1 * opérateur Vp pour tous les éléments
de OlU^^x). Le théorème précédent montre alors aue :

• *
lj[ Uj» î. |H = HIJIjj (invariance de la norme).

d) gspacgg'g (J ; ̂ \ X ) et ^( J ; ̂  , X ) -

On appelle X ( ̂  5 M^ , x ) la variété linéaire fermée engendrée par
le,3 oranslatées U^j de J .

On appelle ^ ( ^ ; ̂ , X ) l'enveloppe convexe (fermée) des transla-
tées U^ J de J .

1^ après le théorème précédent, ce sont des sous-espaces fermés et
invariants par translation de l*espace M^Ç^x).

On appelle T:(f ; ̂ . X ) limage canonique de T(f ; M^ . x) dans
X' (^ ; X ) « II est facile de voir que T (^ ; OTb^ ,x ) est l'enveloppe li-
néaire (femée) engendrée ppj: les translatées'U^J de ^ (où t est l'image
canonique de J dans îîl^(<^ ? X ) .

De même, on appelle ^Lj_^_m>L X )L 1 ' image canonique de T\Ç^X)
dans^^sX).

4°) Transformations linéaires -

Soient X et Y deux espaces de Banach. On désigne par o2(x-».y) l'en-
semble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y •

a) Proposition -

^lj--est..^n__el.ement_d_e_J^^(^ et si A est un élément de

^ (x-»>y), alors A J est un élément de M ^ f ^ s y ) ; en plus

W^ 1|A|1 |11JI!|

Ce théorème résulte de l'égalité suivante :

[ Aj(k)<^(b) = A / ' J ( t ) d^Cb) .

^ ^
b) Remarque -

SoitJ un élément de OTb (^ ; x). Considérons un de ses représentants^

^ est un élément de M^ (<^ ; x ) . On peut définir l'élément a» A^ . Soit a
l'image canonique de a dans yî  <é?,° V ). On pose q= A Ç ce qui permet de dé-
finir l'opérateur A pour tout élément I de ̂ (^ x) . Le théorème précé-
dent montre que A est un opérateur linéaire borné de î^^? x) dans
WA^y). ô
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^
3) Espace T ( ^ ? TH^, X —>.y ) -

^
Q ) Espace

On_appelle T ( ̂  ? M'13 , X -—^Y ) la variété linéaire fermée engendrée
par l'ensemble L^Aj.1.^.^.^ ^,A^,,^_^X .-.-̂ J \

-tfc j"»
On désigne par ?LJ<j.̂ ..2 '̂̂ x.-...••̂ .yJ-Jl--tAma^e ca-no nique de

^U-L'̂ LA..̂ ^̂ ^ on voit que T^( J ; W?, X -̂ . Y )
n'est autre que l'enveloppe li'néaire (fermée) de l'ensemble î u ^ A J J A e ^ ;
A€S?(x.-»-y) l , où ^ est l'image canonique de ^ dans W ^ ( ^ ? x ) .

On posera : ^ ^ to
Z"^,W^X^X)== T y^SX).

5°) Transformations non linéaires ~ Relation de Hô'ider -

Dans tout ce qui suit, on désigne par ^ , cj et A trois nombres ^ 1

tels que ±. +. -1- =: ±-.
1^ c! ^

Proposition -

Si J est un élément de M^^ ? X ) et g un élément de ̂  (^ $ V),
alors cp.KJJI. Ij^il est un élément de M^ ,-R) et ̂ ^ ^ \^. \\\^\

(inégalité de Holder). r •

En effet, cette inégalité est valable pour toutes les semi-normes N<p
(cf. N. BOUEBAKI W , inégalités de convexité).

a) Première conséquence -

L'application -to—».j|lÇjn est croissante dans FI , oo F . Autrement

dit, si ^> > ^9 , alors :

M^^c ^\^;x)

Remarquons que nous n'avons pas le droit d'écrire

^Gl^)^^C^.x)

En effet, les noyaux K, (i.e. ensemble des fonctions? J telles que
1 1 1 J III -= ° ) ne sont pas identiques pour tout 'p . Deux éléments équivalents
dans^M1^ ? X ) ne sont pas forcément équivalents dans ^(^X). Par
suite, l'application canonique de ^(^5 X ) dans ̂  (^ ? X ) n'est pas in-
jective.

b) Deuxième conséquence -

Soient X , Y , 2« trois espaces de Banach. Nous désignerons par
^? ( x , y—^Z) l'ensemble des opérateurs bilinéaires (ou sesquilinéaires)
bornés de y. x Y dans 7. , c'est-à-dire l'ensemble des opérateurs ^Z qui s

i) appliquent X ^ Y dans Z : (o^) —> ^(.^^î



ii) sont linéaires en y. , linéaires (ou semi-linéaires) en ij

iii) sont tels que : p(a,̂  < •& |ja|^ )^ |)y

Proposition -

J Sij-<s M^;/) et geM^Y), alors P.(J ,q)& M^^Z)
quel que soit . fZ®;S(x,y—^Z). En. ±>lu5 1,0, (^ o)B < -^ Bfll.Bq 11

II 1 • Q ' ¥ Q

Cette proposition pennet de définir A(J ,g ) pour Ce W/^ ? X ) et
g& irë ;̂ Y) et de montrer que n est un opérateur Mlinéaire borné de

X^^? x) x ^(^5 Y ) dans W?(^?Z).

Ey : i) Soit A une algèbre de Banach» Prenons X s Y a Z s A et pour.̂  l^pé-
râleur de multiplication de l'algèbre.

ii) Prenons ^^y s Z et.Q un opérateur bilinéaire borné de >< dans /X •

iii) Prenons X = X et Y =: ̂  (dual topologique de X ), et^î l'opérateur
qui met )<. et X'** en dualité.

o) Troisième conséquence -

Si^<£ ^ ^ ( ^ î X ) , alors s

111 W^//S//\ ^^HjÇlil^-J^
Cette inégalité aura d'importantes conséquences, et sera appelée

inégalité Hfe,« Pour la démontrer, on utilise l'inégalité de Hô'ider ( /3s 'I )
et l'inégalité suivante s

|^-P| ^la-lKa+L)1"' Cp^i)

pour tout couple de nombres positifs (a , b ) •

d) ^^JL?1613^ go ̂ s éque ne e -
a-1

Pour tout nombre <^ > o , l'application X —5>||^|[ ^ est définie et
continue dans le complémentaire de l'origine 0 de X $ en outre, comme
| l!^l! " ^ 1| ^ Ii ̂  11°^ » cette fonction tend vers 0 avec ^ , et on peut donc
la prolonger par continuité au point o en lui donnant la valeur o en ce
point, même si <x < 1 .

Théorème -

Soient y et (̂  deux nombres réels tels que 1^y<oQ, 1 <o( <oo •
Si une fonction J appartient à M^(<^$ x), alors la fonction

^ = If'li^ »^ appartient à M^(<^? X ) et réciproquement. De plus,

l'application J -—^. |j j1 p .J est un homéomorphisme de ^ (< f f îX )
sur M^^ X) .
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Démonstration -

On a :

iiîir-liffW-iiji1'.
ihii:,-iimC-

D'où :

La réciproque est immédiate, car Ç s Hql^' .CL • La transformation est
donc biunivoque • il ^ 1 d

En ce qui concerne l'homéomorphisme, il suffit d'examiner le cas
où û a 1 • On utilise les inégalités suivantes ;

^-^^f^-\\^\\ < ^'SH^N^y'1

L'inégalité de Hô'ider montre ensuite la bicontinuité de l'application
considérée*

III - FOUCTIONS 71Î̂ CONTINT]ES -

1°) Définitions -

Une Mr ̂ fonction J est dite ?fl7"continae au point u si
|lj ^ft f— Utf Ç 1 1 1 tend vers 0 quand"? tend vers l'élément neutre o du
groupe.

D'après la propriété d'invariance de la norme l'J |U par translation,
on en déduit que :^ si J est ÎT^-continue au point ît -s. o, alors elle est
3Ty-continue pour tout u •

On désignera ^ar M^(^;^) l'ensemble des M^-fonctions ÎÏk^-oontinues,

et par 38^(^5 X ) Ï.e quotient M^(^? X VN"^ .

2°) Proposition -

L'ensemble în^(^? ^) es'1' t-m sous-espace vectoriel fermé, invariant
par translation de l'espace W'^ $ X ).

La démonstration est immédiate.

y ) y^ .dérivation -

Considérons l'opérateur LĴ  de translation (par - /ô) défini précédemment»
C'est un opérateur linéaire, borné (de norme égale à l) de l'espace îîb^,^).
Considérons la famille^ ^(^)='L^^€.^l • C'est un groupe fortement
continu d'opérateurs linéaires bornés de wf^^'y X ) .

Plaçons-nous dans le cas où ^fest l'ensemble des réels IR . On appelle
opérateur V de Tds -dérivation, le générateur infinitésimal du groupe 'LK-ô ).
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La théorie générale des groupes de contractions (cf. E. HILLE et R.S.
PHILLIPS [1]) montre que ••

i) le domaine D (V ) est dense dans îî^ ( ̂  5 X )

ii) l'opérateur de 31 -̂dé rivât ion est fermé sur B ( V )

iii) l'opérateur résolvant R ( \, V ) = ( ^1 -7 ) existe et est borne

par—— pour tout nombre complexe > non situé sur l'axe des ima-
1 A '

ginaires purs.

iv) l'opérateur de TO-dérivation est conservatif • .3U [7f 1 J 1 =.. 0 ,
N r 1 ^ L ^ou L 1 ] désigne un semi-produit-scalaire de l'espace ÎU 'C^X)

(cf. LUMES et PHILLIPS Cl ] ) . c d

L'étude détaillée de l'opérateur de T^L-dérivation sera examinée au
chapitre Bl.

4°) Transforma fions linéaires et non linéaires -

On obtient des résultats analogues à ceux obtenus aux paragraphes
II 4°) et II 5°).

En particulier ;

a) Sij^W^^x) etA<£Ï(y-^y) , alors Aje. Wf^î Y)

^ SiJ^W{(^;X) et^OT^(^;y), alors ^ (J ,^ )<£?^(^ ;Z

quel que soit ^ e. ̂  (X , y--> Z. ) ,

c) SiJs^^îX), alors g -jlfij^.j € W^ ( ^^X)

d) Si J<£ ̂ (^5 x \ alors jjjjj^ ^C^^)-

Ces résultats se démontrent à partir des résultats des paragraphes
II 4°) et 5°).

IV - ^^-CONVOLUTIONS -

Lempe -

Soient f un élément de ^(^f ; X )

àyi une mesure de Radon définie sur ^

A un ensemble LL-mesurable, de u»mesure finie,

Si nous posons

^(b) ^jjc^)^^)»
alors nous avons ;

(113JII ^ iiiJm-J i^^))'
zo



Démonstration -

i) Supposons d'abord que J est une ^ -fonction numérique positive
et que du est une mesure positive. Par l'invariance de la mesure de
Baar, on a î

l l l îTf l l I . ^____ I J(b^)d^(k) =————; f J^)^(b)
11 'J ̂  ^-4 ^U,

D'après 1 ' axiome ^B-du paragraphe I, dès que 4 est assez grand s

IKfilL s<^-^-—f J(^)d^) <| fllljlii^)(1) ^(^) ^(^)^ V ^l

pour tout y& e A •

Comme A est de pi-mesure finie, on a, dès que /) est assez
grand s

f^P lll^JIIL^^^00-^ à d

Utilisons un théorème de Le'besgue relatif à l'intégration des
suites. Extrayons une suite J[j[ U^J |||,'l de la famille h|U^ m . l.
D'après ce théorème, nous pouvons écnre s

L^ ̂  f à^ w [II ̂ J IL < / à^w to ̂  in u^j ni ̂
n-»-oQ »^ •'A "̂

^f^w^^\W[\\
J^ •fe-yeiO'' 3

<f^w|!IJlll
"A

On obtient une majoration indépendante de la suite •j|||Uj[|| 1
extraite. Par suite : l W3

|llgjll.^^fd^W|||U4l||< HiflIlf^W.
• "̂  ^ 'û

ii) Le cas général se démontre en utilisant l'inégalité de Hô'ider,
et en remarquant que si J <s ^(^X), alors \\j\f^ ^(^i^)-
II suffit d'écrire :

U . ^fr f r 1^
ll^wll^ llfc^^fl^^l} \ \^w\\

u

avec ± + -L a -1
13 ^

Le résultat obtenu en (i) montre alors que ;

iî y < mjifiïi^^ir^
'-•'A



Comme 1 + £ = -p , le lemme est démontré.

1°) Conv-olution d'une OTL'-f onction par une mesure de Radon -

Soient J un élément de W^Ç^'f X ) et du une mesure de Eadon définie
sur le groupe ^? /. Soitîç M19^ • ? < ) un représentant de J .

a) Définition de q ^ f^ du .

Soit À un ensemble u -mesurable du groupe ̂  $ posons ;

<g (b) =fJ(b^)d(^)
A ^

Le lemme précédent montre que :

iffgJ <? 111^ ni/ l^^l •
^A

Considérons une famille \âo\ d'ouverts relativement compacts recou-
vrant le groupe *y . On peut définir, d'une manière unique (d'après l'iné-
galité précédente) un élément q ç.^oî(<^ ; X ) par ;

q = ÎT^- Eum a
^ et du représentant J^

L»élément q ne dépend pas de la famille iûol choisî y^et sera appelé pro-
duit de convolution de la 3Ty-fonction Ç et de la mesure de Badon dp' •
Comme :

IlIgliK llljlll/l^c^h
\• p

la convolution ainsi dé finie est un opérateur linéaire borné de TTb (^ ; X )
dans lui-même»

b) Cas d'une 1TL-fonction ^ -continue -

i) Définition -

Soit J un élément de ÎTÎ.-» (^ $ X ) et du. une mesure de -Radon

I sur le groupe ̂  . On, appelle produit de cQnyolutiQn de J par dpi
1!intégrale suivante î

J ^d^ ^ [ u ^ d ^ W .

T
D t âpre s c et t e définitio n, le produit de convolution de f

par d^ est un élément de T (J ; 7^ , X ) sifs X{ (^ ; X ).

ii) Théorème -
P

Si J €• yLC^ ; X ), les deux définitions du pî̂ oduit de coflyo*Sifs
lut ion J j* d[j. sont équivalentes.
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Démonstration
o

Donnons un 6 ;> 0 arbitraire. Puisque J est M -continue, il existe un
voisinage l^(o ) de l*élément neutre 0 du groupe ̂  tel que :

II) U J- ^1|| < c , pour ^out 17 & V(o)

Comme A est relativement compact, il existe des^e^ tels que su»
n
^(^V)oû.

On peut donc définir n, ensembles I), disjoints tels que ;

Ur,_^ c ^ et u ̂  = A .
î 3 j.-i 3

D'où :
f "' /

g,(t)-/ iC-^W^/ ̂ -^wA yû^ 0" '-j.i »
Posons :

et

A^) «^(fc-o)/^^)
3- ^

^(fc)»/ ' [^fe-^-JC^^)]^^).
^

D'après l'inégalité triangulaire, on a s

iii3A'"s^w''
Par une démonstration analogue à celle du lemme s

III ̂  III «lll^J-^Jlli/ l^^l'
^

Comme U - /0. C U' ? on a s
o 3

^ll)^6/ l^^l-
^Y.^

Par suite î

ih.Aiii ^^j^l^wl-^l^^l-
0

Cette inégalité montre l'équivalence des deux définitions de J ^ dp, • En
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effet t^ du. peut être considérée soit comme ÎT^-limite de a (première
s fl ^

définition), soit comme W?-limite de ^(deuxième définition).

c) Convolution par une L «fonction -

Théorème -

Le produit de convolution d'une VU -fonction par une fonction
numérique absolument sommable sur ̂  est Onf "continue*

Démonstration -

On a ;

V^) - ̂ (fc) s /J^ [^^^W ^W
• ' ^A"A

D'après le lemme, on tire :

i-gaKilijmJ'I^^^wl^w-
Le théorème ré suite-alors de la proposition suivante : une fonction

appartenant à L1 ( « Ç î R ) est aussi l1 -continue.

2°) Convolution opérationnelle -

a) Soient î une W-fonction à valeurs dans X 9 et K ( b ) un opé-
rateur linéaire borné de X dans y , dépendant du paramètre b ̂  <^ , et abso-
lument sommable sur ̂  •

Soit A un ensemble relativement compact de mesure ^ (A ) finie»
Posons :

^(b) =yK(4>)J(b-6)d^)
•4

Par le lemme, on a s

ji< mW » K^) 11d9^ •
^A

On peut donc définir d'une manière unique un élément a de W? (^T ; >< )
par : v °

q = W/-tim g
o A OAO1te-».oo n'

L'élément g sera appelé produit de convolution de la W -fonction f par
l'opérateur K . .

' b) Lorsque J est ^U-continae, on peut démontrer que g coi'ncide
avec l'intégrale suivante ;

^ =JK(^)UJ d^(4>),

.̂qui est un élément de l'espace T ( Ç ; Vif, X -» Y )»

^ La démonstration est analogue à celle du paragraphe IV 1 (b) ii).



CHAPITRE A2

ERGODICITE ET PRESQUE-PERIODICITE

MN5 LES ESPACES DE BESICOVITCH-MARCimEWICZ

Nous allons commencer par rappeler la théorie générale de l'ergodi-
cité et de la presque-périodicité relative à un groupe d opérateurs dans
un espace de Banach (cf. W.F. EBERLEIN LU, K. JACOBS 12}). Ensuite, nous
appliquons cette théorie au cas du groupe des translations dans les espaces
de Besicovitch-Marcinkiewicz. Enfin, nous étudions quelques résultats par-
ticuliers concernant l^rgodicité et la presque-périodicité dans ces
espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz.

I - SEMI^GROUPE ERGODIQUE -

Considérons un espace vectoriel topologique localement convexe Z et
un semi-groupe U d'opérateurs linéaires U de Z dans lui-même. On suppose
que U contient l'identité 1 . On désigne par convexe (ç ) l'enveloppe con-
vexe fermée de 1 ensemble ÎU%|'U€L U»L pour chaque -kc 2 .

1°) Définitions -

a) On appelle système d'intégrales -presaue invariantes une suite
généralisée d'opérateurs M (i.e. une famille d'opérateurs M , indexée
par un ensemble ordonné filtrant J<x.l ) possédant les propriétés suivantes ;

i) M. est un opérateur linéaire de Z dans Z » pour chaque oc $

ii) Pour chaque -» , et pour tout CL s*^^^ convexe (g );

iii) Les opérateurs M^ sont équicontinus;

iv) Pour chaque f t&Z ^ et pour tout Uc. IL, on a ;

^(^-'W' ̂ ('•v^-^^o.
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b) Le semi-groupe U est dit ergodigue s'il possède au moins un
système d'intégrales presque invariantes.

2°) Théorème ergodique d'Eberlein -

Soient U un semi-groupe ergodique, « un élément de Z etiM l un sys-
tème d'intégrales presque invariantes» Alors, les conditions suivantes
sur un élément u de Z sont équivalentes :

i) -u ç convexe ( « ) et UH=M P01111 ^out UeU (élément invariant);

ii) ̂  l̂ m M^?

iii), M ^ lim faible M. 5 ?

iv) -u est un point d'accumulation faible de I M^%l.

La démonstration de ce théorème se trouve dans W»F«' EBERLEIN [13

5°) Existence des semi-groupes ergodiques - Théorème -

( Dans un espace de Banach, tout semi-groupe abélien et borné
est ergodique,

On en trouve la démonstration dans W.F. EBERLEIN [11 •

II - ERGODICITE ET TOTALE-ERGODICITE -

Dans tout ce qui suit, Z est un espace de Banach. Soit ^f un groupe
abélien localement compact (noté additivement) • Soit U s î u C b î l b Ê ^ l
un groupe d'opérateurs linéaires bornés (uniformément en b) de ^ : '

U (^+^) ^ U(.b)U(/û)

II 'lr ̂ t) 1| < M (luel q^ soit b e <;I•

D'après le théorème précédent, ce groupe est ergodique.

1°) Définitions -

a) Eléments ergodiques -

Un élément^ 2 est dit ergodique pour le groupe ergodique U s'il
existe un élément invariant (point fixe) u dans convexe (» ); u sera
appelé moyenne de \ relative au groupe IL , et sers. désigne par M-fe.

L'ensemble des éléments ergodiques sera désigné par ^§ .

^) Eléments totalement ergodiques -

Soit y. un caractère de ^ ()C est un élément du groupe dual ç de <^ ) .

; On appelle coefficient de Fourier de-g^Z au point y la moyenne, si
elle existe, de ^ relative au groupe .[ U ( b ) X ( b ) | b ̂ <^l.

Un élément ^ est dit totalement ergodique si ses coefficients de
Pourier existent en tout point y du groupe ^ .
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L*ensemble des éléments totalement ergodiques sera désigné par î$^ •

On appelle spectre d'un élément totalement ergodique 5,1'ensemble
des points y, fi ̂  tels qu'en chacun de ces points y, , le coefficient de
Fourier de « n'est pas nul.

2°) Propriétés - (cf. W.F. EB2JRLEIIÎ [ 13 ) -

a) La moyenne d'un élément ergodique est unique, et on a :

H^ ̂ ^S

L opérateur de moyenne H est un opérateur linéaire, borné par Ml y
invariant sous le groupe U (il n'est pas défini dans tout l'espace 7. y
son domaine est%).

b) "S et ̂  sont des sous-espaces vectoriels fermés, invariant
sous le groupe U de l'espace Z .

III - PRESQUE-PERIODICITE (FAIBLE ET FORTE) -

1°) Définitions -

a) Un élément %€ï est dit faiblement"presque-périodique pour le
groupe IL si son orbite ^u (b )%| fce<i?T es"^ relativement faiblement com-
pacte (les diverses notions usuelles de faible compacité dans un Banach
sont équivalentes d'après le théorème de Smulian-Eberlein (cf. W.F. EBER-
LEIN C3], ou N. DuNFORD et J.T. SCHY7ARTZ Cil ).

b) Un élément ^eZ. est dit presque-périodicme pour le groupe U
si son orbite est relativement compacte.

c) Un élément çcZ. est dit fuyant (fluchtvektor) pour le groupe U?
s'il est faiblement-presque-périodique et si son orbite admet l'élément
nul 0 de Z comme point d'adhérence faible,

d) Un élément Ç&Z est dit pseudo-aléatoire pour le groupe U
s'il est faiblement-presque-périodique et si son spectre est vide.

On désignera par ff , TT , (b etJrQ respectivement l'ensemble des élé-
ments faiblement-presque-périodiques, l'ensemble des éléments presque-
périodiques, celui des éléments fuyants et celui des éléments pseudo-
aléatoires.*

<?0) Prop.riet es des ensembles ^ ..TT y ^_ et jh "

Theorème_ -

Les ensembles îf , TT , $ eti/6 sont des sous-espaces vectoriels
fermés, invariants sous le groupe "IL de l'espace f^ des éléments tota-
lement ergodiques.

On en trouve la démonstration dans V.F. EBERLEIN Cil et dans
K. JACOBS [1] .

3°) Décomposition de SP - Théorème de Jacobs -
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L'espacer est la sonime directe des deux sous-espaces "disjoints"
TT et $ :

y -s TT ® $ , avec 7T n <^ a î o l .

On en trouve la démonstration dans K. JACOBS [11 .

4°) Identité entre <S> et Jh -

Théorème -

Pour qu'un élément soit fuyant, il faut et il suffit qu'il soit
pseudo-aléatoire.

Démonstration -

Montrons que la condition est nécessaire» Soit y, un caractère de <? •
II est immédiat que si l'élément nul appartient à la fermeture faible de
l'ensemble^ LT ( fe )^ | be V\ 9 elle appartient aussi à celle de l'ensemble
{ ' U ' ( f c ) ^C ( ^ )^ | fc&^} • La proposition (nécessaire) résulte, dès lors,
au théorème de Mazur suivant ; dans un Banaeh, l'enveloppe convexe fermée
d'un ensemble est faiblement fermée(cf. E. HILLE et R.S. PHILLIPS [11) .

Montrons que la condition est suffisante. Soit ^ un élément pseudo-
aléatoire. D'après le théorème de décomposition de Jacobs, on peut écrire :

î - ^^

où ^ est fuyant, et ̂  presque-périodique. Le spectre de k est vide si
celui de ^ est vide. D'après le théorème d'unicité (qu'on va démontrer
au prochain paragraphe), \ est l'élément nul. Par suite

5 - ^ '
IV - APPROXIMATION DES ELEMENTS PRESQUE-PERIODIQUES -

1°) Lemme -

Soit ^ un élément de 2. • Considérons la fonction b- _^ 9^ ( b ) définie
sur ̂  , à valeurs dans Z , définie par °

^( b ) î = u (^5•

§JL 3 est un élément presque-périodique pour le groupe U> , alors b->>ft,(b)
est une fonction, de Bohr-Bochner (fonction uniformément-presque-périodiQue);
les coefficients de Fourier a y de_è^ aux pointa y g $ sont égaux aux coef-
ficients de Fourier ( de fc aux mêmes points.

Le lemme résulte immédiatement de l'inégalité suivante :

^p l [ô. ( fc^ fc) -^( t+A) | |^ |llT(^-U(^l|.
b w v "

2°) Théorème d'unicité -

Deux éléments presque-périodiques ayant même coefficients de Fourier
sont égaux.
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Tout revient à démontrer qu'un élément presque-périodique -5 dont le
spectre est vide est l'élément nul. Or le lemme précédent montre que le
spectre de la fonction b --^0-(k ) est vide. D'après le théorème d'unicité
pour les fonctions uniformément-presque-périodiques à valeurs dans un
Banach (cf. S. BOGHNER et J. VON NEUMA.NN Cil), la fonction b --». ô^ ( t ) est
identiquement nulle • Par suite /r s; 0 v

5°) Convolution par* une fonction de Bohr -

On désignera par Uî? l'ensemble des fonctions de Bohr (fonctions
numériques uniformément-presque-périodiques) muni de la topologie de con-
vergence uniforme.

Soient § un élément totalement ergodique (x & ̂  ) et cP une fonction
de Bohr (^<sU/?y). " k

On appelle opérateur de convolution (au sens de Bohr) une appli-
cation de S^ x Ikî^ dans TT

i) qui, à chaque Ç <£ ̂  e tyi^^, fait correspondre l* élément Cy .?€

ii) qui est linéaire

iii) qui est fermée.

Il est immédiat crue cette application est unique, et est définie dans
tout l'espace ^xljlîï.

La convoluée de J par Cf sera notée J <9 (f .

4°) Théorème d1approximation -

S Tout élément presque-périodique g est limite des "polynômes
rt> u

exponentiels" /^ C- .X^ .
t e 1 *

Démonstration -

Soitfcp l une "identité approchée" de l'algèbre des fonctions de Bohr
(cf. N. DDlîFORD et J.T. SCHWARTZ [11, C 2 3 ) ; autrement dit soit i (Çl une
suite généralisée de fonctions de Bohr positives, de moyenne égale à 1,
telle que ;

lim uniforme cp (^ cp s (p
a. <x

pour toute fonction de Bohr cp .

Formons « (g) CP , puis montrons que

t^(ç®^^). o.

On vérifie facilement que :

fô®^]^- â^k®^
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ce qui montre que :

^{[î®^]^}'0

et par suite

| -îw k ® <^ - •g]l ® (̂  ^ 0 , quel que soit C? <£ U^.3.9.

D'après le théorème d'unicité, on a :

^S®^ - 0 -
jp

v '" APPLICATIC)NS AI3X ESPACES Oî^C^? X ) -

Nous pouvons appliquer cette théorie générale de l'ergodicité et de
la presque-périodicité au groupe des translations dans l'espace Ï l î ^C^ îX^ .
Tous les résultats sont évidemment valables. Introduisons cependant de
nouvelles terminologies.

1°) On appelle fonctions W^-constantes les éléments de W^C^.îX )
invariants par translation-

On appelle fonctions Vl? "ergodiquea (resp. V^ «totalement ̂ ergodiques,
resp. ^nf "faiblement ".presque-périodiques, resp,^ «prea que-périodiques,
resp. ^«pseudo-aléatoires) les éléments de TO^C^ ; X ) ergodiques (resp.
totalement ergodiques, resp. faiblement-presque-périodiques, resp. presque-
périodiques, resp. pseudo-aléatoires) pour le groupe des translations .

2°) On appelle Vî^ -moyenne la moyenne relative au groupe des transla-
tions dans W^(^ ? X ). On désigne parJÂ l* opérateur de W^ -moyenne.

On appelle coefficient de Fourier-Besicovitch le coefficient de Fou-
rier relatif au groupe des translations dans ÎH?\<ê ; X ).

5°) On appelle 'w «polynômes exponentiels les polynômes exponentiels
à coefficients 3^-constants.

4e) Le théorème de décompos.ition de Jacobs s'énonce t

Toute Vl1 -fonction 3% -faiblement-presque-périodique se décompose, et
d'une seule façon, en somme d'une fonction TH'-pres que-périodique et d'une
fonction îfy -pseudo-aléatoire

^(^X) ^ TT^X) Œ) ̂ (^,X)

Ce théorème a été démontré par J.P. BERTRANDIAS dans le cas où <?s 1R et XxsC
en utilisant la notion "d'ensemble de corrélations".

5°) Le théorème d ' approximation s'énonce $

Toute W1 -fonction V\3 -pré s que -périodique est limite de TU -polynômes
exponentiels.
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"[^ensemble des fonctions îîy-constantes (resp, Oîy-ergodiques, resp.
X»-total ement-ergodiqu es, resp. W7-faiblement-presque-périodiques, resp.
'W-près que-périodique s, resp. TH^-pseudo-aléatoires) sera désigné par
^(^^[resp. ^(^?x), resp. ^(^5^), resp. 5f ( ^ ? x ) , resp.

TT^ îX) , resp.J^sx)).

VI - RESULTATS SPECIAUX -

1°) Ex-pression explicite de la 'yG'-moyenne -

A toutj<& 3n^(<Ç ; X ), associons la famille ̂ •fl définie par :

M.f „_!__ f C(b-A)d6
a ^à^

Les'fonctions M,^ sont appelées les moyennes approchées de Bohr de

la fonction J . Ce sont les produits de convolution de J- par les fonctions

î , où 1 o - désigne la fonction caractéristique de S2. .
(̂Jap ^ !

Les résultats obtenus au chapitre Al sur. le produit de convolution mon-
trent que les opérateurs M. possèdent les propriétés suivantes ;à ip

i) Pour chaque 4 , M. est un opérateur linéaire de ?% (<? ; X ^ dans
lui-même; ° û ^ -

ii) Pour chaque^ , et pour tout Ji , on a i M.J €. T (J ; Wf, X );

iii) Les opérateurs M. sont uniformément bornés par 1 $
d

_h
iv) Pour chaque J^ ̂ (^ ? X \ et pour tout/û<£<^, on a ;

on^-îimfaM.^M-n^ o
^oo s A ^ î^

(pour démontrer (ii), on reprend le raisonnement Al, IV 1°) b,
on pose

a -.[^J^^w.^1,
i ^. J ^(û) ^(û)

n.

comme les lï- sont disjoints et tels que AsUlh . o n a Z ^ a . s i )
à i^ à S31 à /

La famille d1 opérateurs !^\ forme donc un système d'intégrales pres-
que invariantes pour le groupe ergodique des translations. Le théorème
ergodique d'Eberlein fournit alors l* interprétation suivante de la ^ -̂moyenne

Si la 01^ -moyenne d*une yîî? -f onc t i on f existe, alors elle est la,———————————————————————————————r ^ ——......„.„„..———^——————————»-.———————————————————————

yi* -limite de

"^'^v!^-^
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et réciproquement.

2°) Théorème de sommation -

Soit f une fonction Ws -presque-périodique, à valeurs dans un
espace de THilfcert H . Soient C^. ses coefficients de Fourier-Besico-
vitch. Alors s

co
i) la série de Fourier-Besicovitch ZL Cy X, de J converge dans

2 <,si •"'i
X» ( ^5 H) versj^ ,

rt ii) IP. série 21 || (n F converge dans W^^IR) vers M Jjjff i
I] i^^ 1 1 î " à (IU " Ji,»l " ^1.

iii) on a la formule de sommation suivante s
p <•

•â1 1^1 1 1^ -•".<• IIe » 1 1 _ III C "•^•v «y-^

La. démonstration se fait comme dans J.P. BERTRANDIAS [I, dernier cha-
pitre 3. On note que l'on a la formule de sommation bien que 3Hj (^ ; H ) ne
f5oib pas un espace de Hilbert.

$°) Transformations linéaires -

Soient x et y deux espaces de Banach, A un opérateur borné de y dans y s
AG^'CX —>.y)-

Proposition -

H Si ^ est une fonction '3TZ?^-(totalement)-ergodique, ou DTÎ?-^ faiblement ) -
|| presque-périodique, ou. W1 -pseudo -aléa foire, à valeurs dans X » alors A^
1 est une forction "de même nature" à valeurs dans y .

La démonstration est'immédiate.

4°) Transformations non-linéaires -

On obtien-b des résultats analogues à ceux du paragraphe Al, II 5 0 ^ »
En particulier, retenons le résultat suivant,

Proposition -

Soient x , y et Z, trois espaces de Banach. Considérons un élément S2
i lde S ( X , Y-». Z ). Soit ^ uji élément de "îT^C^ 5 ^ ).

Si ge ̂  (< f? Y), alors Jî. ( ̂  , g ) e; ^ ( ^ ? ^ )

Si Cj e 3^ (Ç ,y ) , alors JO (f ,g )^ 9^ (^52.)

Si <3 e TT^ (^ ;V ) , alors ^2 (^ , ̂  ) e. TT^ (<^ 5 z)

Si (^<E ̂  ( ^?y ) ; alors ^2 (f , g ) & J&6 ( ^5 z)

eu JL-J-.+J- .
^ -p ^
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CHAPITRE Ai.

MOYENMABILITE ET COMPÀBÀBILITE

1 - FONCTIONS QTl^-aEGULIERJIS -

1°) Définitions (cf. J.P. BERTRA.ÎîaïAS Cil) -

On dit qu*une M^-fonction est V^ -régulière si, quel que soit fcfi ̂ ,
On a S. - <7

Eutt(^p) —J—— ^ II f(k) ̂ ^(b) « 0
^ -» <a0 Y (,«ûj> ) J0 (ft+a^Cûj

On désignera par M^(^?X) l'ensemble des vft -fonctions TO -̂régulières,

et par ^(^ ? x) le quotient M^(^?x)/N1 ' .

2°) Propriété -

L^nsemble îî^^? x) est un sous-espace vectoriel fermé de 317^(^5 x ) «
La démonstration est immédiate.

y) Bapport entre les différents espaces W^(<^ï X ) et yi^C^x) "

a) SiJ-e 7^(^ï x), alors Je. W^^^ x ) » avec a < y .
Ce résultat est une conséquence de !•inégalité de Holder.

^) SiJeX^K) etq£^(^?y), alors ^ ( { , 9 ) ^ 3^(^52.)
pourtout^^À^y^Jz). d 0 u d ^ ô

4°) Exemples de fonctions Vu-régulières -

a) Toutes les fonctions W> -constantes sont ÎW -régulières
(cf. J.P. BERTRA10IAS [11).
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b) On en déduit que toutes les fonctions Wj-presque-périodiques
sont 3Ty1 -régulières •

c) Les 3^-fond ions, qu'on étudiera au paragraphe IV, sont des
fonctions Wf- régulière s.

II - FONCTIONS MOYENNABLBS -

1°) Opérateur de moyenne approchée J^. "
d

Soit ^ un élément de M4 (^Ç; X ). Posons ;

^-^i^^'
ce qui définit l* opérateur linéaire Wkde ^(^5 X ) dans X • Cet opéra-
teur n'est pas continu, car ||iJ S1.; = o n'entraîne pas W^ ^ 0 •

2°) Opérateur de moyenne - Fonction moyennable -

On dit qu'une MA -fonction est moyennable siffla tend vers une li-
mite û , appelée moyenne de j , quand 4 tend vers op •

On pose :

g.mf ou ^%f(b).w
A ,ce qui définit 1 opérateur de moyenne TO? de M^fx) clans x -

On a :

!!̂ Jii ^ SEfliS » si.? est "ïûye"3^1®-
II est immédiat que toute j^ -fonction de semi-norme nulle est moyen-

nable et de moyenne nulle» Cette propriété nous permet de définir la
moyennabilité et la moyenne d'un élément de W/(^;x).

Evidemment, l'opérateur de moyenne Vt n'est pas défini dans tout
l'espace Wî(^î X ) , son domaine sera noté Vl^^îX)»

5°) Propriété de l'opérateur Ws -

L'opérateur U est un opérateur linéaire borné et fermé de l'espace
^( ̂  ; X ) dans X ,.

Autrement dit :

i) la W^-limite d'une suite convergente i J^ de fonctions moyenna-
bles est une fonction moyennable J ;

ii) la X-limite de 1H>Ç est Wsf.
Démonstration -

Comme l'opérateur W» est borné, il suffit de démontrer la proposition (i)«
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écrivons :

l^f-^(,< 1|W^-ÎR,^J, ll̂ -W. il^-^fj

Donnons € ^ 0 , et choisissons n assez grand [iz> N ( 6 ) 1 pour que :

»p p (* p< jp11. J - Jn, Su < 6 l

Fixons TZ « n^> N (&)* II existe J^ (& ) tel que :

^ ̂ HnJ < a6 » dès que 3 > J^ (6 )-'
D'autre part, J est moyennable. On peut donc choisir J (& ) tel

que (^f,W^ B <.& , dès que ^ et ^ > J^ (& ). Par conséquent, dès
que '̂ et -ft dépassent Jç, (& ) et J, (& ), on a :

ll^J-X^ll^çô,

ce qui montre que J est moyennable.

Cota.- On remarque l'analogue de cette démonstration et de celle (d'une
partie) d'un théorème d'Ascoli.

4°) Invariance par translation -

U Si f est une fonction moyennable et W? -régulière, alors U. f est aussi
•noyennable, quel que soit fc , et ft'

1 ^-w^j)
Le résultat est une conséquence immédiate de la définition de la

W-régularité.

5°) Fonctions moyennables et fonctions ergodioues -

Une fonction moyennable n'est pas nécessairement TU'-ergodique, et
une fonction îMa'-ergodique n'est pas nécessairement moyennable.

Cependant, on a le théorème suivant :

Théorème -

Si J est une fonction W? -régulière, alors entre ses moyennes
approchées 3K>^ et ses moyennes approchées au sens* de Bohr M a î > on a
la relation suivante :

&m^p ll^Jl|<<rfil|M.ÎB,
^-».oo d*' ^ ^<' •

Démonstration -

Par définition des moyennes approchées s

w) r ^X,t ^ ——A—— f J(b) c^(b)

' ^^)J.;à ̂

M.^y=)._!—fj(
^J^

j(t^^)^W
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Evidemment, nous avons ;

——/' ̂ W) d<w - ——f ̂ (t)d^)
\ ^

D'où ;

^^B^J^(u^d^)ll-- ^^ii^-f^jw^m
^ ^

^IIW-

Il nous reste donc à démontrer la relation suivante s

^m^ j| j X^ (U^f) d^} jj , fcm- oup II f ^.J d^(0) 1 .
o"^ ^ S " ^ 0 0 " * ^

Pour cela, il nous «uffit de démontrer l'égalité suivante :

^^ro-w^ii^'0-
Or, par hypothèse J est 'K^ -régulière 5 on en déduit ;

^ll^-^Wi'0

Le théorème de Lebesgue sur l'intégration d'une suite majorée donne
ensuite le résultat voulu.

Corollaire importante -

Si la ̂  -moyenne d'une fonction ̂  -régulière J existe et est nulle
(en nonne), aloïs la moyenne ordinaire de j: existe et est nulle,

En particulier, si J est une ̂  -fonction î^-ps eu do-aléatoire ("b > 1 ),
alors : ' '

f . t;scb i ^
X j{k) Ç ^ = 0 , quel que soit ^e ̂  .

III - COIgARAgILITE PAR DUALITE - CORRELATION -

1°) Définitions -

i) -̂ -̂ J---̂ e.les..él̂ ments_ ,̂̂
sont ^ -comparables si la fon^tion_numéri^ue_h -—^ < Ç(b) | q (b )>
est moyennable* '" " " 1 o "

La moyenne de cette fonction définit la corrélation entre les
fonctions J et q s

^h'^^1^
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ii) On Ait que deux sous-ensembles A r wf(^ ; y ) et -S <- 'yi? (^ s x^ ) sont
.̂.̂ ÇO.mpa^Mes.̂ i._boîri--él̂ ent̂ ê.A_^^^

ment de B •

II est évident que si une W^ -fonction W? -régulière g. est
^ -comparable à toutes les translatées 11^ d'une ?î^-fonction ^ ,
alors les deux sous-espaces T (J 5 W^, X ) et T (g $ 31^ , ̂  ) ̂ ^
^ -comparables • La fonction ^ —^ ' ^ (^^^^( t^Ol ^^^
s'appelle fonction, de corrélation mutuell-o ^o ronctions J et ^ •

2°) Suites ^ -comparables - Théorème -

Soient deux suites convergentes j^ et ̂  tendant respectivement dans

^(^5 X ) ^rs J et dans W ^ C ^ î X^) vers g .

i) Si les fonctions f et q sont ^ -comparables pour chaque n . alors
les fonctions J et q sont ^ -comparables et ^_-fe_y .

ii) Si les fonctions ( et q sont régulières et si_les_espacea_
îl^J^^JLl.^î.l <â^ .a .̂ĵ '-̂ .-ç-̂ J -̂.r.çoBP.aî̂ b^^^
que u , alors les e^ace^T^.L^-^J.^-X^-^^^^^
^ -comparables et Y, _ TT) tend uniformément vers,̂  LSd-

"°Jn.Oo J ®

Démonstration -

L'inégalité de Holder montre que les fonctions

b —^fa^lV^

tendent vers la; fonction

^—^Jc^)!^^
dans l'espace ^(^sC).

Dès lors, le théorème à démontrer est une conséquence immédiate du
fait que l'opérateur de moyenne est borné et fermé de l'espace ^(^sC)
dans € .

IV - ESPACES, ̂ C^; X ) -

1°) Définitions -

Une ^ ̂  -fonction J est dite P^ -fonction si j J ( b ) 1̂  est une
fonction moyennable»

On désignera par P^(^; X ) l1 ensemble des P10-fonctions et par

ff^^î X ) le quotient P^(^?x) /N l 3 .
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2°) Propriétés -

a) L'ensemble 9^ (<^,x ) n'est pas un espace vectoriel.

b) Toute 9^-fonction est ^^ régulière.

c) SiJ est une 3 -fonction, alors U^ est aussi une ̂  -fonction.

d) Avec la topologie induite par celle de W,^^) liensemble
^ (^ 5 x ) est un espace métrique complet.

En^effet, si J^J dans ̂ (^ ,•><), alors (Jjt ___„ g ̂
dans X'^R). Comme 1 •opérateur de moyenne est borné et fermé, la propo-
sition (d) est démontrée.

5°) Comparabilité linéaire dans les espaces <?^ Çg^J -

a) Définition -

Les S^ -fonctions ^ sont dites linéairement comparables
si la somme \,^ +... ̂  J^ est une îî^-fonction, quels que

soient les nombres complexes \ ( t = î ,..., n.).

b) Proposition -

Soient ^J^ et ^ g^j, deux suites convergentes de 9^-fonc-
tions linéairement comparables pour chaque n, . Alors leurs
W?-limites J et a sont linéairement comparables.

Il suffit de remarquer que la suite [ j^ + >^ tend vers la fonction

U + ̂ ^} (luel q1^ soit X , suivant la 'Mî'-métrique. Comme 9^ (^ ; X ) est
fermé dans ^'(^5 x) la proposition est démontrée.

c) Sous-espaces de Banach de 9^ (<€,]J^) -

La fermeture, dans W^^; x ) , de tout sous-espace vectoriel E de
9 (^5 / ) est encore un sous-vectoriel E de 3^ (<^$ x) d'après la propo-

sition-précédente; E est donc un Banach.

V -ESPACE y(^;H) DEMSS -

Plaçons-nous dans le cas particulier très important où A» s. (on n'écrira
jamais l'indice 2) et où x est un espace de Hilbert H . Nous obtenons l'es-
pace 3 (<^ ? H ) de J. BASS [11 , C 2 ] , C 5 ] .

Notons les résultats suivants :

, 10) Peux éléments J et g de 3 (^ ; H ) sont linéairement comparables ai
et seulement s1ils s ont ^^-comparables.

Leur corrélation peut, s'exprimer en fonction des nomes de leura combi-
naisons linéaires :
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^s^iij^ir-^iijii'-w^ir1
^{^iij^ir-wufii'-w.ii^

2°) Si •plusieurs S -fonctions sont ^ -comparables deux à deux, elles
sont linéairement comparables dans leur ensemble et réciproquement.

5°) Chaque ensemble de S? -fonctions ^-comparables deux à deux est
donc un sous-espace vectoriel £ de l'espace 3 (^ $ H ), L* adhérence £ de E
dans Wï (^ ; H ) est dans 3 (^ ? H ) et peut être structure en un espace de
Hilbert en prenant comme produit scalaire W?<î( b ) | o ( b ) > •

<b) J * o
Dans la suite, tout sous-espace vectoriel fermé de 9 (t€ 5 H) sera

structuré en un espace de Hilbert par ce procédé.

Convention très importante -

Dans la suite, nous étudierons des sous-espaces fermés, invariants
par translation de l'espace M ' ^ î X ) . Nous désignerons (incorrectement)
par la même lettre un sous-espace de l'espace semi-norme tA^(<€ 5 X ) et son
image canonique dans l'espace norme W> ( ^ j X ) . De même nous désignons
par la même lettre un élément de M^(^5 X ) et son image canonique dans
W^sx).



CHAPITRE A4

FONCTIOMS QUASI-STATIOKMIRES

I - PROPRETES ETpS^ENTAIBES -

Soit b —».J( b ) une fonction définie sur le groupe <^ y à valeurs dans
un espace de Hilbert H , localement intégra "blé.

1°) Définitions -

La fonction J est dite quasi-stationnaire si s

i) J est une Wa2-fonction TR^-continue

ii) •f est une ç -fonction comparable à toutes ses translatées.

La moyenne en b de <jî ( b + %,) [ ^ ( fc )> s'appelle fonction d autocor-
rélation <y(^) de la fonction quasi-stationnaire ^ .

L'ensemble des fonctions quasi-stationnaires sera désiané par S (^ ? n)>
c'est un sous-espace métrique non vectoriel de l'espace V^(^ 5 H).

2°) Invariance "par translation (l) -

(1) Note - Considérons la famille Jf^ ss V^J ;&e<^l . On a |

i) ^l!fûl|^<oo P0111* cha(lue n

ii) X <ç | f > ^ y ( K. ) ne dépend pas de ^ .
n.+R ït

Selon une terminologie probabiliste (cf. par exemple J.L* DOOB 111,
chapitre II, paragraphe 8 b\ cette famille est quasi-stationnaire
(ou stationnaire au sens large^.
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a ) Proposition - Si J est quasi -stationnaire, alors LL î est aussi
quasi -stationnaire. Quel que soit ^i^; de plus U^ admet la mime fonction
d' autocorrélation que Ç- »

En effet, d'après le paragraphe A5, V, la fonction dé corrélation peut
s'exprimer au moyen des normes qui sont invariantes par translation,

b) Espace ï(f ; ̂ \ H) -

L'espace T(J 5 QT^, H ) a été défini au paragraphe Al, II 5°) c. C'est
un sous-espace vectoriel fermé de l'espace 9 (^5 H). Nous le structurons
en un espace hilbertien par la méthode indiquée au paragraphe A5, V ^

c) Conséquence immédiate - Toute fonction quasi-stationnaire est
^ «faiblement -presque «-périodique.

Cette proposition découle de la faible compacité de la boule unité
d'un espace de Hilbert.

5°) Théorème caractéristique -

i) la fonction d'autocorrélation n—^y(n') d'une fonction quasi-
stationnaire J est une fonction uniformément-faiblement-presque-
périodique (fonction d'Eberlein Cil)» En particulier, elle est
uniformément continue en -R. .

ii) Réciproquement, si ^fÇr^) existe pour tout n et est continue pour
&a o , alors J est quasi-stationnaire,

Démonstration -

La proposition (i) est une conséquence immédiate d'un théorème d'Eber-
lein [1] et du fait que Uo est un opérateur unitaire de l'espace hilbertien
^?W?SH).

La proposition (ii) se déduit de l'égalité suivante î

lil^î-Jlll s ^^Ym-Y^)
4e) Fonctions quasi-stationna ires comparablea -

a) Définition -

Des fonctions quasi-stationna ires J^ , 'ttt.<1,...,TL , sont dites
linéairement comparables dans leur ensemble si i

\Ji +-- ^^^^+••-+-^0

est encore une fonction quasi-stationna ire, quels que soient les nombres
complexes ̂  .

b) Conséquence -

Deux fonctions quasi-stationnaires J et g sont linéairement compara-
bles si et seulement si les fonctions Uoî et û| sont ^ -comparables, quel
que soit -h. (cf. para^phe A5, III ). La fonction ft. ——> Oîl? <^^^)\^W>
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SOJA appelée fonction do corrélation mutuelle des fonctions J et g »

On en déduit que si des fonctions quasi-stationnaires j^ sont linéai-
rement compa râblés deux à deux, alors elles sont linéairement comparables
dans leur ensemble. Elles forment donc un sous-espace vectoriel de l* es-
pace 5 (<^; H ).

5°) Convergence dans l'esuace métrique SJ^ L-IJ.) -

a) Théorème " L* ensemble 5 (<^ ? H ) est un sous-espace fermé de
l*espace W^^? l-O.

Plus précisément s Soient [S^\ et [ <î^\ deux suites conver-
gentes de fonctions quasi-stationna ire s linéairement compara-
bles pour chaque n . Alors y leurs QTL2-limites f et q sont des
fonctions quasi-stationna ires conrparabies; la fonction de cor-
rélation mutuelle~"Y( ft. ) est limite uniforme de la suite Y (fc).

Î9 'noa
Ce théorème est un cas particulier du théorème du paragraphe A5i III 2°).

b) Application -

Tout sous-espace vectoriel de fonctions quasi-stationna ires peut être
complété; on obtient ainsi un espace de Hilbert de fonctions quasi-station-
na ires^

II -AjïALYSE SPECTRALE ENERGETIQUE -

1°) Mesure spectrale énergétique -

Théorème - la fonct ion d autocorrélation v d'une fonction Quasi -sta-
tionraire ^ est la transformée de Fourier d'une mesure <T positiv e. bornée
appelée mesure spectrale énergétique de ^_ ï

<^ft. ^Q f <^ft. ^
y(^}=: Q d(ra) , avec CT(^) < oo

^
Démonstration -

D*après la proposition 1 2°) sur l1 invariance par translation, l̂ ppli-
cat ion & —> LT ( 6. ) est une représentation unitaire continue du groupe <f dans
l»espace hilbertien t ( j ; yr^, H ). Par suite (cf. par exemple J.DIXMÎER [21,
théorème 15.4.5 (ii))» la fonction f t / -^y( fc) est continue et de type posi-
tif, La proposition à démontrer résulte alors d*!^'! théorème classique de
Bochner (cf. par exemple A. WEIL [11).

2°) Coefficients de Fourier-Bohr de y ( f c L -

Théorème - Les co efficientsde Fguner-Bohr a ̂  de la fonction ft.-»y(fe )
existent > sont réels positifs et égaux aux sauts ̂  de la mesure CTaux
points ^ .

Le spectre de la fonction H -^ ')(•( ^ ) es^ donc l* ensemble des points
de discontinuité de la mesure CT ,
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Ce théorème est classique; la démonstration se trouve par exemple
dans W.F. EBERLEIN f4J .

3°)* Coefficients de Fourier-Besicovitch de j- -

Comme toute fonction quasi -stationnaire est W? -faiblement-presque-
périodique, elle est Oî^-totalement-ergodique (chapitre A2) •

Plus précisément :

Théorème -

i) Les coefficients de Fourier-Besicovitch C^ d'une fonction quasi-
stationnaire sont des fonctions quasi-stationnaires W^-cons tantes.

ii) La W?-norme de la fonction b—>-^( b ) est égale au saut ^ de
la mesure spectrale énergétique au point > •

II suffit de démontrer le théorème pour > s o, le cas général s'en
déduit facilement.

D'après les propriétés de la 'ÏÏ̂ -moyenne, C^ est un élément de l'enve-
loppe convexe fermée T (^ W?2, H ). On en déduit d'abord que la fonction
t—^o^) est quasi-stationnaire. D'autre part, d'après le théorème du
paragraphe I 5°) sur la convergence dans l'espace S (^ ; H), i||Co||[2 est un
élément de l'enveloppe convexe fennée engendrée par la fonction ^-^^(ft.).
Autrement dit :

roili^vc^^o-("')
4°) Classification des fonctions quasi-stationnaires - Décomposition -

a) Fonctions S -•presque-périodiques -

Une fonction J est dite S^-fonction _S -presque-périodique si elle est
en même temps quasi-stationnaire et 'Ïîî» -presque-périodique»

Les résultats précédents montrent alors qu'une fonction quasi-station-
naire ^ est S-fonction S-presque-périodique si et seulement si l'une des
conditions (équivalentes) suivantes se réalise :

i) CTest une mesure atomique fou discrète) î cr(;)C)s, S^J.(y) ,
où < 5 \ ( X ) est la masse de Dirac placée au point ̂  .

ii) y ( fe ) est une fonction de Bohr (fonction uniformément-presque-
périodique) :

„ —, -t^n,
Y(h.) s £/),<? .

Les théorèmes d'approximation et de sommation démontrés au chapitre A2
s'appliquent évidemment aux S -fonctions S-presque-périodiques ; notons que
les coefficients de Fourier-Besicovitch sont dans ce cas des fonctions
quasi-stationnaires W^-constantes.
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b) ^•fonctic)r^ 5 -pseudo-aléatoires -

Une fonction J est dite 5 -fonction S -pseudo-aléatoire si elle est
en même temps quasi-stationnaire et f^ -pseudo-aléatoire.

Les résultats précédents montrent alors qu'une fonction quasi-station-
nairej est S -pseudo-aléatoire si et seulement si l'une quelconque des
conditions (équivalentes) suivantes se réalise:

i) CT est une mesure diffuse (ou continue)

±±) Ig.̂ P.ectr^d ĵy Çjj est vides/autrement dit Vb IY^))^ 0 •

Les propriétés démontrées pour une fonction W^-pseudo-aléatoire sont
évidemment aussi celles des fonctions S -pseudo-aléatoires (cf. chapitre A2)
En particulier s

îja.̂ .oy.enne et les coefficients de Fourier d'une fonction S -pseudo-
aléatoire existent et sont nuls (cf. chapitre A5, paragraphe II 5°).

c) Théorème de décomposition -

^^eJ'onction quasi-stationnaire ^ est décomposabley et
'̂'ĵ lg.^se l̂.e.facon^en somme d^ne S-fonction S-presque-pério-

dique, et d'une S -fonction 6-pseudo-aléatoire.

Démonstration -

Considérons j* comme une fonction ̂  -faiblement-presque-périodique.
D'après le théorème de décomposition de Bertrandias (cf. chapitre A2), on
peut écrire, et d'une seule façon : f i

^Mz

où ^ est ÎR? -presque-périodique

J^ est % -pseudo-aléatoire.

Il s*a^it de démontrer que ^ et j^ sont quasi-stationnaires. Comme J
est quasi-stationnaire, les coefficients de Fourier-Besicovitch C^ de t
sont des fonctions quasi-stationnaires linéairement comparables à Ç .
D'après le théorème de sommation (chapitre A2), ^ est la -̂limite de

la fonction b-*.2:C^(b ) Q^ . D'après le théorème sur la convergence
dans l'espace 5 (^5 H), f, est une fonction quasi-stationnaire linéaire-
ment comparable à J ? ce résultat montre alors que f est aussi ouasi-
stationnaire. &

jjemarque -

On désignera par5TT(^s H) l'ensemble des fonctions S-presque-
périodiques et parô^&(^$ n) l'ensemble des fonctions 5 -pseudo-aléatoires.
Le théorème de décomposition s'écrit :

S(^,H) , STT(^,H)®5^(^H)

Nota.- Nous utilisons le signe ® bien que 5 (^5 H) ne soit pas un espace
vectoriel.
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5° ) Conyolutiçn.d.'une^fonction quasi-stationnaire par une mesure de
Badon -

Puisqu'une fonction quasi-stationnairej est ÎTL^-continue, sa convo-
lution <g ^J ̂  dy. par une mesure de Badon du. appartient à t (^ ; W^, H ) .
C'est donc une fonction cruasi-stationnaire. Plus précisément, nous avons
le résultat suivant s

La fonction d'autocorrélation de q est donnée par s
n t A e -tX"

Y ( & ) . / |^W|G d<T(X)
<?

où a est la transformée de Fourier-Stieltjes de u •

Démonstration -

En effet » 3 s / ^(-^J^W

r r ^
D'où » Yg(^)^^J^<U(^+^J |V(-^J><l^W^^(^)

Or, l'opérateur de moyenne 3H> est "borné et fermé; par suite t

' T ( ^ )« f J y(-A+H<.fc)d|i.(A)d^)

Comme

9 f ^(-A^^t) /* ^
1f^,^t)«/ G d<r(X) et p-OÎ)-^ ^W.

ÎA proposition est démontrée.

III « ANALYSET SPECTRAUE Emg^TAlKE -

1°) Mesure spectrale élémentaire -

Proposition - La fonction ft, —>-U( ̂ ) ̂  ..jest. la transformée de Fourier
d'une mesure vectorielle Y définie sur le groupe <g , à valeurs dans
^(j î W^y H ), appelée mesure spectrale élémentaire de .Ç

u^^ .fe^ dY(x)
'§

Démonstration -

Considérons le groupe d'opérateurs unitaires continus à un paramètre
IJ(d) de l'espace hilbertien ^(^ $ W?*, H ). D'après le théorème de Stone
(cf. F. RIESZ et Sz. NAGîT [11), ce groupe définit une décomposition de
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l'unité (résolution de l'identité)? autrement dit, il admet la représenta-
tion spectrale suivante :

u^JAew,
^

où E ( y ) est une famille spectrale (déterminée d'une façon unique).

Il suffit de poser y s Ej pour obtenir la proposition à démontrer,

2 ° ) Relation entre la mesure spectrale énergétique et la mesure spec-
trale élémentaire -

La mesure spectrale énergétique cr introduite précédemment est liée à
la famille spectrale par

^o-oo» diiiEwjiii'

Par suite si A est un ensemble (T-mesurable, alors ^ est aussi Y-mesu-
rable et :

IH^IlT» 1^W
'à

Plus généralement, si A et A' sont deux ensembles <r -mesurables, alors

V^<yW\y(^)^^ f dÇ-OC)
"An A'

où la notation % ̂  i > désigne (symboliquement) le produit scalaire dans
l'espace Y (^ 5 ̂  , H )•

5°) Baprésentation spectrale de 1 ' espaceL_T^J _j '3Tj[^_jj_j -

Nous allons donner une représentation spectrale de T ( f ? OTb1, H ) en
utilisant le "principe de l'extension par continuité unifonne" (cf. N.
DTOFORD et J.T. SCOTART2 [11).

a) Définition de 1 intégrale a s / C ( X ) dyOC).

^
Mous définissons d'abord l'intégrale pour les fonctions étagées :

C(3C)= ^ si )C <&^ (^^-^)

Par définition »

3=^^)
A toute combinaison linéaire des C correspond la même combinaison

linéaire des g • De plus :

|(|g|(|*=Z,£c^/' dG-ooJlcool'do-oc)
<o^ -Ç
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Considérons les espaces complets ^(( r ) et T ( ^ 5 W1 , H ). L* ensem-
ble (%) des fonctions étagées est dense dans L? (<r ) • L'application 7 :
C—^g est définie sur (<^) et à valeurs dans T ( f ; W?1, H )• Comme cette
application est isométrique, on peut la prolonger, et d'une seule façon,
en une application isométrique sur L2^^)-

b) Isométrie entre T(f ? m^iH) et \f((r) -

Montrons que

yT^)]^(j;<H;)
Soit (̂  un élément de T (J 5 ÎH,2 , H ). On peut toujours le considérer comme
Va -limite des combinaisons linéaires des translatées LL S de î . Or ;

r ^
VJ - ^ ^ (^C)-

Par suite ILJ eg* [^((r)] • Comme 9» [^(cr)] est complet, la pro-
position est démontrée»

En résumé i L * espace T ( { L -̂'JL^ ) et L^ ( <r ) s o nt i somét riqueme nt
i8omorpheB,L Isométrie peut se réaliser "par F'intégrale ;

r ( 9 e ^(hw^)
9 « / CcX)dY(X) où \

J^ [ C e L^cr)

4°) Beprésentatipn spectrale de la y?? -dérivée -

Plaçons-nous au cas où <f est le groupe additif des réels IR . La for-
mule : v

..oo .-^r^
V ^ . l ê d£()C)

'.où

peut encore s écrire

U^Ç
iXA

^
/*où A désigne la transformation autoadjoint f X d E ( ^ ) »
"<B

Ce résultat montre que iA est le générateur infinitésimal du groupe 0^»
D'où la représentation spectrale suivante de la yi» -dérivation V :

r00
7j»; ^dywr-^/^

^ao^ô0

On en tire :

5 l < % < ^ | J > = o ,

ce qui démontre de nouveau que 1 j opérateur de Oîb -dérivation est conaer-
vatif*
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5°) Sspace hilbertien engendré par deux fonctions quasi-stationnair&s
Une ai rement comparables -

Soient J et J deux fonctions quasi-stationnaires linéairement com-
parables. On désigne par T(j1, , J^ ? W?8 9 H ) l'enveloppe linéaire X^fer-
mée de l'ensemble J LLf. [ d <& ̂  , -t =• 1, 2l • C'est un sous-espace vecto-
riel fermé de l'espace 5 (^ ? n)» d'après le théorème du paragraphe 1 5°).
On structure T( J , Ç 5 W^2, H) en un espace de Hilbert par le procédé
habituel.

Soient ÇT et <T les mesures spectrales énergétiques de J et ^ ;
N/ et y leurs mesures spectrales élémentaires. Tout élément de

"^(J, 9 fa ? ̂  » H ) est ^-limite des combinaisons linéaires des fonc-
tions de la forme :

?iv LC1(x) d y 1 c x ) / C1 ê ^^^f
^- f ^W ^M ' ^<Ê ^C^a)

^
Proposition -

I II existe une mesure complexe bornée (î^ telle que s

w? <3J ̂  > = [WW dy. (3e)
^

Démonstration -

En effet, on peut écrire ;

^^il^ »^<JCiWdE(X).f,|jwdE:Wj.>

-3%Jc,(XK*(X)<dE(X)J, jdE(X)f.>

=l)î,Jc,(X)C.(X)d<E(X)J,lfi,>

II suffit, dès lors, de poser :

^^Jilf^ = ^aCX)

Remarque -

Soient C^ et (T1 les mesures spectrales énergétiques des fonctions
quasi-stationnaires J + J et J + -l-Ç » II est facile à vérifier que :

A/c, ̂ -^^

^ <î, =
 cr"-<^+q't)
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IV - FONCTIOMS STATIOmiRES -

1°) Définition « \

On appelle fonction stationnaire toute fonction quasi-stationnaire
moyennable •

II résulte immédiatement de cette définition que si b —>J- ( b ) est
une fonction statiomiaire, alors b ~-^^( t ) + ^ , où ft est une constante
de l'espace H y est aussi stationnaire. ^n particulier, b —^jC b ) - Wj
est aussi stationnaire si la fonction b—>f ( b ) l'est; la fonction d'auto-
corrélation de î - J^fsera appelée fonction d'autocorrélation centrée de t •

2°) exemples -

a) Une fonction 5-pseudo-aléatoire est stationnaire, car elle
possède une moyenne qui est nulle (cf. chapitre A5).

b) Considérons l'ensemble E des fonctions uniformément presque-
périodiques (cf. VON NSUMA.NN Cil). Sa fermeture E dans l'espace ^(^ ; H)
ne contient que des fonctions qui sont en même temps S -presque-périodiques
et stationhaires•Ï est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace de Base
9 (<^ ; H ) ; on peut toujours le structurer en un Hilbert (par le procédé
habituel)•

5°) Fonctions pseudo-aléatoires décentrées -

Soit J une fonction stationnaire.

a) Si J est S-presque-périodique, alors Ç-3tl>Ç l'est aussi et
réciproquement.

b) Si J est S -pseudo-aléatoire, alors J -W»J l'est aussi
(car 3n»J, o).

c) Si ^ -îlîîîest S-pseudo-aléatoire, alors J n'est pas nécessai-
rement 5 -pseudo-aléatoire.

On dit que Ç est une fonction (S -) pseudo-aléatoire centrée si WaÇ« o 9
décentrée si Orbj ̂  o »

4°) BemarQue -

La notion de stationarité, très importante en pratique, a peu d'inté-
rêt en ce qui concerne l'étude théorique des fonctions quasi-stationnaires.
Dans la suite, sauf indication contraire, nous ne parlerons que des fonc-
tions quasi-stationnaires.
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CHAPITRE A5

FONCTIONS 1-QUASI-STAîTONNAIRES

1°) Définition »

Soit b —^ ( b ) une fonction quasi-stationna ire à valeurs dane un
Hllbert H , et soit & (H—>.H) I* ensemble des opérateurs linéaires bornée
de H da-ns H •

On dit que b —^.F ( b ) est une fonction 1-quasi-stationnaire si, quel
que soit Ag t f (n —^ H ).t la fonction b—' -A jCb ) est quasi «stationnaire.

L1 ensemble des fonctions 1-quasi-stationnaires à valeurs dans H sera
désigné par 5 (<^ 5 H ). Evidemment t

i(^H) C5(^;H) C^(^H)

On munira à (^; H) de la W?-métrique,
0

2°) Etude aes Translations -

L* ensemble 5 (^ ; H ) est invariant par translation» Plus précisément t
si J est une fonction 1-qua si-stationna ire» alors la fonction U^J est
aussi 1-quasi-stationnaire, quel que soi t -ôe^^ les fonctions AIL f et Af
admettent la même fonction d* auto corrélation, quel que soit Ae ^? (H—>-H).

La démonstration est immédiate.
5°) Fonctions 1-comparables -

a) On dit que des fonctions 1-quasi-stationnaires (' , ^S:-I,...,TL
sont 1-comparables dans leur ensemble si

A,J,4. ...+A^+ -+A^^
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est une fonction quasi-stationnaire, quels que soient les A^6.tf(H—».H) .

Conséquence -

Deux fonctions l-quasi-stationnairœj et o sont 1-compara Taies si et
seulement si les fonctions Aj ettLû sont -f- -comparables (la notion de
^ -comparabilité est définie au chapitre A5) quels que soient A <& S?( N~».H)
et A & ̂

b) On dit que deux suites f^ l et îa l de fonctions 1-quasi-
stationnaires sont 1-comparables si î et a sont 1-comparables pour cha-
que Tt • "'

4°) Convergence dans F espace métrique 5 (<g ; H ) - Théorème^ -

L'ensemble 5 (^ ? H )' est fermé dans W? (^ ; H ). Plus générale-
ment et plus précisément î

I Les ÎHî -limites (respectives)^ et q de deux suites de fonctions
1-quasi-stationna ire s 1-comparables JJ V ® ' 1 ' ' } ? \ sont ^es fonctions
l-qu&si-stationnaires 1-comparables,

Démonstration -

TàT hypothèse, la fonction

^=^+6^

est quasi-stationna ire, quels que soient les éléments A et s de î5 (H—>-» ) .

La fonction

F= A^Bg

est ^-limite de F^ , car

1 1 1 ^ ^ 1 1 ) < lIAll.lH^-Jlll + 1 | B 1 1 . 1 | 1 ^ ^ - . ^ | | | ,

ce qui montre que F est quasi-stationnaire,

5°) Espace Z^( J ; ̂  , H ) -

En complétant tout sous-espace vectoriel de fonctions 1-quasi-station-
naires, le théorème précédent montre que l'on obtient un espace vectoriel
de fonctions 1-quasi-stationnaires.

En particulier, le sous-espace T ( f ? in2 , H ^ défini au paragraphe
Al, II 4°) ne renferme que des fonctions 1-quasi-stationnaires (si J est
l-quasi-stationnaire\ C'est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace de
Bass 9 (^ ; H); on le structure en un Hilbert par le procédé habituel
(cf. chapitre A5).

6°) Fonctions S -pseudo-aléatoires et fonctions S -presque-périodiques -

a) On désignera par Sjfe(<^ ; H ) et âïT (^ 5 H ) respectivement les

ensembles s (<^? H ) n ̂ (^5 H ) et S (^,- H ) n TT2^ 5 H ) (c^ chapitre A2).
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A n 1
Un élément de S^(^? 5 H ) sera appelé fonction 5 "pseudo-aléatoire,

Un élément de S T î C ^ î H ) sera appelé fonction 5 -presque-périodique»

Les ensembles 5 j6 (<^ 5 H ) et îTr(<^. H) sont "disjoints" (leur inter-
section est la fonction équivalente à o), et on a t

5(<§,H) ^U(^,H)esTT(^;H)

Nota - Nous utilisons le signe © bien que 5 (^ 5 H ) n'est pas un espace
vectoriel.

b) On montre facilement que î

Si ̂  est une fonction S-pseudo-aléatoire, alors T (^ 5 Wa , H ) ne

contient que des fonctions ô -pseudo-aléatoires,

Si ̂  est une fonction 5 -presque-périodique, alors T (J $ W^ , H )

ne contient que des fonctions 5 -presque-périodiques» •

7°) Fonctions 1-quasi-stationna ires à valeurs dans deux esrjaces de
Hilbert"""-

Soient H^ et Hg deux espaces de Hilbert. Considérons l* ensemble
^?(n^—^ H^ ) des opérateurs linéaires bornés de H^ dans H^ .

a) Proposition -

Si b_^J ( b ) est une fonction 1-quasi-stationnaire à valeurs dans H<,,
alors b—»-Q ( f c ) = : A j ( k ) est une fonction 1-quasi-stationnaire à valeurs
dans H^ y quel que soit / ^«£^ (H^——>^a)»

b) Démonstration -

Soit A^ l* opérateur adjoint de A . C'est un élément de rf(Ha—^"i)»
Par définition même :

< A x | ^ > ^ = K^l^^ - voceH^ * ̂ ^

ÎSLT suite :

< A j ( f c ^ ) [ A j ( b ) > ^ = <J(^}^AJ4b)>^

Comme A^A ç. £ (Hi _^ H.,) et Je. 6 (<^ 5 H^ ), la relation précédente mon-
tre que q = Â f e ô (<^ ; H^ ).

De même, soit un élément quelconque B de ^(Hg—^a)* ç)n a t

<B3(t^))8^(fc)>^= <j•(b^)lA*BÏBAJ(fc)^
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Comme A^B^BA e. tf (H.,—». H., ), on déduit que BQ<£. S ( ^ 5 H^ ) quel que
soit Be ^(Hg-—--H^). Autrement dit :

S^ 0 ^^

4fc
c) Conséquence g ÇsÊace__rJ,J^O]Z^ -

D'après la proposition précédente, l'espace T (^ $ OTl>2, H.,—^Mg)

défini au paragraphe Al, II 4°) ne contient que des fonctions 1-quasi-
stationnaires à valeurs dans Hg • C'est donc un sous-espace vectoriel fermé
de l'espace de Bass 9 ('€ ? Hg)» et on le structure en un espace de Hilbert
par le procédé habituel.

II - REPRESENTATION SPECTRALE -

Soit J un élément de S (^5 H )• 'Puisque J est quasi-stationnaire, on
peut définir sa mesure spectrale énergétique <r et sa mesure spectrale élé-
mentaire Y (cf. chapitre A4) et réaliser l'isomorphisme isométrique des
espaces L8 (cr) et t (J ; W^, H ) au moyen de la représentation spectrale
suivante s

r g ^ r( j ,w^H)
^^(X)dY(X) où J

^ l^<£ ^(CT)
^ &

Nous allons donner une représentation spectrale de l'espace ̂  (J>^>>^)-

1°) Tenseur spectral énergétique -

Soient A et B deux éléments de S? (H—>-H ). D'après les résultats du
paragraphe A4» III 5°)» il existe une mesure complexe bornée ^-A» telle
que :

^<Aj(b)|Bj(b)>. I ^^^W

^
Plus généralement, on a ;

X <Ay(A)jBy^)>^ dS^yc)
^n^

Considérons la fonction A ,B ——> Z ( X ) - C'est une application
sesquilinéaire hermitienne positive continue de ^?(H—». H ) x tf (n « ». n)
dans l'espace de Banach 51 des mesures de Radon.

Par définition,£ sera appelé tenseur spectral énergétique de la
fonction 1-quasi-stationnaire f •

2°) Espace C [Z:,^(H^H)1 .

Considérons l'espace de Banach L2 [îT $ ^ (H^- . ^n ) des opérate-lirs
linéaires C (y.) de K tels que s
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! IICwfdO-OC) <oo

^
Soit S le sous-espace vectoriel des "opérateurs étalés" de

L [<T ? à?(H—^H)] , i.e. le sous-espace vectoriel des opérateurs de la
fo rme :

cw-àc^^

où : C^ est un élément de è?(H.—^H), pour chaque -L ,

A,, est un ensemble <r -mesurable de <^ , pour chaque ^ ,

A^ n A ~ A si ^ ^ ^

1^. est la fonction caractéristique de û^ .

Introduisons dans ^le produit scalaire suivant :

Jc ic^èâf dz, ,(y)
l ' -t <'^1 ^^n^ c-^

Ce produit scalaire structure l'espace ^ en un espace préhilbertien (non
sépare)• On a :

«l'M'I^èj^c,^)
<^y ll^fdcr(X)

< f HCwfdo-CX) .

^
Sur % , la nouvelle topologie est donc moins fine que celle induite

par ^ [ c r? Î.Î(H-^H)] . L»application C-^BCHI est définie sur < , à
valeur dans ̂  . Comme elle est uniformément continue, on peut prolonger

cette application à tous le» éléments de ^[o- î SS^^n)] , qui est la
lermeture de <5 •

SoilN l'ensemble des éléments C (jC ) de L2 r <ï" î if(H-^.H) tels
que m C ||| ^ o . L

On désigne par L* [S ? ^(R—^H)] le complété de l'espace préhilber-
tien séparé L1 [<r ,- ^(H^^H)] /N* .

Bemargue -

Cette construction est analogue à celle utilisée classiquement pour
structurer une C -algèbre en un espace hilbertien à partir d'une forme
linéaire positive (cf. J. DIXMIER 111 , [23 ),

54



y) Définition de l'intégrale g s J C ( X ) d Y ( X ) '

i
a) On définit Sabord 1 intégrale pour les opérateurs étages

C(X).£C,^(X) Par 3.£;C,y(A,).

A toute combinaison linéaire des C correspond la même combinaison li-
néaire des a . De plus :

iB^i'-é^J^w'rni1-
b) Considérons les espaces complets [ / [S? Sf (H—».H) et

T*(Ç ; T^, H). L'ensemble % des opérateurs étages est dense dans
^[£5 Sf(H—».H)] • L'application^; C-^d est définie surjet à va-

leurs dans ^(J 5 ̂  , H). Comme cette application est isométrique, on
peut la prolonger, et d'une seule façon, en une application isométrique

sur ^(S).

Ainsi, à tout élément C & ^[2:? £ (H —>.«)] , on peut faire corres-

pondre un élément g & T^(J 5 ̂  , H ) par

g. fC(^)dY(X)

_ •Ï
40) Isométrie entre Z^J ; W^, H ) et ^[L î tf(H~^n)1 -

Montrons que l'image par 9* de L^ZL ; Ï(H—».H)] coïncide avec

^(J;^,H).
jt- ,

Soit cf un élément de T ( f î ^ H ? , H ) . O n peut toujours le considérer
comme ^-limite des combinaisons linéaires des éléments de l'ensemble

Î A V ^| A €. ^(H-^H)? ^<s^l • Or :
r ^^

AU^ s j Q A d Y ( ^ ) .

^
Par suite AV.J est un élément de l'image de L2 [Zl ; ^(H—^l-l)]

par y . Comme cette image est fermée, elle contient cp •

5°) Généralisation -

Soit 3ê un autre espace de Hilbert. Par le même procédé, on peut s

i) définir l'espace [ t [L ! ^(H-^)] ?

ii) définir l'intégrale f C (X ) àV (^C ) pour tout élément C de
cet espace? J^

iii) montrer l'isomorphisme isométrique entre les espaces



r^J.W^H—aê) et ^[Z;;^-^)]

On verra, à la partie B, les applications de cette représentation
spectrale •

III - FONCTIONS 1-QÏÏASI-STATIONÎMRES DAKS C^ -

Soit J un élément de 5 (^ î C )̂ • Soit J (^. l une base orthonormée
de C^ • Nous désignons par f< les composantes de î ^sur les ly* •

1°) Théorème caractéristique -

La fonction b —^f ( k ) est 1-quasi-stationnaire si et seule-
ment si ses composantes Ji ( fc ) sont des fonctions quasi-station-
naires numériques linéairement comparables.

La démonstration est immédiate»

2°) Tenseur de corrélation -

Les fonctions d —i-y. •( ̂  ) x W> î. ( b + il) t. ( b ), ( -l, d a 1,.. •, n )
o^ (b) <)1' "à

existent et sont continues. Elles forment le tenseur de corrélation. Ce
tenseur possède la propriété de symétrie henni tienne : -y.. (- h) -s. ^•^('O*

La trace de ce tenseur v(ê.) a Z^ Y ' - • (^) est un invariant scalaire s
c'est la fonction d'autocorrélation (globale) de la fonction ^ .

5°) Tenseur spectral énergétique -

Les résultats du paragraphe A4, III 5°) montrent qu'il existe des
mesures complexes 0_ , bornées et telles que s

r -i-^B,

^-i6 dG. ( îc)•
Les mesures CT- forment le tenseur Spectral énergétique 2 (déjà dé-

fini d'une façon plus générale au paragraphe II)? ce tenseur est hermitien

^(X)=^TW

La trace CT (y.) de ce tenseur est un invariant scalaire : c'est la
mesure spectrale énergétique (globale) de la fonction ^ •

Le tenseur spectral énergétique possède la propriété fondamentale
suivante :

Soit C (^) -= Lc^- ()C )l (t , ̂  1, ...,TL) une matrice telle que

^C • €. ^((T- )• Alors l'expression
o Qw

/* n

/ f t ^^^W^W«/•^ ^
^
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est toujours réelle positive (><))•

4°) Espace L* [L , ̂ fC'L^ç^)-! .

Cet espace a été défini dans le cas général au paragraphe II. Dans le
cas particulier où H = €"', nous pouvons "expliciter" 1 expression du pro-
duit scalaire dans cet espace ;

w--!^^^^^
L'espace L [£ ? a ((C —><t )j permet alors de donner une représenta-

tion spectrale de l'espace ?:̂ ( J ; X-^C^) î

3 (b )» fC(X)y (b ,dX) .
v<?

Nous verrons une application de cette représentation spectrale au
chapitre B2»
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CHAPITRE A 6

FONCTIONS COMPIiETîSŒNT QUASI-STATIONNAIRES (2)

1 - APPLICATIONS MTJLTILINEAIRES BORNEES -

Soient x, >.^ X. et z des espaces de Banach.

1°) Définit! ons (R, GODEMENT Cl], N. BOURBAKI [5)) -

i) On dit quïune application ,Q de X, x ...x X dans Z est multilinéaire
(et, plus précisément, ^-linéaire) si, en se donnant à p-1 des
varia "blés des valeurs fixes, on obtient une fonction linéaire de la
variable non fixée.

ii) Inapplication ^ -linéaire S!, est dite bornée s*il existe une cons-
tante M telle que :

ll^(^-^)||^ 11^ .11-11^11

quels que soient les vecteurs -x, 6. y, • , -ta-l, ...^-p .

On désigne ^ensemble de toutes les applications -p-linéaires bornées
-3--- -' --- '•-L notationde X^ x • • • x X dans 2, par la notation

^(X,,..^—^).

Dans le cas où X, = X^ =:... .= X. = X y on posera i
^
^(X-^Z) ^ ^rX,. . . ,X-->Z)

r» J*0'5

(2) Ce chapitre, indispensable pour l'étude des solutions quasi-stationna ires
des équations non-linéaires, ne présente qu'un intérêt très limité en
soi-même.
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Dans tout ce qui suit, nous nous limitons, sauf indication contraire,
exclusivement à ce cas. SoitJQ un élément de % (x—>Z). A -p éléments
(distincts ou non) ^ » • • • » ^ de Z y 1 T opérateur SI fait correspondre t>!
éléments (distincts ou non) de Z, ; ces to1 éléments seront appelés transfor-
més de to éléments -a, ,..., ^ par l'opérateur JÛ. .

Enfin, on posera

^(X-i.Z) = 0 a(X-^Z),
t^1

oo
et un élément de % (x—».z) sera appelé un opérateur (ou une application)
muiti linéaire borné(e) de 11espace X dans l* espace Z .

2°) Proposition -

a) Tout opérateur linéaire "borné A à^mr Banach X est aussi un
opérateur linéaire borné de ^(^ ; X ) et

ni!- IMI-
b) Tout opérateur multilinéaire 'bo^né^Zdîun Banach X est un opé-

rateur continu de W? (^ 5 X ) lorsque ̂  opère sur des fonctions bornées
(bornées en norme dans ^c pour tout b ^,

La proposition (a) est immédiate. Pour démontrer la proposition (b),
supposons quej^ est bilinéaire borné. Formons t

F(b) - û(t) » Si. [j/fc)J,(t)]- ^[<3,(fc),^(b)1

= ̂ W^^-W^^^-^'W] •

D'où »

(|F(b)-G(b)|j < M l|j,(b)il.||^Ct)-^(b)||+M||^(k)-^(t)||. |l̂ b)ll .

Par suite t

III P- GHI ^cdii^^iii.iiij^^ii)),
où C est le plus grand des deux nombres sup || Ç ( b ) |j et sup H ci ( b ) || ,

BEins la suitea nous ne considérerons que des fonctions bornées»

II ^ FONCTIONS COMPLETEMEM' QCJASI-STATIONNAIRES -

Soit H un espace de Hilbert, Soient Ç > • • • » Jn ^es ^onctlons quasi-
stationnaires à valeurs dans H .

Considérons l» ensemble ̂  ( J, > » « . » J ) défini de là façon suivante t
ç*est le plus petit ensemble de fonctions qui :

i) contienne les fonctions ? » • • • > ? !
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ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées;

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs
combinaisons linéaire;

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs

transformées par des opérateurs multilinéaires "bornés ^eâî(H^H)

1°) Définitions -

i) On dit que la fonction J est une fonction complètement quasi -
stationna ire (ou oo -quasi -stationna ire) si 1 ' ensemble ^S (ç ) ne
contient que des fonctions quasi-stationnaires.

ii) On dit que les fonctions J >...» Ç sont oo -comparables (ou com-
plètement comparables) dans leur ensemble si l1 ensemble ^? (J p...,î )
ne contient que des fonctions quasi-stationna ires,

L'ensemble des fonctions complètement quasi-stationna ires sera désigné

par 5 ( ̂  ; H ) • Evidemment ;

Î(<^H)C 6(^;H)C5(^;H)C^H)C^(<§,H) .

L'ensemble 6 (^ 5 H ) sera structuré en un espace métrique à l'aide de
la topologie induite par W? ((^ ? H )-

2°) Convergence dans l'espace métrique S (^ ; h) - Théorème -

Toute suite de Cauchy de fonctions oo -quasi-stationnaires J^ l converge
vers une fonction oo -quasi-stationnaire Ç , oo -comparable à toute fonction
oo -quasi -stationna ir e g oo -comparable à tous les éléments de la suite I Ç l,

Démonstration -

Comme l'espace 6 (^ ; H ) est complet, la ^T^-limite de la suite î Ç l
existe, et est une fonction quasi-stationnaire J . Considérons un opérateur

multilinéaire borné J^<£^,Î(H—»-H)î et la fonction t

b——^f (b ) . ^[j(b),...J(b)]

Comme l'opérateur SI est Oîî? -continu., cette fonction F peut être consi-
dérée comme la W^-limite de la suite de fonctions

b——F,(b).^[^(b),..,fjt)]

C'est donc une fonction qua si -stationna ire.

Considérons l'ensemble ^( î ) défini au paragraphe précédent. On mon-
tre, par récurrence, que tout élément de "ë (^ ) est TH?8 -limite d'un élément
de ^(Ja )• ]Donc ^(^ ) ne contient ^que des fonctions quasi -stationna ires;
autrement dit, ^ est oo -quasi-stationnaire.

60



Par le même raisonnement, on démontre que ^(jî , q ) ne contient que
des fonctions quasi-stationnaires; autrement dit, C et q sont w-compara-
bles. " v

5°) Espace Ï ( j* ; ̂  , H ) engendré par une fonction complètement
quasi-stationna ire -

Considérons l» ensemble "G(^ ). Tous les éléments de cet ensemble sont
des fonctions oo -quasi -stationnaires oo-comparables. En particulier, elles
forment un sous-espace vectoriel de l* espace 3 (^ 5 H ) de Bass. Considé-
rons son complété % ( f ) dans V^(^ ? H ). D'après le théorème précédent,
cet ensemble ne contient que des fonctions oo-quasi-stationnaires co-compa-
rables dans leur ensemble. On appelle cet ensemble "5 (J ) l'espace ^(f^Oî^H)
engendré par la fonction oo-qua si -stationna ire j .

C'est< donc le plus petit ensemble de fonctions qui î

i) contienne la fonction l

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées ; \

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs
combinaisons linéaires;

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs
transformées par un opérateur multilinéaire borné;

v) ne puisse contenir une suite de Cauchy de fonctions sans contenir
leur W?1-limite.

On définira de la même façon l* espace ÏÇ ̂  » • • • » Jn, ï^ f H ) engen-
dré par plusieurs fonctions oo -quasi-stationna ires oo-comparables î - > • • * . > f^'

4°) Fonctions complètement pseudo-aléatoires et complètement presque-
périodiques -

a) Définitions -

Une fonction oo -quasi-stationnaire J est dite oo -pseudo-aléatoire
(centrée ou décentrée) si l* espace c (J 5 îïb , H ) engendré par cette fonc-
tion ne contient que des fonctions ̂  -pseudo-aléatoires (centrée ou décen-
trée).

Elle est dite oo -presque-périodique si ^espace X (J ? ÎH^ , H ) ne
contient que des fonctions ÎTL^-presque-périodiques.

^ensemble des fonctions oo-pseudo-aléatoires et celui des fonctions
oo -presque-périodiques seront désignés respectivement par

tjk^) et ?TT(^H) .

b) Exemples -

L'ensemble tir (^ 5 H) n*est pas vide. En effet il contient l'ensemble
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des fonctions uniformement-pres que-périodique s à valeurs dans H (fonctions
de Bohr-Bochner).

00
L'ensemble 5^(^ $ H ) n'est pas, lui non plus, vide. L'existence des

fonctions oo -pseudo-aléatoires (centrées ou décentrées) sera prouvée au.
chapitre A8, à l'aide de la théorie des suites équiréparties modulo-un.

5°) Transformations sur les fonctions complètement quasi-stationnaires -

Soient H, et H^ deux espaces de Hilbert, de même dimension. Soit^Z un
o0

opérateur nniiti linéaire borné de n^ dans Hg : ^Ze^f (h'-,-—».^).

a) Proposition -

Sj^_^st une fonction oo-quasi-stationnaire à valeurs dans H^_, alors
Q s 5 1 j est une fonction oo -quasi-stationnaire à valeurs dans H^ .

b) Démonstration -

Puisque H, et Hg^ ont la même dimension, ils sont isométriquement iso-
morphes (cf. N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ Cil). Soit IL un isomorphisme iso-
métrique de H^ sur H<, s

<< x^ 1â>a =: <<lÀÎÎC|unS>,

Montrons d'abord que ae 5 ( ̂  ; H^ )« Formons :

<^(^}i3(k)>g'~ <^^(fc+^j^^J((;)>, •

OrUûest un opérateur multilinéaire borné de H^ • Comme J- est un
élément de S?(^ ? H, ), la moyenne (en b ) du second membre existe et est
continue (enn.), il en est de même de celle du premier membre, ce qui si-
gnifie que q est quasi-stationnaire à valeurs dans H. .

Considérons un autre opérateur multilinéaire borné £!.' de H^ dans H^ •
Comme UJÛ^<£2( H,—> H,), U^A^ est un élément de 5 (^ ? H, ) et par suite
Ûaaû'ûJiS 5 (<^ ? H^). Ce résultat est valable quel que soit <î'<s. 2 (n^_»H^).
Autrement dit : ae.?^,» ) .

c) Conséquence -

Soit J; un élément de t (^ ,• H, ). On appelle Ï (J ; m>2 , H, -^ H^) le
plus petit ensemble de fonctions qui ;

i) contienne la fonction W J ,

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées,

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs
combinaisons linéaires,

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs
transformées par un opérateur multilinéaire bornée de H^ dans H ,
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v) ne puisse contenir une suite de Cauchy de fonctions sans contenir
leur OT^-limite.

Le théorème précédent montre alors que x

?(J,^H,-^H,) c §(^;HJ.

III - FONCTIONS COMPLEMENT QUASI-STATIONNAIRES DANS €" -

Dans le cas où H est l'espace d^ , muni de sa topologie hilbertienne
habituelle, l'étude des fonctions oo-quasi-stationnaires est particulière-
ment simple.

1°) Cas où H s C - Théorème caractéristique -

i) Pour qu'une fonction numérique b —». f (b ) soit oo-quasi-station-
naire, il faut et il suffit que les fonctions

b -^F(b) =: J(b^)...J(b+^)

soient toutes des fonctions quasi-stationnaires numériques linéai-
rement comparablçs, quels que soient l'entier to et les éléments
( .̂

ii) Pour que des s? -fonctions numériques J^ ( -L s 1, 2,..., ri) soient
oo-comparables y il faut et il suffit que les produits, d'un nombre
quelconque, de leurs translatées soient tous des fonctions quasi-
stationnaires numériques linéairement comparables.

La démonstration est immédiate. En effet, dans l'espace à une dimen-
sion (C , une application multilinéaire n'est autre qu'une multiplication
ordinaire.

2°) Cas où H s Cn - Théorème caractéristique -

- i) Pour qu'une fonction b-^. j (b) à valeurs dans €"' soit oo -quasi-
s t̂̂ i?"ai£e> il faut et il suffit que ses composantes t; —>.ç. ( b )
sur une base quelconque { ̂  l soient des fonctions numériques
oo -quasistationnaires oo -comparables.

ii) Pour que des fonctions j* ,..., û soient des fonctions oo -quasi-
stationnaires oo -comparables. A faut et il suffit que leurs com-
posantes J^ ,..., q^ soient des fonctions oo -quasi-stationnaires
oo -comparables•

Démonstration - .
-n ^

Soit J i^ l une base de € , et soit ^ un opérateur bilinéaire de €*\
On a : 1

^^'â^^^ ) avec ̂ ^o^)
Réciproquement, si l'on se donne •n1 éléments ^î" de H , alors l'application

^

^—â|;^^
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définit un opérateur bilinéaire de C 1 1 »

Ce résultat se généralise pour un opérateur p -linéaire (p entier
positif quelconque). Le théorème énoncé précédemment en découle immédiate-
ment •

3°) Puissance fractionnaire d'une fonction complètement quasî s talion-
naire -

Théorème - Si f est une fonction oo -quasi-stationnaire numé-
rique réelle, alors(ff"' est aussi une fonction oo -quasi-station-
naire numérique réelle, quel que soit le nombre réel positif a •

Plus précisément :|jfe Ï ( J ; ̂  , ÎR ).

Démonstration -

Puisque^ et f6 sont ciô-quasi-stationnaires si j1 l^st, on peut tou-
jours se ramener au cas où :

0<^(k) < 1 .

Ecrivons : [j(^r- [M^-1]0- (^g^r.
avec :

^ ̂ ^^-s^x^ '
Or ;

[^ gct)]'. ^ag(b) ^ ..., (-.)" ̂ ^^-(^^.) [^)]V..

Cette série est uniformément convergente sur le groupe ̂  , caréLle
admet la série majorante convergente :

u. o<.(oc-i) ...(a^rn-i)
n' =: " 1.2....n

Comme Fg] ç, T (J ? W» , IR ) pour tout -ta entier ^,0 , on en déduit

que t <s T(J ? Wî^ , iR ) quel que soit le nombre réel positif a •

IV - OPERATEURS QUASI-STATIONNAJSES -

1°) Définition -

Considérons un opérateur ^î ( b ) de H dans H , non nécessairement mal-
tilinéaire, dépendant du paramètre t <s ̂ .

On dit que ^î ( b ) est un opérateur quasi-stationnaire si, quel que
soit oc € H > la fonction b —»^2( b )a^ est une fonction quasi-stationnaire •

2°) Fonctions parfaites vis-à-vis d'un opérateur quasi-stationnaire -
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Soit ^t ( b ) un opérateur quasi-stationnaire. On désigne par ^(f )
le plus petit ensemble des fonctions qui :

i) contienne la fonction Ç donnée

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir leurs combinai-
sons linéaires

iv) ne puisse contenir une fonction sans contenir sa transformée
par l'opérateur ,Q ( b ) .

a) Définition -

On dit que la fonction (quasi-stationnaire)J est parfaite vis-à-vis
de l'opérateur Si( b ) si l'ensemble % (f ) ne contient que des fonctions
1-quasi-stationnaires.

b) Théorème -

Soient JJ l une suite de Cauchy de fonctions parfaites
vis-à-vis d'un opérateur quasi-stationnaire W?2-continu ^î,(t )•
Alors leur 'ÏT^ -limite J est une fonction parfaite vis-à-vis de
l'opérateur *û( fc ).

Ce théorème résulte de la ÎTb -continuité de Si ( b ).
c} Espace T^(f ; m;,n) -

On appelle Î^(J ? W,2 , H ) la ^-fermeture de l'ensemble ^(J ).

D'après le théorème précédent, ?^( J 5 W,% H ) ne contient que des fonc-
tions parfaites vis-à-vis de .S2(b ). En particulier, c'est un sous-espace
vectoriel complet de l'espace 9 (^5 H ) de Basa? oh peut donc structurer
ÎQ ( f ! Wf 9 H ) en un espace hilbertien par le procédé habituel.

5°) Exemples -

a) Soit t—^o>(b ) une fonction oo-quasi-stationnaire à valeurs
dans un Hilbert H . L'opérateur Sl( b ) qui, à chaque océ H, fait correspon-
dre :

g(%,b) . .R(t)^ S [(^(b) ,...,x^..,^(b),...,w]

où SI est un opérateur multilinéaire borné, est un opérateur quasi-station-
naire.

Toute fonction oo-quasi-stationnaire et appartenant à Ç(o /? W^, H)
est une fonction parfaite vis-à-vis de l'opérateur quasi-stationnaire ^2,(b).

b) Soit b , w —^Q ( b , x) une application de ^x H dans H • On
suppose que : °

i) b —^ô( b , -») est uniformément-presque-périodique en b , pour
chaque oc. fixé.

6«;
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ii) | |ô(b,x)-ôc^)l |<^ (11̂ 11)
où cp(5 ) est une fonction continue en S y s •annulant pour 5^ ç •

L*opérateur J3 ( k ) défini par Sî.( b )w ^ 6 ( b , w) est évidemment
quasi-stationnaire.

En plongeant le groupe ^ dans son compactifié de Bohr (cf. N» DUHFORD
et J.T. SCHWABTZC1] , C 2 î ) , on peut démontrer que : Toute fonction fc—^fc^)
unifogmément-presQue^périodiQue à valeurs dans h y est parfaite vis-à^vis
de l1 opérateur ^( b ) * ~ ~

On en trouvera la démonstration dans W. BOGDILNOWICZ 1:13 (l'auteur se
place au cas où ̂  est le groupe additif des réels ) •
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• CHAPITRE A7

FONCTIONS SCALAIBEMKTO QUASI -STATION^IRES

1 « FONCTIONS SGAÏAIREMENT ^UÀSI-SÏATIONNAIRES A VALEURS SAÎ1S UN MNACH -

Soit b—>.J ( b ) une fonction définie sur le groupe ̂  y à valeurs dans
un espace de Banach X y scalairement intégrable (cf. N. 30UHBAKI Cil). Le
dual topo logique de X sera désigné par X*.

1°) J)éfinition -

On dit que J est une fonction scalairement quasi-stationnaire si pour
tout ^)6 X* 9 la fonction fc —». <^( b )|$> est une fonction quas i-station-
lai re numérique.

L'ensemble des fonctions scalairement quaai-stationnaires sera dési-
gné par S^ (^?X) .

2°) Comparabilité linéaire -

On dit que des fonctions scalairement quasi-stationnaires J^
(<• s l,...,n.) sont linéairement comparables dans leur ensemble si

\^+... ^^J^ +"*'*" ̂ nfri est une Fonction scalairement quasi-station-
naire, quels que soient les nombres complexes ,X^ •

5°) Etude des translations -

( Proposition - Si_ f _est une... f onction scalai rement quasi-stationnaire,
alors TJ^J est aussi scalairement quasi-stationnaire, linéairement compara-
ble à t •

La démonstration est immédiate.

4°) Convergence dans l'espace 5^ ( ̂  ; X ) -



Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des 5^ -f onctions qui sont
en même tempe des 5l> -fonctions.

Théo rème -

I i) La W l̂imite dhme suite {^J de 5^ -fonctions est une 5,-fp no-
tion J linéairement comparable à toute S. -fonction linéairement
comparable à K l •

ii) Les ^-limites f et g de deux suites { ̂ } et [^\ de S^-fonc-
tions linéairement comparables, sont linéairement comparables
entre elles.

Démonstration -

De lllJ^-Jlll < <£ , on déduit i

% <Jr.<b)|^>-<JcL-)|(î>>f <^

La suite <jrJ<t>> tend donc vers < J [ 4> > qui est une fonction quasi-station-
na ire numérique linéairement comparable à toute fonction qmsi-stationnaire
numérique linéairement comparable à <fJ<E>> d^près les résultats du chapi-
tre A4. La proposition (i) en découle.

La proposition (ii) se démontre d'une façon analogue.

5°) Transformations linéaires -

Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit A un opérateur linéaire
(non nécessairement borné) de X dans y . On suppose que ;

i) le domaine JD (A ) est dense dans ;X

ii) le domaine D(A< t ) est dense dans Y* (par exemple, A fermé et Y
réflexif).

Proposition -

Si la fonction fc—^ ( b ) & D ( A ) est scalairement qiBsi-stationnaire,

et si Aj<£. în>(^; Y), alors b--»-Aj( b ) est aussi scalairement quasi-sta-
tionnaire,

Démonstration -

Comme D ( A ) est dense dans X , on peut définir son opérateur adjoint A1!
Le domaine de A* est dense par hypothèse. Soit $£ D ( A^ ' ) ; on a (

<Aj (b) |$> = <J(b)jA*$>

Donc t—».<:Aj( b ) j4>;> est une fonction quasi-stationna ire numérique.

Soit $ un élément quelconque de Y , On a ;

$ s Y -£um <Ĵ  , où 4> e D(A4*) .
^
- LiATt

n.-».oo
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Posons F { t ) ^ A ^ ( b ) . O n e L î

<F(b)|^.-F(k)l<^. <Fcb)|$-.<^>

D'après 1 inégalité de Schwarz ;

[<F(b)|$>-<P(k)|^>|^ llF(b)||y.||^-$JI^

Par suite :

III < F) ̂ > -< f 1^^1)1 < 1 |$-^11.1 |1FH| .

La fonction <F)$> est donc TTÎ>-limite de <F|<]> >> et est par consé-
quent une fonction quasi-stationna ire numérique. Ce qui montre que F-ss Aj-
est une fonction scalairement quasi-stationna ire.

6°) Espace ^(f ; m»̂  X-^y) -

On suppose que f est une W? -fonction scalairement qia si-stationna ire,

D'après le théorème précédent, l'espace ^(J ; in ,̂ x--^y ), défini au pa-
ragraphe Al, II 4°) ne contient que des fonctions scalairement quasi-sta-
tionnaires.
II - FONCTIONS FAIBLEMENT ^UASI-t5TATI03gNAISES A VALEURS M3«3 UN HILBERT -

1°) Proposition -

i) Dans un espace hilbertien H quelconque, toute fonction l-»quasi-
stationnaire est une fonction scalairement quasi-stationnaire

^H)^ S^(^;H).

ii) Dans (£"' , toute fonction 1-quasi-stationnaire est une fonction
scalairement quasi-stationnaire et réciproquement

5 C^ ;<':"•)'s^c'1).

Démonstration -

i) Soit $ un élément de H . Considérons l'opérateur linéaire 'borné A ,
qui à chaque x^Hfait correspondre A x » <a|$><j> • Si } est
1-quasi-stationnaire, alors AJ est quasi-stationnaire et <5l<t>>
est quasi-stationnaire»

ii) Si Ç est une fonction scalairement quasi-stationnaire dans C^ 9
' f •)*<•

alors ses composantes j^ s <f|^-> sur une 13a8e •( ^ \ sont <ieB

fonctions quasi-stationnaires numériques linéairement comparables.
On utilise ensuite le théorème A5> III 1°').

2°) Tranaf ornât ion des fonctions scalairement quasi-stationna ires -

Îhéorème -

La transformée d'une fonction scalairement quasi-stationna ire j*
par un opérateur comTfl.ct K est une fonction 1-quasi-stationnaire,
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Démonstration -

a) Cas des opérateurs de rang fini -

Soit K un opérateur linéaire de rang fini (F. RIESZ et Sz. NAGY [13),
i.e. un opérateur linéaire qui transforme l'espace entier H en un sous-
espace H^ de dimension finie n . D'après le théorème précédent, Kj est un
élément de S (^ ? H^ ). C'est donc un élément de $ (^ ; H ).

h) Cas général -

On peut toujours approcher uniformément toute transformation compacte K
par une suite de transformations de rang fini K ;

11 K - ̂  If < £ , dès que n > ̂  (fi)

Bar suite, la fonction KJ est la ^if -limite de "La suite des fonctions K^ .

Or, on vient de démontrer que K^J est 1-quasi-stationna ire. Comme l'espace

5.(^[ 5 H ) est complet, on déduit que KJ est un élément de S (^ ; n),

5°) Espace TJ^f ; OT^, H ) -

I Qn appelle '^(j1 ; OTL2 , H ) la variété linéaire W?8-fermée engendrée
par l* ensemble 5 K U - J 1 & 6 <^ ,K€ ,^%(H—».H) I , où ̂ (n —> H ) désigne
l'ensemble des opérateurs compacts de H •

L'espace ^ (j ; OT^ , H ) ne contient que des fonctions 1-quasi-sta-
tionnaires 1-compara "blés. C'est un sous-espace vectoriel de 1 ' espace 9(<^-H)
de Bass; on le structure en un Hilbert par la méthode îBbituelle.

Remarques -

a) La fonction ̂  n'appartient pas à l'espace T ( ̂  ; W>2 , H ) si H
est de dimension infinie, car l'identité n'est pas un opérateur compact,
Cependant, on a le résultat suivant t

^JL t̂ô^ LtLl®1' si Q€. T^(.f ; ̂  9 H )> alorsJfU? <j { q > existe.

La proposition est évidente si a ^ K t où k^ est un opérateur de rang
fini. Le cas général résulte du théorème A3>, III ?•) sur la ^-comparabilité

b) lans le cas où J est elle-même une fonction 1-quasi-station-
naire, on peut alors prolonger (artificiellement) l'espace '€ (j* $ yif , H )
en lui adjoignant la fonction ^ , On obtient ainsi un espace vectoriel ne
contenant que des fonctions 1-quasi-stationna ires.

III - PRO BLEMSS NON LINEAIRES -

On peut définir et étudier les fonctions oo -scalairement-quasi-sta-
tionnaires comme on l'a fait pour les fonctions oo -quasi-stationna ires,

L* ensemble 5^ (^; H ) ainsi obtenu possède des propriétés analogues à

l» ensemble i (^ ; H).
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CHAPITRE AR

CONSTRUCTION DE PONCTIONS COMPLETEMENT PSEUDO-ALEATOIRES

Dans ce chapitre,^ sera le groupe additif des réels IR , avec
^ s L ' I » T ] f M sera l'espacée des nombres complexes, structuré en un

Hilbert avec sa topologie habituelle.

Nous ne^considérons, sauf indication contraire, que des fonctions
t--^J( k ) définies pour b^ 0 . Nous poserons J ( b ) = o pour b < o . Enfin

nous ne nous occuperons presque exclusivement que des fonctions constantes
sur chaque intervalle [ iz , n^i [ , n entier,

Pour b<x tR , nous désignerons par ï le plus grand entier ne dépassant
pas b et par ̂  la partie fractionnaire de b < b = ̂  4. b .

1 - g^ffi FJDI^AjgNTAL RELATIF AUX CORRELATIONS MULTIPLES -

1°) Corrélations multiples -

Considérons -p fonctions b—^J. ( k ) de la variable réelle fc ,
(- ts l»»» . ) - to ) et deux suit es

[k]. {t,>-,...,y .< {(.Ht,,-,.,.,^
de nombres réels et de petites barres (•—).

Par convention ^ ( k + petite barre) s i .

Û'I^Ppelle^pj^élaticins^multij^ des -to fonctions !• les nombresç -.———— _.r-..——k.-_——
^c l f S' 1 1 > s* ils existent y définis de la façon suivante, :
'̂  \ 1 v ) /

^çif^h -r ^-""-^L ̂ i^j.(t^)j-^i^tN\^}y j,-Hî.-,..,,-,y r-T^^^^^ ^
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.Dans tout ce qui suit, une suite de nombres réels et de petites barres
sera appelée "suite (lacunaire) de nombres", une suite de petites barres
sera appelée "suite vide".

Les fonctions t- ne sont pas nécessairement toutes .différentes • En
particulier, si elles sont toutes identiques à une fonction J , on obtient
les autocorrélations multiples de la fonction f (cf. par exemple M. HENDES

FRANCE 1 5 1 ) . On remarque que H ( ° ) n'est autre que la moyenne ÎÏÏ>Jde la

fonction J , et que F (^) = Ç (J^) n'est autre que la fonction_.diautocor-.

relation (simple) y(^) clé la fonction J (cf. chapitre A4).

On note les identités remarquables suivantes :
a) Symétrie hermitienne :

{^-\ r /{^h
W'^^^yj' iWà[__)

b) Invariance par translation ;

f{^\\ . /[k\^>\r-» / <> ^ ) 1 f"' / t '-' l *\ »->

^Iw)'^^^ 'SR

2°) Lemme fondamental -

Soient t _ ^ ( ' • ( b ) » -Lal, . . . ,? , des fonctions complexes de la
variable réelle b , vérifiant l*équation fonctionnelle Ç. ( b ) = f . ( b ) .

/ j f e ' V \
Si les corrélations F ,[ 1 . ) existent pour toutes les suites .[ fe^

et K^l de nombres entiers positifs (^0), alors elles existent pour
toutes les suites J fe^l et 1 t^l de nombres réels quelconques.

Ce lemme fondamental généralise un théorème classique de N. WIENER lit
sur la fonction d1 autocorrélation simple d^une fonction (cf. aussi les di-
verses généralisations apportées par J. BASS fil et M. MENDIiS FRANCE t2l).

Démonst ration - _ ————————
Les identités remarquables du paragraphe précédent nous Remettent de

nous limiter au cas où la suite {^^ est formée de nombres positifs, et ou
la suite [î^ est vide.

Cherchons les conditions d'existence de

rwQ•^[w)•kïj&^^
» 0

Nous pouvons nous limiter à un intervalle T entier (ïs hr). Comme
( . ( t ) -s, î . ( î ) > ^ous cherchons donc des conditions» d'existence de!%. '"" Ji. ^

^ i [ T^T t. (t^) ̂
N•^00 Nj -tel ^^

0
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Ecrivons :
<N N-4 ..Tl•+1

-L
J ^° J

et dans chaque intégrale, faisons le changement de variable ;

fc = TL+'Ç' (0^ ^<1)

Ïfous avons donc à, étudier :

^{^^p?
•/ L w/

Or x

^———— f iz^fc 8 i^<l«&.
^^T:^ „

[ î t+fc+^l si ̂  1^

Dans chacun des intervalles [o, 1 - f e . [ e t [ l - ^ » l [ > la fonction
^—^iz-t- k +^ ne dépend donc pas de ^f.

Supposons que la suite •î^l soit ordonnée de manière que :

^ >^^-->^

Partageons l1 intervalle fo 1 f en des intervalles plus fins par les
points d'abscisse L

t-j^ , 1-^, . - .^ ^^p

Ï—ê^c-^^
La fonction

N-1

Z:
n.»o <.«1 u^

est constante dans chacun de ces intervalles et y est égale à :

t^1 JL ^ „ „ f 0 si ^ < 1 - fe- >
z: nJ.(n^ ̂  ̂ ) ^ec ^ ̂  ^.,o^^ ^ ^ . ^ ^f^^^-

Par suite, si F( {^}) existe pour toutes les suites {fe.l de nombres
entieis positif s (;>o), alors F( ̂ ^ ) existe pour toutes les suites {^l
de nombres réels, et est donnée par la formule d'interpolation suivante :

-^- ^s'rU...^)=r((^..,fep)
^th[^^-•'^.^^^.•••^)

-r^,.^^, ^,t,,,.,^)].
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5°) Conséquences du lenme fondamental -

Du lemme précédent, on déduit immédiatement les résultats suivants :

a) Si Yç(^-) == Ç (o)^ f̂inie pour tout ^ entier positif (>0),
alors ^a fonction J est guasi-stationnaire. Sa fonction de corrélation
Vç^) varie linéairement dans chacun des intervalles [n , n + 1 1 , u
entier ;

/» </s ^s -̂ .

Y( f c )=Y(^+S[ / yC^^ ) -Y(^J •
Si, en plus, y ( K ) = o pour (z assez grand, alors f est pseudo-aléatoire
centrée (cf. paragraphe A4, IV). ——————

o) Si la corrélation ç f^ . i ) est définie pour toutes les suites

de nombres entiers positifs (^o) {i(, ̂  et { ? - } , alors j* est complètement
quasi-stationnaire »

^fc.14.8 \
En plua^ î Ij ^ ^, j s annule pour |z assez grand, alors J

est complètement pseudo-aléatoire»

(M
^}
ositi

complètement quasi-stationnaires complètement comparables.

/ î r \
c^ si ^rt ^•I ) est <iéfinie ^ow toutes les suites Jf^l et !î^\

de nombres entiers positifs, alors les fonctions ^ sont des fonctions

/{h}^\
En plus, si H ( s o pour 8. assez grand, alors les f.

WJ \ Utj / 1'
sont des fonctions complètements pseudo-aléatoires complètement compara-
bles* ~ ~ — — — — — — —

Ces résultats seront très facilement utilisés si nous introduisons
la notion de suites équiréparties module 1.

il - snragjE^gî pAm'iEs -

(cf. H. WEYL Cl], J.W.S. CASSELS [13).

Soit TL-^c^(n) = J^^rL),..., cp^n )l une application de M dans IR ĵ

à chaque entier n , nous associons la partie décimale u*̂  de la suite <^(u);

^- $0^

Nous obtenons une suite dénombrable de points appartenant à ^hyper-
cube -unité K^ o^oc^^ i , oc^e ÎR ). Considérone les N' premiers points
LL^ > • • • » ̂  • Soit^ un ensemble mesurable arbitraire intérieur au cube K^?
N^des N points u^ ,..., LL. appartiennent à ^2 .
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1°) Définition -

On dit que la suite cp(n) est équi répartie module 1 ^et, plus
précisément, sur le tore (tR/Z^j , si pour tout ensemble mesurable-^,

le rapport ^- tend, lorsque N --^oo, vers une limite égale à la mesure de
11ensemble Sï •

2°) Critères de H, WEÏL Cl] -

Pour démontrer qu'une suite ûj^(Tt) est équirépartie module 1, on
dispose de deux critères très simples dûs à M» WEYL.

a) Critère A -

La suite C^(u) est équirépartie sur le tore^lR/^)1 si et
seulement si, quelle que soit la fonction p(o?), Biemann-intégrable sur
le cube unité K^, on a :

N /<|^À£ îx^hy ^<iî
turL j. C^ M. j CP fn-

N~».oo N itao

Lorsque H (î?) s: exp 2<-Tc ( \ .S ) où .X est un vecteur entier non nul
de (R ' , l'intégrale du second membre est nulle, et aussi la moyenne du
premier membre • Ce résultat admet une réciproque qui constitue le deuxième
critère de Weyi.

b) Critère B ~

La suite cpfn,) est équirépartie modulo-1 si et seulement si
N

îum/ 1 JEl exb 2t7^. cP'Cn)^ o
N-»oo N »i«o 1

quel que soit le vecteur entier non nul X •

3°) Indépendance des suites équiréparties -

a) Soit $s {<?'*'( n )^ un ensemble fini ou infini de suites numéri-
que équiréparties sur ÎR / 2 , non nécessairement toutes distinctes.

On dit que ces suites sont linéairement indépendantes si la
suite numérique

^q)\n)4....+\Cp\TL)+,..+^^(TL)

est équirépartie sur 1R f Z , quels que soient les nombres entiers A ̂  non
tous nuls, et quelles que soient les •b suites Cp(u),..., Cp ' (T t ) touteE
distinctes extraites de l'ensemble $ .

D'après le deuxième critère de Weyl, les suites numériques équirépar-
ties ^(iz) ( -i v !,...,?) sont linéairement indépendantes si et seulement
si la suite vectorielle 43 -dimensionnelle

<?(TL).^\n),...,^rL)}

est équirépartie sur le tore (IR/2^.
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b) Soit y^^^wl un autre ensemble de suites numériques équi-
réparties sur R /Z .

On dit que les suites ^(iz) sont asymptotiquement positive-
ment indépendantes des suites ̂  ( u ) si, quels que soient les entiers
positifs ^+ et les entiers u. non tous nuls et quelles que soient les -p
suites cp1^)»--» ^(n-) et les o suites ^(TL),..., ^(1 ( n. ) extraites
respectivement des ensembles $ et ^f , "LTlJgal-A^uy-g -̂u11 entier \ assez
grand, tel que si ^.>^ > la suite numérique

^<P\^^^+l--+y(u^)+^^(rt)+-+^^(n')

soit équirépartie sur 1R/Z .

4°) EQuirépartition d^rdre 2 -

Soit ^P(^) une suite numérique équirépartie modulo-un,

a) Suite doublement équirépartie -

On dit que la suite ^C^) e^ doublement équirépartie si les suites
c^(u) et l | t (u )=s cf (Ti- t - fe) sont linéairement indépendantes, quel que
soit rentier positif fe .

^) Suite aaymptotiquement doublement équirépartie -
On dit que la suite c^Çn.) est asymptotiquement doublement équirépar-

tie si la suite l)J(n) = cp(rt+R) est asymptotiquement positivement indé-
pendante de la suite ^(iz).

Nous verrons, aux prochains paragraphes, que l'existence des fonctions
pseudo-aléatoires, est liée à celle des suites doublement équiréparties et
à celle des suites asymptotiquement doublement équiréparti es.

5°) EQuirépartition complète -

Soit \ <Jf^ (n, )\ un ensemble fini ou infini de suites numériques équiré-
parties sur ÎR/2 , non nécessairement toutes distinctes,

a) Suites mutuellement complètement équiréparti es -

On dit que les suites Cp^(n ^ sont mutuellement complètement
éQuirépartiea modulo-un, si les suites l^ (T t )= ^(i^+ft,,) sont linéai-
rement indépendantes, quels que soient les Nombres entiers positifs
fe^ ( -Ls 1, 2,...,oo).

En particulier, dans le cas où ^(iz) s Cp(iz) quel que soit t ,
alors la suite <^(n') est dite complètement équirépartie modulo-un^ cette
notion est introduite par N.M. KOROBOV'Clî.

^ ) Suitesjautuelle^m^^^^^ ég uiré parties -
On dit que les suites 4^^ sont mutuellementa symptot ioae-

ment complet ement ég uiréparti es modulo-un, si les suites 61 '(u ) a <fi (n+ft^)
sont asymptotiquenent positivement indépendantes des suites ^(n<)aîR.(Tt+Cj}
quels que soient les entiers positifs R^ ( ^ s 1, 2,,..,oo) et ?„ (<=l,^...,oo^.
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En particulier, dans le cas où cp^(n-) s cp(n-) quel que soit -l y alors
la suite cp ( n ) est dite a^ymptotijlueme^ éQuirépartie modulo-
un. """"" '"" '""" """""""" "

Nous verrons, au prochain paragraphe, que l* existence des fonctions
complètement pseudo-aléatoires est liée à celle des suites complètement
équiréparti es et à celle des suites asymptotiquement complètement équiré-

'parties. Or la construction des suites complètement équiréparties est parti-
culièrement difficile (cf. les notes de N.M. KOR030V tlU2l et de L.P,
STARTCHENKO 11) 121 t^î ). Par contre, la construction des suites asymptotique-
ment complètement équiréparties est relativement facile, comme nous le ver-
rons plus loin,

III - THEOREMES FONDAMENTAUX -

1°) Soient X-^G^CW ) (-ta 1, 2,...o0), des fonctions numériques de
la variable réelle a, , périodique s (de période l) et Riemann-intégrables,
non nécessairement toutes distinctes,

On appelle moment d* ordre -p de la fonction çf le nombre W»^ défini par r

^ = f ^(X) dx où ^W = f ^w] '
Soient n -^cP^(n), ^^ 1, 2,...,oo , deà fonctions réelles de la

variable entière positive TL , non nécessairement toutes distinctes» Nous
nous proposons de déterminer la nature des fonctions

b--^(b). ^[^k)\

^emier•théorème fondamental -

a) Si la suite Cp(iz) est doublement équirépartie modulo-un, alors
la fonction b —-J ( t ) = af[(J((^ )l est pseudo-aléatoire ;

i) centrée si m^ = o

ii) décentrée si m,^ 0

b) Si la suite cp(iz^ est complet ement équiréparti e modulo-un^
alors la fonction b —>.J ( fc )^ ay^ÇîY} est complètement pseudo-aléatoireî

i) centrée si les moments de û^sont tous nuls

ii) décentrée si les moments de (A/ne sont pas tous nuls.

c) Si les suites numériques cp^(ri) sont mutuellement complètement
équiréparties modulo-un. alors les fonctions fc _^.Sr' ( b ) ï = c c T - i c p . ( î ) l

VU U ^ - ^ ^

sont complet ement pseudo-a léat pires (décentrées ou non) complètement com-
T»rables. " ~" --— •-

La proposition (a) est classique, et a été utilisée par divers auteurs
(cf. surtout J. BASS [13).

Démonstration - Nous utilisons les conséquences du lemme fondamental.
a) Supposons m., a. 0, et montrons que ^ est pseudo-aléatoire centrée,
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On a )
Nr^z:

î oo N <i"o^) ' fco ^î £ ̂ ^(n^)}^^(r.)}.

La suite bidimensionnelle Jep(n+R.), Cp (n )l étant équirépartie sur
le tore (-S-\ pour n assez grand, le premier critère de Weyl montre que ;

ry (&.)»/ ûr(x)<^)docd^o
t/u<-K'

Le cas où m^ûse ramène au cas précédent. En effet, posons
(O'(îc)=r <xr('x)--m,< 9 nous obtenons ;

J(b)-M.,= CO^ {(^(î)}.

ce qui montre que la fonction t est pseudo-aléatoire décentrée,
\)) Etudions la nature de la fonction

b—^h^^^b^)
Nous envisageons les quatre cas suivants :

i) Cas où les nombres entiers positifs ^ sont tous distincts»

Pour tout Tt entier, formons <

T^&S ïjà^^^^)^^^)^
= -Sum. 1 22 H CyJ^(rt+6.+^)loyJc^(u+ft,,)l.

N-»oa N »z<o i.«i l J (. J

la suite â'p -dimensionnelle icp(rL+^+n), ^(Tî•+ft1.)l
étant équirépartie sur (1R/2)^ par hypothèse, le premier cri-tère
de Weyl montre que :

T(^) c [ IÎ ^(^)^(°ï)^^ft f^^docl'
^K2^-1 ^ R

Si -nz^s û , la fonction o est donc pseudo-aléatoire centrée.
Le cas où m,^0 se ramène au cas précédent, en remarquant que la
fonction

b-^gcb)-^,)^

est pseudo-aléatoire centrée; par suite g est pseudo-aléatoire
décentrée.

î ) Cas où les nombres ^ sont tous identiques -

Etudions la nature de la fonction b—»»û( t ) = f jC^ ̂ \ >
qui est celle de la fonction [ J ( fc ) ] .
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Ecrivons [j( b ) ] '= CD* Jcp( b )l , et nous ramenons à la
proposition (a), Donc sim^ao y alorsû est pseudo-aléatoire
centrée^si rr^^ 0 , a est pseudo-aléatoire décentrée.

iii) Cas où TL des nombres ̂  sont identiques et où les autres nombres (^
sont distincts -

On combine les procédés utilisés aux (ii) et (i). On pose :

^(b) ^(b^mjim^"'

et on montre que la fonction u est pseudo-aléatoire centrée,

^•v) Cas général où n.̂  des nombres &^ sont identiques à fe^ , n^ des
nombres fe;. sont identiques à fe^ »±_»j»j <tl^ des nombres ft^ sont
identiques à fe^ ( ̂ î *,»^.^!^!?)» On pose :

^(b), 3Ck)-w^...m^

et on montre que la fonction n est pseudo-aléatoire centrée,

La proposition (b) est ainsi démontrée.

c) Ajoutons» dans la démonstration précédente, à la fonction {
l'indice -L et la proposition (c) sera démontrée,

Remarque -

Le premier théorème fondamental admet une réciproque qui s énonce
comme suit t

Si les fonctions b_^exp Î2-LTC çp.(t )l et b—»-exp j- 2 ÎTL cp^( b ) l
sont complètement pseudo-aléatoires centrées, complètement comparables
entre elles, alors les suites c(^(n) sont mutuellement complètement
équiréparties.

La démonstration est immédiate t elle se repose sur le deuxième cri-
tère d'équirépartition de Weyl et sur la nullité de la moyenne d'une fonc-
tion pseudo-aléatoire centrée.

2°) Soit x--^X(^) une fonction numérique de la -variable réelle a. ,
périodique (de période l), Rienann-intégrable, et vérifiant l'hypothèse (H X)
suivante :

'X(oû) =X(^) / 6 = +-» o< / -1

j
X W X(^) == ̂  >, y. (̂  +^ ) (combinaison linéaire finie)

^ où 3^, sont des complexes et où «. et p sont des entiers positifs.
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Deuxième théorème fondamental -

a) Si la suite <P(n) est asymptotiquement doublement équirépartie
modulo-un, alors la fonction fc —^C .fc^rî )\ est pseudo-aléatoire y centrée
si m., s o , décentrée si m^ ̂  o •

b) Si la suite C? (n ) est asymptotiquement complètement équiré-^
J r̂tî jiodulo^un, alors la fonction b- —^ ( b ) = )( 5e? (^ )} est complète-
ment pseudo-aléatoirey centrée si les moments de ̂  août tous nuls, décen-
trée si les moments de X ne sont pas tous nuls.

c) Si les suites numériques c(^(iz ) sont mut uel 1eme nt asymptot i -
quement complètement équirépartles modulo-un, alors les fonctions

fc —>^ ( ^ ^^ { ^ ( î ) } sont compljet ementjpseudo aléatoires (décen-
trées ou non) complètement compara blés,

La démonstration se fait comme celle du premier théorème fondamental,
avec des modifications convenables.

Notation -

Dans tout ce qui suit »

X—».CD'(x) désigne une fonction (complexe ou réelle) périodique (de pé-
riode l) et intégra blé sur chaque périodique.

Exemple ( exp ZiTtoc , cos 27toc ^ sin, Sîfoc. y e^p ?JL7( moc

oc~-»-û^(iû) désigne une'fonctionûT^dont les moments de tous les ordres
sont nuls•

Exemple : <sxj> 2i,xo&

oc_».}C(<^) désigne une "fonction coC " vérifiant ^hypothèse (HX).

Exemple : eyto Sjiî mx , où m est un entier ^ 2
TM

Le cas oùnz=5 est très important, car nous obtenons ainsi des
fonctions réelles.

x-^^(x) désigne "une fonction^" vérifiant l»hypothèse (H:<),

Exemple f exp 2 -l TC oc

IV - DN THEORM5 D'EXISTENCE PRESQUE STIŒ -

Soit rL—-.Cjp(iz) une application àeN dans 1R , Posons u-̂ « Sî J et

soit UL a ! LL, ,.. • / ̂  > . • • ]• •

L* ensemble U des suites LI peut être identifié au tore (y) à une in-
finité dénombrable de dimensions. Muni de la topologie de Tychonoff, V sera
un groupe abélien compact. La mesure de Haar sur U n^st autre que le pro-
duit infini des mesures de Lebesgue sur chacune des composantes (cf. MENTES
FRANCE [5]).

1°) Théorème -

I po^̂ g.e8.<lœ."-..t.Q. t̂.eA,le la^ 8ulte-numérique
<-P ( rLyest complètement équirépartie modulo-un.
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Le mot "presque" signifie s sauf peut-être un ensemble de fonctions q?
telles que l'ensemble des suites u. associées soit de mesure nulle.

Le théorème se démontre à partir du théorème ergodique de Birkhoff
relatif aux transformations mesurables, conservant la mesure et ergodiques,
et du deuxième critère d'équirépartition de Weyi.

La démonstration se trouve dans M. MEKDES FRANCE C53 •

20) Corollaire -

' ' Eres!(!̂  " t o ̂ t e8 j-e s^ fonct ions^ b ^^> ç (b )=_/0/ \ ^(î ) \ sont com-
PlàÈÊB.̂ .ÎL .̂3.6^0^3-̂ ^0^®^ ^es fonctions
JL—>>^( b )= ̂ j^j H j30 -̂-.00^ '̂̂ .1? ent pse udo -̂ a léa foires décentrées,

Ce corollaire découle immédiatement de la proposition (b).du premier
théorème fondamental (paragraphe III ).

Ainsi, le théorème ergodique de Birkhoff fournit un théorème d'exis-
tence "presque sûre" de fonctions complètement pseudo-aléatoires.

Aux paragraphes suivants, nous allons étudier une classe de fonctions
fournissant "sûrement" des fonctions complètement pseudo-aléatoires.

V - NqiBRES_NORMAI]X -

1°) Définition -

Soit a un nombre entières , A part des nombres rt- (n et o sont des

entiers strictement positifs), on sait que tout nombre réel 6 de l* inter-
valle ouvert ]o , i [ admet une représentation Q -adique unique :

00 rte _ r ^v = t^-, —a— ,
»... ^

où Qa est égal à l^un des nombres 0, 1,..., g- 1, Soit A a - ( S^ ,.. .9 So)
un ensemble ordonné de H chiffres égaux à 1'un des nombres 0, 1» . . .» q - i«
Appelons X ('to, A o ) le nombre de fois qu'apparaît la suite A o dans les 'jo
premières décimales q-adique s ( ô^ ,,.,, Qp ) de ô .

Par définition, le nombre Q est dit normal (dans le système de base q )
si l'on a l'égalité suivante s

ÎUTL 1 K f ^ . A o ' ) == \(^,A^)
^ p ^- î"^/ ' fe

pour toute suite A o de n termes, et pour tout entier R ̂  1 «i<

2°) Théorème,oaractéristique de Yfell -

Le nombre 6 est normal si et seulement si la suite <^(^)= 0- QÎ
.îta 1, 2,... y oo_, est équirépartie modulo-un,

On en trouve la démonstration dans 3,D. VtfALL C11 ou dans M. MEKDES
FRANCE [$].



3°) Application aux fonctions complètement pseudo-aléatoires "

Théorème -

Soit 9 un nombre normal. Alors :

.̂.Ĵ çtion Ĵ̂ Ĵ  ï c? (...b. )-| est complètement -pseudo-aléa foire centrée

la fonction b^y^cgftj^ est complètement pseudo-aléatoire décentrée.

Démonstration -

-D'après le deuxième théorème fondamental du paragraphe III, il suffit
de montrer que la suite Cp^^ô.^ est asymptotiquement complètement
équirérartie; autrement dit, il suffit de montrer que les suites
c ^ ( n - ) = cp ( n + ^ ) sont asymptotiquement positivement indépendantes des
suites cp. (iz ) s. c p ( ^ - + ^ ) .

Formons

4^) =^^(t^4)+£ ^Cp(r^Cp

-(réV^iW^T
Quand h est assez grand, la quantité entre les parenthèses est un nom-

bre entier positif. Comme la suite -î Q . rfS est équirépartie modulo-un
d'après le théorème de Wall, la sui-be ip ( n ) est aussi équirépartie.

4°) Cas particulier -

Prenons y. ( x) = exp ^^ w et q> (iz ) ̂  9. a1'1"1 ; la fonction
-̂ ~^ o

b —>. exp ^J^ Qa est pseudo-aléatoire centrée et complètement pseudo-

aléatoire décentrée. Dans le cas où d s £ , cette fonction est appelée
fonction de Rademacher attachée au nombre normal 9 . Ses valeurs sont
liées à la représentation binaire J QA de G par la relation suivante :

Qxp zît Q.^ -^ ^ - Q o
R>

Comme, d'après un théorème bien connu d*?» BOREL, presque tous les
nombres sont normaux (cf. par exemple M. I.ÎEKDES FRAITCE C5'l) , notre résul-
tat précise un résultat de N. WIENER Cl] [23 sur les fonctions pseudo-
aléatoires.

La théorie des nombres normaux fournit ainsi un théorème d'existence
sûre relatif aux fonctions complètement pseudo-aléatoires. Malheureusement,
ces nombres sont très difficiles à construire effectivement. Nous allons
exposer au paragraphe suivant une autre classe de fonctions complètement
pseudo-aléatoires plus maniables,
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VI - POLYNOMES DE WEYL -

1°) Définition -

a) On appelle polynôme de Weyl un polynôme de la forme

C()(b)= A^b%A^b?•\...+A^b% A, b ,

où lîun au. moins des coefficients A^ est irrationnel.

"b) On appelle classe d'un polynôme de Weyl l'entier ^ tel que l'un
au moins des coefficients A. G >/ 'p ) solt irrationnel,

2 ° ) Suite équirépartie associée à un polynôme de Weyl -

Théorème -

Si !:—>^\t ) est un polynôme de Weyl, alors la suite cf(u)
est équirépartie.

Ce théorème est dû à H. WEYL. Il se démontre par induction et au moyen
du deuxième critère d'équirépartition de Weyl. On pourra en trouver la dé-
monstration dans J, BASS Cil.

5°) A£plicatiQnaux fpne t i o na p s eud o -a 1 éatoires -

Théorème^ (cla_ssique) -

Si Cp est un polynôme de Weyl de classe 2, alors la fonction
^—^^{^(b )^ est pseudo-aléatoire centrée, la fonction
b-^ocrJcpCt )lest pseudo-aléatoire décentrée.

En effet, soit u un entier non nul. Le polynôme (Jj ( b + îb)^ :\q?( b )
est un polynôme de Weyl de classe 2 s i^^-1 et de classe 1 s i^^- i .
Par conséquent, les suites C? ( TZ ) et c(?(n.+^) sont linéairement indépen-
dantes. Il suffit, dès lors, d'appliquer la proposition (a) du premier

-théorème fondamental du paragraphe III.

4°) Indépendance des nombres -

a) Soit X = ^ x^ , ,..x^^ un ensemble de nombres réels,

On dit que les nombres ^ ,..., x^ sont ROSI tivement ind ép endant s
n. .

entre eux si le nombre ,ZL \<^ n'est jamais rationnel, quels que soient

les entiers strictement positifs ^- ( 'L =s 1, 2,...,u).

Exemples - II y a indépendance positive entre les nombres oc,, s'ils
sont de la forme ^=w^ x^ (où x<, est un irrationnel et où ̂  sont des ra-
tionnels positifs), ou^si oc., est irrationnel et si les autres -x- (i<^ 1 )
sont rationnels (nuls par exemple).

b) Soient deux ensembles X=Joc , , . . . , x l e t y ^ ^ - u ,...,u Ide
nombres réels, l ' "-J ~ Z di ' ' dm;
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On dit que V_ensemhle,x... est positivement indépendant de l'ensemble y
si le nombre ' '"" •-----•••••-•-- •----—----̂ ---..-....-..-..-...——————————i

y- ^ .'1,

L^\- ̂ ^L^\' â^a
n^est jamais rationnel, quels que soient les entiers strictement positifs
^ ( -t = 1,..., iz) et les entiers X. (d=l>. . . ,Tr t ) .

Cette définition exige que les nombres oc^ de X soient positivement
indépendants entre eux. Réciproquement, si les o^ ( i/ ^ l,...,rt) sont po-
sitivement indépendants entre eux, et si les ^ •- ( 1 = l,...,m) sont tous
rationnels (nuls par exemple), alors 1'ensemble >< est positivement indé-
pendant de l'ensemble y .

5°) Aĵ l̂ iç_atjLon_^ux _fo_ncj>i^ns çornpl̂  ps eudo-aléatoires -

Théorème -

Soit C? un polynôme de Weyl (de classe 2) de la forme :

q>(b)=: A^+.-.+.A^A^ .

Supposons que la condition suivante soit réalisée :

II existe un_entî _^J^Â-< .̂)̂ el que, pour gf<j ̂  , 1 > ensem-
ble des A^ soit positivement indépendant_jle^Ap ,(H)

Q — — • — — — — — — — ^

Alors :

la fonction b—>.X^Jcp(î )l est complètement pseudo-aléatoire centrée,

1 la fonction b.->.̂  Jc(î(î )l est complètement pseudo-aléatoire décentrée
Démons t ra 11011 - L J

D'après la proposition (b) du deuxième théorème fondamental (paragra-
phe III), il suffit de démontrer que la suite cp_[_u)_ est asymptotiquement
Gompletementequir^e^ autrement dit, il suffit "de'démontrer que les
suites <p^(n)=: Lp(n+f^) sont asymptotiquement positivement indépen-.
dantes des suites (Jp, (-a ) = cp ( n-(-£.,). Formons s

4Ub)= Z:\cp(b^^^ V-^^)
ts 1 4 d 1 à "

et montrons que, pour ^ assez ê-rand (n et tn fixés), \h est un polynôme de
Weyl. '

Or s

^ ^
N?

[̂

^To
4 ) ( b ) = L. B.b

w - rt "

avec î

8l

^âïdî,-^TA'^£A•^^&^^l-l)



Quand n est suffisamment grand, le nombre ;

ê^^-^Ê^^... ^ ^ . • ̂
est entier strictement positif si î ^ f c + l ,

D'après l'hypothèse ( H ), le nombre B/» est donc irrationnel, ce qui
montre que (̂  est un polynôme de V/eyl de classe -^ .

6°) Application aux fonctions complètement pseudo-aléatoires complè-
tement compara'blés -

On peut démontrer, par un raisonnement analogue, le résultat suivant ï

Soient Cfi m, polynômes de Weyl ( t = 1,.,,,-nz) de la'forme ;

W-^^ + - - - + A ^ t ^ - . ^ f^t .

Ces polynômes ne sont pas nécessairement du même degré \? 5 autrement

dit, certains des coefficients A^ peuvent être nuls.

Supposons que la condition suivante soit réalisée t

II existe un entier ^ (l^ê.^) tel que, pourS»^^, ^ensemble

dep A, soit positivement indépendant de l'ensemble des nombres Ao .

Alors, les fonctions t —->y, |<^Cî )l sont des fonctions complètement
pseudo-aléatoires centrées complètement comparables, et les fonctions

fc—^;C-[^('b )l sont des fonctions complètement pseudo-aléatoires décen-
trées complètement comparables.

Ce théorème précise et généralise un résultat de VO-KH^C KHOAN [13.
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CHAPITRE BO

RAPPEL DE QPELQOES RESULTATS DE LA PARTIE A (5)

33&ns toute cette partie B , X sera un espace de Hilbert H , Ç sera le
groupe additif R des réels (R. -00,00) et les ̂  seront les intervalles
C-T » + T ] •

Pour faciliter les lecteurs qui ne s'intéressent qu'à cette partie B,
on -va rappeler quelques résultats obtenus dans la partie A et qui seront
utilisée.

î « ESPACES m BESICOVITCH > MARCIUKIEWIC2 -

1<) Esxaces W^^o .^ ;H) - Soit H un espace de Hilbert muni d'un
produit scalaire <t > et d'une nonne (j n .

a) Î r définition, l'esïace OTL^f^ eo . eo t n ) de Besicovitch"
Ifarcinicieiricz est l'espace vectoriel des (classes de) fonctions j définies
sur R , à valeurs dans H et telles que (

•-»r
[||fl(^<eùn-suf>^(l|Jcm|^^<^ ( ^ réel^)

r"*>oo ^T
<

b) Muni de la norme J —». « î B) , l'espace y^f» oo .00 i H) est pn
esrace complet (théorème de î&rcinkiewicz ) invariant par translation »

|imj||l =||| fïl où U^f(b) »J(b^)

c) Si jç 3T^(-<» , oo 5 H) et g € 3M?(-oo ,00 ^ M ),

alors -^fig^-e^t-00/00^)

et HI<J|g>lll ^ KlflII-lHgHl (^^ï)

(5) Ce chapitre est rédigé à la suggestion de M. le Professeur J.L, LIONS»
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2°)^ «"continuité -

a) Une W?-fonction J est dite WÎ-continue ai 1 1 1 ^ ^ - ^ 1 1 1 _^ o
qiand n —^ o.

b) Î enseable W' ( -eo , eo } n) clés fonctions w^ootinue» est
un sous-^apace vectoriel fermé» invariant par translation de l* espace
ÎTl?(- eo ,oo ^ n),

c) Si le. W^(- oo , oo $ «) et o€ W^(-o<a ,00 ? H ) ,

alors <j? |g>€^<(-oo,oo,C).

II - COMPARABILITE PAR DUALITE -

1°) Or^régularité -

a) Une ÎTU- fonction fr est dite W -régulière si, quel que soit le
nombre réel ̂  , on a ;

T.k

&r.^ap)__/ |[^b)||^db=0
T-^too ^

b) L* ensemble Olb^(-oo , oo ; H ) des fonctions W? -régulière s est
un sous-espace vectoriel fermé, invariant par translation de l'espace
ûnfc- oo, oo ; H ).

43 Q
c ) S i J e Wî,(- oo , oo $ H ) et a^W;'(-oo ,005 H ), alors

alors <fl3> € 7H^(-oo,ûo^€)

2°) Fonctions moyennables -

a) Une OTL -fonction J est dite moyennable si la limite
«T

Ui. --L/ î(k)clb
T-^oo eT 1 J /

J-T

existe (et est finie). Cette limite sera appelée moyenne temporelle de la
fonction { et sera notée ÎÏl» ? ( b ) ou Waf.

J (b) J J

b) L* ensemble des fonctions moyennables et régulières est un sous-
espace vectoriel fermé, invariant par translation de l* espace ^(-oo^oo •, H)

5°) Comparabilité mr dualité -

a) On dit que les deux éléments J et g de THa (-00 y oo ; H ) sont
.̂comparables si la fonction numérique b — ^ < J ( b )|g (t )> est moyennable.
La moyenne de cette fonction définit la corrélation mutuelle des fonctions
fe t 9 •

^3 = % ̂ ^l-^»
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b) Soient deux suites de CauchyJj l et J q \ convergeant dans
l'espace 7T^(-oo , oo : H ) respectivement vers deux fonctions ^ et q » Si j^
et g sont ^ -comparables pour chaque TL , alors î et a sont comparables
et v _.. •V
\^ "h

4°) Espace ci (-00 , oo ; H ) de Bass -

a) L'espace 3 (- oo , oo ; H ) est, par définition, l'ensemble des
fonctions J telles que :

r
fe rr / iî il̂

^-T
existe et est finie.

b) Toute ^-fonction est ^-régulière.

c) Muni de la topologie induite par celle de ^(-oo , OQ ; H ) ,
l^space Q (-00 , oo ; H ) est un espace métrique, non-vectoriel, complet,
invariant par translation,

d) L'ensemble des ^-fonctions ^-comparables deux à deux forment
un sous-espace vectoriel £ de i?(-oo,oo ;H) . La W^-fermeture E de E est
encore un sous-espace vectoriel de 3 ( - o o , o ô 5 H ) .

e) Tout sous-espace vectoriel fermé d e ^ ( - o o , o o $ H ) peut être
structuré en un espace de Hilbert avec le produit scalaire s

^ <f(b)(^)>

Ce résultat est très important.

III - FONCTIONS QUASI-STATIONNAIRES -

1°) Propriétés élémentaires -

a) Une ?%-fonction W? -continue Ç est dite quasi-stationnaire si
elle est ^ -comparable à toutes ses translatées^

La moyenne temporelle de <^Jl»Ç|(>> s'appelle fonction de corrélation
• y ( ^ . )< ie^ . f t î 13 -————————————

b) L'ensemble S (- oo , oo $ H ) des fonctions quasi-stationna ires
est un sous-espace métrique, non-vectoriel, fermé y invariant par transla-
tion de l'espace W^(- oo , oo ; H ).

c) On appelle f ( J , wf , H ) l'enveloppe linéaire OT^-fermée de
l'ensemble Jv^Ç [A € ÎR l 5 on montre que c'est un sous-espace vectoriel
fermé de l'espace 3 (- oo , oo ; H ) de Bass; par suite ^ (j* ^ OTL2, H ) peut
être structuré en un espace de Hilbert.

2°) Analyse spectrale énergétique -

a) On montre que la fonction d'autocorrélation rt,-^ y ( n.) d'une fonc-
tion qua si -stationna ire ! est la transformée de Fourier d'une mesure bornée
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positive (T y appelée mesure spectrale énergétique de J :
o f00 i:îc^Y(^) - / e d<r(X) .

^oo

b) Suivant que <T est une mesure continue ou discrète, on dit que ^
est une fonction 3 -pseudo-aléatoire ou une fonction S -"presque-périodique.

5°) Analyse spectrale élémentaire -

a^ On montre qu'il existe une mesure (vectorielle) Y , appelée
mesure spectrale élémentaire de ( telle que :

f^ ^Cft
^f s / e ^X)

^-00
.00

b) On définit alors l'intégrale g = J C (y ) Y (dX) pour tout c eL^O-)

et on montre que cette intégrale réalise un isomorphisme isométrique entre

[t ((T) et ^ (^ , W^H).

IV - FONCTIONS l-QUASI-STATIONKAIRES -

TSS^ - <S(n^—». Hg ) désigne l'ensemble des opérateurs linéaires bornés
d*un espace hilbertien H^ dans un espace hilbertien H^ .

1°) Propriétés élémentaires -

a) On dit que la fonction b —^ J ( b ) est l̂ quasi«»stationnaire si,
quel que soit A e ^S. (n —^ H ), la fonction b —^ Aj( t ) est quasi-stationnaire.

b) L'ensemble S (-oo » oo $ n) des fonctions 1-quasi-stationnaires
est un sous-espace métrique, non vectoriel, fermé, invariant par transla-
tion de l* espace W? (-00 y oo ; H ).

c) Soient H, et H^ deux espaces de Hilbert.
3L^6 ô(-oo , oo 5 H^) et si A e ̂  (H, —»» H^ ), alors Af € S (-oo , oo 5 H,).

d) On désigne par ^(^ ; Trb1, H,->H^) l'enveloppe linéaire

W^-fermée de l'ensemble JAU^J [A <S R» Ac-£(n, —^ H»)L On montre que
c'est un sous-ensemble de ^ (- oo , oo ; H^ ), Eh particulier, c'est un sous-
espace vectoriel fermé de l'espace 3 (- oo , oo ; H^ ) et peut donc être
structuré en un espace de Hilbert.

2°) Représentation spectrale -

a) Tenseur spectral énergétidue -

Soient A et B deux éléments de <S (n, —^Ha). Il existe une mesure
complexe bornée ZL telle que ï

A«Q
r00 'rî.on. <Ajck^)|Bj(b)>^ e dZ^(x)

' / ^fiO
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L'application Z; » A ,b—>-2^ est une application sesquilinéaire henni-

tieime continue de cS (n, -*. H,) x oS(H, —*. K,) dans l'espace de Banach

des mesures de Badon. £ sera appelé tenseur spectral énergétique de f

b) EsEaceJ.ljZ^ H, _j^ )] -

Considérons l'espace vectoriel (ô ) des opérateurs linéaires bornés
de H^ dans Hg , dépendant du paramètre Xé îR et de la forme î

^ ^A
CCX) =j^ A ^ G où A^.3(H,__H,)

Posons i

fciq.ÊÉr^^d^,^),L • J ^ ̂ ^ ^^ /

et soit J6 le noyau-de (6), i.e. l'ensemble des opérateurs C (y. ) tels
<l^e'[C(Cl=o • Considérons l'espace quotient ô/Ot? . Structurons cet espace
en un espace préhilbertien avec le produit scalaire î | l . L'espace complété
de(5/2%) suivant cette topologie sera appelé l'espace l1 ÎL ', <S(H, —»- H )]

et soit J6 le noyau-de (6), i.e. l'ensemble des opérateurs C (y. ) tels
<l^e'[C(Cl=o • Considérons l'espace quotient ô/Ot? . Structurons cet espace
en un espace préhilbertien avec le produit scalaire î | l . L'espace complété
de(5/2%) suivant cette topologie sera appelé l'espace Ie [2; ^ 4(H,—»-H )]

c) Représentation spectrale -

Soit Y la mesure spectrale élémentaire de j »

On peut définir l'intégrale

r°°
^ =J C(X )Y (dX)

•'00

pour tout C^ ^[^oSCH^—>-H»)] et montrer que cette intégrale réalise un

isomorphisme isométrique entre L1 [2 ; ̂ (H, -^H^)] et î^J , OT \̂ 1-1-,-^ H^)
7 " FO.SCTIQÎ S SCAMIREMEÎ T QUASI-STATIONIZAIRES -

1°) 'Par définition, une fonction b—».J (b ) est dite scalairement
quasi-stationnaire si, quel que soit<|»&n , la fonction numérique
b — > - < f ( b ) ($> est quasi-stationna ire.

2°) L'ensemble 5^ (- co , oo $ H ) deo fonctions scalairement quasi-
stationnaires est invariant par translation.

Evidemment 5^(- 03 , oo ? H ) ra 5 (- oo , oo ; H ).

5°) Si J* est scalairement quasi-stationnaire, et si A est un opéra-
teur linéaire fermé de domaine dense dans H et tel que Af & ̂ C- oo , oo , H ),
alors A^ est scalairement qua si -stationna ire.

4°) Soit ^ e 5^(- oo , oo ; H^ ) et K un opérateur compact de H, dans H g .
Alors «JG 5 (- oo , oo 5 H ^ ) .

On en déduit ;
^ (-00,00; C )^ ô (-00,oo^11) .
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VI - FONCTIONS oo-QUASI-STATIOMAIRES -
00

Nota - On désigne par 4 (l-^—>. H^) l'ensemble des opérateurs multili-
néaires bornés d'un Hilbert H^ dans un Hilbert Hg .

1°) Soit b —^j* ( b ) une fonction bornée (uniformément en b). On dési-
gne par ^6(5 ) le plus petit ensemble de fonctions qui s

i) contienne la fonction ^ y

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir ses translatées,

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir leurs combinai-
sons linéaires,

iv") ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurSoo
transformées par des opérateurs multilinéaires bornés ^€<£(H->>H)

On dit que Ç est oo-quasi-stationna ire si l'ensemble ^(^ ) est un
sous-ensemble de ôT- <^ , oo : l-O.

2°) L'ensemble 5 (- oo , oo 5 H ) des fonctions oo -quasi -stationna ires
est un sous-espace métrique, non vectoriel, 'fermé, invariant par transla-
tion de l'espace OTI^(- 00,00 $ H ).

On désigne par "C ( ̂  , OT^ , H ) la ^-fermeture de ^ (J ), et on mon-

tre que Ï ( -C ; W.2, H ) C ?(- oo , oo 5 H ). En particulier, c'est un sous-
espace yectoriel fermé de l'espace ^( -oo ,o^ ; H ) de Bass, et on peut le
structurer en un espace hilbertien.

5°) Soient H^ et Hg deux espaces de Hilbert de même dimension,

Soit ^7.€<â(H,—>.Kg). On démontre que si Ç € S (- oo , oo ; H,), alors
60

g= AJ € S (-ôo,ûQ;He).

Soit U un isomorphisme isométrique de H^ sur H^ » On pose

^(^^^^-^W^^)
L'espace î ( J , W^^,H^—>•H^) sera structuré en un espace de Hilbert par
le procédé habituel»

VII - OPERATEURS QUASI-STATIONNAIRES -

1°) Définition -

Soit ^Z( b ) un opérateur de l-f dans H , dépendant du paramètre fc .

On dit que J^ ( b ) est un opérateur quasi-stationna ire si, quel que
soitoce H , la fonction b —»-.SÎ.( b )x est quasi-stationna ire.

2°) Fonctions parfaites vis-à-vis d'un opérateur quasi-stationna ire -

Soit SI ( b ) un opérateur (non nécessairement linéaire^ quasi-station-
naire ^-continu. On désigne par ^(f ) le plus petit ensemble des fonc-
tions qui s
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i) contienne la fonction J donnée,

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées,

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs com-
binaisons linéaires,

iv) ne puisse contenir une fonction sans contenir sa transformée par
l'opérateur J2 ( fc ),

On dit que la fonctionJ est parfaite vis-à-vis de l'opérateur ..Q. ( t )
si l'ensemble ^ (Sr ) ne contient que des fonctions 1-quasi-stationnaires.

3°) Espace 7^ (J , ̂  h ) >

C'est,par définition, la W^-fermeture de l'ensemble ̂ (f )• 0" dé-
montre que ^o(î » W^ , H ) ne contient que des fonctions parfaites vis-à-
vis de l'opérateur JZ( fc ), En particulier, c'est un sous-espace vectoriel
complet de l'espace ^( -oo.oo ^ l - t ) de Bass.
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CHAPITRE Bl

STTJDE DE LA TT^-DSHIVATION

1 - rm^ -DERIVEE (FORTE) -

1°) Définition et conséquences immédiates -

On appelle OfTî  -dérivée (forte) .Ç d'une OTI-» -fonction J la ^-limite,

tiv-i]
quand f^ tend vers 0 •

L'opérateur linéaire V qui, à chaque fonction Ç W? -dérivable, fait

correspondre sa OTL-dérivée Ç = V f s'appelle la yb -dérivation,

Toute W?-fonction W -dérivable est nécessairement V^ -continue. La

^-dérivée J* d'une ÎTL^-fonction appartient à l'espace T ( J $ W? »^ ) r

J1 est donc elle-même 3îb -continue.

2°) Propriétés de la 3TL -dérivation -

Considérons la famille J U ( ̂  ) = U^ ; -oo^^<ooL C'est un groupe
fortecient continu d'opérateurs linéaires contractants (B|tJ |̂|| = 1 ) de l'es-

pace W^- oo » oo 5 H ). L'opérateur de 2TL -dérivation n'est autre que le
générateur infinitésimal du groupe U(u).

La théorie générale des groupes de contractions (cf. E. HILLE et R.S.
PHILLIPS [l], R.S. PHILLIPS [2] [5]) fournit les propriétés suivantes de
l'opérateur de M? -dérivation V :



^
a) Le- domaine S (V ) est dense dans l'espace OTlx(-oo , oo 5 H )*

Autrement dit : "e'

0 2 I • __• -L - l r> > . . _ tWÏ eToute fonction C l̂» '•continue ^ est JTL -limite de fonctions ^Hj -dériva-
bles.————'— "————————————"——————-————"————————————————

Plus précisément, posons
^1^

^W-Ï j FCb+ / ) )d^
^.1/n.̂

Alors, on peut montrer que :

i) la fonction J^ est un élément de ^'(J,^2,^)

ii) la suite J j l converge vers la fonction J

iii) la fonction t est ÎTk-dériva "blé; sa ÎT^-dérivée î est donnée' «/n ' wn,par :

J.^-t^^^-Jcfc-ij]

Supposons que la fonction J est quasi-stationnaire. On a s

^x.tolK^î^k)-^)].
en désignant par ^—^-f(^) la fonction d'autocorrélation de la fonction J
Or la fonction V possède la symétrie hermitienne

ïc^) - Y(^)
Donc :

-^S < j ^ > / j ( t ) > = ° .
Cette propriété sera utilisée constamment dans la suite.

"b) L'opérateur de W? -dérivation est fermé sur JD (V ) -

Autrement dit ; Si une suite J j- ^ de Ws -fonctions OTL8-dériva bl es
converge vers une fonction £ • et si la suite J F \ des QTb -dérivées converge
vers une fonction cj , alors ; -

i) J est STk8 -dériva blé

") J'- 3 •
c) Le spectre de V est l'axe imaginaire (pour la définition du

spectre, cf. E. HILLE et R.S. PHILLIPS [1]). Autrement dit ( L'opérateur
résolvant ' R ( > . , V ) s (>J-V ) existe et est borné pour tout nombre
complexe X non imaginaire pur ( 5U ̂  ̂  o ) .
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Par ailleurs, cet opérateur résolvant a pour expression

r00 -^
R ( ^ , 7 ) ^ J (2 U(A) d^> si R e ^ > o

^0

f° -^
R^,V)=-y <? U(o) d<> si T^À < o

^ôO

Cette propriété signifie que l*équation différentielle

^^-^W -J^) (5L^o)

possède toujours une (et une seule) Wj - solution W^-dérivable si Ç est
ÎTÎ? -continue, et que-g est donnée jar î

r -^
^ ( b ) = J ç J(k4-A) d<) si R e ^ > o

^o
r0 -^,

^ ( b ) < ~ / 0 JCb..^) dô si R < ^ < 0
' « ï

Ce résultat sera généralisé au chapitre B2.

d) On a î

d U(^) = U(6,) 7 = VU(^) , lorsque appliqué à Je D(V).
dn,

Comme U ( n, ) est fortement continu pour tout n , on en tire :

f
U(^)- U(o) = / U ( / ï ) V d > 0 ,

'0

c*est-à-dire s p

J »
J(b^)-J(b)= J\b^)d^>.

c,

On en déduit, en particulier

III ̂ .I" f 1 1 1 $ III ̂ J !11 • 1 ^ 1 (formule des accroissements finis)

Plus généralement, on a (formule de Taylor) ;

j (b^)»£ lï^^^f^rf^.^d.,
Hso |< 1 n- J* i/o

^

Si lim fll!-Z-£j!U - î , alors LTo î est développable en série de
n-*.oo ^ u i / "" ^

Taylor, convergente pour | ^ |<1 . En particulier, si |||7j||l = 0 (n),

alors la formule de Stirling montre que l'on peut prendre 1 = $ s "base des
logarithmes népériens.



' e) Propriété conserva tive de la JHj » dérivation -

Théorème - Entre une Jf^ -fonction ! et sa îîZa -dérivée j^ , on a toujours;

^ lc ^(^fJct)^ 0.
0)

On dit que l'opérateur de îfl? -dérivation est conservatif.

Démonstration -

Supposons d'abord que î- est une fonction quasi-stationna ire. Formons s

<^k^)-J(fc) j f (b)>.<J(b^)(^fc)>«|| j ( l ) l j2 .

Prenons la moyenne temporelle (en b ) des deux membres, nous obtenons ;

^^HIJ^w^^fl^-^iijf
Î où, d'après l'inégalité de Schwarz :

^^<^j4|j>=5i.^<c^j>-miij||^o.
Par suite :

^5lc<^-ri-jj> ^o si ^o
^o si ^ < o

Faisons tendre n. vers 0, nous obtenons le résultat voulu,

Si J n'est pas quasi-stationnaire, la fonction <nA?[f> n'est pas

moyennable. ^îais, on remarque que J , (' et U-»J appartiennent à l'espace
séparable Ï (^ ; înTb , H ). Utilisant la compacité de la boule unité (L
(théorèae de Bolzano-Weierstrass) et le procédé diagonal, on peut extraire
une suite JT \ telle que <

T^

T^ÎÏ-/ ^'^(f^1^'11-
i"*''<' a J-T^

existe quels que soient •h, et k . On montre ensuite que »

(«.M. __ f ^e <f'(b) | f(b) > db = 0
T^ ^îJ-T. '^ ^î^

Qifin, on montre que
/.T

iu J_
T-».e0 2Tfa î î f ^<JW|J(^db

J-T

existe et que cette limite est nulle.
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3°) Relation fonctionnelle entre une fonction et sa OT^-dérivée -

Théorème - Si J est une fonction 3T^-dériva blé et ̂  -régulière^ alors
la fonction ;

b ̂  <f(b)|C?(b)>4. <J(k)(^(b)>

est toujours moyenrBble, et sa moyenne est nulle, quelle que soit la
fonction W -dériva blé <p .

Démonstration -

Supposons d'abord que J et (p sont des fondj-ons^qua si -stationna ires
linéairement comparables (cf. chapitre A4\ Alors" IL ç et CL ̂  sont ^ -compa-
rables quels que soient & et i . "'

De plus î

^ <J^^)(^(^>= r^<f(k)(<P(b-^)>

Donc z

wJ<J^)-J(t) (?(k)>,<j(k)]a.(y_^P.ib^L^lo , V^e iR.
(c; L n- 1 -n, J

Faisons tendre-h, vers 0, nous obtenons le théorème.

ûins le cas général, la fonction b-^<J(b+{ l ) ( C p ( b + k ) > n'est pas
nable. Par le procédé diagonal, on extrait une suite T. telle que

T^ °
noyennable. Par le procédé diagonal, on extrait une suite T. telle que

->. v

^ ^-( <f(b+^) jc?(b+!c)>db

'̂ S
existe quels que soient & et k .

Utilisant la W^ -régularité de f , on montre que »

r^ ̂ r^^^^^-^ ï^f'<J(b)/^^)>^-
^ <I ^-Ta

et on continue comme précédennient.

4°) Ccjivolutl.on '̂jme ĵ̂  - Dérivabilité du produit de convo-
lution -

On démontre facilement, comne au paragraphe Al, IV, les résultats
suivants s

a) La convoluée d*une HL -fonction Ĥ»8 -dériva blé f par une mesure
de Radon ày. est une W?8 -fonction 311?-dériva blé q , et c^ e J'̂  du .

b) La convoluée d'une W^-fonction j par une l1-fonction I1 -déri-
va blé k est ^-dérivable et q' = î ^ k' .

5°) Représentation spectrale de la X?2-dérivée -

La plupart des résultats précédents se retrouve facilement à l'aide de
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la représentation spectrale. Nous nous limitons aux fonctions quasi-station-
naires.

a) Soit J une fonction quasi-stationna ire,(T sa mesure spectrale
énergétique, Y sa mesure spectrale élémentaire (cf^ha pitre A4). L'intégrale

^oo
< 3 = / C ( X ) Y ( d X )

^03

réalise un isomorphisme isométrique entre Ï ( î } w! , M ) et L8 (<T). Autre-
ment dit ;

ey^<^^>-[ ^W^W^W^ ^^(J;1^), ^€L\<T)
'-«o

En particulier, si X € L'C^), la TO? -dérivée de J existe et est repré-
sentée par ;

r ° °
^ ^XV(dX) .

^-OO

On en déduit ;
y00

Vb^f9}^^ -iyidC(V.) = imaginaire pure,

-ûo t
ce qui démontre la propriété conservât! ve de la W? -dérivation.

b) Soit |UL une mesure de Radon, LL sa transformée de Fourier. On a î

J^^» f^ (X)Y(dX) ,
^éO

ce qui permet d'établir les théorèmes du paragraphe 4.

c) Soient J^ ( <, s 1, 2) deux fonctions quasi-stationnair es linéai-
rement comparables, o^ leur mesure spectrale énergétique mutuelle.

Si .00
^/^W^C^) . C,€L\<rj , ^^,a ,

^ôO

alors ï ^>

w ^<<3-. |^>= /c1^)C^Wd^( î c) '
•^•0

ce qui permet d'établir le théorème du paragraphe 5.

II -. ESPACES DE WIEMER -

Nous allons examiner les propriétés des fonctions ïf ois W> -dériva -
blés et indéfiniment W^-dériva blés, qui nous serviront, dans l'étude des
solutions faibles d'équations différentielles opérationnelles,comme "fonc-
tions d'essai" (test functions).

1°) Esïace Vf (- oo . oo> : H) -
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!
a) Définition - On désigne par IA^ (- oo , oo ; H ) l* espace vectoriel

des WA-fonctions W? -dérivables L fois (l entier positif),

| b) Théorème d'approximation - L'espace W (-00 , co ; H) considéré
pomme sous-espace vectoriel deW><(-oo , oo ; H ) est dense dans W^-ûo^ïM).

En effet, l'opérateur de 3Tb -dérivation 7 est un opérateur fermé, à
domaine dense dans OÏb.(- oo , oo 5 H ) et ayant un ensemble résolvant non vide,
Par conséquent (cf. N. DUKFORD et J.T. SCHWARTZ [l], chapitre VIIl), le

0 A

domaine de l'opérateur V est dense dans ÎT^(-oo ^ oo ; H).
(

c) Pro-priété de l'espace W (- oo , oo ; H ) -

Théorème - Muni de la norme

..•éi71".,.''v >^ '" ' "w
î

l1 espace IA^ (-00 , 00 $ H ) est un espace complet,

Ce résultat découle immédiatement du fait que l'opérateur de Wa*-déri-
vation est fermé.

2°) EsTace ^f- oo^ 03 : H ) -

a) Définition - On désigne par <U^3^(- oo , oc ; H ) l'intersection de
tous les espaces ^ (- oc , oo $ H )> pour -î s 1, 2,...

t) Théorème d'approximation - L'espace W(- oo , oo ; H), considéré
comme sous-espace vectoriel de Qîbç(- oo , oo 5 H ) est dense dans W-»ç(-eo,oO)H).

Cette proposition découle du fait que l'opérateur de TO>-dérivât ion
est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe,

c) Topologie dans ^Y(- 00,00 ;'H) -

On structure IÀ} ' ( -OO,OO ;n) en un espace' semi-norme en utilisant le
système fondamental de semi-normes N» suivant t

^(^si^ini ' ^1,2,...
Ainsi structuré topologiquement, l'espace 1jJ'(-oo , oo ; M ) est locale-

ment convexe et métrisahle. Comme l'opérateur de *3n?-dérivation est fermé,
l'espace "U^ (- oo , oo ; H ) est complet ; autrement dit, c'est un espace de
ÏÏlçiiet (cf. N. BOUH5AKI [5l). '

5°) Espace V^ (- oo ,00 ; H ) -

a) -Définition - On appelle I Â } ' ( - O C , O O 5 H ) l e dual topologique de
1 ' espace ̂  ( - oo , 00 s H ̂  •

Les éléments de W( -oo ,00 $ H ) seront appelés OTb-fonctions-généra-
lisées, ou QT^-distributions.

b) Topologies sur /U^'(- eo , oo ; H ) -
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Par définition, la topologie faible sur W'(- oo , oo ; n) est la topolo-
gie de la convergence simple dans U}'(- oo , oo ; H ),

la topologie forte sur ^(- oo , 00 ; H ) est la topolo-
gie de la convergence uniforme dans les ensembles homes de ZL>'(- oo ,00 ; H ).

c) Propriétés dggtopoloffies (classiques) -

i) Le dual fort 'bJ' (- oo , oo ; H ) est un espace vectoriel localement
convexe, à "base non dénombra blé de voisinages et complet.

Ce n'est pas un espace de Fréchet, car il n'est pas métrisable (s'il
était, ̂ (- oo , oo ; H ) serait un Banach, cf. J. DIEUDONNE et L. SCHWARTZ [1]).

ii) Le dual faible ^VÇ-» oo , oo , H ) est un espace vectoriel localement
convexe et qua si-complet (toute partie fermée et bornée est complète, cf.
N. BOURBAKI [5]). "

III - DERIVATION DES 7^ -DISTRIBUTIONS -

1°) Opérateur de translation -

Soient J'e iJ' (- oo , oo $ H ) et $<£'V}' ( - 00 ,00 ; H ). La translatée UA ^
de la fonction f par le nombre réel îi a été définie par ;

^Jc^-Jc 1 ^ ) -
Nous définissons alors la translatée U,»<t> d'une ^ffb -dis tribut ion j>— . — — — . — ^ ï

par le nombre réel u , par la formule i

^$(J) . 4>(cj^)
2°) Définition de la qerivation -

Soit ^ une W?-distribution. Si, quand (z—^o^

^.^•^
admet une limite forte dans IAK- 00 ,00 ; H ), alors la ÏÏL-distribu.tion $

est dite f^ -dériva blé, et la limite <^ sera appelée la ÎTb-dérivée de <jî ,

5°) Théorème d1 existence -

Toutes-distribution est 31^-dériva blé, et par suite, indéfiniment
.érivable.'îrf-dérivable.

Démonstration -

Comme W (- oo 9 oo ; H ) muni de la topologie faible est quasi-complet,
et comme le filtre I IJL l est à base dénombrable, on montre facilement que

E ^B l converge faiblement dans 'll̂ - oo , oo ; H ) vers une distribution (j)
elle que ï

$ \ f )+ ^( f )^ °
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Pour montrer que ^ ll)n^ converge fortement dans W (- &»o , oo ; H ), on
utilise la formule des accroissements finis :

II ^M,VJ1|^ 1^.11)7^1
ti

4°) Propriété de la QT^2-dérivation -

La W.> -dérivation est une opération linéaire continue dans 'Uj'^-oo^oo^H)
muni de la topologie forte.

La démonstration est immédiate,

5 ° ) Dérivation (au sens des ^Hj -distributions) d'une fonction ouasi-
stationna ire -

a) Soit f une fonction quasi -stationnaire. Considérons 1' ensem-

blé (S de toutes les ÎT^-f onctions ^-comparables à l'espace T (j* ; W-? > H ).
Cet ensemble n'est pas vide (car il contient l'espace 'Î'(J yW^H )\ et
il est un sous-espace vectoriel, invariant par translation et fermé de
^espace 'ÏTbt(- oo , oo ; H ).

Considérons l'application

cp ——^ OTL <(.p|Ç> , cp <£<£ .

C'est une fonctionnelle linéaire continue ^,(<.j>) sur 6 , de norme égale
a B| J III • par le théorème de Bàhn-Banach, on peut trouver au moins une
fonctionnelle linéaire ^ £ ( J ) définie sur yi^C-oo , oo ; H ) telle que ;

^W ^ Ïo(^) si ^ & ô

Hl Ï? 1 1 1 - !1| f III •

Une telle fonctionnelle linéaire ^£ sera appelée TTL6-distribution as-
sociée à la fonction quasi-stationnaire ^ , On la notera F , et on a ?

F^p) ^ - ï r b ^ ^ j j ^ s i q ? e < S

b) Soit F'la ^-dérivée de la ̂ -distribution ^ . On a ;

F (<j/) + F'((p) = o si (̂ ? e ^(-00,00; H)

et

W> <^t|j'> + ^(c^) = o si <^<£. ^(-oo/oojH) n <S

c) Si F est CiïL-dériva blé (au sens fort), alors il existe une
SQL6-fonction a telle, que :

^ ̂ lâ > ^ ^C^) > si <^ <s W'(-oo,oo;H) r\ <5

II suffit de prendre a = J9 .
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d) Une telle fonction g existe-elle toujours dans le cas où J'
n^st pas nécessairement ̂  -dériva bl e (au sens fort) ? La question va
être examinée au paragraphe suivant.

IV - 0^ -DERIVEE FAIBLE D1^^ X-»" -FONCTION -

1°) Définition -

On appelle Xe-dérivée faible d'une OTL2 -fonction ^ toute C^1-fonction
X^-continue q , si elle existe, vérifiant la relation

Xl<^> ^ <S\^>} = °

pour toute ÎTL?-fonction cp OTL -dérivable.

2°) Unicité de la ^-dérivée faible -

La Wj8 -dérivée faible d'une fonction J , si elle existe» est unique.

La démonstration utilise la densité de 'UV1 (- oo , oo ; H ) dans l'espace
^(- oo , oo 5 H ).

5°) Propriétés -

| L'opérateur de 31^-dérivation faible est linéaire (additif et homogène
|et fermé.

. D'autre part, la w} -dérivée faible d'une ÎT^ -fonction OTL*-régulière
et W^ -dérivable (au sens fort), est égale à sa WÎ-dérivée forte.

4°) Caractérisât ion des fonctions faiblement- T^f -dériva blés -

Nous nous limitons au cas des fonctions quasi-stationnaires.

Théorème - Une fonction quasi-stationnaire J est 7^ -dérivable faible-
ment, si et seulement si pour tout c )̂ & 10' (- oo , 00 ? H ),

| on a :

,&
,4

00 fcr.^-1-1 f ^C^Icf^dbLc HÎCÇIU
r-^oo &T \J^ l )

où C est une constante indépendante de cj? .

Démonstration -

La condition (^) est évidemment nécessaire; en effet, si g est la
^-dérivée faible'de J , il suffit de prendre C » ||| g \\\.

Montrons que cette condition est aussi suffisante. Considérons l'es-
pace * Ç ( ç ', W^, H ), structuré en un Hilbert. La forme linéaire ^—^U-^l
est continue sur l'espace vectoriel ^(-oo ,00 ; H ) f ( ^ ( j 5 ? ^ » n ) d'aprè
la condition (^-), Comme cet espace est dense dans î'(^ ? 'M? , H ), cette
forme linéaire se prolong'e d'une manière unique en une forme linéaire con-
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tinue sur T ( f 5 W^ , H ). Donc, il existe un élément unique g de ^ (J 5^,")
tel que »

W.<^|f>»-W<^>.

pour tout q>e "b -̂ oo y OQ 5 H ) ^ ^ ( f ? W^ » H )-
Soit alors l|J un élément de ^C-oo , oo ? H ). Par le procédé diagonal,

on extrait une suite i T. l telle que :

^
ium. -1- / < Q C1-) I^C^ > db existe,
^^ ^ H d '

pour tout q & ^ (I ? ^9 H )• On montre alors que i

^
^ J—\ <f (k) |^(b)>+<^(fc) [^(k)>dk = o /

•L'-^oo 2T-l | 'i ^-^
et que, par conséquent :

^{^l^^al^}-0

5°) Un théorème d*existence -

Une condition suffisante pour q îme fonction quasi-stationnaire soit
faiblement ^-dériva blé est que l'ensemble

3.°"^-
soit borné (en norme) uniformément en fc- .

En effet, la boule unité de tout espace de Hilbert étant faiblement
compacte, on peut extraire une suiteJ'^1 telle que Jg^. \ converge faible-
ment dans t(J 5 W? y H ) vers une fonction oe T ( J ; V\} , H ). On a t

^^K^^^^y^"0

pour tout

<(? e. ^(î,<3n>^H)n ^(-.00,00,H)

Quand (^—^0 »^<<3A,1C?> tend vers 3n»<g|<()> et OT^<^1 cp" g"^^ >

tend vers 'ïnî<î|c^> , donc

W,{<g|<^>+ <f|^>} < o,

ce qui montre que a est la W^-dérivée faible de J .
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CHAPITRE B2

SOLUTIONS QVASI-STATIONNAIRES D»^ SYSTEME DIFFERM'IEL

Dans ce chapitre, nous ne considérons que des fonctions t —>» f ( b )
définies sur la demi-droite des nombres réels positifs TR1' , et à valeurs
dans l*espace C^ , structuré en un Hilbert avec sa topolofie habituelle.
Le produit scalaire dans C"1 sera noté < | > et la norme sera notée g || »
Tout sous-espace vectoriel fermé de l* espace o ( o ^ oo ;înl) sera structuré
en un sous-espace hilbertien avec le produit scalaire :

[M = % <^/W> = ̂  ̂ f <^)|^t)> dt
-0

La norme dans W? ( 0 , oo ; (C ) sera désignée par ||| ||| .

1 - SOLUTIONS QUASI -STATI ONIÎAIRES D'UN SYSTEM DIFFEREI^TIEL LINEAIRE -

Soient t --»f(t ) u^® fonction 1-quasi-stationnaire à valeurs dans (T (

Jc^o.oo^C^.

et A une matrice carrée de C^t

A^^C^^).

On supp3se que : aucune valeur propre ̂  de la n&trice A ne soit nulle
ni imaginaire pure (Jlî  ^ o ) «

1°^ Théorème -

II existe une fonction 1-quasi-stationna ire et une seule
^ ,0 possédant une ^-dérivée ^€. ̂ ( J ; yî ,^
système différentiel suivant s

5 € T^J ( W^ , €"') possédant une ^-dérivée ^€. ̂ ( J ; ̂ , C^) et
vérifiant le système différentiel suivant s

^ C b ) + A 5 ( b ) = J ( b )
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Démonstration -

Soit Y la mesure spectrale élémentaire de la fonction 1-quasi-station-
naire J . Cherchons s1 il existe une solution de la forme :

^ f^oot/ (x).^ôô
La matrice C (X ) doit vérifier 1'équation matricielle suivante ;

- L X C ( X } + . A C ( X ) = 1

où 1 est la matrice unité de C^".

La matrice B (X ) = •t/X1 + A est régulière quel que soit ï . En effet,
si elle ne l'état pas, on aurait ;

deb 6 = 0 ,

donc -tX serait une valeur propre de la matrice A , ce qui est contraire
à l'hypothèse. Donc la matrice

COC)^5CI+A)-1

existe, quel que soit X •

Chaque élément de cette matrice est de la forme :

c.w.W^l^
^ ' D(X)

où D (X ) est un polynôme de degré m , ne s'annulant jamais pour X réel»

N . ( y ) est un polynôme de degré in- 1 au plus.
ô
Par sui te, jC—^C^(X) e t ^ _ _ X C . ( X ) sont des fonctions bornées

àe y. , ce qui montre que (cf. chapitre A5) les matrices JC-—-C ( X )
et y.—t-XC ( X ) sont des éléments de

. L^Z^C^a ,

où S est le tenseur spectral énergétique de f .

Autrement dit i

^•^(J^C^C") et ^e^W^C'^Q.

Remarque -

Si J est î fois W^-dérivable, alors ç est ï + 1 fois W^-dériva blé.

2°) j^et_Ae__la_ condition initiale -

^Lorsque la fonction f est assez régulière localement, on sait que le
système différentiel considéré possède une solution unique, dérivable
(dérivée ordinaire) lorsque la condition initiale est donnée.
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a) Si A est une matrice quelconque, il se peut que la solution
ne soit jamais 1-quasi-stationnaire, quelle que soit la condition initiale,
même si ^ est 1-quasi-stationnaire.

b) Si aucune des valeurs propres^ de la matrice A n*est imaginaire
pure, il existe une solution l-quasi-stationna ire et une seule, comme on
vient de le démontrer,

Deux cas sont à distinguer :

i) Si le spectre de la matrice A est entièrement à gauche de l'axe
des imaginaires, alors pour une fonction-quasi-stationnaire J donnée, il
existe une et une seule condition initiale ^ (o ) telle que la solution %(b)
correspondante soit 1-quasi-stationnaire, A toute autre condition initiale,
correspond une solution qui augmente très vite quand b tend vers oo •

ii) Si, quel que soit le vecteur ^eC"1', on a ;

^ <^\^> l̂l̂ ll1 , - (°^û) ,

alors toutes les valeurs propres de la matrice A ont leurs parties réelles
positives (la matrice A sera dite fortement monotone, cf. G.J. MINTY [1]).

Dans ces conditions, toutes les solutions du système différentiel
considéré sont des fonctions quasi-stationnaires 3Tl> "équivalentes.

Dans tout ce qui suit, on supposera que la matrice A soit fortement
monotone.

5°) Opérateur JC -

Soit3î l'opérateur linéaire de l1 espace ̂ (o , oo ; Z ) qui, à chaque
fonction 1-quasi-stationmire j , fait correspondre la solution-g du sys-
tème différentiel considéré :

^J
a) L'opérateur 3C est continu -

Sa norme peut-être majorée par la méthode suivante ï

Multiplions les deux membres de l'équation différentielle par ^ ( b ),
prenons la moyenne temporelle et la partie réelle des deux membres, remar-
quant que l'opérateur de W? -dérivât ion est conservatif, on obtient ;

^W^} - ̂  [J^KiiiJiii- ilî iii •
La monotonicité forte de la matrice A donne ensuite s

^lll^lli^ lllJllMil̂ lil '
ce qui montre que ;

IS!^ll!^i-

Nous poserons, dans tout ce qui suit -k ^ 1
oc
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b) L'opérateur 3C n'est pas complètement continu. En effet, s* il
était, il transformerait toutes les fonctions quasi-stationnaires en des
fonctions 5 -presque-périodiques.

c) L'opérateur 3C n'est, en général, pas auto-adjoint, même si la
matrice A est hermitienne. En effet, la matrice A + •l)Ç 1 n* est pas hermi-
tienne.

d) L'opérateur 3t est strictement monotone (cf. G.J. MINTY [1]) -

En effet, on a s

^ < ̂ b) 1 ̂ )> + ̂  <^)\W> - ̂  <J(k) W)>

D'où ï

^ [ 5 1 ^ 1 s %^ <W l^)> ^ ̂ ^ ll^^ll'ss a ni ̂ t

Autrement dit ;

^ [ J I^J l > ^ I I I ^ J H ' > o si |l |jll|^0.

II - SOLUTIONS QT3ASI-STATIONNAIRES D'UN SYgTHŒ DIFFEREUTIEL NON-LINEAIRE -

Considérons le système différentiel non-linéaire suivant :

^ C t ) ^ A ^ c k ) + F(b;yb))^j(b),

où y ( b ) % F ( f c , « ) e s t u n opérateur quasi-stationna ire îîb -continue, et
où J est une fonction 1-quasl-stationnaire parfaite vis-à-vis de l'opéra-
teur 9 (cf. chapitre A6, paragraphe IV).

Considérons l'espace T^ ( J ; ÎH.-» yC" 1 ) engendré par la fonction J
(cf. chapitre A6, paragraphe IV ), avec sa topologie hilhertienne; cet es-
pace ne contient pue des fonctions l-ouasi-stationnaires.

Introduisons 1'opérateur ÎC défini précédemment 5 nous pouvons transfor-
mer le système différentiel non-linéaire considéré en une équation opéra-
tionnelle non-linéaire à valeurs dans l'espace ^<s ( F 5 W^ 9 ^ln) î

c») § -^ = ̂  •
Nous allons donner quelques méthodes permettant de résoudre cette

équation dans des cas particuliers.

1°) Méthode des approximations successives -

Supposons que l'opérateur<? soitlipschitzien :

111^-^111 < ^111'5-^l i i .

Théorème - Si TU < A , alors l'équation opérationnelle non-liné?,»? ° (*)
admet une solution et une seule ̂ ans 'Çr ( j ? W^ , C"1)

(On rappelle que \\\ 3^ ||| ^ ft. = 1 ) .
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Démonstration -

Considérons l'opérateur J^s - ÎCSFqui transforme l'espace 7_ ( { Î ÎT^C^)
dans lui-même. Chaque solution de l'équation opérationnelle (^) est un point
Sfl latrajlsformation ̂ Cp^f et réciproquement. Or l'opérateur \est lipschitzien contractant, car ; r -«

111A^ ̂  111 ^ 111^111 111 ̂  - 7^ i|| ^ M ni ̂ y
La transformat ion -^=^(()+^J admet donc un point fixeX et un seul, donné
par le "schéma des approximations successives" suivant :

« - ̂  +3U.
V"' <?U-1 J

20 ) Variante de la méthode précédpntp -

Supposons que l'on puisse mettre P ( b , ̂  ) sous la forme :

^.lO^Ct;^)

où G ( k ; • , . ) est un opérateur de C^xC^dans (T vérifiant :

i) "l^^Ïz)-^^)!!!^ ^111^^11|^<1||^^J11

ii) lll0^^^)-^^,.,^)!!! ^ hl^H].

Théorème -

Si 1 % ? < l et K ( ^+^) < 1 , alors l'équation opérationnelle (^)
admet une solution et une seule dans l'espace Tç- ( Ç ; ̂  yC^).

Démonstration -

L'équation ̂  -XG^ , < ( > , § ) 4.^CJ possède toujours une solution et
une seule §€?y(J ; W/,r1), quel que soit (p^ -^(^ 5 OÏL^CC^), d'après
la méthode précédente (car 68 <l). Appelons ̂  l'opérateur oui, à chaque <P .
fait correspondre la solution \ s A • fô

^ a - 3tG(.,cp,U>(p)

Chaque solution de l* équation opérationnelle (^) est un point fixe de la
transforma t ion

^ « Vhp + ̂

et réciproquement.

Or l'opérateur^est lipschitzien contractant, car ;

HI^-^UI < 11 | ^111 -1HG(»^>^ ) - G ( . 5 y , U ^ ) H (

^^Jtl^UI ^^111^-^11 ! }

D'où

A P
^^^^--—pn^'ll-l - ntg
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La transformation lp v\^(^ admet donc un point fixe g et un seul, donné par
le schéma de l'approximation successive suivant :

^-^("^'^J^'
Remarque -

La démonstration montre que l'on peut remplacer la condition (ii),
trop restrictive, par la condition suivante :

ii bis) i||Z^-^il| ^ ^{îjH^lIl^^lll^-^ili}

3°) Méthode reposant, sur la monotonicité (J^inty) -

a) Rappelons un théorème de Minty (cf. G. MimT [2]) -

Si ^2. est un opérateur monotone, continu, partout défini d'un espace
hilbertien % , alors (l +^)"1 est partout défini et est continu.

b) De partir de c^e théorème, on peut démontrer le théorème sui-/
vaut :

L'équation opérationnelle (^) possède toujours une solution et une
seule, dans la classe considérée, si l'opérateur^ est partout défini,
continu, borné, monotone et satisfait à l'hypothèse suivante :

^5U <P(b^ct))|^)> >paiï^ .
où ft est un nombre strictement positif et où -p est un nombre strictement
supérieur a i»

La démonstration se fait comme dans G. MINTY [2l.

III » APPLICATION -

Considérons le système différentiel suivant ;

0»^) ^cb) ̂ â^)^^) - ^(k)

où f est une fonction oo -quasi-stationnaire, à valeurs dans d^ et où B

est un opérateur de ^w dans C"1 (la forme de cet opérateur sera précisée).

1° ) .Application de la méthode des approximatj.ons successives -

On suppose que E. est un opérateur de la forme :

B^ < ^ ( % , - > 5 )

où 3^(^ , .»«, ^ ) est un opérateur o-linéaire borné :

m5^-^)^ MIM-IIIV^



Théorème -

Inéquation différentielle («») possède une solution oo-quasi-
stationnaire ^ e ? ( f ? W?, €"*) si

"^«^(w)^
Démonstration -

Les approxiinations successives s'écrivent :

îa^2^-,-^
D'où :

' IB^« < 4B1^.«I+ IH l̂ '

Cette inégalité de récurrence montre que si

.^<^(wr
alors, on aura (cf. lemme B du chapitre B6) :

_j_
KÎ 11 ^ M < (—i,—\^"^ quel que soit n. .

Utilisons la propriété ^ -linéaire de l*opérateur % ? nous avons

HI^-BsiKppM^ai^^ni.

Par suite :

avec
la^-^ii^iii^ift»
^ =y^M^<1 .

Le théorème est donc démontré.

2°) Application de la deuxième méthode -

Ici, on suppose que B est un opérateur quadratique dérivant d'un opé-
rateur bilinéaire % : B§ =: .% ( ̂  , ̂  ) avec :

i) 11|3S»(^%)U1 <ç P^IU-flIî"!

ii) Ro <^C'9,%)|^> >°

L'application de la méthode des approximations successives montre que
si BÎIII^ • ^ - , alors l'équation différentielle (^*) possède une solu-
tion oo-quasi-stationnaire ^ . î'iais cette méthode n'utilise pas l'hypothèse
(ii) • On va utiliser la deuxième méthode des approximations successives
pour démontrer le théorème suivant :
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Théo rème -

Si m C m < -J_ , alors 1 équation différentielle (̂ ) admet

une solution où -quasi-stationnaire ^6, f (J ? V^ , î"1) •

Démonstration -

On remarque d'abord que si -f^ l|(<pm < ^ , alors l'équation
<Ç +y3iï(^, S ) a 3^ possède toujours une solution oo -quasi-stationnaire,
et que m^i|i4 k Ki^ui [en utilisant l'hypothèse (ii)] . Par suite, les appro-
ximations successives

jt^
l^^^.,-^)'^

peuvent être itérées indéfiniment si ^fî> ̂ ^\ < ^

Considérons l'opérateur W défini par ;

^+ 3Cîfe(^/U^)< o

On a :

^^\ -^(^)-^>(^)

»^^>^)-^(%^5"^)

D'où x

B^-^si ^ ^«^(^.^la^^PM^ii-ms-'a1»
Comme ^P MjB < /l P8'1' ^'pothèse, l'approximation converge.

y ) Application,, de la méthode de Mnty -

Nous supposons dans ce paragraphe que toutes les fonctions sont
réelles• On prend

^-h^'\
où fi> et ^ sont des nombres réels strictement positifs.

Les approximations successives ne convergent que si ̂  est assez petite.
La méthode de Minty permet de démontrer le théorème suivant :

L'équation différentielle OkxO possède toujours une solution ça -quasi-
, stationnaire unique (quel que soit l'ordre de grandeur deJ ).

En effet :

i) l'opérateur B est partout défini, continu et borné,

ii) il est monotone car s

/ A-l ,>-l\ . l ^-i >^\
^-^-ïW^W ̂  j4^)^' -'^ J
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D'où :

<B5 - ̂ l^ > - s ̂ -^ ̂ (11^ im'1) .i (ii^o1- n^2) f îi"^ a^-1)
iii) on a :

^I^-PIIÎH^
Donc :

[ § 1 ̂  1 > P ni g B^^ (inégalité de Hô-lder) .

C.Q.F.D.
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CHAPITRE B5

SOLUTIONS FAIBLES ET QUASI-STATIOTOAIBES

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES LINEAIRES

1 - DONNEES DU PROBLEME -

1°) Données spatiales : le tripletïv , H , a.(Li,^)l-

a) Soient V et H deux espaces de Hilbert. On suppose que Vc. H
algébriquement et topo logiquement et que V est dense dans H • Le produit
scalaire dans H sera désigné par < | > et la norme par | \ . Le produit
scalaire dans V sera désigné par < ( ̂  et la norme par \\ \\ • La constante
d'immersion de V dans H sera désignée par ^ :

1 ^ 1 < IfIMl > V - ^ÊV .

b) Soit u,,v—».â(a,v) une forme s es qui linéaire :

i) continue sur V x V , c'est-à-dire s |a(u.,v)| ^ || u* ( || ̂  (

ii) coercive, ou plus précisément s <3lAd(^,v)^ «. (vu1 (o^o;

^0) Données temporelles -

On donne une fonction b-^J ( fc ), définie sur IR''̂  (o ,00), à valeurs
dans H y 1-quasî stationnaire ;

f £ 5 ( o , o o ; H ) .

On oonsidérera les espaces ^(J ? Wa^, H ) et ^(f ? ÎTb1 , V) engen-
drés par la fonction ^ , définis dans la partie A. (4.)

Ces espaces sont munis de leur_tppologie hilbertienne naturelle. Le

(4) Par convention, Z^(J 5 W^ , V ) désigne l'espace -^(J ?W,\H-^v).
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produit scalaire et la norme dans Î^(J ; Wa1 » n) seront désignés respec-
tivement par [ l ] et ||| (H » Le produit scalaire et la norme dans
t^( S 5 ̂  > v ) seront désignés par ff ( 11 et |||| |V| .

5°) Objet du chapitre B3 -

Nous allons poser, résoudre et interpréter un problème, appelé "pro-
blème B3".

Le théorème d'existence sera démontré par cinq méthodes différentes »
méthode de projection, méthode des différences finies, méthode de Galericine
(approximation par projection), méthode de perturbation (régularisation
"elliptique1(), méthode reposant sur 1,'analyse spectrale des fonctions
I -quasi-stationnaires.

La méthode des différences finies et celles de Galerkine pourraient .
être utilisées pour la construction numérique de la solution.

La méthode de perturbation fournit une régularisation "elliptique" de
la solution»

La cinquième méthode reposant sur l'analyse spectrale me semble la
plus rapide at la plus intéressante, surtout en ce qui concerne les pro-
priétés statistiques de la solution (fonction de corrélation par exemple).
Cependant, à la différence des autres méthodes, elle suppose l'hermicité
de la foiroe a ( ix , o^).

II - LE PROBLEME B5 -

1°) Position du problème -

On cherche une fonction 1-quasi-stationnaire u. c. 'C ( j ; W? , V )
et vérifiant la relation

W» L < tL(fc) | $*(b) > + a ̂ (b), $(b)M < W3 < f(fc) ( *(b) >

pour toute fonction <^ :

i) appartenant à l'espace à ( o , o o ? V ) ^ V^ ( o , ô o ; H )

ii) -jf- -comparable à toutes les translatées de j •

2°) Le problème a un sens -

La donnée de a ( u- 9 ̂ ) équivaut à la donnée d'un opérateur .A» 6.<S(V-^V)
:avec :

a.(uL,v) « <^Jbo,lv^ , LL<S.V , V € V

D'autre part, soit J€<S(M-».V) l'opérateur défini par :

<d|^>. «J^|v^ , •UH , ^ & V .

L'équation (E )̂ s'écrit :

^J-<tL(b)JJ^(k)> 4.«^(k)|$(b)>l »W) <çJj(k)|$(fc)»
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Or ui , *Au.et JJ sont des éléments de l'espace î ( J 5^1? > v ) . D'autre
part, ^ et J^ sont ^ -comparables à cet espace. Le problème a bien un sens.

5°) Béduction du problème -

Soit $ une fonction satisfaisant aux conditions (i) et (ii) • Considé-
rons le sous-espace vectoriel E de l'espace de Bass 9 (o , oo ; V ) engendré
par les combinaisons linéaires des éléments de Z^(f ? W?19 V ) u 'C(<^ ; ̂ &, V ).
La O^L-fermeture Ç de E est encore un sous-espace vectoriel de Sf (o , oo } V ) .
Structurons E en un espace hilbertien par le procédé habituel» Toute fonc-
tion de E , et en particulier, les fonctions $ et ^', peut se décomposer
en somme d'une fonction appartenant à T ( J' 5 ÎYîa1, V ) et d'une fonction
orthogonale à T ( ( ; OT^ , V )• Par suite, le problème posé est réduit au
problème suivant :

^
On cherche une fonction u. e Z: ( f ; OTb2 , V ) telle que la relation ^3)

soit vérifiée pour toute fonction ^ € X (J L?1^1-! V ) n t^ ( o , o o ; H ) •

Beinarque -

Comme W(o , oo ; H ) est dense dans IA/ ( o , oo 5 H ), si la relation (B )̂
est vérifiée pour tout $ €. f (J ? '3^ » ^ ) n U Î " ( o > o s ? H ) alors elle est
vérifiée pour tout $ e ÎT^ J 5 TO?, V ) ̂  V^\ o , oo ; H ).

III - THBOHEME D'UNICITE -

Dans cette classe de solutions y la solution du problème 35« si elle
existe, est unique*

Démonstration -

Soient a, et u^ deux solutions du problème posé. Posons

w(k) = Oi(b)-^(b)

La fonction V vérifie la relation x

Wî J <-W(b) | ^(b) > + à f-u^b) , $(k)^ = 0 .

La fonction 11)'étant lUa -continue, on peut rapprocher par une suite
de fonctions ̂  appartenant à ^(^; W^ ,V ), W^-dérivables et vérifiant
l'égalité :

5lt 7^ <^(t)|<(k)>^0

Posons s

W(b) ^ ^,(^+9^(1;) ,

où la fonction Q^ tend, dans '3TL ( o , oo $ V ) vers 0 quand YL—^OO •
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On a alors y en prenant ô = u?'~ ;

5l2 ̂  â^(b)^(b^< 3^ 0^ â^(b),^(b)'j .

La coercitivité et la continuité de la forme a (a ,^) montrent alors
que

l̂Hl̂ lir <: ^îll|ôjnMll!<llli>

ce qui montre que ;

iv DU s o

Remarque -

Dans cette démonstration, la condition initiale n'intervient pas.
Autrement dit, deux solutions du problème B3, avec le même second membre
et des conditions initiales différentes, sont 0^?-équivale nies•

IV - THEOREME D'EXISTENCE -

Nous allons montrer l'existence de la solution du problème 33 par
une méthode très classique, çLLte methpde_de ,proj ection (cf. par exemple
J. L, LIONS [1]).

1°) Considérons l'opérateur linéaire K de S ^ ï: (^3Tb^V)n ^(o,oo^H)
dans ?*( J- ? m2, V ) défini par :

« „ -JV+ ^?

^ s.
C'est une application injective de 6 dans t (^ 5^5 » ^ ) - En effet,

si K$ = o , alors T[<^ [ K 4>1] % o , et par suite :

rm^J<$(b) j^c t )>+âf$(k)^( fc )U- o,
(b) l ' \ /•/

donc
lll|^!|li= o.

2°) Posons KÔsÏ ? K est une application bijective de <£ sur ï <
Soit K~^ la bijection réciproque de K • Montrons que l'opérateur K"'1 est
continu de ̂  dans <î • Sn effet, posons K$siy, ou <^s: K'1'^1'. D'après la
coercivité de la forme <a (u. ,'^-) et la propriété conservativo de la rï^La-
dérivation, on a s

l^illl' ^ [[[^l^^lll ^ 1111 ÎBIHIlî  linîmiiii1 ^ ([[^i^i i t^
D'où

iK" yîi ^ i
3°) On peut, par conséquent, prolonge ĵ)ajr_wntinu:î  K"1 en K"1 ,

application linéaire continue de S7 [adhérence de 9* dans T ( 5 ? W^ » V )
dans ? , c'est-à-dire dans ^*(J ? W^ , V ) •
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L'équation Î33) est équivalente à :

IM^JM['W]L
ou

|a)t]]-[[Jj|K-^]j^JJ)K-^]], Vl^.

4°) La résolution de cette équation est immédiate. En effet, soit P
l'opérateur de projection orthogonale de ^ (J 5 Wl̂  9 V ) sur SF •

Posons s Qs K~1 P ? 'Q est une application linéaire continue de
&*(^ ,• W^V) dans (̂ J ? W.-? , V ).

Soit Q^ son adjoint. On vérifie que si l'on pose :

LU = Q^JJ ,

alors a est une solution du problème (B^ •

Bemarque -
4fe

Comme il y a unicité de la solution, ffs ^ ( f ? W^8 , V ) et P est
l'identité. Donc s

^(^fJJ.

V - APPROXIMA.TION PAR IA IffîTHODE DSS DIFFERENCES FIMES -

1°) Equation_jiux^ifTerences,fim_es,^ problème posé -

On considère l'équation suivante s

X{ l <^(k)~^(b^)j$(b)>-ha^(t),(î>(t)^ . % <J(b; j$( fc)>

où ^ est un paramètre (fixé dans cette équation),

où k _^ u.» ( b ) est 1 ' inconnue
Sk 2

et où $ est un élément de ?: ( } ; ̂ b , V ).

Comme le premier membre est une forme linéaire continue sur
?;"( f ; ̂  , V ) et comme

3^ W?î<^(b)-a^(b-^)JL^(b)> + a (^(fc)»11^))} > a 181 ̂  1 1 1 1 e /

cette équation aux différences finies possède toujours une solution et une

seule appartenant à t ( J ? ^Tb2 , V ) •

2°) Ma.1o ration -

On a :

^ H I l ^ ^ ^ M f l l I - IH^llI



D'où

u-^^ ï 1 1 1 ^ 1<y.

5°) Utilisant la faible compacité séquentielle de la boule unité de
tout banach réflexif, on extrait une sous-suite 5^1 tendant faiblement,
dans Ï ( J ? Wa2 , V ) vers une limite LL .

On vérifie très facilement que n est une solution du pTOblème B3.

Comme il y a unicité de la solution, la suite J aal tend elle-même
faiblement vers la fonction a (on n'a pas à extraire une sous-suite).

4°) Montrons qu'il y a même convergence forte de la suite {u^l vers LI
dans ^(o , ̂ o ? V ) . Soit ^ ç, ̂ ( J 5 -ÏTL2, y )'^ ̂  ( o , oo ; H) . Posons

^m)a(u^^^
D'où :

s^^{<f|^^>-d(^^^)~<^li^iL>}

Quand u—->.o , S» tend vers

?= ^•[<Jj t t -$>-A(^,LL-$)+ <^tl^>}

=; OYLa (tb-$ ^ a- $)

Ce résultat, démontré pour $ € r^( J 5 OTb2 , V ) ^ ^ (0 ,00 ? H ) est encore
valable pour ^ & ̂  ( J ? On^, V ) par un raisonnement de densité. Faisons
<^ = UL , nous obtenons s

^t^--1^1^)!—»-0

La coercivité de la forme A (11,-^) montre alors que î

W LLp - U, l(|j ——^ 0
n> '•

autrement dit, u.̂  tend fortement, dans f (j ; Wa1 , V ) vers la solution a .

VI - APPROXIMATION PAR PROJBGTIOK (méthode de Galerkine) -

Supposons que l'espace 7;̂ ( J ; ÎM^V) soit séparable. Le domaine Û(V}
de l'opérateur de 'Jïîï -dérivation étant partout dense, on peut choisir une
base.! 4^1 e D ( v ) et orthonormée dans T*(Ç îTO»2,^).

^0) Définition des solutions approchées -

On définit les solutions approchées par :

a^(b)^^L ̂ ^.(t)
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où. l'on impose aux IA^, dépendant en fait de m.y de vérifier le système
algébrique suivant :

%{<u:m(b)^(t)>^^(t),^(fc)^»î^ <JW|^}>.

2°) Existence des solutions approchées -

Posons :

r â^=W,&(^,^) '

• ^»^<<|^>

^ . w» < f 14 'a >

et considérons dans 1 * espace C"̂  les vecteurs ur s.\^ \ » t = -JJ< \ et ^a

matrice Ça {â^+ v^ l • Nous obtenons l* équation suivante :

c^»f .
Comme Aa tfuÏ-.îî ^oc |ï?j2, la matrice (5 est inversible, ce qui prouve ^exis-
tence des solutions approchées.

5°) Convergence des solutions approchées -

a) On obtient facilement une majoration des solutions approchées

iiiî iiii $ i ni j n i -oc

b) Utilisant la faible compacité séquentielle de la boule unité
de t (^ ; ̂  9 V ) , on extrait, de la suite iu l̂ une sous-suite în^l qui
converge faiblement, dans ?:̂ ( \ ; Wj?, V ) vers une fonction a .

c) Soit $ un élément quelconque de T^ J ; W^ ^ v î n ^ C 0 » 0 0 ? " )
On peut écrire s

q
dï ^ Wî^îvTt $ avec <i> (b) ^ ZL cp ^.(t)

^-roO ^ ^ .î01 d ?

Pour q ^ o , on a ?

^l<a 'pl<&<,>^-a.(^,^)j=w><^^>
Faisons tendre ^ vers c ? o , on obtient :

X4<-^>^(a,^)}. ^<J|^>

Faisons tendre a vers oo , nous obtenons :

W»!<.u.Cfc)|4» î(fc)>tâftL(b)^^))l^ X <J(t) j<t»Ct)>
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d) Puisque! y a unicité do la solution du problème posé, la
suite J u - l tend elle-même faiblement vers la solution a •

e) Soit $^. '€ (J ? TTL> ,Y). On peut montrer que

^^X(a(^^<î>)}

tend vers
^ As^Jâ(bL-6 ,a-$)l

Faisons alors s $= LL ? nous obtenons [Hju. -u/j|jj_». 0 y ce qui montre queîu. j»
tend fortement vers u •

Bemarque -

Si ^ (J ; W^, V ) n^est pas séparable, on le remplace par l*espace
Ï. (JJ 5 jn! , V ) défini de la façon suivante ;

C'est le plus petit ensemble de fonctions qui :

i) contienne la fonction J^

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir ses translatées

iii) ne paisse contenir deux fonctions sans contenir leurs combinaisons
linéaires

iv) ne puisse contenir une fonction sans contenir sa transformée par
l'opérateur A

v) ne puisse contenir une suite de Cauchy de fonctions, sans contenir
leur îtf-limite

(cf» chapitre A6, paragraphe IV).

VII - RBGULARIATION ELLIPTIQUE -

1°) Le problème elliptique -

Considérons l'équation perturbée suivante ;

^Jâ(^(b)/$(b)^<a^(b)|$(b)>+6<^(b)|<i»>(b)>l^W. <Jcb ) ) ^ ( f c )>

où & est un paramètre positif »

Par la méthode de projection exposée au paragraphe IV, on va montrer
que cette équation admet une solution

u^eZ^J,^V)n^(o,oo,H)

a) Considérons l'espace ̂  = ?;^(f ? W^ , V ) n ̂  ( o , oo $ H ) muni
du produit scalaire :

^•E^Hw]
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C^eet un espace de Hilbert.

h) Pour tout <^e^» la forme linéaire

a^—^(â(u^)4. <^|$>+€<^|^>J

est continue sur ^?.

Il existe donc une application linéaire <j>—».K$ de Ï dans S telle que ;

wî la•(a6>^)+<a6!*>+ô< l x6|$ ï>}=([a61K< i )}^ •

Cette application est injeetive de Ï dans *S , car si K$ sO, alors

a lin $1111^ eiii^jii8^ o .
c) Posons K^sï ; K est une application bijective de "5 dans S •

On peut montrer que sa bijection réciproque K~ est continue» Par suite,
onjaeut prolonger par continuité K" en K~1 , application linéaire continue
de 9> dans S •

Soufre part, ^ ~^[.f]<^] est VLne forme semi-linéaire continue sur *$' ,
il existe donc un élément ^ de ^ê tel que :

w}-{W}^
d) On vérifie alors qu*une solution de l'équation perturbée est

donnée par ;

^=(^P)*^
où P est l'opérateur de projection orthogonale (dans Ï) surï .

2°) Nous allons faire tendre 6 vers 0 -

a) D'abord, on remarque l'inégalité de l'énergie suivante
<x 1 1 1 1 ̂ f + <S 111 ^L Uî2 < HlJ lU-H l^ îU .

D'où, les majorations a priori :

lllf^illl <^ Jlijiil

et

^ill^lll^-^lîifijl.
Vo(

b) La boule unité de T7 ( J ; "Ïtl? ,V ) étant faiblement compacte,
on peut extraire une suite 5 ni telle que :

il ——^ u, dans T*( J ? W-->2 , V ) faible

V^ LL- —^-ur dans 'C*(^ ? W^.V) faible
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Comme ÎTL [7 < u.',j <f> l tend vers 0 quand -n—^o , l a fonction limite a sa-
tisfait à :

w^â^)-^!^ = cnz<j:|4>>,
pour tout <^ e ^(J,^V)^^\o,oO,H).

Par suite, LL est solution du problème B5.

c) Comme il y a unicité de la solution de ce problème, la suite
ju.^1 tend elle-même faiblement vers LL .

^ d) Montrons que les fonctions ̂  convergent fortement dans
^ ( f ? W1 , Y ) vers la solution a .

Pour cela, on montre que

^ ^ ^^a(^-<^-$)+£<u4j^;>l

tend vers

^= ̂ ^^(LL-^-.^I ,

pour tout $ <s Z^(J, ̂ L^V) .

On fait ensuite ^ » a , et on utilise la coercivité de la forme d(tt,v).

VIII - y -̂DERIVABILITE DE LA SOLUTION -

Considérons l'équation perturbée suivante :

^^(b)^(b))+<u.^t))$(fc)^^<S^^^[^^,OTL .

Cette équation admet une solution et une seule u.- appartenant à
^ (J?^,v) r\^\°^ ?^) -

Les majorations t||| ̂  (lu ^ ̂  ^ J m et ^ i{i| ̂  lin $ ̂  ÛiJ Ul permettent
de montrer que u.̂  tend vers la solution u. du problème^.

Mais rien ne prouve que la solution u. est TO^-dérivable. Nous allons
montrer la ̂  -dérivabilité de la solution dans les.̂ deux cas suivants.
Pour cela, il suffit d'obtenir une majoration a priori sur la W^-dé rivée
de la solution approchée u. •

6

1°) Cas où pe U'fo .00 ; n) -

Posons ;

^^'ih^"^] <à s^-t^^)-^6)]'
La fonction v^ vérifie l'équation suivante ;

^{a(v^^).<vAi$>^«^( l|^J,31^<^l4>^.
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D'où ;
9 rt

IBI^eBl <$^ Illfill < j 111 f l l l -

Faisons tendre H vers 0 • Comme U L < £ l A j ' ( o , o o 5 V ) , sa Vb -dérivée a^
doit vérifier ;

BiKllll «^ Ill̂ llh

ce qui montre que la solution a du problème B5 possède une 3TL -dérivée,
dans ^Ç o , oo , V ) :

IL e. tl)" ( o, ôo , Y ) .

2°) Cas où la forme a.(i^,^) est hemitienne ; â(iji,v)^ a.(ir,a).

Posons :

^^)s$a<b)-0rl(b)

où ,
i) $^ est daas "W (o , oo ? V)

ii) Q tend vers 0 dans 3% ( o , oo ? V ) quand n —». oo

iii) 3{À ̂  < a^ 1 <î>^ =. o .

Dans l*équation perturbée, faisons : < ^ ( b ) « ^ ( b ) * Nous obtenons :

^{^(a&»a^9o)+<a6|^+Qr.>+ô«<!^»}asw?<.î|a^Ga>•

Prenons la partie réelle des deux membres. Remarquons que :

3U "Wx^ ^1 ̂  ^> = ° (P5111 construction)

Ai ^â^.a^) -= o Chenniticité de a(LL,^)).

Par suite :

^^^(^,9,)^^|^<a,|9^>}.5le^{<Jl^>+Jlô^^

D'où ;

III ̂  111' < 111 f 111 • îll ̂  lil + Ilil ̂  iili ( c 1111 ̂  llil + ̂  III ̂  1 1 1 + Y Ul ^ lll) •

Faisons tendre n vers oo , nous obtenons :

llKlll $ 111 J 11 .

ce qui montre que la solution u. du problème B3 est yi/ -dérivable, dans
W^(o , 00 ; H ) :

n, e 'U)' (0,00^ H) .
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Remarque -

Dans le cas oùJeW" ( o , &o 5 H ), par la méthode des quotients diffé-
rentiels, on peut montrer très facilement que

^(V-.^iiii^iHjiii.

Cette majoration montre que u possède une îiïL?-dérivée faible dans l'espace
Wa ( o y 00 ? V ) . Mais pour montrer que u. est fortement Olî^-dérivable, il
faut utiliser la méthode de régularisation elliptique, comme nous levons
fait.

IX - INTERPRETATION DU PROBLEME B3 -

Le triple! î v , H , a ( u., ̂ )l définit un opérateur A non 'borné de H
dans H (cf. par exemple J.L. LIONS [11).

Le problème B3 est une formulation faible de l'équation différentielle
opérationnelle suivante, à valeurs dans H ;

a^k)4.Au,(b) = : J ( b ) .

Voici le sens du mot "faible" ;

Soit u. la solution du problème B3. En général, 10 ( b ) n'appartient
pas au domaine D (A ), donc A b t ( b ) n'existe pas? puis LL n'est pas néces-
sairement W? -dérivable dans f5Y^:t( o , 00 ? H )$ ensuite il ne s'agit pas ici
de la dérivée ordinaire, mais de la "O??2-dé rivée? enfin même si A LL ( k ) et
^( fc ) existent, l'équation précédente n'est pas nécessairement vérifiée
presque partout? on a simplement :

L i \ b ) ^ -Aa (b )»J (b )+ôcb ) ,

où Q ( fc ) est une fonction équivalente à 0 de l'espace "ÏÏ^Co , oo ? H ).

On pourrait obtenir une interprétation plus précise en utilisant la
notion de OT^8 -distributions et celle de W^-dérivée au sens des ^OÎ -dis-
tributions • Mais, on peut éviter ces notions en introduisant un espace
supplémentaire s l'espace V' , antidual de 1'espace V •

10 ) .̂ ^gJ-̂ ea .concernant _le_tri_^let J y ^ H j, V'I -

Nous allons d^bord rappeler les propriétés classiques concernant la
dualité (cf. par exemple J.L. LIONS [2]).

a) Par définition,V' est l'espace des formes antilinéaires conti-
nues sur Y •

Soit (z <s H • Comme V c H algébriquement et topologiquement, la forme
-i^<fl|v> est antilinéaire continue sur Y , elle définit donc un élément L 8-
de V' , V étant dense dans H , l'application fi -^ Ln est injective de H
dans V ' ? on identifie alors tA à K . Donc :

V c M c V' (H est identifié à son antidual).
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b) Si zi^ç V* et v€.V , leur produit scalaire dans 1 * antidualité
sera désigné par ^'u>j'u-> •

La norme et le produit scalaire dans V"seront désignés respectivement
par H U" et <^ | ̂  .

On a ;

^\\^^l<w±rlL , - o - e Y .J m
Avec cette norme, V' est un espace de Hilbert.

c) Si UL e V 9 l'application u.-^<^u.|v^. est antilinéaire et continue
sur V , elle définit donc un élément Au. de V' :

<u.|-̂  ^ <Au.|v> .

On définit ainsi l'opérateur A , avec As. S (V «-^V') et on montre que A
est un isomorphisme de V sur V'. Soit J l'isomorphisme réciproque de A •
On a :

^^l^V- <^i|J^&» ̂  <^\^^&> , î ,̂  C.V'.

d) Considérons les espaces Z"*( j ; ̂  ,V ), T^(^ ? W2 , H ) et
^ (J 5 W^2 » ^? ) engendrés par la fonction quasi-stationnaire J • Alors,
il est immédiat que :

i) SiOTb< i^(b ) j -v( b )^ = o pour tout ̂  C ^ ( J ? îr^2, V' ),

alors HH-o-ljJl = o •

ii) Si ̂  <io-(b ) j v( b )^ ^ 0 pour tout -v €. ^ ($5 W^1, V ),

alors Kjl'u^iiK^s o

Con désigne par \\\\ \\\^ la norme dans t ( f 5 Wf , Y' )3 •

2°) Interprétation du problème B3 -

Considérons la forme a (a , v) donnée précédemment. Si u.eV , alors
i^<a( LL,-^) est une forme antilinéaire continue sur Y , donc :

a.(a,ir)=: <Au.l'u'>. , Au.<£.V 7

ce qui définit un opérateur A € ^? (V —^V*) •

On remarque que l'ensemble des ILS Y tels que ALLÉ H est le domaine de
l'opérateur non borné A dans H »

L'équation )̂ s'écrit alors :

^{-<^(fc)|$ î(k)>+<Au.(b)|4>(b)>^? ̂ (^l^^ ,

pour tout ^eT^J ; W^V) r\ ̂ (o , oo , H).

Nous allons d'abord montrer une précision supplémentaire sur la solu-
tion a ; to est faiblement- OTT^-dérivabie dans l'espace î)TZ^(o , oa ? N / ' ) »
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2n effet, on a s

|̂  ^(^j^b)^ « IlllAu.Hll*. lin 4 111) + H l̂lll'1'. |jH<^ 11)1

AT

pour tout <j> e Z ( f ? W-, V ) ̂  W\Q , ao ; n).

Soit ^T un élément de T^(J ? On^-V')^ UT\o ,00 ;V 9 ) . Posons ô=J^.
On a alors :

1^ <^)|Jl?(fc)>J < hl|Aa|il|\i|||ji|fJ ||]]Jt|(|i

ou x

1% «^)|^(t)^| ^ [||||Au|l|l̂ H|[f||f) ||l)q;l̂ .

D'après un critère de W^-dérivaMIitd faille (cf. paragraphe Bl, IV 4),
tiesl OT^-faiblement-dérivable dans ^(o , oo ; Y'). Désignons par 11'
cette U1-dé rivée faible.

Le problème B5 est donc équivalent au problème suivant ;

On cherche ^ .̂jgonctĵ nĵ ^^_d|finĵ  dans V ,
l-quaaî atationnaire. ^-faiblement-dé ri vable dans jT^(o , 00 ? V ' ) et
vérifiant l'équation suivante, dans 0^(0 , oo ; •y^ ;

' ^ (b î+AaCb)^^)

Cette interprétation donne lieu à la remarque suivante : On a supposé
que Je 5 (o , oo ? H). Or l'équation précédente suggère qu'il suffit que
^ 6 . 0 ( 0 , 0 0 5 V') pour que tous les résultats obtenus restent encore vala-
bles. Effectivement, il en est ainsi, un effet» dans presque toutes les
méthodes précédentes, on utilisait le fait que W ? < f ( t ) | $ ( b ) > est une
forme antilinéaire continue sur X (f ? W^ y ^ ) ? or cette propriété reste
vraie s i j € .5 (o ,oo 5 V* ). Sn particulier, si l'injection de H dans Y'est
compacte, il suffit que b -». J ( b)soit scalairement quasi-stationnaire à
valeurs dans H :

J^(o,oo,H).

pour que presque tous les résultats précédents restent valables.

Nota - Le résultat du paragraphe VIII 2°) n'est plus valable si

H5 (0 ,0 0 ? " ) •

X -.^THODE REPOSAIT SITR L'AHàLYSE SPSCTBALE -

L'introduction de l'espace V" permet d'utiliser l'analyse spectrale
élémentaire d'une fonction 1-quasi-stationnaire; en effet, A est un opéra-
teur borné de V dans Y* .
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Cherchons une solution u. de la forme ;
-oo

u.= GOC)^ X)
.̂00

où Y est la mesure spectrale élémentaire de J et où^C-».C(^C) est un élé-
ment de L2 [ Z ; S?(V'—>-V)] 9 2 étant le tenseur spectral énergétique de ^

L»opérateur C doit vérifier :

^;X:Û( : )C)+AC(X) =.1

Or 1 inégalité ^<(t3CI +A) i>- |v>^ oc )|'VIIe y oc > o , z^eT, montre
que 1 opérateur i-y 1 + A est inversible et

ll̂ '̂Vv) ̂  •

Posons alors :

Cyo^Xi+A)"';

comme 1) C ( ^ C ) H est borné uniformément en y. par 1 , 1 opérateur C est un
élément de l'espace L2 [ Z. ? ^(V'—^V )].

Supposons, en plus, que la forme a.(u.»v) soit hermitienne» Alors
on montre facilement que 1 opérateur B(X)= < X 1 (^1 + A)"^ tf(V'-^V)
est contractant de H dans H * En effet, si ^» B(X )x , alors
(•^XI-»- A ) y = -tX»* ïAiltiplions les deux membres par y et prenons la
partie imaginaire, nous obtenons :

l^l1 s tt-nz <^x|^> <loe.||ijl .

Ce résultat montre que B e. L1 [S^ S? (H -».ti)]

Conclusion -

Cette méthode montre que : s i t e . 5 j [ o ^ o o , H ^ ^ ^ ^
hermitienne^ alors il existe une solution q du problème B?,_et_

ae ̂ (o^.^nT^^V).

XI - EXEMPLES -

On trouvera au chapitre B7 un exemple de triplet^ V , H , a (u.,v)J <
De tels triplets se trouvent aussi et abondamment dans le livre de J.L»
LI033S [l],
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CaîLPITHE B4

SOLUTIONS FAIBLES ET QUASI-STATIONKAIBES
INEQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES NON-LINEAIRES

1 - DONNEES DU PROBLEME -

1°) Données spatiales -

a) LeU^ij3let {v ._^H_ , A (a , ̂ )l î cf. chapitre B5, paragraphe
I 1 ;•• On suppose cependant ici que V et H sont des espaces vectoriels
sur le corps_des_._re_el^.

b) ^Lo^erateurjmUJJ^neaire^ - Soit B un opérateur multilinéaire
de y dans H . Nous supposerons que B est borné de ^(o , oo ? V) dans
Wî1 ( 0 , QO ! H ) •

2°) Données temporelles -

On donne une fonction b —>.J ( b ), définie sur ̂  = (o ,00), à valeurs
dans H y 00 -quasi-stationnaire :

J € . S ( O , O O ; H )

On considérera les espaces Ï (J 5 OTÎ , H ) et Ï (J ; OT^ , V ) engendrés par
la fonction ^ , définis au chapitre ^6. Ces espaces seront munis de leur
topologie hilbertienn'e habituelle.

II - LE PROBLEME B4 -

1°) Position du problème -
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Î

On cherche une fonction oo -quasi-stationnaire u. e? (J 5 w!' , V )
telle que la relation

^J<-^(t)l<|^)>+â(u,(b)^(fc)^<BLL(b)[$(b)>

soit vérifiée pour toute fonction <^ :

i) appartenant à l'espace $ ( o > oo ? V ) ̂  UlY ( o , oo ; H )

ii) 3^-comparable à l'espace ?(( ? îm1, V ) .

Le problème a évidemment un sens.

2° ) Réduction du problème -

La réduction se fait comme au paragraphe 33, II 5°). On se ramène au
problème suivant :

S On cherche une fonction iA .e^ ( f s ̂  y V ) vérifiant la relation @

pour toute fonction ̂  € ÎT( J S ^b^ V ) Q '̂ ' ( o ,00 ; H) •

3°) Interprétation -

L'interprétation se fait comme au paragraphe B5, IX. C'est une formu-
lation faible du problème suivant :

i. On cherche aç Ï (J ? OTÎ  y V ) vérifiant l'équation différentielle opé-
|rationnelle non linéaire suivant s

LL(b) ^Aa(b)4 -BuL(b) =J(b)

où A est l'opérateur linéaire non borné de H associé à la forme à (u/ , ̂ ).

III - THEOREME D'UMICITS -

|j Si 1'opérateur B est ÏHa-continu et monotone, la solution du problème
jjposé, si elle existe, est unique»

Démonstration -

Soient a et V- deux solutions du problème posé. Posons

W(b) a Lt(b)-V(fc)

Nous obtenons ;

ÎT^ J~ <w|$?>+ <a(^,<$)+ < BLL-3irl<î> >l = 0

La fonction ̂  étant W?-continue, on peut l'approcher par une suite
de fonction zJ^ W^-dérivables, appartenant à T(J ? W^ y V ) et vérifiant
l'égalité :

OTL <^-(fc))^^)> = 0

î29
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Posons î ( b ) s: W^ ( k ) + 6 ,̂ ( b ), où 9^ tend, dans OT^( 0,00 î V)
vers 0 quand u —». oo •

Prenant $ ( b ) ^ -IA^ b ), nous avons alors (& étant monotone)

TTLa^.^)^ |^a(ô^/u^)^j3»L<Bu,-Bv|9^>|

La coercivité de la forme a (a, i?'), la continuité de a (u., V') et
celle de B montrent alors que :

l"!̂ 'j!; ̂ li'iM! >
ce qui montre que :

StIMIil^o.

IV - TRANS^OIg^ATION DE PROBLg^ B4 - THEORSÏ'aES D^XISTENCL -

Lorsque 1 opérateur B est identiquement nal, on obtient le problème B5,
étudié précédemment. Soit 3t 1 opérateur linéaire continu de Ï (J ; W, , H )

dans ^(f î W^,V) qui à chaque J fait correspondre la. solution LtsîCJdu
problème B5 ;

iil^B^Ï •

Le problème B4 est alors équivalent au problème suivant ;

On cherche u.<s. ? ( J î W? ,^t ) et vérifiant l'équation opérationnelle
non linéaire, à valeurs dans Y ( î ? ÏTL 9 V ), suivante :

u. + 3C B î  s: 3CÇ .

Le problème B4 est par suite complètement analogue au problème traité
au chapitre B2, paragraphe II • Nous obtenons par conséquent les résultats
suivants :

1°) Premier cas -

On suppose que B est de la forme :

Bu/ =: 5à(u.,.../LL)

où ft est un opérateur ^> -linéaire borné :

i!l^(^.-^)ij!^^ill!^i!!i--l;!|^iiii
Dans ces conditions, le problème B4 possède une solution si

^
;" ^Cl;' ^ ^ " A l A \^-^•-^^Vt-^r
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2°) Deuxième cas -

On suppose que B est un opérateur quadratique dérivant d'un opérateur
"bilinéaire à ; BLbs3l(u-, V") avec ;

i) ]ll^(^-)iii < P lilMiMiiMUi
ii) <^ %(LL^I}') \ zr> ^o (coopérativité),

Dans ces conditions, le problème B4 admet une solution si l|î?i|i <--1_.
' ' ^ft'

5°) Troisième cas -

On suppose que B est un opérateur monotone t

^ B H . - B ^ | L L - V > ^ o .

lans ces conditions, le problème B4 admet une solution unique si
satisfait à l'hypothèse supplémentaire suivante :

<^h> ^ PM^

où 6 et ?\ sont des nombres réels strictement positifs ( > o ) .

- Nous allons montrer que l'on peut améliorer ce résultat (il suffit
de prendre ^ == o ), par la méthode de Galerkine,

Ren& rque —

Si la forme a (m , ̂  est hermitienne, alors la solution a admet une

TTk -dérivée dans 1' espace W? ( o y oo ; H ) <

bt€. ^(0,00 ; H )

V - EXISTENCE PAR LA IVJETHODE DE GALERGINE -

o0 o
Nous supposons que l'espace ?7 ( J ; OTL » V ) est séparable.. On peut,

par ailleurs, enlever facilement cette hypothèse restrictive (cf. la remar-
que finale du paragraphe B5, VI).

Utilisons la méthode de Galerkine (approximation par projection).

3- ° ) Définition des solutions approchées -

^ / ^ ^a -..A '».v1
Soit ^ î l une hase de T: ( ^ 5 OH^Y ) ̂  W' ( o , oo ; Y). Nous définis-
la solution approchée par :sons la solution ar

•m.

^(^-^^^W/

où les IA^ , dépendant en fait de nz, sont assujettis à vérifier le système
algébrique non linéaire suivant :

(#) ^[<<(t)|^(t)>^(u„(t),^(b))+<B^(k)[^(t.5>^^<J(fc)[^(b)>
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20) Existence des aplat ions approchées -

Ce système algébrique n'est autre qu'une équation opérationnelle al-

gébrique dans IR171 • Or TR^est un espace de Montel, tout opérateur borné est
donc compact. D'après le principe de LERAY-SCHAUDER [l], l'existence d'une
solution est prouvée si l'on arrive à obtenir une majoration a priori
des u^ .

5°) J»fe'joration a griori -

La majoration a priori s'obtient à partir de l'égalité de l'énergie
suivante, déduite de l'équation (»^) î

^[^n^) ^Cb)>+â(^(^,^(b))+<Ba^(b)|a^(fc)J=X<J(k)|

Utilisant la propriété conservative de la ïf^ -dérivation, la propriété
coopérative de l'opérateur B et la coercivité de la forme a (<-^, v), nous
obtenons ,*

«•iili^llii1^ illJllMH r̂Jli •

D'où »

Y!̂!!1 < ï lllf

Comme l'opérateur B est borné âe 3TL (o , oo ; V ) dans ^(o ,00 } H ),
on obtient $

8«-nJii ^ cb?-

4°) Convergence des solutions approchées -

Utilisant la faible compacité séquentielle de la boule unité de tout
Banach réfiexif, nous pouvons extraire, de la suite -f^^ une sous-suite ï^\
telle que s

00 ^

LL^ __^ a faiblement dans T^ ( ^ Ç ^ îTb , V)

BLL^ __^ &- faiblement dans ^(J, W ,̂ H) .

5°) Equation vérifiée par u. et fr -

Soit Ç un élément quelconque de ^ (J ; OT^ > v ) n ̂ ( o , oo ; V ).
On peut écrire :

<|)==Wî-îinz $ ^ avec ^) (fc) = JL €?• UJ- (b) •
o — .̂ 00 î î ^ « ^ d S

Multiplions (^) par (D- , et sommons en j de 1 à G (c(^r t ) , nous obte-
nons î 4 û \ }

^{<<l^>+â(^,^) + <B^[^>l^O^<J|$^> .

Faisons tendre m vers oo , puis q vers oo , nous obtenons t
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(»») 3TÎ ,^<tLJ$>+a(^,$)+<&]( î )>J=:-3TÎ ,<J|$> .

6°) Solution du problème posé -

' Pour démontrer que IL est "bien une solution, il nous reste à prouver
que s N

Wk <^|$> =. Oïl <B^ [$>

Nous allons utiliser la monotonicité de 1 opérateur B et une techni-
que due à G.J. XCNTY [5] , utilisée déjà par J.L. LIONS et W.A. STRAUSS
[1] [2] . Posons ;

^.Ua(iA.^$,^-.$)+DTL<0^-.B^j^-^>

Comme u^ est solution de.(^), on a t

^^^[<f|^-$>-<B^|tL,^>~â^^-$)-.<a^$>J

Qyand TL tend vers oo y Q^tend vers :

^<3tLi<f^u.-.$>-<B$ja.$>-â($,a-$)^.<u.|$- '>l

Or LL vérifie ()^^). Donc :

ï^ /n^.EA^~$;a.^)'l^-•ïrlJ<^.8^1^-~^>-l
Ce résultat obtenu pour $ <s "Ç ( J- 5 W^ , v ) ^ ^ U ) ' ( o , ô 0 5 V ) est encore

valable pour $<L^(J 5 OT?^',V) par un raisonnement de densité,

la monotonicité de l» opérateur B montre que ̂  est un nombre positif,
La limite Ï ne peut donc être négative. Prenons alors (J)(b)c. a(b)-. 5*'Ç(b).
Nous obtenons t

^»3n,{a(r^,4r)+<^B(a-^.)|^>^o.

Supposons ̂ >0 et divisons par ^. Alors ;

^OTLâ(^)+Ïrb<^-B(a-^)|^> > o .

Faisons tendre ̂  vers 0, on obtient ;

0^ ^-8-^Bu/]^-^ > 0

De même, si ^-co , on a f

. T3Tba(^)+^<^2(^-T^)|^> <0

disons tendre ̂  vers 0 t

OT^ <8 ' - .Ba[ - l{y> ^o .

Donc »

X-<^ |^>=3îb<Ba[^>



7°) Puisqu'il y a unicité de la solution, tous les points d'accumula-
tion de la suite Ju^l coïncident, donc la suite îu-^l tend elle-même vers
la solution LU (on n'a pas à extraire une sous-suite;.

VI - RHvIARQUE IMPORTANTE -

Introduisons l'antidual V de V , et reprenons tous les calculs. Nous
constatons que la plupart des résultats précédents restent valables en
élargissant légèrement les hypothèses.

Plus particulièrement' et plus précisément, nous pouvons démontrer par
exemple le théorème suivant ;

Théorème -

On suppose que ;

(a) j^l^o,^^)

(b) l'opérateur B est de la forme Bu-=..3à( u.,,.», IÀ/), où 3^ est un

opérateur j? -linéaire borné de W^Ç o , oo ; V) dans Wy ( o , oo ; VQ:

lll!̂ i>-̂ )ll!l̂  ^lil!^li!!--lll!^l!il-

Dans ces conditions, le problème B4 possède une solution si »

CTJlifl^^.f"^-p-'1 ( ^ VV-'IfJ
Ce théorème sera utilisé au chapitre B7 (solution turbulente au sens

faible du système de Navier-Stokes).
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CHAPITRE E5

SOLUTIONS FORTES ET QUASI -STATI ONNAIRES

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES LINEAIRES

1 - DONNEES DU PROBLEME -

1°) Données spatiales -

Soit H un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire <î > et d'une
norme (î (j . On donne un opérateur linéaire A de H dans H non nécessaire-
ment "borné, auto-adjoint et strictement positif (A^ /a l y oùoc^o ) ^

2°) Données temporelles -

On désigne par ÎR^ la demi-droite des nombres réels positifs, par
^(o ,00 ; H ) l'espace des fonctions b->. <f ( b ) définies sur IR"̂  , à valeurs
dans H , continues et bornées sur ÏR4' . L'espace 'ë^ o , oo , H) sera muni de
la norme •

ilj(p!:l=^y/> |]q»cb);i , be.lR1"
k

On donne une fonction t -^ f ( b ), définie sur ÎR , à valeurs dans H ,
continue, bornée et 1-quasi-stationnaire :

Jd ^ ( o , o O ; H ) n 5 ( 0 , c < 3 ; , H )
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II - POSITION DU PROBLEME -

On cherche une fonction b — » . u . ( b ) ayant les propriétés suivantes î

i) b—^ ut.( h ) est une application continue et "bornée de IR4^ dans H ;
autrement dit t u/6. ^(o , co ? H).

ii) b—»-ufc ) est différentiable pour o<b<oo , et l'application
b-^u/( b ) est continue pour o < b < oo

iii) u/( b ) appartient au domaine 3) ( A ) pouro<b<ô0, et l'applica-
tion b —^ Aa( b ) est continue pour o < b < 00 .

iv) la fonction b—».uL( b) est l-quaâi-stationnaire; autrement dit t
bL€.S (o , oo i H)»

v) la fonction b—^ ^( t ^ vérifie les relations suivantes t

(• LL'Cb) + AbL(b) » j(b) , pour o < b < oo

[ LL (0) =-. à <£ H

III - THEOREME D» DM CITE -

Dans cette classe de fonctions, lasolution du problème posé y si elle
existe, est unique,

Démonstration -

Multiplions les deux membres de OlQ par tt( b ) s

<^'Cb)la(b)>+ <Au.(b)|^(k)>=: <j:(b)^a(b)>

La positivité stricte de l'opérateur auto-adjoint A montre alors :

1 -ft li^^f+a llaCb)!)^ il|(k)ti.li^(b)l!

OU :

^.|uw|+aiiu^rii4i|j(b)ii
De cette inégalité, on déduit t

^ ^(b.^)
i!̂ )il <!i^(o)i!^- ç> ilf^i!^-

^0

ce qui montre que si ! ( b ^ et Lu( 0 ) sont nuls, alors UL.( b ) est identi-
quement nul,
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IV - LEMMES FONDAMEICTATJX -

1°) L'opérateur A =: - A est le générateur infinitésimal d^un semi-
groupe d'opérateurs contractants et fortement continus G ( k ).

Q

2°) Pour tout 6 réel^O , l'opérateur A existe et est borné par-1^

5°) Pour tout 6 réel positif, l'opérateur A G ( b ) est défini dans
tout l1 espace H , si b ^ o ; de plus cet opérateur est "borné, et on a

f / i.̂ ..±- pour b €. ̂
a l l> <? J h8

i |A(Wii<^ . ;,
•; Q^e-^ pour b > 0

0(.

( 4° ) Pour o ̂  ô^ 1, on a ;
|J(<j(b)-.l)À'°H $ 1 e

Corollaire du lemme 3 -

^ QSi o î$ Q < î , alors / |J A G (b);j db =: K(Q) <oo
0

Démonstration des lemmes :

1°) L*opérateur auto-adjoint strictement négatif A == - A possède les
propriétés suivantes s

i)A est fermé, de domaine D (A) dense dans H ,

ii) ) Î - A est inversible pour 3la^ >-oc ,

iii) la norme de l'opérateur résolvant R (>, ,A) = (^1 -A) vérifie
l'inégalité ;

llR^A)ii<____, s i^^>^a-
Kê A 4- OC

D'après le théorème de Hille-Yosida (cf. E. HILLE et R.S» PHILLIPS 11]),
cet opérateur A est le générateur infinitésimal d*^! semi-groupe d'opéra-
teurs contractants et fortement continus G- ( b ) :

F^)li < ^ccb

2°) Utilisons la représentation spectrale de A (cf, F, RIESZ et Sz.
KAGY [1]) : ^

A . f ^ d E ^
Jc<

où.} E» ^est une décomposition de l1 unité,

Bar définition même de l'opérateur A" , on a ;
^ .

A^^dE,
^
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Le domaine de cet opérateur est constitué des éléments F pour lesquels

/ -.9 2, 2.
^intégrale (X' ] d [j E^ J jj converge. Pour ces fonctions { , on a;

oc

S^jfJ^dllE^ii^^.ilE^^

^ .̂

Cette étude montre que :

i) le domaine de A"8 est 1'espace H

ii) I I A - ' H ^ OC-9.

^°) Le semi-groupe d'opérateurs G( b ) engendré par A = - A admet la
représentation spectrale suivante :

/•OO -M.

<^)=/ <S dE^
•it

Ear suite ;
,.o0

A 9 & ( b ) = / ^S-^dE,,

•l
Or, pour b > 0 , on a :

^p^^fJL^
^^û Y b a y

D'autre pa.rt, pour b assez grand (b^ à ). on a -
a

«vô -U Q _ A b-< e < a8 e - , si \ ̂  oc
Cette étude montre que :

i) l'opérateur A9 G ( b ) est défini dans tout espace H , si b>0

ii) on a i

9 ( (J-)9 Je Pour b > o
IIA^))) < ^ / be

a9^-"0'^' pour b> 6
v- y CK.

4°) D^ne façon analogue, si 0 < Q ^ l , on a ;

t^^W^ ^sa. X\^^)^ ^^y ^(^^)
/ >>c ' / p>/o r vt }

Or, pour ^^ 1 , on a : jm:0^^"^ ^ n 9 ^ ̂
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-9 -H ^6 / f^ "é , \ 1^6
pour 0 ̂  <(, 1 , on a : [JL (̂  <° ' } r; H. ( i / 6 d6 ) ̂  U. ^ 1 .

t/ù

Les lemmes sont donc démontrés.

V - PROPRIETES DE LA SOLUTION -

D'après le lemme 1, et puisque ( est continue, les relations (^) ont
pour conséquence la relation suivante (cf, par exemple R.S. PHILLIPS L2]^ :

çk
(*^) ^^) = ^)<3-+ G^A)J^)dO

o

Avant de voir si LL( b ^ donnée par (*^) est effectivement la solution
du problème posé, examinons les propriétés de tt(b ) données par cette
relation»

1°) D'après le lemme 2 et le corollaire du lemme 5» on a <

A^^S. ^Co^.H)^^^;^2/.-?)

quel que soit 6 < 1 .
fi

En particulier, la_fonctijDn,_b_~^A m/ t ^ est 1-quasi-stationnajre
si 6 < A .

2°) Hontrer que b ——> Â9^ b ) est uniformément lipschitzien (d'ordre
6 <1 - Q ) sur IR^ , si 9 </Ï . E n effet ;

^
A6 a^+^-A 9 ^) = ^ [û(^)-l] A^Cb-^J.^oK)

"- .b^
^ / A ^ C b - O + ^ f w d O

"b

D'où

|j A^^b+^.A^Cfc)!!^ I^C^-IJA' fA^Gcb-^J^îdôg
^^ ^

^|}f"TA9G(b^^)J^)d4)|l

D'après les lemmes 5 et 4 et le corollaire du lemme 5,. nous obtenons <

lIA^Ct^A9^)» < K(9) i | J iS^^- j j f ( | V^

VI - EXISTENCE DE LA SOLUTION -

Nous allons établir le théorème suivant s

i) si la fonction b —-»•,?( b ) est lips chi 12 ienne d'ordre £ >0 , alors
la solution du problème posé existe
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ii) si la ̂ f onction b-^(b ) est (loçalementJ.JLélâvable et si F est
un élément de <^(o , oo 5 H), alors ^ et Ait sont des éléments
de ^(o , oo 5 H)

iii) si, plus particulièrement, la fonction b—».{'( b ) est uniformé-
ment-continue, alors les fonctions b-^ a( c ) et b -> A^TT'sont
1-quasi-stationnaires.

Démonstration -

i) La fonction b—>. it( b ) donnée par (^) est effectivement solution
du problème posé si b ~ .̂ u.( b ) est différentiable^ et si, pour
chaque b e ( o , oo), Lt(_b ) appartient au domaine J) ( A ) de I1 ope»
î^eur^ . Or on démontre (cf. T. KATO [1] par exemple) qu'il en
est ainsi si la fonction L-^ ( b ) est lipschitzienne'd'ordre <£>o.

ii) Si Iton suppose en plus que la fonction b-^> J ( fc ^ est (locale-
' ment) dériva blé et que ^ est un élément de ̂  (o , oo ; K ), alors

on a (cf. R.S. PHILLIP3 [2]) s

/ t fc

a / C b ) = A G ( b ) A + / &^)J(b-/))dô+G(i;.)j'(o).
^

Bar suite, LL et A a sont des éléments de l'espace ^(0,00 ; H).
Mais, même dans ces conditions, les fonctions b_>-u^(b ^ et
b—»-ALL(b ) ne sont pas nécessairement 1-quasi-stationnaires,
elles ne sont que scalairement^quasi-stationnaires-

iii) Supposons maintenant que, plus particulièrement, la fonction
b—*-.T( b ) est .̂ ^OJ^-t^ent--.contlnl-le• Alors, cette fonction est
la .W^-derivée de la .fonction b--^j( b ). Par suite, la fonction

b—. u/( b ) est aussi la OT^-dérivée de la fonction b --». LL( b ),
ce qui montre que ^est^l-quabi ~sta tionnaire. Plus précisément :

^^^(LL/^I^CÏ^^^H}.

On en déduit que b—^Aa( b ) est aussi. une_ fonction 1-quasi-
stationnaire et que ;

A ^ & T ^ J / ^ H ^
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CHAPITRE B6

SOLUTIONS FORTES ET QUASI-STATIONNAIRES
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES NON LINEAIRES

I > DONNEES DU PROBLBŒ -

Les notations sont celles du chapitre B5.

1°) Données spatiales -

Soit H un espace de Hilbert, muni d*un produit scalaire < ( > et d'une
norme (| 1| '

On donize- un opérateur linéaire A de H ,auto-adjoint et strictement
positif ( A > / < x , I , o ù a > o ) .

D^utre part, on donne un opérateur B non-linéaire, non borné en géné-
ral, dérivant d'un opérateur 'p-linéaire !h par la formule î

B^ = ^ ( f c , . . , ^ ) .

L* opérateur % possède la propriété suivante t si R^ appartient au do-
maine D C A 0 1 ) de l» opérateur ^ , -t ^ 1, 2 , . . . , f , alors A( ̂  ,...>^ )
est "bien défini, avec s

^(^. . • .^^It^l i^^l l -IIA^^H

où
0 ̂  QI, <: ® < ̂ '

et où P est une constante strictement positive, indépendante des 1-4 .

2°) Données temporelles -
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^Qn donne une fonction b —-».j- ( b )^ définie sur IR4' , à valeurs dans H ,
borneey continue et oo -Quasi-stationnaire i

f - ^(û,oo;H)nî(o,cO,H)

On considérera l'espace vectoriel Ï ( t ^ TTL\ H) engendré par la
fonction oo-quasi-stationnaire ^ » défini au chapitre A6.

L* espace vectoriel Ï (J ; W,1, H ) r\ ^( o > <» 5 ^ ) sera muni de la
norme

111 ̂  l|| = Sap||^cb)H , b < £ Ï R ^ .
b

Ainsi structuré, cet espace devient un espace de Banach.

II - POSITION DU PROBLEME -

On cherche une fonction b—».L t (b ) ayant les propriétés suivantes s

i) b—^n.( b ) est une application continue et bornée de ÎR^ dans H ;
autrement dit î

u. €. ^(0,00 ; H )

ii) b—»-Lt( b) est différentiable pour o < b < oo

iii) pour chaque b G. (o ,00), tc( b ) appartient au domaine H(A )
9

iv) b —» Aa( b ) est continue pour 0^b<oo , si 9 < 1

v) la fonction fc —^ lt( b ) est oo-quasi-stationnaire; plus précisé-
ment :

ae-^Ji^H)

vi) la fonction b—»-tL( b ) vérifie les relations suivantes :

f ^(b) + A a ( b ) =, Bn.(b) +J(b) ^ ô<b < 00
W ^L ^(o) = a <£ D(A )

III - THEOREME D'UNICITE -

Dans cette classe de fonctions, la solution du yoblème posé, si elle
existe^ est unique.

Démons Ira tj on -

Soient a et v deux solutions du problème. Posons

WCb) =» acb)-V( fc)

Nous allons d^bord montrer que u»-( b ) s o pour be fo b " | o ù b > o
est assez petit, mais non nul. ?
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Pour simplifier le calcul, supposons que S^ = 9 pour tout i . Posons

M^ap^jA^|l|,|jjA8^.

D^près les résultats établis au chapitre B5, et avec les notations de ce
chapitre, nous avons ;

e r'QA ^(fc) ^ / A G(b-Â)[Bl>-(/>)-BtL(-ù)1cl^

0

et par suite ;
^•c

11 ̂ (b) 11 < <T (b-4)0 H A9-^) \\ do ,
•/
0

avec ;

<r = ^M13"1

.1
r l ï^5

Prenons b s <1 "- ^ , et posons »
l ̂  J

in = sup II A W(k) fi
o^^b^ •1 "

Nous obtenons t

l-A^WCk)!) ^ (TtizJ (^b^)' dô = (Triz i__ ,
^o 1"6

et par suite s

rru ^ tQ- , ce qui montre que m. s û .

Prenons alors t^ comme instant initial, on montrera, par la même mé-
thode, que l̂ ( b )s: o pour b^ b ̂  Z bo > e"fc ainsi de suite. Bar conséquent,
0 ^ ( b ) = : ir(b) pour 0 ̂  b ̂ ubo , par induction. Faisons tendre n vers 00 ,
et la proposition est ainsi démontrée.

IV - DEUX LBJI-.ŒS -

1°) Lemme A -

Si la fonction b - + . g ( b ) s A J ( b ) e s t continue, bornée sur IR^ et
est oo -quasi-stationna ire, alors :

i) ^ = A f €. î?(o,oo;H) ^ T (^^TTL^H) si Q < ®

ii) Bj£ ^^^n^C^^H)
rt gv

La proposition (i) résulte du fait que l* opérateur A ' est un opé-
rateur borné.
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D^utre part, posons ;
^ - <^ r*-® x-®B^=:%[/T 3 , - ,A"^ ]=BJ

Nous définissons un opérateur ̂  qui est multilinéaire borné. Par
suite, la proposition (ii) est démontrée,

2°) Lemme B "

Considérons la suite des nombres positif s .î^l satisfaisant à
"l'inégalité de récurrence" suivante t

\^ < ^ + (^/ •
-1—

Si le premier terme A est borné par Jlll 1 î_\ , alors tous les
13 ^ V )termes de la suite sont bornés par un nombre 5 strictement inférieur

^or—^^r. ^.
Démonstrati on -

Etudions la variation de la fonction

^ ——^. q? ̂  ) ^ ^ - ^ + ̂  , pour ^ ̂  o ,

On montre d'abord que (f (^> ) admet un minimum pour

,\i^
f-1-)1
Y t 3 /^ ,̂o

Par conséquent, la fonction^ admet des zéros strictement positifs si et
seulement si :

'»('-.)..^Fy^.<°
Soit ô le plus petit zéro positif de c? . Evidemment ;

5 < ^nun.

Or ;

/^ - 6 = - S10 < 0

L'inégalité ^^,.-5 ^ ( ̂  ) - 5 permet de montrer, par récurrence

que ^ri— ô^O , quel que soit Tb »

V - THEOREME D'EXISTENCE -
Posons :

/*00

K = su.? ( [ (A°G(b) l j db , o ^ Q ^ ® < 1
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Théorème -

Si les conditions suivantes sont réalisées ;

i) b—fc.J( b ) est uniformément lipschitzienne d'ordre 6 > 0

.A.-.

ii) M^ . Jl^ll + K ||!fllj <±-[ (___)19"1 , quel que soit 0 <1 .
r \ p 1 /

Alors, la solution b _»'^( b ^ du problème posé existe.

Démonstration -

Toute solution du système (n0 doit être une solution de l'équation
intégrale opérationnelle non linéaire suivante ;

.b ^
(y^) ^((Q == G(b)a.4-/ G(b-^)J(A)dô t^ G(b,A)Bu.(^)dô

^ "o
Nous allons d'abord construire une solution de (^ï?) par la méthode

des approximations successives»

Posons

/•fc

LLo(b) = G(,fc)a.4-/ Gc1—^ JC^) d^ï

^
^^)= ^(k)4- / G(b^) Bit^do , Tb=o^,2,,. .

<^
o

1°) D'après les résultats du chapitre B5, la fonction b _^ A u (̂ t- )
est bornée, continue et oo -quasi-stationnaire. Plus précisément

A9^^ r^j;w^H) n ̂ (0,00, H) si 9 < i
D'après le lemme A, Bu^ est bien défini et appartient à l'espace î

de plus

^,'<H)n^(o,oo;H;),

IliBuJij^M^.

Par suite, ^ ( b ^ peut donc se construire, et

-k
A^LL^b) =, /^^(b).»- j A9(3^(l:--ô)Bu.o(A)d<ï , . 9 < ^ .

0

Cette relation montre que la fonction b —*- A u . ( b ) est continue,
bornée, oo -(liasi-stationnaire; plus précisément s

^^(f^H)^ ^(0,00, H)



et

11)^1 11) ^ ^o+^KMJ 3

Par récurrence, on montrera que, pour ô <; i î

i) tous les A^LL^ b ) existent, quel que soit u

ii) la fonction b —^ A LL (̂ fc ) est continue, bornée, 00 -qiasi-sta-
tionnaire :

^^(J^^n^^H}
A

±±± ) 1|| A îzllj $ M^ , les nombres M^ vérifiant l* inégalité de récur-
rence suivante :

M,<^f___^
V ^^) ,

Or, Par hypothèse, M(> < ̂ 1 ̂  ^V^', on en déduit, d'après-» rio

le lemne B , que »le lenme H - fine « ' r i
i

i \r-"^^w
2°) Montrons que les fonctions fc _^ A^d ) convergent dans l'esiace

€(J,W^H)o^(o,oo^) .

Posons t

^^(^^OM^)-^^)'

nous avons ;

D*où

Aew^b)a A9^1Cb)-Aea^b)

/•k
=y A°G(b^)rBoj^)-BtL^ (>î>}]d^
^o

liS^^J^x^^ 1!| ̂ wjn.1=1

Posons ;

on obtient :
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"t9""
Comme 'pK^M' <'1 , la série ̂ a^ est convergente, ce qui montre que

la série [[ A U (̂ b ) || converge uniformément sur ÎR. . Par suite, la

suite a^( b ) converge fortement dans ̂  o , o 0 5 H ) ^ T ( Ç 5 Wj , 1-( ) vers

une limite Lt( b )»

Cette limite fc_^ UL ( b ) est donc continue, bornée et oo-qia si-station-
naire.

û
$°) Les fonctions b —»- A LL (̂ b ) convergent fortement dans

^ ( o , o 0 5 H ) ^ ' C ( J ; W^, H ) vers une fonction qui doit être b —>. A a(b),

à cause de la fenneture de l'opérateur /) ,

la convergence dans ^?( o , oo ; H ) du terme non-linéaire b —>. B u (̂ b )
vers b —^.Bu( b ) résulte de l'inégalité

UBLL-BVU z f tM^Z^ IJA^LL-A^l/ i l .1 1 - i <« «i il ^'

Dans ces conditions, on vérifie facilement que la fonction b_^y.( b )
vérifie l* équation intégrale opérationnelle non linéaire (««)»

4°) II nous reste à démontrer que la fonction b_>> u. ( b ) est la solu-
tion du problème posé.

rt

Comme b—•» J ( f c ) + B a ( b ) est continue, la fonction b"_^ A u,( b )
est uniformément lipschitzienne d^rdre ô^-o y d'après le paragraphe B5, V,
Par suite, la fonction b —^ GLL( t; ) est aussi uniformément lipschitzienne.

Or, -par hypothèse, la fonction t —>. J ( b ^ est uniformément lipschit-
zienne. P3,r suite, la fonction b—>—(•( b ) + Bu-( t ) est unit orme nient lipschi-
zienne,

Ce résultat suffit pour prouver que (cf. chapitre B5) $

i) la fonction b—».Aa( b ) existe et est continue pour o < b < oo

ii) la fonction b—> \± Ç t ) existe et est continue pour o < b < oo

iii) le fonction l" —^ u ( b) vérifie les relations (^).

5°) Remarque -

Les fonctions b _^ Bu( b ) et b __^ A ti( b ), 9 < 1 , sont. des fonctions
oo -quasi-statiormaires. Mais rien ne prouve que les fonctions b —^ ALL( b )
et b —^ u1 ( b ) le sont.
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CHAPITRE B7

APPLICATION A L'HYDRODYNAMIQUE

1 - INTRODUCTION -

L'écoulement non permanent d'un fluide visqueux et incompressi'ble à

întérieur d'un domaine SI de l'espace ÎR5 est régi par le système d'éqie-
tions aux dérivées partielles non linéaires suivant (système de Navier-
Stokes) :

-^ - ̂  /Tit +. (il. yâ! )^ + 1 qrad 4o = J

j' -^*chv LL = o

où s

b^ ÎR désigne le temps,

X s ^ O C ^ , </= 1, 2, 5 ^ é. •H. représente les coordonnées spatiales,

TtÇt , î) = ^ u .^ (b , î )^ désigne le vecteur' vitesse,

to(b ,o?) est la pression,

p ^ O est la masse spécifique du fluide (donnée),

^? ̂  0 est le coefficient cinétique de viscosité (donné),

£ ( b »o£) s \ î. ( b , %) j. désigne la force massique extérieure (donnée^

Le vecteur vitesse u-(b ,oc) vérifie en outre les conditions suivantes

Condition initiale ; H (o ,S) » d" (S ) donné.
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Condition aux limites : iZ ( b , S ) =; <2 ( b , î ) donné, ÛSÎ. désignant
"'» . 'DÛL

le bord de ̂  (le vecteur oc ( b .oc.) est supposé à flux conservant; autre-

ment dit / o?.dç"=s 0 , d? désignant l'élément de surface orienté du
^o&bord O S l ) .

On désire chercher une solution "turbulente" du problème, D^près

J. BASS [43 , [53 , [61 , une fonction î î (b y S) est dite "solution turbu-
lente" du système de Nàvier-Stokes si ;

1°) Elle vérifie le système de Nàvier-Stokes (au sens classique),

2°) Sa moyenne temporelle existe ;
..T ^

OÏL) Ci:(b,oS) ss îum. 2, iî(b,S)db ^ m(oS) .
C,t) T-» oO ( J

o

3°) Son tenseur de corrélation spatio-temporelle (défini par les
moyennes temporelles) ;

T^.S,?) = -^ [^(b^,î,f)-m,(î+f)][^(t,â)-^(î)]

i) existe pour tout triple! ^ u , î^ |-

ii) est continu pour tout TU (Set ^? fixés)

iii) tend vers 0 quand h. —».ôo ( ?,<?' fixés)

iv) T^(û5 î , o ) ^ 0 .

En ce qui concerne le comportement des corrélations en fonction de Ç",
on ne peut rien introduire de net dans 1 hypothèse. On doit cependant
s^t+endre à ce que, si le domaine SI n'est pas borné, ̂ . . tend vers 0 quand

l^l-^oo dans une direction admissible. Cette condition est d'une nature
tout a fait différente de la condition fondamentale (iii) et devra être
vérifiée après coup,

Nous considérerons le système de Nàvier-Stokes comme une équation dif-
férentielle opérationnelle à valeurs dans un espace de Hilbert, et nous
donnerons une autre définition de "solutions turbulentes" qui généralise et
précise celle de J. BASS.

Les mémoires fondamentaux sont ceux de J. LERAY [11 , [21 , C5l • Les
contributions les plu-s importantes sont celles de E, HOPF [11 , de
A.A, KISELEV et O.A, UDYZHENSKfiYA [13 , de J,L. LIONS W , C 5 l » [61 , t7S>
de G. PRODI [il , [2l , [ 5 3 , de S,G. KREIN [11 , de P,E. SOBOLEVSKI [11 ,
et de T. KATO et H, FUJITA [11 . Le problème de l'existence des solutions
périodiques a été considéré, dans le cas bidimensionnel par G. PRODI [21 ,
dans le cas tridimensionnel par V.I. YTÎDOVIC [11 (énoncé, sans démonstration,
de l'existence des solu-bions périodiques) et dans le cas général par J,L.
LIONS [7] . Le problème de la presque-périodicité a été considéré par
C, FOIAS [11 (qui n'a cependant pas réussi à donner un théorème d'existence)
et par G. PROUSE [11 (existence dans le cas bidimensionnel). On trouvera
dans le livre de O.A» LADYZBENSKAïA [11 d.es commentaires plus intéressants
et une bibliographie infiniment plus riche.
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Nous allons d'abord introduire des espaces fonctionnels qui nous
seront utiles. Touteo les fonctions utilisées sont réelles.

' II - ESPACES DE SOBOLEV ..

(cf. S.L. SOBOLEV [11 , [2] , O.A. LADYZHENSKAYA [1] , J.L. LIONS [11
E. GAGLIARDO 1:11 , [21 , L. NIRENBERG [1-j , N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [2l).

1°) Définitions -

(^a) Espaces W __C^Zj -

Soit un ouverte quelconque de IR"- . On désigne par W^ (j^.), (E en-

tier >/o , ^>1 ), 1« espace des (classes de) fonctions définies dans .0,
dont les dérivées (au sens des distributions) d'ordre < î sont de ^ puis-
sance somma blé. On le munit de la norme usuelle ;

"^^if^J^wf^l^w>fp W^1 J
avec

loll^~"^..^ '' w-^-^.
On pose

^(^-Sw
w^^) . ^w

Pour désigner l'espace W°(^), on utilise de préférence la notation
H W), à la notation L (^,).

b) Espace W ̂ JJZ) -

Soit 3) (A) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables à rap-
support compact dans fi .

On désigne Tar W^ (SI) la fermeture de à) (.Q ^ <ians W^^jZJ.
o (9\

Les fonctions de W - CSÎ, ) sont "nulles" au bord de SI (pour le sens
précis à donner à cette assertion, cf. J. DENY et J.L. LIONS [11 ).

2°) Propriétés -

L'espace W (^Z ) est un espace de Banach séparable. et l'espace W^ (Si
est un sous-espace fenné de W ( .LÇû.

^ '
Lî espace H (Sî.) est un espace de Hilbert.

3°) Théorème de Sobolev sur l'immersion -

soit. ̂  ̂  f < o[ <-^^__e^_s.oit_j_un entier >^ Q , avec
. . î
^ F " ^
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Alors, pour tout entier ^ ̂  i , on a ;

W^ f^) C W^' )^') si l'ouverte, es-b "suffisamment régulier"
—— +) ——ii————^..-.——— Q - ,\.——...^.——.—-———-.-——.———————————————————————————i——————————————.——————•————•—————M——————-—————

0 ('5) {^-^)w (•sz) C W (>^)_pour im ouvert ,U quelcongae.

Les inclusions précédentes sont algébriques et topologiques ; en ce qui
concerne la régularité de Sî. , cf. les auteurs cités*

Cas •particulier -

Prenons - b = 2 , ^ s l , TL ̂  $ (bidimensionnel) • Alors

H^^CW^0^)

D'où, plus particulièrement :

H\^) C L^(^) , et H\.ft.) C Wg (^L)

4° ) Cas des fonctions vectorielles -

SiX est l'un des espaces fonctionnels précédemment définis, on pose :

X = X".

Les deux espaces fonctionnels les plus utilisés sont

H°(^.)s IL^(.SZ) et H\^,) (espaces de l'énergie).

Le produit scalaire dans H°(>^) sera noté par < ( > et la norme par j |

< IL j -v > =-- ^ ï (v.). y (oci) doc
^û

(où ûT.^' est le produit scalaire ordinaire dans'R11') et

(a ' i^^ <a ju^ .

Le produit scalaire dans H^(^.) sera noté par ̂  [ ^ et la nonne
par j ]j • Ainsi

f f n; ___ ___ t
<^|^^=J J^(w).7(A)+^ ^^(^).^d^(»)^x

^ L

et IHÎ  «^i^» •

Remarque -

Pour ti , ir dans H'1 (SZ), posons :
/• yi r _____^ _____^ '\

(f^\v-'j^ r^ yôd^fx).yad^(oc)Ux

(-)•(-!<
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Nous définissons ainsi une norme sur H1 (.^O» mais qui n'est pas né-
cessairement équivalente à gj UL |[ * Cependant, si .$2, est'un ouvert d'épais-
seur "bornée dans une direction, les normes |lu-|l et ((n.)) sont équivalentes
(cf. J.L. LIONS tl], O.A. LADYZHENSKAYA i l } ) . ' /

III - DECOMPOSITION DE L'ESPACE H°(^) -

1°) Définitions -

a) On désigne par ^ (^Z) l'espace des vecteurs n/ (x ) solénoi'daux
indéfiniment différentiables à support compact dans 52

[ S (/X) ç. 3} (P.) et dîv ïî = 0 ^

? î^ ) On désigna par Z! Ĵ J, _ !_' adhe rence de ^ (n) dans l'espace H (̂ ) •

c) On désigne par J (^ ) le sous-espace des vecteurs irrotation-
nels de H° («^) ^ Lg^ (^.). Autrement dit, ^J (^2.) est l'ensemble des vec-
teurs de la forme grad <y , où cp est une fonction univalente dans ̂ , loca-
lement de carré sommable et ayant des dérivées premières dans N^(^2)»

2°) Théorème de H. WEYL [11 -

Les variétés J (.4^}.--®^ 2^^ (-^)_ sont orthogonales et complémentaires
dans H°W ;

H\^;î^)©a°(^).

On pourra trouver la démonstration de ce théorème soit dans H. WSYL [l],
soit dans O.A. MYSHEÎ3SKAYA [ 13.

On désignera par P l'opérateur qui projette orthogonalement H0 (^2)
sur û°(^).

IV - PROLONGElvIEIJT D}i; L'OFIT.R^TEnR D1G LAPLACE -

1°) Etî de du laplacien A -

Considérons l'opérateur de Laplace à défini sur Z. (^2.). D'après la
formule de Stokes-Ostrogradski, on a s

l A '̂  (oc) . û ̂ (oc) dX -=. ~ Zl tdràî LL^ . ardd 1^)^0(1

^ ^ ^1

Dans l'espace Z^°(^1.), l'opérateur A est donc (compte tenu des condi-
tions aux limites) :

i) symétrique : <;Ati.|v>-- <UJA-V>

ii) négatif au sens large : <^AbL|u /^> ^ Q

Le domaine 3) (A ) de l'opérateur A étant dense dans S (l^)» on peut
définir son adjoint A^ . Nous avons A C A* , et A n'est pas un opérateur
auto-adjoint.
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2°) Prolongement Au laplacien A -

Dans S°(^2), ^opérateur T^ I-A, défini sur E (^) est :

i) symétrique

ii) borné inférieurement par 1, car :

<T^|^>= M%S i3^ ̂ r^ ̂ lt

L'opérateur T n'est pas auto-adjoint ( T c T ^ ) « Introduisons dans le
domaine S (^t) de T le nouveau, produit scalaire <Ç^|t^ = <'Tu.|v>» L'es-
pace S (^2) devient un espace préhilbertien avec ce nouveau produit sca-^
laire. Son complété n'est autre que l'espace 23 (^-). Le théorème de
Friedrichs-Von Neumann (cf. N. DUNPOBD et J.T. SCHWAETZ r2î) montre alors
que :

L'opérateur T admet un prolongement auto-adjoint T y borné supérieu-
rement par l» Le domaine D (T) de T est l'intersection de D ( T^) et
de K\n).

Plus précisément (cf, M,G. KREIN [1]). on a :

33 (Tî) = S\^,) et jî^l = |]ai| .

Nous désignerons par A le prolongement auto-adj oint de - ̂  ̂  . Autre-
ment dit, nous posons ;

A == \?(Î-I).

3°) Interprétation -

Soit SI un domaine (ensemble ouvert connexe) borné de IR3 .

Considérons le problème suivant ("problème linéaire permanent") s

r^^+^g^ -7
y?) ^ div tî = o

L ^ID^- °
On démontre que (cf. O.Â. L^DYZHENSKAY±. [1] , L. C..TTÂBRIGA [13) :

à chaque fonction _P. <s. £°(^) correspond une solution unique n/cS^.^)
donnée par

^W-t^d^hW
^

où G ,̂ ( ^ ) est le tenseur de Green-Odqvist (cf. F.K.G. ODQVIST Cil).

Posons u. s; K^ » ce qui définit une application de E°(^î.) dans S° (^.).
Cette application est injective, car^i 1 - 1 = 0 , alors î sera un vecteur
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irrotatiormel, donc j-, 0 , car J ÇSÎ.) et Z:°(^) sont disjoints (décompo-
sition orthogonale de H°(^)). Soit "g l'ensemble des solutions de (^ ) :
O^KS(^Z ) . L'opérateur K applique bijectivement Z;0 QQ ) dans K . Soit
K" la bijection réciproque de K . Le domaine de définition de K"1 est "S .

On démontre que (cf. O.A. LADYZHEÎTSKAYA Cn , C. FOI;̂  [11) ;

i) l'opérateur K"" est fermé et symétriaue. Comme son "range" est
l'espace entier C°(\a), cet opérateur est donc auto-adjoint.

ii) l'opérateur auto-adjoint K"1 n'est autre que l'opérateur A dé-
fini précédemment (paragra-phe IV 2°)).

En résumé, dans L\^), (^) est équivalent à l'éouation opération-
nelle suivante ;

A 'JL ^ ! .

4°) Etude des puissances fractionnaires de A -

Dans tout ce qui suit, on suppose que ̂  est un domaine borné ayajit
un bord ûîî "assez régulier" (par exemple 0.0 est de classe C3 , c'est-à-
dire 3 ̂ Z est une variété 5 fois différentiable , «Î2 étant d'un seul coté
de 0^,) .

D'après M.G. KBEIN [13, on a :

D(A^) CH' (^ ) .

Utilisant la théorie des potentiels hydrodynamiques de F.K.G. ODQVIST,
on montre (cf. O.Ac L/iLYZHEMSKAYA [11, L. CATTABRIGA t:!], C. FOIAS Cil) :

B ( A ) c H2^)

Le théorème de Sobolev sur l'immersion donne alors :

D^'2) CL^D^") C L^)

D ( A ) CWs(^)

Utilisant la théorie de l'interpolation (cf. J.L. LIONS [2] , [5] ),
on peut alors démontrer les résultats suivants :

f 'û{^} <=• l-_6_ (0< ^5)

j . ^^
l S^^) C'W^_ ( o < ç ' 4 ^ )

^•^•4(5

La démonstration se trouve, par exemple, dans C. FOIAS 1.13 .

V - ETUDE D'UlT OPERAT3UR MON'LINEruRE -

Considérons dans S (^) l'opérateur bilinéaire suivant :

^fa,zr) =s p ["fu,.grad )v"]
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où P désigne l'opérateur qui projette H°(^) sur Zj°(Sl) •

1°) Première propriété -

Soient 9 et c? deux nombres tels que :

ijL0..̂  > ï ^ (J? < ' ̂  _ ^^A '
Si LL€LP ( A 9 ) et 'v<g. D (A^) , alors 3^ (a ,v) g. ZL0 (^2 ) est bien défini,eb

p(a^)|^ ^ J A ^ j . j A ^ ] .

Démongtration -

Utilisant l'inégalité de Hô'ider (- + ± = l), nous obtenons :

1^(^)1 ^ IM. ' 119^^11,l^ L^
< fi> \f\ï!^'^\ . \ A^v |

II suffit, ensuite, de poser

9 = ^,Û et c? = A^Â.. ..
4f> 4<^

20 ) Deuxième propriété "

L'opérateur f\ S^ ( bt » v'

[A^C^^[^-y|A'^ | |A^l .

L'opérateur f\ ^ (i^.v) peut être prolongé dans ^(A^) et

"^C^^I^'if lA'^liA1"^]

Bémonstration -

Pour n- et V appartenant à D (A ), posons :

.-1/2 A cp, ^
^ = A 3^ (i^,v) , ou % (^L/^) c A -q

Multiplions les deux membres par IÂ :

<A4'^y \^> ^ ̂ (^^l^
ou :

^ ^ < / [ (^W-J^) ^(^) ̂ (^ j d'x
^2

D'après l'inégalité de Hôlder s

^l2 < ̂ fi^.h^^l, hili.,
^ÎA^ j . jA j .JA^I
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(diaprés les propriétés des puissancers fractionnaires de A ) •

Par suite ;

1 A^ | . | A-1^ (î ) < -y | A'^ | j A^v ( , ^ -y é S (A ),

Comme D ( A ) est dense dans H° , et par conséquent dans D ( A ),
1 opérateur A" 5i(u.,v) peut donc être prolonge par continuité pour
tout couple .ÎLLÊ D ( A'1^ ), va D ( /^& ) l , et la relation précédente est
valable pour un tel couple. J

VI - APPLICATION AU SYSTEME DE RAVIER-STOKES -

Considérons le problème envisagé au paragraphe 1 : Si étant un domaine
borné de classe C , on cherche S/( b 3 3) vérifiant ;

1 ^ .-S?ÛL2; 4 . fŒ.qra3)a+ i oraî-p ^T
9b v J / (ï 3 ' w

dans SI A iv 12. ,s 0

il(û,%) =a(S)

sur î^'. i X ( b , 3 ) ^ S ' ( f c , ^ ) avec / 2. d? -s o <
.̂a

1°) Cas où S (b ,'$.) » 0 -

Nous envisageons les deux problèmes suivants :

a) Problème fort -

On donne une fonction b —». ç ( b ), définie sur R1' , à valeurs dans
ZJ (^2r)» bornée, continue et oo-pseudo-aléatoire, et un élément a de D (A ),

On cherche une fonction b — > u . ( b ) , définie sur ̂  , à valeurs dans
S°(^2), continue, bornée, oo-pseudo-aléatoire, et vérifiant dans S (^2.)
et sur R'1' l'équation différentielle opérationnelle non linéaire suivante :

f da 4. A a + Bu, = J , avec Bu.^<ft(a,ix)
^ dLC
^ LL(O) ^ a ̂  X > ( A )

où do. désigne la dérivée ordinaire de a •
d b

Une telle fonction n ( b ) sera appelée solution turbulente du système
de Navier-Stokes (cette définition précise et généralise, dans un certain
sens, celle de J. BASS).
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Théorème -

Si les conditions suivantes sont réalisées :

i) b_»-F(b ) est uniformément lipschitzienne d^rdre <£ > o

ii) A0^ + K | Ç ( b ) 1 <_1_ 9 quel que soit ô < î> (où p> est la cons-
tante figurée au paragraphe V 1°), et où

r^0 fi Ab
K = sujo / |A 6" 1 olb •°^u

Alors, la solution n du problème posé existe.

En effet, ce problème est un cas particulier du problème traité au
chapitre B6.

b) Problème faible -

Le problème faible que nous allons poser est analogue à celui du cha-
pitre B4«

H sera ^espace £°(^,), muni de sa topologie habituelle; V sera
l*espace £j (.0.) s D ( A4^ ), muni du produit scalaire

^^|v> =. <A^|A^>.

Au chapitre B4, nous avons supposé que B est un opérateur borné de
OTt^C o , oo ; V ) dans ÏTL^ o , 050 ', H ). Ici, 1 opérateur B ne vérifie pas cette
hypothèse; cependant, l'opérateur A" B peut être prolongé dans Z (^) en

un opérateur borné de S (^•) dans £ (^) :

|A^B^)<c 5ilu.li.lj ̂ H .

Ceci étant, posons le problème suivant :

On donne une fonction t —^j^ b ), définie sur R , à valeurs dans
S(^.), oo-pseudo-aléatoire.

On cherche une fonction b_^ ^( b), définie sur ÎR4', à valeurs dans
S^JQ,), oo-pseudo-aléatoire, appartenant à T Çj ; Wl>2', ZL (• '̂)) e't; véri-
fiant l* équation suivante î

^J<-^(^[^)>^«^)i$C4>+<^Bu(b}jA^^

pour toute fonction $ appartenant à T fj) Wla^S^)] ̂ ^ r0^00 ̂ 'C^)] •

I TJne telle fonction sera appelée solution faible turbulente du sys-
tème de Navier-Stokes •
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Cette solution faible n'est définie qu'à une fonction W -̂nulle près.
Maî s ses propriétés statistiques (mg^ennp temporelle, corrélation) sont
bien définies. —~———————————'————

Nous ignorons si,dans le cas général, le problème ainsi posé possède
une solution et si cette solution e?t unique. Cependant, si Jf est assez
petit, on peut montrer l'existence et l'unicité de la solution du problème.
Plus précisément, en procédant corne au chapitre B2 (cf. aussi la remarque
finale du chapitre B4), nous obtenons le résultat suivant ;

Théo rème -

si 1 Ï ( b ) j <—-—— » alors il existe une solution et une seule du
problème telle que : [ o,( b ) j <—~^ (où ^ est la nome de l'opérateur A'1

^ c &wô
et ou 0 est la constante figurée au début de ce sous-paragraphe).

2° ) Indications sommaires dans le cas où S ( b , î ) ̂  0

On suppose, pour ne pas alourdir le raisonnement, que la force massi-
que £ n'existe pas.

On se ramène au cas précédent, en procédant de la manière suivante :

oc ( b ,î) étant donné sur à^ , il existe toujours ^(fc ,o?) défini
dans Cl , de divergence nulle, et telle que ;

^C^^) | = 3; (b,î) .
*'ô&

Si 6?( b , S) est "assez régulière" en oc , alors t7( b ,o£) est aussi

"assez régulière" en x (pour ce problème de trace, cf. O.A. LADYZHE:NSKAYA
[1]). Si S ( b ,î) est une fonction pseudo-aléatoire en b , alors l3'( b ,3)
est en général aussi pseudo-aléatoire en b . Supposons S ( b ,î) donnée
telle que z?( b ,o?) soit une fonction définie sur ̂  y à valeurs dans D (A),
PO -pseudo -"aléato ire, et dérivable en b .

Posons :

^ ̂ s^Tr^S)-.^^^)

et

& (S) = <? («:) - -u? (o,oc)

Ainsi, 7(t; ,oS) vérifie le système suivant î
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ç '<)7 -^Al? + (̂  grâcl^^fi?. yad )'LL? 4. (IA? , gfâcl)^

==^+. ̂ Ai?-^. grâci)u? - chÂ?

^ div 7 = 0

1?(o,oî) ^ & (o?/)

^(^a:)! ^ o
1?)^1?)^

L*équation différentielle opérationnelle non linéaire associée est
la suivante :

d^. + Air + Bir+. C^== q(." < d t ,v(o) = & e. K ( A )

en posant :

<q =. - A-uT- zir'- P [(^•.qrad)^

B^= % (^^

C v = % ('ur, v) 4. $) (̂ v,, w)

où % est l» opérateur "bilinéaire défini au paragraphe IV.

On obtient le résultat suivant (en raisonnant comme au chapitre B6) (

Théorème ~

Si la fonction b—»w(b \ est "assez régulière" et "assez petite",
et. OQ "pseudo-aléatoire, alors il existe, une ._s qlubion. b —>'U'( b ) de (»*)
o0 -? s eud o "al éa to ire ,̂_'.̂ j-^Q^-.P6^1^" e^ "o-ssez régulière".

L*expression "assez régulière" veut dire :^ est telle que Q soit
lipschitzienne. "[^expression "assez petite" veut dire ; 1*^ est telle que
les approximations successives convergent,

La démonstration est analogue à celle du chapitre B6 (pour les modi-
fications nécessaires, cf. chapitre B2). Il faut cependant remplacer le
lemme B par le lemme suivant ;

Considérons la "suite de récurrence" suivante :

\^ ^o^-*-^ •

Si ;\<^l et si \ < (l-:Ay\ alors >ô^ S pour tout n/ (où 5 est un

nombre strictement inférieur à l̂ À).
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VII - CONCLUSION -

Les théories habituelles de la turbulence sont essentiellement proba-
bilistes» Elles renoncent à expliquer la complication du mouvement turbu-
lent, et se contentent d'affirmer que 1 agitation turbulente est de nature
statistique^ Par ailleurs, il est généralement admis que le mouvement tur-
bulent obéit aux équations de l'hydrodynamique, c'est-à-dire, dans le cas
des fluides visqueux incompressibles, aux équations de Nàvier-Stokes, On
sait (cf. par exemple L, AGOSTINI et J. BASS £1 ] ) qu'il est presque impos-
sible, à l'aide de ces deux bases de départ, de construire une théorie
cohérente de la turbulence.

Les théories de la turbulence sont donc presque toujours semi-empiri-
ques, des hypothèses extérieures de caractère physique servant à combler
les lacunes de la théorie. Seule la théorie statistique de E. HOPF [23
échappe, par sa nature même, à l'empirisme. Mais elle est délicate à em-
ployer, de sorte qu'elle n'a pas encore fourni de résultats positifs.

Dans ce chapitre B7, nous avons fait un essai pour "expliquer" la
turbulence, en excluant toute hypothèse statistique,

La turbulence de la vitesse d'une fluide serait ainsi due soit à
"l1 irrégularité" de la force massique extérieure, soit à "l'irrégularité"
des conditions aux limites.

En général, la force massique extérieure dérive d'un potentiel, et
par suite sera considérée comme nulle, car seule la composante non-irrota-
tionnelle intervient dans l'étude 'de la vitesse. Cependant, il ne serait
pas absurde de supposer que cette composante non-irrotationnelle, nulle en
moyenne, possède de s agitations irregulières dans le temps, agitations qui
seraient la cause de la tur'bulence.

D'autre part, si les parois réelles sont fixes, les parois fictives,
celles qui interviennent effectivement (je veux dire ; mathématiquement)
dans les conditions aux limites, sont très probablement variables (couches
limites turbulentes). Elles varient très irrégulièrement dans le temps et
rendent irregulières les variations de la vitesse>

Voyons maintenant dans quelle mesure les solutions fortes et faibles
définies au paragraphe VI 1°) peuvent être considérées comme des solu-
tions turbulentes du système de Navier-Stokes.

Examinons d'abord les solutions fortes. Elles possèdent, entre autres,
les propriétés suivantes s

i) / (^(b^^dx < o0
»/o.•Û

ii) iX ( fc , oc) = 0 sur la frontière DSl

J T f

iii) ^ ± db u,(2;4-T,t+&) LL.(cc,b)dçc
r-^oo T /o ° /

*fSi,
existe pour tout couple (^,r-)» n'est pas nulle pour le cou-
ple (0 ,0) , et tend vers o quand ^ -».oo •
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la propriété (i) montre que l'énergie totale (dans tout l'espace)
est finie à chaque instant b .

La propriété (iii) implique, sous certaines conditions de régularité,
l'existence du tenseur de corrélation

Y.^^Ï)- ̂  lf\(x^,b^)u..(^k)dfc
~Q T-»00 • J ' 0

0

pour (presque) tout triple! (n; a, , T), la nullité de ce tenseur pour le
triplet (oo $ x .^f). La positivité de y.. ( o 5 on , o ) montre que l'énergie
moyenne (dans le temps) est finie et que l'énergie totale (dans le temps)
est infinie.

De plus (ii) implique que Y,, (k ? x ,^) tend vers 0 quand, ^ et oc,
restant fixés, le point z i = x + ç'tend vers un point de la frontière D^.

Examinons maintenant les solutions faibles. Nous obtenons les conclu-
sions suivantes ;

a) Bien que la solution faible ne soit définie qu'à une Tîfc-fonction
nulle près, ses prpp^iétés>îstatistiquest*(moyenne temporelle et corrélation)
sont parfaitement définies.

b) Deux solutions faibles qui correspondent à une même condition aux
limites et à une même force massique extérieure, et à deux conditions ini-
tiales différentes, sont équivalentes. Autrement dit, la condition initiale
n'intervient "pas dans les propriétés asymptotique s (moyenne et corrélation )
de la solution.

c) Une solution forte est évidemment équivalente à une solution fai-
ble, Réciproquement, l'unicité de "la" solution faible et l'existence de
la solution forte (quand les données sont assez petit es),nous montre que,
en ajoutant à "la" solution .jfaible une fonction Tfb-nulle judicieusement
choisie, on obtient une solution forte.

Ces résultats montrent l'intérêt et l'utilisation des solutions fai-
bles.

Conclusion finale -

L'explication du phénomène de la turbulence est très difficile, et
nous ne prétendons évidemment pas le faire ici. Nous désirons simplement
donner une contribution à l'étude de ce problème si compliqué. Ce chapi-
tre B7 n'est pas complet en soi-même. Ce n'est que le début d'un travail
qui a besoin d'une étude théorique complémentaire plus poussée, et d'une
vérification expérimentale.
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

1 - NOTATIONS GENERALES »

10) ^ s l'ensemble des entiers naturels (ou entiers positifs)

Z : l'ensemble des entiers rationnels (ou entiers relatifs)

R : l'ensemble des nombres réels

R+ : l'ensemble des nombres réels positifs

<C f l'ensemble des nombres complexes

(R./2; ; l'ensemble des nombres réels module 1
«

« *
20 ) ^ < groupe abélien topologique localement compact (t'^^)

^ î groupe dual de ^(groupe des caractères) Ote^f)

jrd f ouvert relativement compact, mesurable de ̂

^(J^) s mesure de Hàar de J^
«h

• «

5°) ?<,V»Z î espaces de Banach

H,?6,V ; espaces de Hilbert

E* w E^* ; dual topologique d'un espace vectoriel topologique E

oc, 'u,K : éléments d'un Banach ou d'un Hilbert

o?, u^! î éléments de C'1 ou de R^ (sauf au chapitre B2)
ih

^ «

4°) 2 (X—^ 2) ; l'ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Z
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S(Xp..X^-».Z.) î Pensemble des opérateurs n-linéaires bornés de X,)t...»»X^
dans Z

i»
c£ (x_^Z) s l1 ensemble des opérateurs n -linéaires bornés de X w . - . y X

dans Z
oo
^î ( y—^z) : ^ensemble des opérateurs multilinéaires bornés de X dans ï

'î3C(X—>• Z) t ^ensemble des opérateurs linéaires compacts de y, dans 2r
»•

<» *s"̂>-
5°) U ; partie entière de •n.

h t partie fractionnaire de n.

II - PRODUIT SCALAIRE - MOME -

1°) ||x|| s norme dans un Banach X (ou dans un Hilbert H)

|j C(» tj : norme dans son dual X'**

< g ( ft. > : produit scalaire dans H

< x 1 ̂  > ( dualité entre X et X^

|?1 t norme dans Œ'1 (sauf au chapitre B2l

u. ? : produit scalaire dans C^ (sauf au chapitre B2)

Bflg s norme dans ̂ (^ ; X )

2°) Dans la partie B, on utilise trois espaces de Hilbert V , H et V'
( v c H c V ' } v* antidual dev) , et on emploie les notations suivantes t

| | ( norme dans H

< | > ; produit scalaire dans H

|| || ? norme dans V

^ [ ^ t produit scalaire dans V

1| ||̂  t norme dans V'

^ ) ^ î produit scalaire dans v"

II) H i norme dans 7^ ( ̂  ; H )

[ | ] t produit scalaire dans un sous-espace vectoriel de
L J ^espace ï (<^5 H)

111 DU 1 norme dans 2T^(<Ç ? V )

[f j îl î produit scalaire dans un sous-espace vectoriel de
l- -J l*espace 9 (̂  ; V ^
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Jlll (1^ ( norme dans ^(^{V')

ff | 1] i produit scalaire dans un sous-espace vectoriel de
u- 4J Itespacey (^5^)

III - ESPACES FONCTIOMBLS -

II s'agit d*espaces fonctionnels des (classes de) fonctions défi-
nies,sur un groupe abélien localement compact <Ç et à valeurs dans un
espace de Banach x , ou de Hilbert H .

10) L ("f; X ) ï espace de Lebesgue des fonctions de ^ puissance sommable

^ (^ î x) s espace des fonctions continues et bornées sur ^
4» °
^

2°) W(^;x) ; espace de Besicovitch-îfercinkiewicz des fonctions bornées
en moyenne asymptotique d1 ordre <to

^c^ ? ^ / : esPace des fonctions continues en moyenne asymptotique

^(^ ? X ) : espace des fonctions ̂  -régulières

^'(^ 5 X ) s espace des fonctions Wf -constant es

%'(^ 5 x) ; espace des fonctions OT^-ergodiques

S^(^ ? X ) s espace des fonctions W^-totalement-erg-odiques

^ ( ^ î ^ ) s espace des fonctions TH^ -faiblement-presque-périodiques

^T (^ î X ) î espace des fonctions TU?19-presque-périodiques

<^ (^5 x) : espace des fonctions 7H^ -pseudo -aléa foires
ji«

* «
3°) 9 (^ 5 x ) ; espace des fonctions de ̂  puissance moyennable

^ (^ ; H ) ( espace des fonctions de carré moyennable (espace de Bass)

S (^5 H) < espace des fonctions quasi-stationna ire s

571(^5 H) ; espace des fonctions S -presque-périodiques

ô<^(^î H) i espace des fonctions S-pseudo-aléatoires
4

5 (^5 H) : espace des fonctions 1-quasi-stationnaires

571(^5 H) < espace des fonctions 1-pres que-périodiques

5J&(^î H) t espace des fonctions 1-pseudo-aléa foire s

S (^ 5 H ) s espace des fonctions complètement quasi-stationna ires

STT(<^5 H ) s espace des fonctions complètement presque-périodiques

S « A ( ^ 5 H ) - espace des fonctions complètement pseudo-aléatoires
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S (^ ; H ) t espace des fonctions scalairemerit quasi-stationnaires

^(^ ? H ) » espace des fonctions complètement scalairement quasi -
stationna ire s

«
• «

4°) lAY (^ 5 H ) s espace des fonctions OTL1 -dérivables
A

<uy (^J M ) < espace des fonctions î fois Xe-dérivables

^C^f? H) » espace des fonctions idéfiniment ÎTL1-dérivables
(espace de Wiener)

^(^ 1 H ) » espace dee ÎTL1-distributions [dial de 'U^^? H )],

Nota -

Les espaces dans 5°) ne sont pas des espaces vectpriels. Tous les
autres espaces sont vectoriels»

IV - OPERATIONS DANS^ LES ESPACES DE BESICOVITCH -

1°) Wî. : opérateur de moyenne approchée

'yiL : opérateur de moyenne

T(\s î opérateur de moyenne supérieure

M. : opérateur de moyenne approchée au sens de Bohr
0

M i opérateur de W-moyenne

^ ; opérateur de 'ïn'-dérivât ion

U(A»)s'U< t opérateur de translation (par - n, )

^ t opérateur de convolution (sens classique)

(̂  t opérateur de convolution par une fonction uniformément
presque-périodique (sens de Bohr)

<;•
•» <»

2») '€(?•, U^x) » enveloppe convexes-fermée de I1 ensemble î IL Jj^ô^l

^(f?W^>x) s enveloppe linéaire W^-femée de l'ensemble ! IL f | (Le ̂ l

^(j;in?»X-».y) t enveloppe linéaires-fermée de jAl£j|^<£^Aê^(y-»»y)l

r\î?W^,X-».y) t enveloppe linéaire X^-fermée de I^H^^ A^K(y^Y)l

^ (îîî^yX-^y) s enveloppe opérationnelle multilinéaire de •fu^^l
(cf. chapitre A6). l n' -)

r.
41 •
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3°) y , F î fonctions de corrélation

Y . ; tenseur de corrélation

<T s mesure spectrale énergétique

0^ , S - tenseur spectral énergétique
î
y : mesure spectrale élémentaire

V - ESPACES DE SOBOLEV -

.0, î ouvert de ff^

10) "Wp (^) : espace des (classes de) fonctions numériques dont les
dérivées d'ordre î sont de ^ puissance sommable dans Jî

<SÛ(̂ .) % espace des fonctions indéfiniment différentiables à
support compact dans JQ.

â)\^) : dual topologique de JD(^.)

0 (?) f0l
W^ (.0.) s fermeture de à (^7) dans W (̂  )

' 'P

H^^) s W?(^, ^(^)aW^(^)

-^^(•a); ^(^)s^(o)(^)4(^) » ̂ W; ^W » ̂ 0)(^)
«I»

» *

2°) (̂.0) = â)(^.)>< â)( .̂) xâ(^)

w^) cw^) x ̂ (^x^), ̂ -

3(^2.) t sous-espace des vecteurs irrotationnels de 1H°(^2.)

£^) t sous-espace des vecteurs solénoîdaux de3fc(r2.)
p

S (^2) t fermeture de 2: (jQ) dans M^(^.)
p

S (^2) t fermeture de 2: (jQ) dans M^(^.)

H^^) == 3 (^) + S°(X2)

166



BIBLIOGRAPHIE

PARTIE A

AMERIO (L.) -

tl] Funzioni debolmente quasi-periodische
Rendi. Sem, Math. Univ. Padova, 50 (i960), 288-501.

BASS (J.) -

[1] Suites uniformément denses, moyennes trigonométriques, fonctions
pseudo-aléato ires
Bull. Soc. Math. Fr. 87 (1959)t l-64.

[2] Les fonctions pseudo-aléatoires
Mémorial des Sciences î\îath. fas. 155 (1962)

[5] Espaces de Besicovitch, fonctions presque-périodiques, fonctions
pseudo-aléatoires
Bull. Soc. Math. Fr. 91 (1965), 59-61.

[4] Comptes Rendus de 1 académie des Sciences
- t. 245 1957
- t. 247 1958
- t. 249 1959
- t. 250 I960
- t. 252 1961
- t. 254 1962
- t. 255 1962
- t. 256 1965

BERTRANDIAS (J.P.) -

p. 1217 et 2457
P. 1085
P. 1456
p. 266 et 2051
P. 5592
P. 5072
p. 2552 et 5546
P. 1452

1 1 3 Espaces de fonctions bornées et continues en moyenne asymptotique
Thèse Paris (1964). Bull. Soc. Math. Fr. (à paraître).

[2] Comptes Rendus de 1 académie des Sciences
- t. 245 1957
- t. 248 1959
- t. 255 1961
- t. 255 1962
- t. 256 1965

P. 2457 » avec J. BASS
P. 515
P. 2829
p. 2226
P. 1659



[5] Suites pseudo-aléatoires et critères d^quirépartition modulo-un
Compositio Mithematica 16 (1964), 25-.28

BOCHîŒR (S.) et VON ÎŒIMANK (J.) -

[1] Almost periodic f mictions of groups, II
Trans. Amer. Math. Soc. 37 (1935), 21-50.

BOGDANOWICZ (W. ) -

[1] On thé existence of almost periodic solutions for Systems of
ordinary nonlinear differential eqiBtions in Banach spaces
Arch. Rat. Mech. Anal, 13 (1963), 364-370.

BOURBAKI (N.) -

[1] Intégration chapitres 1 à 6, Paris, Hermann (1952) et (1959),

[2] Espaces vectoriels topologiques, Paris, Hermann, t. 1 (1953),
t. II (,1955)»

[31 Topologie générale - Espaces fonctionnels, Paris, Hennann (1961).

CASSELS (J.W.S.) -

[11 An introduction to diophantine approximation
Cambridge University Press (1957).

DIXMIER (J.) -

[11 Les algèbres d'opérateurs dans l*espace hilbertien.
Gauthier-Villars (1957).

[2'1 Les C* -algèbres et leurs représentations
Gauthier-Villars (1964).

DOOB (J.L.) -

tl] Stochastic Processes, Wiley Pub, (1953).

DUNFORD (N.) et SCHWARTZ (J.T.) -

[1] Linear operators, part I. Interscience Pub. (1958).

[2] Linear operators, part II. Interscience Pub. (1965).

EBERLEIN (W.F.) -

[11 Abstract ergodic theorems and weak almost periodic functions
Trans.Amer. Ife/th. Soc. 67 (1949), 217-240.

[2] Thé spectrum of weakiy almost periodic functions
Mich. J. î&ith. 3 (1956), 137-159. •

13] Weak compactness in B-spaces
Proc. Nat. Aoad. Se. U.S.A. 33 (1947), 51-53.

[41 A note on Fourier-Stieltjes transforms
Proc. Amer. Math. Soc. 6 (1955), 310-312.

168



GODEÎMT (R.) -

[1] Cours d'Algèbre. Hermann, Paris (1965).

HEWITT (E.) et ROSS (K.A.) -

[l] Abstract harmonie analysis, t. I, Springer-Verlag (1965).

HILLE (E.) e-b PHILLIPS (R.S.) -

[l] Punctional analysis and Semigroups
Amer. Liath. Soc. (1957).

JACOBS (K.) -

[il Neuere methoden und ergebnisse der ergodentheorie
Springer-Verlag (1960).

KOROBOV (N.M.) -

[il Sur certains problèmes d'équirépartition (en russe)
Izv. Akad. Nàuk. SSSR, série Math. 14 (1950), 215-251.

[21 De l^quirépartition complète et des nombres conjointement normaux
(en russe)
Izv. Akad. îfe.uk. SSSR, série Ivlath. 20 (1956), 649-660.

LOOMIS (L.H.) -

[il An introduction to abstract harmonie analysis
D. Van Nostrand C0 (1955).

LTK1ŒR et PHILLIPS (R.S.)-

[ll Dissipative operators in a Banach space
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