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INTRODUCTION

Notre but principal dans ce mémoire est d'étudier la structure de cer-
taines C*-algébres. Les travaux réalisés auparavant ([17] et [1@ } concer-
nant la structure des C*-algébres 3 trace continue ont abouti & une
solution assez satisfaisante . Une C*-algébra B & trace continue, homogene
de degré N, BG]. déf. 10.9.4) est souvent (en un sens qui se précise a
la lecture de ( ﬁﬁ]. corol. 10.8.6) isomorphe a €°(§,-ZE(H]J , o0 H est
un espace hilbertien de dimension N, . Quand on veut dépasser le cas des
C*-algébres a tface continue, on est conduit au probleme suivant : détermi-
ner la structure d'une C*-algébre B connaissant ﬁ et sachant que B
est une extension d'une C*-algébre connue A par une C*lalgébre connue C.
Rappelons en effet que toute C*lalgébre postliminaire admet une suite de
composition dont les quotients sont des C*-algébres 4 trace continue ([19].
th. 4.2). Nous nous limiterons ici & 1'étude de 1l'ensemble Ext(A,C) des
extensions d'une C*—elgébre a8 trace continue A par une C*—algébre C et,
le plus souvent, nous supposerons que A = G°(X, LE(H)) et
C =&°(Y, LE(H')) , ol X , Y sont deux espaces localement compacts et H,
H' deux espaces hilbertiens. Bien qu'ainsi 1imité, le probléme consistant
4 classer les é&léments de Ext(A,C) semble encore difficile. Il serait na-
turel de classer les extensions & équivalence faible preés (0.13); pour des
raisons techniques, c'est surtout une relation intermédiaire entre 1'équi-
valence et 1'équivalence faible qui interviendrq (voir en IV.3.4 la défini-

tion de 1la semi-équivalsncs).

Dans le chapitre I nous rassemblons principalement des résultats permet-
tant de déterminer les limites et les valeurs d'adhérence d'un filtre ©O
sur le spectre ﬁ d'une C*:algébre B & partir de 1'étude, pour be B+
des fonctions t+~> |b(t)]] ou t > Tr b(t) définies sur B . Les résul-
tats du paragraphe I.1 sont classiques pour la plupart ( BB], §II.9). Ils
montrent qu'il existe des relations étroites entre les nombres réels
1im 1nft'e"b(t)“ (resp. . 1im supt‘e"b[t]" ) et les limites (resp. les va-
leurs d'adhérence) de O (I.1.8). Dans le paragraphe I.2, nous montrons
comment on peut déterminer certaines limites de © gré&ce aux fonctions
t—> Tr b(t) , et mdme parfois toutes les limites de © (I.2.13). Le cas
le plus intéressant est celui ol 1im sth,O rg b(t) < += et ol
limt'e Tr b(t) existe pour tout b appartenant a 1’'idéal de Pedersen
(0.10) de B (I.2.17 et 1.2.26); en particulier, ces hypothéses entralinent
que © converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans g . Dans 1le
paragraphe I.3, nous étudions une réciproque de ce résultat (I.3.6); dans
certains cas, elle permet d'obtenir des renseignements intéressants sur une
C*Zalgébre a3 partir de 1'étude de son spectre (VI.1.5).

Le chapitre II est purement topologique. On y étudie les extensions loca-
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lement quasi-compactes d'un espace localement quasi-compact X par un es-
pace localement quasi-compact Y . Ce chapitre contient, comme cas particu-
liers, des résultats concernant les compactifications des espaces locale-
ment compacts (voir & ce propos [28] et [35]]. En supposant X séparé, on
caractérise dans le corollaire II.12 toutes les extensions localement
quasi-compactes Z de X par Y telles que les points de X soient fer-

més et séparés (déf. II.6) dans Z . On note Y(X,Y) 1leur ensemble.

Le chapitre II est une premiére étape dans 1'étude de 1l'ensemble

Ext(A,C) des extensions B d'une C*-algébre A par une C*-algébre C
A

en effet B est une extension localement quasi-compacte de ﬁ par

Signalons & ce propos qu'une extension localement quasi-compacte de

>> 0>

par E n'est pas nécessairement le spectre d'une extension de A par C
(voir, par exemple, VI.2.15). Le probleme consiste maintenant & déterminer
combien il existe, & équivalence faible prés, d'éléments de Ext(A,C)

ayant un spectre donné. D'apreées [3], il existe une extension M(A) de A
telle que les éléments de Ext(A,C) soient canoniguement associés aux
homomorphismes de C dans M(A)J/A (0.14). Nous supposons, dans la suite
de cette introduction, que A est séparé. Nous montrons 1l'existence d'un
idéal bilatére fermé L(A) de M(A) , contenant A , tel que les éléments
B de Ext(A,C) pour lesquels g€ 9(ﬂ,6] soient canoniquement associés
aux homomorphismes de C dans L(A)/A (IV.1.3). Nous notons %(A,C)
l1'ensemble des Bé€Ext(A,C) tels que 6 63%3.6) . Signalons que les c*-a1-
gébres des groupes de Lie nilpotents connexes conduisent & de telles exten-
sions ( ﬁ4]]. Soient +y € Hom(C,L(A)/A) et B 1'élément de ¥(A,C) qui
lui est associé; nous éclaircissons dans la proposition IV.1.4 les rapports
existant entre' y et ge ?(R,E] .

L'étude détaillée de L(A) =est faite au chapitre III. Elle se révele
8tre plus simple que 1'étude de M(A) . Ainsi, lorsque A = £°(X, LE(H)) ,
on a L(A) = fb(X.(ff(H)] . La C*-algébre L(A) est définie par un champ
continu de C*-algébres sur Bﬁ , mais ses composantes L(A)(x) pour

A N
x € BA - A peuvent &tre treés compliquées (III.4.12).

Le chapitre V groupe un certain nombre de lemmes techniques qui seront

utilisés dans les chapitres suivants.

Soient X et Y deux espaces localement compacts et H , H' deux espa-
ces hilbertiens. Nous supposons & partir de maintenant que A = &°(X,#&(H))
et C = €°(Y,£€(H')) . Il existe dans L(A) un idéal bilatére fermé uni-
formément liminaire (déf. I.2.2) E'(A) , contenant A , tel que les exten-
sions de A par C canoniquement associées aux homomorphismes de C dans
EY(A)/A soient les C*-algébres uniformément liminaires qui appartiennent
a ¥(A,c) (IV.2.1 et VI.1.2); nous notons &(A,C) 1'ensemble de ces ex-



tensions. Lorsque X est normal, EY(A) n'est autre que le plus grand
idéal postliminaire de L(A) (III.4.15). Les éléments de &CA,C) sont les
plus faciles & étudier, étant donné que E!(A) a une structure relative-
ment simple (III.2.13). On verra heureusement des cas ol beaucoup d'exten-
sions sont de ce type (VI.1.3, 4 et 5). On associe & chaque B e &(A,C) un
invariant E(gl (pour la semi-équivalence, 8 &tant la classe de semi-équi-
valence de B ). Cet invariant est plus fin que % ; 11 est directement 11ié
au comportement des fonctions tv+— Tr b(t) sur A , pour be B* . Dans 1le
paragraphe VI.2, on étudie 1'image de § et, & cette occasion, on donne un
procédé simple pour obtenir des éléments de &(A,C) (prop. VI.2.6). Dans le
paragraphe VI,3, on étudie une situation ou g(gl suffit pour déterminer

E (VI.3.3 et VI.3.4). Dans une telle situation on peut donc dire que notre
objectif de classification est atteint. Mais il existe aussi des exemples
de C*—algébres A et C et d'extensions non semi-équivalentes (ni méme
faiblement équivalentes) B et B' dans &(A,C) telles que E[g] = g[ﬁ']
(VIII.3 et VIII.4). Dans certains cas (VI.3.8), on classe toutes les exten-
sions de A par C ayant un spectre donné. Ce résultat permet de détermi-
ner complétement la structure de certaines C*-algébres 4 partir de 1'étude

des fonctions t +—>Tr b(t) sur une partie de leur spectre (VIII.4, 5 et 6)

Dans le chapitre VII nous nous intéressons & des éléments de ¥(A,C)
n'appartenant pas nécessairement a3 &(A,C) . Le probléme que nous abordons
peut aussi se formuler comme suit. Soit W un espace localement compact,

w un point non isolé de W , et X = W - {w} . Existe-t'il des champs con-
tinus de C*-algébres sur W qui induisent sur X 1le champ constant défini
par Y8(H) et dont la fibre en w est C ? Si oui, combien existe-t'il de
tels champs (& isomorphisme prés)? On obtient des cas d'impossibilité
(VII.1.4 et VII.1.5) et une condition suffisante d'existence (VII.2.3). Les
propositions VII.3.4 et VII.3.5 prouvent 1l'existence d'un grand nombre de
solutions, sous certaines conditions. Le probléme de la classification des
solutions (du moins pour des familles suffisamment vastes d'espaces Y , W
et X = W - {w} ) reste posé. Nous n'obtenons une solution satisfaisante
que dans un cas trés particulier (VII.4.3). Un réponse a ce probléme serait
utile pour 1'étude de la structure de certaines C*-algébres non uniformé-

ment liminaires (IX.5).

Le chapitre VIII rassemble des exemples 1llustrant certains résultats
obtenus au cours des chapitres précédents. Ainsi dans VIII.2 nous montrons
qu'il existe exactement 6 classes d'équivalence faible d’extensions de
A = B°(R,Mg(C)) par C = M,(C) . Dans VIII.4 nous prenons
A= Go([0,+o[, LEH)) (ou A = E°(R2, LE(H)) ) et C = LE(H') avec
0 < dim H' ¢ dim H = R, . Nous montrons que les éléments de S(A,C) sont
classés, a équivalence faible preés, de fagon simple par N . Dans VIII.?



nous prenons A = E°(N, £L8(H)) avec dim H > X, , et C = € . Nous clas-
sons, & équivalence faible prés, les éléments B de ¥(A,C) tels que 8
soit le compactifié d'Alexandroff de N . On remarquera que cette classifi-
cation est plus compliquée que les précédentes. Au paragraphe VIII.6, nous
déterminons simplement, gréce & VI.3.9, la structure de la C*-algébre du
groupe SL(2,C) , C™-algébre déja é&tudiées par Fell ([18]).

La plupart des résultats ont été annoncés dans [E], [7], [B] et [9].

Je tiens & remercier ici trés sincérement Monsieur J. Dixmier qui m'avait
suggéré d'entreprendre ce travail et n'a cessé de me prodiguer conseils et

et encouragements tout au long de son &laboration.



CHAPITRE O

Préliminaires

0.1. Nous noterons Z 1'ensemble des entiers rationnels, R 1’'ensem-
ble des nombres réels, € 1l'ensemble des nombres complexes, T 1l'ensemble
des nombres complexes de module 1 , et IN (resp. N*] l'ensemble des en-
tiers > O (resp. > 0). Pour tout cardinal p , nous choisirons un ensem-
ble de cardinal p que nous noterons N(p) . Si p est fini nous pren-
drons N(p) = {1,...,p} , et si p = R, nous prendrons N(p) = N .
D'autre part, si p et q sont deux cardinaux tels que q € p , nhous
supposerons parfoils implicitement que N(gq) € N(p) . Pour tous cardinaux p
et g strictement positifs, nous noterons [p : q] le plus grand cardinal
r tel que rq € p . Remarquons que si p est infini, on a [p : q] =p
lorsque q < p et [p:q] =0 1lorsque gq > p

0.2. Soient X wun espace topologique et Y une partie de X . Nous
noterons Y (VX en cas d'ambigulté) 1'adhérence de Y , et Int Y 1'in-
térieur de Y .

0.3. Rappelons qu'un espace topologique X est quasi-compact si
tout filtre sur X posséde au moins une valeur d'adhérence, et que X est
localement quasi-compact si tout point de X admet un systéme fondamental
de voisinages quasi-compacts. Si X est séparé et quasi-compact (resp. lo-

calement quasi-compact), alors X est compact (resp. localement compact).

0.4. Soit X wun espace localement compact. Nous noterons gX 1le
compactifié de Stone—éach de X . Nous désignerons par i l'espace X si
X est compact, et le compactifié d'Alexdrandroff de X si X n'’est pas
compact. Nous désignerons par X l1'espace i si X n'est pas compact, et
la somme topologique de X et d'un espace réduit & un point si X est
compact. Le point de X - X sera appelé point a 1'infini de X .

Soient xe€eBX - X et ex la trace sur X du filtre des voisinages de
x dans BX . Ce filtre posséde la propriété fondamentale suivante : 11
existe une base V¥ de Ox , formée d'ensembles ouverts, telle que pour
tout VvVevyY , i1l existe W€ Y contenu dans V et une fonction continue de
X dans [0,1] égale a 0O dans W et a 1 hors de V . Un tel filtre
est dit completement régulier [[2], ex. 8, p. 23). Remarquons qu'un filtre

complétement régulier posséde aussi une base formée d'ensembles fermés.

0.5. Soit Y un espace topologique. Nous notons F(Y) 1'ensemble
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de ses fermés et 5;(Y) l'ensemble de ses fermés discrets. Pour toute par-
tie quasi-compacte K de Y , posons U(K) = {Fe F(Y) | FNK =ﬁ} ; nous
appellerons topologie surfellienne la topologie sur F(Y) qui posséde com-
me base d'ouverts l'ensemble des U (K) . Pour tout ensemble fini d'ouverts

01 T Un de Y , posons

W, s..., 0 = {FeFw) | FNo, # ¢ pour 1 =1,....,n}

1'ensemble des %f(01 seees GnJ est une base d'ouverts pour une topologie
sur if(Y) que nous appellerons topologie sousfellienne. Enfin, nous appel-
lerons topologie fellienne la borne supérieure des deux topologies précé-
demment définies sur F(Y) . Cette dernidre topologie a été introduite par
J.M.G. Fell dans [20]; en particulier, il est démontré dans [20] que

F(Y) est localement quasi-compact et que, si Y est localement quasi-com-
pact, alors ?%Y] est séparé (on notera que les topologies surfelliennes

et sousfelliennes sont non séparées en général).

Soit f wune application d'un espace topologique X dans WTY] . Nous
dirons que f est continue (resp. semi-continue inférieurement (s.c.i.),
resp. semi-continue supérieurement (s.c.s.)) si elle est continue lorsque
y(Y] est muni de la topologie fellienne (resp. sousfellienne, resp. sur-
fellienne).

0.6. Soient X et Y deux espaces topologiques. Nous noterons
€(X,Y) 1'ensemble des fonctions continues de X dans Y . En particulier
ECX, F(Y)) désignera l'ensemble des fonctions continues de X dans
F(Y) . Si V est un espace vectoriel normé, nous noterons 6b[x.v1 1'en-
semble des fonctions continues bornées de X dans V . Si de plus X est
localement compact, g€°(X,V) désignera l'ensembles des fonctions continues
de X dans V qui tendent vers 0 & 1’infini. Lorsque V = C nous po-
serons  €(X,V) = €0X) , EP(x,v) = £P(x) et €O(X,V) = E°(X) .

0.7. Soit H wun espace de Hilbert. Nous noterons £(H) 1la C*-algé-
bre des opérateurs linéaires continus dans H et £LE(H) 1a C*—algébre
des opérateurs compacts dans H . Le groupe unitaire de H sera noté Ub(H)
et PU(H) désignera le groupe projectif unitaire (i.e. le groupe quotient
de W%(H) par son centre). Si ué€ WU(H) , nous noterons 3 1'image de u
par passage au quotient. Nous identifierons canonigquement PU(H) au groupe
des automorphismes de &£LE(H) et nous le munirons de la topologie de 1la
convergence simple normique. Nous munirons w(H) de la topologie forte.
D'apreés ([1ﬂ , lemme 3), la fonction u +> 3 est continue. Lorsque la di-
mension de H est finie, les groupes W(H) et %PW(H) sont compacts.

Nous noterons dim H 1la dimension hilbertienne de H et Tr 1la trace
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canonique sur ¢(H) . Soient a e $(H) et a(H) 1'image de a ; nous po-
serons rg a = dim a(H)

Soit x un vecteur de norme 1 appartenant a8 H ; nous noterons Px

le projecteur y P+-<x|y>x de H sur £C€x .

0.8. Pour tout neN , nous désignerons par Mn(tl la C*-algébre
des matrices sur € & n 1lignes et n colonnes. Pour tout cardinal p ,

nous noterons 1; 1'espace hilbertien des familles de nom-

bres complexes telles que E 1eN( ]IE | < 4+

0.9. Soit A une C*—algébre. L'ensemble des classes des représenta-
tions irréductibles non nulles de A , muni de la topologie de Jacobson,
sera noté ﬁ et appelé spectre de A [[16], § 3.1). Le spectre de toute
C*-algébre canoniquement isomorphe & un idéal bilatere fermé de A sera
identifié & un ouvert de R , et le spectre de toute C*-algébre canonique-
ment isomorphe & une C*~algébre quotient de A sera identifié & un fermé
de R [[18], prop. 3.2.2). Soit t une représentation de A ; nous note-
rons souvent A(t) 1'image de A par t et, pour tout aeA , 1l'image
de a par t sera souvent notée al(t) . D’'aprés ce qui précéde, A(t)"

sera identifié & un fermé de ﬁ

Soit ae A ; nous considérerons souvent a comme un champ d'opérateurs
A A
sur A , la valeur de a en téeA étant al(t) . Remarquons que cette va-

leur n'est définie qu'a équivalence unitaire preés.

0.10. Pour tout espace vectoriel ordonné V , nous noterons V+ le

cdne de ses éléments > 0 .

Soit A une C*-algébre. Nous dirons qu'un idéal bilatére (ou qu'une
sous-C*-algébreJ B de A est facial(e) si B = BNA' est une face de
A+ et si le sous-espace vectoriel de A engendré par B+ est égal a B
([4], def. 1.1). Nous noterons X(A) 1le plus petit idéal bilatére facial
de A qui soit dense dans A et nous l'appellerons idéal de Pedersen de
A ([29], th. 1.3). Il résulte immédiatement de la définition de M}(A)
que, pour tout ae X(A) , l'ensemble {teg A | alt) # 0} est contenu dans
une partie quasi-compacte de ﬁ . Soit aeXM(A) ; d'apres ([31], prop. 4)
la snus-C*-algébre de A engendrée par a est contenue dans X(A) . En
particulier, pour tout aeX(A) et toute fonction complexe continue f
définie sur R telle que f(0) = 0, on a f(a)eX(A) . D'aprés la défi-
nition de X(A) ([298], p. 133), tout projecteur de A appartient a X(A)
d'autre part, pour tout a €A+ et toute fonction complexe continue f
définie sur R et nulle au voisinage de 0 , on a f(a)e K(A) .
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Si A est une C*-algébre commutative de spectre X , alors J(A) n'est
autre que l1l'ensemble des fonctions complexes continues & support compact
définies sur X , et sera aussi noté X(X) .

0.11. Soient A une C*-algébre et T une trace définie sur A' .
Posons I' = {aeA’ | T(a) < +»} . D'aprés ([16], prop. 6.12), 1* est 1la
partie positive d'un idéal bilatére facial I de A et il existe wune
forme linéaire unique sur I qui coIncide avec T sur 1t 3 cette forme
linéaire sera toujours notée comme la trace qui a servi & la définir. Nous
dirons que I &est 1'idéal de définition de T . Nous noterons ¥%(A) 1'en-
semble des traces semi-continues inférieurement (s.c.i.) sur AY  a 1déal
de définition dense dans A (nous dirons aussi densément définies). D'a-
prés 0.10, 1'idéal de définition de tout élément de ¥ (A) contient X}(A) .
Nous munirons %(A) de la topologie de la convergence simple sur XAy *
([32], § 1.3 et 1.4).

0.12. Soit X un espace localement compact. Nous noterons A (X)
1'ensemble des mesures de Radon positives sur X et nous munirons ob(X)
de la topologie vague. Soit A une C*-algébre 4 trace continue de spectre
X . D'apres ([12]. th. 1), pour tout T e€€(A) 11 existe vr unique appar-
tenant a Jb(X) tel que, pour tout aeX(A)' , on ait

T(a) = J; Tr a(x].dvr(xl B

et 1'application T +—>» vp est une bijection de ¥(A) sur A(X) (voir

aussi ([32], corol. 2.4)). De plus, on s'’assure facilement que cette bijec-
tion est un homéomorphisme de ¥ (A) sur b(X) .

0.13. Soient A et C dseux C*-algébres. Nous appelons extension de
A par C une suite exacte 0 — A — B —> C -—> 0 de C*-algébres.

Nous disons que deux extensions
0 — A —>B—C —0 et 0 — A —B' —C —0
sont équivalentes s'il existe un isomorphisme B de B sur B' tel que
le diagramme
B
7
0 — A sl\c—>o
\\\* ”/,w
B
soit commutatif. Dans la suite nous dirons "extension” pour "classe d’'équi-
valence d'extension”, et la classe de la suite exactese
0 — A —>B —>C —o0

sera notée plus bridvement B ([3], déf. 4.1). Nous noterons Ext(A,C)

l1'ensemble des extensions de A par C .



13

Nous dirons que deux extensions B et B' de A par C sont faible-
ment équivalentes s'il existe des automorphismes o et 6 de A et C
respectivement et un isomorphisme B de B sur B' tels que le diagram-
me suivant soit commutatif (3], § 5) :

0 —A-—>B-—C —20

al 8l 8)

0 — A —B'—(C —>0

0.14. Soient A et C deux C*-algébres. Dans [3] R.C. Busby a asso-
cié a8 A une C*-algébre fondamentale pour 1'étude de Ext(A,C) . Nous
notons M(A) (comme dans [3]) cette c*-algebre st nous renvoyons a ([3].

§ 2) pour sa définition. D'apreés ([3]. prop. 3.1) A s'identifie canoni-
quement & un idéal bilatére fermé de M(A) , et nous notons I (HA s'il
y a ambigulté) la surjection canonique de M(A) sur M(A)/A . Le résultat
fondamental de [3] est le suivant ([3], th. 4.3) : 1'ensemble
Hom(C,M(A)/A) des homomorphismes de C dans M(A)/A est en bijection
canonique avec Ext(A,C) . Plus précisément, cette bijection fait corres-

pondre 8 Ye Hom(C,M(A)J/A) 1'extension
B = {(mc)eM(A) x C | M(m) = y(cI} .

Nous dirons que B est associée a8 Yy et que y est associé & B . Remarquons
que ﬁ s'identifie & un ouvert de % et & un ouvert de M(A)” . En parti-
culier, si b = (m,c) appartient 38 B , on a b(t) = m(t) pour tout

te A (et évidemment b(t) = c(t) pour tout t eﬁ). Lorsqu'un élément de

B sera écrit (m,c) on sous-entendra que me M(A) , que ceC et que
M(m) = y(c) .

0.15. Soient A une C*-algébre et o wun automorphisme de A . Alors
d'apras ([3]. prop. 3.8) il existe un automorphisme unique o de M(A) et

un automorphisme unique % de M(A)/A tels que le diagramme

0 —m A — M(A) — M(A)/A — O

of T &)

0 — A — M(A) — M(A)/A — O

soit commutatif
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CHAPITRE I

Limites et valeurs d'adhérence d'un filtre

sur le spectre d'une C*-algébre

I.17. Norme et topologie sur le spectre d'une C*-algébre.

Dans le paragraphe I.1, nous entendrons par représentation d'une

C*-algébre A  un homomorphisme de A dans une C*—algébre quelconque.

I.1.1. DEFINITION. Scient A une C*—algébre, w une partie de ﬁ

et aeA . On dira que a est porté par w si 1l'ensemble

{x ¢ A | atx) # 0}

est contenu dans w .

I.1.2. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre. T wun ensemble de re-
présentations de A et © wun filtre sur T . Notons f 1'application
de T dans F(A) définie par (t) = A(t)" pour tout teT

(i) Un fermé F de ﬁ est limite de f suivant O dans i%ﬁ)

munli de la topologie sousfellienne si et seulement si on a

sup latx)|| < 1im inft'o [[acty]

xeF

pour tout ae€aA

(11i) Soit F 1'ensemble des x eﬁ tels que, pour tout voisinage w

£.0 latt)| # o
4 ~
Alors F est le plus grand élément de l'ensemble des fermés de A qui

gg x , 11 existe aeA porté par w pour lequel lim inf

sont limites de f suivant © dans ﬁﬁﬁl muni de la topologie sousfel-

lienne.
DEMONSTRATION DE (1). Supposons que
sup_ ¢ fatx) ]| < 1im inf, o lace)|

N
pour tout aeA . Soit w un ouvert de A tel que wNF # ﬂ . Il existe
aeA , porté par w , tel que SUP .k “a[x]u # 0 et donc
lim inf, o |
appartenant & un élément V de ©O et donc que A(t)"Nw # ¢ si tev .

|att)|| # 0 . Ceci entralne que alt) est non nul pour tout t

Supposons maintenant que F est limite de f suivant © dans
f(ﬂ) muni de la topologie sousfellienne. Soit aeA . Soient A E€R tel
que sup,_, latxy] > 2, et w = {xeA | Jatx)|| > A} 0On a évidemment
wNF # @ et donc 11 existe VeEO tel que F(V) C {F'e F(A) | FrNw #4}.

Si tev on a Jatt)] = SUP. £ (t) [atx)] > A d’od 1im inft’e"a(t]“ > 2.
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Ceci entraine gue s |alx)] < 1im inf [att)] .

UPer | t.0 |

DEMONSTRATION DE (ii). Soit w un ouvert de ; tel que wNF #‘ﬂ .
I1 existe a porté par w tel que 1lim inft,@ latt)] # 0 . On en déduit
l'existence de Ve O tel que A(t)"Nw #ﬂ si tew , ce qui prouve que
F est une limite de f suivant © dans ?TR] muni de la topologie sous-
fellienne. Supposons l'existence d'une limite F' telle que F'gZF .
Soient x'€F' - F et w un voisinage de x' . Prenons ae€A porté par

w tel que a(x') # 0 ., D’'apres (i), on a

lim inf [att)] > sup fatx)]| > [latx")| # 0 .

£.0 |

Alors x' appartient @ F , ce qui est absurde.

xeF '

I.1.3. PROPOSITION. On conserve les notations de la proposition
I.1.2.

(1) Un fermé F de A est limite de f suivant O dans f[ﬁ)

muni de la topologie surfellienne si et seulement si on a

sup p [latx)] > 14m suP, o latty]
pour tout ac€A .

(ii) Soit F 1'ensemble des xé€ ﬁ tels que, pour tout voisinage w

de x , 11 existe a €A porté par w pour lequel 1im sup, o [actr]] # o .
’ ~

Alors F est le plus petit é€lément de l'ensemble des fermés de A qui

sont limites de f suivant ©O dans 3&3] muni de la topologie surfel-

lienne.

DEMONSTRATION DE (i). Supposons que sup . latx) ] > 1im sup, e"a(t)"
pour tout a€A . Soit K wune partie quasi-compacte de A telle que
KNF = f et montrons l'existence de V&EO tel que

FIV) C {Fre F(A) | FPNK =g} .
Supposons au contraire que, pour tout VeO , i1 existe t, €V tel que

Vv
FlEINK # @ . Choisissons xy € (£, IJNK et soit x_ €K une valeur d'a-
dhérence de la famille (xv)Vee

aeA tel que [lalx )] =1 et sup [atx)|| = 0, d’od
1im sup, o fatt)]] = 0 . Il existe alors V, €0 tel que [alt)| < 1/2 si
’

suivant © . Puisque x0¢ F , 11 existe

teVv, . D'autre part, 11 existe V,€ © , contenu dans V; , tel que xV2
N
appartienne au voisinage {xe A | |Ja(x)] > 1/2} de x, - Ceci est absurde

puisqu'on a "a[tvz)" > ”a[xvzlﬂ .

Supposons maintenant que F est limite de f suivant © dans
?ﬁﬁ) muni de la topologie surfellienne. Soient ae€eA et XeR tels que
A > sup . [a(x)||. Appelons K 1’ensemble quasi-compact

{(xeh | lax)] > 2} .

On a FNK = ¢ et donc 11 existe VeO® tel que
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FV CH{FreFR) | Frnk =gy .

Or, si f(tJNK =g , on a [Ja(x)]] < A pour tout xecf(t) et donc
Jatt)] < A . I1 en résulte que SUP oy "a(t]" < A, d'ol

1im supPy o lact)] < 2

Ceci entraine que 1lim supy o ﬂa(t]" < sup ¢ "a(x]" .

DEMONSTRATION DE (ii). Montrons que F est limite de Ff suivant 0
dans ﬁ%ﬁ) muni de la topologie surfellienne. Soit K une partie quasi-
compacte ds A telle que KNF = ﬁ . Supposons que pour tout Ve©O il
existe ~tve V tel que f(tV]f\K # ¢ . Prenons Xy ef(tV][\K et soit
X, € K une valeur d'adhérence de (x ]Vee . Il existe alors ae€A tel que
flatx 3| =1 et 1im suPy o late)] = 0, car x,#F . On termine comme dans

la démonstration de (i) pour obtenir une contradiction.

A
Supposons 1'existence d'une limite F' de f suivant © dans <F(A)
muni de la topologie surfellienne, telle que F'¢F’. Soient x'€ F - F'
et ® un voisinage de x°’ tel que WNF' = ¢ . Pour tout ae€A , porté
par w , on a
0 = sup_ ., latx3]| > 1im sup, o lactr] .

ce qui est absurde puisque x'€F .
I.1.4. COROLLAIRE. On conserve les notations de la propoesition

I.1.2. Un fermé F de 3 est limite de f suivant ©O dans qﬁﬁ) muni

de la topologie fellienne si et ssulement si on a

s Jatx)|| = 1im Jact)]

UPyeF | t.Oi

pour tout aeA .
Cela résulte des propositions I.1.2.et I.1.3.
I.1.5. COROLLAIRE. Soient A une C*-algébra et T wun ensemble de

représentations de A , muni d'une topologie. Appelons f 1la fonction de
T dans 5(2] telle que f(t) = A(t)” pour tout teT . Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) f est s.c.i. (resp. s.c.s., resp. continue) de T dans gﬁﬁ) 3
(11) pour tout aecA , la fonction t+ ||a(t)]| est s.c.i. (resp. s.

c.s8., resp. continue).

Démontrons le corollaire dans le cas de la semi-continuité inférieu-
re. Soit toe T . D'aprés la proposition I.1.2, f(tol est une limite,
lorsque t tend vers to , de f dans ﬁ[a] muni de la topologie sous-
fellienne si et ssulement si on a

y et < 1im in¢ [lacey]
o

s”pxef(to tet

pour tout ae€eA , c’est-3-dire si et seulement si on a
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fate D) < 1im inft_’to fater]
pour tout ae€A .
I.1.6. Soilent A une C*-algébre et aeA . On note Sp'a 1le spec-
tre de a dans la C*-algébre déduite de A par adjonction d'une unité.

COROLLAIRE. Soient A une C*:algébre, T wun ensemble de représenta-
tions de A et © un filtre sur T . Soient F wun fermé de R et a

un élément hermitien de A tels que, pour toute fonction continue ¢ 23
R dans R nulle en 0, on ait 1lim o l@car ctyf = SUP, ¢ lpay o]
Appelons I 1'idéal bilatdre fermé de A tel que (A/I)" = F , et s li

surjection canonique de A sur A/I ., Alors on a limt 0 Sp'a(t) = Sp's(a)

dans <(R) muni de la topologie fellienne.

Soit C 1la C*-algébre commutative engendrée par a . Pour tout
ceC on 11mt.e et st = squeSLC]AHC[XJ" . Il résulte alors de
I.1.4 que limt'o c(t)” As[C)" dans &(C) muni de la topologie fellien-
ne. D'autre part Sp'a = CU{0} est un fermé de R , et donc la topologie
fellienne de 316 U{0}) est induite par 1la tdpologis fellienne de ‘f(R] .
c(t)~y{o}l = s(c)~U{0} dans F(R)
Sp'a(t) = Sp’'s(a).

Il en résulte facilement qu'on a limt 0

muni de la topologie fellienne, c'est-a-dire que limt )

I.1.7. LEMME. Soient T un espace localement quasi-compact et 0
un filtre sur T . Notons g 1'application de T dans <(T) telle qus
g(t) = {t} pour tout teT .

(i) L’'ensemble fermé Fo des limites de © est le plus grand &16-
ment de 1'ensemble des limites de g suivant © dans <(T) muni de la

topologie sousfellienne.

(ii) L'ensemble fermé F,; des valeurs d'adhérence de © &est le
plus psetit &lément de l'ensemble des limites de g suivant O dans (T)

muni de la topologie surfellienne.

La démonstration ne présente pas de difficulté. Nous nous contente-
rons de prouver (ii). Prenons une partie quasi-compacte K de T telle
que KNF,; = f . Pour tout teK il existe un voisinage ouvert de t

t

et un élément Vt de © tels que wtf]vt = ﬁ . Grace & la quasi-compaci-
té de K , on peut trouver un ouvert w contenant K et un &l1ément V€O

tels que wNV = ¢ . Alors, si te€eV , on a g(tlNuw = ¢ , d'od
gV) C {FeFT) | FNK =g} .
Soit maintenant F une limite de g suivant © dans <(T) muni de
la topologie surfellienne et montrons que F;CF . Soient teT - F , et
K un voisinage quasi-compact de t tel que KNF = ﬁ. Il existe VeO
tel que g(V) C {F'e F(T) | FrAK = ¢} , d'ol VNK = ¢ . Ainsi t n'est

pas valeur d'adhérence de 0 ,
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I.17.8. Soit A une C*-algébre. Remarquons que pour tout te A , le
fermé A(t)" west 1'adhérence de t dans A . On déduit alors immédiate-

ment des résultats précédents les corollaires connus suivants [ﬁﬂ, § IT1.9).

A
COROLLAIRE a). Soilent A wune C*—algébre et © wun filtre sur A .

(1) Une partie F de A est contenue dans 1'ensemble des limites de

t.0 |att}] pour tout

O si et seulement si on a sup .. latt)] < 1im inf
aeA . L'ensemble des limites de © &est 1l'ensemble des x sz tels que,

pour tout voisinage ¢ de x , 11 existe aeA porté par (¢ pour lequel
1im inf |alt)] #0 .

t.0 |
(ii) Un fermé F de ﬁ contient 1'ensemble des valeurs d'adhérence

de © si et seulement si on a sup, . fact)]] > 1im suPy o |att)]] pour

tout ae€A . L'ensemble des valeurs d'adhérence de © est l'ensemble des

xe A tels que, pour tout voisinage ¢ de x , 11 existe ae€A porté par

w pour lequel 1im sup, o "a[t)" 0 .

~

COROLLAIRE b). Soient A une C*-algébre et © un filtre sur A .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) © converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence;

(ii) pour tout aeA , la fonction t F4>||a[t]" a une limite suivant

0
(1i1) t+—> A(t)” a une 1limite F suivant © dans 9ﬁﬁ) muni de 1la

topologie fellienne.

Supposons (i1i) vérifiée. Alors F est 1'ensemble des limites de 0

et on a limt,e “a(t]" = sUP. g [att)]] pour tout acA .

I.2. Trace et topologie sur le spectre d'une C*—algébre.

A partir de maintenant nous entendrons, comme d'habitude, par repré-

sentation d'une C*-algébre une représentation dans un espace hilbertien.

I.2.1. DEFINITIONS. Soient A une C*—algébre, T un ensemble de re-
présentations de A et © un filtre sur T . Soit @ une fonction défi-

nie sur un élément de © & valeurs dans ]U.+m[ . Nous dirons qu’un

é€lément a de A &est @-encadré suivant © s'il existe VeO tel que

stheV @(t).rg al(t) < +o . Nous dirons simplement que a est encadré sui-

vant @ s8i a est @-encadré suivant © avec =1 .

L'ensemble des éléments de A qul sont @-encadrés suivant © est
un idéal bilatére facial de A que nous noterons E® (ou E®(A,0) en cas
d'ambigulté). L'ensemble des aeA tels que limt'e @(t).rg alt) = 0 est
aussi un idéal bilatére facial de A qui sera noté 2Z® (ou Z®(A,0Q) ).

Remarquons que nous avons Z9CEY et E® = (E®)2 .,
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Nous dirons que A est @-encadrée suivant 0 si EY est dense dans A.

Nous dirons simplement que A est encadrée suivant 0 si A est (p-snca-

drée suivant © avec o= 1.

I.2.2, DEFINITIONS. Soient A une C*—algébre et T un ensemble de

représentations de A . Nous dirons qu'un élément a de A est encadré

sur T si Sup, 7 T8 a(t) < + o , Nous dirons que A est encadrée sur T

si 1'idéal bilatére facial des éléments de A qui sont encadrés sur T

est dense dans A .

Nous dirons gu'une C*-algébre A est uniformément liminaire si elle

”
est encadrée sur A .

Cette derniere notion a été introduite par J.M.G.Fell dans une ré-
daction non publiée (voir aussi [Bﬂ »§2.1). Remarquons qu'une C*-algébre
uniformément liminaire est liminaire. Toute C*—algébre 4 trace continue
est uniformément liminaire (III.3.1). D'autre part, d'aprés ( BB]. lemme
3.4) 1la C*-algébre d'un groupe de Lie réel connexe semi-simple linéaire est

uniformément liminaire.

I.2.3. DEFINITION. Soient A une C*-algébrs et I' wune trace sur

A* . Nous appellerons support de T et nous noterons Supp I'' (ou SuppA T)

1'ensemble fermé des x e R tels que, pour tout voisinage w de x, il exis-

te a e A" porté par w pour lequel on ait T(a) > 0 .

I.2.4. LEMME. Soient A une C*—algébre.r une trace s.c.i. sur A+
et o= A - Supp I' . Pour tout a e A* porté par w on a T(a) = 0 .

Pour tout xew , 11 existe un voisinage ouvert Vx de x, contenu
dans w , tel que, pour a e At porté par Vx , on ait T(a) = 0 . Appelons
a a
I (resp. Ix] 1'idéal bilatére fermé de A tel que I = w (resp.Ix = Vx).
Alors E:xew Ix est un idéal bilatére autoadjoint dense dans I et, pour

ae A’ Ny

I_), ona T(a) = 0. Comme T est s.c.i., on a donc T(a)=0
X€Ww X

pour tout a e I+ .

I.2.5. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre, T un ensemble de re-
présentations de A et © un filtre sur T . Soient @ une fonction définie

sur un élément de O & valeurs dans O, + o[, et D une sous-algébre invo-
lutive de EY telle que :

(i) D est dense dans A ;

(ii) pour tout a e D, la fonction t > @(t).Tr al(t) a une limi-
te suivant 0O .

Il existe une et une seule trace s.c.i. I' sur A+ telle que 1'1i-
déal de définition de T contienne D et telle que :
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1:lmt’e p(t).Tr alt) = T(a)

pour tout a € D . De plus, E? est contenu dans 1'idéal de définition de
(4 =
I' et, pour tout a e E®, on a limt’e @lt).Tr alt) = r(a) .

L'unicité d’'une telle trace résulte évidemment de ([16]. lemme 6.5.3
et proposition 6.4.5).

Soit ©' un ultrafiltre sur T , plus fin que © . Pour tout a e E?, 1a
fonction t > @(t).Tr a(t) est bornée en valeur absolue sur un é&lément

de © ; posons A'(a) = lirnt 0,(()[t].Tr a(t) . Appelons s la fonction défi-

nie sur E%x EY par s(a,b) = A'(ab“] . C'est évidemment une forme sesqui-

linéaire hermitienne positive. Pour tous b,c e EY et tout ae€ A on a
s(ab,e) = lim, o, @(t).Tr alt)bltlc(t)™
= im0, @t).Tr blt)c(t)™art) = s(b,a%c) .

De m&me, pour tous a, b e E® , on a s(a,b) = s(b*.a*) 3 pour tout a € A
et tout b e E® on a s(ab,ab) <Hafs(b,b] . Alnsi s satisfalt aux axiomes
(1), (11), (ii1), (4v) de ([16] , déf. 6.2.1) (avec M = E? ). En utilisant
ces axiomes et 1'égalité EY = (E®)2 on prouve, comme dans ( DS]. 6.4.2),
1'existence d'une trace T’ sur A" , s.c.i. et densément définie, telle
que F'[aa*] = s(a,a) pour tout a e E?. De plus une telle trace est uni-
que. Montrons maintenant que T' ne dépend pas de ©' . Soient ©" un au-
tre ultrafiltre plus fin que © , et T" la trace s.c.i. sur A*. densé-
ment définie, construite (comme précédemment) & partir de O". Les 1idéaux
de définition de T' et I'" contiennent E¥, et on a- r‘yp =rnjo . I1 ré-
sulte alors de ( BB]. lemme 6.5.3 et prop. 6.4.5) que T' =T" . Ainsi
pour tout a e EY on a limt‘eqxt).Tr a(t) =T'(a) . Ceci acheéve la démons-
tration de la proposition.

I.2.6. Pour tout € > 0 , nous noterons gs la fonction continue de
R dans [0. + o[ définie comme suit :

ge(tJ = 0si t< €3 ge(t] =t si t2> 2; g 1linéaire sur [e. 26] .

Conservons 1les notations de I.2.1 et, pour tout a ¢ }“A)’ » suppﬁaons
que t v+r—> @(t).Tr al(t) ait une limite finie. Pour tout € > 0 et tout
te T, ona €.rg ge[a)(tl € Tr a(t) . Il en résulte que geta) € EY pour
tout ae H(A)' et tout € > 0 . Comme on a lge(a] - a] € €, on en déduit
que EY est dense dans A (voir aussi ([32], lemme 2.2)). On a donc
H(A) C E¥ et on peut alors appliquer la proposition I.2.5 avec D =X (A).

I.2.7. Pour que la proposition I.2.5 soit valable, 11 est essentiel
que D soit contenu dans g® , comme le prouve l'exemple suivant. Prenons
A = 8'(]0.1]) . Appelons a, 1'élément x > x de A , et D 1l'algebre

involutive engendrée par a, ; alors D est dense dans A . Soient H un



21

espace hilbertien de dimension )ﬁet (eiJieN une base orthonormale de H .
0 1
A tout entier n » 0 associons la représentation a —> g% a[E;T) Peq

de A et notons-1la tn . Soient T = {tn | ne N} et O 1le filtre des

complémentaires des parties finies de T . Enfin, soit ¢ 1la fonction
Do 1,1

tn — [;g% E:T] . On a limtn ’e@(tn].rg aottn) = +o , donc D n'est

pas contenu dans E?. D'autre part, les éléments de HX(A) sont encadrés

suivant © ; il en résulte que X(A) C z% ¢ E® et donc que
limtn .eqltn).Tr a(tn] = 0 pour tout a e WK(A) . La seule trace s.c.i. T

+*
= L4
sur A telle que limtn 'ethn).Tr a[tn) T'(a) pour tout a e E est

donc la trace nulle. On a 1imtn 'e¢[tn).Tr ao[tn] =1 #0 = Tla,) .

I.2.8. PROPOSITION. On conserve les notations de la proposition I.2.5.

Soit F le support de I . Alors, pour tout a € A on a

s |al(x)]¢ 1im 1nft'e"a(t)" .

queFl

D'aprés la proposition I.1.2 (i), 11 suffit de montrer que F est
une limite suivant © de t —> A(t)" dans F(A) muni de la topologie
sousfellienne. Soit @ wun ouvert de A tel que w N F # & . Prenons
a € E* , porté par ® , tel que T(a) # 0 . Comme T(a) = limt.GQ(tJ.Tr alt)
i1 existe V € @ tel que Tr alt) # 0 sur V . On a évidemment a(t) # O
si tevV , et donc Alt) " Nuw # & .

I.2.9. LEMME. Soient H un espace hilbertien, ne N st a e £(H)
tels que rg a g n . Soient o > O et b un opérateur hermitien tels que
la - bl @ . Alors Sp'b N Ja, *+o[ posséde au plys n points, multiplici-
tés comprises.

Supposons que b ne vérifie pas la condition énoncée. Alors on peut

construire n+1 vecteurs unitaires x1,...,xrl+1

deux orthogonaux ainsi que les vecteurs bx,,...,bx

appartenant a8 H deux a

, tels que "bx1|> a

1 n+1
pour 1 = 1,...n+1. Montrons que les vecteurs ax1,...,axn41 sont indépen-
dants. Sinon i1 existe des nombres complexes Hyrereologg, tels que

n+1 2 n+1
S luil =1 et Y. ujax; = 0 . On a alors d'une part
1 . 1

n+1 n+1
(b - a)( z; ugxy) = %: uybxy

~

d'ol n+1 n+1
Jeoo - a][; uyx g g2 ;"pibxillz > a?,

. n+1
et d'autre part [(b - a)( 2. uixi)ﬂ< a , ce qui est absurde. On en déduit
’ 1

rg a » n+1 , ce qui est contraire a 1'hypothése.
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I.2.10. LEMME. Soient A une C*-algébre, T un ensemble de repré-
sentations de A gﬁ © wun filtre sur T . Soit @ une fonction définie

sur un élément de O & valeurs dans ]0,+®[ . Pour tout be(E®)* (resp.
(Z%)" ) et tout € >0, on a ge(b]e E? (resp. z¢ ).

Démontrons le lemme en supposant b e[ET]+ . Soit € > 0 , et prenons
acE? tel que |la - b]l « € . D’aprés le lemme I.2.9, 11 existe Ve O tel
que, pour tout te€V , l'ensemble (Sp’'b(t))N]e,+o[ posséde au plus
rg alt) points, multiplicités comprises. Il en résulte que ge(b] est
® -encadré suivant 0

I.2.11. On démontre de méme le résultat suivant. Soient A wune
C*-algébre et T un ensemble de représentations de A . Soit ae.A+ B
adhérent & 1'idéal des éléments de A qui sont encadrés sur T . Alors,

pour tout € > 0 , 1'élément ge(aJ est encadré sur T .

I.2.12. PROPOSITION. On conserve les hypothéses et les notations de

la proposition I.2.5. Soit ae A+'. On a T(a) = 0 si et seulement si

ae zZ® .

Soit aec(z®)’ . On a TI(a) = limt 0 @(t).Tr al(t) = 0 . Comme T

est s.c.i., on en déduit que T =est nulle sur (?7)+

Soit maintenant ae A+ tel que T(a) = 0 . Supposons que a¢”77 .
Il existe € > 0 tel que la boule fermée de centre a et de rayon € ne

rencontre pas Z¢ . On en déduit que ge[alf Z® , d’'ol
. > .
lim SUP, o @(t).rg ge(a)(t) 0

D'apreés le lemme I.2.10, 1'élément (a) appartient a3 E? (rappelons

_— es2
que, par hypothése, on a E® = A ); d'autre part, pour tout teT , on a

Tr ge/zia](t] > €.7g ge(a](t] . De tout ceci résulte que
F[ge/z(a)) = 11mt’0 Qit).Tr ge/zfa)(t) > €.1lim supt'e¢(t).rg ge[al(t] >0

d'ol T(a) 2 F(ge/zfa]) >0 , ce qui est absurde. Donc a appartient a
7@

I.2.13. PROPOSITION. On conserve toujours les hypothéses et les no-
tations de la proposition I.2.5. Soit F  1le support de T . Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout aeA tel que limt 0 @(t).rg a(t) = 0, on a
podr tour 2. gue ) 20 3
lim, o lact)]| = 0, X
(11) F est la limite suivant © de tr=> A(t)" dans F(A) muni de

la topologie fellienne;

(11i) pour tout aeA , on a limt,O "a(t]" = SUP_.F "a(x)" 3
(iv) pour tout aeA et tout filtre ©O' plus fin que O tels que
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imy o, @(t).rg alt) = 0, on a 1lim ., lactr= o .

D'aprés le corollaire I.1.4, on a (ii) <> (iii) . D'autre part on
a évidemment (iv) = (i) .

(1) = (11i) : Supposons que A posséde la propriété énoncée dans
(i). D'aprés la proposition I.2.8, F est une limite suivant O de
t—> A(t)" dans f(ﬁ] muni de la topologie sousfellienne. Montrons que
F est aussi une limite de t+> A(t)” dans 9&3) muni de la topologie
surfellienne. Soit K une partie quasi-compacte de ﬁ telle que
KNF =@ et prouvons l'existence de Ve ® tel que A(t)"NK =@ sur V .
Sinon, pour tout V€O 1l existe t, €V tel que A(t)"NK # ﬁ ; prenons

v

X,, € A[tvl”/\K et soit X, € K une vealeur d'adhérence de la famille

[XV]VGG suivant © . Montrons que, pour tout ae A vérifiant a(xol # 0,
on a 1lim SUPy o "a(t]"# 0 . Supposons par exemple que "a(xolu =1 . L'en-
semble w = {xeA | Jatx)|| > 1/2} est un voisinage ouvert de x, 3 donc
pour tout VeO® il existe W€ O contenu dans V tel que xwe(n . On a
alors "a[th" > "a[xw)" >1/2 , d'ol  1lim sup, o [att)] > 172 . Comme

x0¢ F , 11 existe un voisinage wo de xo tel que, pour tout ae€EY por-
té par w, » on ait lzl.mt'9 @(t).Tr a(t) = 0 . Choisissons a c(E9)" porté
par w_  tel que "a(xoln = 1 . Appelons f 1la fonction continue positive
sur R qui vaut O si x € 1/2 et 2x-1 si x 2 1/2 . On a

f[a](on # 0 , d'od 1lim supt,e "f(a](t]" >0 . Il en résulte, par hypothe-
. se, que 1lim supt'e ¢@(t).rg fla)(t) # O . Soit maintenant g wune fonction
continue positive sur R qui vaut 1 si x > 1/2 et 0 si x g 1/4 .

On a Tr g(a)(t) » rg f(a)(t) pour tout teT , d'ol

limt'e @(t).Tr glal)(t) > lim sth.O @(t).rg fla)(t) >0 .

Ceci est absurde puisque g(a) appartient 3 EY et est porté par w, -
Ainsi 11 existe V€O tel que A(t)"NK =g sur V .

(1i1) == (iv) : Supposons que A posséde la propfiété énoncée dans
(1i1). Soit ©' wun filtre plus fin que O et supposons qu’'il existe
t.0 [att)]] # 0 et Hm, o, @(t).rg alt) = 0 . On peut
évidemment choisir a hermitien, de sorte que AaA est un 1déal bilatere
autoadjoint de A . Pour tout beAaA on a limt’e, @(t).rg b(t) = 0,
d’'od limt'e, ¢[t].Tr b(t) = 0 gréace a 1'inégalité

Tr b(t) < ||b(t)]|.rg b(t) .

Appelons I 1'adhérence de AaA dans A . Il résulte de la proposition
I.2.5 (appliquée & 1la C*-algébre I , & sa sous-algeébre involutive AaA et
au filtre ©O' ) que limt'e, @(t).Tr b(t) = 0 pour tout beE*NI . Remar-

A
quons que INF n’est pas vide pulisqu'on a

aeA te; que 1lim

sup ¢ latx)] = 1m lactd]] # o .

t,0'
Ainsi tout point de ff\F posséde un voisinage, & savoir 1 , tel que
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@ A
pour tout b €E porté par I on ait

I'(b) = l:tmt‘e @(t).Tr b(t) = lim @(t).Tr b(t) =0 .

t,o'
Ceci est absurde puisque F est le support de T .

I.2.14. DEFINITION. Soient A une C*-algébre, T un ensemble de re-
présentations de A et © wun filtre sur T . Soit @ une fonction défi-

nie sur un élément de © & valeurs dans ]D,#w[ . Nous dirons que A est

bien c?—encadrée suivant 0 si :

(i) A est @-encadrée suivant 0 ;
(ii) pour tout aeA et tout filtre ©O' plus fin que O tels que

Ptt).rg alt) = 0 on a 1lim ., lact) ] = 0 .

1imy e
I.2.15 a). Conservons les notations de I.2.14. Remarquons que A @st
bien (@-encadrée suivant ©® si et seulement si A est bien Q-encadrée

suivant tout filtre plus fin que © .

b). Considérons le cas particulier important ol @ est cons-
tante de valeur 1 . Soient ©' plus fin que © et aeA tels que
limt'e, rg a(t) = 0 . Il existe Ve€©O' sur lequel rg alt) = 0 ; on a donc
limt'e, “a[t)" = 0 . Cela signifie que si A vérifie la condition (1) de
la définition 1.2.14 (c’'est-a-dire si A est encadrée suivant 0O ), alors
A satisfait aussi & la condition (1i).

I.2.16. Soient A une C*Falgébre. T un ensemble de représentations
de A et © un filtre sur T . Supposons que A @est liminaire séparable
et que © a une base dénombrable. Alors on peut montrer qu’'il existe une
fonction @ définie sur un élément de © , & valeurs cans ]D,+w[ , telle
que A soit ?-ercadrée suivant © . Mais nous donnerons un exemple
(VIII.1) o T = A et © converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence
dans ﬁ , et pour lequel i1 n'existe pas de fonction q7 définie sur un
élément de © , a valeurs dans ]0,+W [. telle que A soit bien @-enca-
drée suivant © ( A étant liminaire séparable et © & base dénombrable).

Par contre F. Perdrizet a montré le résultat suivant ([32]. prop.2.11).
Soient A une C*lalgébre liminaire et © un filtre sur ﬁ qui n'a qu'une
saule valeur d'adhérence t, , vers laquelle il converge. Alors 11 existe
une fonction  définie sur un élément de © , a valeurs dans ]0,+w[ ,
telle que lj.mt'e @(t).Tr a(t) = Tr al(t,) pour tout ace ¥.(A) . On déduit
de I.2.6 que A est @ -encadrée suivant O . Il résulte maintenant de la
proposition I.2.13 que A =est bien @-encadrée suivant © .

I.2.17. On déduit de I.2.15 b) et de la proposition I.2.13 la propo-
sition suivante qui généralise ( ﬁaj, th. 2.3).
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PROPOSITION. Soient A une U*-algébre, T un ensemble de représenta-

tions de A fﬁ ® un filtre sur T . On suppose l'existence d'une sous-

-algébre involutive D EE A telle que :

(i) D est dense dans A et tout élément de D est encadré suivant

0

(11) pour tout ae€D , la fonction t +>Tr a(t) a une limite suivant
0 .
Il existe une et une seule trace s.c.i. T sur A* telle que 1'idéal de
définition de T —contienne D et telle que limt,0 Tr a(t) = T'(a) pour

tout aeD . Soit F son support; pour tout ae€A , on a

lm, o latt)] = sup, o fatx)].

I.2.18. Soit A une C*—algébre. Interprétons certains des résultats
qui précedent lorsque T = R . D'aprés le corollaire I.1.8, la proposition
I.2.8 indique que les points du support de T sont des points limites de
© (en conservant les notations de cette proposition). On peut facilement
construire des exemples ol Supp I' est strictement contenu dans 1l'ensemble
des limites de © . La proposition I.2.17 se reformule comme suit. Soilent
A une C*-algébre et © wun filtre sur X . On suppose l'existence d'une

sous-algébre involutive D de A telle que

D est dense dans A et tout &6l1ément de D est encadré suivant 0 ;

pour tout aeD , la fonction t +>Tr a(t) a une limite suivant 03

Alors O converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence et l'ensemble
des limites de © &est le support de la trace I définie dans la proposi-
tion I.2.17.

I.2.19. Avec les hypoth2ses de la proposition I.2.17 on peut préciser
la forme de la trace I . Pour simplifier la rédaction, nous supposerons a
partir de maintenant que T = R . Les raisonnements qui suivent et qui
aboutissent & la démonstration de la proposition I.2.26 sont inspirés
d'une rédaction non plubliée de J.M.G. Fell ol un théoréme voisin de la pro-
position I.2.26 est démontré.

I.2.20. Soient A une C*-algébre et B wune sous-C*—algébre faciale
de A . Soient t wune représentation irréductible de A et K le sous-
-espace sssentiel de tIB . Alors t|B est une représentation irréductible

de B dans K lorsque K # O [[30]. th. 1.3); notons-1la tB et posons

?\B = {teh | B ¢ ker t} . D'apres ([30], th. 1.8), 1'application t+—>tg
A Pa)

est un homéomorphisme de KB sur B . Nous identifierons B au sous-es-

pace ouvsert KB de ﬁ et nous conservons dans la suite les notations qui

viennent d'dtre introduites.
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’

I.2.21. LEMME. Soient A une E*lalgébre, © un filtre sur A EE F
1'ensemble des limites de © . Soit a €A tel qu'il existe Ve® pour le-

quel SUP, .y T8 alt) = n < +o

(i) Soit se€F tel que al(s) # 0 . Alors il existe une sous-C*—algé-

bre faciale B de A contenant a et We@©® tels que :
n
a) W CAB SUPL oy

b) le filtre © n'a qu'un nombre fini de limites dans AB dont s .

et dim tB < 2n 3

(11i) On a sup rg alt) € 2n 3

teF
(1i1) L'ensemble {teF | alt) # 0} west fini.

Démontrons (i). Pour tout te ﬁ notons H(t) 1’espace de la repré-
sentation t . Puisque s est limite de © et que al(s) n'est pas nul,
nous pouvons supposer al(t) # 0 sur V , en restreignant au besoin V .
Choisissons, pour tout teV , un projecteur P(t)e £(H(t)) de rang <« 2n
tel que P(t)a(t)P(t) = a(t) . Appelons B 1la C*-algébre des beA tels
que P(t)b(t)P(t) = b(t) sur V ; c'est une sous-c*—algébre faciale de A.
Elle contient a =et, d'aprés les rappels I.2.20, 3 chaque point teV est
associée une représentation irréductible tB de B , de dimension <« 2n ;
de méme; 4 s correspond la représentatign 'sB de» B . On a ainsi s ¢ ﬁB
et VCAg . Grace a 1’identification de Ap avec B , on déduit de ([18],
lemme 2.4) que © ne peut avoir qu'un nombre fini de limites dans ﬂB .

En particulier, © converge vers s et, toujours d'apres ([18], lemme 2.4),

on a dim SB € 2n . Alors, comme a€B , on a rg als) g dim SB < 2n .

On déduit immédiatement 1'assertion (ii) de ce qui préceéde.

Démontrons (i1ii). Supposons qu'il existe se€F tel que al(s) #'U ;
Alors, en reprenant les notations de (i), 1l'ensemble F(]KB des limites
de 0 apparts:ant a ﬁB est fini. L'ensemble {te F | al(t) # 0} , quil est
contenu dans ABI\F est donc fini.

I.2.22. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre et O un filtre sur
N 2= -
A tel que A soit encadrée suivant © . Alors, pour toute valeur d’adhé-

rence s de @ , la C*-algébre A(s) &est élémentaire.

On peut supposer que s est limite de © . Sinon, il suffit de pren-
dre un filtre @' plus fin que © qui converge vers s . Soient beA et
e >0 . Il existe a€A , encadré suivant 0 , tel que "a - bu <€ . D'a-
prés le lemme I.2.27, al(s) est un opérateur de rang fini; donc b(s) est

un opérateur compact.
.

I.2.23. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre et Q une partie de
dense dans A . Alors A "est uniformément liminaire si et seulement si
est encadré sur Q .

>>

A
Prenons aeA avec rg al(t) = n < +o . Soit s€A - Q . Comme

SUptGQ
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11 existe un filtre sur Q qui converge vers s , on déduit du lemme I.2.
21 que rg als) € 2n . Ainsi, on a stheﬁ rg al(t) € 2n . La proposition
I.2.23 en résulte immédiatement.

I.2.24. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre et © wun filtre sur
ﬁ tel que ‘A soit encadrée suivant O . L'ensemble F des limites de ©

est discret.

Soit seF ., Il existe aeA , encadré suivant O , tel que al(s) # 0.
Reprenons les notations du lemme I.2.21 (i). D'aprés ce lemme, l'ensemble
ABF\F des limites de © appartenant a AB est fini et contient s . On a
ainsi montré que tout point de F posséde un voisinage dans F ne conte-
nant qu'un nombre fini d'éléments. Comme d'autre part les points de F

sont fermés d'aprés la proposition I.2.22, on en déduit que F est discret.

A

I.2.25. LEMME. Soient A une C*-algébre, © un filtre sur A et

B, ,» B, deux sous-C*-algébres faciales de A telles que
(1) AB contient un élément VJ de 0 (3=1,2) ;
J
(ii) SthGVJ dim tB = kj <+ (J=1,2)

Il existe une sous-C*-algébre faciale B; de A , contenant B,UB, , qui

possede les propriétés (i) et (ii) définies précédemment avec j = 3 .

On peut supposer que V; =V, =V , Pour Jj = 1,2 et teV , soit
Pj(t] le projecteur de H(t) (espace de la représentation t ) sur le
sous-espace essentiel de t|BJ . On a, par hypothése, rg Pj[t] < KJ . Pour
tout teV posons Q(t) = sup(P,(t),P,(t)) . Appelons B; 1la C*-algébre
des aeA tels que Q(t)a(t)Q(t) = a(t) sur V . Alors B3 satisfait aux

conditions exigées.

I.2.26. PROPOSITION. Soient A une C*-algébrs et © wun filtre sur

R . Notons F 1'ensemble des limites de © . On suppose l'existence d'une

sous-algebre involutive D de A telle que

(i) D est dense dans A et tout élément de D est encadré suivant

SN
(i1) pour tout aeD , la fonction t+>Tr a(t) a une limite suivant
O .
Alors :
a) pour tout aeA , on a limt'e Jatt)] = SUP, ¢ Jatx) | s
b) 11 existe une fonction m unique de F dans N* telle que
ltl.mt‘0 Tr a(t) = Z:th m(t).Tr a(t) pour tout a encadré suivant 0O .

L'assertion a) a été démontrée dans la proposition I.2.17.

b) Notons E!(A,0) 1'idéal des éléments de A qui sont encadrés
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suivant © . Soit B; une sous-C*—algébre faciale de A telle qu'il exis-

A
1
te V,; €0 avec V,;C ABl et suptevl dim tBl < +o ., On a B;CE"(A,0) et

il résulte de la proposition I.2.5 que limt ) Tr a(t) existe pour tout
~ s

a €B, . D'autre part, ABlf\F est l'ensemble des limites de © dans XB

1

A
et © n'a pas d’'autre valeur d'adhérence dans ABl . Alors, d'apreés ( hB],

A
de Aalf)F dans N* telle que

lemme 2.5), i1 existe une fonction mBl
m l[t].Tr a(t) pour tout aeB; . Soit B, une

1mt’eTr a(t) = Z:tanKBI B

autre sous-C*-algébre faciale de A telle qu'il existe V, €0 avec

1

~ N
<
Vzc:ABz et suptsv2 dim tB2 +o . Notons mBz la fonction de ABZI]F

dans N* définie comme précédemment. Montrons que mB (s8) = mB (s) si
2 1

s € Ff\ﬁsln ﬁsz . Supposons tout d'abord que B;CB, . Soit I 1'idéal bi-
"N
latare fermé de B; tel que (By/I)" = Ag,NF . La c*®-a1gebre B,/I est

liminaire et son spectre est fini; il existe donc be B;/I tel que b(t)=0
si te gsln F - {s} et tel que b(s) soit un projectsur de rang 1. Par

conséquent, il existe aeB; tel que a(t) = 0 si teF - {s} et tel que

a(s) soit un projecteur de rang 1. On a 1imt o Tr a(t) = mg (s) . D'autre
’ 1

part, considérant a comme un élément de B, , on obtient

1lim Tr a(t) = m_ (s) , d'ot m, (s) = mg (s) . Si B, ne contient pas
B, Ba B2

t,0
B, , soit Bj; 1la C*-algébre faciale construite dans le lemme I.2.25; on a,
2(s] . Ainsi m

d'aprés ce qui précéde, m l(5) ne dépend

B B B B

pas de B; et on le note m(s) . Remarquons que m est définie sur tout

(s) = mg (s) = m
1 3

F  car, d'aprés le lemme I.2.21, pour tout teF 11 existe une sous-c*-al-
A

gébre faciale convenable B de A telle que te AB . Soit alors

aeE'(A,0) . Si alt) = 0 pour tout teF , on a

limt,elh[tﬂ]= supteFHa[tﬂ|= o,

d'ol limt 0 Tr a(t) = 0 . Sinon, d'aprés le lemme I.2.21, il existe une

A
sous-c*—algébre faciale B de A contenant a , et WeO tels que WC:AB

et dim t_ < +o , Il résulte de ce qui précede que

SUPtew B

limt 0 Tr a(t) = z: m(t).Tr a(t) = E: m(t).Tr a(t) .

tanKB
L'unicité de m se vérifie immédiatement.

teF

I.3. Filtres sur J(A)"

I.3.1. Soit A une C*-algébre. L'ensemble des aeA  tels que la
fonction t+> Tr a(t) soit finie et continue sur ﬂ est la partie posi-
tive d'un idéal bilatére facial de A ( BB]. 4.5.2). Nous noterons J(A)
1'adhérence de cet idéal dans A . Alors A =est une C*-algébre a trace con-
tinue si et seulement si A = J(A) . D'aprés ( [13], lemme 3.4) pour tout
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te J(A)~ , la C¥-algeébre A(t) est &lémentaire.

I.3.2. DEFINITIONS. Soient H un espace hilbertien et a ¢ IG(H)* .

Soit (a1 reees Qg 5+e+) la suite décroissante des valeurs propres non nul-

les de a , multiplicités comprises. Si cette suite est finie et posséde p

é€léments, posons 0 pour tout re N* . Par abus de langage, nous

®per
dirons que la suite infinie

[aj]JeN* ainsi obtenue est la suite décrois-
sante, multiplicités comprises, des valeurs propres de a .

Soient un espace T et, pour teT , un espace hilbertien H(t) .

Soit a un champ d'opérateurs compacts positifs appartenant a TT g&(H(t)).
teT
la suite décroissante, multiplicités

En chaque point t soit (fJ(tlljew*

comprises, des valeurs propres de al(t) . On dira que les fonctions

tv— f,(t) , avec j eN* , sont les fonctions propres de a sur T .

J

I.3.3. LEMME. Soient A une C*Qalgébre et a eA+ . Les fonctions

propres de t+> a(t) sur J(A)~ sont continues.

Motons (fj)jeN* la suite décroissante des fonctions propres de

t—>a(t) sur J(A)® . D'autre part, pour tout t eJ(A)” , appelons HI(t)

l'espace de la représentation t .

Soit t, € J(A)~ et soient @,B deux réels n'appartenant pas 3
Sp'alt,) tels que O < g < B. Montrons que le nombre de valeurs propres de
alt) contenues dans ]a.B[ est constant au voisinage de t, . Supposons
qu'on ait

f1(t°] PP fp(tol >Bg > f (to) 3 ¢0e > fq[t°] > a > Fq*1[t°) P

p+1
Choisissons deux réels @, et @, tels que fp(tol > B + B8, >B et
fq*1[tel <a - oy <a . D'apres [[13], lemme 3.4) les points de J(A)"

sont séparés (au sens de ([11], § 1)) dans A . Il en résulte que, pour
tout beB , la fonction tr—|b(t)|| est continue sur J(A)"~ ([11], § 1).
Alors, d'aprés le corollaire I.1.6, la fonction t > Sp'al(t) est continue
de J(A)~ dans F(R) . Il existe donc un voisinage ouvert  de t, ,
contenu dans J(A)" , tel que Sp'a(t) N ([B.B8 + B;]U[a - a;.a]) ’1¢ sur
w . Soit g wune fonction continue réelle définie sur R , valant 1 sur
[¢.8] et 0 si t<a-a; etsi t>»B + B, . Alors, si tew , 1'opé-
rateur g(a)(t) west le projecteur de H(t) sur le sous-espace propre de
a(t) correspondant a celles de ses valeurs propres qui appartiennent a
]a.B[ . Comme le lemme 4.1 de [19] reste valable pour une C*-algébre A
quelconque lorsqu'on se restreint & un ouvert contenu dans J(A)" , on en
déduit que tr—~rg g(al(t) est continue sur w et donc que rg gla)(t)
est constant au voisinage de t, .

Montrons la continuité de f en t, . Nous supposerons Jj > 1 et
alt,) #0 .51 J =1 ousi alt,) = 0, la démonstration qui suit s’'adap-
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te facilement. Notons n 1le plus grand entier tel que fn(tol > fJ(tol .
soient Ja,B[ un voisinage de [Fn(tq),ﬂal] et Ja',B'[ un voisinage de

fJ[tol tels que Jo,B[N]a’,8'[ =4 . 0n a

([o.la]] - ([o.8'[U]e.B[)) N spralty) = & .
Si teJ(A)” , notons P(t) 1le projecteur de H(t) sur le sous-espace
propre de al(t) correspondant & celles de ses valeurs propres qui appar-
tiennent a ]a,B[ . Gradce & la continuité en t, de tw> Sp'a(t) et de
t—>rg P(t) , on peut trouver un voisinage w de t, contenu dans J(A)"
tel que

spra(t)C[0,8'[ U Ja,B[ si tew

spralt)N]a',B'[ # § si tew

rg P(t) = rg P(t,) si tew .

Il en résulte que fJ(t]E]a'.B'[ sur W . Ceci achéve la démonstration.

I'3.4. LEMME. Soient X un espace localement quasi-compact, T un
ensemble et © wun filtre sur T . Soit f une fonction de T dans F(X).
Alors nVGO W est la plus petite limite de f suivant © dans
{(X) muni de la topologie surfellienne. En particulier, si f converge

suivant © dans §(X) muni de la topologie fellienne, sa limite est

ﬂv:e Ugey F(ED ©
Posons F = ﬂVee Utev f(t) . Soit K un quasi-compact de X tel
que KNF =¢ . Il existe Ve ® tel que U f(tJNF = g . Ceci entral-

teV
ne que F est une limite de f suivant © dans f(x) muni de la topolo-

gie surfellienne. Supposons 1l'existence d'une limite F; ne contenant pas
F . Soient t, e€eF - F; et w wun voisinage ouvert de t; contenu dans un
quasi-compact K tel que KNF; = 515 . Pour tout V€O , on a

t, € Utev f(t) , d’'ol [Utev fl(E)) N w # ¢ , ce qui entralne

(Utev f(t)) N K ;‘¢ . Cecl est absurde puisque F; est une limite de F
suivant O dans F(X) muni de 1la topologie surfellienne.

I.3.5. LEMME. Soient A une C*-algébre et O wun filtre sur J(A)"

qul posseéde une base formée de parties connexes. Soit ael’\+ tel que

t—> Sp’'a(t) converge vers F suivant O dans FR) muni de la topolo-

gie fellienne. Notons (f,) la suite décroissante des fonctions pro-

3 Jen®
pres de tF>a(t) sur J(A)” . Alors, pour tout Je N* , la fonction f

3
a une limite aJ suivant © et, si a = inf‘J‘.N* .':1J , on a
Fe[o.a]UcU (b .
Soit peN* . Supposons qu’on ait démontré 1l'existence de
:limt'e fJ[t] pour tout J < p . Posons 8 = 1lim sth,O -Fp(t) et
r = lim 1n-Ft G-Fp[t) . Nous allons montrer que r = s , Supposons au contrai-
»

re r <s et vérifions que [r,s] est contenu dans F . Soient une partie
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v

et t;/ € V tel que f‘p(t'V] {r +¢ . Grace & la continuité de fp (lemme

I.3.3) et & la connexité de V , on a [r#e,s-e] C fp[v] . Comme ceci est

valable pour tout € e ]D’s;r[ , on a ]r,s[ C fp[V) , d'ol [r,s]C'Fp[V) .

Enfin, puisque ceci est vrai pour toute partie connexe Ve@ , on obtient
——— , z PN

[r.e] C nv:efpw] . D'aprés le lemme I.3.4, on a nVEOf‘p[V] CF , d'ol 11

résulte que [r,s]C_F . Prenons deux points wu; , up dans IJr,s[ etn >0

connexe V e O , et € e ]0,5—;—9[. Il existe t, & V tel que *Fp(tv) > s-¢g

tel que r < U - N < uy *+n<u -n<uy +n<s . 0n peut trouver W € 0
tel que, pour tout t € W , 1l'opérateur a(t) ait une valeur propre dans
]uz-n,uzﬂ][ et une valeur propre dans ]ul-n.ul*n[ , puisque t > Sp'al(t)
converge vers F suivant © (dans FIR) muni de la topologie fellienne)
et que u; et wu, appartiennent & F . D'autre part, d’'aprés 1l'hypotheése
de récurrence, la fonction -Fp_ converge suivant © vers a -1 > 8 . On

1 P
peut donc supposer -Fp_1(t] >u; +n si te W . De plus, on a

lim inf (t) € r et donc 11 existe t, € W tel que fp”[tw) < Uy-n7.

t,efp+1 W

Ainsi on a

'Fp+1(tw) < U "N < U *+N<uUy -Mm< U +nc«< fp_1(tw] .

Il est donc 1impossible de trouver une valeur propre de a[tw) dans

Juz-n,uz+n[ et une autre dans ]ul-n,ul+n[ . Par conséquent, on a r = s .

Pour tout J e N* posons a limt,efj(f] . La suite (aj)JcN* est

et montrons que [0,a] est

J

évidemment décroissante . Posons q = ianEN*aJ

contenu dans F . On peut évidemment supposer o > O . Soient ee]O.u/Z[

et V une partie connexe appartenant a © . Prenons tV € V ; 11 existe un
’ =
indice 1 tel que fi(tvl < g . D'autre part, on a limt.e-Fi(t] a; 2 a .

I1 existe donc t'v eV tel que fi(t(/J >a - ¢ . On en déduit que

[erae] ¢ £, C U, . spract) .

tev

Comme ceci est valable pour tout ¢ € IO.G/Z[ et pour toute partie connexe
' =

VEO , ona [O'a]CﬂVeeUteVSp a(t) F . Ainsi [O.(!]U (UJeN.{aJ}) est

contenu dans F . Supposons l'existence de y e F tel que
y ¢ o] VU uta

On a par exemple ye]a:“1 , aj[ . Soit n tel que

aJM<y'n<y+n<aJ .
Il existe évidemment Vé&O tel que, si t &€ V , on ait fJ[t] >y +n et
fjmtﬂ <y -mn, dod Spralt)N]y-n.,y+n|
t—>Sp'alt) converge vers F dans ﬁRJ muni de la topologie fellienne.
On obtient ainsi 1'égalité F = [U,G]U(UJeN*{aJ}) .

ﬁ . Cecl est absurde puisque

I.3.6. PROPOSITION. Soient A unse C*-algébre et O wun filtre sur

Ja)® qui posséde une base formée de parties connexes. On suppose que O

converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans A et que l'ensembls
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F des limites de © dans A est discret. De plus, si I désigne 1'i-
déal bilatére fermé de A tel gue (A/I)A = F , on suppose que A/I est

liminaire. Alors A est encadrée suivant ©O et limgeTr a(t) existe

pour tout a € A encadré suivant ©O .

Notons s 1la surjection canonique de A sur A/I . Soient ae KIA]’
et (fJ]JeN' la suite décroissante des fonctions propres de tr—>al(t)
sur J(A)® . D'apréds ([31], corol. 6), s(a) appartient a X(A/I) . On vé-
rifie facilement que 1'idéal bilatére facial des b e A/I , eﬁcadrés sur F
et tels que b(t) = 0 sur F sauf en un nombre fini de points, est dense
dans A/I . On en déduit que s(a)(t) est de rang fini pour tout t e F
et que s(a)(t) = 0 sur F sauf en un nombre fini de points. Il en résul-
te que Sp's(a) = L&eFSp's[a](t] est fini. Par hypothése, on a
limt.enb(t)“ = stheFub(t)“ pour tout b e A ; alors, on déduit du corol-
laire I.1.6 que limt’eSp'a[t] = Sp's(a) dans F(R) muni de la topologie
fellienne. D'aprés le lemme I.3.5, 1lim £,{t) existe pour tout J e N* .

t,0' 3
Posons aJ = limt.efj(t] et o = ianeN'aJ .

sprsta) = [0,a]UCU, aleyb

On a

toujours d'apreés ce lemme, d'ol & = 0 car Sp's(a) est fini. Donnons-
nous € > 0 et soit J, tel que aJo < € . Il existe V € O tel que
fjo(t) < e 81 teV , et donc tel que FJ(t] <e si teVv et J > Jo .
On a la - ge(a]“< € et SUP, T8 gglal(t) € Jo, . Ceci entraine que tout
6l1ément de X(A) est adhérent 3 1'idéal des &léments de A qui sont enca-

drés suivant ©O .

Soit maintenant b & At encadré suivant © , et considérons la suite dé-
croissante [FJ]JeN* des fonctions propres de t+—=b(t) sur JA)”T .1

existe VeO et Jj, tels que fj(t) =0 s1 teV et J 3> Jj, . De

plus, limt.efitt] existe pour tout 1 . On a Tr b(t) = z:JeN*fJ[t) si
Jo
A , -
t e J(A7, d'od limg oTr b(t) JZ‘I m, of (1) < s 00,

I.3.7. La proposition I.3.6 n'est pas vraie si on ne suppose pas que

© a une base formée de parties connexes comme le prouve l'exemple VIII.Z7.
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CHAPITRE II

Extensions localement quasi-compactes d’espaces

localement quasi-compacts

ITI.1. DEFINITIONS. Soient X EE Y deux espaces topologiques. On

appelle extension de X par Y un triplet [Z,¢X.wyl ol Z est un es-

pace topologique, wx un homéomorphisme de X sur une partie ouverte de

Y4 EE wY un homéomorphisme de Y sur la partie fermée Z - wx[x] de Z.

On dit que deux extensions (Z.wX .wY] et (Z'.wi -¢§] de X par Y

sont équivalentes s'il existe un homéomorphisme g de Z sur 2°' tel que

geVy = ¥y st gedy = ¥y

Toute extension (Z',W; .w;) est équivalente & (Z,id,id), od 2
est 1'ensemble XllY (somme ensembliste de X et Y ) muni de la topolo-
gle transportée de celle de Z' par la bijection g telle que g]X = wi
st gIY = W§ . Comme on ne s'intéresse qu'aux classes d'équivalence d'ex-
tensions, on ne considérera que le représentant (Z,id,id) de la classe
de (Z'.wi ,w;) . On le notera plus brigdvement Z et on dira "extension”

pour "classe d'équivalence d’'extension”

II.2. Soient X et Y deux ensembles, et f une application de X
dans 1'ensemble JP(Y) des parties de Y . Pour tout E € 9(Y) on notera
£ 1(E) 1'ensemble des x e X tels que f(x) N E # g .

II.3. PROPOSITION. Soient X; 8t Y deux espaces localement guasi-

compacts, et X wune partie ouverte de X; . Soit f une fonction de X,

dans F(Y) qui posséde les propriétés suivantes

a) f est s.c.i. sur X; - X 3

b) pour toute partie quasi-compacte K 25 Y et tout ouvert g gg

Y contenant K , 11 existe une partie F de X = X contenue dans
f_1'(w) telle que f-1*[K) U F soit quasi-compacte.

Soit 2 l'ensemble des parties 0 ds X1llY qui possédent les proprié-

tés suivantes :
(1) 0N Y est ouvert dans Y ;
(11) 0N XD x N £ *@ny) ,
(111) (0N x) U £ '™ (0NY) est ouvert dans X, .

Alors § est 1'ensemble des ouverts d'uns topologie sur X.lLY qui en

fait une extension localement quasi-compacte de X par Y .

Montrons que Q &est l'ensemble des ouverts d'une topologie sur X.1LY.
Soient 0, et 0, deux éléments de Q ..Alors 0,N0, vérifie évidem-
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ment (i). On a

£ ™w,no0, Ny ¢+ N ™o, N,
d’'od
N -1% =13 -1
XN¥f (0, N0, NYIC XNF (0, NYINF (0, NY)YC (0, NX) N0, NAX)
Ainsi 0; N0, vérifie (1i). Il résulte de la semi-continuité inférieure de
f sur X; - X que f_1*(0;f\02f\Y]f\[X1 - X) est un ouvert de X; - X 3
donc XLJF_1*(01(\02(1Y] est un ouvert de X, . Posons

xU ™o, N0, A Ao, NV o, Ny N, Nx U ™ o,nv .

€
"

wNX = 0, N0, NX et wN(Xy - X) = £ 70,N0NAYVINX, - X) ,

w = (0N 0, NXIVf ™o,no,nY) .

Comme w est 1l'intersection de trois ouverts de X; , on en déduit que

vérifie aussi (i1ii). On s'assure facilement, gréce a 1'égalité

f-1*(LJ(Dif\Y)] = L’f—1*[01f\Y) , qu'une réunion quelconque d'éléments de
i i

Q appartient encore & . Appelons Z(f) 1'espace X]lY muni de la to-
pologie dont § &est 1'ensemble des ouverts; c'est évidemment une extension

de X par Y .

Montrons maintenant que Z(f) est localement quasi-compact. Il suf-
fit de vérifier que tout point yoe Y posséde un systéme fondamental de
voisinages quasi-compacts dans Z(f) . Soit O wun voisinage ouvert de yO
dans Z(f) . L'espace Y étant localement quasi-compact, il existe des
ouverts w; , w, et des quasi-compacts K; , K, de Y tels que
yog W C Ky Cwy €Ky 0NY . Soit F, une partie de X; - X contenue dans

f_1*[w1) telle que f_1*[K2]L)Fz = Fé soit quasi-compact. On a

F* R c s ™ conxUs ™ w,)

donc

0Nx) U+ ™) = xUs ™ wnncenxue ™ onvn
est un voisinage ouvert de Fé dans X; . Soit K un voisinage quasi-com-
pact de Fé dans X; contenu dans (Df\X]LJf-1*[w1] . Nous allons montrer

que (K/\X)\/K; est un voisinage quasi-compact de y0 dans Z(f) (évidem-
ment contenu dans O ). Notons Int(KNX) 1'intérieur de KNX dans X
(ou X; ) et vérifions d'abord que Int(KNX)Uw; est un voisinage ouvert
de Yo dans Z(f) . On a

() Int(KNXIDFINXDF ™k N x> ™wiNx .

D'autre part, comme K est un voisinage de F; dans X; , 11 existe un
ouvert V de X; - X contenant F,N(X; - X) tel que Int(KNX)UV soit
ouvert dans X; . On a

- 1%

VOFAN(X; - XID ¢ (KN (X, - XIDF w)N Xy - X) 5
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d’'ol
(2 Intk NXIUe 10,0 = (Int(kNXIUVI N X UF 0,00 .
Ainsi Int(KNX)Uw, vérifie (ii) d'aprés (1); de plus Int(KNX) Uf-1*(wz)

est ouvert dans X; d'aprés (2), c'est-a-dire que Int(KNX)Uw, vérifie
(1ii).

Montrons que (KNX)JUK; est quasi-compact. Soit (Di)iEI un recou-
vrement ouvert de (KNX)JUK; . Alors [(Oi(\X)L)F-1*(Oif\Y]]1€I constitue
un recouvrement ouvert de (K/\X]L)f-1*[K1] dans X; . Or on a

kN U ™ ko knxaUs ™w,ok . .

Comme K est quasi-compact, i1 existe un recouvrement fini

[Dirf‘X]r=1.....p de (KNX) extrait de .[Uir\X]ieI D’autre part, K,

étant quasi-compact, on peut extraire de (Ui]iEI un recouvrement fini

(o, J__ de K; . Alors les ouverts O, ,...,0, ,0, ,...,0 re-
JS S=1,4+44,Q i1 1p J1 jq

couvrent (KN X)JUK,; . Ceci prouve la quasi-compacité de cet ensemble et

achéve la démonstration de 1la proposition.

IT.4. Conservons les notations de II.3. Pour tout xe€X on a
f(x)Clr;iZ({)ﬂ Y . En effet, soient yef(x) et O un voisinage ouvert
de y dans Z(f) . On a xef_1*[0f\Y]ﬂXCDf\X , d'ol xe0 .

Lorsque X, est quasi-compact, les fonctions s.c.s. de X, dans
F(Y) dont la restriction 2 X1 - X' est continue vérifient les conditions
a) et b) de II.3. En effet, pour tout quasi-compact K de Y , 1l'ensemble
f_1*[K) est fermé dans X; et donc quasi-compact. Dans la suite nous uti-
liserons souvent le cas particulier de II.3 énoncé dans la proposition

II.8. Introduisons auparavant deux définitions.

II.5. DEFINITION. Soient X wun espace localement compact et Y un

espace compact. On appelle compactification de X par Y une extension

compacte de X par Y dans laquelle X est dgnse.

II.6. DEFINITION. Soit X wun espace topologique. On dira que deux

points de X sont séparés dans X s'ils possédent des voilsinages dis-

Joints. On dira qu'un point xe X est séparé dans X si, pour tout point

ye X non adhérent a8 x , les points x 53 y sont séparés dans X
(voir [11], § 1).

II.7. LEMME. Soient X EE Y deux espaces topologiques et Z une

extension de X par Y tels que les points de X soient séparés dans
Z . Notons g 1la fonction de X dans %(Z) telle que g(x) = f:}z pour

tout xeX ; alors g est un homéomorphisme de X sur g(X) .

La fonction g est évidemment ouverte et injective, et sa continuité
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résulte de ([15] , th. 17) .
On pourra donc dans ces conditions identifier X & un sous-espace topo-

logique de F(z) .

II.8. PROPOSITION. Soient X wun espace localement compact, X; une

compactification de X , et Y un espace localement quasi-compact. Soit

f une fonction continue de X1 - X d_aE y'[Y] . Appelons Q 1l'ensemble
des parties O E X1lY qui possddent les propriétés suivantes :
(1) 0 NY est ouvert dans Y ;
(ii) (Cc N X) U ~F-1*(0 N Y) est ouvert dans X; 3

Alors § est l'ensemble des ouverts d'une topologie sur XLy qui en

fait une extension localement quasi-compacte Z(f) de X par Y .De plus:

a) les points de X sont fermés et séparés dans Z(f) ;

b) pour xeX; - X , notons Ox la trace sur X du filtre des voi-
sinages de x dans X; . Alors, dans Z(f) , le filtre ex converge vers
chacune de ses valeurs d'adhérence, et f(x) est 1l'ensemble des limites
de 0, )

c) la fonction g de X, dans FlzZ) telle que g(x) = {x} si
xeX et glx) = f(x) sl xeX; - X est continue .

Notons f' 1la fonction de X; dans F(Y) telle que f'(x) = / si
xeX et f'(x) = f(x) si xeXy — X . Alors f' est une fonction s.c.s.
de X; dans F(Y) dont la restriction & X, - X est continue. D'apras
la remarque II.4, f' satisfait aux conditions a) et b) de II.3. On déduit
alors immédiatement de la proposition II.3 que Q est 1'ensemble des ou-
verts d'une topologie sur XLIY qui en fait une extension localement qua-
si-compacte de X par Y (remarquer que X N f"-1*(E] = / pour toute
partie EC Y ). De plus, on vérifie facilement que les points de X sont
fermés et séparés dans Z(f) .

Démontrons b). Montrons d'abord que tout point yef(x) est limite de

ex . Soit O wun voisinage ouvert de y dans Z(f) , alors

(0nx) U+ ™wny) est un voisinage de x dans X; , et ainsi O0NX ap-
partient a ox . Vérifions maintenant qu'un point ye Z(f) - f(x) n'est
pas valeur d'adhérence de ex . C'est évident s1 ye X et on supposera
donc que yeY . Soit K un voisinage quasi-compact de y dans Y tel
que KNFf(x) = ﬂ , et notons w 1l'intérieur de K dans Y . L'ensemble
~F-1*(K] est fermé dans X; - X et ne contient pas x . Prenons un voisi-
nage ouvert V de -F—1*[K] dans X; et un voisinage W de x dans X,
tels que VO W =/ . L'ensemble (VNX)Uuw est un voisinage de y dans
Z(f) car (VNX) U F-1*(w) =vnNn (XU-F_1*[a))] est ouvert dans X; . Com-
WNX appartient a Ox et (WNX) N ((VNAXIVUy) = f , le point y n'est

pas valeur d'adhérence de ex .

Démontrons c). D'aprés le lemme II.7 et a), la fonction g])( est continue.
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Soit xe€ X; - X 3 gréace a b) et au lemme I.1.7, on a limxh*x x € xg[x')=g(x]
dans F(Z(f)) muni de la topologie fellienne. Alors c) résulte de ([1],

chap. 1,§8, th. 1) .

II.9. Conservons les notations de la proposition II.8. Nous dirons
que Z(f) =est 1'extension de X par Y associée a f , et que Z(F)
est obtenue par 1'intermédiaire de X,; . Remarquons que les fermés de Z(f)
se décrivent simplement de la fagon suivante. Une partie F de Z(f) est

fermée si et seulement si :

(1) FNX est fermée dans X et F/NY est fermée dans Y ;
(i1) FNY contient f(x) pour tout xe€ (X; - X) N FRx 1

Vérifions-le. La condition (i) est évidemment nécessaire pour que F soit
fermé dans Z(f) . Supposons donc que F satisfait a cette condition. A-
lors F est fermé dans Z(f) si et seulement si (X-F{\X]L}f-1*(Y-F(1Y]
est ouvert dans X; . Si (X - F(]X)\)f-1*(Y - FNY) est ouvert dans X, ,
on a évidemment F?TYX’(\f-1*[Y - FNY) = ﬁ . Réciproquement, si
FOx*ine ™y - FAY) =@, on a

(x - FAX) U+ ™y - FAYy) = (x U ¢ 1%

(Y - FOY)) N (X, - FAX 1)

et donc (X - FNX) U f_1*[Y - FNY) est ouvert dans X, . Enfin 1'égalité
FAXSIN+ "y - FAY) = # est équivalente a (1i).

II.10. Soient X un espace localement compact et Y un espace loca-
lement quasi-compact. Nous notons Y[X,Y) 1'ensemble des extensions loca-
lement quasi-compactes Z de X par Y telles que les points de X
soient fermés et séparés dans Z . La proposition II.8 donne un procédé
pour construire des éléments de ¥ (X,Y) . Nous allons maintenant étudier
comment s’'obtiennent tous les éléments de Y(X,Y) (voir corollaire II.12).
Nous nous intéressons d'abord & l'ensemble des extensions Z de X par Y

telles que les points de X soient séparés dans Z .

II.11. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact et Y

un espace localement quasi-compact.

a) Soit f wune fonction s.c.s. de BX dans <F(Y) dont la restric-
tion & BX - X est continue. Appelons Q 1'ensemble des parties O de
xlly telles que :

(1) 0NY est ouvert dans Y ;
(11) (0NX) D XN+ *ony)
(111) (oNx) U f-1*[0(\YJ est ouvert dans PX .
Alors Q est l'ensemble des ouverts d'une topologie sur xLly qui en

fait une extension localement quasi-compacte Z(f) EE X par Y telle

gue les points de X soient séparés dans Z(f) .

b) Soit Z wune extension localement quasi-compacte de X par Y
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telle que les points de X soient séparés dans Z. Notons g le prolonge-

ment continu & BX de la fonction xi—?{_x—}z de X dans F(Z) . On_a
g(x) CY pour tout xeBX - X . Appelons f‘z la fonction de B8X dans

F (Y) telle que f‘Z(x] = g(x)NY pour tout xe€BX . Alors f‘z est s.c.s.

de BX dans S’IY] et sa restriction & B8X - X est continue.

c) Les applications fr=> Z(f) et Zr-—b'l’Z sont des bijections ré-

ciproques entre les deux ensembles suivants :

l'ensemble des fonctions s.c.s. de BX dans <(Y) dont la restric-
tion & BX - X est continue ;

l'ensemble des extensions localement quasi-compactes Z de X par

Y telles que les points de X soient séparés dans Z .

a) D'aprés la proposition II.3 et la remarque II.4, Q est 1l'ensem-
ble des ouverts d'une topologie qui fait de xLly une extension localement
quasi-compacte de X par Y . D'aprés la remarque II.4, pour tout x eX ,
on a -F(x)C.rx—}Z(”f\Y . Montrons qu'ici on a f(x) = {_x_jZ(”(\Y . Soit
ye Y - f(x) et soit K un voisinage quasi-compact de y dans Y tel
que KNF(x) = ;2‘ . Notons V et W des voisinages ouverts disjoints de
x et ~F-1*[K] respectivement dans [3X . Soit w un voisinage ouvert de
y dans Y , contenu dans K . On a £ ¢ £ C W . I1 en résulte
que f-1*(w)ﬂx est contenu dans w_ﬂX et que

WNX) U+ ™) = xxus ™ N

est ouvert dans BX . Ainsi (WNX)Uw est ouvert dans Z(f) . Alors VX
et (WNX)Uw sont deux voisinages disjoints de x et y respectivement
dans Z(f) . Ceci prouve que mZ(f]ﬂY = f(x) et que les points de X
sont séparés dans Z(f) .

bl La continuité de xr—=> {.fx—}z définie sur X résulte du lemme II.7.
Solt x,€ BX - X et montrons que g(x,) est contenu dans Y . Remarquons
que si x; €g(xo)NX , on a gl(x;) = glxe,) . En effet, sinon, prenons
Xx2€ g(Xo) - {xT}z. Par hypothése, 11 existe dans Z des voisinages ouverts
disjoints V; et V2 de x3 et x2 respectivement. On a ViNgix,) #;5
et VaNglxe) # }5 . Comme g(x,) est adhérent & g(X) dans cf[Z] , 11
existe x3e€X tel que g(x3)NVy #$ et glx3)NVy # $, c'est-a-dire tel
gque x3€ V3NV, , ce qui est absurde. Montrons maintenant qu’'on ne peut
avolr gl(x,) = g(x;) . En effet, gIX est un homéomorphisme de X sur g(X)
d’aprés le lemme II.7; alors [voir[22]. lemme 6.11), g(X) - g(X) west 1'i-
mage par g de BX - X et on a donc g(x,) # g(x;)

D’aprés ce qui précede, on a -Fz[xJ = g[x]' pour tout xefBX - X ; d'au-
tre part, s1 xeX , on a -FZ[x]U{x} = g(x) . Comme la topologie fellienne
de F(Y) est induite par la topologie fellienne de F(z) , la fonction
leBX - X est continue de BX - X dans (Y} . Soit K une partie quasi-
compacte de Y .. On a fz(xln K = f‘ si et seulement si g(x)NK =¢; donc
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{x e x l fZ[x]ﬂK = ¢} est ouvert dans BX et f est s.c.s.

c) Conservons les notations de b) et montrons que les ouverts de Z
sont définis & partir de fz par les conditions (1), (ii), (1ii) de a).
Soit 0 un ouvert de Z . Il vérifie évidemment (i). Soit xe X tel que
'FZ[x]f\[DﬂY) ## .0na g(x)ND # 9‘ d'od xe0 ; ceci entraine que
(onx) D xnfz'“'(omr] . Enfin (0ONX) U fz'“‘(o NY) = g ™(0) est ouvert
dans PBX puisque g est s.c.i. Réciproquement, montrons qu’'une partie O

de Z qui vérifie les conditions (i), (1i), (iii) de a) avec f = f est

Z
ouverte dans Z . La condition (iii) entraine que
0Nx = x N tonx) s, Ny
est ouvert dans X et donc dans Z . Il suffit maintenant de vérifier que

0 est voisinage de chaque point de O0NY . Supposons l'existence de ye 0NY,
non intérieur &8 0 . Comme ONY est ouvert dans Y , tout voisinage V
de y dans Z rencontre X - 0N X . Soit x, eV N (X - 0NX) . Dans

BX - (0NX U fz-1*(0 NY)) , la famille (va , indexée par l'ensemble fil-
trant des voisinages de y dans Z , admet une valeur d'adhérence x, . On
a glxe,)NO = ¢ . I1 existe donc un voisinage quasi-compact K de y dans
Z tel que KNglx,) = ﬁ . Comme w = {xeﬁx l g(x)NK = ¢J est un voisi-
nage de X, , 11 existe un voisinage W de y dans Z , contenu dans K ,
tel que X ew . c'est-a-dire tel que g[xw]f\K = ¢ , ce qui est absurde
puisque Xy € g(xw)ﬂw C g(xw]f\K . Alnsi 0 w@est ouvert dans Z .

Soit f une fonction s.c.s. de BX dans F(Y) dont la restriction a
BX - X west continue. Pour achever la démonstration de c) 11 faut montrer
Il résulte de la démonstration

que f = Nous poserons f' =

freey - free) -
de a) que f(x) = Yn{x_}zlf)pour tout xe&eX , d'ol *FIX = f"|X . D'apreés le
début de la démonstration de c) les fonctions f et f' déterminent tou-
tes deux la topologie de Z(f) de la fagon décrite dans a). Supposons
qu’'il existe xeBX - X et yeY tels que yef'(x) - f(x) . Soit w

un voisinage ouvert de y dans Y contenu dans un quasi-compact K de Y
tel que KNFf(x) = . Posons W = {teBX | fF(t)NK =g} . Alors W est
un ouvert de BX 3 de plus on a wnf-‘I*(m] =¢ et xewﬁf'_1*(m] . Soit
U un voisinage compact de x dans BX contenu dans W . Alors

(X - U) Uw est ouvert dans Z(f) : on a xNe ™ e x - U, et

(x -u) v ~F_1*[w) = (Bx - U) N (XUF—1*(wJ] est ouvert dans BX . Il en
résulte que (X - U) V f"-1*[wl est ouvert dans B8X et donc que

uniax -u v f'_1*(m]] est un voisinage de x dans BX . Ceci est ab-
surde car ce voisinage ne réncontre pas X . On a donc f'(x) C f(x) . De
mé&me, on montre que f(x) ¢ f'(x) , d'od f(x) = f'(x) pour tout xeBX -X
et donc pour tout x e BX .

II.12. COROLLAIRE. Soient X un espace localement compact et Y un

espace localement quasi-compact.
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a) Soit Ze Y(X,Y). La fonction g : x —>{x} de X dans Fl(z) est
continue. Pour xe&BX - X , posons f;(x] = lim, . ciex 8(x')  (dans
F(z) muni de la topologie fellienne). Alors f% est une fonction continue
de BX - X dans FY) cH2)

b) Pour tout f e &(BX - X, F(Y)) notons Z(f) 1'élément de H(X,Y)
associé & f (voir II.8). Alors fe~——>Z(f) et Z+—> f; sont des bijec-
tions réciproques de £(BX - X, FIY)) sur Z(X,Y) et de H(X,Y) sur

gigx - X, FY)1) .

L'assertion a) résulte immédiatement de la proposition II.11.b) en
remarquant que {x} = =3¢ .

b) Soit Z une extension localement quasi-compacte de X par Y telle
que les points de X soient séparés dans Z . Soit fz la fonction s.c.s.
de BX dans ﬂﬁY] dont la restriction & PBX - X est continue qul a été
associée 8 Z dans la proposition II.11.b). Pour xg¢ X on a
fz(x] = f;izf\Y 3 donc les points de X sont fermés dans Z si et seule-
ment si fz(x] =4¢ pour tout xeX . Comme on a FZIBX - X = f! 1la con-

V4
clusion résulte immédiatement de la proposition II.11.c).

II1.13. Conservons les notations de II.12. Nous dirons parfois que fi

est associée & Z .

IT.14. COROLLAIRE. Soient X et Y deux espaces localement compacts

L'ensemble des extensions localement compactes de X par Y est en bijec-

tion avec l'ensemble des couples (w,f) , ol w désigne un ouvert de

BX - X et f une fonction continue de w dans Y telle que, pour tout

compact K de Y, f_1[K] soit compact. Cette bijection associe au cou-

ple (w,f) 1'extension Z(w,f) suivante : Z(w,f) est l’'espace X1llY mu -
ni de la topologie pour laquelle une partie O EE X1lY est ouverte si et

seulement si :
(i) 0NY est ouvert dans Y ;
(11) (0NX) U £ '(0NY) est ouvert dans BX .

Ce corollaire ne sera pas utilisé dans la suite. Sa démonstration ne

présente pas de difficulté et nous 1l'omettrons.

II.15. On déduit facilement du corollaire II.14 le corollaire connu

suivant (voir par exemple [26]).

COROLLAIRE. Soient X un espace localement compact et Y un espace

compact. L'ensemble des compactifications de X par Y est en bijection

avec l’'ensemble des fonctions continues de B8X - X sur Y . La compactifi-

cation Z associée a une fonction continue h de BX - X sur Y est dé-

finie de la fagon suivante. Notons T 1a fonction de BX sur XllY telle
que h(x) = x si xeX et h(x) = h({x) si xeBX - X , et notons @
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la relation d'équivalence h(x) = h(x') définie sur BX . Alors 2Z est
1'espace topologique quotient de BX par @ .

Ii.16. Soient X un espace localement compact et X1 une compacti-
fication de X . On notera hx X1 la fonction continue de BX - X sur
X1 - X associée a cette compactification d'aprés le corollaire II.15. On

notera hX,Xl la fonction de BX sur X3 telle que hX.Xl(X] = x si

x€eX et hX,X1(XJ = hX,X1(XJ si xeBX - X . On notera plus simplement

h et h ces fonctions s'il n'y a pas d'ambigulIté sur les espaces X et X;.

IT1.17. Soient X un espace localement compact et Comp(X) l1'ensem-
ble de ses compactifications. S1 X; et X2 appartiennent & Comp(X)
posons X3 € X2 s'il existe une fonction continue Q de X2 sur X,
telle que @(x) = x pour xeX . Cette relation est une relation d'ordre
sur Comp(X) . L'espace i est le plus petit élément de Comp(X] et, d'a-

prés le corollaire II.15, 1'espace BX est son plus grand é&lément.

II.18. Soient X un espace localement compact, X; et X, deux
compactifications de X telles X; € X2 , et @ 1la fonction continue de
X2 sur X3 telle que @P(x) = x si xeX . D'apres ( PZ]. lemme 6.11),

Q' = ¢|Xz - X est continue de X, - X sur X; - X . Soit Y un espace
localement quasi-compact, f e B(X; - X, F(Y)) et Z € Y(X,Y) . On s'assu-
re facilement que Z est associé &3 f s8i et seulement si Z est associé
a fe@' e BlX, - X, FY)) .

II.19. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, Y un

espace localement quasi-compact et Z e $(X,Y) . Identifions canoniquement

X & un sous-espace topologique de &(z) (voir II.7). L'ensemble des com-
pactifications X, de X telles que Z soit obtenu par 1'intermédiaire
de X; (voir II.9) posséde un plus petit €lément, & savoir 1'adhérence de

X dans G1Z) .

Soient X, une compactification de X et f, ef(X; - X, FLY)) tel-
le que Z soit associée & f, . Soit g, 1la fonction de X, dans F(Z)
telle que g;(x) = x (identifié a {x} ) si xe X et g;(x) = f;(x) si
x €Xy; - X . D'aprés la proposition II.8.c), g, est continue. Posons

X' = g1(X;) 3 alors X' est compact et c'est 1'adhérence de X dans

9?2) . De plus, d'apres ([22], lemme 6.11), on a gi(X; - X) = X' - X .
I1 en résulte que X est ouvert dans X' et que X' - XC QﬁY) C 9%2] .
On a évidemment X; » X' . Notons f' 1'injection canonique de X' - X
dans iftY) . Comme f,; = f'.[g;|xl - X) , 1'extension Z est associée 2
f' (voir II.18).

II.20. Indiquons un procédé pour construire des é€léménts de S(X,Y) «

PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, Y un espace




42

localement quasi-compact et 1 une fonction continue de X dans MY) .
Soit Q 1l'ensemble des parties O 23 x1lly telles que

.

(1) 0NX est ouvert dans X et ONY est ouvert dans Y ;

(1i) pour tout yeONY , il existe un voisinage V de y dans Y ,

contenu dans 0ANY , et un compact K _cl_e X tels que
x - kN1 ™) conx .

ﬂir_s_ Q est l'ensemble des ouverts d’'une topologie sur XJIlY qui en fait
un élément Z de Q(X,Y) . En outre, si on note 1' 1le prolongement con-
tinu de 1 & BX , 1l'sspace Z est 1'élément de $(X,Y) associé a

fo= 1'|BX - X

Notons 2Z(f) 1'élément de ¢¥(X,Y) associé & F . Soit 0 un ouvert
de Z(f) . Il vérifie (i) . Soit ye O0NY et prenons un voisinage quasi-’
compact V de y dans Y ,contenu dans ONY ; alors 1'_1*(V) est un
compact de BX . Posons K = 1'_1*(V) - ((oNx) v f-1*(0 NY)) 3 c'est une
partie compacte de X telle que (X - KJ(\I-1*(V] C 0NX . Ainsi 0 véri-
fie (i1ii). Soit maintenant Oe et montrons que ( 0 NX) U-F—1*(OK\YJ est
ouvert dans B8X . Il suffit de montrer que cet ensemble est voisinage de
chacun des points de f‘-1*(0/\YJ . Soient zg*F-1*[0 NnY) et yeflz)NO .
Prenons un voisinage V de y dans Y , contenu dans O0/NY , et un com-
pact K de X tels que (X - K) N 1-1*[V) C 0NX . Alors
1’-1*[V) N (BX - K) est un voisinage de =z dans BgX contenu dans
(0Nx) U £ wnNyY) , ce qui achdve la démonstration.

II.21. Conservons les notations de la proposition II.20. La topologie
de Z s'interpréte de la fagon suivante. Notons ‘.7;(Y) l'ensemble des
fermés de Y muni de la topologie sousfellienne. L'espace Y est homéo-
morphe & un sous-espace de 9:(Y] par 1'application qui a8 yeY fait cor-
respondre {y_}Y 3 en effet, pour tout ouvert w de Y , on a {—ﬁYnm # /
si et seulement s1 yew . On identifie ainsi Y ,a son image dans ‘J’:(Y] .
Notons G 1le graphe de 1 dans X x 9;(Y) et 7' le sous-espace
GU({x_} x Y) de 1'espace produit X x fF;[Y) , od x_ désigne le point 2
1'infini de X . Alors la fonction @ de Z sur Z' telle que
P(x) = (x,1(x)) 81 xeX et CQly) = (x, »y) si yeY est un homéomor-
phisme de Z sur Z' muni de la topologie induite par celle de X x 5;[Y)
Soit yeY . Prouvons la continuité de @ en Y . Soit V x W un voisina-
ge ouvert de (xw ,y) et montrons que CP-1[V x W) est ouvert dans. Z . On
peut supposer qu’'il existe un ouvert w de Y tel que

W {FeTY) | Faw £ £}

alors C?-1[V X W) = [1-1*[w)/\V]Um . Comme X -V =X -V est compact,

1'ensemble (1-1*‘[(»)[\ V}Uw satisfait & la condition (1i) de la proposi-
tion II.20, C'est donc un ouvert de Z puisqu'il satisfait évidemment & 1la



43

condition (1). Montrons que CP—1 est continue au point (x_ ,y) . Soit O
un ouvert de Z contenant y . Il existe un voisinage w de y dans Y
contenu dans ONY , et un compact K de X tels que

-1

(X - KJN1 (w)ConNx .
Posons W = {Fe FIY) | FNw # #} . Alors on a (9-1[(.)(' - K) x W) €0 . Ain-
si (p_1 est continue en (x_ ,y) . Comme q9|X est évidemment un homéo-

morphisme de X sur G , la démonstration est achevée.

Ce résultat généralise le théoréme de [35] .

II.22. Remarquons que tout é&lément de ¢(X,Y) ne s'obtient pas de
la fagon décrite dans la proposition II.20. Il suffit pour cela de prouver
qu'une fonction continue de BX - X dans F(Y) ne se prolonge pas tou-
jours en une fonction continue de BX dans FLY) . Prenons X = N et
Y = BN - N ; soit f 1la fonction de BN - N dans ﬁBN - N) telle que
f(x) = {x} pour tout xe BN - N . Supposons que f se prolonge en une
fonction continue de BN dans F(BN - N) , notée encore f . L'ensemble
{xenN | flx) =f} est un fermé de BN disjoint de BN - N , et on peut
donc supposer que cet ensemble est vide. Pour tout x €eBN choisissons un
point g(x) appartenant &8 f(x) . Montrons que la fonction g de BN
dans BN - N ainsi définie est continue. Il suffit de prouver la continui-
té en chaque point xePBN - N . Soit w wun voisinage ouvert de x dans
BN - N . Alors l’'ensemble {x'€BN | f(x') N ((BN - N) - w) =P} est un
voisinage de x dans BN et, sur ce voisinage, on a g(x') €ef(x')Cw .
Ainsi g est une rétraction de BN sur BN - N . Mais, d'aprés ([5], th.
2.7), 11 n'existe pas de rétraction de BN sur BN - N .
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CHAPITRE III

L'extension L(A)

Pour toute C*-algébre A & spectre séparé nous allons introduire et
étudier dans ce chapitre une extension de A qui est fondamentale pour 1la

suite.

III.1. Quelques préliminaires.

III.1.1. Soient T wun espace localement compact et
A4 - ((ACt)), . »A) un champ continu de c*-algebres sur T . Soit eb
1'ensemble des aelA tels gue suptﬁTﬂa(t)H< +o . Munissons E€°H) de 1a
norme |a = sup, ¢ lact)] . Pour cette norme la sous-algébre involutive
€Pw#) de A est une C*-algebre. Soit &£°(k) 1'idéal bilatire fermé des
a sfb(oél tels que "a(t]" tende vers 0 A& 1'infini sur T . Nous dirons
que G"'(dh est la C*-algébre définie par & (voir [15], 10.4.1). Pour
teT , on a évidemment A(t) = {a(t) , ae€°(c£l} 3 nous dirons que A(t)
est la composante de g°#) (et de 06 ) en t . Si B =est une partie de
eb(dé] nous poserons B(t) = {a(t) [ aeB} .

Notons que la structure de €°(dh est assez bien connue (en particulier
son spectre est connu) dé&s que les composantes A(t) sont connues (voir
[19]. s1.2).

III.1.2. LEMME. Soient T un espace localement compact et ()t' un
champ continu de C*-algébres sur T . Soit B wune sous-C*-algébre de
A= E°1h) telle que, pour tout teT , on ait A(t) = B(t) . Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) B = A 3 7
(11) pour tout beB et tout fe€°(T) , le champ t == f(t)b(t)
appartient a8 B .

(1) = (4i1) : évident.

(1i) => (1) : supposons que B satisfait & la condition (ii). Con-
sidérons deux points distincts t; et t, dans T et prenons a;e€A(t;)
et o, &A(tz) . Soient b; et b, deux &léments de B tels que
by(ty) = a1 et ba(t ) = az . Soit fef€P(T) telle que f(ty) = 1 et
f(t2) = 0 et appelons b 1'élément t > f(t)b;(t) + (1 - Ff(t))b,(t) .
Il appartient & B par hypothdse et on a b(t;) = a;y et b(tz) = az . Il
suffit maintenant d'appliquer ([19]. corol. du th. 1.4).
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III.1.3. LEMME. Soient T wun espace localement compact et % un

champ continu de C*~a1gébres sur T . Soit B wune sous-C*-algébre de
€P(#£) telle que, pour tout -beB et tout fel‘,’b[T) , le champ
t+—>f(t)b(t) appartienne 38 B . Il existe un champ continu unique (& iso-

morphisme prés) 3’ EEC*-algébres sur BT tel que @: ar—raIT soit un
isomorphisme de ebtﬁ'] sur B .

Pour tout beB , la fonction Eb définie par Eb[t] = lb[t]l est
continue et bornée sur T ; elle admet donc un prolongement continu a BT
que nous noterons encore g . Pour tout t e€BfT , on a Cb(t) < o] et
bl—rgb(t] est une C*-semi-norme sur B au sens de [[18], 1.9.3).. Appe-
lons I(t) 1'idéal bilatére fermé des beB tels que gb(t] = 0 . Notons
B'(t) la C*-algébrs quotient de B par I(t) et b(t) 1'image de b eB
dans B'(t) . Remarquons que si teT 1la C*-algébre B'(t) s'identifie
canoniquement & B(t) = {b(t) I beB} . Soit B' 1'ensemble des champs
d'opérateurs t+F—b(t) sur BT avec beB . C'est une sous-algebre invo-
lutive de TTtGBT B'(t) et, pour tout beB' on a
SUPyepT Joctd] = sup, 1 f[oct) ] « I1 en résulte que 1'application
@: bv--—beT de B’ sur B est un isomorphisme. Pour tout tefBT , on a
évidemment B'(t) = {b(t) | beB'} . De plus, pour tout beB' , la fonc-
tion tr—-|b(t)] = £ (t) est continue sur BT . D'aprds ([16], prop.
10.2.3 et 10.3.2), 11 existe un champ continu unique ' = ((B'[t]]teBT’
de C*—elgébras sur BT tel que beA’ pour tout be€B' . Montrons que
pour tous beB' et fe@b[BT) le champ t+ f(t)b(t) appartient a B'.

A)

Appelons ¢ 1le champ t+—— f(t)b(t) restreint a T . Par hypothase, ¢
appartient &8 B et on vérifie immédiatement que <c(t) = f(t)b(t) pour
tout t e€BT . Alors, d'aprés le lemme III.1.2, on a B' = {?b(‘.b']

Montrons 1'unicité de @' . Soit B = [(B”(t”teBT » A") un autre
champ continu de C*-algébres sur BT tel que (p" : a b——»alT soit un iso-
morphisme de Cbtﬁ") sur B . Alors €b($b'] et lfb(‘b"] sont canonique-

ment isomorphes. Il en résulte que 3’ et B" sont isomorphes.

III.1.4. Gréce & @ nous identifierons B A t,'b(:b')

III.2. Définition de L(A) et preriidres propriétés.

III.2.1. DEFINITION. Soit A une C*-algébre a4 spectre séparé. D'a-
pras ([24]. th. 4.1) la fonction tr——»la(t]ﬂ est continue sur A pour
tout ae€eA . Alors, grlce a ([18], prop. 10.2.3 it_ 10.3.2) 11 existe un
champ continu unique e‘ﬂA = ([A(t”teﬁ
ae€lA pour tout &a €A . Nous dirons que ce champ est défini par A .

» A) de C*-elgébres sur A tel que

Grace 3 ([19]. th. 2.3) nous identifierons canoniquement A &
d°[.‘$AJ , c'est-a-dire & un idéal bilatdre fermé de t’b(.ﬁAl . Nous noterons
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L(A) 1'extension (‘,’btiA] de A .

IIT.2.2. LEMME. Soit A une C*;algébre 4 spectre séparé.

(1) Il existe un homomorphisme unique J de L(A) dans M(A) tel

ue j(a) = a pour tout aeA .
(ii) Pour tout 1lelL(A) il existe m wunique € M(A) tel que
mlﬁ = 1 et on a J(1) = m . En particulier j est injectif et J(L(A))
est 1'idéal bilatére fermé des me M(A) tels que mIA €L(A) .

(1) L’'existence et 1'unicité de J résultent de [[3], prop. 3.7 (1)).

(i1i) Notons i 1'application de M(A) dans TTteK A(t) telle que
i(m) = m|ﬁ pour tout meM(A) . Remarquons que 1i(a) = a pour tout aeA .
D'apres ([3]. prop. 6.2) A est dense dans M(A)" ; pour m eM(A) , on a
donc 1i(m) = 0 si et seulement si m = 0 . Soit 1elL(A) . On a
1.3(1)a = 1(j(1)a) = 1+j(la) = la pour tout aeA , d'od 1-.3j(1) =1 .
Pour achever la démonstration de (ii) il reste & vérifier que la C*—algé-
bre des me M(A) tels que mlﬁ =L(A) est un idéal bilatére fermé de
M(A) . Il suffit de montrer que cette C*—algébre est un idéal a gauche
dans M(A) . Soit meM(A) et soit m'e M(A) tel que m'|AelL(A) . Pre-
nons tpe A . Pour tout € > 0 11 existe aeA teltque Im ct) - att)] < €

au voisinage de ti., d'ol |m(tIm'(t) - m(tla(t)| < g[m| sur ce voisina-
ge. Comme maeA , 1ls champ mm’' est continu en t; pour la structure
L, - Alnsi mm'|A appartient a i% .

II1.2.3. Grdce & J nous identifierons L(A) & un idéal bilatére
fermé de M(A) .

III.2.4. LEMME. Soit A une C*—algébre 4 spectre séparé. Alors
L(A) est le plus grand idéal bilatére fermé I de M(A) gqui contient A

et tel que les points de A solent fermés et séparés dans f .

Soit I un idéal bilatére fermé de M(A) contenant A et soit
teA . Alors t est fermé dans T si et seulement si I(t) = A(t) . De
plus, d'apres [[11], § 1) t est séparé dans f si et seulement si
t' > ]m(t’)]] est continue en t pour tout meI . Il en résulte que les
points de ﬂ sont -fermés et séparés dans f si et seulement si on a
I CL(A) .

III.2.5. LEMME. Soient A uns C*-algébre d spectre séparé et zA le
champ continu de C*-algébres défini par A sur A . Soit ZA le champ

continu de C*lalgébres sur BA tel que L(A) = eb(Zi) (xgiz IIT1.1.3 et
III.1.4) et soit Y7 le champ induit par £, sur BA - A . L'application
Y qui & 1e€lL(A) falt correspondre 1|Bﬂ - R est un homomorphisme de
L(A) sur fblziJ de noyau A .
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Pour 1l1le€L(A) on a évidemment Y(1) = 0 si et seulement si
le €°(£A] = A . D'apres [[16], prop. 10.2.3), x; est le champ continu de
c*-algébres défini par ¢(L(A)) sur BA - A . On a . WIL(A)) C @b(£;1.
Soient Y(1l)e P(L(A)) et f ¢ e(BR - A) . On peut évidemment supposer que
f se prolonge en un élément de 8(83] que nous noterons encore f . A-
lors t+—>f(t)1(t) appartient & L(A) , et sa restriction a BR - A
appartient donc & Y(L(A)) . Il résulte maintenant du lemme III.1.2 que
E°ugp) = wiLean .

III.2.6. Conservons les notations du lemme III.2.5 et précisons les
identifications que nous ferons constamment dans la suite. La C*-algébre
L(A) = fbtxk) sera canoniquement identifiée, soit a EbtzA] (voir III.2.
5), soit a la C*-algébre des me M(A) tels que mlﬁ €eL(A) (voir III.2.3).
De plus, gradce & Y nous identifierons L(A)/A 2 Gb(le , et la surjec-
tion canonique de L(A) sur L(A)/A sera identifiée & 1'application qui a
le L(A) associe sa restriction a BR - K .

Nous utiliserons fréquemment le fait que t+H—> f(t)1(t) appartient
a L(A) pour tout 1le L(A) et tout f € E(BA) .

ITI.2.7. Soit A une C*-algébre 4 spectre séparé. Pour tout te,ﬁ
on a L(A)(t) = A(t) . Nous allons maintenant poursuivre notre étude de

L(A) en nous intéressant aux composantes L(A)(t) pour t eBR - A .

III.2.8. Soit X un espace localement compact. On notera Gx le

filtre des voisinages de 1'infini dans X et ¢X
suivant BX des fonctions continues bornées de X dans ]0,00[ . Pour

x € BX - X , on notefa Bi

1'ensemble des gerﬁes

(ou plus simplement Gx ) la trace sur X du
filtre des voisinages de x dans BX . Ce filtre posséde la propriété sui-
vante que nous utiliserons souvent. Soit f une fonction continue définie

sur un élément de © & valeurs dans [0,+o[. Alors 1im f(t) existe

t,o

X
dans [0,*wq « On notera Oi (ou plus simplement Qx ) 1'ensemble des ger-
mes suivant Ox des fonctions continues bornées de X dans ]U,*O[ .

Etant donnés (@ et ?’ dans Ox posons
o< si “"'t.ex @ (t)/Q(t) = a < +=

Cette relation est une relation de préordre sur OX «. Si a =0 on direa
que @' est strictement inférieur &8 ¢ . D’'autre part, on définit dans Ox

la relation d'équivalence
px¢ si Um0 @ (£)/@(t) = a avec 0 < a < += .
*Vx

On notera O; le quotient de Qx par cette relation d'équivalence. La re-
lation de préordre sur °x est compatible avec 1'équivalence et définit
par passage au quotient une relation d'ordre total sur ¢; . Dans 0; 1l y
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a un plus grand élément : la classe des germes des fonctions constantes.
Dans cette classe on choisira comme représentant canonique la fonction

constante de valeur 1 sur X , qui sera notée 1 .

~

IIT.2.9. Soit A une C*-a‘lgébre 4 spectre séparé. Soient x eB/’\‘ - A
et (?e(bx . L'idéal bilatere E“’(L[A].Ox] des éléments de L(A) qui sont
@ -encadrés suivant Ox sera noté simplement E;(A] 3 son adhérence sera
notée E:[A] . De mé&me, on notera simplement Z:(A] 1'idéal Z”[L(A).Ox)
et -Z-:[A] son adhérence dans L(A) . Les propriétés suivantes se vérifient

facilement :

les idéaux E:[A] R E:(A) R Z;’(A] et —Z_:'(A] ne dépendent que de la
classe d'équivalence de (p ;
’ . 9 9 ¢’
N si (9_4(9 it, ¢ non équivalent & (' , on a ZJ(A)CE (AICZZ (A)
st ZNAMICEYMCTIA) .

Soit (pe¢AA. De méme, on posera EY(A) = E®(L(A),0M) et
Z%(A) = Z"(L[A].OA] ; on notera EY(A) et Z%A) 1les adhérences de E?(A)
et ZP(A) respectivement dans L(A) .

En particulier, nous aurons a considérer les idéaux T;IA) ) Z;(A) ,
E)‘((A) , E)'((A] pour x€&BA - A, et les idéaux Z!(A) , Z'(A) , E'(A) ,
El(A) .

III.2.40. LEMME. Soient A une C®-algabre a spectre séparé, x ¢ BA - A

et (pe(bx . Soit 1€ L(A) . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) 10x) € EJ(AI(x) (resp. ZF(A)(x) ),
(11) pour tout € > 0 , i1 existe ace€ Eg(A] (resp. Z:(A] } et Ve ex
tels que sup,., latt) - 1ctd ] < € s
(111) 1eEJ(A) (resp. Z7(A) ).

(1i4) == (1) : évident;

(1) ==»> (11i) : supposons que 1(x]€E:(A)[x] et soit € > 0. Il exis-
te aeE:(A) tel que "a[x] - 1(x)|l < € . D'aprés la continuité de
t—> |a(t) - 1(t]|. 11 existe un voisinage w de x dans BA tel que
latt) - 1¢t)] <€ sur w® . Il suffit de poser V = wNA .

(1i1i) =>»(111) : supposons la condition (i1i) vérifiée et montrons que 1
est adhérent a E;[A] . Prenons € > 0 ; 11 existe a:E:(A) et veex
tels que sup, lact)y - 1(t)]] €« € . D'autre part, il existe W¢Ox conte-
nu dans V et une fonction continue f de A dans [0,1] tels que
f(t) =0 81 tf¢V et f(t) =1 sl teW . Alors 1'6lément b défini par
b(t) = (1-f(t))1(t) + f(t)a(t) pour teﬁ appartient 23 E:[AJ et on a
sup, 4 10t - bCe)f < e .

ITI.2.11. LEMME. Soient A une C*-elgébre 4 spectre séparé et cszA
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Alors :

¢ - a n

w et = N2z

(11) on a E:(A][x] =

E:(A) ’
EY(A) (x) pour tout xeBA - A ;

(1) Pour démontrer (i) 1l suffit de vérifier que tout
ace€ nxeex_;\\ E")’((Al appartient a EY(A) . Pour tout x-eBA - A, 11 existe
un voisinage ouvert wx de x dans Bﬁ tel que

sthewxﬂR @(t).rg alt) < +=
Extrayons un recouvrement fini (wx ,...,wx ) de BR - K et posons
N 1

n n
- N A
vV = [1L-}1 wxilﬂA +0na VEO et sup. ., Flt).rg alt) < += .

(11) Comme on a évidemment E”(A)(X)CEz(A](X) , 11 suffit de prouver
que Ei(A)(x]CE"[A)(x] . Soit 1€ Eg(AJ 3 par définition il existe veex
tel que SUPy cy @(t).rg 1(t) < +o , D'autre part, il existe W€0X , conte-
nu dans V , et une fonction continue f de '/\\ dans [0.1] qui vaut O
si t¢V et 1 si1 te€W . Alors 1'élément a €L(A) défini par
a(t) = f(t)1(t) pour tout tE’R appartient & E®(A) et on a al(x) = 1(x).

I1II.2.12. On démontre de méme les égalités suivantes pour (pedJA :
E? - ~ A EY @ =
Eer) = N _oap EOA) , 2 (A) N

et, pour xeBR-/’\\ et CPEQA

%A, ZA) = N i;’m) s

stﬂ—R chﬁ-ﬁ

EPA)(x) = E;'(A](x) > ZPA) (X)) = ZR(AI(X) ZP(A) (x) = 7Z(A)(x] .

D'apras 1le lemme III.2.10, on a ACf:(A] pour tout xeBA - A et tout
(pe(bx , d'od ACZYAICEYA) pour tout @e$ , d'aprés ce qui précede.

I1II.2.13. PROPOSITION. Soit A une C*-algébre 4 spectre séparé.

(1) Il existe un champ continu unique ,‘{;Al de C*-algébres sur BK
tel_aque E(A) - £7(g') .
(11) Pour tout x€BA - A, 1la c*-algabre E'(A)(x) est duale.
(111) Supposons que A est liminaire. Alors E!(A) est liminaire.

(iv) Supposons que A  est uniformément liminaire. Alors E!(A) est

uniformément liminaire et c'est 1'adhérence de 1l'ensemble des éléments de

L(A) qui sont encadrés sur ’A .

(1) Soit 8;\ = ((L(A)(E) A') 1le champ continu de C*—algébres

tesﬂ ’
sur BR tel que L(A) = (i'b[.ZAJ . Appelons A{ 1l'ensemble des 1€ A' tels
que 1(t)e E!(A)(t) pour tout ter\\ et posons

Gt o= (ENAI(ED) pn » AD)
On a évidemment E!(A)(t) = {1(t) | 1€ A{} pour tout te BA , et donc 3};‘1
est un champ continu de C*-algdbres. Comme E!(A) est un idéal bilatare

fermé de 8b(.2A‘] , 11 résulte de ([16], 10.4.2) que E!(A) =G’bt£A'] .
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(11) Soit xeBA - R . Pour tout 1eE!(A) , on a
limt.exﬂlttJH = iy .

Alors, d'aprés I.1.8 corollaire b), le filtre ex converge vers chacune de
ses valeurs d'adhérence dans E!(A)" , et E!(A)(x)~ est l'ensemble des
limites de Ox . Comme E'(A) est encadrée suivant ex , 1'ensemble
EY(A)(x)" est discret d'aprés la proposition I.2.24. De plus, d'aprés la
proposition I.2.22, 1la E*—algébre E!(A)(x) est liminaire. On en déduit
que E'(A)(x) est isomorphe au produit restreint (voir [16], 1.8.14) d'une
famille de C*lalgébres 6lémentaires et donc que E!(A)(x) est duale (voir
[16] . 4.7.20)

(iii) Supposons que A est liminaire. Alors d'aprés (i), (1i) et ([15].
th. 10.4.3), E'(A) est liminaire.

(iv) Supposons maintenant que A, sest uniformément liminaire. Soient
1eEI(A) et € >0 . Il existe Ve 0" et aeAE‘(A] ‘tels éue la - < €
et sthaV n
fonction continue f de A dans [0,1] égale a8 0 hors de V et a 1
sur W . L'élément b défini par b(t) = (1-f(t))1(t) sur A appartient
a A . Il existe alors ceA , encadré sur A , tel que "b - cne € . Soit

~
d 1'élément de L(A) défini par d(t) = c(t) + f(t)a(t) si teA . Cet
6lément est encadré sur A et on a "1 - dﬂ € 2¢ . Par ailleurs, E!(A)
contient évidemment 1'adhérence de 1'ensemble des éléments de L(A) qui

rg a(t) < +o , On peut trouver W eeA contenu dans V et une

A~

sont encadrés sur A .

La premiére assertion de (iv) résulte de ce quil précéde et de la proposi-
tion I.2.23 (rappelons que A est dense dans M(A)"J.

III.3.Etude de L(A) 1lorsque A est a trace continue.

III.3.1. Démontrons bridvement le résultat connu affirmant qu'une
C*lalgébre A a trace continue est uniformément liminaire. L'’'ensemble des
a eA* , & support compact et tels que t > Tr a(t) soit finie et conti-
nue sur R est la partie positive d'un idéal bilatére facial I dense
dans A . Soit a ei’. On a supte ﬂTr a(t) = m < +o ; donc, pour tout
€ >0 et tout teA , on a e.rg ge(a](tl <£m, d'od
SUP, ATE ge(a)(t] < 40 , Enfin, on a évidemment “geta] - aﬂ‘ € . Il en ré-
sulte que 1'idéal bilatére facial des éléments de A qui sont encadrés sur
A est dense dans A . ’

Remarquons que X (A) est contenu dans I . Donc, pour tout ae K (A), la
fonction t +—> Tr a(t) est continue sur A . De méme, X (A) est contenu
dans 1'idéal bilatére facial des éléments de A qui sont encadrés sur ﬂ B

Donc, pour tout ae X(A) , on a rg a(t) < +o

SUPteR
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III1.3.2. LEMME. Soit A une C*-algébre 4 trace continue.

(1) Soient ® un ouvert de A et le L(A) tels gue

SUP, .., T8 1(t) < 4o , Alors t+~=>Tr 1(t) est continue sur w .
(i1) Pour tout 1le X (L(A)) , la fonction t+—> Tr 1(t) &est finie et

~
continue sur A .,

(1) Vérifions d'abord que, pour tout compact K de A et tout
belL(A) , 11 existe acA tel que alt) = b(t) si teK . Prenons une
fonction continue complexe f sur A , & support compact, telle que
f(t) =1 si1 teK . Alors t+—>f(t)b(t) appartient & L(A) et comme cet
€lément est nul en dehors d’'un compact i1 appartient a A . Enfin, on a
fl(t)b(t) = b(t) si teK .

Soit 1€ L(A) tel que SUP .., T8 1(t) < +o» , Prenons to,ew et
soit aeA tel que al(t) = 1(t) au voisinage de t, . Alors a est enca-
dré au voisinage de t, et donc, d'apreés ([19]. th. 4.1) la fonction
t—> Tr a(t) est continue en t, . Il en résulte que t+—>Tr 1(t) est

continue en t, .

(11) Soit 1 ¢ K(L(A)). Il suffit de vérifier que pour tout compact K
de A on a SUP .k T8 1(t) < +o , et d'appliquer (i). L'ensemble des
belL(A) tels que sthcK rg b(t) < +o @st un idéal bilateére facial I
de L(A) . Soit belL(A) . Il existe acA' tel que alt) = b(t) si
teK , d'ol ge(bl(t] = ge[a](t) pour tous € > 0 et teK . Comme

getals.'K[A] (voir 0.10), on a SUP ge(bJ(tl < 40 , Ainsi IK est dense

K

dans L(A) et, par conséquent, contient JX}(L(A)) .

III.3.3. PROPOSITION. Soient A wune C*-algébre 4 trace continue,
xeBﬁ - A et (pe@x .

(1) Sur E:(A](x]* , 11 existe une trace s.c.i. unique T: telle
ecar? - 1@
que, pour tout 1le¢ Ex(A] on ait limt.Ox @lt).Tr 1(t) Tx(l(x]] < +o

(11) Soit beE:[A)(x]‘ 3 on a Tz[b) = 0 si et seulement si
bcf)’(’(A)(x) .

Pour tout 1€E‘;(A] , montrons 1'existence de limt 0 @it).Tr 1(t)
*Vx

Par hypothése, 11 existe V ouvert, appartenant a Ox , tel que

SUP ey @(t).rg 1(t) < +o , Comme ¢ est continue et ne s'annule pas sur

V , on déduit de 1'inégalité précédente que 1 est encadré au voisinage de

chaque point de V . Alors, d'aprés le lemme III.3.2, la fonction

t+—> Tr 1(t) est continue sur V . Ainsi, tr—>@(t).Tr 1(t) est continue

et bornée sur V , d'ol résulte 1l'existence de limt,e @(t).Tr 1(t) dans
X

C . D'aprés la proposition I.2.5, 11 existe une trace s.c.i. unique T
=3 + - @ +
sur Ex[A) telle que limt’ex @it).Tr 1(t) T(l) pour tout 1le EX[AJ .

Pour tout 1€E:[A]’ , montrons que T(1l) ne dépend que de 1l(x). On a
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T(1) = 0 e=> 1l¢ f:(/\] d’'aprés la proposition I.2.12;
L 1(x}€7:(/\)(x] d'aprés le lemme III.2.10.

En particulier, si 1(x) = 0 on a T(1) = 0 . Notons T)‘(' la trace s.c.i.

sur E:(A][x]‘ déduite de I par passage au quotient. C'est évidemment

1'unique trace s.c.i. T sur E:(A)(x]’ telle que limt 0 @(t).Tr 1(t) =
* U x

T(1(x)) pour tout leE;‘:[A)+ . Enfin, pour beE:[A][xJ* , on a, d'aprés
ce qui précede, T:(b] = 0 si et seulement si b:fr(/\)(x] .

III.3.4. Conservons les notations de la proposition III.3.3. La trace
T; donne, par passage au quotient, une trace s.c.i. fidele sur
_E-:(A)[x]/-z-:(AJ[x]]’,densément définie; on la notera ‘i‘:’ . D'autre part, la
trace T;V se prolonge en une trace s.c.i. sur LAY (x)" valant T;(b] si
beE:[A][x)’ et +o si.non, on la notera aussi T: . Remarquons que T;
est fidéle sur L(A)(x) . Par ailleurs, on s'assure immédiatement que, si
@ et @ sont équivalsntes dans d}x , les traces T: et T:" sont pro-
portionnelles.

III.4. Etude de L(A) 1lorsque A = £°(X, LEH))

IIT.4.1. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, H n

espace hilbertien st A = £°(X, £E(H)) . Alors L(A) = €°(X, £E(H)) . Soit
D 1'ensemble des fonctions continues de X dans £g&(H) qui, pour tout

x € BX - X , convergent normigquement suivant Gx dans &&(H) . Alors :

(1) D est une sous-C*-algébre de E'(A) ;

(1i1i) pour tout xeBX - X et tout deD , lzlmt'e d(t) ne dépend que
de d(x) . De plus, l'application wx de D(x) d_an_s.xxctH] telle que
wx(d(x]) = limt'9 d(t) pour deD gst un isomorphisme de D(x) sur
LEH) X

(111) 1'application ¢ qui & deD fait correspondre le champ d'opé-
rateurs valant d(x) si xeX st wx(d[x)) 81 xeBX - X est un isomor-
phisme de D sur E€(BX, £E€(H)) .

(i) Soit deD . Remarquons tout d'abord que t|—>ﬂd(t)|l est bornée
sur X et donc que delL(A) . Solent xeBX - X et € > 0 ; comme
t —>d(t) converge normiquement suivant ex dans ZE(H) , on en déduit
facilement 1'existence de veex et de aeE;(A] tels que

sup, .y latt) - d(t)|| € € . I1 en résulte, d'aprds le lemme III.2.10, que
deE;IA) pour tout xeBX - X , et donc que de E'(A) (voir III.2.12).
(i1) Sofent xeBX - X et deD . On a

d(x) = 0 > lim, o fld(t)] = 0 <= 1im d(t) =0
" Ux

t.ex

(dans Y&(H) muni de la topologie normique). On en déduit 1'existence
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de wx et son injectivité. Enfin, toute fonction constante d de X
dans Z8(H) appartient &8 D et wx(d(x]) est égal & la valeur de d

sur X . Ceci prouve que wx est surjective,

(111) Soit deD . Alors tw> Y(d)(t) est normiquement continue de
BX dans £E(H) d'apraés ([1], chap. I, § 8, th. 1) et ¢ est évidemment
un isomorphisme de D sur £(BX, LE(H)) .

III.4.2. Grace 3 la proposition III.4.1 (dont nous conservons les
notations), nous identifierons dans la suite &(BX, LE(H)) a une sous-C™-
algdbre de E'(A) st £(BX - X, £E(H)) a une sous-C*-algabre de E'(A)/A .
De m&me pour tout xe BX - X , nous identifierons Y¥(H) 2a une sous-c£™-a1-
gébre de E!(A)(x) . Nous utiliserons souvent les propriétés suivantes :

a) Soient 1€L(A) et xeBX - X . On a 1(x) € E(H) si et sesule-
ment si tr+—> 1(t) converge normiquement (vers 1(x) ) suivant ex dans
LEH)

b) Soit 1€ L(A)/A . Alors 1€ E(BX - X, £L&(H)) si et ssulement si
1(x) € L€(H) pour tout xe€BX - X 3

c) Soit 1€ L(A) tel que 1|BX - X € €(BX - X, LE(H)) ; alors
1 € B(BX, LE(H)) .

Les propriétés a) et b) se vérifient immédiatement. Montrons c). Il
existe d e E(BX, LE(H)) tel que dIBX - X = llBX - X (voir par exemple
[16]., 10.1.12). Alors 1 - d appartient @ A C E(BX, £&(H)) , d’'od
1 € E(BX, L€ (H)) .

II1.4.3. LEMME. Soient X wun espace localement compact, H un espace
hilbertien et A = £°(X, LE(H)) .

(1) Pour tout xe BX - X , LE(H) est une sous-c*-algébre faclale
de L(A)(x) .

(11) € (BX - X, £E(H)) (resp. E(BX, LE(H)) ) est une sous-c*-algébre
faciale de L(A)/A (resp. L(A) ) .

(1) Soit x € BX - X . Soient p un projecteur de &LE(H) et
a € L(A)(x) tels que 0 € a £ p . Appelons d 1la fonction constante de
X dans J£&(H) , ae valeur p . D'apreas ([31]. prop. 5), 11 existe
leL(a)’ tel que 1(x) = a et 1 < d . Ainsi 1 est une fonction conti-
nue de X dans YfE(p(H)) ; comme dim p(H) < += , cette fonction converge
normiquement suivant ex dans £8(H) , et donc a e LE(H) .

Soient maintenant beX&(H) et aelL(A)(x) tels que 0 < a < b .
Pour tout € > 0 , 11 existe un projecteur Pe € LEH) tel que, si
9. = 1 - P s on ait llqebqel < € . I1 en résulte que ||qeaqe| < € . 0n
dédult de 1'égalité
qeﬂq

- 2
c (qeﬁqe) + (qeﬁpe)[peﬁqel ,
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que

la.vaa, || <« ve et |a vap | =|p vaa_| <.ve .

IVa - pv/ap |l < 3/€ .

Or, d'aprés le début de la démonstration, on a pe/Epe e Y€(H) pour tout
€ >0, d'od vya € LE(H) , ce qui entraine a ¢ LE(H) .

(ii) Soient b € L(BX - X, L&(H)) et ae€L(A)/A tels que
D¢ ag< b . D'aprés (i) on a a(x) € £E(H)) pour tout xeBX - X , d'od
a € €(BX - X, LE(H)) (voir III.4.2 b)).

IIT.4.4. Soient A une C*—algébrs et B une sous—C*-algébre de A .
Soient t une représentation de A dans un espace hilbertien H et wu
une représentation de B dans un sous-espace hilbertien K de H , tels
que b(u) = b(t)[K pour tout beB . Alors on dira que t est un agran-

dissement de u .

LEMME. Soient X un espace localement compact, H un espace hilber-
tien et A =&°(X, £E(H)) . Soit xeBX - X .

(i) La représentation identique de LE(H) admet un et un seul agran-

dissement v, &n une représentation irréductible ds E! (A)(x) et , si
ve EL(A)(X)" - {Vx} , on a JLEMH)ICKer v .

(i1) Il existe une fonction n unique de E!(A)(x)" - {v,} dans N
telle qus
TL(1(x)) = 1lim

»*

n(v).Tr 1(v)

Tr 1(t) = Tr 1(vx) + Z }

t.0, veEL(A)(x)™ - {v

X
pour tout 1e E!(A) encadré suivant Ox . En particulier, si
1 € E(BX, £E(H)) est encadré suivant o, » on a

1 = = =
Tx[l(X]] limt‘ Tr 1(t) Tr l(vx] Tr 1(x) .

0

X

L'assertion (i) résulte du lemme III.4.3 (1), de ([30], th. 1.6) et
du fait que £E€(H) n'a qu'une seule représentation irréductible.

(i1) Pour tout 1€ K(E'(A)) C E)‘((A) , on a montré l'existence de

11 Tr 1(t) (voir III.3.3 (i)). D'autre part, E!(A)(x)~ est 1l'ensem-

", 0,
ble des limites de ex dans E!(A)~ . Alors, d'aprés la proposition I.2.26

11 existe une fonction m unique de E!(A)~ dans N telle que

1imt.6x Tr 1(t) =Zve§‘(A]"

m(v).Tr 1(v)

pour tout 1€ E}!(A) , encadré suivant o, - Soit 1 une fonction constante
sur X , prenant pour valeur un projecteur p de rang 1 appartenant a

LE(H) . Ona 1 = lim Tr 1(t) = m(vx] puisque 1[vx] = 1(x) = p et

tlo
X

1(v) = 0 pour tout veE!(A)(X)" - {vx} . De mé&me, pour tout

b e £BXx, £E(H)) , encadré suivant 0, » on a blv ) = bix) € LE(H) et
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b(v) = 0 si veENAI(x)" - {v,} (voir (1)), d'od

1 Tr b(t) = Tr b[vx] = Tr b(x) .

im
t.ex

Cela signifie que T; induit la trace canonique sur LeITCEL (A )t

ITI.4.5. DEFINITIONS. a) Soient T wun espace topologique et
= ((H(t))teT s
p un champ de projecteurs appartenant a TW;eT L(H(t)) . On dira que p
est trivial pour # s'i1 existe une famille (xilieI d'éléments de A
telle que,pour tout teT , la famille [xi[t]]ieI soit une base orthonor-

male de p(t)(H(t)) . Soit U wune partie de T ; on dira que p est tri-

A) un champ continu d'espaces hilbertiens sur T . Soit

vial pour 8 sur U si p est trivial pour le champ continu d'espaces
hilbertiens induit par 8 sur U .

b) Soit T wun espace topologique, H un espace

hilbertien et p une fonction de T dans l'ensemble des projecteurs de

Y(H) . On dira que p est trivial sur T si p est trivial pour le champ

constant d'espaces hilbertiens défipi par H sur T (voir hs], 10.1.4).

III.4.6. LEMME. Soient X wun espace localement compact, H wun espace

hilbertien et A = €°(X, LE(H)) . Soient xeBX - X , Ver et
le€ Bb(V. LE(H)) tels que sup, ., T8 1(t) < +o

(1) Il existe 1'e E'(A) et W€.Ox contenu dans V tels que
1w = 1'|w .
(ii1) Supposons de plus que, pour tout teV , 1(t) est un projecteur.

Il existe W er contenu dans V tel que le rang de 1 soit constant

sur W .

L'assertion (i) se démontre facilement en utilisant le fait que Ox

est complétement régulier.

(11) Comme t+> rg 1(t) est continue sur V , il existe une parti-
tion finie de V en sous-ensembles fermés (dans V ) sur lesquels le rang
de 1 est constant. D'aprés le lemme V.1.1, 1'un de ces fermés appartient

a o0 .
X

IIT1.4.7. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, H un

espace hilbertien et A = 8°(X, £€(H)) . Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) pour tout xeBX - X , la C*-algébre E!(A)(x) est élémentaire;
(11) EY(A)” = BX 3
(i11) E'(A) est a trace continue;
(1v) pour tout xeBX - X , tout Ve Ox et tout champ de projecteurs

pe8(v, £€(H)) tel gue sup, .y T8 p(t) < +o , 11 existe Weox , contenu

dans V , sur lequel p est trivial.
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Introduisons la condition (i1)' : E!(A)~ est séparé.

(11)' => (1) : supposons E!(A)~ séparé. Soit xe€ BX - X ; supposons
1 2 - On déduit immé-
diatement de la proposition III.2.13 (i) et de ( [19], th. 1.2) que 1les
points vy et v, ne sont pas séparés dans Elea)~ » ce qul est absurde.
Ainsi E!(A)(x) est une C*-algébre duale (voir III.2,13 (1i)) dont 1le
spectre est réduit a un point, et donc E!(A)(x) est &lémentaire.

que E!(A)(x)" posséde deux points distincts v et v

(1) = (11) : cela résulte de la proposition III.2.13 (i) et de
([19), corol. du th. 1.2).

(11) =(111) : supposons que E!(A)" = BX . Ceci entrailne, d'apras ce
qui précdde que E!(A)(x) est &lémentaire pour tout xegX - X . Alors il
résulte du lemme III.4.4 que, pour tout xeBX - X et tout 1le K(E!(A)),

on a limt 0 Tr 1(t) = Tr 1(x) < +o , D'autre part, si 1eXM(E!(A)) , 1la
* ¥x

fonction t+—> Tr 1(t) est continue sur X d'aprés le lemme III.3.2 (1i).
Il en résulte que t*+—>Tr 1(t) est finie et continue sur BX pour tout
1 e K(E!(A)) et donc que E}(A) est & trace continus.

(111) == (11)' : évident.

(1) = (iv) : supposons que E!(A)(t) soit élémentairs pour tout
tepX - X . Solent xeBX - X , Veex et p un champ de projecteurs ap-
partenant a E&(v, £€(H)) tel qus LI
III.4.6, on peut supposer que p se prolonge en un élément de E!(A) (no-

rg p(t) < +o , D'aprés le lemme

té encore p ) et que le rang de p(t) est constant sur V . Soit w un
voisinage ouvert de x dans BX tel que VD wNX . Pour tout tew.,
p(t) est un projecteur; posons n = rg p(x) et soit d une fonction
constante sur X prenant pour valeur un projecteur de rang n appartenant
a JE(H) . Alors d(x) est un projecteur de rang n dans
LE(H)CEM(AI(x) . Il existe donc a€E!(A)(x) tel que aa® = p(x) et
u*a = d(x) . D'aprés [[19] , lemme 3.2) 11 existe un voisinage w' de x
dans BX , contenu dans w , et reE!(A) tels que r(t)r(t)™ = p(t) et
r(t)®r(t) = d(t) si tew' . Comme d est trivial sur ' X , on en dé-
duit que p est trivial sur w'NXC V .

(iv) = (i) : supposons la condition de (iv) réalisée. Soit
x€ BX - X tel que E!(A)(x)" contienne deux points distincts vy et v,
Comme E!(A)(x)~ est discret, 11 existe aieEI(AJ(xJ tel que °1[v1)
soit un projecteur non nul et ai(v) =0 81 veEMA)I(x)" - {vi} (1 = 1,2)
D'apras ([31]., corol. 6), 11 existe e K(E(A))* tel que 1,(x) = &
1 appartient évidemment a SC(EI(A](x))+ (1 = 1,2), Par des raison-

nements classiques de calcul fonctionnel et puisque J}(E!(A)) est stable

.

car a

par calcul fonctionnel {voir. 0.10), on peut de plus supposer l'existence
de veex tel que li(t) soit un projecteur sur V (i1 = 1,2). On a
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SUPy .y T8 li(t] < +o puisque 116 X (E'(A)) ; on peut donc supposer que
les champs de projecteurs 11|V et 12|V sont triviaux. A partir de 1a,
on peut facilement construire une fonction normiquement continue b de V

dans L€ (H) telle que lim, 0 "11(t)b[t)12(tJ“ # 0 et on peut évidemment
*¥x

supposer que b est la restriction & V-  d'un él1ément (noté encore b ) de
L(A) . On a 11(x)b[x)12(x) # 0 ; ceci est absurde d'aprés le choix de a

et a2 .

1

ITI.4.8. On ne sait pas si les conditions équivalentes de 1la proposi-
tion III.4.7 sont toujours réalisées. Remarquons que, gréce au lemme
IITI.4.6 (1i) la condition (iv) est équivalente a

(iv)' pour tout xeBX - X , tout ve.ex et tout champ de projec-
teurs pe E(v, £€(H)) tel que rg p(t) soit fini et constant sur VvV , 11

existe WtEOX » contenu dans V , sur lequel p est trivial.

Donnons des exemples ol les conditions de la proposition III.4.7 sont
réalisées. Tout d'abord c'est le cas si dim H < +o . En effet, lorsque
dim H < +o , tout &1ément de Cb(X,I(H)) se prolonge en une fonction con-
tinue de BX dans &£(H) . On a donc L(A) = E(PX,%(H)) = E1(A) . Par ail-
leurs, notons qu'on a M(A) = L(A) d'apres ([3]. th. 3.15).

D'autre part, outre le cas évident ol X est discret, la condition
(iv)' est réalisée quel que soit H lorsque X est un ouvert de R . En
effet, prenons un ouvert @ de X et un champ de projecteurs
pel(Q, L€(H)) tel que rg p(t) soit fini et constant sur . L'ouvert
Q s'écrit comme réunion d'intervalles ouverts deux & deux disjoints, et p
est trivial sur chacun de ces intervalles (voir [17]. remarque p. 250). Il

en résulte que p est trivial sur Q .

III.4.9. Conservons les notations de la proposition III.4.7 et suppo-
sons que les conditions de cette proposition sont réalisées. Soit
x€pX - X . La C*Zelgébre él16mentaire E!(A)(x) contient LE(H) (voir
III.4.2), et on peut facilement s'assurer que E!(A)(x) n'est pas toujours
6gale a JLE(H) (utiliser III.4.2 a)).

III.4.10. LEMME. Solent H un espace hilbertien de dimension infinie
et A =C°(N, LE(H)) . Soit x efN - N .

Fl = Te '
(1) € (A) (ww z (A} , o8 ( décrit l'ensemble des éléments de OX

strictement inférieurs aux germes des fonctions constantes.

(11) 7;(A)[xl est strictement contenu dans E:(A)[x] pour qe.¢x .
(111) E:(A)[x] est strictement contenu dans Z:'[A](x) si (' est
strictement inférieur a () dans ¢ .

x
(1iv) E;(AJ(XJ - E:'(A](x] si et seulement si ¢ et @' sont 6qui-

valentes dans ox .
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(v) Z¥A)(x) = i"(A)(xJ si et seulement si @ et @' sont équiva-
X X —_ —_—

lentes dans Qx .

(1) Notons Q; l'ensemble des &l1éments de Qx strictement infé-
rieurs aux germes des fonctions constantes. On a évidemment

I3 79 79 -
Ex(A] C'(\W€¢; Zx(A] . Soit a positif appartenant a /\W€¢; Zx[A] . Sup
posons qu'il existe € > 0 tel que geta] ne solt pas encadré suivant

Gx . Posons ((t) = [rg gS[a)(t]]-1 pour t appartenant a un Ve ex sur

lequel rg ge(a)[t] # 0 .0n a

limt'ex (t) = 0 et 1:I.mt’ex ¢[t].rg ge(al(t) =1 .

Cecl est absurde puisque, d'aprés le lemme I1.2.10, on doit avoir
ge(a]e ZztA) . Ainsi on a ge(a) eE;[AJ pour tout € > 0 et donc
a€Er(A) .

(i1) Pour tout réel r > 0 , nous notons E(r) sa partie entiére.
Prenons 1€ L(A) tel qu'il existe Ve ex sur lequel 1(t) soit un pro-
Jecteur de rang E(¢(t]-1] +1 .00 a @(t).rg 1(t) £ 1 + @(t) pour tout
tev , d'od 1 EEﬂ[A) . Supposons que 1 appartienne a 7:[A) . Alors 11

existe a eL(A) tel que "a - 1“ £ 1/2 et 1:lmt 0 @(t).rg a(t) = 0 .
" Ux

D'aprés le lemme I.2.9, on a rg a(t) > rg 1(t) pour tout teV , d'old
@(t).rg alt) > ¢[t](E(¢(t]_1) + 1) 1 sur V , ce qui est absurde. Ainsi
1 n'appartient pas a EI(A] et donc 1(x) n'appartient pas a 7:(A)[xl
(voir III.2.10).

(iii) Supposons que limt 0 @' (t)/@(t) = 0 . On a évidemment
T
E:(A]C 7:'(AJ . Prenons 1€L(A) tel qu'il existe V er sur lequel

=1/2 -1/2

1(t) soit un projecteur de rang égal a E(Q(t) @' (t) ) . On a

@t).rg 1(t) € ()2 0t)™"2 a1 tev, drod
1:|.mt'ex @' (t).rg 1(t) = 0 .

1/2 =1/2

D'autre part, on a @(t).rg 1(t) > @(t) @' (t) - qtt) si teVv ,d'ol

lj.mt‘ex @(t).rg 1(t) = += .

Comme dans la démonstration de (ii), on prouve que 1(x) ¢ E:(AJ(XJ en u-
tilisant 1le lemme I.2.9.

(iv) si 1:I.rnt'ex @'(t)/Q(t) = 0, on a
'E‘V(A)[xlgi"'tA)(x)cE""(AJ(x) .
X X X
On en déduit immédiatement (iv) .

L'assertion (v) se démontre comme (iv) .

III.4.11. LEMME. Soient H  un espace hilbertien de dimension infinie
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st A = E°(N, LE(H)) . Solent xeBN - N et @ed . Pour tout idéal bila-
tére fermé K de L(A)(x) , on a soit K CZP(A)(x) , soit EJ(AI(x) C K .

Supposons K ¢ TZ(A)(X) . Prenons 1leL(A)® tel que 1l(x)e K et
ltxlé.fgtA)(x) . Il existe € > 0 tel que la boule fermée de centre 1(x)
et de rayon € ne rencontre pas Zf[A)(x) . Or on a

“getl)[x) - 1(x)] € € 5 11 en résulte que m, o @t).rg g (1)) >0
" ¥x

(éventuellement +o ). Notons p 1'élément de L(A) tel que, pour tout
telN , p(t) soit le projecteur de H sur le sous-espace propre de 1(t)
correspondant aux valeurs propres de 1(t) strictement supérieures &8 € .

On a rg p(t) = rg getl)(t] pour tout telN , d'ol

1.‘lmt’ex @(t).rg p(t) = ¢ €]0,+w] .

Nous supposerons par exemple ¢ < +o , On a p(t) ¢ 1(t)/e pour tout

teN , d'ol p(x) € 1(x)/e ;5 ceci entraine que pi(x)e K . Soit be E;’(A]+
et montrons que b(x)eK . Appelons g 1'élément de L(A) tel gque q(t)
soit le support de b(t) pour tout teN . On a b(t) < [bflg(t) sur N,
d'od b(x) g Ib“q[x] . Il suffit donc de montrer que q(x) appartient a
K . Par hypotheése, on a

limt'ex @(t).rg q(t) = limt‘ex @(t).rg b(t) = B < +o .

Prenons un entier r tel que ra > B8 et solit n > 0 tel que

B + 2n < ra . On peut trouver un projecteur p'elL(A) tel que p'(x) eK

et limt o @(t).rg p'(t) = ra . Il suffit de prendre, en chaque point
Y%

telN un projecteur p'(t) de rang égal 38 r.rg p(t) . En effet, 11 exis-

te alors des éléments Ug seees Uy appartenant &8 L(A) tels que

r r
p'(t) = E: ui(t)*p[tJui[tJ sur N , d'od p'(x) = 2: ui(x)*p(x]ui[x]ek.
1=1 1=

Soit V un élément de Ox sur lequel on a

®(t).rg q(t) € B +ngroa - n«g @t).rg p'(t) .
Alors 11 existe wue L(A) tel qu'on ait ql(t) ¢ u[t)*p'[t]u(t] si tev ,

d'od q(x) ¢ u(x)*p’(x)u[xl . Ainsi q(x) appartient &8 K . Ceci prouve
que EztA)(x) est contenu dans K , d’od E:(A)(x)c K .

III.4.12. Nous dirons qu'une C*-algébre B est simple si elle ne
possédde pas d'idéaux bilatéres fermés autres que {0} et B .

PROPOSITION. Soient H un espace hilbertien de dimension infinie,
A= E°(N, LE(H)) et L(A) 1la C*-algébre des suites bornées d’'éléments de
LE(H) . Soit xeBN - IN .

(1) Pour tout @e o, - 1'idéal bilatdre fermé ngA)[X] de L(A)(x)
est primitif.
(11i) L'ensemble des idéaux primitifs de L(A)(x) a un cardinal supé-




60

rieur ou égal au continu.

(111) S1 ( est un germe de fonction constante suivant ex , la c*-a1-
gebre EJ(A)(x)/ZY(A)(x) = E'(A)(x) est élémentaire. Sinon,

E:[A)(x]/f:[A)[x) est une C*-algébre simple, antiliminaire, qui possade
une trace s.c.i., fidéle et densément définie.

(1) E:IA](XJ est 1'intersection des idéaux primitifs de L(A)(x) qui
le contiennent. Or les idéaux bilatéres fermés de L(A)(x) qui contiennent
strictement fg(A)(xJ contiennent E:[A)[x] d'aprds le lemme III.4.11.
Comme E:(A](xJ contient strictement Y:IA][xJ d'apreés le lemme III.4.10,
i1 en résulte que ig(AJ(x] est primitif.

(i1) D'aprés (i) et le lemme III.4.10 (v), 11 suffit de vérifier que
le cardinal de ¢; est supérieur ou égal au continu. Pour tout r 3> 0 ,
soit ¢% la fonction telle que q}[n] = (n+1) T
r' sont deux réels > 0 distincts, les fonctions ¢r et ®., ne sont

si neN ., Lorsque r et

pas équivalentes dans Qx , d'od card ¢; > card D,*m[ .

(iii) La premiére assertion de (i1i) résulte de la proposition III.4.7
et de III.4.8 (remarquer que 7;[A][x) = 0 ). Démontrons les autres asser-
tions. Soit (Peox tel que limt 0 @(t) = 0 . D'aprés le lemme III.4.11,

*¥x

l1a C*-algabre E:(A)(XJ/E:[A][X) est simple; l'existence d'une trace fide-
le, s.c.i. et densément définie résulte de III.3.4. Montrons quse
E:(A)(x)/?xtAJ(x) est antiliminaire. Nous allons prouver dans la suite que,
pour tout espace localement compact Y & base dé&nombrable, 11 existe une
sous-C*-algabre de E:(A)(x)/f:(A)(xJ isomorphe & €°(Y) (voir VII.3.7).
Ceci entralne évidemment qus E:(AJ[xJ/ii[A)[x] n'est pas élémentaire et
donc quse EglA)(x)/ig(A][xJ est antiliminairs.

III.4.13. Remarquons que dans ( P4]. th, 7.6) 11 est déja prouvé que
fb(N. L€(H)) n'est pas postliminaire lorsque dim H = +o . Par contre,
nous verrons (III.4.16) que ?b[X.efE(H)) peut &tre postliminaire (et mé&-
me & trace continue) pour certains espaces espaces X localement compacts

non compacts, bien que dim H = +o .

III.4.14. LEMME. Soient X un espace localement compact normal, H

un espace hilbertien séparable (resp. de dimension quelconque) et
A = P°(X, LE(H)) . Soient F un fermé (resp. un fermé dénombrable) de X
st A = E°(F, LE(H)) .

(1) F -FBX ) est le compactifié de Stona-Eech de F . Posons
Fr = FNERX - X) .

(ii) Notons L[A)F la C*-algébra des 1[? avec 1lelL(A) , st L[A]F,
le C*-algébre des 1]F' avec 1€ L(A) . L'application @ qui a 1 eL(A)F
associe 1|F est un isomorphisme de L(A)g sur L(A.) = E°(F, LE(H)).
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L'application qui a 1 eL(AF) associe Q-1[IJ|F’ est un homomorphisme de

L[AF] sur L[A]F, dont le noyau est AF .

L'assertion (i) se démontre facilement en utilisant la normalité de

(11) Prouvons que @ est surjective . Soit b e@b[F,¢$E[H]) . Dans
les deux situations considérées b prend ses ses valeurs dans un sous-es-
pace de Banach séparable de «£LE(H) . Alors, d'apreés [[Zﬂ , th. 3.1), b se
prolonge en une fonction normiquement continue bornée de X dans LEH) ,
c'est-a-dire en un &lément 1 de L(A) . Posons <c = IIF . 0na ¢@(c) =0b

Les autres assertions de (ii) se vérifient immédiatement.

III.4.15. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact nor-
mal, H un espace hilbertien de dimension infinie et A = £°(X, LE(H)) .

(1) EY(A) west le plus grand idéal postliminaire de
Lea) = EPcx, ZeH)) .
(11) L(A) est postliminaire (et donc égale & E!(A) ) si et seulement

si X ne possdde pas de sous-ensemble fermé, discret, infini dénombrable.

(i) On sait déja que E!(A) est uniformément liminaire (voir
III.2.13 (iv)) . Soit K un idéal postliminaire de L(A) non contenu dans
E1(A) . Il existe xeBX - X tel que KI(x) ¢ E1(A)(x) d'apres ( [16], lem-
me 10.4.2). Prenons 1e¢K' tel que 1(x)¢E!(A)(x) . Il existe ¢ > O tel
que getlltx)ﬁvEI[A)(x) . 0Ona Tr ge/2[1](tl > e.rg getl][t) sur X ;3 11
en résulte que 1lim

Tr g (1)(t) +o , car t+H=>Tr gE/Z[I)[t) est con-

t.OX €/2
tinue sur un élément de Ox (voir III.3.2). Soit (tn)nsw une suite de
points de X telle que la suite (Tr ge/ztl)ttn))n‘N soit strictement
croissante et tende vers 1'infini avec n ; alors {to sesss tn ,...} @8t
un sous-ensemble fermé discret de X . Posons F = {t0 jesss tn ,eee} 8t
AF = P°(F, LE(H)) . Soit x'e€ FOA(BX - X) . D'aprés le lemme III.4.14, la
C*-algébre L[AF)[x') s'identifie canoniquement 3 L(A)(x') . Puisquse
limn*a 8/2[1](tn) = +0 , 11 résulte du lemme I.2.10 que 1|F (qui est
un élément de L[AF) ) n'appartient pas a E;,(AF) , et donc que

1(x') ¢E1,[AF][X') . On déduit alors des lemmes III.4.10 (i) et III.4.11
1'existence d'une fonction ¢ de F dans ]0.+w[ qui tend vers 0 sui-
vant la trace sur F de Ox' et telle que K(x') D E:,(AF]IX'] . D'apras
la proposition III.4.12, la C*-algébre E:,(AF][x') a un quotient antili-

minaire; 11 en résulte que K(x') n'est pas postliminaire. Il en est donc

Tr g

de mé&me pour K .

(11) Supposons que X possdde un sous-snsemble F fermé, discret,
infini dénombrable. Posons A = €°(F, LE(H)) . D'aprés le lemme III.4.13
(11), 1a C*-algdbre L(A.) est isomorphe a la C*-algébre des 1|F avec
1 €eL(A) , c’'est-a-dire & un quotient de L(A) . Comme L(AF) n'est pas
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postliminaire d'aprés la proposition III.4.12, on en déduit que L(A)

n'est pas postliminaire.

Supposons maintemant que L(A) n'est pas postliminaire. Alors LI(A)
contient strictement E!(A) . Soit 1le€ L(A)‘ tel que 1 qufA] . Comme on
1'a fait dans la démonstration de (i), on peut construire, gréce a 1 , un

sous-ensemble de X fermé, discret, infini dénombrable.

I11.4.16. Soient X wun espace localement compact, H un espace hil-
bertien et A = £°(X, $8(H)) . Lorsque dim H < += , on a déja remarqué
(III.4.8) que M(A) = L(A) = E(BX, £(H)) . Nous allons maintenant donner
un exemple montrant que, mé&me lorsque diﬁ H = +0 , 11 existe des cas ol
L(A) = E'(A) = ®(BX, L€(H)) . Prenons pour X 1'espace des ordinaux dénom-
brables muni- de la topologie de l'ordre. C'est un espace localement com-
pact normal (voir [22], 5.11.b) dans lequel les ensembles dénombrables sont
relativement compécts (voir [22], 5.12.a). De plus, la démonstration de
[[22], 5.12.c) prouve que toute fonction continue bornée de X dans un es-
pace de Banach converge suivant le filtre des voisinages de 1'infini dans
X . De ceci résulte que le compactifié de Stone-Esch de X est égal a son
compactifié d'Alexandroff et que L(A) = €(BX, £€(H)) . En particulier
L(A)/A est isomorphe a LE(H) .
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CHAPITRE IV

Extensions d'une C*-algébre 3 spectre séparé

IV.1. Spectre d'une extension de C*-algébres.

IV.1.1. DEFINITION. Soient A une C*-algébra 3 spectre séparé et C
une C*-algébre. Nous noterons ¢(A,C) 1l'ensemble des extensions B de A

par C telles que les points de A solent fermés et séparés dans B .

IV.1.2. PROPOSITION. 2212 A une C*-algébre a trace continue et C
une C*-algébre. Pour tout Be ¥(A,C) on a ACJ(B) . En particulier, si
A _e_t C sont & trace continue, les é&léments de Y(A,C) sont des C*—algé-
bres & trace continue généralisée (voir [12], déf. 4).

Soit ae X(A) . La fonction t+>Tr al(t) est continue sur A et 2

support compact (dans R ). Comme 1les points de A sont fermés et séparés
dans B , ce compact est fermé dans a . Alors, puisque Tr a(t) = 0 pour
tout te ﬁ - A , on en déduit que tvr—Tr a(t) est finie et continuse sur
8 . I1 en résulte que A est contenu dans J(B) . Si de plus C est a
trace continue, B satisfait & 1la condition (ii) de [[12], prop. 11) et

donc B est & trace continue généralisée.

IV.1.3. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre 3 spectre séparé et
C une C*-algébre. Soit Be Ext(A,C) , associée & un homomorphisme Y ig
C ;;;s M(A)/A . Alors B appartient &8 Y(A,C) si et seulement si
y(C) € L(AI/A .

Les points de 'A sont fermés dans ﬁ sl et seulement si
A(t) = B(t) pour tout tefR . De plus les points de 2 sont séparés dans
B s1 et seulement si t|——>||b(t)" est continue sur A pour tout beB
(voir [11], § 1). I1 résulte de ce qui précade que :

Be $(A,C) > pour tout b = (m,c)eB , on a m|A a L(A) ;
4=> pour tout b = (m,c)&éB , on a melL(A) (voir III.2.6);
<=> pour tout ceC , on a y(c)CL(A)/A (voir 0.14).

IV.1.4. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre 4 spectre séparé et
C une C*-algébre. Soit Be f(A,C) , associée & un homomorphisme vy de C
ﬁL[A]/A . Notons f 1la fonction ds B’A - R dans &) définie par
flx) = Y[C)(x]" pour tout xeaﬂ - A , gréce a l'musion
y(C) C L(AI/A = & ($3) . Cette fonction est continue et B est 1'6lément
de 3(1\\,6] associé & f (voir 1II.9).
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La continuité de F résulte du corollaire I.1.5. Montrons que 8
est associé a f . Soit xe Bﬂ - A . Pour tout b = (m,c) e€B on a

u’"t.ex loced) = “’“t,ex Imcedf= Imexd [ = [yted x|

(CXS2R B
Alors, d'aprés le corollaire I.1.4, f(x) est la limite suivant ex , dans

o)
¥ (B) muni de la topologie fellienne, de la fonction t +~>{t} définie
A
sur A . Il suffit maeintenant d'appliquer le corollaire II.12.

suDYef[x) "c[y]" : SUpyef(x]

Notons que, d'aprés ce qui précede, Ox converge vers chacune de ses
A
valeurs d'adhérence dans B , et que Y(C)(x)" est l'ensemble des limites
de ©O6_ .
X

IV.1.5. Soient A une C*-algébre 4 spectre séparé et C une C*—al-
gébre. D'apreés la proposition IV.1.3, la bijection de Ext(A,C) sur
Hom(C,M(A)/A) rappelée en 0.14 induit une bijection T de Y(A,C) sur
Hom(C,L(A)/A) . Désignons par A 1'application de $(A,C) dans 3(3.6]
telle que A(B) = [ pour Be€ ¥(A,C) , et par p 1la bijection canonigue
de S(R,E) sur E(BK - ﬁ, ?TE]] (voir II.12). Enfin, soit x 1'applica-
tion de Hom(C,L(A)/A) dans E(BA - A, F(C)) qui, & ye Hom(C,LC(A)/A)
fait correspondre la fonction x>y (C)(x)" (voir IV.1.4). La proposition
IV.1.4 signifie que le diagramme suivant est commutatif.

¥(A,C) «—T—5 Hom(C,L(A)/A)

A X
$R,8) «—PB—s EPA - A, F(EN
IV.1.6. Pour, la définition des extensions scindées nous renvoyons a
([3], d&f. 5.2).

PROPOSITION. Soient A une C*-algébre 4 spectre séparé, C une
C*-algébra et B une extension de A par C , associée a
Y€ Hom(C,M(A)/A) .

\ (i) B est scindée et appartient &8 Y(A,C) si et seulement si i1l

existe un homomorphisme § de C dans L(A) tel que Tle§ = y.

(ii) Supposons que B soit scindée et appartienne a Y(A,C) . Egii
§ un homomorphisme de C dans L(A) tel que Jle§ =y . La fonction
t+—> §(CI(t)" de A dans F(€) est continue, et B est 1'61l6mént de

3[3.6) associé 3 cette fonction grace a la proposition II.20.

L'assertion (i) résulte immédiatement de la proposition IV.1.3 et de
[[3]. prop. 5.3).
(1ii) Appelons 1 1la fonction t+—>§(C)(t)" de P:“\ dans ‘f[E] .

Elle est continue d'aprds le corollaire I.1.5. On a 1(t) = y(C)(t)* pour
tout te Bﬁ - R puisque y(C) = N(§(C)) . D'aprés la proposition IV.1.4,
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a n A ~
B est 1'élément de Y(A,C) associé a 1 PA - A . I1 suffit maintenant
d'appliquer II.Z20.

IV.1.7. La proposition IV.1.6 va nous permettre de construire une
c*-algébre B , séparafnle et & trace continue généralisée (voir [12], dé&f.4),
telle que 1l'ensemble des points séparés de EI ne soit pas contenu dans une
partie ouverte et séparée de ﬁ . Ceci fournit une réponse négative au pro-
bléme posé dans ( [16], 4.7.9).

Soient A = E°(N,M,(€)) et C = €([-1,1]) . O0n a L(A) = E2(N.m,y(0))
Ecrivons N comme réunion infinie de sous-ensembles XD sees Xn see
deux & deux disjoints et eux-mémes infinis. Notons (e;,ez) 1la base cano-
nique ds 1: et (qn]neN l'ensemble des rationnels de ]0,1] . Soit
ceC et posons 6&(cl(t) = c(qn)Pel + c(-qn)Pez pour tout te Xn et tout
neN . Alors t > §(c)(t) appartient @ L(A) et cv+> §(c) est un homo-
morphisme de C dans L(A) . Soit B 1'extension scindée associée a
lo§ ; elle est a tract‘s continue généralisée d'aprés la proposition IV.1.2.
D'aprés la proposition IV.1.6, 3 est l'extension de ;\\ par 8 associée a
la fonction 1 de N dans ‘IF[E] telle que 1(t) = {-qn B qn} pour tout
neN . Vérifions que KU{D} est 1l'ensemble des points séparés de ’E; . Mon-
trons que 0 est séparé dans 6 . Soit re [-1.1] , distinct de 0 , et
supposons par exemple r > 0 . Prenons, dans [-1.1], des voisinages v et
w de r et O respectivement tels que vNw = 52{ et (-v)Nw = ,0/ (ol
-v = {te [-1,1] | -t e€v} . On a alors 1-1*(w]ﬂ1-1*[v) = ¢ , d'od
O ™wuwNa™ ™ wUv = F L or 17T™wuw et 17Uy sont des
voisinages de 0 et r respectivement dans % (voir II.20), ce qui en-
traine que 0O et r sont séparés. Montrons par contre que les points de
[-1.1] distincts de 0 ne sont pas séparés dans IB\ et, plus précisément,
que les points r et -r avec r 6[—1.1] - {0} ne sont pas séparés.
Soient V et W des voisinages de r et =-r respectivement, dans ’é B
Il existe n tel que qnev et -qnew . Il résulte alors de la condition
(ii) de la proposition II.20 que V(\ﬂ et wf\ﬁ contiennent tous les
points de Xn sauf un nombre fini, d'od ANVNW # % .

A A
Soit maintenant une partie ouverte U de B contenant AU{0} .

Alors U contient un voisinage de 0 dans [—1.1] et donc des points r

et -r avec re [—1.1] - {0} . Il résulte de ce qui préceéde que les points

r et -r ne sont pas séparés dans U et donc que U n'est pas séparé.

IV.2. Extensions bien (P—encadrées d'une C*—algébre a trace continue.

IV.2.1. PROPOSITION. Soient A une C*-a‘lgé‘bre a spectre séparé et C

une C*-algébrs. Soit BEY(A,C) , associé & <y eHom(C,L(A)/A) .

(1) Soient xeg?\\ - A et (pe@x . Alors B &est qa~sncadrée suivant

s
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Ox si et seulement si y(C)(x) C E:(A)[x).

(ii) Soit CPEQA . Les conditions suivantes sont équivalentes :

~

a) B est (_p-encadrée suivant GA 3

b) y(C) C EY(AI/A ;
c) y(C)(x) CE:[A][x] = E®A)(x) pour tout xEB;\ - A .

Nous allons par exemple démontrer (ii).
A

a) == c) : supposons que B est (@-encadrés suivant OA . Soient
xeB?\ - A et b,= (m,c) €B , @-encadré suivant OA . Alors m est @-en-
cadré suivant OA et donc vy(c)(x) = m(x) appartient a E9(A)(x) . On en
déduit 1'inclusion ¥(C)(x) C EY(A)(x)

c) == b) : 1l’assertion résulte de 1'égalité L(A)/A = eb(-Z;\'] (voir
II1.2.6) et de ( [16], 10.4.2).

b) =% a) : supposons que Y(C) C 'l::q’(A]/A . Soit b = (rn,c)eB+ . On
a meEYA) , d'ol ge[m)QE"’[A] pour tout € > 0 , d'aprés le lemms
I;2.10. Il en résulte que ge[b) = Ege(m),getcll est (@-encadré suivant

OA pour tout € > 0 , et donc que B est (-encadréesuivant OA '

IV.2.2. Soient A une C*—algébre 4 trace continue, C wune C*-algébre
et yeHom(C,L(A)/A) . Pour tout xe¢ BR - A et tout Qe <I>x » on notera
I':f , I“:’Y en cas d'ambigulté) la trace s.c.i. sur c’ telle que
PZ(C] = T‘;[y(c)(x)] pour ceC' .

LEMME. Conservons 1les notations précédentes. Soit B 1'élément de

®(A,CY associé & Yy et notons P la surjection canonique de B sur C .
(1) Soient xeBR - A et CPUPX . Pour tout beB , p-encadré sui-

¢
vant ©, ., on a r¥(P(b)) 1imt‘ex Q(t).Tr b(t) .

(11) Soit e L Supposons que Y(C) C E9A)/A . Alors xl—~>I‘:
est continue de BI’\\ - A dans ¥(C)

(1) Soit b = (m,cle B .q;-encadré suivant Ox . D'aprés la proposi-

tion III.3.3 (1), on a limt'ex qJ(t].Tr m(t) = Tz(m(x)] . Or m(t) = b(t)

A A A
si te€A et m(t) = y(P(b))(t) si te€pA - A, d'old"

I':_(’[P(b)) = 1lim @(t).Tr b(t)

t,0
x

(11) Soient c € K[C)* et me L[A]+ tels que (m,c) € K(B) . D'apras
la proposition IV.2.1, 1'idéal des éléments de B qui sont (P-encadrés
suivant GA est un 1idéal bilaté’x\‘a facial dense dans B . Il en résulte que
(m,c) est (p-encadré suivant G)A , c'est-a-dire que me EYA) ., D'aprés
(1), on a I‘:[c) = limtlexcp[t).Tr m(t) < +o pour tgut xEB/A\ - /A . Comme

t—> @(t).Tr m(t) west continue sur un &lément de eA (voir III.3.2 (1)),

A
on en déduit que x r—-»I‘:(c] est continue sur B;\\ - A (voir [1]. chap. I,
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§ 8, th. 1).

IV.2.3. LEMME. Conservons les notations du lemme IV.2.2. Soient
X eBA - A et (pe@x . Supposons que Y(C)(x) C (E:(A][x) - 7:(A](x]] U {o}.

Alors Fz est une trace s.c.i. sur C* , densément définie et de support

y(C)(x)® . En outre, pour tout ¢'e @X strictement inférieur a3 ¢ , la

’
trace P: est nulle et, pour tout ¢@'e @X strictement supérieur 3 @ >
+

la trace F:' est la trace qui vaut +o en tout point non nul de C .

Vérifions gque y(C)(x)" west le support de P: . D'aprés la proposi-
tion I.2.8, le corollaire I.1.8 a) et le lemme IV.2.2 (i), on a

Supp. FZ = Suppg I";-P cym )t ,

A
car vy(C)(x)" est l'’ensemble des limites de Ox dans B . Soient
yey(C)(x)® et w un voisinage de y dans & . Prenons cecC’ , porté

par w , tel gue cly) #0 . 0n a [Jy(c)(x)] = SUPL v (C) ()" "c[t)“ # 0

et donc, par hypothése, y(c)(x) n'appartient pas a 7:(A](x) . On déduit
alors de la proposition III.3.3 (11) que F:[c) = T:(Y[c][x)) # 0 , d'ol

y € Supp F: . D'autre part, on s'assure immédiatement que P: est densément
définie.

Soit ¢'e & , strictement inférieur &8 ¢ . On a
X
Y(C)(x) C EZAI(x) C ZF(A) (x)

d'od T¥(e) = 0 pour tout ceC’ (voir III.3.3 (11)). Soit ¢'eo ,

strictement supérieur @ @ . On a
0 ey(C)(x)NEFA) (x) CYEIINZIAIx) = 0

d'ol F:kc] = +o pour tout ¢ # 0 appartenant a ct (voir III.3.4).

IV.2.4, PROPOSITION. Soient A wune C*-algébre 4 trace continue et
C une C*;algébre. Soit B € Y(A,C) , associée & vy eHom(C,L(A)/A).

(i) Soient x eBA - ﬁ et q16¢x . S1i B est bien (-encadrée sui-
vant 0, on a y(C)(x) C [E:[A)[xJ - Z2(m(x)) u{o} .

n

n
(11) Soit (VeQA . Alors B est bien ¢ -encadrée suivant OA si et

seulement si y(C)(x) C (E%A)(x) - Z9A) (x)) U{0} pour tout xe Bﬁ - A

(1) Supposons que B est bien ¢ -encadrée suivant Ox . D'apreés la
proposition IV.2.1 (1), on a ¥y(C)(x)C E:(A](xJ . Soit (m,c) e B* tel que
y(c)(x) # 0 . Par hypothése, on a 1lim SUP, o @(t).rg g€[m][t] # 0 pour
tout € > 0 tel que X

1 le me)] = Je_(yte) x| # 0 .

im
t.Ox
On déduit alors du lemme I.2.10 que rnﬁif[A] , d'od m[x]¢‘f:(A)(x] (voir

II1.2.10). On a donc y(C)(x) C [E:[A](x] - 7)‘(’(A)tx)) v{a} .
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A

(ii) Supposons que B est bien (p-encadrée suivant GA . Pour tout
xeBA - A, la C*-algébre B est bien (-encadrée suivant Ox , d'od
Y(C)(x) C (E¥AI(x) - Z9AR)(x))U{0} d’apras (1).

Supposons maintenant que Y(C)(x) C (E®A)(x) - Z° M) (x)) U {0} pour
tout xeBR = ; . D'apres ,l\a proposition IV.2.1 (ii), 1la C*-algébre B
est (p-encadrée suivant G)A . Supposons que B ne soit pas bien (@-enca-
drée saivant © . Alors il existe beB et un ultrafiltre ©' plus fin
que 0" tel qus limt'g, @(t).rg b(t) = 0 et limt'e, [octy] # 0 tvoir
I.2.14). Cet ultrafiltre converge dans BA vers un point x e B/A - l/i , et
il est donc plus fin que Ox . D'aprés le lemme IV.2.3, on a
Supp I‘; = y(C)(x)" . D'autre part, pour tout b'e€eB , on a

1 lorcer| = [br e .

imt.ox SUPtey(C) (x)7 I

Alors, d’aprés la proposition I.2.13, B est bien ¢ -encadrée suivant G)X.

Ceci est absurde car 1im @(t).rg b(t) = 0 et 1lim lecer| # o .

t,0* t,0’

IV.2.5. COROLLAIRE. Soient A une C*-algébre 3 trace continue et C
une C*-algébre. Soit q)e@A et soit Be¥(A,C) , bien (p-encadrée suivant

©®" . Notons Yy 1'homomorphisme de C dans L(A)/A associé &8 B , et
2y ~ ~ , T A A a -
la fonction continue de BA - A dans (L) associée & BeS(A,C) . On a

~

f(x) = y(C)(x)" = Supp I‘: pour tout xeBA - A .

Cela résulte de la proposition IV.1.4, du lemme IV.2.3, et de 1la
proposition IV.2.4 (ii).

IV.2.6. Soient A une C*-algébre a trace continue et C une C¥-al-
geébre. L'exemple VII,I\.1 montre qu'étant donné B e ¥(A,C) 11 n'existe pas
nécessairement @€ d!A tel que B soit bien @-encadrée suivant OA .

IV.3. Extensions semi-équivalentes.

IV.3.1. LEMME. Soient X un espace localement compact, H un espace
hilbertien et A = &°(X, £LB(H)) . Désignons par H}(X) 1e groupe des homéo-
morphismes de X sur X . Solent fe®(X) st ve&(X, PUH)) . Pour tout
ae€eA , 1'élément x> v(x)a(f(x)) appartient 8 A . Notons Y(f,v)
1'application de A dans A qui &8 a fait correspondre 1'élément

x —» v(x)a(f(x)) . Alors Y(f,v) est un automorphisme de A et 1'appli-
cation ¢ gqui associe Y(f,v) & (f,v) est une bijection de
¥(X) x E(X, PW(H)) sur le groupe des automorphismes de A .

Les premiéres assertions se vérifient facilement. Montrons que tout
automorphisme a de A est de la forme Y(f,v) . Soit xeX et considé-
rons la représentation irréductible a +>a(a)(x) de A ; il existe
f(x)eX tel que cette représentation soit équivalente 3 la représentation
ar> a(f(x)) , et cette propriété détermine f(x) de fagon unique. Il
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ala)(x) = vix)a(f(x))
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pour tout e €A . Ensuite on vérifie sans peine que les fonctilons

x> f(x) et x r>»v(x) sont continues. Montrons que

Soit (f',v’)e¥(X) x €(X, PW(H)) tel que Y(f,v) = Y(f',v’
dtol

x €X et tout aeA , on a vix)a(f(x)) = v'(x)al(f'(x)) ,
f(x) = f'(x) . On en déduit alors que v = v' ,

IV.3.2. Conservons les notations du lemme IV.3.1. Si
on notera av 1'automorphisme de A qui & ae€A associe
Soit u une fonction fortement continue de X dans.  %(H)
xe—>3’(x] est continue de X dans %PU(H) (voir 0.7); on

est injective.

) . Pour tout

ve EX,PUH))
x =—>v(x)Jalx]).
. Alors

posera o = Qq .
u u

IV.3.3. On conserve toujours les notations du lemme IV.3.1. Soit a
un automorphisme de A . On a a&a(L(A)) = L(A) et a(L(A)/A) = L(A)/A . On

notera encore a &t a respectivement les automorphismes
G|L(A)/A . De méme, on a G(E'(A)) = E'(A) et a(E'(A)/A)

a|L(A) et
= E'(A)/A . Re-

marquons par contre que la saus-C*—algébre faciale E(BX, £E(H)) (resp.
€(BX - X, £€(H)) ) de E'(A) (resp. E'(A)/A ) n'est pas nécessairement

stable par a (resp. : ) .
Soient ve&(X, PUH)) , xeBX - X et 1€L(A) . On

la, (GO = 14m la, 1y ced] = 1im

t,@x t.Gx

= l:l.mt'e
X

a

fviericed

frcer) = aor |

Il en résulte que ;v[lltx] ne dépend que de 1(x) et que 1'application

1(x]v—>aV(1](x) est un automorphisme de L(A)(x) . On notera Ev(x] cet

automorphisme., Si te X , on posera Evtt] = v(t) . L'automorphisme Ev
(resp. E—v ) de L(A) (resp. L(A)/A ) fait donc correspondre &8 1 € L(A)

(resp. L(A)/A ) 1le champ tl—->av[t]1[t) sur BX (resp.

BX - X ) . Pour

tout te€BRX - X , on a EV(tJ(E‘(A)(t)) = E!(A)(t) . Par contre la sous-
-C*-algébte faciale &E(H) de E!(A)(t) n'est pas nécessairement stable

par Ev[tJ . Lorsque dim H < +o» , 1la fonction v se prolonge en une

fonction continue (notée encore v ) de RBX dans PU(H)

puisque: PUCH)

est compact, et Ev(t) n'est autre que l'automorphisme v(t) de

L(A)(t) = &€(H) si teBX .

S1 ue &(X, W(H)) , on adoptera les notations correspondantes & par-

tir de 1'automorphisme au de A .

IV.3.4. DEFINITION. Soient X un espace localement compact, H un

espace hilbertien, A = £°(X, $€(H)) , st C une C*-algébra. Soient B,

ﬂ_ ‘B deux extensions de A per C . On dira que B; st

semi-équivalentes s8'il existe une fonction continue v de

Bay sont
X dans PUWH)
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et un isomorphisme B de By sur B, tels que le diagramme suivant soit

commutatif :
0 — A — B
av B \\‘C —_—
l l Pl

0 — A — By

0

N
Si BeExt(A,C) , on notera B sa classe de semi-équivalence. L'en-
n
semble des B avec B e€Ext(A,C) (resp. Y(A,C) ) sera noté Ext[A.C)N
N
(resp. $(A,C) ).

IV.3.5. LEMME. Soient X wun espace localement compact, H wun espace
hilbertien, A = E°(X, LE(H)) et C wune C*-algébre.

(1) ¥(A,C) est stable par semi-équivalence, et deux extensions

semi-équivalentes appartenant a8 ¥(A,C) ont méme spectre.

(ii) Soient B, et B, deux extensions semi-équivalentes appartenant

a %(A,C) . soit (?€¢X - Alors By gest bien (p-encadrée suivant GX si

et seulement si B, est bien (?-encadrée suivant OX .

(i11) Soit @e QX . Soient Bi et B, deux extensions semi-équiva-
lentes appartenant &8 ¥(A,C) et bien @-encadrées suivant QX . Notons

Y1 et Y, les homomorphismes de C dans L(A)/A associés respective-
ment & B, et B, . Pour tout x€BX - X on a FS'YI = TS'YZ .

Soient B, et B deux extensions semi-équivalentes de A par C ,
associées respectivement aux homomorphismes Yy, et <y, de C dans
M(A)/A . Soient v une fonction continue de X dans PU(H) et B un
isomorphisme de B; sur B, tel que le diagramme suivant soit commutatif:

0 — A — B,
o

~
-

0 — A — B,

cC — 0

On a a,ey1 = Yz 5 donc, comme & (L(AJ/A) = L(AJ/A , on a y;(CICL(AI/A
si et seulement si1 Yy,(C)CL(A)/A , c'est-a-dire B; e (A,C) si et seule-
ment si B,€ ¥(A,C) (voir IV.1.3). Ceci prouve la premiédre assertion de
(1).

Supposons que B; et B, appartiennent a ¢(A,C) . Il résulte de
1'6galité Ev.yl = vz aque a,(x)(y;(C)(x)) = y,(C)(x) pour tout
xeBX - X , d'ol y;(C)(x)” = y,(C)(x)" pour tout xeBX - X . On déduit
maintenant de la proposition IV.1.4 que gl = 62 . Cecil prouve la deuxie-
me assertion de (i) . Pour tout b=(m,c)eB; , on a B(b) = (Evtm),cl

d'aprés la commutativité du diagramme précédent. Il en résulte que

rg b(t) = rg m(t) = rg vitIm(t) = rg B(b)(t)
et
Tr b(t) = Tr m(t) = Tr v(t)m(t) = Tr B(b)(t)
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pour tout be B; et tout teX . Les assertions (ii) et (iii) s'en dédui-

sent immédiatement.

IV.3.6. Conservons les notations du lemme IV.3.5. L'application de
v ~
¢ca,c)” dans 9(X,C) qui, & Be¥A,c)” failt correspondre B , sera
n
notée A .
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CHAPITRE V

Quelgues lemmes

On groupe dans ce chapitre quelques résultats qui n'ont pas d'intérat

en eux-mé&mes mais seront utilisés & plusieurs reprises dans la suite.

V.1. Lemmes sur les filtres.

V.1.1. LEMME. Soient X un espace localement compact, x € BX - X et

Vv EOX . On suppose que V admet une partition finie en sous-ensembles

Vy s+++s V= fermés dans V . Alors il existe un indice 1 tel que V, €9x-

On peut évidemment supposer que n = 2 et que V est fermé dans
X « Il existe deux éléments W et F appartenant a Ox et une fonction
continue f de X dans [0.1] tels que :

(1) F soit fermé dans X et W soit ouvert dans X ;
(11) FCWCV ;
(iii) f soit égale @ 1 sur F et &a 0 hors de W .

Appelons gy la fonction de X dans [D,ﬂ telle que gi(t] = f(t) si
t¢ Vi et gi(t) =0 si ¢t ;vi

X et on notera encore gy son prolongement continu a pX . On a

(1 = 1,2). Cette fonction est continue sur

FﬂV1Cg;1(1] et anzcg;(o) s donc FAV, et FAV, ont des adhéren-
ces disjointes dans BX . On a évidemment
FBX . FﬁVEXU F?ﬁvgx

Bx . Supposons par exemple que xc.F?iV?x . Alors

et xeF
{tex | g,(t) > 1/2}

appartient a Gx et est contenu dans w('\V1 , d'ol V1€ Ox . S1 xe Fiivgx

on utilise g, pour prouver de mé&me que V2€ Gx .

V.1.2. LEMME. Soient X un espace localement compact, © un filtre

completement régulier sur X , et K 1'ensemble des valeurs d'adhérence de

© dahs BX . Alors © w@est la trace sur X du filtre des voisinages de K
dans BX .

78X

veo est

Soit Q wun voisinage ouvert de K dans BX . Comme f\
contenu dans  , 11 existe Ve©O© tel que VCQ .

Soit Ve oO. Il existe We©O© , contenu dans V , et une fonction continue
f de X dans [b.1] égale & 0O dans W et @ 1 hors de V . Cette
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fonction se prolonge continuement & BX et le prolongement est &videmment
nul sur K . Alors {xe X l f(x) < 1/2} appartient &8 la trace sur X du

filtres des voisinages de K et est contenu dans V .

V.1.3. LEMME. Soient X un espace localement compact,et X; une

compactification de X . Soient F un fermé de X; - X et 0 la trace

F
sur X du filtre des voisinages de F dans X,; . Alors hx1x (F) est
= 2 X, ===
1'ensemble des valeurs d'adhérence de GF dans BX et GF est la trace
sur X du filtre des voisinages de h;1xl(F] dans B8X .
, ==
-1

Posons h = h . Vérifions d'abord que h
X, X,

l1'ensemble des valeurs d'adhérence de OF dans BX . Soit t eh-1(F) .
Supposons qu’'il existe un voisinage V de t dans BX et W appartenant
a OF avec VNW = #. Soit Q un voisinage de F dans X; tel que

QNX = W . Alors F_1(Q) est un voisinage de t dans BX et on a

Flinvax = wav = # . Ainsi 777(@) NV est un voisinage de t dans BX

qui ne rencontre pas X , ce qui est absurde.

(F) est contenu dans

Soit maintenant te€ (BX - X) - h_1[F] . Comme F est compact, 11
existe, dans X; , des voisinages disjoints Q et ' de F et h(t)
== = =-1

respectivement. On a h Ttmayn 7 = gy or W Ttarnx €6, et h (Q")

est un voisinage de t dans BX , donc t n'est pas valeur d'adhérence de

0. .
F

La deuxieéme assertion résulte immédiatement du lemme V.1.2.

V.1.4. LEMME. On conserve les notations du lemme V.1.3. Soient O un
ouvert de X1 - X et ©®, 1la trace sur X du filtre des voisinages de O
dans X1 . Alors h-1(0) est contenu dans 1l'ensemble des valcurs d'adhé-

rence de ©, dans BX , et ©, est la trace sur X du filtre des voisi-
nages de h-1(0) dans BX

Soit un ouvert Ve O, . Alors VUO est ouvert dans X; et
F-1tvL)03 = V(Jh_1(D) est ouvert dans BX . Donc ©, est moins fin que la
trace sur X du filtre des voisinages de h-1[0] dans BX . Soit mainte-
nant W C X tel que W U h-1[D) soit ouvert dans BX . Alors
F = h(BX - (w(/h-1[0])] est fermé dans X; . Ona 0C X; - F et
(X1 - F)N X =W, d'od WeO, . Ainsi O, est la trace sur X du filtre
des voisinages de h-1[D) dans BX . On en déduit que h-1(0) est contenu

dans 1'ensemble des valeurs d'adhérence de ©, dans BX .

V.1.5. LEMME. Conservons les notations du lemme V.1.4 et supposons que

gque 0 est réunion dénombrable de compacts. Il existe Ve O, tel que
VUh '(0) soit paracompact. :

Soit (Kn]neN

0 = LJ K . On construit sans difficulté, dans X1 , une suite (H )
neN "'n n’ neN

une suite de compacts dans X3 - X telle que
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de compacts et une suite (Qn)neN d’ouverts telles quse

KyCe,CH Ca ., e a N -Xx1Co0

pour neN . Posons @ = LJneN Qn et V=QNX .0na Q = LJneN HrI et
QN (X, - X) = 0 . Les égalités

vUn o = TN s mNU, g H) s U BT

entralnent que V()h—1(01 est ouvert dans BX et dénombrable & 1'infini,
d'ol 11 résulte que V\Jh-1(01 est paracompact.

V.1.6. DEFINITION. Soient X wun espace localement compact et ©O un
filtre sur X . On dira que © se divise en n bouts s'il existe n fil-

tres compléetement réguliers 01 Y On possédant les propriétés suivan-

tes :

n
(1) pour 1 = 1,...,n , prenons Vie Oi 3 alors }:L vie 0O et une
base de © est formée de tels ensembles;

(11) pour tous 1 et J distincts, i1 existe vie Gi et VJe Oj
tels que V, N Vj =@

(111) ?\Ve Oi V=¢g pour 1 =1,...,n;

(iv) 9i possédde une base formée de parties connexes, pour i=1,...,n.

V.1.7. Conservons les notations de V.1.6. Il résulte évidemment de
(i) que chaque filtre © est plus fin que ©O .

i
Supposons 1l'existence de deux ensembles [01)121‘..-‘n et
[95]j=1,...,m de filtres sur X qui satisfont aux conditions de 1la défi-
nition V.1.6. Montrons d'abord que tout filtre Oj est plus fin que 1'un
des filtres 61 ses ey Gn . Pour 1 = 1,...,n prenons des ouverts Vie 91
tels que Vif)Vi, = ﬁ si 1 # 1' . Il existe Vje Oj , que 1l'on choisira

n
connexe, tel que Vj C LJ Vi , et, par conséquent, 11 existe 1i; tel que
i=1

V3C:Vil . Prenons un ouvert w11€ Oil contenu dans Vil . Comme précédem-
ment, 11 existe un ensemble connexe W) &0 contenu dans wi LJ(LJi#i Vi]
1 1

J J
Alors w3 est contenu soit dans W soit dans Lji#i Vi . Cette dernie-
1

i,
re éventualité est impossible car LJi#il Vi est disjoint de Vi , lequel
1
appartient a Oj . Ainsi Oj est plus fin que Oil. De méme, on démontre
que tout filtre GJ est plus fin que 1'un des filtres 94 seses Gé . I1

résulte alors de la condition (ii) de la définition V.1.6 que tout filtre

95 est égal & 1'un des filtres 01 seecs en , que tout filtre OJ est
égal a 1'un des filtres Gj see ey Gé , et donc que m = n .
On dira que les filtres 61 seees en sont les bouts de 0 .

V.1.8. DEFINITION, Soit X wun espace localement compact. On dira que
X a un nombre fini de bouts si le filtre OX des voisinages de 1'infini
dans X se divise en un nombre fini de bouts. Un bout de OX sera appelé
bout de X .
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V.1.9. Lorsque X a un nombre fini de bouts, chaque bout de X pos-
séde une base formée de parties fermées connexes, a frontiére compacte non

vide. En effet, solent O, ,..., O les bouts de X . Prenons V1e 91 .

1 n
Pour j = 1,...,n , choisissons des fermés FJe GJ , deux & deux disjoints,
n
avec F1 connexe et contenu dans V1 . L'ensemble F = kj FJ appartient
J=1

a © et donec F U (BX - X) est un voisinage fermé de BX - X dans BX .
Il existe donc un ouvert w de X , contenu dans F , tel que wU(BX - X)

soit ouvert dans BX . Il en résulte que F - w est compact. On a
n

F - wDFr(F) = L) Fr[FJ] (ol Fr désigne la frontiere). Donc Fr(F1]
3=1

est compact. Ainsi 01 posséde une base formée de parties connexes, fer-

mées, & frontiére compacte. La condition (iii) de V.1.6 entraine que F1

contient strictement un fermé G1 a8 frontiére compacte, appartenant a ©

La frontiére de 81 n'est pas vide puisque F1 est connexe.

Des notions voisines de cette notion de bout d'un espace localement

1°

compact ont déja 6té considérées précédemment (voir [21] par exemple).

V.1.10. LEMME. Soit X wun espace localement compact.

(i) Soient © et O' deux filtres complétement réguliers tels
qu'il existe Se€0 et S'e O avec SNS' = ¢ .. Soient K 3£ K’ les
ensembles des valeurs d'adhérence dans BX de © et ©O' respectivement.
On a KAK' = ¢.

(11) Soit © wun filtre sur X se divisant en n bouts O, ,..., 0 .

1 n
Soit Ki 1'ensemble des valeurs d'adhérence de 91 dans BX , pour
i =1,...,n . Les ensembles K1 seae, Kn sont des fermés connexes, deux a
- - n

deux disjoints dans B8X - X , EE \J Ki est l'ensemble des valeurs d'a-
dhérence de © dans BX . =1

(1) Soit xe€ KNK' . Alors © et ©O' sont moins fins que la trace
sur X du filtre des voisinages de x dans BX d'aprés le lemme V.1.2,

ce qui est absurde.
(11i) On a K, = (\ VBX 3 ceci entralne que K est connexe. La
1 Veei i

deuxi&me assertion de (1i) résulte de (i) et la troisiégme est évidente.

V.2. Lemmes de prolongement.

V.2.1. DEFINITION. Soient X un espace topologique et © wun filtre
sur X . Soit H un espace hilbertien de dimension finie r . On dira que

© possdéde la propriété de prolongement ﬂ; si, pour tout VeO et tout

felv, PU(H)) , 11 existe We O contenu dans V st g € B(x, PU(H))
tels que g|W = f|W .

Cette propriété est par exemple vérifiée lorsque © possdde une ba-
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se formée de rétractes de X .

V.2.2. Soient X un sspace localement compact, H un espace hilber-
tien et A = 8°(X, £€(H)) . Soit £A’ le champ continu de C*-algébres dé-
fini par E!(A) sur BX (voir 1III.2.13). Pour toute partie Q de BX ,
on notera A'(Q.,A) 1'ensemble des champs d'opérateurs cBntinus pour xA‘
sur Q . En particulier, si Q C X , on a A'(Q.,A) = €(Q, LE(H)) .

Soit Q € BX - X . Considérons un champ de projecteurs Pe Al (Q,A)
tel que T;[P[x)J soit constant sur Q . Puisque E!(A)(x) est une C*—al-
gébre duale pour tout xe§ , et d’aprés la forme de T; (voir III.4.4)
cette constante est nécessairement un entier k » 0O . On dira que P est

de rang k .

V.2.3. LEMME. Soient X wun espace localement compact, Q une partie
de BgX - X , et © 1la trace sur X du filtre des voisinages de @ dans
BX . Soient H un espace hilbertien de dimension finie r et
A = B°(X, &£(H)) . On fait les hypoth&ses suivantes :

a) pour tout WeO® et tout champ de projecteurs appartenant a

B(W, £(H)) , de rang constant, 11 existe w1e.0 , contenu dans W , sur

lequel ce champ soit trivial;

b) 11 existe Ve O® tel que VUQ soit paracompact;

c) @ posseéde la propriété de prolongement ﬁPr .

(i) Soit P un champ de projecteurs, de rang k , appartenant 3

A (Q,A) . Il existe un projecteur Q&lL(A) tel que rg Q(t) = k si teX

et tel que OIQ = P . De plus, on peut choisir @ de fagon que les champs
tr— Q(t) et tv~1 - Q(t) soient triviaux sur X .

(11) Soient P1 seans Pn des champs de projecteurs appartenant 23

A (Q,A) , de rang k1 sy kn respectivement, tels que Pipj = 0 pour

i # J . Donnons-nous des projecteurs R1 seeas Rn appartenant a $(H) ,

deux a deux orthogonaux, tels que rg R1 = k1 pour i = 1,...,n ..Il exis-

te une fonction continue v de BX dans PW(H) telle qu'on ait
v[tJPitt] = Ri pour tout te Q et 1 =1,...,n .

Prouvons (ii). Soit Ve ® tel que VU soit paracompact. Remar-
quons que § est fermé dans VUQ . Considérons 1'élément ii ij de
A (Q,A) . D'apres ([18]. 10.1.12) 11 existe un champ d'opérag;lrs
lepr(vUQ,A) tel que 1]|Q = }i% JPJ . Posons gy = }:% 13-1/3,3+1/3[ .

Comme t > Sp'l(t) west une fonction continue de VU dans 97[R] (voir
I.1.6), 11 existe We @ , contenu dans V , tel que Sp'l(t)Cw si teWw .
Pour J =1,...,n soit fj une fonction continue de R dans [0,1] qui
vaut 1 sur [J-1/3,J+1/3] et 0 hors de ]J~1/2.j41/2[ ; on a

fjfl)lﬂ = PJ . Posons fjtl)IWlJQ = Qj . Ce raisonnement classique de Fell
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nous prouve l'existence de champs de projecteurs 01 seess Qn appartenant
a Al (WUQ,A) , deux a deux orthogonaux, tels gque QJ[Q = Pj
jJ=1,...,n . On déduit de la proposition III.3.3 que la fonction qui vaut

Tr QJ[t) sur W et T;[PJ[t]) sur Q est continue sur WUQ . Donc on

peut supposer que rg OJ[t) = kj pour tout tew et J =1,...,n , en res-

treignant au besoin W . Alors, gréce & 1'hypothése a), on peut supposer

pour

que les champs de projecteurs 01 saees Qn sont triviaux sur W ainsi que
n
le champ 00 défini sur W par Qo(t) =1 - E‘l QJ[t] . Posons

n

R0 =1 - JZ=1 Rj . Pour j = 0,...,n soit (uj(t”tew un champ d'isomé-
tries uj[t) : QJ(t](H]—>Rj(H) , transformant 1l'ensemble des fonctions
continues a de W dans H telles que al(t)e let][H) pour tout tew

en l'ensemble des fonctions continues de W dans R,(H) . Alors

3

t—> u(t) = ii uj(t] est une fonction de W dans WU(H) ; vérifions
qu'elle est go?‘ntinue. Soit zeH ; les -Fonctvions t > uJ(tJQJ(t)(z) sont
continues de W dans RJ[H] par définition des champs t v—-»uj(t] , d'ol
11 résulte que t+—>u(t)(z) est continue. D'aprés 1l'hypothése c), il exis-
te w1e ® , contenu dans W , et ve&(X, PU(H)) tels que vI(t) = 3(t]
sur w1 . Comme ®PU(H) est compact, v se prolonge en une fonction conti-
nue (notée encore v ) de BX dans PWU(H) . On a v(t]QJ[t] = RJ pour
tout te.w1 , d'ol v[t]Pj(t] = RJ sur Q , et ceci pour J = 1,...,n..

L’assertion (i) se déduit immédiatement de (ii). Conservons les nota-
tions de la démonstration de (ii) avec n = 1 , et posons P = P1 . Il suf-
fit de prendre pour Q 1la fonction continue tﬁ-—vv(t]-1R1 de X dans
LH) .

V.2.4. LEMME. Soient H wun espace hilbertien de dimension infinie, T

un espace paracompact.v S un fermé de T et O wun voisinage ouvert de S.

(1) Soit u wune fonction fortement continue de 0O dans W(H) . Il

existe une fonction fortement continue wu’ de T dans W%(H) telle que
u'|s = uls .

(11) Soit [xi)iEI une famille de fonctions (normiqumant]‘ continues
de 0 dans H telle que, pour tout te O , [xi[t])ieI forme une base

orthonormale de H . Il existe wune famille de fonctions conti-

Vilier
soit une base orthonormale de

nues de T dans H telle que [yi(tnieI

H pour tout teT , et telle que yils = inS pour tout 1eI .

(1) D'apras ([16], 10.8.2), U(H) muni de la topologie forte est
contractile. Alors (i) résulte de ([33], exposé 1, th. 1).

(ii) Choisissons une base orthonormale (e,) de H et, pour tout

e

i"iel

te0 , soit u(t) 1’'opérateur unitaire qui a xi[t] fait correspondre
ey ( 1eI ). On définit ainsi une fonction fortement continue t > ul(t)

de 0 dans W(H) . D'apras (i), 11 existe une fonction fortement continue
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u' de T dans W(H) telle que u|S = u'|S . Il suffit maintenant de po-
ser yi(t) = u'(tJ*ei .

V.2.5. LEMME. Soient X un espace localement compact paracompact, §

une partie de B8X - X , et © 1la trace sur X du filtre des voisinages de
Q2 dans BX . Soient H wun espace hilbertien de dimension infinie et
A = £€°(X, £E(H)) . On fait les hypothéses suivantes

a) pour tout W€O et tout champ de projecteurs appartenant a

& (W, £€(H)) , de rang constant, il existe w1e © , contenu dans W , sur

lequel ce champ soit trivial;

b) 11 existe Ve©® tel que VUQ soit paracompact;

c) © a une base formée de parties fermées.

(1) Soit P un champ de projecteurs, de rang k , appartenant a
A'(Q,A) . I1 existe un projecteur QeL(A) tel que rg Q(t) = k si teX
et tel que Q|Q = P . De plus, on peut choisir Q de fagon que les champs
t —Q(t) et t+>1 - Q(t) soient triviaux sur X .

(i1) Soient P, ,..., Pn des champs de projecteurs appartenant a

1
A'(Q,A) , de rang k1 sevas kn respectivement, tels que PiPj =0 si

i # 3J . Donnons-nous des projecteurs R1 seees Rn appartenant a JEH) ,
deux & deux orthogonaux, tels que rg Ri = ki pour i1 =1,,..,n , Il exis-

te une fonction fortement continue u de X dans W(H) telle qu'on ait
a ()P, (t) = R
u i

4 bPpour tout teQ et 1 =1,...,n .

L'assertion (i) résulte immédiatement de (ii). Prouvons (ii). Comme
dans la démonstration du lemme V.2.3, on montre l'existence d'un ouvert
g e Qn appartenant a A'(WUQ,A) ,
deux 3 deux orthogonaux, triviaux sur W , tels que rg Q,(t) = k si
teW et tels que QJlQ = P

WeO® et de champs de projecteurs @Q

pour J = 1,...,n . D'apras ([17], prop. 18),

J
n
le champ de projecteurs t+=—>1 - Z: OJ est trivial sur W . Comme dans
J=1

la démonstration du lemme V.2.3, on construit une fonction fortement conti-
nue u de W dans WU(H) telle que u[tJDJ(t]u[t)*'= RJ pour tout

tew et J =1,...,n . Soit w1 un fermé& appartenant a O , contenu dans
W . D'aprés le lemme V.2.4 (1), 11 existe une fonction fortement continue
u' de X dans W(H) telle que u'lw1 = u|w1 . On a alors

au,(t]PJ(t) = au,(tlﬂj(t) = RJ pour tout te et J = 1,...,n .

V.2.6., LEMME. Soient A wune C”lalgébre 4 spectre séparé, P un pro-
jecteur de L(A) et A' = (1 - P)JA(1 - P) . Alors L(A’') est canonigue-
ment isomorphe & (1 - PJL(A)(1 - P) , et 1'injection canonique de L(A')
dans L(A) donne, par passage au quotient, une bijection de L(A')/A’' sur
la C*-algébre des lelL(A)/A tels que 1(t)P(t) = P(t)1l(t) = 0 pour tout

A A —_— e eu
te€eBA - A .

Ce lemme se démontre sans difficulté. Il permet d’'identifier L(A')
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(resp. L(A')/A') a une sous-C*—algébre de L(A) (resp. L(A)/A) .

V.2.7. LEMME. Soient X wun espace localement compact dénombrable a

1'infini, @ une partie de BX - X , et © 1la trace sur X du filtre des

voisinages de Q dans BX . Soient H un espace hilbertien de dimension
Ro et A= €°(X, £€(H)) . On falt les hypothéses suilvantes

a) pour tout WeO et tout champ de projecteurs appartenant a

¢ (W, ¥8(H)) , de rang constant, il existe W1€ ® , contenu dans W , sur
lequel ce champ soit trivial;

b) il existe Ve ©® tel que VUQ soit paracompact;

c) © a une base formée de parties fermées.

Soit [P1 seess Pn sees) une suite infinie de champs de projecteurs non

nuls appartenant AY(Q,A) , de rang Kk seees K ,«.+. Trespectivement,

1 n

a
tels que Pipj =0 si 1 # J . Donnons-nous une suite [Ri)isN*

teurs deux & deux orthogonaux dans ZE(H) , de somme 1 , tels que

de projec-

rg Ri = ki pour i eN* . Il existe une fonction fortement continue u de

X dans W(H) telle qu'on ait Eu(tJPi[t] = R

1 pour tous te€eQ st ieN*.

Choisissons deux suites croissantes de compacts : (Ln]new* et

= ’
(Kn)neN* telles que LjneN* Ln X et Ln C Int Kn . D'apres 1$ lemme
V.2.5 (1), 11 existe un projecteur Qqe L(A) et une famille [xi)

ienN™ de

fonctions continues de X dans H tels que

10,09 ="P,

2) (xl[t]] est une base orthonormale de H pour tout teXx ;

ieN™
3) 01[t] est le projecteur sur le sous-espace engendré par les vec-

teurs x:[t].....x1 pour tout tex .

k
1 1-1
On posera QO =0, h1 =0, et h1 = R; kJ pour tout 1 > 2 . Soit
n eN* . Supposons démontrée, pour tout J <€ n , 1l'existence d'un projecteur
QJe.L(A] et d'une suite (xi)1>h de fonctions continues de X dans H
tels que 3
(1) Q = P
JIQ 1! 3-1
J -
(11) [xi[t])i>hJ est une base orthonormale de (1 Eg; Ok(t]](H]

pour tout teX ;

(ii1) QJ(t) est le projecteur sur le sous-espace engendré par les vec-

teurs xﬂ +1[tJ,....xg (t) pour tout teX ;
J 3+
J-1 N |
(1v) xy ||.J xi|LJ si 1 >hy
n
Posons Sn(t] = Qk(t] pour tout teX ; on a Sne L(A) . D'apreas

k=1
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( h?]. prop. 18) , le champ de projecteurs t = 1 - Sn[t] est trivial sur
X . Notons A 1'ensemble des champs d'opérateurs (1 - Sn]a(1 - Sn] avec
acl(x, £E(H)) . Alors ¢ = (((1 - S (£)) LEHI(1 - S (£))), . , A) est
un champ continu trivial de C*—algébres. Notons A' 1la C*-algébre définie
par J&' ; on a évidemment A' = (1 - Sn]A(1 - Sn] . D'aprés le lemme

V.2.6, L(A') s'identifie canoniquement a (1 - Sn]L(A][1 - Sn) et
L(A')/A' s'identifie canoniquement a 1la C*-algébre des 1elL(A)/A tels
que 1[t]Sn[t] = Sn[tJI(t) = 0 pour tout teBX - X . Il en résulte que

P est un élément de A!(Q,A') . Donc, d'aprés le lemme V.2.5 (i), i1

n+1

existe un projecteur Qa+1e L(A') tel quse 0;‘1|Q = P et tel que les

n+1
champs t > Qé+1[t] et t+—> (1 - Sn(t]J - Qa#1(t] soient triviaux sur

X « 0On a 05*103 0 pour J € n . Soit un ouvert WeO , disjoint de

n+1
Kn+1 . Prenons une suite (yi )i>hn‘1

de fonctions continues de W dans

n+1

H telle que (yh i[t])

.
n+1

(£)(H) et (y]"

i=1,..,k soit une base orthonormale de

n+1

05*1 (t])i>h soit une base orthonormale de
n+1

1 - Sn(t)J[H) , pour tout te€W . Soit un fermé W'é€ QO , contenu dans W .

D'aprés le lemme V.2.4 (ii), il existe une suite (x;’1li>h de fonc~
tions continues de X dans H telle que : n+1

a) [xn*1[t]] est une base orthonormale de (1 - S_(t))(H)
i il.>hn’1 n
pour tout teX ;

8) x:lL = x:41|L si 1 >h 3

n+1 n+1 n+1
n+1 n+1
Y) Xy jw» = vy W s1 4 >h s

Pour tout te€X , appelons Qn+1(t] le projecteur sur le sous-espace de H

n+1 n+1
(t),.ouux (t) .

hn*1+1 hn*2

tient & L(A) et Q!  |W' =0Q |W . 0Onadonc Q [2=0  [2a=P .

engendré par les vecteurs x Alors Q appar-

n+1

Ainsi, les éléments @Q :'1]i>h vérifient, avec J = n+1 , 1les
n+1

conditions (1), (11), (1ii), (iv) précédémment énoncées.

n+1 st (x

De cette fagon, on construit par récurrence une suite [Qi]ieN* de
champs continus triviaux de projecteurs, appartenant a L(A) , tels que
Qilﬂ = P, pour 1enN® et 0101 =0 si i # j . Montrons gque

2: :=1 Qi[t) = 1 pour tout teX . Supposons.que t an . Par construction
n-1

n ’ -
(XJ(t)]j>hn est une base orthonormale de 1l'espace (1 j=o QJ(t]](H) .

De plus, on sait que Qr(tl est le projecteur sur le sous-espace engendré

par les vecteurs Xy +1[t]....,x: (t) pour tout z~ew* . Comme t eLn y
r r+1
on a xj[t] = x;[t] pour tout J > hr et tout r » n . Il en résulte que
oo
121 Qi(tJ =1 .,
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Soit (ui(t”tex un champ d'isométries ui[t] : Qi[t][H]-—> Ri(H]
qui transforme l'ensemble des fonctions continues a de X dans H telles
que a[t]eni(tJ(Hl pour tout t€X en 1l'ensemhle des fonctions continues
de X dans Ri(H] . Pour tout teX , soit u(t) 1'opérateur unitaire de
H dont la restriction a Qi(t](H) vaut ui[t) si ieN® . Alors
t+—> u(t) est une fonction fortement continue de X dans %(H) . On a
ult)Q, (£Ju(e)® = R, sur X , d'od Q (£)P,(t) = R
tout 1en® .

sur Q , et ceci pour

i i

V.2.8. LEMME. Soient Z un espace normal et S un fermé de Z . Tou-

te fonction continue de S dans T se prolonge en une fonction continue

définie sur un voisinage de S & valeurs dans T .

Soit (@ une fonction continue de S dans T . Prenons un voisinage
0 de T dans R? tel que T soit un rétracte de 0 . Il existe un voisi-
nage V de S dans Z tel que CP se prolonge en une fonction continue
de V dans O , d’'ol on déduit un prolongement de C? en une fonction con-
tinue de V dans T .

V.2.9. LEMME. Soient X wun espace localement compact, @ wune partie

i_e_ gX - X , et © 1la trace sur X du filtre des voisinages de Q dans

BX . Soient H wun espace hilbertien de dimension finie r , st
A =E°(X, £(H)) . On fait les hypoth&ses suivantes :

a) pour tout WeO© 8t tout champ de projecteurs appartenant a

€(W, £(H)) , de rang constant, il existe w1eo contenu dans W sur lequel

ce champ soit trivial;
b) 11 existe V€O tel que VUQ soit paracompact;

c) © posséde la propriété de prolongement ?r .

Toute fonction continue de Q dans %PW(H) se prolonge en une fonction con-
tinue de BX dans PU(H) .

Soit (e,) une base orthonormale de H et, pour
i"i=1,...,r

i=1,...,r , appelons ai le projecteur sur le sous-espace Cei . Le
choix de cette base nous permettra d'écrire les éléments de JK(H) comme des

matrices &8 r 1lignes et &8 r colonnes.

Soit t +> g(t) wune fonction continue de § dans PU(H) . Les fonc-
tions t +—> g[t]ai sont continues de § dans J&£(H) , et g(t]ai est un
projecteur de rang 1 pour tout te@Q et {1 =1,...,r . D'aprés le lemme
V.2.3 (i1), i1 existe une fonction continue v de BX dans PUW(H) telle
4 Pour tout teQ et 1 =1,...,r . S1I teQ ,
soit u(t) un &lément de W(H) tel que tx'(t] = v(tlg(t) . D'aprés ce qui
précaéde, u(t) s'écrit A1(t]. 0 j avec )‘i(t]eT pour i = 1,...,r .

qu’'on ait v(t:)g[t:)a:l = a

0 '}\r(t]
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Alors wu(t) &est entiérement déterminé par les conditions Yty = vitlg(t)
et )‘1[t] = 1 . Avec ce choix de wu(t) , les fonctions tr—?)\i[t) sont
continues de Q dans T . En effet, tl——->'|\.|'(t] est continue, et 1'ensemble
des matrices diagonales de WU(H) dont le premier coefficient vaut 1 est
canoniquement homéomorphe & son image dans %QPU(H) . On déduit du lemme
V.2.8 1l'existence de We® et d'une fonction continue de WUQ dans U(H)
prolongeant u . On notera encore u <ce prolongement. Puisque © posséde
la propriété de prolongement iPr , on peut supposer, en restreignant au be-
soin W , gu'il existe une fonction continue v' de X dans PulH) telle
que Vv'|W = 'L\flw . Appelons w la fonction continue de BX dans PUH)
telle que, si teX , on ait w(t) = v(tJ_1
pour tout tegQ .

v'(t) . Alors on a w(t) = g(t)

V.2.10. LEMME. Soient X un espace localement compact dénombrable &

1'infini, Q@ une partie de BX - X , et © 1la trace sur X du filtre des

voisinages de Q dans BX . Soient H wun espace hilbertien de dimension
Ro et A = €°(X, LE(H)) . On fait les hypothdses suivantes

a) pour tout We QO et tout champ de projecteurs appartenant a

(W, £€(H)) , de rang constant, il existe w1eo , contenu dans W , sur

lequel ce champ soit trivial;

b) 11 existe Ve © tel que VUQ soit paracompact;

c) 0 posséde une base formée de parties fermées,
d) 11 existe V'€ O tel que toute fonction continue de §Q dans T

se prolonge en une fonction continue de V'UQ dans T .

Soit g une fonction continue de § dans PWU(H) . Il existe une fonction
fortement continue w de X dans U%(H) telle que Ew(tJIXB(H) = g(t)
si teQ .

Soit ( une base orthonormale de H , et pour tout 1enN®

) jen®
appelons ai le projecteur sur Cei . Comme dans la démonstration du lemme

V.2.8, on prouve, en utilisant cette fois le lemme V.2.7, l'existence d'une
fonction fortement continue u de X dans wW(H) telle qu'on ait

Eu(t]g(t]ai = a pour tout teQ et tout 1ieN® . Montrons que

i
n
G (t)(LE(H)) = LE(H) si teQ . Soit deLEH)' tel que d ¢ 3 gltla, .
n i=1
On a o (t)d < 3 a, , d'od o (t)deLEH) d'aprés III.4.3 (i). Les 61é-
i=1
+

n
ments d de ¢B(H) tels que d < z g(t]ai pour un certain n engendrent
i=1

L8(H) ; on en déduit que Eu(tJ(zl?fHJ]CzCIH] . D’autre part, le projecteur
a, appartient a Eu(t)(.ft’(H]] pour tout 1ie N* puisque a; = Eu(t)g(t]ai.
I1 en résulte que Eu(tl(ft(H]] = £8(H) . Pour tout teQ , soit ult) un
unita':l\.’re de H tel que u(t) = Eu(tll.‘fe(HJ . Vérifions que la fonction
t—= u(t) est continue de XUQ dans QPW(H) . Soit aeLE(H) . Sur X ,
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la fonction t'—*en'(t)a est normiquement continue. D’'aprés [[1]. chap. I,
§8, th. 1), pour montrer la continuité normique de te—> Jlt)a sur XUQ ,
i1 suffit de montrer, pour tout xeQ , que ﬁ'(x]a est la limite normique
de t> u(t)la suivant Gx . Sur XUQ , on a 0(tla = Zu(t]a ; c'est-a-

-dire que t+— 'L\u'(t]a est la restriction a3 XUQ de Eu(a]eL[A) . Comme
on a al(x)a € £8(H) pour tout xeQ , il suffit d'utiliser III.4.2 a).

Si teQ , soit u'(t) un élément de W(H) tel que

~ " "
u'(t) = ult)glt) ; on a u'[t]ai = a pour tout i1en® . En prenant

i

(Bi]ielN* comme systéme orthonormal de référence, on écrira les &léments de
£ (H) comme des matrices infinies. D'aprés ce qui précéde, u'(t) s'écrit
'A1(t)_ 0
An(t]
o "

avec )‘i(t)sT pour 1enN® ot te . Alors u'(t) est entiérement déter-
miné par les conditions :l"(t) = a'[t]g[t] et )\1 = 1 ., De plus, avec ce
choix de wu'(t) , les fonctions t '—>)\i(t) sont continues sur Q . Gréace
4 1'hypothése d), on peut prolonger u' en une fonction fortement continue
de V'UQ dans W(H) ; on notera encore u' ce prolongement. Soit W un
fermé appartenant 8 O et contenu dans Int V' . D'aprés le lemme V.2.4 (i)
11 existe une fonction fortement continue u"” de X dans W(H) telle que
u"|W = u'|w . Posons w(t) = u(t)®u"(t) si teX . Alors, pour tout teR ,

on a

3,00 [LeH) = T (07 TeT L (8 |LEH) = G (0) e T (E)eglt) = glt) .
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CHAPITRE VI

Extensions encadrées d'une C*lalgébre a trace continue

VI.1. 6énéralités.

VI.1.1. DEFINITION. Soient A une C*-algéﬁre a spectre séparé et C
une C*—algébre. On notera &(A.C) 1l'ensemble des éléments de $(A,C) qui

sont encadrés suivant 0O .

VI.1.2. PROPOSITION. Soient A une C*-algébre uniformément liminaire

4 spectre séparé et C une C*—algébre uniformément liminaire. Alors

X(A,C) est l'ensemble des C*—algébre uniformément liminaires qui appar-
tiennent & Y(A,C) .

Soit Be&A,C) . Pour tout b = (m,c)eB , on a
I(m) = y(c)e EY(A)/A (voir IV.2.1 (11)), d'od meE!(A) . Il résulte de la
proposition III.2.13 (iv) et de I.2.11 que gE[m) est encadré sur ﬂ pour
tout Ae > 0 . Par ailleurs gE(c] , qui appartient i K(c) , est encafré
sur C . On en déduit que getb) est encadré sur B pour tout beB et
tout € > 0 , et donc que B est uniformément liminaire. Réciproquement,
tout élément uniformément liminaire de ¥(A,C) appartient évidemment a
&a,c) .

VI.1.3. Soient X wun espace localement compact, H un espace hilber-
tien de dimension finie, et A = £°(X, £(H)) . Comme on a
M(A) = L(A) = E}(A) (voir III.4.8), il résulte de la proposition IV.2.1 (i1)
que Ext(A,C) = $(A,C) = &A,C) pour toute C*-algebre C .

VI.1.4. PROPOSITION. Soient A une C*—algébre 4 trace continue et C
une C*-elgébre unifére. On suppose quse R a un nombre fini de bouts. Alors
Ja,c) = £(A,C) .

Notons 1 1'unité de C . Soient Yy un homomorphisme de C dans
L(A)/A et B 1'extension associée. L'é&lément +vy(1) est un projecteur de
L(A)/A . Par un raisonnement classique de calcul fonctionnel, on montre
1'existence d'un élément 1 de L(A) tel que TI(1) = y(1) et tel que
1(t) soit un projecteur pour tout t appartenant & un voisinage de 1'in-

A n
fini dans A . On peut supposer que V = lei od V1 seees Vn sont des
1

A
parties connexes de A . D'apreés ( DQ], lemme 4.1), la fonction

t—>rg 1(t) est continue sur V et donc constante sur chaque Vi , d'ol
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SUP..y T8 1(t) < += , Ainsi (1) appartient a E(A)/A . Soit ceC ; on
a ylc) = yle)y(1) €EY(A)/A . I1 en résulte que +(C) C E!(AI/A d'od
B € #(A,C) d'aprés la proposition IV.2.1 (i1).

VI.1.5. Soient A une C*-algébre 4 spectre séparé et C une C*-algé-
bre. Lorsque B € &(A,C) 1la fonction continue f de Bﬁ - A dans ‘f(ﬁ]
associée 3 66.3[3,6) prend ses valeurs dans fE[éJ , d'aprés les proposi-
tions II.8 b) et I.2.24. Nous allons donner un cas ol la réciproque est

vraie.

PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, X; une com-

pactification de X , et Y un espace localement duasi-compact. Soient f

une fonction continue de X; - X dans ﬂg[Y] , et

0= {xeX; - X | flx) f’f } . On suppose que, pour tout xeO0 , la trace Ox

sur X du filtre des voisinages de x dans X; se divise en un nombre

fini de bouts. Notons Z 1'extension de X par Y associée a8 f . Soient

A une C*—algébre 4 trace continue de spectrs X , et C une C*-algébre

—_
liminaire de spectre Y . Toute extension B de A par C telle B = Z

appartient a 8[A,CJ . En outre, si xe0 8t si ei est un bout de ex )

il existe un fonction m unique de f(x) dans N* telle que

1 Tr b(t) = Z:

X

1 mi[y].Tr bly)

ime,o yef (x)

pour tout beB encadré suivant Gi .

A On pose h = hX,Xl . Soit B une extension de A par C telle que
B =2, et soit y 1'homomorphisme de C dans L(A)/A associé a B .
D'aprds la proposition IV.2.1 (1i), pour prouver que B appartient a
¥(A,c) i1 suffit de prouver que y(C)(x) est contenu dans El(A) (x)
pour tout xe€BX - X . Soit xepBX - X - h-1(0) 3 on a

y(C)(x)"~ = feh(x) = ﬂ/(voir IV.1.4 et II.18), d'od y(C)(x) = 0 . Soit

X € h_1(0) et posons x; = h(x) . D'aprés la proposition II.8 bJ, Ox, con-
verge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans Z et f(x;) est 1'en-
semble des limites de eXl . I1 en est de mé&me pour chaque filtre plus fin
que le et en particulier pour chaque bout de exl . D'aprés la proposi-
tion IV.1.2, on a A C J(B) . Il résulte alors de la proposition I.3.6 que
B est encadrés suivant chaque bout de exl et donc suivant ex1 . E: fil-
tre ex, est aussi la trace sur X du filtre des voisinages de h " (x;)
dans BX (voir V.1.3) et donc ex est plus fin que exx . Ainsi B es?
encadrée suivant ex et, d'aprés la proposition IV.2.1, on a

y(C)(x) C EYNAI(x) .

La deuxiadme assertion de la proposition résulte des propositions

I.3.6 et I.2.26 b).

VI.1.6. Soit C une C*-algabre. On notera ﬁa(cl 1'ensemble des
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traces s.c.i. I' sur C‘ , densément définies, & support discret F , tel-
les qu'il existe une fonction m de F dans N* pour laquelle

I'(e) = Eth m(t).Tr c(t) si cec’ . On dira que m(t) est la multipli-
cité de T en tee . S1 C est une C*-algébre commutative de spectre Y ,
cet ensemble %’d(C) sera aussi noté o“a(Y) . Nous munissons ?d(C] de 1la

topologie induite par celle de <C) .

VI.1.7. Soient A une C*-algébre a trace continue et C une C*-al-
gébre. Soit <y eHom(C,E'(A)/A . Rappelons que, si xe e‘A - A B 1')1( désigne
la trace cv—rT;[Y(c](x)) définie sur C' (voir IV.2.2). D'aprés le lem-
me IV.2.2 (1ii), x r—»I‘)l( est une fonction continue de Bf\\ - 'A dans ¥(C)
et, d'aprés le corollaire IV.2.5, on a vy(C)(x)" = Supp I‘; pour tout
x e BA - A . On vérifie immédiatement (comme dans la démonstration du lemme
III.4.4 (ii)), en utilisant la proposition I.2.26, que, pour tout
x€BA - A, i1 existe une fonction m de E'(A)(x)" dans N satisfai-
sant a T;(b) = EteE’[A][x)A mx(tJ.Tr b(t) si AbeE‘(A)(xf . Il en ré-
sulte facilement que P;ezd[t] pour tout xe€BA - A .

VI.1.8. PROPOSITION. Soient T wun espace topologique, C une C*'El_
geébre, et I‘eg(T.g:j[C)] . La fonction t > Supp I‘t est continue de T
dans 97;(6] .

A
Soit toeT et soit un ouvert w de C tel que wf\Supp I‘t #/ .
o
Il existe ce‘}‘(,(C]* , porté par ww , pour lequel I‘t (c) #0 . On a
o

I‘t(c) # 0 au voisinage de t0 et, d'aprés le lemme I.2.4, on a
Supp rtnw # 525 sur ce voisinage. Soit maintenant une partie quasi-compacte
A
K de C telle que KnSupp Pt = y{ . Supposons 1l'existence d'une famille-
o

filtrante [tj]jeJ de points de T qui converge vers to et telle que
K NSupp I't # ¢ pour tout Jje€J . Prenons xJeKnSupp I't . On peut sup-
J
poser que la famille (XJ]JEJ converge vers xDeK . Soit ce}C(C]* tel
que c(xol # 0 et c(x) = 0 si xeSupp I‘t . 0Ona Tr c[xo) # 0 , d'od
o

Tr c(x) )—;—Tr c[xol au voisinage de L D'autre part on a

I‘tJ(c) = ZyeSupp Ft mJ[y]_.Tr cly) > mJ(xJ).Tr c(xJ) 2 Tr c(xJ] .
J
I1 existe donc Jo tel que, si J ?’Jo , on ait T
Ceci est absurde car 1lim I't (c) =T, (ec) = O.

J 3 "ty

VI.1.9. Soient Y wun espace localement compact, H' un espace hilber-
tien, et C = £°(Y, LE(H')) . L'espace S€(C)  (resp. %’d(CJ ) est canoni-
quement homéomorphe a ob(Y) (resp. o“d(Y) ) (voir 0.12). Dans la suite

un élément de <%(C) sera considéré indifféremment comme une trace sur ct

1
t(c)>2Trc(xD)>O.

Ou comme une mesure sur Y .
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LEMME. Soient X et Y deux espaces localement compacts, H et H'

deux espaces hilbertiens de dimension finie, A = €°(X, £(H)) , et
C = g°(Y, L (H')) . Soit YeHom(C,L(A)/A) ; pour tout xe&€BX - X , on_a
r;w).am H* € dim H .

Ici, on a LC(A)Y/A = §(BX- X, £ (H)) . Soit xe€BX - X . Comme YI(C)(x)
est une sous-C*-elgébre de £(H) , 11 existe, dans X£(H) , des projecteurs
deux & deux orthogonaux P, ,..., Pn qui commutent avec Y(C)(x) , tels

1
que Y(C)(xIP, =-‘6(P1(H]] pour 1 =1,...,n et

n
fyth(x])ti);,' Py} = y(e)(x)

pour tout ceC . On a évidemment dim Pi(H] = dim H' , et i1 existe
yieY tel que la représentation cr—> c(yil soit équivalente a
c'—>'HcJ(xJ|F'i[H) (1 = 1,...,n). On a Supp I‘)‘( = {y,I beees yn} et, si
yeY , 1l'entier F;({y}) est égal au nombre d'indices 1 tels que

Yy =Y . On en déduit que n = F:((Y] . Comme d'autre part on a évidemment
n.dim H' £ dim H , 1'inégaliteé I‘;[Y).dim H' & dim H est démontrée.

VI.1.10. Soient X wun espace localement compact, H un espace hil-
bertien, A = E°(X, £E(H)) , et C est une C*-algdbre. On notera &(A,C)"
l'ensemble des ?2'! avec BCg(A,C) 3 et 1 1la surjection canonique de
&(A.C) sur &nA,C)7 .

Soit Y wun espace localement compact. S1 peWlN , on notera O“S[Y)
1'ensemble des Fécéé(Y) tels que TI(Y) £ p , et ﬂ"»g(Y) l'ensemble des
fermés de Y ayant au plus p points. Si p est un cardinal infini, on
posera Jbz[Y] = Oaé(Y] et ‘fg(Y] = ‘fd[Y] .

Pour tout cardinal p , l'application de £(BX - X,oa’(pj(Y)) dans
B(BX - X.‘J"S[Y)) qui associe xv—> Supp I‘x a Tefb(Bx - X,JAS(Y]) , se-

p

ra notée ¢ ou plus simplement ¢ (voir VI.1.8).

Supposons toujours que A = £°(X, £&€(H)) et prenons maintenant
c = Po(y, LE(H')) o0 H' est un espace hilbertien tel que
dim H' & dim H ; posons p = [dim H : dim H'] . Soient yeHom(C.El[A)/A)
et B 1'extension de A par C associée 38 vy . D'apréds VI.1.7 et le
lemme VI.1.9 la fonction xr—ol‘; appartient a &(BX - X.JLS(Y]) 3 1'apli-
plication de Hom(C,E!(A)/A) dans E(BX - X.Jbg(Y]) ainsi définie sera
notée u . Par ailleurs, d’aprés le lemme IV.3.5 (ii1i), cette fonction
xr—?I‘; ne dépend que de ?3' ; on notera £ 1l'application de &(A,C)V
dans €(BX - X,dLS(Y)) qui 2 B associe xv—#I‘)‘( .

Grace au corollaire IV.2.5, & la proposition IV.2.1 (1ii), et & ce
qui précéde, le diagramme commutatif de IV.1.5 se précise comme suit lors-
qu'on se restreint a 8(/\,0) .
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ea,c) «tlELACL Lo ce B Ay /a)

11 u
A e ——E—— Eipx - X.ME (V) x | Hom(C.E* (A) /)
n
Al&(A.C)'“l \
FOGY) L Epx - X, F(YV)) «———2 Epx - X, FT(Y))

n
(rappelons que la définition de A est donnée en IV.3.6).

Lorsqu’on a dim H < dim H’' et dim H < +e , 1'ensemble Ext(A,C)

ne contient que 1l'extension A x C .

VI.2. Surjectivité de & et ¢ .

VI.2.1. LEMME. Soient X wun espace localement compact, H un espace
hilbertien, A = &°(X, £K(H)) , et C une C™-algdbre. Soient X, une com-
pactification de X et <y un homomorphisme de C dans E(Xy - X, LEH))
Notons y' 1'homomorphisme de C dans ®@(BX - X, LE(H)) tel que

y'(c)(x) = y(c](hx X (x)) pour tout xeBX - X et tout ceC . Si
l 1 _— —— _—
x €Xy - X , désignons par Ox la trace sur X du filtre des voisinages
de x dans X; . Soit
B = {(m,c)e€ (X, £LEH) x C | 1im, o M) = y)x), ¥xexy - x}
" Ux

(les 1imites étant les limites normiques dans LE(H) ).

(1) B est 1'extension de A par C associée a l1'homomorphisme vy’
de C dans E(BX - X, £6(H)) C E!(A)/A , et on a donc B € &(A,C)

(11) 6 est 1l'extension de X par T associée a la fonction continue
x+—>y(C)(x)" de X; - X dans Ft) .

(1ii) Pour tout xefBX - X et tout cec’ , on a

1 =
I‘x(c) Tr y(c)[hx’ !(x)]

X

L'assertion (i) résulte immédiatement de la définition de 1l'extension
de A par C associée & vy’

A N
(ii) D'apreés la proposition IV.1.4, B est 1'extension de X par C
associée & la fonction continue x+—>y'(C)(x)" = Y(C)(hx X (x))" de
X1
BX -~ X dans 9’(6] . Il suffit alors d'utiliser la remarque II.18.

(111) Pour tout x€BX - X et tout ceC' , on a par définition

r;[c) = Tily'(c](x)) = Tr y'(e)(x) = Tr yle)(h, 1[x)] .

X

VI.2.2. DEFINITION. Soient T un"espa'c‘e topologique, Y wun espace

localement compact et p un cardinal. On appellera\oﬁp(T,Y) le sous-en-
semble des éléments I de E[T.oflzd(Y]) qui possédent la propriété suivan-
te : i1 existe une famille (filicl de fonctions continues de T dans Y
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avec card I £ p telle que, pour tout teT et tout yeY , 1l'entier

I‘t({y}] soit égal au nombre d'indices 1 pour lesquels f’i(t] =y .

On dira que T est déterminé par la famille [fi)iel . Un élément
de QPIT,Y] peut évidemment &tre déterminé par des familles distinctes de
fonctions continues de T dans Y . On a ,op(T.Y) CE(T,dég(Y)] mais

l1'inclusion peut &tre stricte comme le prouve 1l'exemple VI.2.12,

VI.2.3. LEMME. Soient T wun espace topologique, Y un espace locale-

ment compact, et p un cardinal.

(1) Soit I'eg)p(T.Y] , déterminé par une famille Hi):I.GI de fonc-
tions continues de T dans Y avec card I £ P . Alors (filiel satis-

fait aux conditions suivantes :

a) pour tout teT et tout compact K _d_e Y , 1'ensemblese
{1eI | f,(t)eK} est fini,

b) pour tout compact K d_e Y et toute partie J d_e I , 1'ensem-
ble n {teT | fJ(t)¢ K} est ouvert.

jel
(11) Soit [filieI une famille de fonctions continues de T dans Y
avec card I < p , satisfaisant aux conditions a) et b) ci-dessus. Alors
P
[Fi)iEI détermine un élément de & (T,Y) .

(1) Puisque I't e(/%d(Y] pour te€T , la condition a) est évidemment
satisfaite. Montrons que T satisfait aussi & la condition b). Soient K
un compact de Y et J C I . Soit tOeT . Notons 1, ,..., 1 les indi-
ces 1 tels que f,(t )eK et supposons que i, ».ens iq} ni -}5 . Po-

sons K NSupp I't = {a1 seees an} , oll les points &, ,..., a sont deux

1
a deux distincts., Pour 41 = 1,...,n , choisissons des voisinages compacts
V:I. et wi de a, dans Y tels que wi C Int Vi s Viﬂ Supp I‘t = {ai} )
Ny, - ¢ V) n .
et Vi VJ = si 1 #3J .0na (K 11 Int wi) Supp I'to = , et donc

11 existe un voisinage w de to sur lequel
n
k- Mt w)Nswpr, =¢
(voir vI.17.8). Pour i = 1,...,n , prenons une fonction continue réelle
(?i sur Y , valant 1 sur wi et 0 hors de Vi . Comme les fonctions
tl-’I't(Qi) sont continues, on peut supposer, en diminuant au besoin ¢ ,

que I‘t((pi) < I‘tO({ai}] + 1/2 pour tout tew et 1 =1,...,n . De plus,

gréce a la continuité des fonctions f, , on peut supposer que, si

K
fijtto)cwr , on a encore +'1 (tleer sur w , et ceci pour
J =1,...,9 . Ce qui précede interdit 1l'existence d'un point tew et
n
d'un indice i¢{i1 seees :l.q} tels que fi(t)e wJ . En effet, sinon

1=1
on aurait Pt[c?j) > I‘tot{aj}) + 1 pour au moins un indice j€{1,...,n} .
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I1 en résulte que w cnN {teT | FJ[t]f.‘K} .

jel
(ii) Pour tout te€T et tout yeY , posons

r.({y}) = card {1 | f ) =y}

Grace a8 la condition a) on définit ainsi, pour tout teT , un élémént T
de O%S(Y] . Il reste & démontrer que t+—> l"t(C{ll est continue pour tout
C?GH,(Y] . Posons K = Supp @ . Soit toeT , et notons i, ,..., iq les

1
indices 1 tels que -Fi(tOJEK . D'aprés la condition b), 11 existe un

t

voisinage w de t0 tel que, si tew et :l#{i‘1 sena, iq} , l'’ensemble
K ne contienne pas Fi(t] . D'autre part, d'aprés la continuité des fonc-

tions *F:l , on peut supposer, étant donné € > 0 , que

SUPy.4,...,q |cp(fij(tn - (Fij(tOJ]I < €/q

si tew . Il en résulte que
q .
|1"t((93 - ]"to((p][ = I;,l Q[fij(tll - CP[FiJ(tO)][ < €
‘sur W .

VI.2.4. LEMME. Soient T un espace topologique, H et H' deux es-

paces hilbertiens, Y un espace localement compact, et C = E°(Y, £E(H')) .
Posons p = [dim H : dim H'] . Soit T e HP(T,Y) , déterminé par une fa-

mille (fi]iCN[q]
Identifions H & H' ® 1; @ R EE R est un espace hilbertien. Appelons

de fonctions continues de T dans Y avec q< P .

2
(ei)ieN[q) la base orthonormale canonique de 1 B

(i) Pour tout ceC , la fonction ¢t +—> ZieN(q] c(f‘i(t]) @ Pei est
normiquement continue de T dans J&(H) (on pose c(y) =0 si y est 1le
point & 1'infini de Y )

(i1) La fonction y qui & ceC associe t+r— Z
est un homomorphisme de C dans 5’b(T. ZE(H))

c(*Fi(tll ® Pai

ieN(q)

(1) Soit ceC et montrons que la fonction
t— ZieN[q] c(f,(t)) @ Pe,

est normiquement continue de T dans gE(H) . Soient toe T et € >0 .
Posons K = {yeY | [Jety)] > €/2} 3 c'est une partie compacte de Y . No-
tons 11 seess 1n les indices 1 tels que *Fi(to)eK . D'aprés le lemme
VI.2.3 (i), 11 existe un voisinage w de to tel que, s1 tegy et
i¢{11 seves in} , le point Fi(t) n'appartienne pas & K . On a donc

supi¢{11"_.' in} nc(fi(t]]" & €/2 pour tew . D'autre part, d'aprés la

continuité des fonctions Fi , on peut supposer, en diminuant au besoin

W, que suPy_, o ||c(1’i (t)) - clfy (tOJ)I< e si tew . Il en résul-
te que suDieN(q] “c(fitt]] - c[f‘i(to]]" £ € sur w . Ceci démontre la

continuité de tHZieN[q) c('Fi[t]] ®Pei en t:'3 .
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(11) Evident.

VI.2.5. Conservons les notations de VI.2.4. On dira que Y est asso-

cié a la famille [filieN(q] .

VI.2.6. Soient X et Y deux espaces localement compacts, X; une
compactification de X , et p un cardinal. Alors &p[XI - X,Y) s'envoie
injectivement dans 2P Bx - X, V) par 1'application h* qui a

X, X1
Feﬁ)p(x1 - X,Y) associe Toh .
X, Xy

PROPOSITION. Soient X Eﬁ Y deux espaces localement compacts, X,

une compactification de X , H Eﬁ H' deux espaces hilbertiens,
A = B°(X, LEH)) , et C = &°(Y, LE(H')) . Posons p = [dim H : dim H'] .
Alors h) (Qp(x, - X,Y)) est contenu dans g(g(A.C)N] . Plus précisément

X, X1
soit Fe(OD(X1 - X,Y) , déterminé par une famille (fi)ieN[q] de fonctions
continues de X; - X dans % avec gq € p . Identifions H &
’ 2 &

H' ® 1q @ R ou R est un espace hilbertien.*ﬁppelons [zi]ieN[q) la base
orthonormale canonique de 1; . Alors on a hx XI[F) = E(B) ol B est la
C*-algébrs des couples (m,c) appartenant a Eb(X,‘XGIH)) x C et tels que
limt’ex m(t) ='2:16N(q) c(fi(x)] (] Pei pour tout xe€X; - X (Ox dési-

gnant la trace sur X du filtre des voisinages de x dans X; si
X €X; - X , et les limites étant les limites normiques dans JS&(H) ).

En particulier, pour tout xé&X; - X et tout beB encadré suivant
Gx , on a l:l.m,c'ex Tr b(t) = zzieN(q) Tr b(fi(x]) .
Posons h = hX X, ° Soit y 1'homomorphisme de C dans
X

6tX, - X, £€(H)) associé a [filieN(q] lorsqu'on identifie H 2a
H' ® 12cl @R . D'aprés le lemme VI.2.1, on a B€&(A,C) . De plus, pour tout
x eBX - X et tout ¢ eC+ on a

rl(e) = Tr y(e)(h(x)) = X Tr c(f on(x]) = ),

16N (q) Thix (e

d'od E(B) = T'! = n¥(I) .

VI.2.7. La proposition VI.2.6 permet de construire simplement des
éléments de &(A,C) . Conservons toujours les notations de VI.2.6 et suppo-

sons que dim H' & dim H . On a
SPx - x,v) C E(EA,0)™) C Gupx - x, HbF(Y)) .

Ainsi le probléme de la surjectivité de & serait résolu si on avait
<$p(BX - X,Y) = B(Bx - X,Jbg(Y)] . Nous étudierons des cas ol il en est
ainsi (voir VI.2.11), mais nous donnerons aussi un exemple ol on a une in-
clusion stricte &P(BX - X.Y)C:E(GIA,C]N) (voir VI.2.13).

VI.2.8. LEMME. Soient T un espace topologique, Y un espace locale-
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ment compact, et p un cardinal. Soit FG&[T.MP[Y]) et soit une fonc-
ment compact, et d

tion continue +‘1 de T dans ¥ telle que f1[t]€Supp l"t en tout point
t od 'F1(t) est distinct du point & 1'infini de Y . Pour tout teT ,
appelons I‘i 1'é1ément de albg(Y] défini par I‘é({y}] = I‘t({y}) si

f lt) Ay et Ti({y}) =T ({y}) -1 si f,(t) =y . Alors T’ appartient

a gLl

On vérifie immédiatement que, pour tout q?és(.(Y) , la fonction
t’—*l";:[q’J est continue.

VI.2.9. PROPOSITION. Soient T wun espace topologique st Y = ]0,1]
(ou [0.1] ). Pour tout cardinal p , on a @p(T,Y) = f[T.oa’g(Y]) .

Nous identifions Y a [0,1] . Soient I‘e&’(T,aag(YJ) et f, 1la

fonction t#+>sup {y | y € Supp I‘t} (si I‘t = 0, c'est-a-dire si

Supp l"t = ¢ , on pose f‘1(t] = 0 ). La continuité de t > Supp I‘t entral-
ne la continuité de +‘1 . On construit fz de la mé&me fagon, & partir de
la fonction T' introduite dans le lemme VI.2.8. On obtient ainsi une
suilte décroissante de fonctions continues de T dans [0.1] . S1 p est

fini, on s'arr&te au rang p , sinon on construit cette suite par récurren-

ce.. Posons q = inf (X.,p) et notons (FilieN(q) cette suite. Soient
to€T et yoeSupp ', , et posons 1 = p_ r, ({y}) . Alors, par cons-
to y>Yo to
truction, on a fi(tol = yo pour 1 = 1#1,....1*1"t ({y,}) . Ceci prouve que
-]
I'' est déterminé par la suite Hi)isN(q) .

Remarquons que la démonstration précédente fournit un procédé canoni-

que pour construire une suite (fi) quil détermine T .

ieN(q)

VI.2.10. Indiquons rapidement un autre cas ol on a
.ﬂ)p[T.YJ = é’(T.olég(Y]] . Soient T wun espace compact totalement discontinu
et Y wun espace localement compact & base dénombrable. Alors, pour tout
cardinal p , on a DP(T,Y) = @(T.o‘g(Y]] . Prenons I‘c&’(T.Jbg[Y]J . Appe-
lons Yo le point & 1'infini de Y et, pour tout t €T , posons
f(t) = Supp Ty U {y_} . On vérifie facilement que f est continue de T
dans 9’['\;] . Grace au théoreme 1.2 de [28], on prouve que, pour tout teT
et tout yef(t) , i1 existe une fonction continue g de T dans Y tel-
le que g(t) =y et g(t')ef(t') si t'eT . En utilisant ce résultat
et la compacité de T .“on construit une suite [filieN[q) de fonctions
continues de T dans Y, avec q = inf (Ro,P), qui détermine T . Nous

n'entrerons pas dans les détails de cette démonstration.

VI.2.11. PROPOSITION. Soient X et Y deux espaces localement com-
pacts, H et H' deux espaces hilbertiens, A = &° (X, L¥(H)) , et
c = &°(y, LE(H')) . Posons p = [dim H : dim H'] et supposons p > 1 . On
a E(&(A.C]'\') = E(gx - X,JI!S(Y]] dans les deux cas suivants :
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(1) X guelconque st Y = ]J0,1] (ou [0.1] ),
(11) X =N et Y a base dénombrable.

La premiére assertion résulte de la proposition VI.2.9 et de VI.2.7.
Par ailleurs, d'aprés ([22]., 6.M), 1l'ensemble BN est extramement discon-
tinu et donc BN - N est totalement discontinu. La deuxi&me assertion ré-
sulte alors de VI.2.10 et de VI.2.7.

VI.2.12. Donnons maintenant deux exemples ol &p(T,Y) est stricte-
ment contenu dans f[T.cagtY]J . Prenons T =Y =T et p = 2 . Considé-
Y
rons la fonction continue T de T dans M(T) définie par
16/2 16/2 ¢
T 1e({y}) =1 si y =c¢e ou y = -e

et par T ie({y}] = 0 si
e e
y¢ 1s1972,410/2)

Supposons l'existence de deux fonctions continues f

1
et fz de T dans T telles que Supp Fx = {f1(x3.f2(x)} pour tout

x €T . Supposons par exemple que f1[1] =1 et f2[1] = -1 , Par raison de
continuité, on doit avoir f1(eie] = 816/2 et fzteie) = _816/2 si

GEJU.t[ » pour tout t < 2w . Mais ceci est en contradiction avec la con-
tinuité de f1 et Fz au point 1 . Ainsi T n'appartient pas 2
21T T .

Considérons maintenant le disque unité ouvert X de R?2 et son adhé-
rence X; . Alors h = hX,X; est une fonction continue de gX - X sur
Xy - X =T . Posons TI' = H(I) ¢ empx - X.c%é[T?] , et vérifions que
T ¢ H2(BX - X,T) . Supposons l'existence de deux fonctions continues f;
et fé de BX - X dans T telles que Supp F; = {f{(t),fé(t]} pour tout
tepX - X . Tout d'abord, si xe€X; - X , 1l'ensemble h—1[x) est connexe
car c'est 1'ensemble des valeurs d'adhérence du filtre Gx (trace sur X
du filtre des voisinages de x dans X; ) (voir V.1.3), lequel a une base
formée de parties connexes. Il en résulte que les fonctions F{ et fé
sont constantes sur h-1[x) . On en déduit 1'existence de deux fonctions
f; et fa de T dans T telles que f;ah = f; et faoh = Fé . Comme
X; est l'espace topologique quotient de BX par la relation x®Rx' si
h(x) = Ri{x') (voir II.15), les fonctions F; et fa soﬁt continues. Mais
ceci est en contradiction avec la premiére partie de VI.2.12, car on a

Supp Px = {f;[x).?;(x)} pour tout xeT .

VI.2.13. Conservons les notations de VI.2.12. Soient A = £°(X,M,(C))
et C = E(T) . Montrons que T' -appartient a E(g(A.C]N] . Notons
(ey,ez) la base orthonormale canonique de 1§ et, pour tout <c€eC , appe-
lons y(c) 1la fonction continue de T dans M,(C) telle que, si
o efo,2n] .

yeer (el

16/2

) = cle JP((cos 6/4)e; + (sin 6/4)e;)

+ c[-eie/z)P([-sin 8/4)e; + (cos 6/4)e,) .
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Alors c+>7y(c) est un homomorphisme de C dans 8&(T,M,(C)) . Soit B
la C*-algébre des couples (m,c)efb(X.MZIC]] x C tels que

1im m(t) = y(c)(x) pour tout xeX; - X =T . D'aprés le lemme

t,0
. X ~ *
VI.2.1, B appartient & &(A,C) et on a £(B) = h (r) =71 .

Dans cet exemple, on obtient donc les inclusions suivantes :
H2BX - X,Y) gg(&m,m“) CEBX - X, b2 (Y)) .

Le probléme de la surjectivité de & en général reste posé.

VI.2.14. Donnons un exemple montrant que 1'application ¢ 'de
EBx - X,:)%ZEY)] dans &(BX - X,‘J"g(Y)] (voir VI.1.10) n'est pas tou-
jours surjective. Prenons Y = [0,1] et appelons f 1la fonction continue
de T dans Q;S[Y] définie par

£0x) = {1,8/1,0} si xee'® ot 6e[0,1]

£0x) = {1,0} s1 x = &% @t 9 e [m, 2n].

Supposons 1l'existencs de T €8(T, JI,;(Y]] tel que f(x) = Supp l'x pour
tout x €T . D'aprés la proposition VI.2.8, i1 existe des fonctions conti-
nues f1 s o <F3 de T dans [0,1] telles que :

2 ' .
flx) = {f1(x).f2[x].f3(x)} pour tout xeT . Soient 0,< ]O0,m[ et

1.€ {1,2,3} tels que fy [eie°) = §o/m . Alors, pour tout 6 €[0,m] , on a
o
nécessairement f, (eiel = 9/m , d'od fy (-1) = 1 et fy [eie] =1 si
o -3 o
95[1t.21r] . Ceci contredit la continuité de f, en 1 .
o

Soient X 1le disque unité ouvert de R2 8t X; son adhérence dans
R2 ., On déduit facilement de ce qui précdde que la fonction x —> feh(x)
de BX - X dans ff;(Y] n'appartient pas a 1'image par [ de
CBx - X, db3 (Y1) .

VI.2.15. Conservons les notations de VI.2.14, Soient
A= EM(e)) et € = B([0,1]) . On a EEA,C)Y) = Eipx - X, A3C([0,1])
d'aprés la proposition VI.2.9. Par contre, d'aprés VI.2.14 et la commutati-
vité du diagramme de VI.1.10, on a peA(&(A,C)™) ¢ Eex - X, F3cfo.1]0 .

Comme Ext(A,C) = &(A,C) (voir VI.1.3), 1l'extension de X par [0,1]

associée a3 f n'est le spectre d’aucune extension de A par C .

VI.3. Injectivité de & .

VI.3.1. DEFINITIONS. Soient T wun espace topologique, Y un espace
localement compact, et Te@(T, cﬂa(Y]) . Soit Q wune partie de T . On di-

ra que T est simple sur Q s'il existe une famille (filieI de fonc-

tions continues de Q dans Y telle que :

(i) pour tout te et tout yeY , on a



l"t[{y]'] = card {1 | Fi[t) =y}

(11) si -Fi et f sont deux fonctions qui prennent la méme valeur

en un point de Q@ , alors f, = f_, .

i 3
Appelons [gj]JeK la famille des fonctions distinctes qui se trou-
vent dans (fi]ieI et, pour je€eK , posons k(j) = card {1ie1l | fi = gJ} 3

ainsi k est une fonction de K dans N* . On dira que T &est déterminé

par ([g:lljcK , k) (ou par [fi] ) sur § ..

iel
On dira que T &est simple si T est simple sur {teT ] I‘t # 0} .
On notera .;)':(T,Y) 1'ensemble des éléments simples de G’[T,o%d(Y)) qui

sont déterminés sur {teT | T

# 0} par une famille telle que

t H:ilieI

card I < p .

VI.3.2. Conservons les notations de VI.3.1. On a ,‘DZ[T,Y] c g’ T,V
En effet, soit I'CJ)z(T,Y) , déterminé par une famille Hi]icN(q] (avec
g <p ) de fonctions continues de Q = {teT I Pt # 0} dans Y qui vérifie
les conditions (i) et (ii) de VI.3.1. Soit E un compact de Y . Pour
i €N(g) on a f;1(E)C{teT | ENsupp rt#;é}csz . Comme t > Supp T,
est continue de T dans ﬂa[Y) (voir VI.1.8), 1l'ensemble
{teT | E N Supp I‘t #){} est fermé dans T . Il en résulte que f_1(E] est

i

fermé dans T . On peut donc prolonger fi en une fonction continue ?1
de T dans Y , en posant ?i(tl =y, pour teT - Q (y_  désignant le

point & 1'infini de Y ) . On en déduit que ﬁ)g[T.Y) c 9P(T,v) .

Soit maintenant T e §(T, ‘“d(y” . Supposons 1l'existence d'une parti-
tion finie de Q = {teT | T,

et déterminé par une famille dénombrable de fonctions. Alors, on montre de

# 0} en ouverts sur lesquels T est simple

mé&me que I‘enDk°[T.Y) .

VI.3.3. PROPOSITION. Soient H et H' deux espaces hilbertiens de

dimension finie avec dim H = r et [dim H : dim H'] = p . Soient X g_t.
Y deux espaces localement compacts, A = &°(X, $ (H)) et C = E°¢Y,L(H")).
Soit I‘e.i)g(sx - X,Y) , et posons Q = {xeBX - X | Fx # 0} . Appelons 0
la trace sur X du filtre des voisinages de Q dans B8X . On fait les

hypothéses suivantes (voir VI.3.6)

a) pour tout WeO et tout champ de projecteurs appartenant a

€W, £(H)) , de rang constant, 11 existe w1ee contenu dans W sur le-

quel ce champ soit trivial.

b) 11 existe VeoO tel que VUQ soit paracompact;

c) © possdde la propriété de prolongement (.Pr .

N n
Soient B et B' deux éléments de E(A,C) tels que g(B) = E(B') =T .
Alors g = B' . §
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VI.3.4. PROPOSITION. Soient X wun espace localement compact dénom-

brable & 1'infini, Y un espace localement compact, H un espace hilbertien

de dimension X, , et H' un espace hilbertien séparable. Soient

A = €°(X, LE(H)) st C = E°(Y, SE(H')) . Soit T € D°(BX - X,Y) , et po-
sons Q = {xeBX - X | Fx # 0} . Appelons © la trace sur X du filtre
des voisinages de  dans BX . On fait les hypothéses suivantes (voir
VI.3.6) :

a) pour tout We©O et tout champ de projecteurs appartenant a
€ (W, €(H)) , de rang constant, il existe w1e ® , contenu dans W , sur
lequel ce champ soit trivial;

b) 11 existe V€O tel que VUSQ soit paracompact;

c) © possédde une base formée de parties fermées;

d) i1 existe V'€ © tel que toute fonction continue de & dans T

se prolonge en une fonction continue de V'UQ dans T .

L") n
Soient B et B' deux éléments de &(A,C) tels que §&(B) = E(B’') =T
Alors g = B’ .
Les méthodes de démonstration des propositions VI.3.3 et VI.3.4 sont
les mémes & quelques détails techniques prés. Nous démontrerons seulement
la proposition VI.3.4. Cette proposition résulte évidemment du lemme sui-

vant.

VI.3.5. LEMME. Conservons les notations et hypothéses de la proposi-
tion VI.3.4. Soit Be f(A,C) tel que E(g) =T , et soit Y 1'homomor-
phisme de C dans E'(A)/A associé a B . Supposons que I' est détermi-

né par ((gi)ieN(q) , k) sur 9 avec gq €& M, . Posons h(0) =0 et,

2
pour Je€N(g) , posons h(j) = i k(1) . Identifions H a H' @ ly , et
—_— _— i=1 _— o -
2
appelons (e,) % la base orthonormale canonique de 1y . Il existe une
—_— i1ielN o —_—

fonction fortement continue u de X dans W(H) telle qu'on ait
h(i)

3, (t)yle) (t) = Zi‘N(q]

pour tous ceC et teQ .

clg, (t)) @ Pe,)

(
3 = h(T=1)+1 3

Eu(t)Y[cJ(t) = 0 pour tous ceC et te(BX - X) - Q .

Démontrons ce lemme. Nous supposerons pour fixer les idées que
g = N, et dim H' = R, , et nous identifierons H' 2a 1; . Grace a la
base (eiliew* nous écrirons les é&léments de $(1;°] comm; des matrices
infi:ies. Nous noterons (ai.J] le systéme d'unités matricielles de
z(lkol od 8,3 est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf
celul se trouvant & la i-iéme ligne et j-i&me colonne qui vaut 1 . Rapps-
lons qu'’on a ak,lai,J = Giak.J et ai.J = aj.i* (avec 6} =1 si 1 =1
et 0 sinon) .

Nous noterons f 1la fonction t > Supp Ft définie sur BX - X .
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(1) Fixons deux indices 1 et J . Soit xeQ . Prenons Cp;((-:,)C(Y)0
telle que Q;(g:’(x]) =1 et Cp;[gr(x]] =0 s8i r # J . Considérons 1'61é-

X X X
ment ci.J de C tel que ci'J(y) (PJ(y)ai,i pour yeY . Posons

X
Pi,J[X) y(ci'J][x) . On vérifie immédiatement que Pi’J(xl est un pro

jecteur de E!(A)(x) , indépendant du choix de (P)J( . Par définition, on a

I‘x(cI’J] = Tg((y(cx 1(x)) = T:((P (x)) . Par ailleurs, on a

i,] i,3

X

X
rtey ) Z"N*k(n.n o33

1,1 (gr(x]) = k(J).Tr cX

i,J[gJ(x” = k(J3)

[ 1 ~ =
d'ol Tx[Pi,J[x” k(i) .

Appelons Pi 3 le champ de projecteurs ainsi construit sur Q , et

montrons que €A (Q,A) . Soit xc R . Prenons deux voisinages compacts

P
i,]
W et W' de gJ[x) dans Y tels que f(x]f\w={gJ(x]} et W'C Int W .

Il existe un voilsinage w de x dans Q tel que, si tew , on ait
fEINW = {gj(t]} et g,(t)e€W' (voir VI.2.3 (i)). Soit v"j une fonction
continue de Y dans [0,1] , égale & 1 sur W' et & O hors de W , et

considérons 1'élément bij de C tel que bi,J[y] =wj(y]ai.i pour

yeY . Alors on a P J(t] = y(by J)[t) sur w . Ainsi Pij colncide
(

i ,
avec un élément de E°(A)/A au voisinage de chaque point de Q , d'ol

1
Pi'Je AL (Q,A)

(2) Pour tous 1 et jeN* , on construit de cette fagon un champ

de projecteurs Pi JEA‘(Q.A] , de rang k(j) . De plus, les champs de

projecteurs ainsi construits sont deux & deux orthogonaux . Donnons-nous

dans &£E(H) une suite de projecteurs deux & deux or-

Ry, 3001, pen*xn®

thogonaux de somme 1 , tels que rg R1 3 = k(J) pour tous i,Jew* ., D'a-
’

prés le lemme V.2.7 , i1 existe une fonction fortement continue w de X
dans W(H) telle qu'on ait Z;w[tJP:l j(t) = Rij pour tout teQ et tous
i.JeIN* . Ainsi, en remplagant B par 1'extension semi-équivalente asso-

clée a Ew.y » on peut supposer que les champs de projecteurs sont

3
constants sur Q , de valeur Ri,J , ce que nous ferons a pertiriég mainte-
nant.

Vérifions que dans ces conditions y est un homomorphisme de C
dans ®(BX - X, LE(H)) C E'(AI/A . Soit WeK (VI' et, si 1enN* , soit
Sy 1'61ément de C tel que city] = (P[y)ai,:l pour y €Y . Montrons que
y[ci)eE[BX - X, &€(H)) . D'apres III.4.2 b) , i1 suffit de montrer qus,
pour tout x€gX - X , on a Y(ci](x] € L€(H) . Comme Y(cil(xl = 0 si
x €(BX - X) - Q@ , on psut supposer que x€ . Soient j1 1o Jq les

indices tels que f(x) N Supp @ = {gJ (x),....g;l (x)} . En conservant pour
1 q

C?; la notation de (1) , on a

q q
. ¢ = .x =
ORI PN 9} @2y, () 2, Ggy GOIRy 4 € LEMD .
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Soit maintenant ceC tel que 0 < ¢ < 12 ey - Comme ¥(BX - X, LE(H))
=

est une sous-C*-algébre faciale de E!(A)/A (voir III.4.3 (i1)), on a

Y(c) e €(BX - X, £€(H)) . Ceci entraine ¥Y(C)CE(RBX - X, LE(H)) car les
n
éléments de c* majorés par un é€lément de la forme yv—> @(y) ; a; 4
avec q?e}(,(Y]’ et neN® , engendrent C . =1
@

(3) Posons R, = Z R . Vérifions que, pour tout xeBX - X et
J 1 1'J

i=
tout ceC+ , on a Y(c](x]RJ = Rjytc)(x) . Il suffit de 1le démontrer pour
n
les éléments ceS(,(C)' tels que cly) € Z a, ; sur Y . Comme
i=1

yle)l(x) = 0 si xe(BX - X) - Q , on peut supposer que xe§ . Soient
Iy 00ees Jq les indices tels que f(x) N\ Supp c={gJ (x).....gJ (x)}. On a
1 q

YO0 = Y000 X Ry O 3L Ry IV
i=1,...,n r i=1,...,n r
r=1,...,9 r=1,...,9

On en déduit que y[c:)(x)R'J = Rjy(cl(xl .

Appelons YJ 1'homomorphisme cl——rytc)RJ de C dans
g(BX - X, LE(H))

(4) Nous allons maintenant nous intéresser 23 y1 . Posons

H1 = R1[H] . Soient i.JeN* et xe Q . Prenons wxe}(,[Y) tel que

wx(g1(x)) = 1 . Appelons d;(. j
. ’

51 j(X] = Y1(d: J](x) . Alors 61 J(x) appartient a .:Ct:[H1] , et cet é1é-

ment est indépendant de la fonction wx pourvu qu’'elle vaille 1 en

1'élément yv-—-»u;x(y)aij , et posons

g1tx) .
On construit de cette fagon, pour tous 1,] e N® , une fonction

61,3 T X HGi'J(x] de Q dans .‘EE(H1] . On vérifie facilement qu'elle

est normiquement continue. En chaque xe , la suite

(Gi’Jlx])

on a évidemment §

n JeN* forme un systéme d'unités matricielles de ,‘ﬁ(H1] . Enfin,

i(x] = R pour 1eN® et xef .
’

i i,1

Puisque (Ri 1]iEN* est une suite de projecteurs deux a deux ortho-

gonaux dans .B(H1) , de rang k(1) et de somme 1 , on peut identifier
2 2
H1 a 1R° ® 1k(1] , les projecteurs Ri,1 devenant les projecteurs
Pei ® 1 dans l'identification. Pour le moment les é&léments de £(H1] se-

ront considérés comme des matrices infinies dont les coefficients appar-
tiennent a 1,1#1[)(]
est une matrice dont les coefficients sont nuls sauf celui & la i-iéme
2 ) 8, (x)
k(1)) +oon note 1(x ce
coefficient. La fonction x)—»Gi(x) est évidemment continue de  dans

2
%(lk(”) .

Pour xeQ , soit v1[x] la matrice diagonale dont le 1i-iéme

I”Ik(”[(:] . En particulier, pour xeQ et ieN* , 6

ligne et i+1-iéme colonne, qui appartient. a W(1
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coefficient sur la diagonale vaut 1 si 1 =1 , et 61(x]...61_1(x) si

"
i > 2 . Pour chaque 1en® B v1(x]61 i+1(XJ est la matrice dont tous les
’
coefficients sont nuls sauf celui & la i-iéme ligne et i+1-iéme colonne

qui vaut 1 . On déduit alors des relations qui 1lient 1les (x) que,

Gi.j
pour tout (i,]3) e N x N* , 1'élément 3‘1[x)61’1(x) est la matrice dont

tous les coefficients sont nuls sauf celui a la i-iéme ligne et la j-ieme
colonne qui vaut 1 . D'autre part ti—>v1(t) est une fonction fortement
continue de Q dans ‘lL(H,l] ; donc, d'aprés le lemme V.2.10, il existe une

fonction fortement continue u, de X dans %(H1) telle que

V,0) = G (x)] LECH)
uy 1
pour tout xeQ .

Soit ceC . On a cly) =Zi 3 lbi J(y]a1J pour tout yeY avec

e B°(Y) . Pour tout xeQ on vérifie facllement que

LI

v, (ed 00 = X Uy glE (X8 S0,

d'ol
N N

v, (x)y, () (x) = Zi'j by, (e, GOV, 008, 00

Cet élément est une matrice infinie dont le terme a la i-iéme ligne et

j-ieéme colonne est l'opérateur “’1 J[g,I(x])I,leMk(“[C] (si 1'on désigne
’

exceptionnellement ici par I 1'unité de M (C) habituellement notée

1 k(1)
1). On obtient donc
au1[xly1(c)(x] = c(g,‘(x]] Q I1
pour tout xe Q .

(5) Soit JeN* . De la méme fagon, posons HJ = Rj[H] et identi-
2 2
L] -
fions HJ a lko ® lk(j] . Notons ici IJ 1'unité de MK(J][C) . On dé
montre 1'existence d’une fonction fortement continue u de X dans

J
%(HJ] telle que

auJ(x]YJ(c)(xJ = c(gj(x]) ® IJ
pour tous ceC et XxefN .

S1 teX , appelons u(t) 1'opérateur unitaire de H dont la res-
triction & chaque HJ vaut wu, . Alors tv+> u(t) est une fonction forte-

ment continue de X dans U%(H) et on a

5, (x)y(e) (x) = ZJ&N"’ clg,(x)) ® I,

pour tous ceC et xe$f, ce qui achedve la démonstration du lemme.

VI.3.8. Conservons les notations des propositions VI.3.3 et VI.3.4.
Dans la pratique, I' sera obtenu a partir d'une compactification X, de
X . Soient I ej}p[xl - X,Y) avec p ¢ R , st
o
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Q' ={xeXy - x| ry#o} .
Supposons que TI'= h; X (') . On a
» Xy
= - =-1 '
Q = {tegXx - x| I, #0} hy,x, (8"

Indiquons des situations ol les conditions des propositions VI.3.3 et
VI.3.4 sont réalisées.

a) La condition a) de VI.3.3 et VI.3.4 est réalisée lorsque 0O pos-
séde une base formée de parties paracompactes contractiles (voir [17]. re-
marque p. 250).

b) La condition b) de VI.3.3 et VI.3.4 est réalisée lorsque Q' est
dénombrable & 1'infini (voir lemme V.1.5).

c) La condition c) de VI.3.3 est réalisée lorsque O posséde une
base formée de rétractes de X . Par ailleurs, lorsque X U Q' est normal
© posséde une base formée de parties fermées (remarquer que Q' &est fer-
mé dans X U Q' ).

d) La condition d) de VI.3.4 est vérifiée lorsqu’'il existe V'e 0

tel que © posséde une base formée de rétractes de V' .

VI.3.7. Les propositions VI.3.3 et VI.3.4 admettent diverses généra-
lisations et applications. Nous nous bornerons & donner en VI.3.8 une
application de VI.3.4. Nous avons besoin pour cela de la généralisation
utile suivante de VI.3.4. On ;'assurera facilement que VI.3.3 se géneralise

de la méme fagon.

PROPOSITION. Soient X un espace localement compact dénombrable a

1'infini, Y wun espace localement compact, H un espace hilbertien de di-
mension &, Eﬁ H' un espace hilbertien séparable. Soient

A = G°(X, LE(H)) et C = €°(Y, LE(H')) . Soit T e S°(BX - X,Y) , st po-
sons @ = {x e BX - X [ r, # 0} . Appelons © 1la trace sur X du filtre
des voisinages de @ dans gX . On suppose l'existence d'une partition fi-
nie de @ en des ouverts 91,.... Qn sur lesquels T est simple. De plus
on suppose que les conditions a), b) , c), d) de la proposition VI.3.4 sont
réalisées. Soient B EE B' deux éléments de E(A,C) tels que

g(gl = g(ﬁ') =T . Alors 8 =8 .

Pour 1 =1,...,n , notons ei la trace sur X du filtre des voisi-

nages de 91 dans BX . Montrons que, si 1 # J , 11 existe Vié ei et
Vje OJ tels que Vif\vJ = # . Soit VeO© tel que VUQ soit paracompact.
Appelons f 1la fonction continue de § daens R qui vaut k sur Qk

pour k = 1,...,n . Cette fonction se prolonge en une fonction continue ¥

de VUQ dans R . Il suffit alors de poser
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vi = {xev | 1-1/2 < Fx) < 1+1/2}

et
vi-(xev | 3-172 < Fx) < 14172} .
Pour 1 =1,...,n , prenons un fermé Sie.Oi de sorte que
1mad 18X
sTNsY = ¢ si 1 # J . Puisque X est normal, S est le compactifié

¥ 1 PELLPN L
de Stone-Cech de S et on a S Ns = ¢ pour 1 et J distincts.

1 : Ll 1 1
De plus, on a évidemment - C (BX - X) () S . Posons A~ = £°(S”,¥E(H))

pour 1 =1,...,n 3 d'aprés le lemme III.4.14, la C*—algébre L[A1]/Ai

»* 1BX
s'identifie canoniquement & la C -algébre des 1|[BX -x3Ns avec
i TBX '
l1e€L(A) . Posons T7 = F](BX -x3N's 3 on a
—BX —BX
et = (xemx - 0Nst | rlaoy et rte oMrx - 0nst Ly .

On vérifie facilement que, si 1'on remplace X par S1 et T par Fi

(et donc A par Ai , § par Qi , © par Oi ), les conditions a), b),
c), d) de la proposition VI.3.4 sont réalisées. Appelons <y 1'homomor-

phisme de C dans E!(A)/A associé & B , et Bi 1'extension de ﬁ\:l
PELt
par C associée a 1’homom0rpgisme c —> y(c]|(BX -x)N's de C dans
- i i i i i
1 =

E1(A")/A” on a évidemment E(B") ' . Soit (fjljeN[qi) (avec a; < Ro )
une suite de fonctions continues de Qi dans Y qui détermine T sur
Qi . D'aprés le lemme VI.3.5, i1 existe une fonction fortement continue
ui de Si dans W(H) telle qu'on ait

- _ 1

aui(xly(c)(x] = §:J€N(qi) c(FJ(x)] ® Pej pour tout c eC et tout
xG‘.ﬂ1 .

- —iBX 1

o 1(x) (c)(x) = 0O pour tout ceC et tout xe€(BX - x1N's - Q.

u
n

Appelons u 1la fonction fortement continue de kj S1 dans W(H) dont

1=1
la restriction a chaque S1 est _ui . En restreignant au besoin

n
\J sie.e , on peut supposer, gr8ce au lemme V.2.4 (i), que u se prolonge
1=1

en une fonction fortement continue de X dans W(H) ; ce prolongement sera

encore noté u . On a

Eu[x)y(c)[x] = 2: c(fitxll ® Pe pour tous ce€C , xen1

JeN(q,) J J

et 1 =1,...,n 3
Eu (x)y(c)(x) = 0 pour tout ceC et tout xe(BX - X) - Q .

Ainsi, B est semi-équivalente & 1'extension associée a §u°Y , laquelle
ne dépend que de T . Ceci achadve la démonstration de la proposition.
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VI.3.8. Soient © et ©' deux filtres sur un espace T , tels que
VAV’ # & pour tous VEO et V'e O' . On notera OAO' 1le filtre des
parties VANV' avec VeEO et V'eO' .

PROPOSITION. Soient X e_t Y deux espaces localement compacts dé-
nombrables & 1'infini et X; wune compactification de X . Soient H wun

espace hilbertien de dimension R, E_E H' wun espace hilbertien séparable.
Posons A = §°(X, £6(H)) et C = £°(Y, LE(H')) .

(i) Soit §© un ouvert de X; - X possédant n composantes connexes
91.....Qn . Pour 1 = 1,...,n donnons-nous une famille (g;]jeN(q ) (avec
v:]1 < R, ) de fonctions continues de Qi dans Y telle que i

1) pour tout tefli , on a gj(t] # gi(t] si J # Kk

2) pour tout teﬂi et tout compact K de Y , on a
_— £ 212
card {JeN(qu | gJ(t)eK} < +00 3

3) pour tout compact K de Y et toute partie JCN[qi) , 1'en-
semble {tt=.Q:L | (Uje.] {g;’(t)}) N K #9‘} est compact.

Notons f 1la fonction de X, - X dans F(Y) telle que (t) = ¢ si
tE0n - X) - @ et f(t) = {gi(t) | JeNa)) st te@' et 1= 1.....n

alors f est continue.

Appelons Z 1'extension de X par Y associée a f .

(ii) Pour 1 = 1,...,n (resp. x€X; - X ), notons Oi (resp. exJ la

trace sur X du filtre des voisinages de Qi (resp. x ) dans X; . On

suppose que les filtres (91 , pour 1 =1,...,n , _ei G)x , pour xe€e , se

divisent en un nombre fini de bouts (et on notera O: seves 6)5 les bouts
i

de 61 ) de la fagon suivante

4) pour xeei , les bouts de 0 sont O /\91 senss O /\0:l
— X X 1 X s

(1=1,...,n). 1
) A
Soit B une extension de A par C telle quer B = Z ; alors B e&n,cy) .
De plus, pour i = 1,...,n , il existe sy fonctions k: seeas k: de .
—_— i —
N(qi] dans N* , déterminées de fagon unique par la condition suivante
1im 1 Tr b(t) = ZJ‘N[ ) k:‘(j].Tr‘ b[g;’(x)]
t,0,A0_ 9y

pour tout beB encadré suivant G)XAG:'_ , pour tout xcﬁ1 , et pour

r = 1....,51 .

(1i11) Notons © 1la trace sur X du filtre des voisinages de Q dans

X1, Supposons, outre les conditions précédentes, que

5) la condition a) de la proposition VI.3.4 est satisfaite;

6) 11 existe V'eé® tel que O posséde une base formée de rétrac-
tes de V7.
Soit ¢ 1'application : Br—> (k:]

définie, grace a

r=1,...,8 i=1,..4,n

N 3
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A -
(ii), sur l'ensemble des Be€ Ext(A,C) tels que B = Z . Alors, si B et

B' sont deux éléments semi-équivalents de Ext(A,C) tels que
A A -
B=8"=2, ona y(B) = y(B') , st ¢ définit, par passage au quotient,

n
une bijection Y entre les deux ensembles suivants :

1'ensemble des classes de semi-équivalence des B eExt(A,C) tels

~
que B = Z

i N i
’
l1’'ensemble des suites [kr]r=1..--,si s 1=1,....n °* ou kr est une
fonction de N(qil dans N . 3
Plus précisément, posons h:‘[U] = 0 et h;l_(J) = Z k:‘(p) pour

p=1
, et 41 =1,...,n . Identifions H a H' ® 123
-— _— 2 o

jeN(qi] , T = 1.....51

et appelons (e,)

» 1la base orthonormale canonique de 1 . Alors
—_— 1" ielN ™ = LR —  x
(kr]r=1,....91 3 1=1,...,n est 1'image par ¢ _d_e B, o_tx 8 ____.SSt la C°-
-algébre des couples (m.c]e@bfx, LE(H)) x C tels que
hicg)
im me) = 2 > cigtix)) @ Pe
i JeN(q,) 3 p
t,0_ A0 i o1
X r p—hr(J-1)~r1
pour tous eri .r-'l....,si et 1 =1,...,n 3
lim, 0 m(t) = 0 pour tout xe (X, - X) - Q .
" ¥ x

(les 1imites étant les limites normiques dans £LE(H) ).

(1) Soit K un compact de Y . Alors {xeX; - X | f(x)JNK a‘yf} est

n
1
6gal a 1k=j1 {xeq | (chN(q

Cela prouve que f est s.c.s. La semi-continuité inférieure de f se vé-
rifie immédiatement.

) {g;’(x]}l Nk l%} , et est donc compact.
i

(11) D'aprés la proposition VI.1.5, on a B €&(A,C) . De plus, si

X € Qi et si ex/\ ei est un bout de ex , 11 existe une fonction unique
i »*
mx de N(qil dans N telle que
i i
11m , Tr blt) szeN(q ) My ()T blg(x))
t.o Ao_ i

pour tout b eB ,encadré suivant GXAOi . Montrons que m:l ne dépend

r,x
pas de xeni . Appelons I': la fonction de Qi dans %d(C) telle que

i i i
ri (e - Z:JEN(qi) nt ((3).Tr olg}(x))

pour tout ceC' et tout xegql . Soit veeli_ . Pour tout xegql et tout
w e(—)x , ona VAW # ?‘ d'aprés la condition 4). Il en résulte que Qi est
contenu dans 1'adhérence de V dans X; . Appelons P 1la surjection cano-
nique de B sur C . Pour tout b ¢ X(B) , la fonction ¢t+>Tr b(t) west
continue sur V (voir III.3.2); d'autre part, on a
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i

lim Tr b(t) =T (P(b))
r,x

i
t.GxA o,

pour tout xe Qi . I1 résulte de ({1]. chap. 1, §8. th. 1) que
xh—*F: x(P(b]] est continue sur Qi , et donc que XP—>F: x est conti-

nue sur Qi . Soient xoe.ﬂi > J eN[qi) et K , K' deux voisinages com-

pacts de gz(xo] dans Y tels que K C Int K' et gi(x°)¢ K* si

1 # 3 3 11 existe un voisinage w de x, dans Qi tel que g;(xle K et
gi[x]# K* pour xew et 1 # j . Soit @ une fonction continue de Y
dans [0.1] valant 1 sur K et O hors de K' , et prenons un projec-
teur eef(H') , de rang 1 ; appelons c¢ 1'élément y+—>@(yle . Alors
on a Pi x(c] =m (j) pour tout xé€w . On en déduit que x> mi,x[j)

r, r,Xx

est continue sur Qi , et donc constante puisque Qi est connexe. Posons

i

k:[j) =mo X(JJ avec xe.Qi . On définit ainsi une suite
i

i 2
(kr]r=1,...,si ; i=1.....n de fonctions kr de N(qi) dans N~ , qui

vérifie la propriété énoncée dans (ii).

(iii) Par hypothése, Y est réunion d'une suite (Kn)n de compacts.

eN

1

Soient ie¢ {1,...,n} et Je N[qi) . On a Qi = LJ (Kn] . D'aprés

neN (g;)
la condition 3), les ensembles [g§J-1[Kn] sont compacts, et donc Qi

est dénombrable & 1'infini. Il en résulte que § est dénombrable & 1'infi-
ni; 11 existe donc V&O tel que Vl.)h“1 (Q) soit paracompact (voir

X, X1

V.1.5). On posera h = hX X, Pour 414 =1,...,n , d'aprés le lemme V.1.4,
i B

0 est la trace sur X du filtre des voisinages de h-1[91) dans BX
Comme dans la démonstration de la proposition VI.3.7, on vérifie que, si

i et 1i' sont distincts dans {1,....,n} , il existe vieol ot

’ ’ ’
Vi € Oi tels que Vi/W Vi = ﬁ . Remarquons que les filtres Oi possé-
dent, comme chacun de leurs bouts, une base formée de parties fermées et

qu'il en est donc de m&me pour O

Pour r = 1,...,5i et i =1,...,n , notons Ki 1'ensemble des va-

leurs d'adhérence de Oi dans BX . D'aprés ce qui préceéde et le lemme
V.1.10, les ensembles Ki sont deux & deux disjoints dans B8X - X . On a

s
i
h 1[911 C LJ Ki d'aprés les lemmes V.1.4 et V.1.10 (ii). En particulier,
r=1 s
si x eQi , on a h_1[xJ = Lj [h_1[x)f\K:J . D'aprés le lemme V.1.3,
r=1
h 1(x) est 1l'ensemble des valeurs d'adhérence de ex dans BX . On véri-

fie immédiatement que h_1(x]f\Ki est l'ensemble des valeurs d'adhérence
de 0 A ei dans BX . Il en résulte que, pour tout x'€ h-1tx]f\K: , le
filtre ex' est plus fin que GXA 9; .

A i
Soit Be Ext(A,C) tel que B = Z . Soit [kr]r=1....,si s 1=1,....0
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~ .
1'image de B par ¢ . Montrons comment £(B) se construit & partir de
Y(B) . Définissons une fonction T de BX - X dans %;(C) de la fagon

suivante :

si xe@l et x'e h-1(xlﬂKi , posons
i i
. Px,[cl z:JGN[qi) kr(J) .Tr c(gJ[x))
pour tout ceC .
si x'é€(BX - X) - h-1(Q) , posons Fx, =0 .

Soit be¢ B , encadré suivant OXA‘Oi . Pour tout x'e€ h-1[x)f\K: , on a,
d'aprés ce qui précede,

lim Tr b(t) = 1lim Tr b(t)
.0, t,0_ A0t
X r
-2 klegy.re Peodcelx)) = 1L P(B))
JeN(qil r ' 3 x'

(P étant toujours la surjection canonique de B sur C). Il en résulte
que T = E[g) . Remarquons que h_1[Q] = {teBx - X [ Tt # 0} , et que
Ih-1(QiJf\K:) est une partition de At en

r=1,...,8, 3 1i=1,...,n

i .
sous-ensembles ouverts sur lesquels T est simple. Les considérations pré-
cédentes et 1les conditions 5) et 6) entrainent que T satisfait aux condi-

tions énoncées dans la proposition VI.3.7.

Soient B et B' deux éléments de Ext(A,C) tels que 8 - ﬁ' = 7.
Etant donné 1la .fagon dont E(g] se déduit de Y(B) , on vérifie facile-
ment que Y(B) = P(B') si et seulement si E(g) = E(g') . Ainsi, lorsque
g = B , on a Y(B) = Y(B') . D'autre part, d'aprés ce qui précede et la

~n
proposition VI.3.7, 1'application ¢ &est injective.

i
r)r=1.,...s1 3 1=1,...,n de

fonctions k: de N[qi] dans N . Définissons une ?onction I' de
BX - X dans J%IY] de la fagon suivante :

Donnons-nous maintenant une suite (k

si xegql , X'€ h_‘](x]ﬂl(il~ et yeY , posons I‘x,[{y}] = k:’_(j) s'il
existe j€N(g ) tel que gj(x) =y , et posons Fx,({y}) = 0 sinon;

si x'e(BX - X) - h-1(Q] , posons Px, =0

En utilisant les conditions 2) et 3) et le lemme VI.2.3 (ii), on montre
que T € JygtBX - X,Y) . D'aprés la proposition VI.2.6, 11 existe

B e ¥ A,C) tel que E(g] = ' . Le spectre de B est associé a la fonction
x > Supp Fx (voir IV.2.5), c'est-a-dire a la fonction x> feh(x) . On

A
a donc B = Z ; de plus,on a évidemment Y(B) = (ki)

r'r=1,...,8 i=1,...,n°"

3
Ceci prouve que $ est surjective. 1

Enfin, la derniére assertion de la proposition se vérifie sans diffi-
culté.

VI.3.9. Nous donnerons des applications de la proposition VI.3.8 a
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la classification d'extensions ayant un spectre donné (VIII.4, 5 et 6).

Signalons enfin que 1les propositions précédentes se généralisent fa-
cilement au cas ol C est la E*-algébre suivante. Pour ne N , soient
Hé un espace hilbertien séparable (éventuellement nul), et Yn un espace
localement compact. Posons Cn = fory_, KC(HBJ] , et prenons pour C le
produit restreint (voir {15], 1.9.4) des C*—algébres Cn . Le spectre Y
de C est la somme topologique des Yn .

Indiquons par exemple comment se généralise VI.3.4. Soient X wun es-
pace localement compact dénombrable & 1'infini, H un espace hilbertien
de dimension X, , A = €°(X, LEH)) , et C 1la C*lalgébre précédemment
RO
décrite. Soit P€<ig (pX X,Y) , déterminé par [(gj]jeN[q) ,
Q= {xeBx - X l Fx # 0} . Appelons O 1la trace sur X du filtre des voi-

k) sur

sinages de § dans BX . On suppose que les conditions a), b), c), d) de
la'proposition VI.3.4 sont réaliseés et, en outre, on fait 1’hypothése

suivante :

e] pour tout Je€N(g) , i1l existe n tel que Q) C Yn .

&
Soient B et B' deux éléments de &(A,C) tels que E(E) = E(g'l =T .
Alors % = g' .

La démonstration est analogue & celle de la proposition VI.3.4. In-
diquons rapidement comment. On démontre un lemme analogue au lemme VI.3.5
quil prouve que B et B’ sont semi-équivalentes & une extension ne dé-
pendant que de T . Soit Y 1'homomorphisme de C dans E!(A)/A associé
4 B . Pour neN , posons Yn = ylcn 3 on définit, gréce a yn , un suite
‘92,3]1,3 de champs de projecteurs appartenaht a A'(Q,A) , analogue a
celle définie dans VI.3.5 (1) gréce & Y . On obtient ainsi une suite
(P;.j]i.J.n
nant a A!(Q,A) et de rang constant. On peut ensuite supposer que 1lss

de champs de projecteurs, deux & deux orthogonaux, apparte-

champs pn sont constants sur § , de valeur R" , avec R" € LEH) .
i,] i,J i,]

n n n

1,3 R1 3 et H" = R"(H) ° On peut alors considérer Y
. ’ ’
comme un homomorphisme de Cn dans &(BX - X, £8(H™)) . On travaille avec

Posons Rn =

Yn comme on le fait avec Y dans la démonstration du lemme VI.3.5. Enfin,
on rassemble les résultats obtenus pour chaque yn , comme dans la partie
(5) de la démonstration de VI.3.5.

Remarquons que 1'hypothése e) précédente est vérifiée si Q west con-
nexe. On en déduit que la proposition VI.3.8 est valable avec cette nou-
velle C*-algébre C , sans modification d'hypothése (en prenant Y = 6 et
en modifiant convenablement la derniére partie de 1'énoncé VI.3.8 (1ii)).
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CHAPITRE VII

D'autres extensions de C*-algébres

VII.1. Généralites.

VII.1.1. Dans le chapitre VII, on se donne un espace localement com-
pact W , un point w non isolé dans W , et on prend X = W - {w} . On
note © 1la trace sur X du filtre des voisinages de w dans W , et ¢
l'ensemble des germes suivant O des fonctions continues bornées de X
dans ]0,+[ . Remarquons que chaque &lément de ¢ poss2de un représentant
défini sur tout X , et c'est toujours un tel représentant que 1'on choisi-
ra. OT note ¢, 1'ensemble des @ € tels que lime<P= 0 . On pose
X1 = W 3 s1 W est compact, X; - X est constitué du seul point w , et
sl W n'est pas compact, X; - X contient w et 1le point a 1'infini w,,
de W . Dans ce dernier cas, les ensembles h;TX1[WJ et h;jxltww] for-
ment une partition de BX - X en deux compacts qu'on notera respective-

ment K et K_ . Si W est compact, on posera Ko = ﬁ .

Soient A une C*-algébre de spectre X , et C une C*-algébre. Appelons
f 1la fonction de X; - X dans 5(6] telle que f(w) = £ et, si W
n'est pas compact, f(w,) =¢ . Notons Z 1'extension de X par € asso-
ciée & f ; les fermés de Z sont les ensembles F;UF, , o0 F; est un
fermé de X et Fa2 un fermé de 6 , tels que F, = 6 si w est adhérent
a4 F, dans W (voir II.9). Le filtre ©O converge vers chacune de ses va-
leurs d'adhérence dans Z , et 8 est 1l'ensemble de ses limites. Dans 1le
chapitre VII, nous nous intéressons aux extensions B de A par C tel-
les que ﬁ = Z . Nous notons SL(A.C] leur ensemble. On a évidemment
yw[A.C) C 3[A.C] . Soit B eY(A,C) ; remarquons que B € gw[A.CJ si et
seulement si limt.eub(tm = suptéeﬂb(tm pour tout be B , d'aprés le co-
rollaire I.1.8.b) .

VII.1.2. Nous allons voir qu'étudier les éléments de gw[A.C] revient

a8 étudier certains champs continus de C*-algébres sur W .

LEMME. Soit aﬁ le champ continu de C*-algébres défini par A sur
X . Soit I 1l'ensemble des champs continus 8 de C*-algébres sur W tels
que &|x =&, et de fibre C en w . Si &eI , la c®-algebre B définie

par ¢ appartient 2 QW(A.C) . L'application g —> B est une bijection
de I sur fw(A.C) .

Ona A= 1{beB | b(w) = 0}, et C s'identifie canoniquement au
quotient de B par A . D'autre part, pour tout beB , on a b|X€ L(A) et
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1m, oloted = ol = sup, elbcer] .

Il en résulte que B Ggw[A.C] . La deuxieme assertion du lemme se vérifie

aussi facilement.

VII.1.3. Soient Y un espace localement compact, H' un espace hil-
bertien, C = £€°(Y, LE(H')) et Ci; = €°(Y) . Remarquons que si 3W(A.C]#f
on a 3w[A.Cll # f . En effet, soit p wune fonction constante sur Y dont
la valeur est un projecteur de rang 1 appartenant a LE(H') . Alors C;
s'indentifie canoniquement & la sous-C*-algébre pCp de C . Soit
B €Sh[A:C) , associée & un homomorphisme Y de C dans L(A)/A . L'exten-
sion B; de A par C, associée 2 Y|C1 appartient a gw(A.CI).

VII.1.4. PROPOSITION. Soient W un espace localement compact, w un
point non isolé de W , st X = W - {w} . Soient Y un espace localsment
compact & base dénombrable, H' un espace hilbertien, C = £°(Y, £E(H')) ,

et A une C*-algébre a8 trace continue telle que ﬁ = X . On suppose qu'il

existe un filtre ©' plus fin que © dont une base est formée de parties

connexes. Appelons I 1'ensemble des points isolés de Y et posons

.

F =Y -\I . Pour gue EN[A.C) ne soit pas vide, il est nécéssaire que F
soit connexe, c'est & dire que F ne contienne pas de partie compacte, ou-

verte dans F , non vide .

D’'aprés VII.1.3, on peut supposer que dim H' = 1 . Soit B eﬂh(A,C) »
associée 3 un homomorphisme Y de C dans L(A)J/A . Supposons que F con-
tienne une partie compacte non vide E , ouverte dans F . On en déduit fa-
cilemsnt 1'existence, dans Y , d'une partie compacte ouverte non vide
ayant un point non isolé. En utilisant la métrisabilité de Y , on peut
alors construire une fonction (pe,8°(Y) telle que @(Y) soit une partie
non discréte de {0} U[1/2,1] . Soit meL(A)’ tel qus I(m) = y(@) , et
soit (fn)neN* la suite décroissante des fonctions propres de t > m(t)
sur X . D'aprés le corollaire I.1.6, on a limt'e,Sp’m[t] = Sp'¢ dans

F(R) muni de la topologie fellienne. Alors, d'aprés le lemme I.3.5,
limt.e'fn[t) existe pout tout ne N* . Posons a_ = limt'e,fn(t] et

@ = inf _.xa 3 ona Sp'¢-= P.a]l)(lJneN {an}] , toujours d'aprés le lem-
me I.3.5. Ceci est en contradiction avec le choix de ? .

VII.1.5. PROPOSITION. Conservons les notations de la proposition

VII.1.4. Supposons que © a une base formée de parties connexes et que

F # ¢ . Pour qus QW(A,C] ne soit pas vide il est nécessaire que O ait
une base dénombrable.

Soit B egL(A,C] , associée & un homomorphisme <Yy de C dans
L(A)/A . En utilisant la métrisabilité de Y , on peut facilement construi-
re une fonction continue @ de Y dans [O,ﬂ » nulle a 1'infini, telle
que 1 soit un point non 1isolé de @(Y) . Considérons, comme dans la démons-
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tration de la proposition VII.1.4, un élément m de L[A]l' tel que

nN(m) = y(@) , la suite décroissante [fnln % de ses fonctions propres sur

eN .
X , les réels a = limt.efn[t) , et a = 1n4’n‘N.an . On a

sp'¢ = [0.a] U (UMN.{ a b,

d'oll a = 1 puisque 1 est un point non isolé de Sp’'@ . Il en résulte que

1im fn[t] = 1 pour tout neN* . Posons

t,0

Vo,p = {xex | £0t) > 1 - 1/p}

on a = ¢ , car en un point de 1l'intersection on devrait

[n.p]eN*xN*vn,p
avoir fn(t] = 1 pour tout neN* , ce qui est absurde. Donc, tout voisi--
nage compact de w contient au moins un V , ce qui achéve la démons-

n,p
tration puisqu’'on a évidemment Vn pee f

VII.1.6. Soient W wun espace localement compact, w un point non 1-
solé de W , et X = W - {w} . Soient A une C*-algébre telle que /R = X ,
et C une C*—algébre. Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux

éléments B de ‘fw[A,C) qui possédent la propriété suivante. Il existe
Yed tel que :

(i) B soit bien (W-encadrée suivant 0
(11) 1im, o@(t).Tr b(t) existe pour tout b e X(B)' .

Nous noterons wa[A,C] l1'’ensemble de ces extensions. En général on a
B, (A.C) G (A, C)  (voir par exemple VIII.1).

VII.1.7. LEMME. Soient W un espace localement compact, w un point

non isolé de W , et X = W - {w} . Soient A une C*—algébre de spectre

X , C une C*-algébre, et B Gﬁw[l\,c] . Notons P 1la surjection canonique

de B sur C .
(1) Soit @we ¢ tel que les conditions (1) g‘._ﬂ(ii] de VII.1.6 soient

réalisées. Il existe une seule trace T e € (C) telle que

limt'eqi[t).Tr b(t) = T(P(b))

pour tout b e J(B) , et on a Supp T = e . On dira que (@,T) est associé
a 8.

(11) Soit (¢',T') e ® x F(C) un autre couple associé & B . Il existe
re J0,+e[ tel que limt.efe'(t)/(?[t) =r gt T' =rT.

L'assertion (i) résulte des propositions I.2.5 et I.2.13.
(11) Soit b € X(B)" tel que P(b) # 0O . On a
limt’eq?'[t].Tr b(t) = limt.e(CP'(t]/CP(t))q?(t].Tr b(t)

comme  lim, eQ(t].Tr b(t) st lim, O(ﬁ[t).Tr b(t) existent et appartien-

nent & J]0,+[ , on en déduit 1'existence de lim, e(f'[t]/(?(t] dans ]0,+w[

La deuxiéme assertion en résulte immédiatement.
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VII.1.8. Soit C une C*-algébre; on notera ‘ZC(C] l'ensemble des

Te%(C) tels que Supp T = £ (pe méme, si Y est un espace localement
compact, on notera JLY(Y] 1'ensemble des Tedb(Y) tels que Supp T = Y )

Sur & x %6(C] , définissons la relation d’'équivalence (@, TI% (¢',T")
s'1l existe re ]0,+»[ tel que limOW'/¢ =r et T' =rT . On notera
[ % 36(01 (resp. ¢, % %S[C) ) 1'ensemble des classes des éléments de
¢ x ?EIC] (resp. &, x‘fﬁ(C] ) . On adoptera les conventions correspon-
dantes pour & %cﬂY(Y] et 0o X ﬂy(YJ .

LEMME. Soient W un espace localement compact, w un point non iso-

16 de W , et X =W - {w} . Soient H un espace hilbertien,
A =€°(X,£E(H)) , et C une c®-algebre. Soient B et B' deux éléments
semi-équivalents de ﬁw(A,C] . Soient (@,T) et (@',7T') deux éléments de

Fa
¢ x %C(C) associés 38 B et B’ respectivement. Alors (¢,T) et (¢',T')

[

sont équivalents dans & x € (C) .

La démonstration se fait sans difficulteé.

VII.1.9. Conservons les notations du lemme VII.1.8. On notera
n
‘,:BW(A.C)"' l'ensemble Ees B avec Beﬁ’)w(/\.c] , et o 1'application de
ﬁw(A,C]N dans ¢ Q'%C[C) qui résulte du lemme VII.1.8.

VII.1.10. EXEMPLE. Soit H wun espace hilbertien de dimension Ho .
Soient A = E°(R - {0}, Y€(H)) et C = £°(R*) . Appelons TI; 1le groupe de
Lie nilpotent réel simplement connexe non commutatif de dimension 3; notons
t*[r,] sa C*-algébre. Posons W = R et w = 0€ER . Alors ?*(Fsl est
canoniquement isomorphe & un élément B de ®W(A’C] 3 1'image de g par
o est la classe de (¢,T) , od @ est la fonction t +=> |t| de R -{0}
dans ]0,+=[ et 27T est la mesure de Lebesgue sur R2? (voir [32],6.3.1
et 6.3.2).

VII.2. Extensions scindées suivant ©0 .

VII.2.1. DEFINITION. Soient W un espace localement compact, w wun
point non isolé de W , et X = W - {w} . Soient A une C*-algébre de

spectre X , et C une C*-algébre. Soit vy un homomorphisme de C dans

L(A)/A tel que vy(c)|Ke = 0 pour tout ceC . On dira que l'extension B

de A par C associée 8 y est scindée suivant O s'il existe un homo-

morphisme y' de C dans. L(A) tel gue y'(c)|K = y(c)|K pour tout ceC

On dira que B est associée a 7Y' .

Remarquons que s1 W est compact (d'od Ke ='ﬂ ), les extensions

scindées suivant © sont scindées au sens de ([3], déf. 5.2).
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VII.2.2. LEMME. Soient W un espace localement compact, w un point

non isolé de W , et X = W - {w} . Soient A une C*-algébre de spectre

X , C une C*-algébre et B eY(A,C) une extension scindée suivant 0O as-

sociée & un homomorphisme +y' de C dans L(A) . Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) B e, (A,C)
(11) 1im, e“y’(c)(tﬂl = |lc]| pour tout ceC ;
(1i1) 11mt 0 y'(C)A = € dans ff[e) muni de la topologie fellienne.

(ii) 4= (1ii) : résulte du corollaire I.1.4.

(1) &= (i1) : soit b = (m,c)eB . On a m(x) = y(c)(x) = y'(c)(x)
pour tout xeK . Il en résulte que
limt'eﬂy’(c)(t)" = |lell pour tout cecC

L g limt‘e"b[t]“ = SUPteﬁub(t]“ pour tout beB ,
= Be¥ (A,C) .

VII.2.3. PROPOSITION. Soient W un espace localement compact, w un

point non isolé de W , et X =W - {w} . Soient Y wun espace localement

compact & base dénombrable, H et H' deux espaces hilbertiens,

A = €°(X, LBH)) et C =&°(Y, LEH')) . Notons I 1'ensemble des points
is0lés de Y et posons =Y - I . 0n fait 1les hypothéses suivantes : @

est connexe par arcs, [dim H : dim H'] 2> H, .

F
a une base dénombrable, F

Alors, ?w[A.C) contient une extension scindée suivant 0 .

Nous allons d'abord montrer qu'il existe FeJJ%[[O.+w[,Y) tel que
limt_’+mSupp Ft = Y dans J(Y) muni de la topologie fellienne. Notons Yo
le point & 1'infini de Y . Remarquons que F est fermé dans Y , et donc
que ﬁ s'identifie canoniquement au sous-espace F U{ym} de Y . Nous
supposerons que F # ¢ , d'od F=F . Soit (an]neN une sulte dense dans
F . Pour tout n , prenons une fonction continue fn de [0,+w[ dans F
telle que f _(t) =y si tg<n et f (t) = a si t > n+1 . Soit

n LJ n n
(yn)noN(q)
lons fé la fonction constante sur D.*“[ de valeur Yoo Réunissons les &1é-

(avec q € Xo ) la suite des points de I . Si neN(q) , appe-

1
ments des suites (fn]n‘N et (fn]neN(q) en une méme suite (hn]neN .
Cette suite vérifie les conditions a) et b) du lemme VI.2.3 (avec p = k, )
et elle détermine donc un é&lément T de ‘$R°([0.+N[,Y) . On a évidemment

limt*“Supp Pt =Y .,

Puisque w a une base dénombrable de voisinages compacts, on construit
sans difficulté une fonction continue f de X dans [0,+=[ telle que
limef = 4o , Posons T’ = Tef . On a évidemment F'e‘bx°(X.Y] et
limt‘eSupp ré =Y ., Soit ¥' un homomorphisme de C dans
L(A) = Eb(X. £€(H)) construit & partir de T' comme dans le lemme VI.2.4.

Notons B 1'extension scindée suivant © associée. 3 Y' . Comme
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y'(C)(t)" = Supp I, pour tout teX , on a lim, eY'(C)(t]A =Y , d'od
B eyw[A.C) d'aprés le lemme VII.2.2.

VII.2.4. Conservons les notations de VII.2.1. On notera ﬁﬁcw[A.C)
l'ensemble des extensions scindées suivant © qui appartiennent a QM(A.C).
Si de plus A = £°(X, fE(H)) , on notera fbgcw(A,C)N l'ensemble des %
avec B € 3?cw(A.C] .

VII.2.5. LEMME. Soient W wun espace localement compact,w un point
non isolé de W , et X = W - {w} . Soient A une C*—algébre de spectre X

et C une C*-algébre. Soient Yy' un homomorphisme de C dans L(A) , st

Bef(A,C) 1'extension scindée suivant O associée & y' . Pour que B
appartienne a fbfcw(A,C] il faut et 11 suffit qu'il existe

(@,T) ed x F(C) tel gue limt’QQ(t].Tr y'(c)(t) = T(c) pour tout

c e}C[C]+ . De plus ((.,T) est associé & B

La démonstration ne présente pas de difficulté et nous l'omettrons.

VII.3. Surjectivité de o

VII.3.1. LEMME. Soient W un espace localement compact, w un point

non isolé de W , et X = W - {w}. Soient A une c¥-algébre telle que

~

A =X , 8t C une C*-algébre. Soit BGZBW(A.CJ , et prenons dans ¢ x EC(C)

un _&lément (@, T) associé 3 B . Supposons que 1lim supe ¢> 0 3 alors C

est discret.

Soilt xe K tel que lime @®>0 . Alors B est encadrée suivant Ox
x

et d'aprés la proposition I.2.24, 1'ensemble E des limites de Ox dans
8 est discret.

VII.3.2. PROPOSITION. Soient W un espace localement compact, w un
point non 1s0lé de W , et X = W - {w} . Soient Y wun espace localement
compact 3 base dénombrable, H' un espace hilbertien, C = €°(Y, L€(H)) ,
et A une C*-algébre 34 trace continue de spectre X . Soient B ¢ 3“[A.C) »

et prenons dans ¢ x‘“Y(Y] un élément (¢,v) associé @ B . On suppose

que © a une base formée de parties connexes. Alors on a nécessairement

l'une ou l'autre des deux situations suivantes

Y est discret et lime @ existe dans ]U,*w[ 5

Y est connexe et lime =0 .

Supposons que 1lim supe(p> 0 . D’'aprés le lemme VII.3.1, 1l'espace Y
est discret. Il résulte alors de la proposition I.3.6 que B est encadré
suivant © , et que limt'eTr b(t) existe pour tout beB encadré suivant
® « On déduit alors du lemme VII.1.7.(ii) que 1im 7] existe et appar-

°]
tient a ]0,+e[ .
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Supposons que 11’“9(?* 0 . D'aprés la proposition VII.1.4, 11l suffit de
prouver que Y n'a pas de point isolé. Supposons au contraire que Y con-
tienne un point isolé; alors C posséde un projecteur ¢ non nul. Prenons
beB’ tel que ¢ soit 1'image canonique de b dans C . Appelons
[fn)neN* la suite décroissante des fonctions propres de t > b(t) sur X.
D'aprés le corollaire I.1.6 et le lemme I.3.5, limefn exliste pour tout

2
neN . De plus, si a, 1:Lme'!’n et a = in-FI_‘EN...ar_I , on a

spve = [0,QUCU, puta b .

or Sp'c = {0}U{1} ; on en déduit 1'existence de Jj, tel que, si j > jo
on ait l:l.me{*‘j = 0 . Il en résulte que ge[bJ est encadré suivant 0
pour tout € > 0 . Ainsi on a 1:‘.mt ecp(t].rg gE(bJ =0 et

supyeyuge(b)[y)" = sup .y "ge(c][y]" 40

pour tout €€]0,1/2] , ce qul est absurde puisque B est bien ({)—encadrée
suivant © .

VII.3.3. LEMME. Soient W wun espace localement compact, w un point

non isolé de W , et X = W - {w} . Soient Y un espace localement compact,
H et H' deux espaces hilbertiens, A = Eeoix, LPH)) et C = &°(Y, LEH").
Posons p = _[dim H : dim H'] . Supposons l'existence de I‘e.‘Dp(X.Y] ,» de
Pe® . ot de vedk (V) tels gue 1im, (G(t)T, = v dans ofb(Y) . I1 exis-
te BeszCw(A,C) tel que o(g) soit la classe de (@,V)

Soit (fi]icN[q) une famille de fonctions continues de X dans Y ,
avec q <€ p , qui détermine T . Soient ¥y’ 1'homomorphisme de C dans
L(A) = G’b(x,xtf(H]J associé a (filieN(qJ (voir VI.2.5), et B 1'exten-
sion scindée suivant © associée & Yy' (voir VII.2.1). Pour tout

c ¢ K(C)", notons hc la fonction y+> Tr c(y) définie sur Y . On a
hce ](.(Y)+ , 8t Tr y'(c)(t) = Ft(hc) pour tout teX . Il en résulte que

limt.e(p(t].Tr Y'(e)(t) = -IY Tr cly).dviy)

pour tout c ¢ X(C)*. Il suffit maintenant d'appliquer le lemme VII.2.5.

VII.3.4. PROPOSITION. Soient W un espace localement compact, w un

point non isolé de W , et X = W - {w} . Soit Y wun espace localement

compact tel que ¥ soit métrisable, connexe et localement connexe. Soient

H 31:_ H' deux espaces hilbertiens tels que [dim H : dim H'] > Ro .Soient
A= E°(X, LE(H)) et C =E°(Y,LL(H')) . On a

o(B¥e, (A,C)™) = ot B, A )™ = o N ARSI

D'apreés le théoreme de Mazurkiewicz-Moore (voir [25] , th. 1, p. 184),

est localement connexe par arcs et connexe par arcs. On supposera Y;éyf
. o

‘ol Y =Y .

a <

Comme Y n'est pas discret, on a ol @w[A.C)N) cC o, Q’JLY[Y) d'aprés le
8



114
lemme VII.3.1.

Donnons-nous (@,v) € ®, x Aﬁ(Y) ; grace au lemme VII.3.3, 11 suffit
de prouver qu'il existe x r+—» Vo appartenant a £F°(X,Y] tel que
11mx ) Q(x)vx = V. Remarquons que si &, n'est pas vide, © a nécessaire-

ment une base dénombrable.

Donnons-nous une distance d sur ; compatible avec sa topologie;

choisissons une si ‘te [Kn)neN*

et un systeéme fondamental (wn)n

d'ouverts relativement compacts dans Y ,

eN

point & 1'infini y_ de Y , tels gque Y - wn (& Kn C.KW_1 et wn‘1 C wn

% de voisinages connexes par arcs du
.

pour tout neN”

(1) Nous allons d'abord construire une suite [u;)neN* de mesures a
support fini qui appartiennent a d%(Y] et sont telles que
1,0 =
limnw'n—un =V .

Notons que 1'existence d’une telle suite reste vraile pour tout espace Y
3 base dénombrable et tout vedblY) . En effet, on observera gu'on peut
falre une construction analogue & celle qui sult en utilisant seulement le
fait que Y 'est & base dénombrable. Nous nous imposons ici des conditions
techniques (voir en particulier (B), (y'), (8) ci-dessous) qui n'intervien-

dront que dans les étapes suivantes de la démonstration de VII.3.4.

Il existe dans K1 des boréliens deux a deux disjoints V: seves V:
qui posseédent 1les propriétés suivantes 1
k1 \
v(K1-L_)vJ)=0x
J=1

v(V;) > 0 pour J = 1,....k1 3 — ,

pour J = 1.....k1 , 1'ensemble VJ est conten: dans un ouvert QJ » lui-
méme contenu dans un ensemble connexe par arcs E de diametre < 1 .

J

Indiquons rapidement comment on construit une telle suite. En utilisant 1la
compacité de 21 et le fait que Y est localement connexe par arcs, on

recouvre K1 par des ouverts 01,...., On tels que chaque 51 soit con-
tenu dans un ouvert lui-méme contenu dans un ensemble connexe par arcs de

diametre < 1 . On considére alors les boréliens
Py = oynk - Uy, tognkp,
et on élimine ceux tels que v[Pi] =0 .

On construit de méme, pour tout ne N* , des boréliens deux & deux

disjoints V: sese, V: contenus dans Kn et des ouverts 92 seees Q:
tels que : n n
k
T on
(@) VK - JL=)1 viy =0,

(B) v(V;] >0 pour J = 1.....kn 3



(Y) pour J = 1,...,kn » l'ouvert Q; a un diameétre ¢1/n , et on a
ey
(Y') pour j = 1....,kn B 9; est contenu dans un ensemble connexe par

v

arce E" de diamdtre < 1/n 3
3 n-1 n n-1 n
(§) pour tous 1 et J , on a soit V1 ﬂVJ =/) soit V oV, , et

i 3
V(V2-1) est égal 3 la somme des mesures des boréliens V; contenus dans
n-1
Vi o,

Soit neN* . Pour j = 1....,kn , posons )‘g = \)(Vg) et choisissons

ygevg . Appelons u, la mesure sur Y , de support {y: ,...,y;: } . et
n

telle que un‘[{y;}] = Ag pour j = 1,...,kl_l . On procéde de mé&me pour tout
nenN® . Vérifions que limn_,m U, = v dans 46(Y). Soient f e K(Y) et
peN* tels que Supp f CKp . Soit € > 0 . Comme f &est uniformément y
continue, i1 existe n, 3 p tel que, pour tout n > n, et tous x,yeyY ,
satisfaisant & d(x,y) € 1/n , on ait |[f(x) - fly)] <€ - 81 n3 no , on

a donc [v(f) - u ()] < e.v(Kp] .
Si neWN* , notons h(n) 1le plus grand entier tel que kh(n) £ /n , et

posons uljl = uh[n) 3 on a encore lim =y . Pour neN* , et

J = 1,000k

’
l’l""’ul'l

appelons 1’'entier tel que

n
h(n) ’ pj
h(n)

P - 1 T

L <A b
Remarquons que, grace a (B), on a p; > 0 . Appelons u; le mesure de sup-
h(n) h(n) h(n)

" = n =
port {y1 ,...,ykh(n)} telle que un[{yj }) pJ pour j 1""'kh(n)
et vérifions que l:l.mn_.‘m Jn_u; =v . Prenons f € ¥(Y) ; on a
I_A_u"_"[fl S uA] < [IFk oy /n < IR/
d'ol
Um . %_ugtﬂ = lm_ ol (F) = v (f)
' weyh(nd " h(n) -
(2) Montrons qu'on a un[VJ ) € pnﬂwJ ) pour j 1""'kh[n]
£
et nelN" .
Premier cas : supposons que h(n+1) = h(n) . Par définition, on a
weyh(ndy h(n) . N " hin), _ ., hin) _ ¥l
un[V:l ) un[{yj ) Py et “n+1(Vj ) “n+1({yj }) Py ,
ainsi que
n n n+1 n+1
-1 h -1 h(n)
Py <>‘J(n)<il et Py <A n Py
n n n + 1 n+1
n n+1
d’'ol < .
o DJ < PJ
Deuxiéme cas : supposons que h(n+1) = h(n) + 1 ., Par construction, on

a \)[V';(n)l =Zses v[V:("M)] , ol S est l'ensemble des indices s tels
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h(n+1) < \,h(n) , . h(n) _ hin+1)
que V_ Vj . On obtient ainsi 1'égalité )‘:] 'Zses Ag
Par ailleurs, on a
Pl - 1 Py
i < Ah[n] <
n J n
et n+1 _ 1 pn+1
Pg < Ah[n*1] < =2 pour tout s e S ,
n+ 1 s S on+1
d’od Z pn+1 - pn*"
s h(n+1) s
ses n + 1 <Zs‘S A5 <Zse$ n+1

On en déduit que

weyh(n)y —  n n+1 _ h(n)
un(VJ 1 - Py <Z:seS Pg - 1“n**'le ) .

(3) Pour ncN* , nous allons intercaler entre 11; et un cer-

Hoen
tain nombre de mesures de fagon que deux mesures consécutives "différent

peu”. Posons u;+1[Kh(n]] - un(Kh(n]] = ln , et choisissons, dans ade(Y] ,
des mesures ° 1 ln = qu” telles que
Hp » Hp 2meee By Hneq 9
i+1 _ i = -
(a) I [Kh[n)] = un[Kh(n]] + 1 pour i O,eennl 1 3
o, ,h(n), _ ., hin) - .
(b) un[VJ ) = un(VJ ) pour J 1"“’kh[n) 3

(c) Supp ui C Supp ui” pour i = D,....ln -1 3

(d) Supp U:; C K

hin) pour 1 = 0,....1n -1 .
p-1
Posons q1 = 1 et q’:J = p +ZJ=1 1j sl p» 2 . Pour n 3 2 , on appel-
lera v'j‘ la mesure u; , o 1 et p sont déterminés par
i " - - s
qp <ng qp” et up(Kh(p]) up(Kh(p)) n (qp + 1)

on posera \’"I = u:]' . Cela signifie qu'on choisit pour (v,i ....,\)r" P |

la suite - -
11 1 o 1 -1

" o " " P "
(u1 sUg se el R I R 1 "Upaq seedd

E rticulier, pour n = , on a ' = y” ;3 pour n = + 1, on a
n pa c P qp Vq up P qp

o
' =
v up , etc...
= ' =
Posons rn = 1/p si qp £ N < qu , et vérifions que limn_’m rn\)n Ve
] 1 o = 1 LI

Tout d'abord, on a limn-»m-a U, limn_”o_n_un v car

o,,h(n), _ . hin) _ %

un(VJ ) un(VJ ) pour J 1""'Kh(n] et neN .

Prenons f e }Q[YJ+ . Soit un entier n tel que c:p < n < q‘:M On a

P
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1 ., 1. 0 1 o
—-— -F - — -F — » ~F - .F ]
0 < D vn( ) P up( ) < p(up+1[ ) up( )

1 1 " N I _ A
< [p p*1]up*1(f] ye] up’1[f) 5 up[f)

1. 1 " B
< YY) u (f) + 5+ up+1(f) b up(f) .

On en déduit que
1 1 o
’ = — ” = —_— =
im o rnvn[F) limp*m 5 up[?) limp+w b up(f] v(f) .

(4) Appelons v 1la fonction de W* dans N*_ qui a n eN*- associle

1'entier h(p) , o0 p &est déterminé par qp £ n < qp*1 . Nous noterons
a: Y a; les points du support de v; , multiplicités comprises. De
n
plus, si n est de la forme qp , ONn suppose que a? s e a:, sont les
points de K NSupp v' , multiplicités comprises. n
vin-1) n
Premier cas : supposons que n = g . Ona v' =y" et v’ = uo
v(in) P ovim P n+1 P
' = ' =
I1 résulte de (b) que \;n[VJ ) \)n+1[VJ ) pour J 1""'kv[n] et,
grace a (d) , on a I sn+1 . Il existe donc une permutation W, de
{15¢¢¢,8_} telle que, pour 1 = 1,...,5n » celui des ensembles
VV(n]..... VV(n) qui contient an contienne aussi an+1 . Nous pose-
1 k i w_ (1)
vin) n
" o ’ =
rons Vo Vo et tn sn .
Deuxiéme cas : supposons que qp < n < qp+1 -1 . D'apreés (a) et
yeuvin)y vin) _
(c) , on a vn(VJ ) = vn”(vJ ) pour tout j 1""’Kv[nJ sauf pour
un indice J_ , ou v'(VV(n)) + 1 =y [VV(n)) . De plus, gréace a (d) ,
o n Jo n+1 Jo
ona s +1 =38 . soit a"*’ g{an*1..... a"t! }{\VV[n) Puisque Y
n n+1 i 1
o n+1 o
est connexe par arcs, on construit facilement un point ag appartenant
n+1
a8 la frontieére de vin) ° et un arc T tel que
__.n - n+1
reo) = a, , T(1) a, » 8t T(t)eK ) si t €]0,1]
n+1 [s] K
vin) vin)
Comme Supp v = Y par hypotheése, 1'égalité v(K - v ) =0
v(n) bt J
(voir (a) dans (1)) entraline que
k(jn) v(in) v[n) vin) k(:;] v(in)
K C Q c E .
v(in) 321 1 N et 3

vin)
On a donc T([0,1]) C QV(n) . En utilisant 1'arc T on peut choisir
=

une suite (Q;(n],.... QV(n]) d'éléments de [QV(n]] telle
o Im 3 I=1e ik
que
n vin) v(in) n+1 vin) v(in)
a € N C E et e N C E ,
sn+1 Jm m io Jo Jo



Q;(n](ﬁ Q;(n) ## pour r =0,....m-1 .
r r+1

L'entier n étant fixé, 11 existe donc une bijection § de

m m
{az | a; ¢ \J- Vv(n)} U {ag }  sur {an+1 | an+1 e \J Vv(n]}

r=0 Jr n+1 1 i r=0 jr
telle que ag et G(az] appartiennent & des snsembles E;[n] et E;[n)
3 r
avec E;[n) N E;(n] # ﬁ . Finalement, 11 existe une permutation wy de
k r

n n+1
, les points a1 et awn(i)

appartiennent & un m&me ensemble connexe par arcs de diamétre < 2/v(n) .

{1,...,sn } telle que, pour 1 =1,...,s8

+1 n+1

Pour un tel entier n , nous appellerons v; la mesure de support

n n " n = ’ n =
{a, +.uu, ag } telle que vn[{ai}) vn({ai}] si i 1,....sn et

1 n n+1

\)n({as }) = 1 . De plus, on posera LIS U

n+1

1 -1

Troisiéme cas : supposons que n = qp*1 -1 .0n a vé = upp et
Vé+1 = u;+1 , et v(n) = h(p) . De plus, gréce aux conditions (a) et (d),
on a Sh + 1 = sé+1 . Comme dans le deuxiéme cas, on montre 1l'existence
d'un point ag, appartenant &8 la frontiére dse Kv(n) et d'une permuta-

n+1
n
' = ’

tion w de {1,....sn+1} tels que, pour 1 1....,5;'_“'1 , les points a:l

an*1
w (1)
n

= = "
£ 2/v(n) . On définit de méme tn s, * 1 /41 et vro.

et appartiennent & un mé&me ensemble connexe par arcs de diametre

" o= - " -
On a 11mn+w rovn 11mn+w rovi v , car vn(f] vn(f] pour toute

fonction continue f & support dans Kv[n) .

Pour rweN* , nous appelons maintenant b: seees b: les points du

n
support de v; , multiplicités comprises, et nous les supposons rangés de
telle sorte que les points b: et b:+1 appartiennent & un mé&me ensemble

de diamdtre <« 2/v(n) pour 1 = 1,....tn , 8t

n
n i
by ¢ Kytn-1y Pour 1>t 4.

connexe par arcs C

(5) Nous allons maintenant construire une fonction ¢t > v; apparte-
nant a $R°([1,+m[,Y) et une fonction continue décroissante Yy de
[1,4=[ dans ]0,+w[ telles que im, o $(t) = 0 et lim __ 9lEIvy = v .
Supposons construite une suite (gi)ieN* de fonctions continues de [1.n]

dans ? telle que :

(i) toutes les fonctions gy sont constantes de valeur y_ sauf un
nombre fini d'entre elles;
= pP = =
[ii),gi[p] b1 pour 1 1....,1:p st gitp) Y, 81 1>t
(1 € p<n);
p
(111) git[p,p+1]) cc] pour 1 = Toesasty 8t 1€ p g n-ty

p



(iv) git[p.pﬂ]] C W pour 1> t et 1< p< n-1.

vip) p

Pour 1 ¢ tn , considérons une fonction continue fi définie sur [n.n+ﬂ
a valeurs dans C; (connexe par arcs), telle que fi[n] = b: et
f,(n+1) = bn+1 . Pour i =t +1 ,..., t , considérons une fonction

i i n n+1
continue fi définie sur [n.n+ﬂ 4 valeurs dans wv[n) (connexe par
arcs), telle que fi(n) =y, et fi(n*1) = b2+1 (remarquer qu'on a
n+1 o
b1 €Y Kv(n] C,wv[n] . Enfin, si 1 > tn+1 , on prendra fi constante

sur [n,n+1]. de valeur y . Cette suite [fi] se raccorde de fagon

ieN*

continue a la suite et on définit ainsi une suite de fonctions

teydyenr -
continues de [1.n+1] dans Y prolongeant (gi]ieN* . On s'assure faci-
lement que la nouvelle suite satisfait encore aux conditions (i), (ii),
(iii),et (iv), ol on remplace n par n+1 . On construit ainsi par récur-
rence une suite (gilie N* de fonctions continues de [1,+w[ dans ;
telle que, pour tout neN® , les gi|[1,n] vérifient les conditions (i),
(1i), (1iii) et (iv) . Pour tout t e B.+w[ , appelons v; 1'élément de
J%(Y) tel que, si yeVY , v;({y}) solt égal au cardinal de l'ensemble
des 1€ N satisfaisant a gitt] = y . Remarquons que, gréce a la condi-
tion (ii), on n'a pas d'ambiguité pour la définition de v; en chaque

ne N* . D'aprés le lemme VI.2.3.(ii), (et grace & la condition (i) ci-des-

sus), la fonction t =—> v; appartient a (DN°([1.+w[,Y] .

Si te Eun*1] s'écrit PBn + (1-B)(n+1) ,posons YP(t) = Brn + (1-g)r

Comme la suite (rn]ne N*

tion ¢y est décroissante st tend vers 0 avec 1/t . Montrons que

n+1'
est décroissante et converge vers 0 , la fonc-

limt_im w(t]v; = v . Soit fe K(Y) , de support F , et donnons-nous

= ’
€ >0 . Soit n, tel que, si n > n, , on ait FN wv[n] # . D'apres
(iv), pour n > n, et teln,n+1] , on a

t
viee) = 22

n
121 f(gi(t]) .

On a d'autre part

[WCeIvz(F) - v vr(F)] < v [vi(f) = vr(E) ] + | V() - r v (f)]

R AC RIS S N EERE SUPN R4S S BRSO Bl A ESORRORN & B NS
Par ailleurs, f étant uniformément continue, on peut choisir n, tel que,
pour tout n > n, et tous x et y satisfaisant & d(x,y) ¢ 2/v(n) , on
ait If(x) - f[y]l € € . Pour n e N, appelons Fn l'ensemble des points
de Y qui sont & une distance < 2/v(n) de F . Remarquons que, si
te[n,n+1] avec n » no , on a VI(F) < va(F ) et vI(F) < vr  (F ) . En
effet, pour tout 1 tel que gitt) €F , on a nécessairement 1 tn d'a-
prés (iv), d'ou d(gi(tJ,gi(nJ) < 2/v(n) et d[gi(t],gi(n+1]) < 2/v(n)
d'aprés (11i). Il en résulte que gi[n) et gi(n+1) appartiennent &8 F_ .

n
On déduit de ce qui précéde que, si n » n, et t e[n.n+ﬂ on a
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[Vp(f) - v (f) ] € elvi(F) + v (F)) ¢ 2ev (Fn)
et

[vpte) = vr (F) | < 2evr L (F ) .

+1

De plus, on peut choisir n, assez grand pour que, si n > n, , on ait

- "
ne1Vneq(F) — T VI(f)| < e et F CV, o0 V estun voisinage compact
de F arbitrairement choisi & 1'avance. Il en résulte que, si n > n, et
te ﬁ,n#1] , on a

Ir

lw(tlv;tﬂ - rnv;;(fl] < 2er vh(V) + 2er (V) + ¢ .

"
n+1¥n+1
Comme la fonction n k%'rnvgtv) a une borne supérieure ne dépendant que de
V , on en déduit que

limt_’w W(t]vg(f] = limn_’m rnv;(f) = v(f) .

(6) Construisons enfin une fonction x-—#-vx appartenant a £ﬁ°(X,Y]

et telle que lim Q(x]v = y, ce qui acheévera la démonstration. Nous pou-
vons supposer que w([1 +~[) ]0 1] . Pour tout p e N*', posons

n, = inf {te[1,+m[ | w(t) = 1/p} .

La suite [np]p e N* est strictement croissante et converge vers +x avec p

Prenons L €© tel que LU{w} soit compact. Posons

Rp = {xel |@(x) < 1/p} et Tp = {xel | @(x) = 1/p} .

Alors, on peut facilement construire une fonction continue 1 de X dans

[1.+=[ telle qus 1|T_ soit constante de valeur n, et 1|Rp Rp#1

soit & valeurs dans [np R Vi(xy Pour x € X 3 alors

np*1] . Posons v

° =
X —> vx appartient a D °(X,Y) . Prouvons que limx'e Q[x)vx vV . Soit

+ _ 1 i
fec KY) et prenons xeRp R'3+1 . 0On a 5T <WPix) s 5 et
1(x) e [np B np+1] , d'ol -E%T < Pl1(x)) < ; . Il en résulte que
- 1 " Yl1ix)) ,
| to(x) YOx)IIvy ][fll < 5eT Vi ) \<——p—vl(x]m ,

et donc que

Hm o @IV, (f) = lim YIEIVIF) = v(f) .

t;-va:
VII.3.5. PROPOSITION. Soient x =N et W = i 3 Soient H 3£ H'

deux espaces hilbertiens tels que [dim H : dim H'] > XRo . Soient Y un

espace localement compact 3 base dénombrable, A = ¥°(N, £€(H)) , et

C = E°(Y, £LE(H')) . Alors on a &, X' (V) C o(BYc (A,0)") C o(F (A, C)") .

Soit [Q.VJ c %, xcﬁg(Y) . D'aprés la partie (1) de la démonstra-
tion de la proposition VII.3.4, 11 existe une suite (\)':.)ne N de mesures a
support fini qui appartiennent a d%[Y) et sont telles que

1 ' o= >
limn_,m -7 vn V . Pour n e N , choisissons un entier Y (n) 0 tel que
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[¥tn) - 1/¢9(n)| € 1 et posons vho= vi(n) . On a évidemment
1 " = ’ +
limn+w I vn v . D'autre part, pour tout nelN et tout fe ¥ (Y) ,

on a
|179 () - <9(n1|v;(fJ € (@M /Pn))vr (F)

d'od

im . cp(n)v;(f) = 1lim v;(f‘) = v(f) .

1
n+o Yy(n)
Comme n*—ﬂ-v; appartient évidemment a ﬂf%[N,Y) , 11 suffit d'appli-

quer le lemme VII.3.3 pour achever la démonstration.

VII.3.6. Remarquons que, dans la proposition VII.3.5, on ne peut rem-

placer X par un espace localement compact quelconque (voir VII.3.2).

VII.3.7. Montrons le résultat suivant que nous avons en partie utili-
sé pour la démonstration de la proposition III.4.12 (iii).

Soient H un espace hilbertien de dimension infinie, A = E°(N,£8(H)),

x €BN - N, et Qe @x tel que lim0 @ =0 . Soit Y wun espace localement
X
compact a base dénombrable. Alors, pour tout espace hilbertien H' tel que

dim H' € dim H , et pour tout v € da(Y] , 11 existe une sous - C*-algébre
D de E:[A](x]/f:[A][x) et un isomorphisme o de D sur
C = B°(Y,¥8B(H"')) tels que

?z(d] = j; Tr ald) (y).dv(y)
si deD' .

Nous pouvons évidemment supposer que ¢ se prolonge en une fonction
bornée (notée encore (@ ) de N Cdans ]D.*”[ . D'aprés la partie (1) de
la démonstration de la proposition VII.3.4, il existe n > vé appartenant
a .D“°[N.YJ tel que 1lim 1

n>o n+1

entier Y(n) > 0 tel que |[Y(n) - 1/@(n)]| < 1 , et posons v, = v&(n] .

va = VvV . Pour tout neN , choisissons un

On a 1:Lrne Y = +o , d'ol
X

limn.ex Qn)v = 1im = v .

1 o
n,Gx Y(n) “Y(n)

Soit (F,) une suite de fonctions de N dans V qui détermine

*
1" 1eN
nF>»v ., et soit y' 1'homomorphisme de C dans Kb(N.'YE[H]) = L(A)

associé a (fi)ieN* (voir VI.2.5). Pour tout c € K(C) on a alors

1im
n

'ex @n).Tr y'(c)n) = ]Y Tr c(y).dv(y) ,

d'ol 11 résulte que C est bien @-encadrée suivant OX (voir I.2.6 et
I.2.13). On en déduit (comme dans la proposition IV.2.4 (1)) que

y'(C)(x) C (E®A)(x) - Z%(A)(x)) U {0} . Notons & 1'homomorphisme de C
dans EY(A)(x)/Z9A)(x) qui & ¢ assocle la classé de y’'(c)(x) ;3 on a

f:(&(c)] = Tr cly).dvly) pour tout ceC' . Comme Y'(C)(x)" = Y et

A
puisque y'(C)(x) C (E¥(AI(x) - Z9A)(x))U {0} , 1'application & est une
bijection de C sur &(C) = D . Il suffit maintenant de poser a = 6f1 .



VII.4., Injectivité de o .

VII.4.1. PROPOSITION. Soit C = ¢°(]0,1]) et notons c, 1'élément
‘Ef C tel que coly) =y si ye]0,1 . Soient H un espace hilbertien
de dimension gq , A = €°[[D.*w[. fE(H)) , et y un homomorphisme de C
dans L(A) .

(1) Il existe un homomorphisme y' de C dans
L(A) = gb[[0,+w[. LE(H)) tel que Tey' = vy .
(ii) Notons (f,) la suite décroissante des fonctions propres de

i’ ie N
y'(co) sur [0.+m[ Posons q' = inf(Re , q) . Il existe un champ conti-

nu [ei)ieN[q] de bases orthonormales de H sur [U.+w[ tel que, si vy

est 1'homomorphisme de C dans gb([O.*w[.‘igtH)) défini par
y"(c)(x) = Z:ieN(q,]

pour x ¢ [0,+=][ et ceC , on ait Tey" = y .

c[fi(x]]Pei(xJ

(1) Soit 1eL(A)’ tel que (1) = y(c,) . Considérons la fonction
continue de R dans [0,1] telle que g(x) =0 si x <0, g{x) = 1 si
x 21, et g(x) = x si x 2[0.1] . On a T(g(1)) = g(N(1)) = y(co) .
D'autre part, on a Sp’'g(l)(x)C[0,1] pour x e[0,+=] . Posons 1, = g(1)
et, pour tout <c = Q(co) eC et tout x g[O,#m[ , posons
Y'(c)(x) = @®(1,)(x) . On définit ainsi un homomorphisme y' de C dans
L(A) tel que ey’ = vy .

(ii) Lorsque q < 80 , les fonctions {1 sont nulles pour 1 > q et

on peut donc se limiter & considérer 1la suije (fijieN[q')
= [RVE) = '

X € [0,+m[ , posons f(x) Sp'y'(g) (x) = ( 1eN(q") {fi(x]}]t){D} . D'apres

le corollaire I.1.6, f est continue de [0,+w[ dans F(R) muni de la

« Pour tout

topologie fellienne.

Soit x e [n-1,n] , et donnons-nous des ouverts. relativement compacts

By »--+» B et des compacts V, ,..., V_ dans ]o.1] tels que

Vi C Bi pour i ;
fix)N[1/n,1] C U Int vV, 3
=1

f(x]{\(Bi - Int iJ = ¢ pour 1 = 1,...,m ;

les parties B1 Y Brn sont deux & deux disjointes et de diametre ¢1/n.

Grace & la semi-continuité supérieure de f , 11 existe un voisinage v de

T eeesm 3

x tel que m
f(e)N [1/n,1] C 1L=J1 Int V, pour tev ;

FLEIN (B - V) =@ pour tev et 1 =1,...,m.

Gradce & la compacité de [n-1,n] et a ce qui précdde, on peut construire
une suite strictement croissante Xg 2 N=1,400., xp

1 =0,¢¢e0, p-1 , 11 existe des ouverts B: »eess B

= n telle que, pour
i
m

i

et des compacts
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V: seeen V; de ]0,1] satisfaisant aux conditions suivantes :
i
i i _
Vj ([« E\J pour j = 1,...,mi 3

m
i
i
f(x) N [1/n,n] C g& Vj pour x e[xi , xi+1] 3

O CHER 2 ¢ pour xe[x x ] et 3 =1 m

3 3 P 17 %141 AR

les parties B: seees B; sont deux & deux disjointes et de diamétre <1/n.
i

dés qu'il
3 au

Grace a la connexité de [xi , xi+1] , on a fr([xi , x1+1]JC\/
i
, soit qa une fonction continue de ]U,1] dans

i
i i
[0,1], valant 1 sur VJ et 0 hors de BJ . Alors, si xe [xi B xi*1] ,

existe x e[xi , avec fr(xl eV

9
Pour 3 = 1,...,m

l'opérateur Y'((%][x) est un projecteur qui appartient & Yy'(C)(x) et

sera noté P, (x) . On construit de cette fagon des projecteurs deux & deux

J
orthogonaux P, ,..., Pm appartenant a b’([xi B ], £E(H)) . Posons

X
1 i 3 i+1
h(0) = 0 et h(j) = z: k(r) ; on évidemment
r=1
y i
k(j) = card {renN(g') | -Fr([xi , xi¢1]]C:vj} .

k(j) = rg Pj B

Supposons par exemple que rh(J-1]*1 s ey rh(J] sont les indices r tels

que f‘r[[xi ) xi*1]]C_V§ . D'autre part, donnons-nous arbitrairement une ba-

(resp. (ei'i¢1]
reN(q) r reN(qg)
lise Y'(col(xi] (resp. Y'(c,][xi+1] J. Un sous-ensemble de cette base
forme une base de PJ(xi)(H) (resp. Pj[xi+1](H] ), soit, par exemple.,
e1,1 ) ei,i+1
rh(J-1)*s s=1,...,k(J) rh(J-1)+s 8=1,...,k(])

[ar ) une suite de fonctions normiquement continues de

h(j-1)+s

1 X141

se orthonormale (er' ) ) de H qui diagona-

( (resp. ( ) Soit alors

=1, 400,k (])

X dans H telle que

(e (x))__ forme une base orthonormale de P, (x)(H,
rh(J-1)+s 8=1,...,k(J) 3
pour x e[xi , xi+1] 3
i,1
e. (xi) = e pour s = 1,...,k(J) 3
h(j-1)+s h(j-1)+s
e, [xi*1) = ei'i+1 pour s = 1,...,k(J) .
h(j-1)+s h(j-1)+s
On procéde de méme pour j = 1....,mi . Appelons N 1l'ensemble R
N(g) - {r1 seees Tpon ]} . Il existe (voir [17], prop. 18, si q > R, ) une
suite (er]reN de fonctions normiquement continues de [xi , x1’1] dans
H telle que
My
(er]reN soit une base orthonormale de (1 - }g; PJ(x)](H) pour

xexy » xg,,]

i,1 Cd,141
er[xi) e et er(x1’1l = el pour renN .
Posons Gi(c][x] = E:reN(q') c[fr(x))Per(x] pour X e[xi , x1+1] et

ceC . Alors 61 est un homomorphisme de C dans e([x1 , x1;1], £LE(H))
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(voir lemme VI.2.4). Remarquons qu'on a Si(QJ)[x] = P
et J =1,...,m

J(x) = Y'(QB[X]]

pour xe [xi B x1+1] 4"

Nous allons indiquer maintenant comment on choisit les bases (e
i,1+1

r reN(qg)

g,0
pour (er )

i.i]
r reN@)

utilisées pour la construction de §&§, . Nous prenons

i
0,1
ren(q) st (er ]reN[q] deux bases quelconques qui diagonali

sent respectivement Y'[c°][x0] et Y'(coltx1] . On construit alors, com-

me ci-dessus, un homomorphisme &, de C dans C£([ n-1.xJ ,LE(H)) . On

et (e

0
choisit ensuite pour base (31'1] la base (BD 1) 5 la base
1,2 r reN(q) reN(q)
[er' ]reN(q] est quelconque pourvu, bien entendu, qu'elle diagonalise

Y'[q](le . Avec ce choix, on a 61[c][x1) = 50(c][x1] pour ceC . Ainsi,
de proche en proche,on construit convenablement les homomorphismes 61 de
c dans &t bi , x1+1].‘f€(H)] et, en les recollant, on obtient un homo-

morphisme y; de C dans E[[n-1.n],$?[H)] .

Supposons construits de cette fagon, pour tout p < n-1 , des homomor-
phismes YE de C dans & ([p-1.p].<ff[H]) tels qu'il existe un champ
continu (e ) de bases orthonormales de H sur [O,n-1] avec

r reN(qg)
” =
el = 20 o

Alors, on construit Y; en prenant pour base [e

c[f [x])Pe (x) pour tous [p-1.p] et ceC .
)reN(q]

. Ainsi (er]rcN(q) se prolonge en

, de bases orthonormales de H

o x

€
.0 qui diagonalise
’ -
Y'(co)(n-1) 1la base [er(n 1]rcN[q]
un champ continu, noté encore [er)reN[q)
sur [O,n] tel qu'on ait Yp(c](x] = zzreN(q'] c(fr(x]]Per(xl pour tous
xe[p-1.p]. pg<n et c ¢eC . De cette fagon on construit +vy" de proche en
proche
soit P e:E(]D.1]] et donnons-nous € >0 . Il existe un entier n,
tel que, si n 3 n, , on ait Supp(PCZD/n.1] . De plus, on peut choisir n,
tel que, pour tous x et y satisfalsant a |x - y| £ 1/no, , on ait
|Q(x) - @y)| € € . Prenons n > no et xe [xi , xi+1](:[n-1,n] (en con-

servant les notations précédentes). On a

m m
Y @oo = L v e et yr@oo = 2l vrie,e

d'ol

Ty" @) tx) - y' (@ (x) ] IIZJ o PO Y@ - v g9 (x) ]

- supjs,l’_“mi"'Y (@@ (x) - v (§,@ (x)]

1 - ’
Prenons Yy, € BJ . 0On a supyelo.ﬂ|QJ(yJ(Q(y] Qlyo))] < € d'od

Iy @@ (x) = v (@@ X < |y @@ (x) - Plyaly" (@ (x|
+ "q(yo)Y'[qG)[X] - Y'(GGQ][X]n < 2 .

I1 en résulte que [ly"(@)(x) - y' (@I (x)] € 2¢ si x » n, . On a donc
Y"(@) - y'((P) € A pour tout e C , ce qui achéve la démontration.
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VII.4.2. LEMME. Soient T un ensemble, ©' un filtre sur T , et «

une fonction bornée définie sur un &€lément de ©O' , & valeurs dans ]0,+w[

Soit Y un espace localement compact tel que V soit connexe. Prenons
v eo%Y[Y) . Soient t'—>~v1t et t r—»vi deux fonctions de T dans J(Y)
.0 Q(t)v; = lim, o, @(t)v = v . Pour tout compact E de

Y et tout ouvert non vide § contenant E , il existe un élément de O°

telles que 1lim

sur lequel on ait Vvi{(E) < vi(R) et vi(E) < viw@) .

Puisque Y est connexe, E est strictement contenu dans § . Soit
U un ouvert de Y tel que UcQ - E . Comme Supp v =Y , 11 existe
fe }(Y) , a valeurs dans [0.1] et nulle hors de U , telle que v(f) > O.

Puisque 1lim Q(t]v;(f) = v(f) , 11 existe VeEO' sur lequel on a

t,0°

¢(t]vi(u) 2 Q[t)vt(f) >0 >0 . Soit g wune fonction continue de Y dans

[0,1] , & support compact, qui vaut 1 sur E et O sur U U (Y - Q) .
1 1 | 2 2

Si teT , on a vt(g) < vt(Q] vt(U) et vt(g) > vt[E] . Posons

= = 1 = 2
1 vig) lim Q[t]vt(g) limt.e' ¢(t]vt[g] '

t.,0’

En diminuant au besoin VE€O' , on peut supposer que, sur V , on a

1 - y! -
@UEI(VE(R) - vi(U)) > 1 - a/2 et QUEIVE(E) < 1 + a/2
@eIvi(@) > 1 - a/2 + GtIVI(U) > 1 + a/2 > QIEIvE(E) .

VII.4.3. PROPOSITION. Soient W = [0,+»] et w 1e point & 1'infini
EE X = [U,+w[ . Soient H un espace hilbertien de dimension infinie,
A= gocfo, e, EH) , et C = €°(]0.1]) . 0n a Ba) = B (a0 et

0 est une bijection de ibw(A.C)'\’ = sg’s’cw(A.l:)'\' sur o, }'o«:m'ﬂ(]ﬂ.ﬂ) .

L'égaliteé QM[A,C] =fBYCw(A,C] résulte de la proposition VII.4.1 (i),
Posons gq = dim H > X, . Soient B; et B, deux &léments de &M(A'C]
tels que c(gl) = u[gz) » et prenons un représentant (@,v) de 0(31) .
Soient y; et Y3 deux homomorphismes de C dans L(A) tels que B; et
B, soient associés & Iloy; et Ileys; respectivement. D’'apriés la proposi-

tion VII.4.1 (1ii), on peut supposer qu'il existe un champ continu

i .
[ej)JeN[q) de bases orthonormales de H sur [O.+w[ et une suite décrois
sante (fj]jew* de fonctions continues de [0,+e[ dans [0,1] tels que
yi(c][x] = E:JGN" c(fj(x))Pej(x) pour xe€ [O.+w[ et ceC (1=1,2) . Mon-
1 - f2 -
trons que lim _ (supJGN,IFJ(x] FJ[x]]] 0 . Supposons le contraire; 11
existe € > 0 et une suite croissante (xnln“N d’'éléments de [U.*w[
avec limn*m xn = +0 , et une suite (in)nzw d'entiers > 0 , tels qu'on
ait |f; (x) - fi (xn)l 2 € pour nelN . On peut supposer, en prenant au
n n
1 2
besoln une suite extraite de (xn)new ,» que Fi (xn] > fi (xn] pour neN

n n
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i
et que 11mn+w f;n(xn] = 8 ., Pour 1 =1, 2 et xe @.+w[ , appelons vy

la mesure c+=—+ Tr yi(c](x] sur €' ; alors x h—yvi est évidemment dé-

terminé par la suite [fj) et on a 1lim @(x)vi = v (voir VII.2.5)

JeN¥ X+00
Soit E 1le compact [é}& + B, 1] et Q 1'ouvert }% + B, 1] dans ]0,1]
Pour n assez grand, on a v; (E) = card{j | f;(xn] € E} > in et
n

v: (Q) = card{] ] f;(xn) e Q) < in . Ceci est absurde d'aprés le lemme
n

VII.4.2.

Pour x e [D,+w[ , notons u(x) 1l'opérateur unitaire de H défini par
ulx)el(x) = e2(x) si jeN(g) . Alors x > ul(x) est fortement continue
de [0.*@[ dans W(H) . On a

1 2
JeN(q) c[fJ[x]]Pej[x)

pour tout xe [0,+o[ et tout ceC . Il résulte de 1'égalité

Yyl te) (x) = 2

O
Jutx)yied(x) - y3le)(x)] = SUPy * If;(x] - fj[x]l ,

que 11 [¥(x)yi(c)(x) - yjc)(x)] = O pour tout ceC . On a donc

Moseo |

X =00
Q olleyi = Mea oy = Mey?

et ainsi B; et B, sont semi-équivalentes. Ceci prouve 1'injectivité de

g .
L'égalite o(Q,(A,C)Y) = o, '%M]O‘ﬂ(]o,ﬂ) résulte de VII.3.4.

VII.4.4. Soient W un espace localement compact, w un point non
is0lé de W , et X = W - {w} . Soit Y wun espace discret. L'application
qui a Veo{I,Z(Y) = di(a(v) N M (V) associe la classe de (1,v) dans
[} :(ﬁa(Y) est injective et permet d'identifier cag(Y) a4 un sous-ensemble
de & XM (Y) .

PROPOSITION. Conservons les notations précédentes en supposant de

plus que Y est dénombrable. Soient H et H' deux espaces hilbertiens
avec p = [dim H : dim H'] > X, . Soient A = €°(X, £E(H)) et
C = E°(Y, & (H')) .

(1) 0n a MY (VIC o (Bc, (A, 01" .
(i11) Supposons que © ait une base dénombrable formée de parties con-

nexes. Alors on a

¢, A.C) = Bac) C EaC) et 0D, (A.C)Y) = 0D (A,C)) =<M;m .

(ii11) Supposons que © ait une base dénombrable formée de parties con-

nexes, que dim H = Ho , et que

a) pour tout Ve©® et tout champ de projecteurs appartenant a

gv, L€ (H)) , 11 existe V,e 6 , contenu dans V , sur lequel ce champ soit
trivial;
b) 11 existe V'e © tel que © posséde une base formée de rétrac-




tes de V' .
Alors, on a £, (A,C) = fbycw[A,lL‘] , 8t 0 est une bijection de

%ycw(A.Clm = yw(A.C]N sur U%;[YJ .

’ 2 -
(i) Identifions H & H' ® 1 et notons (eilieN(p] la base ortho

2 Y
. €
normale canonique de 1p Soit v aﬂtd(Y] et appelons (aijieN(q] (avec
g € B, ) la suite des points de Supp V = Y , multiplicités comprises. Soit

Y' 1'homomorphisme de C dans (,’b(X,rfg(HJl tel que

Y'(c)(x) = ZieN(p] c(ail ® Pei

pour xeX et ceC . L'extension B de A par C associée a Yy' ap-
partient a Bfc (A,c) , et on a o(B) = v  (voir VII.2.5) .

L'assertion (i1i) résulte de la proposition VI.1.5.

(1i11) Soient B) et Bz deux sléments de ﬁw[A,C] = yw(A,\',C) . Dnuvéri-
fie immédiatement que 0O(B;) = 0(B2) si et seulement si E&(B;) = E(Ba) .
L'assertion résulte alors facilement de la proposition VI.3.4 (voir en par-
ticulier VI.3.6 b) et d) ).



CHAPITRE VIII

Exemples

VIII.1. Nous donnons un exemple d'une C*Zalgébre liminaire et d'un

filtre © sur B pour lesquels

a) © converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans B 3
b) 11 n'existe pas de fonction @ définie sur un élément de O , a
valeurs dans ]0.+w[ , telle que B soit bien @-encadrée suivant ©

(voir I.2.186).

Soient A = B°([0,+=[, LE(H)) avec dim H > %, , C, = €°(Jo,1]) , ¢, = ¢
et C =2C; x C, . Ecrivons H sous la forme H; @ C , et notons P 1le
projecteur de H sur C€ . Soit vy; un homomorphisme de C; dans
g ([0, +[, £E(H)) tel que Um o yi(C)(x)™ = Jo,1] dans F(Jo,1]) munt
de la topologie fellienne (il en existe d'aprés le lemme VII.2.2 et la pro-
position VII.3.4). Appelons vy’ 1'homomorphisme de C dans
fb([0.+w[. £&(H)) tel que «vy'((cy,n))(x) = y,(c;)(x) + nP pour tout
(c;,n)eC et tout x e[O,+w[ . Soit B 1'extension scindée de A par C
associée &8 Yy' . Le filtre ©O des voisinages de 1'infini dans [D,*m[
converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans B , et € est 1'en-
semble de ses limites (voir VII.2.2). Pour 1 =1, 2 , appelons I 1'idé-

A A A i
al bilatere fermé de B tel que I, = AUC, . Supposons qu'il existe

définie sur un élément de 0O , a vaieurs dais ]D,+m[ , telle que B soit
bien @-encadrée siuvant © . On vérifie facllement que dans ces conditions
I, et I, sont bien (p-encadrés suivant © . Mais I, est encadré sui-
vant © (voir I.3.6). Ceci entralne que limx’m @(x) > 0 et donc que B
est encadrée suivant ©. Mais alors E doit &tre discret d'aprés la propo-

sition I.2.24, ce qui est absurde.

Posons W =[D,+w] . On remarquera que B est un élément de gh(A.C] qui
n'appartient pas a ﬁw(A,C] .

VIII.2. Classification des extensions de A = €°(R.M5(CJ] par
C = My(C) . Posons X; = [-w,+0] , X =R , et h = hy y. + D'aprés VI.1.3,
2 X
on a &(A,C) = Ext(A,C) et, d'aprés VI.1.10, on a

E(&A, V) C €(BR - R.2 () .

Comme 6 n'a qu'un seul point et que BR - R a deux composantes connexes,

a savoir h-1(+m] = k" et h-1(-w] = K~ , on vérifie facilement que

E(BR - R,¢%§[6]) contient seulement les 8 é&léments T suivants (en
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identifiant J%(E) a4 N et en notant une fonction constante par sa va-

leur) :
r=o0o 3 I'=1 ; T =2 3
Tlk* =1 et Tk =0 ; T|k' =0 et T[K =1 ;
rlk* =2 et T|k" =0 ; T|kK" =0 et T|K = 3
rik* =2 et T|k> =1 5 r|k" =1 et T|K =2 .

Ainsi tout é€lément T de €(BR - R, A@[E]J est simple sur k* et sur

K~ 5 11 satisfait évidemment aux conditions a) et b) de VI.3.3 (voir VI.3.6
a) et b)), De plus, comme ?%(12] est connexe par arcs, la condition c) de
VI.3.3 est réalisée aussi. En utilisant VI.2.6 et la généralisation de
VI.3.3 signalée au début du paragraphe VI.3.7, on prouve donc qu'il y a 9
classes de semi-équivalence dans Ext(A,C) . Mais, parmi les 9 possibili-
tés ci-dessus pour T , il est clair que les possibilités 4 et 5 (resp.
6 et 7 , resp. 8 et 9 ) donnent des extensions faiblement équivalen-
tes. Montrons par contre que les possibilités 1, 2, 3, 4, 6 et 8 donnent
des C*-algébres deux a deux non isomorphes. Soient B et B' deux c*-al-
gébres isomorphes appartenant & Ext(A,C) et remarquons d’'abord qu'elles
sont faiblement équivalentes en tant qu'extensions; en effet, soit B wun
isomorphisme de B sur B' : on a B(A) = A car A est le seul

idéal bilatére fermé de B et B' tel que B/A et B'/A soient homoge-
nes de degré 2 . Appelons o 1l'automorphisme de A induit par B ; soi-
ent Ff 1'homéomorphisme de R sur R et v 1'élément de K(R,?u[lil)

tels que o = Y(Ff,v) (en conservant les notations de IV.3.1). On a soit

um e f(x) = +o gt im o f(x) = - , soit 1imx_Hm flx) = -» et
im , o flx) = +o . Il en résulte que, pour tout beB , on a soit
limx_”m Tr b(x) = limx_"m Tr vix)b(x) = limx++m Tr B(b)(x)
et
m , o Tr b(x) = Hm , o Tr B(b)(x) ,
soit
1m e TT b(x) = limx_'_°° Tr B(b) (x)
et
lim , o Tr b(x) = 1im _  Tr B(b)(x) .

On a donc
v ~ v + ~ - ~ - N +
soit E(B) = £(B') , soit E(B)[K = E(B')[K et E(B)|K = E(B"I[K .
Ainsi 11 y a exactement 6 <classes d'équivalence faible d’extensions de A
par C , et la proposition VI.2.6 nous permet d’'en écrire des représentants

By ,..., B¢ de la maniére suivante. Identifions 1: a 1§ @ 1§ @ C et

appelons (ey1,e,) la base canonique de 1§ . Alors
BI=AXC)

Bz = {(m,c) €L(A) x C | 1im
By = {(m,c) €L(A) x C | lim

ate MX) = c @ Pe;}

St m(x) = c¢c ® (Pe; + Pez)} ;
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By = {(m,c)€L(A) x C | lim m(x) = c ® Pe; , lim m(x) = 0} ;

> +00 -+ -00

Bs = {(m,c)el(A) x C | 1m _ _m(x) = c @ (Pey ® Pepy), lim ___ m(x) = 0}
Be = {(m,c)eL(A) x C | lim _ _m(x) = c @ (Pe; & Pey),

1imx_>_°° m(x) = c ® Pe;} .

L'espace 61 est la somme topologique de R et il 3 on a 62 = ﬁ, = 35 =R

st ﬁ.. = 65 = ]—co,#oo] .

VIII.3. Soient A = E°(R,M (€)) et C =M (€) avec neN' . En uti-
lisant les raisonnements de VIII.2, on prouve que la C*-algébre G(é,mntc))
est la seule extension (a équivalence faible prés) de A par C ayant R
comme spectre. On en déduit que toute C*-algébre homogéne B de degré n
(voir [16], déf. 10.9.4) et de spectre ﬁ (homéomorphe 3 T ) est isomor-
phe a C(ﬁ.Mn(C)) . En effet, appelons r_ 1le point & 1'infini de R et
posons A' = {beB | b(r ) = 0} . Alors B apparait évidemment comme
une extension de A' par Mn[t) . Il suffit maintenant de remarquer que A’
est isomorphe a €°(R,Mn[€)) . Ce fait se déduit du résultat suivant con-
cernant la structure des C*-algébres homogénes. Il existe une bijection

canonique (voir [19], § 3.2) entre les deux ensembles ci-dessous :

l'ensemble des classes (& isomorphisme prés) des C*-algébres homoge-
nes de degré n et de spectre T 3

l’ensemble des classes d’'équivalence faible (au sens de [19], p. 250)
des espaces fibrés (au sens de ([34], chap. I, § 3.4)) ayant T pour base,
Mnf.t) pour fibre et ?%[1:) pour groupe.

Donc (voir [34], corol. 11.6), toute C*lalgébre homogéne de degré n ayant

une base T paracompacte et contractile est isomorphe a E’(T.Hn[C]] .

Le fait que toute C*Zalgébre homogéne de degré n et de base T
soit isomorphe a E(T,Mn[CJ] se déduit aussi, gr8ce a la bijection précé-
dente, de la classification des espaces fibrés sur une sphére (utiliser
q34]. corol. 18.6), et la connexité par arcs de ?Mil:) ).

Prenons maintenant A = f”(Rz.Hn(C)] et C =M (C) avec n > 1, et
appelons r. le point a 1'infini de R?2 . Le groupe fondamental de
?26[1:) vaut 2/nZ (voir [23], p. 58). Alors, d'apras ([34], corol. 18.8),
11 existe un fibré non trivial de bass I'QZ , de groupe ?%(1:] , et de fi-
bre Hn[tl . Il en résulte que la C*lalgébrs B des sections continues de
ce fibré (voir [19]. § 3.2) n'est pas isomorphe a ETﬁz.Hn[C]) = B' . Pour-
tant, comme dans la premidre partie de VIII.3 ( R2 étant paracompact et
contractile), B est isomorphe & une extension B"” de A par C telle que
6" = éz . Alnsi B' et B" sont deux él1éments non faiblement équivalents
dans J(A,C) et tels que E(g'] = E(g") (= la fonction constante de va-
leur 1 sur BR? - R? , J%(E) 6tant identifié a3 N ) . On peut vérifier
que le filtre © des voisinages de 1'infini dans R2? satisfait aux condi-
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tions a) et b) de la proposition VI.3.3, mais non & la condition c).

VIII.4. Soient A = €°([0,+=[, LE(H)) et C = LE(H') avec
0 < dim H' € dim H =3, . Classons les é&léments de f(A,C) , c’'est-a-dire,
ici, les extensions & spectre séparé de A par C . Notons BO l'exten-
sion triviale A x C . Le spectre des é&léments de Y¥(A,C) distincts de Bo
est nécessairement la compactifié d’Alexandroff X1 de [0,+w[ = X car
BX - X est connexe (voir II.12). Soit B wune extension de A par C tel-
le que ﬁ = X1 . Remarquons que nous sommes dans la situation de la propo-
sition VI.3.8 (1i) avec Q@ = X3 - X , Z = X1 , n =1, 8, = 1, © étant le
filtre des voisinages de 1'infini dans X . On a donc B € &(A,C) . De plus
© satisfait évidemment aux conditions 5) et 6) de VI.3.8. Il en résulte
que Z(A.C)m = Z(A,C)M est en bijection avec N de la fagon suivante.
Identifions H a H' @ 1§° et soit (e,)

1’ienN*
nique de 1§ . Alors & 0 correspond BO et a n eN* correspond la
-]

la base orthonormale cano-

classe de

n
b
B, = {tmeleg ([o,+=[, LEH) x C | 1im _  m(x) = c® i; Pe,} .

Montrons que si n et n' sont deux entiers > 0O distincts, 1les C*-algé-
bres Bn et Bn' ne sont pas isomorphes. Tout d'abord Bo n'est évidem-
ment isomorphe & aucune des C*Lalgébres Bn avec n > 0 . On vérifie
immédiatement que 81 est une C*lalgébre a trace continue et que les C*—
algeébres Bn avec n > 2 ne sont pas & trace continue. Il reste donc a
prouver que si n et n' sont deux entiers 2> 2 distincts, Bn et Bn'
ne sont pas isomorphes. Soit B wun isomorphisme de Bn sur Bn' . On a
B(A) = A car A est le plus grand idéal bilatére fermé & trace continue
de Bn et Bn' . Appelons o (resp. 8 ) 1’automorphisme de A (resp. C )
induit par B . Soient f 1'homéomorphisme de [0.+w[ sur [0,+w[ et v
1'é1ément de E([0,+=[, PU(H)) tels que a = Y(f,v) (en conservant les

notations du lemme IV.3.1). Pour tout b = (m,c) € E(Bn) on a

n.Tr ¢ = limx*+m Tr b(x) = limx4+w Tr v(x)b(x)

= limx**w Tr B(b)(x) = n'.Tr 8§(c) = n’'.Tr c ,

ce qui est absurde.

On peut démontrer que le filtre © des voisinages de 1'infini dans R2
satisfait aussi aux conditions 5) et 6) de la proposition VI.3.8 et que
tout ce qui a été établi avec X = [D.#ﬂ[ reste valable avec X = R? .
L'extension B1 est la seule extension (3 équivalence faible pré&s) non
triviale et & trace continue de A = E°(X, ¥€(H)) (avec X = R? ou 0,00[)
par C = fB(H') . En particulier, si H = H' , elle est faiblement &quiva-
lente a £(X, £E(H)) . Ce résultat se déduit aussi de ([16], 10.9.5 (11))
car (avec les notations de ([18], 10.9.5)) on a H3(X,Z) = 0 si X = R? et

si X = [0.+w[ . Par contre, si X = R3 , on a H3(X.Z) = Z puisque X
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est homéomorphe & la sphére unité de R"* , et donc, d'aprés ( US], 10.8.5
(1i1)), 11 existe une C*-algébre séparable & trace continue, homogéne de de-
gré 3, , de spectre éa , non isomorphe & £(R3, LE(H)) . Comme dans
VIII.3 (et en utilisant le fait que toute C*—algébre séparable & trace con-
tinue, homogéne de degré Y, , de spectre R? ,est isomorphe a

£°(R3, £#(H)) , toujours d'aprés [[16], 10.9.5)), on en déduit qu'il existe
une extension & trace continue B” de A = E°(R3, L€ (H)) par C = LE(H) ,
non triviale et non faiblement équivalente & B' = E(R3, LE(H)) , et donc
qu’ll existe dans ftA.C] deux é&léments non faiblement équivalents B’

et B" tels que E(g'] = E[%"] .

VIII.5. Soient Y =R - {0} , X = {(x,y)eR2 | y # 0} ,
X; = X U{(x,0) e R? | x >0}, et X; = i; , les espaces X et X{ étant
munisde la topologie induite par celle de R?2 . Nous appellerons x; le
point & 1'infini de Xi . Soient H wun espace hilbertien de dimension X,
H' un espace hilbertien séparable, A = g°(X, LE(H)) , et C = €°(Y,LE(H")).
Considérons la fonction f de X, - X dans GRY) telle que f[x;] = ﬁ
et f(x,0) = {/x,-v¥Xx} pour tout (x,0)¢ X{ - X ; elle est continue. Appe-
lons Z 1'extension de X par Y associée &8 f . D'apreés II.9, une par-

tie F de 2Z est fermée dans Z si et seulement si

FNX est fermé dans X et FNY est fermé dans Y ; ,
"FAY contient #(x) pour tout (x,0) ¢ (X, - x) N FAX L .

Nous nous proposons de classer les extensions B de A par C telles que
A

B = Z . Lorsque dim H = dim H' = )Q , l'une de ces extensions apparait na-
turellement comme idéal bilatére fermé de la C*-algébre du groupe nilpotent

Ir's (voir [10], $§3); nous notons I(r,) cette extension.

Posons II' = {(x,y) e R? | v >0}, 1" = {(x,yle R2 | v <0} et
= X1 - X .Pour € = * 1, notons fe la fonction continue de @ dans Y
telle que f_(x,0) = e/x si (x,00eQ ; on a f(x,0) = {f_,(x,0), f,(x,0)}
pour tout (x,0)e Q . Appelons © (resp. 6; ) la trace sur X du filtre
des voisinages de Q (resp. x! ) dans X; . Le filtre O se divise en les
bouts ©° = {vnm' ] veo} et T = {VNI | veo®} . De plus, pour tout
(x,0)eQ , le filtre ex , trace sur X du filtre des voisinages de (x,0)
dans X; , se divise en les bouts ex/\e’ = G; et GXA o = G; (avec 1les
notations de VI.3.8). Alors, il résulte de VI.3.8 (ii), dont les condi-
tions sont réalisées avec n : 1, 84 = 2 ,et q1 = 2 , que toute extension
B de A par C telle que B = Z est uniformément liminaire. Montrons
que © satisfait & la condition 6] de la proposition VI.3.8. On vérifie

facilement que 6* posséde une base formée d'ensembles du type sﬁivant :
U=1{(x,y)el" | x>0 et y< Qx1y

o0 @ est une fonction continue de ]0,+o[ dans ]0,+e[ telle que
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limx*D @ix) = limx++wqxx) = 0 et telle que pour tout (x,y)lel , i1 existe
un point et un seul situé a la fois sur la droite joignant (1,0) a (x,y)
et sur la courbe {(x,®(x)) | x > 0} . La fonction de 1" dans U définie

par
(x,y) +—> (x,y) si (x,y)€eU ;

(x,y) > le point situé & 1l'intersection de la courbe
{(x, 9(x)) | x > 0} avec la droite joignant (1,0) & (x,y) si
(x,y) € n*t - u )

est une rétraction de I~ sur U . Comme de méme O posséde une base
formée de rétractes de I , on en déduit que O posséde une base formée
de rétractes de X . Par aiileurs on s'assure immédiatement que les filtres
e* et O ont une base formée de parties paracompactes et contractiles et
donc que © satisfait aussi & la condition 5) de la proposition VI.3.8. Il

résulte alors de cette proposition que 1l'ensemble
~n A
{B | BeExt(A,C) et B = 7}

est en bijection avec (N*J“ de la fagon suivante. Identifions H a

la base orthonormale canonique de 1% .

2
H' @ lxo et appelons (ei) X,

ielN"

1 L
. e IR B P
C -algeébre B des couples (m,c) € £°(X, PE(H)) x C tels que

limt'eé m(t) = 0 et tels que

Alors, au quadruplet (m: » m correspond la classe de la

€ €
m, +m
+ c(-vVx) ®Zj1ms "1 pe
1

i

€
m
_ 1
limt.0§ m(t) = c(vx) ®§:1=1 Pe . 1 3

pour tout (x,0)€ et € =*1 (les limites étant les limites normiques
dans Y ¢€(H) ). Remarquons que des extensions associées a des quadruplets

distincts peuvent &tre faiblement équivalentes. C'est alnsi que les exten-

\ 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
sions associées a (m1 s Moy My, m_1) , (m_1 sMy oMy, My 1,

-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
(m_1 My, Moy, m1) et [m1 s Mg e My m_1] sont faiblement équiva

lentes. On en déduirait facilement la classification, & équivalence faible
prés, des é&léments de Ext(A,C) ayant Z comme spectre.

Dans une rédaction non plubliée, F. Perdrizet a montré que la classe de

1'extension I(T4) est associée au quadruplet (1 , 1 , 1 , 1) .

VIII.6. Structure de la C*—algébre D = c®(sL(2,0)) du groupe
SL(2,C) . La topologie de 6 a été déterminée dans [[1ﬂ , chap. III) .
L'ensemble 6 s'identifie & la réunion des deux sous-ensembles suivants

2
de R" :

X = ({{n,y) | nenN™ et yeR} U {(0,y) | y > 0}

U{x,0)| -1 < x 0} - ({2,0})

Y = {(-1,00} VU {(2,00} .

Nous munissons X et Y de la topologie induite par celle de R? . Posons
—R 2 . .
X; = XR et X; = x1 , et appelons x; le point & 1'infini de X; . Soit
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f 1la fonction de X; - X dans gTY] telle que f[x;] = ¢ , f(-1,0) =Y
et f(2,0) = {(2,0)} . Alors D est 1'extension de X par Y associée a
f . Pour cette topologie (voir ﬁ@, corol. 1 du th. 3.1), une partie

A
FCD est fermée si et seulement si :

FANX est fermé dans X ; )

Y est contenu dans F lorsque (-1,0) € FiiXR 3
—_p2

(2,0) € F lorsque (2,0) € FAXR

La représentation irréductible de SL(2,C) qui correspond au point (-1,0)
est la représentation triviale de dimension 1 . Toutes les autres repré-
sentations irréductibles de SL(2,C) sont des représentations dans un es-
pace hilbertien de dimension X, (voir [1@ , chap. V). Apbelons A’ 1'1-
déal bilatére fermé de D tel que R' = X , et posons C = fE(H') x C oi
H' est un espace hilbertien de dimension ﬁo . Ainsi D apparait comme
une extension de A' par C . D'aprés ([1@ , lemmes 3.6 et 3.8) 1la c*-a1-
gébre A' est a trace continue. Alors, grace a [[1@ ,» 10.9.6), A' est
isomorphe a £°(X, £&(H)) = A ol H est un espace hilbertien de dimension

> . Donc es somorphe une extension e par .
D D t i he a t i D' d A c

Nous poserons maintenant A = E°(X, £E(H)) et C = LE(H') x € avec

0 < dim H' & dim H =
A A

C telles que B = D . Appelons 01 (resp. 02 , O; ) la trace sur X du

Ho . Nous allons classer les extensions B de A par

filtre des voisinages de (-1,0) (resp. (2,0) , x2 ) dans X; , et posons
m° = {t2,y) | y >0}, 1" = {(2,y) | y <0} . Le filtre O, a un bout st

le filtre 6, a deux bouts, 0; = vnn® | veo,} et 0; ={vnn | v €0,} .

Alors, d'aprés la généralisation VI.3.9 de la proposition VI.3.8 (dont les
T e {10}, 0% - {z,0} ,z=0,

n=2, 51 =1, 52 =2, q1 =2, q2 = 1), toute extension B de A par
C telle que g = 0 est uniformément liminaire, et 1l'ensemble

A A
{g | Be Ext(A,C)} et B = D} est en bijection avec N*)Y  de 1a fagon
suivante. Identifions H a H' ® li ® 1% et appelons (e,)
o -]

i’1eN™
orthonormale canonique de 1; . Alors, a8 (p,q,r,s) €(N*)“ correspond 1la
o

conditions sont réalisées avec Q

la base

classe de semi-équivalence de B , ol B &est la C*-algébre des couples
(m, (c,n)) € %X, LEHI) x C tels que

p q
mg o, M) =0, lim o m(t) = c® ) Pe ®n3’ Pe, ,
o 1 i=1 J=1
zr: 11 (t) @3 P
lim + m(t) = c® Pe , m - m = c e
.0, i=1 1 .0, i1 1
(les limites étant les limites normiques dans £LE(H) ) .

D'aprés ce qui précéde, la structure de D est entiedrement déterminée, a
isomorphisme prés, par le quadruplet (p,q,r,s) auquel est associé g' 3
i1 résulte de ( h&]. lemmes 3.8 et 3.10) que ce quadruplet est (1,1,1,1) .
Notons X' 1'espace XU{(2,0)} muni de la topologie induite par celle de
R? et identifions H & H@® C . Alors D est isomorphe & la C*-algébre
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B, des couples (m,(c,n)) € EP(x', FE(H)) x C tels que m(2,0) = c ,

limt 0 m(t) = c®n et limt o m(t) = 0 . En effet le quadruplet associé
0, 00

a B, est évidemment (1,1,1,1) .

Signalons que la structure de D a déja été entiérement déterminée aupa-
ravant, avec d'autres méthodes, par J.M.G. Fell (voir ﬁS], th. 5.4). Dans

notre méthode les seuls résultats de Fell que nous utilisons sont ceux de

[19] .

VIII.7. Soient H wun espace hilbertien de dimension infinie gq ,
A= E°(N, £LE(H)) et C =C . Posons W = N . Nous allons classer, & &qui-
valence faible prés, les extensions de A par C qui ont W pour spectre.
Soit B une telle extension, associée & un homomorphisme Y de C dans
L(A)/A . D'aprés le corollaire II.15 et la proposition IV.1.4, on a
y(C)(x)"™ = t pour tout x€BN - N . Il en résulte l'existence d'un projec-
teur Pﬁfeb(N. L& (H)) tel que I(P) = y(1) et P(n) # 0 pour n assez
grand. On peut donc supposer P(n) # 0 pour tout neN . Remarquons que
B est scindée et entiérement déterminée par P . Soit B' wune autre ex-
tension de A par C telle que 8' = W , associée a un homomorphisme Y’
de C dans L(A)/A , et soit P' un projecteur de QD[N..fE[H]] tel que
m(P) = y'(1) et P'(n) # 0 pour neN . Pour tout isomorphisme B de 1la
C*—algébre B sur 1la C*-algébre B' , on a B(A) = A . En effet, A est 1le
seul idéal bilatere fermé de B et B' tel que les C*—algébres B/A et
B'/A soient commutatives non nulles. Appelons o 1l'automorphisme de A
induit par B . Alors B n’est autre que l'isomorphisme qui & (m,c) € B
associe (g(m),c) €B' . On a donc al(P) - P'€A . Réciproquement, s'il
existe un automorphisme o de A tel que a(P) - P'eA , 1'application de
B dans B' qui & (m,c) associle (afm),c) est un isomorphisme de B
sur B' . Remarquons qu’ici 1les C*-algébres B et B' sont isomorphes si
et seulement si les extensions B et B' sont faiblement équivalentes.

* telle que

Appelons ¢ (resp. ¥’ ) la fonction de N dans N
pln) = rg P(n) (resp. yp'(n) = rg P'(n) ) pour neWN . Etant donné 1la for-
me des automorphismes de A (voir IV.3.1), on vérifie facilement que les

C*-algébres B et B' sont isomorphes si et seulement si il existe une
permutation r de N telle que y(n) = Y'(r(n)) pour n assez grand.

Ainsi, 11 existe une bijection canonique entre les deux ensembles suivants:

1'ensemble des classes (& isomorphisme prés) des éléments B € $(A,C)
tels que ﬁ =W ;

1'ensemble quotient de (N*]N par la relation d'équivalence Y R V'
s'il existe une permutation r de N telle que ¢(n) = Y'(r(n))} pour n

assez grand.

Soit [ei]icN(q] une base orthonormale de H . La bijection précédente

associe & la classe de Y la classe de
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pin)
B = {tmc)e€”(N, LEH)) x € | 1im ,_ fmin) - ¢ 1Z=1 Pe,| = 0}

(comparer avec la classification de VIII.4).
1
Remarquons que limn+°° TS Tr m(n) c pour tout b (m,c) e K(B) .

Ainsi B appartient a iﬁifcw(A,cJ .

Appelons Q' (resp. @" ) la fonction telle que @'[n] = = (resp.
"(n) = 22 ) pour neN . Considérons les C*-algébres
n n+i
b
B' = {tmc)e &N, L)) x ¢ | 1tm _ [mtn) - c 2. pe | = 0},
1=1
n+2
B" = {tmc) e, LE(H)) x ¢ | 1tm . [Imtn) - ¢ 3. Pe | = 0} .
i=1

Elles ne sont pas isomorphes, d'aRrés ce qui précede. Par ailleurs, c[g'l
nN
est la classe de ((p',1)€ &, x d%c(e) , et o(B") est la classe de (¢",1)
~N o~
(voir VII.2.5). Puisque 1lim qf[n)/@"[n] =1, ona o(B') = o(B") .
n-+oo
Ainsi B’ et B" sont deux éléments non isomorphes de fB?cw(A,C] tels
v
que O(B') = o(ﬁ"l (comparer avec la proposition VII.4.3).
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CHAPITRE IX

Problémes

IX.1. Soit A une C*lalgébrs liminaire & spectre séparé; El(A) vest-
-il le plus grand idéal postliminaire de L(A) (voir III.2.13 et III.4.15)?

IX.2 Soient X un espace localement compact, H un espace hilbertien
et A = E°(X, £LE(H)) ; 1la C*—algébre E(A) est-elle toujours 3 trace con-
tinue (voir III.4.7 et 8)? Plus généralement, E!(A) est-elle a trace con-

tinue lorsque A est a trace continue?

IX.3. Soient H un espace hilbertien de dimension infinie et
‘A = E°(N, E(H)) . Soit xepBN - N . En utilisant le lemme III.4.11, on
montre que l'ensemble des idéaux bilatéres fermés de L(A)(x) (ensemble
dont le cardinal est supérieur ou &gal au continu d'aprés III.4.12) est to-
talement ordonné par inclusion; ainsi les idéaux bilatéres fermés de

L(A)(x) sont tous premiers. Sont-ils tous primitifs?

IX.4. Soient H et H' deux espaces hilbertiens tels que
1 &£ [dim H : dim H'] = p . Soient X et Y deux espaces localement com-
pacts, A = €°(X, LE(H)) et C = g°(Y, XE(H')) . L'application & de
&a,c)™ dans &BX - x,a(bg(Y)] est-elle toujours surjective (voir VI.1.10
et VI.2.11)7? :

IX.5. Soient A = £°(R - {0}, £EL(H)) avec dim H = R, , et
C =&°(R2) . Posons W =R, X =R - {0} et Y =R? . Dans VII.1.10 on a
signalé que 1la C*-algébre 8*[f3] est canoniquement isomorphe & un élément
B de f&[A,C] . On peut montrer que l'extension B n’est pas scindée,
d'ol 11 résulte que fofcw(A.C]'\';C& ﬁbw(A,C)'\' . Par ailleurs, d'aprés la pro-
position VII.3.4 on a

o(®%c (A, = o0 B (A,CI™ = o ¥ MY vy .

Par conséquent, ici o n'est pas injective (comparer avec la proposition

VII.4.3). Deux problémes se posent donc :

1. déterminer si Olfbycw(A,C]N est injective;

2. trouver un systéme maniable d'invariants qui caractérise compléte-
ment, & équivalence faible prés, les éléments de QM(A.C) (en particulier,
on pourrait ainsi connaitre la structure précise de 6*[F3] ). Plus généra-
lement, il serait intéressant de résoudre ce deuxiéme probléme pour des fa-

/ B A
milles suffisamment vastes d'espaces Y = 6 , X = A et W.
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