
MÉMOIRES DE LA S. M. F.

JEAN-FRANÇOIS MÉLA
Problèmes de pseudo-périodicité
Mémoires de la S. M. F., tome 25 (1971), p. 135-141
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1971__25__135_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1971__25__135_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Colloque Th. Nombres [1969, Bordeaux]
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 25, 19T1, P- 135 à lUl

PROBLEMES DE PSEUDO-PERIODICITE

par

Jean-François MELA

Nous nous proposons de présenter une question d'analyse harmonique dans laquelle

s * introduisent de façon naturelle des conditions arithmétiques : il s'agit de la

pseudo-périodicité en norme uniforme. Nous commencerons d'abord par situer cette

question en la replaçant dans son contexte dîAnalyse et notamment en rappelant
d'abord des problêmes analogues qui, eux, trouvent leur solution complète par des

méthodes d'analyse.

1. - Introduction : la pseudo-périodicité de Paley et Wiener [93 [33 .

La notion de pseudo-périodicité a été introduite par Paley et Wiener dans leur

livre [9] . Soit f une fonction localement de carré intégrable sur R et r ( f )
1'espace vectoriel engendré par les translatées de f . La fonction f est pseudo-
périodique au sens de Paley et Wiener s'il existe un intervalle 1 et une constante

A tels que pour tout intervalle I. translaté de 1 et toute fonction g ç r ( f )

on ait II g I I - p / \ ^ A ||g||-r ̂ (j\ • C'est le cas pour une fonction périodique en pre-

nant 1 de longueur supérieure ou égale à la période. Dans le cas général on ap-

pellera pseudo-période la borne inférieure des longueurs des intervalles 1 pour

lesquels la propriété a lieu.

Le spectre d'une fonction pseudo-périodique f est l'ensemble des nombres réels
iXxÀ pour lesquels e appartient à l'adhérence de r ( f ) pour la norme

^P l l ë l l 2 • ^n démontre que toute fonction pseudo-périodique est limite pour la
t L^(5f ) ^ ,

norme précédente, de polynômes tngonometriques dont les fréquences appartiennent

au spectre. Le spectre d'une fonction pseudo-périodique sera dit spectre pseudo-pé-
riodique ( 2 est un spectre pseudo-périodique). Tout spectre pseudo-périodique

A vérifie la condition inf |x - À * | > 0 » inversement on démontre que cette
À , À'ç A

À^ \
condition est suffisante pour qu'un ensemble A soit un spectre pseudo-périodique.

La pseudo-période d'une fonction ne dépend que de son spectre A . C'est la

borne inférieure des longueurs des intervalles 1 tels que sur l'espace des poly-

nômes trigonométriques P(x) = ^ a e1 x , les normes ||p|| p et (ï |aJ2)2

Xç A À ^(1) ^
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soient équivalentes. Si l*on note p ( A ) la pseudo-période associée à un ensemble

A , on peut montrer que p ( A ) ^ 2-iï / inf I X - À ^ (résultat qui est le meilleur pos-
Àa(À ^

sible pour A = 2 ) . Les travaux de Ingham [1] et Kahane [2] permettent de cal-
culer exactement p ( A ) . Si 1^on désigne par n(x,t) le nombre de points de A
dans l1intervalle [x,x+t] , la densité supérieure de répartition (ou densité uni-
forme supérieure) de A se définit par

A ( A ) = lim sup ^îl .
t-^ °° x T

On a alors p(A) = STT A (A ) .

On peut considérer ainsi que la pseudo-périodicité au sens de Paley et Wiener est

un phénomène assez bien élucidé, au moins à une variable. Il reste des problêmes
passionnants à plusieurs variables auxquels J.P. Kahane donne des éléments de répon-
se dans [3] , et même à une variable lorsque l^n remplace dans ce qui précède 1^ in-
tervalle 1 par un compact K quelconque. On peut chercher des conditions sur la
mesure de K assurant que les normes ||p|| p et (^ [ a , | T sont équivalentes.

On pourra se reporter notamment aux travaux de H.J. Landau [5] qui donnent par ex-

emple la condition nécessaire mes(K) s 27T A ( A ) , à une dimension.

2. - La C-pseudo-périodicité [2]
^ ^ 2La pseudo-périodicité au sens de Paley et Wiener pourrait être appelée L -pseudo-

périodicité. Naturellement on peut songer à se poser les mêmes problèmes en faisant
intervenir d*autres normes et notamment la norme uniforme. Nous verrons que la ques-
tion se présente de façon très différente et que des propriétés arithmétiques inter-
viennent alors. Nous noterons C( l ) 1'espace des fonctions continues bornées sur

un intervalle 1 , avec la norme uniforme.

Une fonction f ç. C((R) sera dite C-pseudo-périodique s* il existe un intervalle

borné 1 et une constante A = A- tels que pour tout intervalle I. translaté del "
1 et toute fonction g ç. r ( f ) , on ait || g|L/-r \^ •^llgll^-r^ • Icl 11 est équi-
valent et plus simple de dire que l^n a |lgl |n^D^ ^ ^| |sll 'fT\ • ^ne ^oiiû^ion conti-
nue périodique est évidemment C-pseudo-périodique. Dans la suite on dira pseudo-

périodique au lieu de C-pseudo-périodique.
p

On définit de façon évidente, comme dans le cas de la L -pseudo-périodicité, la

pseudo-période et le spectre d îune fonction pseudo-périodique. Toute fonction pseudo-
périodique est limite uniforme sur CR de polynômes trigonométriques et donc est
presque-périodique au sens de Bohr.

Un ensemble A est un spectre pseudo-périodique s^l existé un intervalle bor-

né 1 tel que, sur l*espace des polynômes trigonométriques P(x) = V a eii ci\ A
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les normes l I P l l o ^ p ) et IMIc^) sont équivalentes ; un tel intervalle sera dit
associé à A . La pseudo-période d'une fonction ne dépend que de son spectre : c'est
la borne inférieure des longueurs des intervalles associés à A . Nous désignerons
par p ( A ) la pseudo-période correspondant à un spectre A .,

Tout spectre C-pseudo-périodique A est aussi un spectre L ̂ pseudo-périodique
et l'on vérifie aisément que la C-pseudo-période majore la I^-pseudo-période. On
a donc p ( A ) ^ 2-n A ( A ) . Mais il n'est pas possible d'espérer caractériser les

spectres pseudo-périodiques ni a fortiori pouvoir calculer la pseudo-période, en
termes de densité, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple. On désignera par S l'ensemble des nombres de Pisot c'est-à-dire des en-
tiers algébriques 6 >l dont tous les conjugués sont de module < 1 . La caractéri-
sation de Pisot des nombres de la classe S peut s'exprimer, sous la forme : 9 € S
si et seulement si il existe x ^ 0 tel que ^ sin2 (x 911) < + "> [13]. Soit

n=l
alors un nombre 9 ^ S . Pour tout x ^ 0 , on aura ^ sin (x 911) = +"> et si
l'on pose n=l

p (x) =TT (1 ^ e ^ 9 1 1 5

1

on en déduit que pour tout x ^ 0 , |p (x) | tend vers 0 en décroissant et donc
la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé ne contenant pas 0 . Les po-
lynômes trigonométriques P ont leurs fréquences dans l'ensemble A des nombres
À = L £ e (£ = 0,1) . Il existe des intervalles 1 de mesure arbirairement

n^ 0
grande pour lesquels lim ||P^(i) = 0 tandis que I I P ^ I I ^ ^ ) = PI/O) = 1 • Ceci

prouve que A n'est pas un spectre pseudo-périodique si 9 ^ S .

Les ensembles A- sont construits par analogie avec Û® = A/- . Lorsque 9 est
un nombre algébrique de degré n , A est contenu dans le Z-module M engendré
par 1 , 9, ... , 9 . Soient a^ = Id. , a^ , ... , a les ^-isomorphismes de
Q ( 9 ) dans (C . Si 9 ç S on aura, pour j = 2,. . . ,n , | o . ( 9 ) | < 1 et par suite
| c ^ ( x ) | <s ( l - | o . ( 9 ) | ) ~ si \ç A- . L'ensemble des nombres À ç M vérifiant<j <3 . , °
des inégalités du type | a . ( X ) | <. A. ( j = 2, . . . ,n) appartient à la classe des

«3 J
modèles de Y. Meyer qui sont tous des spectres pseudo-périodiques [10][il] .

Les modèles sont des sortes de "progressions arithmétiques à plusieurs pas" et
fournissent des exemples de spectres pseudo-périodiques ayant une certaine régulari-
té. Citons comme exemple simple de modèle l'ensemble A = ( [n9] ) où 9 désigne un
nombre irrationnel > 1 . Nous allons voir dans la suite d'autres exemples de spec-
tres pseudo-périodiques qui sont aux antipodes des modèles : les spectres lacunaires.
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Bien que p(A) puisse être très différente pour des ensembles A ayant des

densités comparables, signalons toutefois que p (A) ne change pas si l'on modifie

un nombre fini de termes de A . En effet soit 1 un intervalle de longueur

|l[ > p(A) et \^ A . Le diamètre de totalité de A (cf. [5]) étant strictement

inférieur à [l|, la famille (e^)^ ^ . est libre dans C(l) . On en déduit

que 1 demeure associé à A(J {v} .

3. - Les spectres lacunaires.

On considère des ensembles A pour lesquels les fonctions e1 x (xç A) se com-

portent comme des fonctions indépendantes. De façon précise on exige que sur 1 es-

pace des polynômes trigonométriques P(x) = ï a,e1 x , les normes ||P|L/o\ et
r l i . ^ . À€ A ^\^)
^ |a,| soient équivalentes. Un ensemble de ce type est donc un spectre pseudo-pério-

dique s 1 il existe un intervalle 1 tel que les normes ||P|L/ -p\ et ^ | aj sont

équivalentes. Par dualité on en déduit que, pour toute fonction ^ bornée sur A

il existe une mesure de Radon bornée sur ÏR , p telle que v ( À ) = [* e1^ d^x)^^).

Inversement on démontre que tout ensemble A possédant cette dernière propriété

est pseudo-périodique [8]. De tels ensembles sont souvent appelés ensembles de

Sidon. Ils sont nécessairement lacunaires ; l'exemple le plus simple est fourni par

un ensemble A = (À ) où À > 0 et ^ .-, ^ q. ^ avec q > 1 . Dans le cas

présent on a toujours A (A) = 0 ce qui ne donne aucun renseignement sur p(A) .

On a le résultat très utile suivant, dans le cas des spectres lacunaires;

PROPOSITION 1. [6] - Pour qu'un intervalle 1 soit associé à A , il suffit que

pour toute fonction cp de module 1 sur A , on puisse trouver une mesure bornée

p portée par 1 et ayant la propriété

îîm |p (x ) - cp(x ) [ < 1 .
À-^°

L'idée la plus élémentaire consiste à chercher une mesure p = 6,,. avec x ç 1 .

Un est ainsi amené à résoudre un système infini d'inégalités diophanttenues.

Ecrivons A = ( À . ) et notons || x|| la distance du nombre réel x à 2 . Soit
J

a. une suite de nombres réels. On cherche à résoudre le système
j

ll^x - otjH ^ c (j = 1,2,...) .

pour e assez petit. Si x est une solution on aura alors

|Ç^(^) -e^Jls 2we (j=l,2,...) .
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Si donc le système possède une solution dans 1 , quels que soient les a. et

pour c<(27r) , 1' intervalle 2-iïl sera associé à A . La méthode peut être raf-

finée ; en particulier on montre qu'il suffit devoir e <•?- pour pouvoir conclure,

en utilisant la proposition 1 avec des mesures qui sont des combinaisons linéaires

de masses ponctuelles [9] . Ainsi il est facile de voir par exemple que si

.̂H ^ q. À - avec q > 3 , le système a une solution dans tout intervalle de longueur

3 1-^— avec un £ < -r ; et comme on peut supprimer un nombre de termes de A sans chan-
ger p ( A ) , on en déduit donc que p ( A ) = 0 .

L'étude des systèmes infinis d'inégalités diophantienne s du type précédent est

intéressante en soi. Cependant, il est difficile dTatteindre des résultats non tri-

viaux. On a dit par exemple que le système a toujours des solutions si \. ^ aÀ
1 J'1'! J

et q >3 , avec un e <-ç . On peut démontrer en revanche que ceci est faux en gé-

néral si q < 2 (sauf si I1 an. impose des conditions supplémentaires cf. [9] ) mais

on ne sait pas faire une discussion complète. En général, il faut que A soit as-

sez lacunaire pour que l'on ait des solutions, mais la condition \. S qX. (q>l)
<] -L J

n'est pas nécessaire : on peut donner des exemples où

j^ ̂ - = 1 [9l .
J-^ J

La méthode des inégalités diophantiennes permet de traiter en détail un certain

nombre de cas où la pseudo-période est nulle et donne une évaluation de la constante

A^ . On peut par exemple prouver en utilisant convenablement cette méthode, que la

pseudo-période d'un ensemble A = ( À . ) pour lequel X . - ^ q À . ( q > l ) est nul-
J t)"*"l J

le pour toute valeur de q et que la constante A- est indépendante de 1 (à con-

dition de modifier un nombre fini de termes de A ) [9] .

Le problème général reste posé de savoir si la pseudo-période d'un ensemble de

Sidon est toujours- nulle. Il serait bien étonnant qu'il en fut autrement mais l'Au-

teur ne sait pas le démontrer. On peut cependant prouver le résultat suivant qui

soutient la conjecture.

PROPOSITION 2. - Soit A un ensemble de Sidon de pseudo-période H . Alors aucun

intervalle de longueur A n'est associé à A (ceci signifie que la constante A

tend vers -h» lorsque 1 1 | tend vers & ) .

Esquissons la démonstration de la proposition 2. Elle consiste à montrer qu'il

n'existe pas d'intervalle associé de longueur minimum. Soit 1 = [a,b] un interval-

le associé à A . Par dualité ceci se traduit : il existe une c'onstante C telle

que, pour toute fonction cp de module 1 sur A , on peut trouver une mesure p

portée par 1 , de masse || il ||̂  C , pour laquelle î ( À ) =cp (x ) ( x ê A) . Considérons
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la suite dT intervalles 1 =[a,b - --] ;il sTagit de prouver que pour un indice n

întervalle 1 est associé à A . Supposons d^bord que I- ne soit pas associé

à A ; alors en particulier il existe ^ - ( X ) de module 1 telle que

inf sup |cp ( A ) - ^(\)\ > 1
PÇM(I^) Àç A

IHÎ c
où M(l ) désigne I 1 espace de Banach des mesures bornées portées par 1 . En uti-

lisant la compacité faible de la boule unité de M(l,) on en déduit que la même

propriété est vraie en remplaçant A par un sous-ensemble fini A . Alors ou bien

Ip est associé à A , ou bien il ne peut pas être associé à A\A et dans ce

cas il existe c p - ( X ) tel que ... etc ... . Finalement on a une suite de fonctions

îp (x) et une suite de parties finies A de A telles que si 1^ on pose

< P ( X ) =^(X) (X ê A^) , on aura

inf sup ]<P(X) - p ( A ) | > 1 .
PC U M(I ) ÀÇ A

n^l n

IMI^c
Or il existe a ÇM( l ) avec || a|| ^ C pour laquelle ^ ( A ) = c p ( X ) ( X Ç A ) . On

montre dT abord que I1 on peut choisir a de façon quelle ne charge pas trop le

point b , de sorte qu l̂ existe un indice n pour lequel J d |a [ (x ) ^ -5- .
, I\Î  2

II s ensuit que si v désigne la restriction de a à 1 ou aura

sup |cp ( X ) - ^ ( X ) | <s ^ ,
À€ A

ce qui fournit une contradiction.

Le fait que l^on ne puisse pas déterminer p(A) dans le cas le plus simple

suggère que le problème est difficile en général. Néanmoins on peut calculer p(A)

dans des cas particuliers. Ainsi pour ^ensemble A = ([n6]) où 6 est un nombre

irrationnel > 1 , on montre que p (A ) = 2Tr6~ = 27rA(A) . La propriété peut se gé-

néraliser à toute une classe de modèles. La question se pose de savoir quels sont

les spectres pseudo-périodiques pour lesquels p(A) = 2TrA(A) .

Il peut être intéressant pour le lecteur de situer les problèmes de pseudo-pério-

dicité évoqués ici par rapport au problème de la totalité dîune suite dtexponentiel-

les [1] [5] .
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