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CONVERGENCE DES POLYGONES DE
HARDER-NARASIMHAN

Huayi Chen

Résumé. – On interprète la théorie des polygones de Harder-Narasimhan par le
langage des R-filtrations. En utilisant une variante du lemme de Fekete et un argument
combinatoire des monômes, on établit la convergence uniforme des polygones associés
à une algèbre graduée munie de filtrations. Cela conduit à l’existence de plusieurs
invariants arithmétiques dont un cas très particulier est la capacité sectionnelle. Deux
applications de ce résultat en géométrie d’Arakelov sont abordées : le théorème de
Hilbert-Samuel arithmétique ainsi que l’existence et l’interprétation géométrique de
la pente maximale asymptotique.

Abstract (Convergence of Harder-Narasimhan polygons). – We interpret the theory of
Harder-Narasimhan polygons by the language of R-filtrations. By using a variant
version of Fekete’s lemma and a combinatoric argument on monomials, we establish
the uniform convergence of polygons associated to a graded algebra equipped with
filtrations. This leads to the existence of several arithmetic invariants a very particular
case of which is the sectional capacity. Two applications in Arakelov geometry
are developed: the arithmetic Hilbert-Samuel theorem and the existence and the
geometric interpretation of the asymptotic maximal slope.
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INTRODUCTION

Dans l’approximation diophantienne, on s’intéresse à étudier les solutions
rationnelles d’un système d’équations polynomiales à coefficients dans un corps
de nombres. L’approche d’Arakelov, qui est une combinaison de la théorie des
schémas à la Grothendieck avec la géométrie complexe hermitienne, fournit un cadre
géométrique bien adapté aux équations polynomiales en tenant compte les métriques.

Un formalisme important dans ce cadre est l’application d’évaluation et la méthode
de pentes dues à Bost [6, 9]. Étant donnés un corps de nombres K, une variété
projective X définie sur K et un faisceau inversible ample L sur X, l’espace H0

(X,L)

peut être considéré comme un espace de “polynômes homogènes”. L’application
d’évaluation (notée EVΣ,L) est un homomorphisme de H0

(X,L) vers H0
(Σ, L|Σ)

défini par restriction des sections à Σ, où Σ est un sous-K-schéma fermé de X. Cela
généralise la construction classique qui consiste à évaluer les valeurs des polynômes
homogènes en un ou plusieurs points rationnels.

Quitte à choisir un modèle entier de (X,L) et une métrique hermitienne sur LC,
la source et le but de l’application EVΣ,L deviennent des espaces vectoriels sur K
associés à certains fibrés vectoriels hermitiens sur Spec OK , où OK est l’anneau des
entiers dans K. On obtient, en utilisant les inégalités de pentes, des éléments non-
nuls dans H0

(X,L) dont l’image par EVΣ,L est nulle. Classiquement ces éléments sont
appelés des “polynômes auxiliaires” qui sont des objets essentiels dans l’approximation
diophantienne, souvent construits par le lemme de Siegel.

L’intérêt de la méthode de pentes est de transformer une “démonstration
de transcendence” à une seule inégalité. Cette inégalité, dont les ingrédients
sont des invariants arithmétiques naturellement définis, comme la hauteur d’un
homomorphisme K-linéaire, le degré d’Arakelov et la pente d’un fibré vectoriel
hermitien, permet de séparer les contributions de différents termes, et de donner un
cadre plus souple pour diverses méthodes d’estimation.

Dans de nombreuses applications, on considère une suite d’applications d’évaluation
EVΣ,L⊗n et étudie leur comportement asymptotique lorsque n tend vers l’infini. Il est
donc nécessaire de comprendre le comportement asymptotique des fibrés vectoriels
hermitiens dont les espaces vectoriels sous-jacents sont les H0

(X,L⊗n
).

Le premier résultat dans cette direction est le théorème de Hilbert-Samuel
arithmétique dû à Gillet et Soulé [23]. Soient (X ,L ) un modèle entier de (X,L) et
π : X → Spec OK le morphisme structurel. Si on munit l’espace vectoriel H0

(X,L⊗n
)

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010



8 INTRODUCTION

des sup-normes, le OK-module π∗(L ⊗n
) peut être considéré comme un réseau dans

un espace vectoriel normé. Gillet et Soulé ont montré que, si les métriques sur L sont
positives, alors

lim
n→+∞

(d + 1)!

nd+1
χ(π∗(L

⊗n
), � · �sup) = �c1(L )

d+1,

où d = dim X, �c1(L )
d+1 est le nombre d’intersection arithmétique et χ est la

caractéristique d’Euler-Poincaré, qui est le logarithme du volume de la boule unité
divisé par le covolume du réseau. Une reformulation de ce résultat est

lim
n→+∞

�µ(π∗(L ⊗n))/n =
�c1(L

d+1
)

[K : Q](d + 1)c1(L)d
,

où �µ est la fonction de pente, qui est le degré d’Arakelov normalisé divisé par le rang.
Bien que les autres pentes comme par exemple la pente maximale �µmax, qui est la

valeur maximale des pentes des sous-fibrés, et la pente minimale �µmin, qui est la valeur
minimale des pentes des fibrés quotients, interviennent aussi naturellement dans les
inégalités de pentes, on sait relativement peu sur leur comportement asymptotique.
Par exemple, dans [7], Bost a démontré que les pentes maximales �µmax(SnE) croissent
linéairement lorsque n tend vers l’infini. Il a aussi obtenu des majorations de ces pentes
maximales. Mais on ne sait pas en général si la limite des �µmax(SnE)/n existe dans
R. L’une des difficultés est que, contrairement à la fonction de pente �µ, en général
la pente maximale et la pente minimale n’admettent pas d’additivité par rapport
aux suites exactes courtes, qui est une condition importante dans la technique de
dévissage.

Le but de cet article est alors d’étudier le comportement asymptotique des
fibrés vectoriels hermitiens. En particulier, on établit la convergence des suites
(�µmax(π∗(L ⊗n))/n)n�1 et (�µmin(π∗(L ⊗n))/n)n�1. Pour surmonter la difficulté
d’absence de l’additivité, on utilise la technique de polygone de Harder-Narasimhan
avec le point de vue des R-filtrations et des mesures. Le polygone de Harder-
Narasimhan est initialement une notion en géométrie algébrique, proposée par
Harder et Narasimhan [28]. En géométrie d’Arakelov, cette notion est introduite
par Stuhler [42] et Grayson [24]. Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec OK ,
le polygone de Harder-Narasimhan de E est par définition la fonction concave sur
[0, rg E] dont le graphe est le bord supérieur de l’enveloppe convexe des points
(rg F, �deg

n
(F )), où �deg

n
(F ) est le degré d’Arakelov normalisé de F . On désigne par

P
E

la forme normalisée de ce polygone, c’est-à-dire la fonction définie sur [0, 1] dont
le graphe est similaire à celui du polygone de Harder-Narasimhan. L’avantage du
polygone normalisé est qu’il permet d’étudier les diverses pentes en même temps :

�µ(E) = P
E

(1), �µmax(E) = lim
t→0+

P �
E

(t), �µmin(E) = lim
t→1−

P �
E

(t).

Les sommets du polygone de Harder-Narasimhan correspondent à un drapeau de E :

E = E0 � E1 � · · · � Ed = 0

MÉMOIRES DE LA SMF 120



INTRODUCTION 9

tel que les sous-quotients Ei/Ei+1 soient semi-stables (c’est-à-dire µi := �µ(Ei/Ei+1)

coïncide avec �µmax(Ei/Ei+1)) et que les pentes successives µi satisfassent aux
inégalités µ0 < · · · < µd−1. Classiquement le drapeau comme ci-dessus s’appelle la
filtration de Harder-Narasimhan de E. Mais la donnée d’un drapeau et d’une suite
strictement croissante de nombres réels de la même longueur définit en fait une
R-filtration décroissante. Dans la figure 1, le graphe à gauche représente la dérivée

Figure 1. Dérivé du polygone normalisé et la fonction de distribution

0
♣

td-1
♣

td-2
♣

td-3 · · ·
♣

t2

♣
t1

♣
1

♣µ0

♣µ1

♣µd-1

♣µd-2

...

...
♣µd-3

✲

✻

. . .

. . .

✲

✻

♣ ♣ ♣ ♣ ♣♣♣
♣
♣♣
♣1
t1

t2

td-3

td-2

td-1

0µ0 µ1 ··· ··· µd-3 µd-2 µd-1

...

. . .

. . .

E0
E1

E2

Ed-3

Ed-2

Ed-1

Ed

du premier ordre de la fonction P
E

, où ti = rg Ei/ rg E. C’est une fonction d’escalier
définie sur [0, 1]. Le graphe à droite représente la fonction inverse de la fonction dans
le graphe à gauche. C’est une fonction décroissante d’escalier définie sur R qui prend
valeurs dans [0, 1]. Elle définit donc une mesure de probabilité borélienne ν

E
sur R. Si

on place convenablement les Ei, comme présenté dans le graphe à droite, on obtient
une R-filtration décroissante de E qui induit par changement de scalaire à K une
R-filtration décroissante F E de EK .

Réciproquement, si on se donne un espace vectoriel de rang fini et non-nul V sur
K muni d’une R-filtration F , alors la fonction x �→ rg( F xV )/ rg V est une fonction
d’escalier décroissante, comme celle dans le graphe à droite. L’intégrale de son inverse
définit une fonction concave et linéaire par morceaux — c’est-à-dire un polygone —
sur [0, 1]. En résumé, on a des applications naturelles

�espaces vectoriels de
rang fini R-filtrés

�
→

�mesures de probabilité boréliennes
sur R combinaisons linéaires de
mesures de Dirac

�
↔

�polygones
sur [0, 1]

�
,
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10 INTRODUCTION

dont la dernière est une bijection, qui envoie ν
E

en P
E

. Cela nous permet d’utiliser
les espaces R-filtrés et les mesures boréliennes sur R à étudier les fibrés vectoriels
hermitiens. En outre, des constructions similaires existent dans le cadre géométrique
des fibrés vectoriels sur une courbe.

L’algèbre B =
�

n�0 H0
(X,L⊗n

) des sections globales, munie des filtrations de
Harder-Narasimhan, est une algèbre graduée de type fini munie des R-filtrations.
On a expliqué plus haut que l’information des pentes et des polygones de Harder-
Narasimhan est complètement encodée dans les R-filtrations de B. On propose deux
stratégies différentes à étudier le comportement asymptotique de ces filtrations.
La première est inspirée par un travail de Faltings et Wüstholz [20], qui est une
généralisation de la théorie des séries de Poincaré — un instrument important à
étudier les algèbres graduées, classiquement utilisée pour déterminer le comportement
asymptotique des rangs des composantes homogènes. Bien que cette approche permet
de calculer explicitement la limite des polygones, elle n’est valable que pour le cas
particulier où les filtrations sont induites par une autre graduation de B. L’une des
obstructions d’utiliser la méthode de série de Poincaré au cas général est que, dans
une algèbre graduée, le degré du produit de deux éléments homogènes est égal à
la somme de leurs degrés; par contre, dans l’algèbre munie des filtrations qui nous
intéresse, en général on sait seulement une minoration de la position d’un produit
dans la filtration par la somme des positions de chaque élément, avec même un
terme d’erreur. Cette observation conduit à la deuxième stratégie : suites presque
sur-additives et lemme de Fekete. Le lemme de Fekete est une méthode classique à
déterminer la convergence d’une suite sous(sur)-additive : si (an)n�1 est une suite
réelle qui est sur-additive, à savoir an+m � an + am quels que soient m, n, alors la
suite (an/n)n�1 converge dans R ∪ {+∞}, et la limite est finie lorsque an = O(n).
On établit d’abord la presque sur-additivité de la suite des mesures associées aux
filtrations de l’algèbre graduée, et on en déduit la convergence vague des mesures
dilatées en faisant appel à une variante du lemme de Fekete. Enfin on obtient la
convergence uniforme des polygones par le lien entre les mesures et les polygones.
Par une méthode similaire, l’existence des limites de pentes maximales et de pentes
minimales est aussi obtenue.

Les résultats obtenus dans cet article peuvent être comparés à un travail de Rumely,
Lau et Varley [41] sur l’existence des capacités sectionnelles. La capacité sectionnelle
est un invariant qui généralise simultanément la capacité logarithmique d’un diviseur
en géométrie complexe, et le nombre d’auto-intersection d’un fibré inversible hermitien
en géométrie d’Arakelov. Le résultat sur la convergence des polygones que l’on obtient
implique en particulier l’existence et la positivité de la capacité sectionnelle au cas des
normes (dans [41], les auteurs considèrent un cadre plus général des semi-normes) et
donc implique le théorème de Hilbert-Samuel arithmétique. De plus, la convergence
des polygones est valable pour toute algèbre graduée de type fini munie de filtrations
convenables. Donc le polygone limite est un invariant arithmétique qui existe dans un
cadre très général et qui généralise de nombreux invariants intéressants.
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Dans le cas où L est ample et les métriques sur L sont positives, la valeur en 1

de la limite des polygones est liée au nombre d’intersection arithmétique de L . Il
est donc très naturel d’étudier les interprétations géométriques des autres invariants
limites. Dans cet article, on propose une telle interprétation pour la pente maximale
asymptotique �µπ

max(L ) — la limite des �µmax(π∗(L
⊗n

))/n — par une propriété
d’annulation de section de petite norme. En outre, on démontre que cette pente
maximale asymptotique est sur-additive par rapport à L . Cette observation nous
permet d’étendre son domaine de définition à l’ensemble de tous les fibrés inversibles
hermitiens L sur X , même si les espaces π∗( L⊗n

) se réduisent éventuellement à zéro.
Cela montre que cet invariant a une souplesse à appliquer dans diverses situations.
Le lien explicite avec la propriété d’annulation suggère des applications en géométrie
algébrique et en géométrie d’Arakelov dans la future.

L’article est organisé comme la suite. Dans le premier chapitre, on rappelle d’abord
quelques notations utilisées dans l’article; ensuite, un préliminaire sur les R-filtrations
est introduit, y compris la mesure et le polygone associés à une filtration, qui sont
des outils importants; la section suivante est consacrée à quelques généralisations
du lemme de Fekete; enfin, on rappelle des faits dans la géométrie algébrique que
l’on utilisera plus loin. Le deuxième chapitre est un rappel sur la théorie des fibrés
vectoriels adéliques, tout particulièrement sur les polygones de Harder-Narasimhan,
qui sont des objets à étudier dans cet article. C’est dans le troisième chapitre que
le résultat principal de l’article — la convergence des polygones — est démontré :
la première section est consacrée au cas des algèbres bigraduées, où on développe
la méthode de séries de Poincaré à deux variables; dans la deuxième section, on
propose deux notions, algèbre graduée quasi-filtrée et algèbre graduée pseudo-filtrée,
qui sont des algèbres graduées munies de filtrations où la convergence des polygones
est susceptible d’être vraie; on démontre dans la troisième section cette convergence
pour le cas particulier où l’algèbre graduée est une algèbre de polynômes, en utilisant
un argument combinatoire fin sur les monômes et en faisant appel au lemme de Fekete
généralisé appliqué aux mesures associées aux filtrations; enfin, dans la quatrième
section, on démontre le cas général par réduction au cas précédent d’algèbres de
polynômes. Le dernier chapitre est consacré aux applications de la théorie générale
établie dans le troisième chapitre : on obtient l’existence de la capacité sectionnelle et
donc le théorème d’Hilbert-Samuel arithmétique; ensuite, l’interprétation géométrique
de la pente maximale asymptotique est discutée; enfin, on aborde l’analogue de ces
résultats dans le cadre de la géométrie algébrique sur une courbe.

Une grande partie de résultats dans cet article est issue de ma thèse doctorale
dirigée par J.-B. Bost. Je tiens à lui exprimer mes remerciements pour son
encadrement et ses encouragements. Je voudrais exprimer mes gratitudes à C.
Mourougane pour l’intérêt qu’il a manifesté à ce travail et pour les discussions que
nous avons eues, et aussi à A. Chambert-Loir, D. Rössler et C. Soulé pour leurs
remarques sur une version précédente de cet article sous forme d’une partie de ma
thèse. Je suis reconnaissant à É. Gaudron qui m’a invité à une rencontre de l’ANR
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«Autour de la théorie des pentes» organisée à l’Institut Fourier où j’ai appris de
lui la théorie des fibrés vectoriels adéliques. Enfin, je remercie sincèrement le/la
rapporteur/rapporteuse pour sa lecture soigneuse et également pour ses suggestions
et corrections qui m’ont beaucoup aidé à améliorer le manuscrit.
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CHAPITRE 1

RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

1.1. Notations

Dans cet article, sauf mention au contraire, K désigne un corps de nombres dont
l’anneau des entiers est noté OK . On désigne par Σf l’ensemble des places finies de
K, qui s’identifie à l’ensemble des points fermés dans Spec OK . Soit Σ∞ l’ensemble
des places infinie de K, qui se décompose en une union disjointe de deux parties :
Σ∞,r des places réelles et Σ∞,c des places complexes. Soit Σ = Σf ∪ Σ∞.

Si p ∈ Σf est une place finie de K, on désigne par vp : K× → Z la valuation
discrète associée à p. Soient Fp = OK/p le corps résiduel de p et | · |p la valeur absolue
sur K telle que |a|p = p−vp(a) quel que soit a ∈ K×, où p est la caractéristique de Fp.
On note np = [Fp : Z/pZ].

Chaque place infinie v ∈ Σ∞ correspond à un plongement σ : K → C, unique à
conjugaison complexe près. On désigne par | · |v la valeur absolue sur K définie par
|a|v = |σ(a)|, où | · | est la valeur absolue usuelle sur C. On définit nv = 1 si v ∈ Σ∞,r

et nv = 2 si v ∈ Σ∞,c.
La formule de produit comme ci-dessous est importante dans la théorie des

nombres : si a est un élément non-nul de K, alors, pour toute sauf un nombre fini de
places p ∈ Σf , |a|p = 1; de plus, on a

(1)
�

v∈Σf∪Σ∞

|a|nv
v

= 1.

Pour toute place v ∈ Σf ∪ Σ∞, on désigne par Kv le complété de K par rapport
à la valeur absolue | · |v, et par Cv le complété d’une clôture algébrique de Kv. La
valeur absolue | · |v sur K s’étend de façon unique sur Cv.

Pour toute place finie p ∈ Σf , on désigne par mp la mesure de Haar sur Kp
normalisée de sorte que mp( Op) = 1, où Op est l’anneau des éléments a ∈ Kp tels
que |a|p � 1. Pour toute v ∈ Σ∞,r, soit mv la mesure de Lebesgue sur Kv = R. Pour
toute w ∈ Σ∞,c, soit mw le double de la mesure de Lebesgue sur Kw = C.

Soit AK l’anneau topologique des adèles de K. On rappelle que AK est le sous-
espace du produit

�

v∈Σf∪Σ∞

Kv des éléments α = (αv)v∈Σf∪Σ∞ tels que, pour tout
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14 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

p ∈ Σf en dehors d’un nombre fini, on ait αp ∈ Op. Le produit des mesures mv définit
une mesure de Haar m sur AK . En outre, le corps K se plonge diagonalement dans AK

comme un sous-anneau et l’espace quotient AK/K est compact. Plus généralement, si
E est un espace vectoriel de rang fini r sur K, quitte à choisir une base de E, on peut
identifier E ⊗AK à Ar

K
et donc on obtient une mesure de Haar mE sur E ⊗AK .

D’après la formule de produit, cette mesure ne dépend pas du choix de la base de
E. En outre, le covolume de E dans E ⊗K AK pour la mesure mE , c’est-à-dire la
mesure d’un domaine fondamental du quotient (E ⊗K AK)/E pour mE , est égale à
|DK |rg(E)/2, où DK est le discriminant absolu de K.

1.2. Filtrations des espaces vectoriels

On présente dans cette section les propriétés élémentaires des R-filtrations. Ce sont
des objets intermédiaires à travers desquels on étudie les invariants arithmétiques. On
fixe un corps k. Sauf mention au contraire, tous les espaces vectoriels sont supposés
être sur k et de rang fini.

1.2.1. Définition et constructions

Définition 1.2.1. – Soit V un espace vectoriel sur k. On appelle R-filtration (ou
simplement filtration) de V toute famille F = ( F aV )a∈R de sous-espaces vectoriels
de V , soumise aux conditions suivantes :

1) F aV ⊃ F a�V pour tous les nombres réels a et a� tels que a � a�,
2) F aV = 0 pour a suffisamment positif,
3) F aV = V pour a suffisamment négatif,
4) la fonction a �→ rg( F aV ) est continue à gauche sur R.

Un espace vectoriel filtré est un espace vectoriel muni d’une filtration, c’est-à-dire un
couple (V, F ) où V est un espace vectoriel et F est une filtration de V .

Remarque 1.2.2. – Les conditions 2)–4) sont en fait respectivement la séparation,
l’exhaustivité et la continuité à gauche de la filtration F , que l’on supposera toujours
dans cet article.

Une filtration F de V est équivalente à la donnée d’un drapeau

V = V0 � V1 � V2 � · · · � Vd = 0

de V et d’une suite strictement croissante (ai)0�i<d. En effet, on construit d’une telle
donnée une filtration de la forme

F aV =

�

0�i<d

ai�a

Vi.
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Réciproquement, étant donnée une filtration F , la fonction a �→ rg( F aV ) est
décroissante, continue à gauche et prend valeurs dans l’ensemble fini {0, . . . , rg V },
donc elle est de la forme

rg( F aV ) = rg V · 11]−∞,a0](a) +

d−1�

i=1

ri11]ai−1,ai](a),

où a0 < · · · < ad−1 et 0 < rd−1 < · · · < r1 < rg V . Soit Vi = F aiV pour i ∈
{0, . . . , d−1} et soit Vd = 0. On obtient alors un drapeau V = V0 � V1 � · · · � Vd = 0

et une suite strictement croissante (ai)0�i<d.
La position d’un vecteur général de V dans la filtration F est donnée par la fonction

λ F : V → R ∪ {+∞} suivante :

(2) λ F (x) := sup{a ∈ R | x ∈ F aV }.

Cette application prend valeurs dans l’ensemble {a0, . . . , ad−1} ∪ {+∞}, et elle est
finie sur V \ {0}. On note en outre

(3) λmin(V, F ) = a0 = min
x∈V

λ F (x), λmax(V, F ) = ad−1 = sup
0 �=x∈V

λ F (x).

Si V est nul, alors par convention λmin(V, F ) = +∞ et λmax(V, F ) = −∞.

Proposition 1.2.3. – 1) Pour tout u ∈ K× et tout x ∈ V , λ F (ux) = λ F (x).
2) λ F (x) � b si et seulement si x ∈ F bV .
3) Pour tous les éléments x et y de V , λ F (x + y) � min(λ F (x), λ F (y)).
4) Si x et y sont deux éléments de V tels que λ F (x) �= λ F (y), alors x + y �= 0, et

λ F (x + y) = min(λ F (x), λ F (y)).

Démonstration. – 1) Comme u est inversible, x ∈ F aV si et seulement si ux ∈ F aV ,
d’où {a ∈ R | x ∈ F aV } = {a ∈ R | ux ∈ F aV }.

2) Si x ∈ F bV , alors b ∈ {a ∈ R | x ∈ F aV }. Donc λ F (x) � b. Réciproquement, si
λ F (x) � b, alors λ F (x) > b−ε quel que soit ε > 0. On en déduit x ∈ F b−εV pour tout
ε > 0. Or la fonction a �→ rg( F aV ) est continue à gauche, l’égalité F b−εV = F bV
est vraie lorsque ε est suffisamment petit. Donc x ∈ F bV .

3) Soient a = λ F (x) et b = λ F (y). D’après 2), on a x ∈ F aV et y ∈ F bV . Il est
anodin de supposer a � b. Alors x ∈ F bV puisque F aV ⊂ F bV . On en déduit donc
x + y ∈ F bV et λ F (x + y) � b, compte tenu de 2).

4) Si x + y = 0, alors x = −y. D’après 1), on a λ F (x) = λ F (y). Cela est absurde.
Donc x+y est non-nul. On peut supposer λ F (x) < λ F (y). Pour tout a ∈]λ F (x), λ F (y)[,
on a y ∈ F aV mais x �∈ F aV . Donc x + y �∈ F aV et λ F (x + y) < a. Comme a est
arbitraire, λ F (x + y) � λ F (x). D’après 3), on obtient l’égalité.

Étant données une application k-linéaire f : V → W d’espaces vectoriels et
une filtration de l’un des espaces V et W , sous certaine condition de f , on peut
construire “naturellement” une filtration de l’autre espace. On présente dans la suite
ces constructions en commençant par définir la compatibilité de f aux filtrations.
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16 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

Soient F et G des filtrations de V et de W respectivement. On dit que l’application
f est compatible aux filtrations ( F , G) si f( F aV ) ⊂ G

a
W quel que soit a ∈ R, ou de

façon équivalente, λ G(f(x)) � λ F (x) pour tout x ∈ V .
La composition de deux applications k-linéaires compatibles aux filtrations est

encore compatible aux filtrations. Donc les espaces vectoriels filtrés et les applications
k-linéaires compatibles aux filtrations forment une catégorie que l’on notera Filk.

Si f : V → W est injective et si G est une filtration de W , on désigne par f∗ G la
filtration de V telle que (f∗ G)aV = f−1

( G
a
W ) pour tout a ∈ R, appelée la filtration

induite (de G par f). Pour tout x ∈ V , on a λf∗ G(x) = λ G(f(x)). Donc l’application
f est compatible aux filtrations (f∗ G, G).

Si f est surjective et si F est une filtration de V , on définit une filtration notée f∗ F
de W telle que (f∗ F )aW = f( F aV ) pour tout a ∈ R, appelée la filtration quotiente
(de F par f). Pour tout y ∈ W , on a λf∗ F (y) = sup

x∈f−1(y)
λ F (x). L’application f est

compatible aux filtrations ( F , f∗ F ).

1.2.2. Mesure associée à une filtration. – Soit V un espace vectoriel de rang r,
où r ∈ N∗. À chaque filtration de V sera associée une mesure de probabilité borélienne
sur R. On montrera que cette mesure admet une additivité par rapport aux suites
exactes courtes (d’espaces vectoriels filtrés).

Soit M1 l’ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur R. On définit une
relation d’ordre � sur M1 :

ν1 � ν2 si et seulement si
�

R f dν1 �
�

R f dν2 pour toute fonction
croissante et bornée f sur R.

L’expression ν2 ≺ ν1 est aussi utilisée pour désigner la relation ν1 � ν2.
Soit F une filtration de V . Si e = (e1, . . . , er) est une base de V , on désigne par

ν F ,e la mesure de probabilité

ν F ,e =
1

r

r�

i=1

δλ F (ei),

qui est une combinaison linéaire de mesures de Dirac. Le sous-ensemble de M1 formé
des mesures de la forme ν F ,e où e parcourt toutes les bases de V admet un élément
maximal ν F pour la relation d’ordre �, appelé la mesure associée à F . En effet, la
mesure ν F ,e est maximale si et seulement si la base e est compatible à la filtration F ,
c’est-à-dire que #(e ∩ F rV ) = rg( F rV ) quel que soit r ∈ R.

Proposition 1.2.4. – Pour toute base e de V , il existe une matrice triangulaire A
dans Mr×r(k) dont la diagonale est (1, . . . , 1) et telle que Ae soit compatible à la
filtration F .

Démonstration. – C’est une conséquence de la décomposition de Bruhat pour le
groupe linéaire général. Voir [16] 4.2.15 pour une preuve directe.
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Si la filtration F correspond au drapeau V = V0 � V1 � V2 � · · · � Vd = 0 et à la
suite (ai)0�i<d, alors la mesure ν F s’écrit comme

(4) ν F =

d−1�

i=0

rg Vi − rg Vi+1

rg V
δai ,

ou de façon équivalente, ν F est la dérivée d’ordre un au sens de distribution de la
fonction x �→ − rg( F xV )/ rg V . En effet, si e = (e1, . . . , er) est une base compatible
à la filtration F , alors le nombre des éléments ej tels que λ F (ej) = ai est égal à
rg(Vi/Vi+1). On déduit de la formule (4) que

λmin(V, F ) = inf(supp ν F ) et λmax(V, F ) = sup(supp ν F ),

où supp ν F est le support de la mesure ν F .

L’espace vectoriel nul admet une seule filtration. Pour simplifier les notations,
on définit par convention la mesure associée à l’espace nul comme la mesure nulle.
Attention : ce n’est plus une mesure de probabilité.

Bien que la catégorie Filk des espaces filtrés et des applications linéaires
compatibles aux filtrations n’est guère une catégorie abélienne, les suites exactes
courtes sont naturellement définies : on dit qu’une suite

0 �� (V �, F �) �� (V, F ) �� (V ��, F ��) �� 0

de morphismes dans Filk est exacte si

1) la suite 0 �� V � �� V �� V �� �� 0 est exacte,
2) la filtration F � est la filtration induite,
3) la filtration F �� est la filtration quotiente.

Proposition 1.2.5. – Si 0 �� (V �, F �) �� (V, F ) �� (V ��, F ��) �� 0 est
une suite exacte dans Filk, alors

(5) rg V · ν F = rg V � · ν F � + rg V �� · ν F �� .

Démonstration. – La suite 0 �� (V �, F �) �� (V, F ) �� (V ��, F ��) �� 0

est exacte si et seulement si, pour tout r ∈ R, la suite

0 �� F �
r
V � �� F rV �� F ��

r
V �� �� 0

d’homomorphismes k-linéaires est exacte. On obtient ainsi l’égalité rg( F rV ) =

rg( F �
r
V �

) + rg( F ��
r
V ��

) et puis l’égalité (5) en prenant la dérivée au sens de
distribution.
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18 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

1.2.3. Extension de base. – Si k�/k est une extension de corps, alors toute
filtration F de V induit naturellement une filtration �F de Vk� := V ⊗k k� telle que,
pour tout r ∈ R, �F rVk� = ( F rV )⊗k k�. Cette construction est fonctorielle, c’est-à-dire
que l’application (V, F ) �→ (Vk� , �F ) définit en fait un foncteur de Filk vers Filk� . Ce
foncteur est exact dans le sens suivant : il envoie une suite exacte courte dans Filk
vers une suite exacte courte dans Filk� . En outre, ce foncteur préserve la mesure
associée, plus précisément, on a ν F = ν�F .

1.2.4. Opérations sur les mesures. – On introduit deux sortes d’opérations sur
l’espace de mesures M1. Pour tout a ∈ R, soit ϕa : R → R l’application de translation
qui envoie x en x + a. Elle induit un automorphisme τa : M1 → M1 qui envoie
une mesure de probabilité ν en son image directe par ϕa. Autrement dit, pour toute
ν ∈ M1 et toute fonction borélienne bornée h sur R, on a

�

R
h(x) τaν(dx) =

�

R
h(x + a) ν(dx)

Par définition, on a τa+a� = τa ◦ τa� . Pour tout ε > 0, soit γε : R → R l’application
de dilatation qui envoie x en εx. Elle induit par image directe un automorphisme
Tε : M1 → M1. Pour toute ν ∈ M1 et toute fonction borélienne bornée h sur R, on a

�

R
h(x)Tεν(dx) =

�

R
h(εx) ν(dx).

On a Tεε� = Tε ◦ Tε� . En outre, les automorphismes τa et Tε préservent la relation
d’ordre �.

Étant donnés deux espaces filtrés et une bijection k-linéaire des espaces vectoriels
sous-jacents, le lemme au-dessous compare les filtrations de la source et du but :

Lemme 1.2.6. – Soient (V, F ) et (V �, F �) deux espaces vectoriels filtrés, ϕ : V → V �

un isomorphisme de k-espaces vectoriels et c un nombre réel. Si, pour tout x ∈ V , on
a λ F (x) � λ F �(ϕ(x)) + c, alors τcν F � � ν F .

Démonstration. – Soit e = (ei)1�i�n une base de V qui est compatible à la filtration
F . Alors e� = (ϕ(ei))1�i�n est une base de V �, et donc

τcν F � � τcν F �,e� =
1

n

n�

i=1

δλ F � (ϕ(ei))+c �
1

n

n�

i=1

δλ F (ei) = ν F .

1.2.5. Polygone associé à une mesure. – On désigne par C0 l’ensemble des
fonctions concaves définies sur [0, 1] qui valent 0 en l’origine. Soit M1,c l’ensemble des
mesures de probabilité boréliennes à support compact sur R. On définit au-dessous une
application P : M1,c → C0. Cette application sera utilisée plus loin pour retrouver
les polygones de Harder-Narasimhan.

Soient ν ∈ M1,c et Fν : R → [0, 1] la fonction définie par Fν(x) = ν(]x,+∞[).
On désigne par P(ν) : [0, 1] → R la transformée de Legendre (cf. [32] II §2.2) de la
fonction concave x �→

�
x

0 Fν(y)dy.
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Voici une forme explicite de la fonction P(ν). Soit F ∗
ν

: [0, 1[→ R la fonction
telle que F ∗

ν
(t) = sup{x | Fν(x) > t}. Comme ν est à support compact, F ∗

ν
est une

fonction décroissante, continue à droite et bornée. En outre, pour tout t ∈ [0, 1[ et
tout y ∈ R, Fν(y) > t si et seulement si y < F ∗

ν
(t). La fonction P(ν) envoie t ∈ [0, 1]

en
�
[0,t[ F

∗
ν
(s)ds.

La proposition suivante montre que l’application P préserve la relation d’ordre
“≺”.

Proposition 1.2.7. – Si ν1 et ν2 sont deux mesures dans M1,c telles que ν1 ≺ ν2,
alors P(ν1)(t) � P(ν2)(t) quel que soit t ∈ [0, 1].

Démonstration. – Par définition, Fν1(x) � Fν2(x) quel que soit x ∈ R. Par
conséquent, F ∗

ν1
� F ∗

ν2
et donc P(ν1) � P(ν2).

L’espace M1,c est invariant par les opérateurs τa et Tε. De plus, on a les égalités :

(6) P(τaν)(t) = P(ν)(t) + at, P(Tεν) = εP(ν).

Si ν est une combinaison linéaire de mesures de Dirac, alors F ∗
ν

est une fonction
d’escalier. Par conséquent, la fonction P(ν) est linéaire par morceaux. Une telle
fonction est appelée un polygone sur [0, 1]. En particulier, si (V, F ) est un espace
vectoriel filtré, alors P(ν F ) est un polygone.

Définition 1.2.8. – La fonction P(ν F ) est appelée le polygone associé à F .

On rappelle qu’une suite de mesures boréliennes (νn)n�1 sur R converge vaguement
vers une mesure borélienne ν si et seulement si, pour toute fonction f continue et à
support compact sur R, la suite des intégrales (

�
R f dνn)n�1 converge vers

�
R f dν. La

convergence vague des mesures implique la convergence uniforme des polygones.

Proposition 1.2.9. – Soit (νn)n�1 une suite de mesures dans M1,c. On suppose
que les supports des mesures νn sont uniformément bornés et que la suite de mesures
(νn)n�1 converge vaguement vers ν. Alors la mesure limite ν est aussi dans M1,c; de
plus, la suite de fonctions (P(νn))n�1 converge uniformément sur [0, 1] vers P(ν).

Démonstration. – Soit I = [A, B] un intervalle fermé et borné tel que supp νn ⊂ I
pour tout n. Comme les supports des νn sont tous contenus dans I, il en est de même
du support de ν. Si f est une fonction à support compact et à valeurs dans [0, 1] telle
que f |I ≡ 1, alors

�
R f dνn = 1 pour tout n. On en déduit

�
R f dν = 1. Donc ν est

une mesure de probabilité. Soit Z l’ensemble des x ∈ R tel que ν({x}) �= 0, qui est
un ensemble dénombrable. Alors la suite Fνn converge simplement vers Fν sur R \ Z
d’après [12] IV §5 n◦12 Proposition 22.

Si t ∈]0, 1[ et si y = F ∗
ν
(t), alors il existe une suite strictement croissante (xm)m�1 ⊂

R \ Z qui converge vers y. Comme xm < y, on a Fν(xm) > t. Comme xm �∈ Z, il
existe N(m) ∈ N tel que Fνn(xm) > t, ou de façon équivalente, xm < F ∗

νn
(t) pour

tout n > N(m). Cela implique lim inf
n→+∞

F ∗
νn

(t) � F ∗
ν
(t).
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Pour tout entier n � 1, soit Un l’ensemble des t ∈ [0, 1[ tels que F−1
νn

({t}) ait un
point intérieur. C’est un sous-ensemble dénombrable de [0, 1[. Soient U �� l’ensemble
des t ∈ [0, 1[ tels que F−1

ν
({t}) ait un point intérieur, et U l’union de U �� et de tous

les U �
n
. L’ensemble U est dénombrable. Si t ∈ [0, 1[\U et si y = F ∗

ν
(t), alors il existe

une suite strictement décroissante (xm)m�1 ⊂ R \ Z qui converge vers y. Comme
t �∈ U ��, on obtient Fν(xm) < t. Donc il existe N(m) ∈ N tel que Fνn(xm) < t et alors
xm � F ∗

νn
(t) pour tout n > N(m). On en déduit lim sup

n→+∞
F ∗

νn
(t) � F ∗

ν
(t).

D’après les arguments comme ci-dessus, il existe un sous-ensemble dénombrable
U de [0, 1[ tel que (F ∗

νn
)n�1 converge simplement vers F ∗

ν
sur [0, 1[\U . De plus, les

fonctions F ∗
νn

sont uniformément bornées. Donc le théorème de convergence dominée
montre que

���
�

[0,t[
F ∗

νn
(s) ds−

�

[0,t[
F ∗

ν
(s) ds

��� �
� 1

0
|F ∗

νn
(s)− F ∗

ν
(s)|ds

convergent vers 0 quand n tend vers l’infini.

On présente enfin quelques faits concernant la convergence vague des mesures que
l’on utilisera plus loin dans le chapitre 3.

Lemme 1.2.10. – Si f est une fonction continue et à support compact sur R, alors

lim
ε→0

�f ◦ ϕε − f�sup = 0, lim
ε→0

�f ◦ γ1+ε − f�sup = 0.

Démonstration. – Comme f est à support compact, elle est uniformément continue.
La première égalité est donc vraie.

On suppose que supp(f) ⊂ [−M,M ], où M > 0. Pour tout ε ∈ [−1/2, 1/2], on a

�f ◦ γ1+ε − f�sup = sup
−2M�x�2M

|f(x + εx)− f(x)|.

Comme f est uniformément continue,

lim
ε→0

sup
−2M�x�2M

|f(x + εx)− f(x)| = 0.

On en déduit donc lim
ε→0

�f ◦ γ1+ε − f�sup = 0.

Lemme 1.2.11. – Soient (νn)n�1 une suite dans M1 et ν une mesure borélienne sur
R. Soit (an)n�1 une suite dans ]−1,+∞[ qui converge vers 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
1) la suite (νn)n�1 converge vaguement vers ν;
2) la suite (T1+anνn)n�1 converge vaguement vers ν;
3) la suite (τanνn)n�1 converge vaguement vers ν.

Démonstration. – Comme τ−1
an

= τ−an et comme T−1
1+an

= T(1+an)−1 = T1− an
1+an

, il
suffit de vérifier “1)=⇒2)” et “1)=⇒3)”, qui sont des conséquences immédiates du
lemme 1.2.10.
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Lemme 1.2.12. – Soient (ν�
n
)n�1, (νn)n�1 et (ν��

n
)n�1 trois suites de mesures dans

M1,c telles que ν�
n
≺ νn ≺ ν��

n
quel que soit n � 1. On suppose que les supports des

mesures ν�
n
, νn et ν��

n
sont uniformément bornés et que les deux suites (ν�

n
)n�1 et

(ν��
n
)n�1 convergent vaguement vers la même limite ν. Alors la suite (νn)n�1 converge

vaguement aussi vers ν.

Démonstration. – Comme les mesures que l’on considère sont à supports uniformément
bornés, pour toute fonction continue f sur R, on a

lim
n→+∞

�

R
f dν�

n
= lim

n→+∞

�

R
f dν��

n
=

�

R
f dν.

Or, par l’hypothèse, si f est croissante et bornée,
�

R
f dν�

n
�

�

R
f dνn �

�

R
f dν��

n
.

Ainsi lim
n→+∞

�
R f dνn =

�
R f dν pour une telle fonction f . Ensuite, comme toute

fonction lisse et à support compact peut s’écrire comme la différence de deux fonctions
continues croissantes et bornées, l’égalité lim

n→∞

�
R f dνn =

�
R f dν est vraie pour toute

fonction f lisse et à support compact. Enfin, comme l’espace C∞
0 (R) des fonctions

lisses et à support compact est dense dans l’espace Cc(R) des fonctions continues et
à support compact pour la topologie définie par la norme � · �sup, on obtient que
l’égalité lim

n→∞

�
R f dνn =

�
R f dν est vraie pour toute f ∈ Cc(R). Donc la suite de

mesures (νn)n�1 converge vaguement vers ν.

1.2.6. Conventions. – Soit V un espace vectoriel sur k muni d’une R-filtration
F . Dans la suite, s’il y a aucune ambiguïté sur la filtration F , on utilisera aussi
l’expression λV ou simplement λ pour désigner la fonction λ F , et on utilise le symbole
νV pour désigner la mesure associée à la filtration F . De façon similaire, les expressions
λmin(V ) et λmax(V ) désignent λmin(V, F ) et λmax(V, F ), respectivement.

1.3. Suites presque sous(sur)-additives

Le but de cette article est de montrer la convergence d’une suite de certains
invariants arithmétiques normalisés. Une méthode très classique pour montrer la
convergence d’une suite normalisée est le lemme de Fekete (voir [21] page 233 pour
un cas particulier). Étant donnée une suite (an)n�1 de nombres réels, si cette suite
est sous-additive (à savoir, an+m � an + am quel que soit (m, n) ∈ Z2

>0), alors le
lemme de Fekete affirme que la limite de la suite normalisée (an/n)n�1 existe dans
R ∪ {−∞}. La preuve de ce résultat est un exercice facile.

Cependant, le lemme de Fekete — sous sa forme primitive — ne suffit pas pour
notre application arithmétique. En effet, il s’agit des suites qui sont seulement sur-
additives à des termes d’erreur près. Par conséquent, il faut développer des critères
de convergence plus généraux. Dans la suite, on présentera deux telles généralisations
dont la première (la proposition 1.3.1) concerne une suite multi-sous-additive à une
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erreur strictement sous-linéaire près, et la seconde (la proposition 1.3.5) traite des
suites presque sous-additives en demandant une condition de croissance lente plus
forte sur les termes d’erreur. Dans les corollaires 1.3.2, 1.3.3 et 1.3.6 on développera
les variantes sur-additives que l’on utilisera plus loin.

Proposition 1.3.1. – Soient (an)n�1 une suite dans [0,+∞[ et f : Z�0 → R une
application telle que lim

n→∞
f(n)/n = 0. S’il existe un entier n0 � 0 tel que, pour

toute famille finie (ni)1�i�r d’entiers supérieurs ou égaux à n0, on ait an1+···+nr �
an1 + · · ·+ anr + f(n1) + · · ·+ f(nr), alors la suite (an/n)n�1 admet une limite dans
[0,+∞[.

Démonstration. – Si n et p sont deux entiers dans Z>n0 et si l ∈ {n, n+1, . . . , 2n−1},
alors

apn+l

pn + l
� pan + al

pn + l
+

pf(n) + f(l)

pn + l
� an

n
+

al

pn
+

pf(n) + f(l)

pn + l

� an

n
+

al

pn
+

|f(n)|
n

+
|f(l)|
pn

.

Comme

lim
p→∞

max
n�i<2n

ai

pn
+

max
n�i<2n

|f(i)|

pn
= 0,

on obtient que, pour tout entier n > 0,

(7) lim sup
m→∞

am

m
� an

n
+

|f(n)|
n

,

d’où

lim sup
m→∞

am

m
� lim inf

n→∞

�
an

n
+

|f(n)|
n

�
� lim inf

n→∞

an

n
+ lim sup

n→∞

|f(n)|
n

= lim inf
n→∞

an

n
.

Par conséquent, la suite (an/n)n�1 a une limite, qui est clairement positive, et est
finie d’après (7).

Corollaire 1.3.2. – Soient (an)n�1 une suite de nombres réels et f : Z�0 → R une
application telle que lim

n→∞
f(n)/n = 0. Si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

1) il existe un entier n0 � 0 tel que, pour toute famille (ni)1�i�r d’entiers supérieurs
ou égaux à n0, on ait an1+···+nr � an1 + · · · + anr − f(n1)− · · ·− f(nr),

2) il existe une constante α > 0 telle que, pour tout entier n � 1, on ait an � αn,

alors la suite (an/n)n�1 admet une limite dans R.
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Démonstration. – On considère la suite formée des nombres réels de la forme bn =

αn− an. C’est une suite positive. Si n1, . . . , nr sont des entiers supérieurs ou égaux à
n0 et si n = n1 + · · · + nr, alors

bn = αn− an = α
r�

i=1

ni − an � α
r�

i=1

ni −
r�

i=1

�
ani − f(ni)

�

=

r�

i=1

�
αni − ani + f(ni)

�
= bn1 + · · · + bnr + f(n1) + · · · + f(nr).

D’après la proposition 1.3.1, la suite (bn/n)n�1 admet une limite dans R. Comme
bn/n = α− an/n, la suite (an/n)n�1 a aussi une limite dans R.

Corollaire 1.3.3. – Soient (an)n�1 une suite de nombres réels et c1, c2 deux
constantes positives telles que :

1) pour tout couple (m, n) d’entiers suffisamment grands, am + an � am+n + c1,
2) pour tout entier n � 1, an � c2n,

alors la suite (an/n)n�1 admet une limite dans R.

Démonstration. – Il suffit d’appliquer le corollaire 1.3.2 à la fonction constante f qui
prend valeur c1.

Lemme 1.3.4. – Si f : Z�0 → [0,+∞[ est une application telle que
�

α�1

f(2
α
)/2

α <

+∞, alors lim
α→+∞

2
−α

α�

i=0

f(2
i
) = 0.

Démonstration. – Pour tout entier α � 0, soit Sα =

�

i�α

f(2
i
)/2

i. Par la sommation

d’Abel, on a
α�

i=0

f(2
i
) =

α�

i=0

(Si − Si+1)2
i
= S0 − Sα+12

α
+

α�

i=1

Si2
i−1.

Comme lim
α→+∞

Sα = 0, le terme 2
−α

α�

i=1

Si2
i−1 converge vers 0 lorsque α → +∞. Cela

montre que lim
α→+∞

2
−α

α�

i=0

f(2
i
) = 0.

Proposition 1.3.5. – Soient (bn)n�1 une suite de nombres positifs et f : Z�0 →
[0,+∞[ une application croissante telle que

�

α�0

f(2
α
)/2

α < +∞. S’il existe un entier

n0 > 0 tel que, pour tout couple (m, n) d’entiers dans Z�n0 , on ait bn+m � bm + bn +

f(m) + f(n), alors la suite (bn/n)n�1 admet une limite dans [0,+∞[.
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Démonstration. – On considère d’abord le cas où n0 = 1. Comme f est une fonction
croissante, on obtient que, pour tout (m, n) ∈ Z2

>0,

(8) bm+n � bn + bm + 2f(m + n).

Pour tout entier α � 0, soit Sα =

�

i�α

f(2
i
)/2

i. D’après l’hypothèse, on a lim
α→+∞

Sα =

0. Si n ∈ Z>0 et β ∈ N sont tels que 2
β � n < 2

β+1, alors, pour tout α ∈ N, on a

(9) b2αn � 2
αbn +

α�

i=1

2
α+1−if(2

i−1n) � 2
αbn +

α�

i=1

2
α+1−if(2

β+i
).

Si p =

k�

i=0

�i2
i, où �i ∈ {0, 1} pour tout i ∈ {0, 1, . . . , k − 1} et où �k = 1, et si

r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, d’après (8), on a l’inégalité suivante:

(10) bnp+r � bnp+br+2f(np+r) �
k�

i=0

�ib2in+br+2

k�

i=0

�if
� i�

j=0

�j2
jn

�
+2f(np+r)

Compte tenu de l’inégalité (9), on obtient

bnp+r �
k�

i=0

�i2
ibn + br +

k�

i=1

�i

i�

j=1

2
i+1−jf(2

β+j
)

+ 2

k�

i=0

�if(2
i+β+2

) + 2f(2
k+β+2

).

(11)

Par conséquent,

bnp+r

np + r
� pbn

np + r
+

br

np + r
+ 2

−k−β

k�

i=1

i�

j=1

2
i+1−jf(2

β+j
)

+ 2
−k−β+1

k�

i=0

f(2
i+β+2

) + 2
−k−β+1f(2

k+β+2
).

Comme

2
−k−β

k�

i=1

i�

j=1

2
i+1−jf(2

β+j
) = 2

−k−β

k�

j=1

k�

i=j

f(2
β+j

)2
i+1−j

�
k�

j=1

f(2
β+j

)2
2−j−β

= 4Sβ+1,
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on obtient
bnp+r

np + r
� pbn

np + r
+

br

np + r
+ 4Sβ+1 + 2

−k−β+1
k+β+3�

i=0

f(2
i
). D’après le

lemme 1.3.4, on a

lim sup
m→+∞

bm

m
� lim inf

n→+∞

�bn

n
+ 4S�log2 n�+1

�
= lim inf

n→+∞

bn

n
.

Donc la suite (bn/n)n�1 est convergente.
Pour le cas général, en appliquant le résultat obtenu à la sous-suite (bn0k)k�1 et

à la fonction g(k) = f(n0k), on obtient que la suite (bn0k/k)k�1 a une limite dans
[0,+∞[. D’autre part, si l est un entier tel que n0 � l < 2n0, alors, pour tout entier
k � 1, on a l’encadrement

(12) bn0(k+3)− b3n0−l− f(n0k + l)− f(3n0− l) � bn0k+l � bn0k + bl + f(n0k)+ f(l).

En divisant (12) par n0k + l, par passage à la limite quand k → +∞, on obtient

lim
k→+∞

bn0k+l

n0k + l
= lim

k→+∞

bn0k

n0k
.

Comme l est arbitraire, la démonstration est achevée.

Corollaire 1.3.6. – Soient (an)n�1 une suite de nombres réels, f : Z>0 → R une
application croissante et c > 0 une constante. On suppose que
1) pour tous entiers n et m assez grands, on ait an+m � an + am − f(n)− f(m),
2) an � cn pour tout entier n � 1,
3)

�

α�0

f(2
α
)/2

α < +∞.

Alors la suite (an/n)n�1 admet une limite dans R.

Démonstration. – On considère la suite (bn)n�1 telle que bn = cn − an. C’est une
suite de nombres réels positifs. Si n et m sont deux entiers assez grands, on a

bn+m = c(n+m)−an+m � cn+cm−an−am +f(n)+f(m) = bn +bm +f(n)+f(m).

D’après la proposition 1.3.5, la suite (bn/n)n�1 admet une limite dans R. Comme
an/n = c− bn/n, la suite (an/n)n�1 admet aussi une limite dans R.

1.4. Quelques faits dans la géométrie algébrique

Soit S un schéma. On appelle fibré vectoriel sur S tout OS-module localement
libre de rang fini. Un fibré vectoriel de rang 1 sur S s’appelle aussi un fibré inversible
sur S. Si E est un fibré vectoriel sur S, on utilise le symbole P( E) pour désigner le
foncteur

(13)
Schema/S −→ Ensemble

(p : X → S) �−→
�

quotient localement
libre de rang 1 de p∗ E

�
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On désigne par O E(1) le faisceau inversible sur P( E) l’objet universelle du foncteur
représentable (13). Pour tout entier m � 1, l’expression O E(m) désigne la puissance
tensorielle O E(1)

⊗m, et OE(−m) désigne OE(m)
∨.

Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu’un OX -module
inversible L est ample (cf. [25] II.4.5.5 et [27] IV.1.7.14) si, pour tout OX -module
quasi-cohérent et de type fini F , il existe un entier n0 > 0 tel que, pour tout entier
n � n0, F ⊗ L⊗n soit engendré par ses sections globales (autrement dit, il existe un
entier a > 0 ainsi qu’un homomorphisme surjectif de O⊕a

X
vers F ⊗ L⊗n).

Soit f un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-séparé
X vers un schéma Y . On dit qu’un OX -module inversible L est ample relativement
à f (cf. [25] II.4.6.1) s’il existe un recouvrement (Uα) de Y par des ouverts affines
tel que L|Uα soit ample sur f−1

(Uα) pour tout α. Cela revient à dire que, pour tout
OX -module quasi-cohérent et de type fini F , il existe un entier n0 > 0 tel que, pour
tout entier n � n0, l’homomorphisme canonique f∗(f∗( F ⊗ L⊗n

)) −→ F ⊗ L⊗n soit
surjectif (cf. [25] II.4.6.8 et [27] IV.1.7.15). Si Y est affine, cette condition équivaut
à l’amplitude de L sur X.

Dans [29] (voir aussi [30]) Hartshorne a étendu la notion d’amplitude aux faisceaux
localement libre de rang fini. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit
qu’un OX -module localement libre de rang fini E est ample si, pour tout OX -module
quasi-cohérent de type fini F , il existe un entier n0 > 0 tel que, pour tout entier
n � n0, le faisceau SnE ⊗ F soit engendré par ses sections au-dessus de X, c’est-à-
dire que SnE⊗ F est un quotient d’un OX -module libre de rang fini, où SnE désigne
la nième puissance symétrique de E.

Soit f : X → Y un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-
séparé vers un schéma. On dit qu’un OX -module localement libre de rang fini E est
ample relativement à f (ou à Y ) s’il existe un recouvrement de Y par des ouverts
affines (Uα) de telle sorte que E|Uα soit ample sur f−1

(Uα) pour tout α. Lorsque Y
est localement noethérien et f est de type fini, l’amplitude de E relativement à Y est
équivalente à l’amplitude de OE(1) relativement à Y .

On rappelle deux résultats classiques concernant les fibrés inversibles amples que
l’on utilisera plus loin dans le chapitre 4.

Proposition 1.4.1. – Soit π : X → Y un morphisme surjectif de schémas projectifs
définis sur un corps k. Si L est un OX-module inversible ample relativement à π, alors
il existe un OY -module inversible ample M tel que L⊗ π∗M soit ample.

Démonstration. – Comme L est ample relativement à π, il existe un entier n > 0, un
OY -module localement libre de rang fini et non-nul E et une immersion f : X → P(E)

compatible à π tels que L⊗n ∼= f∗( OE(1)). On désigne par p : P(E) → X la projection
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canonique et considère le diagramme commutatif suivant :

X
f ��

π

��

P(E)

p

��
Y

Comme π est propre, le morphisme f est une immersion fermée. Comme Y est
projectif, il existe un OY -module inversible ample M tel que E ⊗M⊗n soit encore
ample. On a alors P(E) ∼= P(E ⊗M⊗n

), et OE⊗M⊗n(1) ∼= OE(1) ⊗ p∗M⊗n. Comme
f est une immersion fermée,

(L⊗ π∗M)
⊗n

= f∗( OE(1))⊗ f∗(p∗M)
⊗n

= f∗( OE(1)⊗ p∗M⊗n
) ∼= f∗( OE⊗M⊗n(1))

est ample puisque E ⊗M⊗n est ample.

Proposition 1.4.2. – Soient X un schéma intègre et noethérien, L un OX-module
inversible ample et F un OX-module cohérent sans torsion. Alors il existe deux entiers
a, m > 0 ainsi qu’un homomorphisme injectif de F dans ( L⊗m

)
⊕a.

Démonstration. – Comme F est sans torsion, l’homomorphisme canonique

θ F : F −→ F ∨∨

est injectif. Comme L est ample, il existe un entier m > 0 tel que L⊗m ⊗ F ∨

soit engendré par ses sections au-dessus de X, i.e., il existe un entier a et un
homomorphisme surjectif ϕ : O⊕a

X
→ L⊗m ⊗ F ∨. Par dualité on obtient un

homomorphisme injectif

L∨⊗m ⊗ F
1⊗θ F �� L∨⊗m ⊗ F ∨∨

ϕ
∨
�� O⊕a

X

qui induit un homomorphisme injectif F → ( L⊗m
)
⊕a.

Soit k un corps. On entend variété projective sur Spec k tout schéma intègre et
projectif sur Spec k. Si X est une variété projective de dimension d sur Spec k et si
L est un OX -module inversible, le volume (cf. [33, 2.2.31]) de L est par définition le
nombre réel

vol(L) := lim sup
n→+∞

rg
k
H0

(X,L⊗n
)

nd/d!
,

où “ lim sup” peut être remplacé par “ lim”, grâce au théorème d’approximation de
Fujita (cf. [34, 11.4.7]). Le OX -module inversible L est dit gros si vol(L) > 0. Par
définition, un OX -module inversible est gros si et seulement si l’une de ses puissances
tensorielles (positives) est gros. De plus, le produit tensoriel d’un fibré inversible gros
avec un fibré inversible effectif (i.e. ayant une section globale non-nulle) est encore
gros.

Si L est ample, alors il est gros, et vol(L) = c1(L)
d. La réciproque n’est pas vraie en

générale. Mais si L est un OX -module inversible gros, alors il existe un entier m � 1,
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un OX -module inversible ample A, et un OX -module inversible effectif M tels que
L⊗m soit isomorphe à A⊗M (cf. [33, 2.2.7]).

Proposition 1.4.3. – Soient X une variété projective sur Spec k et L un OX-module
inversible gros.

1) Si L est un OX-module inversible, alors il existe un entier q � 1 et un
homomorphisme injectif de L vers L⊗q, et il existe un entier n � 1 tel que
L ⊗ L⊗n soit gros.

2) Si F est un OX-module cohérent sans torsion, alors il existe deux entiers
strictement positifs a et m ainsi qu’un homomorphisme injectif de F dans
(L⊗m

)
⊕a.

Démonstration. – Quitte à remplacer L par l’une de ses puissances tensorielles, on
peut supposer que L s’écrit sous la forme A⊗M , où A est un OX -module inversible
ample, M est effectif.

1) D’après la définition de l’amplitude, on obtient qu’il existe deux entiers q � 1

et n � 1 tels que L ∨ ⊗ A⊗q soit effectif et que L ⊗ A⊗n soit ample. Comme M est
effectif, il en est de même de toutes ses puissances tensorielles. On en déduit donc
L ∨ ⊗ L⊗q est effectif, et que L ⊗ L⊗n est gros.

2) Il suffit d’appliquer 1.4.2 au OX -module inversible ample A pour obtenir un
homomorphisme injectif de F vers certain (A⊗m

)
⊕a et puis utiliser le fait que M est

effectif à construire un homomorphisme injectif (A⊗m
)
⊕a → (L⊗m

)
⊕a.

On appelle courbe projective sur Spec k toute variété projective de dimension 1

sur Spec k. Soient C une courbe projective régulière sur Spec k et π : X → C un
k-morphisme projectif et plat d’une variété projective X (sur Spec k) vers C. Pour
tout OX -module inversible L sur X, le OC-module cohérent π∗(L) est sans torsion
puisque le morphisme π est plat. Comme C est régulière, on obtient que π∗(L) est en
fait un fibré vectoriel sur C.

Lemme 1.4.4. – Soit π : X → C un k-morphisme projectif et plat d’une variété
projective X vers une courbe projective régulière sur Spec k. Soit K �

= k(C) le corps
des fonctions rationnelles sur C. Si L est un OX-module inversible tel que LK� soit
effectif (sur XK�), alors il existe un OC-module inversible ample M tel que L⊗ π∗M
soit effectif sur X.

Démonstration. – Comme LK� est effectif, le fibré vectoriel π∗(L) est non-nul. On
prend un OC-module inversible ample M tel que π∗(L)⊗M admet une section globale
non-nulle. L’espace H0

(X,L⊗ π∗M) = H0
(C, π∗(L)⊗M) est donc non-nul.

Proposition 1.4.5. – Avec les notations du lemme 1.4.4, si LK� est gros, alors il
existe un OC-module inversible M tel que L⊗ π∗M soit gros.
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Démonstration. – Soit L un OX -module inversible ample. Comme LK� est gros, il
existe un entier n � 1 tel que L⊗n

K� ⊗ L ∨
K� soit effectif. D’après le lemme 1.4.4, il

existe un OC-module inversible effectif M tel que L⊗n⊗L ∨⊗π∗M soit effectif. Dans
ce cas-là, le OX -module L⊗n ⊗ π∗M⊗n ⊗L ∨ est également effectif. Par conséquent,
(L ⊗ π∗M)

⊗n s’écrit comme le produit tensoriel d’un fibré inversible ample et d’un
fibré inversible effectif. Donc L⊗ π∗M est gros.
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CHAPITRE 2

FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

Les notions de filtration de Harder-Narasimhan et de polygone de Harder-
Narasimhan d’un fibré vectoriel sur une courbe projective régulière sont introduites
par Harder et Narasimhan [28]. Leurs avatars en géométrie d’Arakelov sont dévélopés
par Stuhler [42] et Grayson [24] pour les fibrés vectoriels hermitiens. Récemment
Gaudron [22] a généralisé ces notions dans un cadre plus général des fibrés vectoriels
adéliques.

Classiquement la filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel E est un
drapeau de E dont les sous-quotients sont semi-stables et de pentes strictement
décroissantes, et le polygone de Harder-Narasimhan de E est une fonction concave et
linéaire par morceaux définie sur [0, rg E] dont les pentes successives sont les pentes des
sous-quotients dans la filtration de Harder-Narasimhan. En géométrie d’Arakelov, le
polygone de Harder-Narasimhan est un invariant arithmétique très général qui permet
de considérer toutes les pentes d’un fibré vectoriel hermitien (ou adélique) en même
temps (cf. [6] et [22]).

Dans ce chapitre, on introduit un nouveau point de vue de cette théorie. À chaque
fibré adélique hermitien, on associe une R-filtration de l’espace vectoriel sous-jacent,
qui mémorise en même temps le drapeau et les pentes successives. On vérifie que le
polygone associé à cette R-filtration coïncide avec une forme normalisée du polygone
de Harder-Narasimhan du fibré adélique hermitien. Ce résultat nous permet d’utiliser
la méthode des R-filtrations et des mesures à étudier les fibrés adéliques hermitiens.

On rappelle que le symbole K désigne un corps de nombres, comme convenu dans
le sous-paragraphe 1.1.

2.1. Fibrés vectoriels adéliques

Les fibrés vectoriels adéliques, notamment les fibrés vectoriels hermitiens sont des
objets fondamentaux de la théorie des pentes. Depuis l’article fondateur [6] de J.-
B. Bost, les fibrés vectoriels adéliques ainsi que leurs invariants arithmétiques ont
été systématiquement étudiés dans une série d’articles tels que [7, 8, 11, 15, 22].
Dans cette section, on rappelle des notions basiques de cette théorie et des résultats
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classiques que l’on utilisera plus loin. Voir [22] pour une présentation complète et
détaillée.

2.1.1. Définition, degré d’Arakelov et pente
Définition 2.1.1. – On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec K toute donnée E =

(E, (� · �v)v∈Σf∪Σ∞) d’un espace vectoriel E de rang fini sur K et d’une famille de
normes � · �v sur E ⊗K Cv, soumise aux conditions suivantes :
1) Il existe une base (s1, . . . , sr) de E sur K et une partie finie S de Σf telles

que, �a1s1 + · · · + arsr�v = max(|a1|v, . . . , |ar|v) quels que soient v ∈ Σf \ S
et (a1, . . . , ar) ∈ Cr

v
.

2) Pour toute place v ∈ Σf ∪Σ∞, la norme � ·�v est invariante sous l’action du groupe
Gal(Cv/Kv). Plus précisément, si (s1, . . . , sr) est une base de EKv sur Kv et si
a1, . . . , ar sont des éléments dans Cv, alors

�τ(a1)s1 + · · · + τ(ar)sr�v = �a1s1 + · · · + arsr�v

quel que soit τ ∈ Gal(Cv/Kv).
3) Si p ∈ Σf , alors la norme � · �p est ultramétrique, c’est-à-dire �s + s��p �

max(�s�p, �s��p).
Le fibré vectoriel adélique E est dit nul si son espace vectoriel sous-jacent E est nul.
En outre, le rang de E est par définition le rang de E sur K. Un fibré vectoriel adélique
de rang 1 s’appelle aussi un fibré inversible adélique.

Remarque 2.1.2. – Certains auteurs ont considéré des fibrés vectoriels normés
(ou semi-normés) plus généraux. Par exemple, dans [41, Definition 1.A], au lieu de
s’imposer la condition 1) comme ci-dessus, les auteurs ont proposé une condition plus
faible:

pour tout s ∈ E, il existe un sous-ensemble fini S de Σf tel que �s�v � 1

quelle que soit v ∈ Σf \ S.
Il devrait être intéressant de savoir dans quelle mesure la théorie de pentes peut être
généralisée dans ce cadre.

Soit E un fibré vectoriel adélique non-nul sur Spec k. On définit la boule unité de
E comme le sous-ensemble B(E) de E ⊗K AK des éléments (sv)v∈Σf∪Σ∞ tel que
�sv�v � 1 quelle que soit v ∈ Σf ∪ Σ∞. La caractéristique d’Euler-Poincaré de E est
par définition le nombre réel

(14) χ(E) := log(vol(B(E)))− log(covol(E)),

où vol est une mesure de Haar quelconque sur E⊗K AK, et covol(E) est le covolume
de E pour cette mesure, c’est-à-dire la mesure pour vol d’un domaine fondamental
du quotient (E ⊗K AK)/E. Cette définition ne dépend pas du choix de la mesure de
Haar vol. En particulier, on a l’égalité

(15) χ(E) = log(mE(B(E)))− rg(E) log

�
|DK |,

où mE est la mesure de Haar définie dans §1.1.
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Pour tout entier r � 1, soit K
r

= (Kr, (� · �v)v∈Σf∪Σ∞) l’espace vectoriel de rang
r sur K muni des métriques qui “proviennent de celles de K”. Plus précisément, si
on désigne par (e1, . . . , er) la base canonique de Kr, alors pour toute place v de K et
tous éléments a1, . . . , ar dans Cv, on a

�a1e1 + · · · + arer�v =

�
max(|a1|v, . . . , |ar|v), si v ∈ Σf ,�

|a1|2v + · · · + |ar|2v, si v ∈ Σ∞.

K
r est donc un fibré vectoriel adélique sur Spec K, appelé le fibré vectoriel adélique

trivial de rang r sur Spec K.
Si E est un fibré vectoriel adélique de rang r > 0 sur Spec K, on définit le degré

d’Arakelov de E comme la différence

(16) �deg(E) := χ(E)− χ(K
r

) = log(vol(B(E)))− log(vol(B(K
r

))).

Sa version normalisée est par définition �deg
n
(E) =

1

[K : Q]

�deg(E). La pente de E est

définie comme le quotient �µ(E) := �deg
n
(E)/ rg E. En particulier, le degré d’Arakelov

d’un fibré vectoriel adélique trivial sur Spec K est nul. Enfin, si E est nul, alors son
degré d’Arakelov et sa pente sont par convention nuls.

Proposition 2.1.3. – La caractéristique d’Euler-Poincaré de K
n est

χ(K
n

) = (#Σ∞,r) log Vn + (#Σ∞,c)(log V2n + n log 2)− n log

�
|DK |,

où Vn est le volume euclidien standard du disque unité dans Rn, DK est le
discriminant de K.

Démonstration. – C’est une conséquence de la formule (15) ainsi que la définition de
mE .

Remarque 2.1.4. – D’après [22] (10), on a

log Vn = n(log V1 + log Γ(3/2))− log Γ(1 + n/2) = −n

2
log n + O(n).

On en déduit donc

(17) χ(K
n

) = − [K : Q]

2
n log n + O(n)

puisque #Σ∞,r + 2#Σ∞,c = [K : Q].

Si L est un fibré inversible adélique et si s est un élément non-nul de L, alors le
degré d’Arakelov de L se calcule comme ci-dessous :

(18) �deg(L) = −
�

v∈Σf∪Σ∞

nv log �s�v.

Si L1 et L2 sont deux fibrés inversibles adéliques, alors leur produit tensoriel L1⊗L2

est par définition le fibré inversible adélique dont l’espace vectoriel sous-jacent est
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L1 ⊗L2 et dont les métriques satisfont �s1 ⊗ s2�v = �s1�v�s2�v quelle que soit v. La
formule (18) implique que

(19) �deg(L1 ⊗ L2) = �deg(L1) + �deg(L2)

Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques sur Spec K. Si ϕ : E → F est
une application K-linéaire, alors elle induit pour chaque place v ∈ Σf ∪ Σ∞ une
application Cv-linéaire ϕv : E ⊗K Cv → F ⊗K Cv par extension de scalaire. On note
hv(ϕ) = log �ϕv�v et on l’appelle la hauteur locale de ϕ en v, où �ϕv�v est la norme
d’opérateur linéaire. On définit la hauteur de ϕ comme la somme normalisée

(20) h(ϕ) :=
1

[K : Q]

�

v∈Σf∪Σ∞

nv log �ϕv�v.

2.1.2. Inégalité de pentes. – La proposition suivante est une inégalité de pentes.
Voir [22] Lemmes 6.2 et 6.3 pour une preuve. Cette inégalité nous permet de comparer
les pentes lorsque l’on change les métriques d’un fibré vectoriel adélique.

Proposition 2.1.5. – Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques de rang r > 0

sur Spec K. Si ϕ : E → F est un isomorphisme K-linéaire, alors

(21) �µ(E) � �µ(F ) + h(ϕ).

Si de plus r = 1, alors l’inégalité (21) est en fait une égalité.

La pente maximale de E est par définition la valeur maximale des pentes des sous-
fibrés vectoriels adéliques (c’est-à-dire sous-espace de E muni des métriques induites)
non-nuls de E, notée �µmax(E). Par convention �µmax(0) = −∞. L’existence de la pente
maximale est justifiée dans [22, proposition 5.3]. On rappelle ici une inégalité dans
le lemme 6.4 loc. cit. qui compare les pentes maximales de la source et du but d’un
homomorphisme injectif.

Proposition 2.1.6. – Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques et ϕ : E → F
une application K-linéaire injective. Alors

(22) �µmax(E) � �µmax(F ) + h(ϕ).

De façon similaire, la pente mimimale d’un fibré vectoriel adélique non-nul E est
par définition la valeur minimale des pentes des quotients (c’est-à-dire espace quotient
de E muni des métriques quotients) non-nuls de E. La pente minimale du fibré nul
est par convention +∞. Par définition on a la relation �µmin(E) � �µ(E) � �µmax(E) si
E est non-nul.

En utilisant la proposition 2.1.5, on obtient l’inégalité suivante qui compare les
pentes minimales étant donné un homomorphisme surjectif entre les fibrés vectoriels
adéliques.
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Proposition 2.1.7. – Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques, et ϕ : E → F
une application K-linéaire surjective et non-nulle. Alors

(23) �µmin(E) � �µmin(F ) + h(ϕ).

Démonstration. – Soit G un quotient de F tel que �µ(G) = �µmin(F ). Soit G� le
fibré vectoriel adélique qui admet G comme espace vectoriel sous-jacent et dont
les métriques sont des métriques quotients de celles E. La hauteur de l’application
d’identité G� → G est majorée par h(ϕ). D’après la proposition 2.1.5, on a

�µmin(E) � �µ(G�
) � �µ(G) + h(ϕ) = �µmin(F ) + h(ϕ).

Corollaire 2.1.8. – Étant donnés deux fibrés vectoriels adéliques E et F , et une
application K-linéaire non-nulle ϕ : E → F , on a

(24) �µmin(E) � �µmax(F ) + h(ϕ).

Démonstration. – On désigne par G l’image de E par ϕ, munie des métriques induites
de celles de F . En appliquant (23) à l’homomorphisme canonique E → G, on obtient

�µmin(E) � �µmin(G) + h(ϕ) � �µ(G) + h(ϕ) � �µmax(F ) + h(ϕ),

qui démontre (24).

2.1.3. Fibrés adéliques hermitiens. – On dit qu’un fibré vectoriel adélique E =

(E, (� · �v)v∈Σf∪Σ∞) sur Spec K est un fibré adélique hermitien si, pour chaque place
infinie v ∈ Σ∞, la norme � ·�v est induite par un produit hermitien � , �v sur E⊗K Cv.
Par définition, les fibrés inversibles adéliques sont des fibrés adéliques hermitiens. Si
E et F sont deux fibrés adéliques hermitiens, on appelle homomorphisme de E vers
F toute application K-linéaire de E vers F .

Remarque 2.1.9. – Dans la littérature, la notion de fibré vectoriel normé (surtout
celle de fibré vectoriel hermitien) sur Spec OK est plus couramment utilisée. Un fibré
vectoriel normé E sur Spec OK est la donnée d’un OK-module projectif E et d’une
famille de normes � · �v sur E ⊗ OK

Cv, invariantes par la conjugaison complexe si la
place v est réelle. Une autre définition équivalente est la donnée ( E, (� · �σ)σ:K→C)

d’un OK-module projectif E et d’une famille de métriques � · �σ indexées par les
plongements de K dans C, invariantes par la conjugaison complexe (on tient compte
aussi de l’action de la conjugaison complexe sur les plongements).

Si pour toute place infinie v (resp. pour tout plongement σ : K → C), la métrique
�·�v (resp. �·�σ) est hermitienne, on dit que ( E, (�·�v)v∈Σ∞) (resp. ( E, (�·�σ)σ:K→C))
est un fibré vectoriel hermitien sur Spec OK .

Comme montré par Gaudron [22, §3], les fibrés vectoriels normés (resp. fibrés
vectoriels hermitiens) sur Spec OK sont étroitement liés aux fibrés vectoriel adéliques
(resp. fibrés adéliques hermitiens) sur Spec K. Soient E un fibré vectoriel normé sur
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Spec OK et E = EK . Pour chaque place finie p ∈ Σf , la structure de OK-module sur
E induit une norme � · �p sur E ⊗K Cp :

�s�p = inf
�
|a|p

�� a ∈ Cp, s ∈ a( E⊗ OK

�Op)
�
,

où �Op est l’anneau de valuation de Cp. Ainsi (E, (� ·�v)v∈Σf∪Σ∞) est un fibré vectoriel
adélique sur Spec K, qui est hermitien si E est hermitien.

Réciproquement, étant donné un fibré vectoriel adélique E sur Spec K, on peut en
déduire une structure entière sur OK . En effet, l’ensemble

E = {x ∈ E | ∀ p ∈ Σf , �x�p � 1}

est un OK-module projectif de type fini. Si les métriques aux places finies sont discrètes
(c’est-à-dire que, pour tout p ∈ Σf , il existe une base de E sur K qui est orthonormée
pour la norme � · �p), alors pour chaque p ∈ Σf , la norme sur E ⊗K Cp induite par la
structure entière de E coïncide avec � · �p.

Étant donné un fibré adélique hermitien E, les sous-fibrés adéliques hermitiens et
les quotients adéliques hermitiens sont naturellement définis. Un sous-fibré adélique
hermitien est la donnée F d’un sous-espace vectoriel F de E muni des métriques
induites. L’espace quotient E/F et les métriques quotientes forment aussi un fibré
adélique hermitien sur Spec K, noté E/F . Le diagramme 0 �� F �� E �� E/F �� 0

est appelé une suite exacte courte de fibrés adéliques hermitiens.
Plusieurs constructions algébriques sont “canoniquement” définies pour les fibrés

adéliques hermitiens, notamment la somme directe et le produit tensoriel de deux fibrés
adéliques hermitiens, ainsi que le dual, les puissances symétriques et les puissances
extérieures d’un fibré adélique hermitien. En particulier, le déterminant d’un fibré
adélique hermitien E est par définition la puissance extérieure détE := Λ

rg EE. De
plus, on a �deg(E) = �deg(détE). D’autre part, �deg(E) + �deg(E

∨
) = 0, où E

∨ est le
dual de E.

Si 0 �� F �� E �� G �� 0 est une suite exacte courte de fibrés
adéliques hermitiens, alors détE est canoniquement isomorphe à détF ⊗ détG, d’où

(25) �deg(E) = �deg(F ) + �deg(G).

Si E et F sont deux fibrés adéliques hermitiens, alors dét(E ⊗ F ) est isomorphe à
(détE)

⊗ rg F ⊗ (détF )
⊗ rg E . Par conséquent,

(26) �deg(E ⊗ F ) = rg(F )�deg(E) + rg(E)�deg(F ).

Les égalités de degrés d’Arakelov (25) et (26) impliquent les égalités suivantes de
pentes

�µ(E) =
rg F

rg E
�µ(F ) +

rg G

rg E
�µ(G),(27)

�µ(E ⊗ F ) = �µ(E) + �µ(F ),(28)

pourvu que tous les fibrés adéliques hermitiens sont non-nuls.
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La propriété de dualité suivante est valable pour les fibrés adéliques hermitiens.

Proposition 2.1.10. – Si E est un fibré adélique hermitien, alors

(29) �µmin(E) = −�µmax(E
∨
)

Remarque 2.1.11. – L’égalité (29) n’est plus vraie en générale pour les fibrés
vectoriels adéliques. Voir [22, Lemme 5.6] pour une majoration explicite de

|�µmax(E
∨
) + �µmin(E)|

lorsque E non-nul.

2.1.4. Pente minimale du produit tensoriel. – On rappelle une estimation de la
pente minimales du produit tensoriel d’un nombre fini de fibrés adéliques hermitiens
établie dans [17].

Proposition 2.1.12. – Soit (Ei)1�i�n une famille finie de fibrés adéliques
hermitiens non-nuls sur Spec K. L’inégalité suivante est vérifiée :

(30) �µmin(E1 ⊗ · · ·⊗ En) �
n�

i=1

�
�µmin(Ei)− log(rg Ei)

�
.

Remarque 2.1.13. – 1) Dans [17] theorem 1.1, l’auteur a montré que

�µmax(E1 ⊗ · · ·⊗ En) �
n�

i=1

�
�µmax(Ei) + log(rg Ei)

�
.

Si on applique ce résultat à la famille (E
∨
i
)1�i�n, en s’appuyant sur l’égalité

�µmax(E
∨
) = −�µmin(E), on obtient (30).

2) Dans [17], les estimations sont obtenues dans le cadre des fibrés vectoriels
hermitiens sur Spec OK , mais ces estimations restent valables avec le même terme
d’erreur pour les fibrés adéliques hermitiens.

2.1.5. Comparaison des fibrés vectoriels adéliques aux fibrés adéliques
hermitiens. – Soit V un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur C. Soit r =

rg(V ). Les normes sur V se comparent aux normes hermitiennes via l’ellipsoïde de
John et l’ellipsoïde de Löwner (cf. [22] définition-théorème 2.4, voir aussi [43] page 84).
Plus précisément, si � ·� est une norme sur V , alors il existe deux normes hermitiennes
� · �John et � · �Löwner telles que

(31)
1√
r
�x�John � �x� � �x�John, et �x�Löwner � �x� �

√
r�x�Löwner

quel que soit x ∈ V .
Si E = (E, (� · �v)v∈Σ) est un fibré vectoriel adélique, on désigne par EJ le fibré

adélique hermitien (E, (� · ��
v
)v∈Σ) qui admet E comme espace vectoriel sous-jacent,

et tel que

∀ p ∈ Σf , � · ��p = � · �p, et ∀v ∈ Σ∞, � · ��
v

= � · �v,John.
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De façon similaire, on désigne par EL le fibré adélique hermitien (E, (� · ���
v
)v∈Σ) qui

admet E comme espace vectoriel sous-jacent, et tel que

∀ p ∈ Σf , � · ��p = � · �p, et ∀v ∈ Σ∞, � · ��
v

= � · �v,Löwner.

On en déduit les comparaisons suivantes :

Proposition 2.1.14. – Soit E un fibré vectoriel adélique de rang r > 0 sur Spec K.
Alors on a les inégalités suivantes :

�µ(E)− 1
2 log r � �µ(EJ) � �µ(E) � �µ(EL) � �µ(E) +

1
2 log r,(32)

�µmax(E)− 1
2 log r � �µmax(EJ) � �µmax(E) � �µmax(EL) � �µmax(E) +

1
2 log r,(33)

�µmin(E)− 1
2 log r � �µmin(EJ) � �µmin(E) � �µmin(EL) � �µmin(E) +

1
2 log r.(34)

Démonstration. – Ce sont respectivement des conséquences des inégalités de pentes
(21), (22) et (23).

2.1.6. Application à l’étude du produit tensoriel. – Soit (Ei)
n

i=1 une famille
finie de fibrés vectoriels adéliques. À l’espace tensoriel E1 ⊗ · · ·⊗ En il y a plusieurs
façons “naturelles” de conférer une structure de fibré vectoriel adélique tensoriel.
Ces constructions sont discutées en détail dans [22, §3.3]. On rappelle quelques
constructions et résultats dans [22] que l’on utilisera plus loin dans le chapitre 4.

Soit n � 1 un entier. On appelle norme tensorielle d’ordre n la donnée α pour toute
famille (Vi, � · �)n

i=1 de n espaces de Banach de dimension finie sur C d’une norme
� · �α sur le produit tensoriel V1 ⊗ · · ·⊗ Vn telle que

(i) pour tout (x1, . . . , xn) ∈ V1 × · · ·× Vn, on a

�x1 ⊗ · · ·⊗ xn�α �
n�

i=1

�xi�;

(ii) si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ϕi : Vi → Wi est une application linéaire d’espaces
de Banach de dimension finie, alors la norme de l’application

ϕ1 ⊗ · · ·⊗ ϕn : V1 ⊗ · · ·⊗ Vn −→ W1 ⊗ · · ·⊗Wn

pour les normes � · �α est majorée par le produit des normes
�

n

i=1 �ϕi�.
On désigne par V1⊗α · · ·⊗α Vn l’espace tensoriel V1⊗ · · ·⊗Vn muni de la norme � ·�α.
On dit que α est une norme tensorielle hermitienne si, pour toute famille (Vi)

n

i=1

d’espaces hermitiens, l’espace normé V1 ⊗α · · · ⊗α Vn s’identifie au produit tensoriel
hermitien usuel de V1, . . . , Vn. Autrement dit, si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, e(i) est une
base orthonormée de Vi, alors

e(1) ⊗ · · ·⊗ e(n)
=

�
x1 ⊗ · · ·⊗ xn | ∀ i ∈ {1, . . . , n}, xi ∈ e(i)

�

est une base orthonormée de V1 ⊗ · · ·⊗ Vn pour la norme hermitienne � · �α.
Considérons maintenant une famille (Ei)

n

i=1 de fibrés vectoriels adéliques. Soit
E = E1 ⊗ · · · ⊗ En. Si p est une place finie, alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la norme
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d’indice p de Ei correspond à un sous-�Op-module libre Ei,p de Ei ⊗K Cp, où �Op est
l’anneau de valuation de Cp. En effet, on a les relations

Ei,p = {x ∈ E ⊗K Cp | �x�p � 1},
∀x ∈ Ei ⊗K Cp, �x�p = inf{|a|p | a ∈ Cp, a−1x ∈ Ei,p}.

Les �Op-modules ( Ei,p)
n

i=1 déterminent une norme ultramétrique � · �p sur l’espace
tensoriel E ⊗K Cp = E1,Cp ⊗ · · ·⊗ En,Cp . En effet, on a

∀ s ∈ E ⊗K Cp, �s�p = inf{|a|p | a ∈ Cp, a−1s ∈ E1,p ⊗ · · ·⊗ En,p}.

Quitte à choisir une famille α = (αv)v∈Σ∞ de normes tensorielles d’ordre n, on obtient
une structure de fibré vectoriel adélique (� · �v)v∈Σ sur E, où pour toute place infinie
v, � · �v = � · �αv . Le fibré vectoriel adélique ainsi obtenu est noté E1 ⊗α · · · ⊗α En,
appelé le produit tensoriel de (Ei)

n

i=1 du type α. On dit que la famille α = (αv)v∈Σ∞

est hermitienne si toutes les normes tensorielles αv sont hermitiennes.
Si les fibrés vectoriels adéliques Ei sont hermitiens et si la famille α est hermitienne,

alors le fibré produit tensoriel E1⊗α · · ·⊗αEn est lui-même hermitien, et s’identifie au
produit tensoriel usuel E1⊗ · · ·⊗En. Mais il n’est pas vrai en général que le produit
tensoriel E1 ⊗α · · · ⊗α En soit hermitien, même si toutes les normes tensorielles αv

sont hermitiennes. Le résultat suivant compare E1⊗α · · ·⊗α En aux produit des fibrés
adéliques hermitiens, sachant que la famille α est hermitienne.

Proposition 2.1.15. – On suppose que (Ei)
n

i=1 est une famille de fibrés vectoriels
adéliques et que α = (αv)v∈Σ∞ est une famille de normes tensorielles hermitiennes.
On pose (E, (� · �v)v∈Σ) = E1 ⊗α · · ·⊗α En et

(E, (� · �v,J)v∈Σ) :=
�

n

i=1Ei,J, (E, (� · �v,L)v∈Σ) :=
�

n

i=1Ei,L.

Alors, pour toute v ∈ Σ∞ et tout x ∈ E ⊗K Cv, x �= 0, on a

�x�v,L � �x�v � �x�v,J,(35)
��� log �x�v,L − log �x�v,J

��� � 3

2

n�

i=1

log(rg Ei).(36)

Démonstration. – Pour (35), voir [22] §5, la démonstration de la proposition 5.2. Dans
la suite, on démontrera (36). Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soit e(i) une base orthonormée
de Ei ⊗K Cv pour la métrique � · �v,Löwner. Soit

e =
�
s1 ⊗ · · ·⊗ sn | ∀ i ∈ {1, . . . , n}, si ∈ e(i)

�
.

C’est une base orthonormée de E ⊗K Cv pour la norme � · �v,L. Pour tout élément
s = s1 ⊗ · · ·⊗ sn ∈ e, on a

log �s�v,J =

n�

i=1

log �si�v,John �
n�

i=1

log �si�v,Löwner + log rg(Ei) =

n�

i=1

log(rg Ei).
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Un élément général x de E ⊗K Cv s’écrit sous la forme x =
�

s∈e as · s. D’après
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

log �x�v,J � 1

2
log

�

s∈e

a2
s

+
1

2
log

�

s∈e

�s�2
v,J

� log �x�v,L +

n�

i=1

log(rg Ei) +
1

2
log(#e).

D’où

sup
0 �=x∈ECv

��� log �x�v,L − log �x�v,J

��� �
n�

i=1

log(rg Ei) +
1

2
log(#e) =

3

2

n�

i=1

log(rg Ei).

2.1.7. Produit tensoriel avec un fibré inversible adélique. – Soient E =

(E, (� · �v)v∈Σ) un fibré vectoriel adélique et M = (M, (� · ��
v
)v∈Σ) un fibré inversible

adélique sur Spec K. D’après [22, Proposition 5.2], pour toute famille de normes
tensorielles α, le produit tensoriel E ⊗α M est isomorphe à (E, (� · �v · �e��

v
)v∈Σ), où

e ∈ M est un élément non-nul quelconque. Autrement, tous les produits tensoriels
E ⊗α M sont isomorphes. On désigne par E ⊗M un produit tensoriel arbitraire de
la forme E ⊗α M . Par définition, on a �µ(E ⊗M) = �µ(E) + �µ(M). On en déduit les
égalités suivants :

(37) �µmax(E ⊗M) = �µmax(E) + �µ(M), �µmin(E ⊗M) = �µmin(E) + �µ(M)

2.2. Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

Dans cette section, on rappelle d’abord la notion de semi-stabilité et celle du
drapeau de Harder-Narasimhan pour un fibré adélique hermitien, puis introduit la
filtration de Harder-Narasimhan indexée par R. Un lien explicite avec la notion
classique est ensuite établi. Ensuite, on discute les polygones de Harder-Narasimhan
dans le cas adélique.

2.2.1. Semi-stabilité et drapeau de Harder-Narasimhan. – On dit qu’un
fibré adélique hermitien non-nul E est semi-stable si �µmax(E) = �µ(E), ou de façon
équivalente, �µmin(E) = �µ(E).

D’après [22] proposition 5.3, il n’y a qu’un nombre fini de sous-espaces non-nuls F
de E tel que �µ(F ) = �µmax(E). D’autre part, si F1 et F2 sont deux tels sous-espaces,
alors la suite exacte courte

0 �� F1 ∩ F2
�� F1 ⊕ F2

�� F1 + F2
�� 0

implique que
�deg

n
(F1 + F2) ≥ �deg

n
(F 1) + �deg

n
(F 2)−�deg

n
(F1 ∩ F2)

� �µmax(E)(rg F1 + rg F2 − rg(F1 ∩ F2)),
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et on obtient donc �µ(F1 + F2) = �µmax(E). Cela montre l’existence d’un plus grand
sous-espace Edes de E tel que �µ(Edes) = �µmax(E). Par définition, Edes est semi-stable,
et Edes = E si et seulement si E est semi-stable. Si ce n’est pas le cas, on dit que
Edes est le sous-fibré adélique hermitien qui déstabilise E. Par récurrence on obtient
un drapeau de E :

(38) E = E0 � E1 � · · · � Ed = 0

tel que Ei/Ei+1 = (E/Ei+1)des quel que soit i ∈ {0, . . . , d−1}. Ce drapeau est appelé
le drapeau de Harder-Narasimhan de E. Par définition, les sous-quotients Ei/Ei+1

sont semi-stables. En outre, si on note µi = �µ(Ei/Ei+1), alors on a

(39) �µmin(E) = µ0 < µ1 < · · · < µd−1 = �µmax(E).

Les nombres µi sont appelés les pentes successives de E.

2.2.2. Filtration de Harder-Narasimhan. – La donnée du drapeau de Harder-
Narasimhan (38) et des pentes successives (39) déterminent une R-filtration notée F E

de E telle que (cf. §1.2.1 infra)

F E

s
E =

�

0�i<d

µi�s

Ei,

appelée la filtration de Harder-Narasimhan de E. Par définition, on a

(40) λmin(EK , F E
) = �µmin(E) et λmax(EK , F E

) = �µmax(E),

où λmin et λmax sont définies dans (3).
Si E = 0, alors par convention F 0 est l’unique filtration de l’espace nul. Les égalités

dans (40) sont encore valides.

Proposition 2.2.1. – Pour tout s ∈ R, �µmin( F E

s
E) � s.

Démonstration. – La proposition est évidente lorsque F E

s
E = 0. Dans la suite, on

suppose que F E

s
E est non-nul, d’où l’espace E lui-même est non-nul. Soit le drapeau

de Harder-Narasimhan de E comme dans (38). Soit i ∈ {0, . . . , d} tel que F E

s
E = Ei.

Comme F E

s
E est non-nul, on a i < d. Le drapeau Ei � Ei+1 � · · · � Ed est le

drapeau de Harder-Narasimhan de Ei. Donc �µmin(Ei) = µi � s.

Proposition 2.2.2. – Soient E et F deux fibrés adéliques hermitiens. Si ϕ : E → F

est une application K-linéaire, alors ϕ(E) est contenue dans F F

�µmin(E)−h(ϕ)F .

Démonstration. – Le cas où ϕ = 0 est trivial. On suppose alors que ϕ est non-nul.
Soit F = F0 � F1 � · · · � Fm = 0 le drapeau de Harder-Narasimhan de F . Soit i
le plus grand indice dans {0, . . . ,m} tel que ϕ(E) ⊂ Fi. Comme ϕ est non-nul, on a

i < m. Soit ψ l’homomorphisme composé E
ϕ �� Fi

�� Fi/Fi+1 où la dernière
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flèche est la projection canonique. L’homomorphisme ψ est non-nul car l’image de E
par ϕ n’est pas contenue dans Fi+1. Par l’inégalité de pentes (24), on obtient

�µmin(E) � �µmax(Fi/Fi+1) + h(ψ) � �µ(Fi/Fi+1) + h(ϕ).

On en déduit Fi = F F

�µ(Fi/Fi+1)
F ⊂ F F

�µmin(E)−h(ϕ)F .

Corollaire 2.2.3. – Pour tout fibré adélique hermitien non-nul E, on a

(41) F E

s
E =

�

0 �=F⊂E

�µmin(F )�s

F.

Démonstration. – D’une part, la proposition 2.2.2 montre que, si F ⊂ E est un sous-
espace non-nul tel que �µmin(F ) � s, alors F est contenu dans F E

s
E, sachant que

l’application d’inclusion de F dans E est de hauteur nulle. D’autre part, la proposition
2.2.1 affirme que �µmin( F E

s
E) � s. Donc F E

s
E est en fait le plus grand sous-espace G

de E tel que �µmin(G) � s, d’où (41).

La proposition suivante compare les filtrations de Harder-Narasimhan de deux
fibrés adéliques hermitiens.

Proposition 2.2.4. – Soient E et F deux fibrés adéliques hermitiens sur Spec K.
Soit ϕ : E → F une application K-linéaire. Alors, pour tout s ∈ R, l’image de F E

s
E

par ϕ est contenue dans F F

s−h(ϕ)F . Autrement dit, λ F F (ϕ(x)) � λ F E (x)− h(ϕ) quel
que soit x ∈ E.

Démonstration. – D’après la proposition 2.2.1, �µmin( F E

s
E) � s. On obtient donc

ϕ( F E

s
E) ⊂ F F

s−h(ϕ)F compte tenu de la proposition 2.2.2.

Définition 2.2.5. – On désigne par ν
E

la mesure ν F E , appelée la mesure associée
à E. Si E est non-nul, alors ν

E
est une mesure de probabilité.

Corollaire 2.2.6. – Si E et E
� sont deux fibrés adéliques hermitiens et si ϕ : E →

E� est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, alors τh(ϕ)νE
� � ν

E
.

Démonstration. – C’est une conséquence de la proposition 2.2.4 et du lemme 1.2.6.
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2.2.3. Polygone de Harder-Narasimhan. – Étant donné un fibré adélique
hermitien non-nul E, on désigne par P

E
la fonction définie sur [0, 1] dont le graphe

est le bord supérieur de l’enveloppe convexe des points
�
rg F/rg E, �µ(F )

�
, où

F parcourt tous les sous-espaces de E. La fonction P
E

est un polygone, appelé
le polygone de Harder-Narasimhan (normalisé) de E. Si le drapeau de Harder-
Narasimhan de E est (38) et si les pentes successives de E sont comme dans (39),
alors les sommets de P

E
sont de coordonnés

�
rg Ei/rg E, �µ(Ei)

�
, et les pentes de

P
E

coïncident avec les µi. On en déduit donc la proposition suivante :

Proposition 2.2.7. – Le polygone de Harder-Narasimhan normalisé de E coïncide
avec P(ν

E
), le polygone associé à la mesure ν

E
défini dans §1.2.5. En particulier,

�µ(E) = P
E

(1) =

�

R
x ν

E
(dx),

�µmax(E) = P �
E

(0) = sup(supp ν
E

), �µmin(E) = P �
E

(1) = inf(supp ν
E

).

Remarque 2.2.8. – Classiquement le polygone de Harder-Narasimhan de E est par
définition la fonction �P

E
définie sur [0, rg E] dont le graphe est le bord supérieur de

l’enveloppe convexe des points (rg F, �deg
n
(F )), où F parcourt tous les sous-espaces

vectoriels de E. Autrement dit, on a la relation P
E

(t) =
�P

E
(t rg E)/ rg E. La version

normalisée du polygone de Harder-Narasimhan a deux avantages. Premièrement, les
valeurs de P

E
représente différentes pentes de E, qui sont plus couramment utilisées

que les degrés dans la méthode des pentes. Deuxièmement, les polygones de Harder-
Narasimhan normalisés sont tous définis sur le même intervalle [0, 1], cela donne la
possibilité de comparer les polygones de différents fibrés adéliques hermitiens. La
proposition 2.2.7 nous permet d’utiliser les mesures à étudier les polygones de Harder-
Narasimhan.

Corollaire 2.2.9. – Si E et E
� sont deux fibrés adéliques hermitiens et si ϕ : E →

E� est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, alors P
E

(t) � P
E
�(t) + h(ϕ)t.

Démonstration. – On a P(τh(ϕ)νE
�) � P(ν

E
), compte tenu de la proposition 1.2.7 et

du corollaire 2.2.6. D’après (6), P(τh(ϕ)νE
�)(t) = P(ν

E
�)(t)+h(ϕ)t = P

E
�(t)+h(ϕ)t.

D’autre part, P(ν
E

) = P
E

. On obtient donc P
E

(t) � P
E
�(t) + h(ϕ)t.

Remarque 2.2.10. – Dans [22, §5.2], Gaudron a défini le polygone de Harder-
Narasimhan et les pentes successives pour un fibré vectoriel adélique général. Étant
donné un fibré vectoriel adélique non-nul E, il a défini le polygone de Harder-
Narasimhan de E comme la fonction réelle �P

E
sur [0, rg E] qui délimite l’enveloppe

convexe de l’ensemble {(rg(F ), �deg
n
(F )) |F ⊂ E}. Pour i ∈ {1, . . . , rg E}, la ième

pente de E est définie comme le nombre réel �µi(E) :=
�P

E
(i) − �P

E
(i − 1). On

peut aussi définir une version normalisé du polygone de Harder-Narasimhan de
E en posant P

E
(t) =

�P
E

(t rg E)/ rg E. Cependant, comme on n’a plus l’égalité
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�µrg(E)(E) = �µmin(E), le polygone associée à la filtration de la forme (41) ne coïncide
pas forcément avec le polygone de Harder-Narasimhan normalisé de E. Donc on ne
peut pas utiliser directement les mesures de probabilité à étudier les polygones de
Harder-Narasimhan dans ce cas général. Néanmoins, si on désigne par EJ et EL
les fibrés vectoriels hermitiens dont les espaces vectoriel sous-jacent sont E et dont
les métriques sont respectivement les métriques hermitiennes de John et de Löwner
associées aux métriques de E, alors on a les relations

P
EJ

� P
E

� P
EL

.

C’est une conséquence de la proposition 2.1.5. En outre, la hauteur de l’application
d’identité EL → EJ est bornée supérieurement par log(rg E). Par conséquent, on a

(42)
��P

EL
(t)− P

EJ
(t)

�� � t log(rg E)

compte tenu du corollaire 2.2.9. Cette estimation nous permettra d’obtenir le
comportement asymptotique des polygones de Harder-Narasimhan dans le cadre de
fibrés vectoriels adéliques.

2.3. Cas de corps de fonctions

Il est bien connu que les corps de fonctions et les corps de nombres son très
similaires. Étant donné un corps k. Un corps de fonctions est une extension finie
du corps k(T ) des fractions rationnelles à une variable. Un tel corps peut s’écrire
comme le corps des fonctions méromorphes sur une courbe projective régulière C
définie sur k. La théorie des fibrés vectoriels adéliques sur un corps de fonctions est
aussi développée dans [22]. Dans cette section, on rappelle la notion de fibré vectoriel
adélique et on discute les filtrations de Harder-Narasimhan dans ce cadre. On fixe
un corps de fonctions K �

= k(C), où C est un schéma projectif intègre sur Spec k,
supposé être régulier et de dimension 1.

2.3.1. Fibré vectoriel adélique sur un corps de fonctions. – Soit Σ
� l’ensemble

des places de K �, qui s’identifie à l’ensemble des points fermés de C. Toutes les places
dans Σ

� sont non-archimédiennes. Pour chaque x ∈ Σ
�, on désigne par nx l’entier

[k(x) : k], où k(x) est le corps résiduel de C en x. Soit en outre vx la valuation
discrète de K � correspondant à x. La version logarithmique de la formule de produit
pour K � s’énonce comme

(43) ∀f ∈ K �×,
�

x∈Σ�

nxvx(f) = 0.

Soit | · |x la valeur absolue sur K � telle que |f |x = e−vx(f) quel que soit f ∈ K �×. On
désigne par K �

x
le complété de K � pour la valeur absoule | · |x et par Cx le complété

d’une clôture algébrique de K �
x
, où la valeur absolue | · |x s’étend de façon unique.
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Remarque 2.3.1. – Dans [22], l’auteur a choisi de travailler dans le cas où le corps
k est fini. Dans ce cas-là, il y a un choix “canonique” de la métrique | · |x en posant
| · |x = (#k)

−vx(·). Mais le changement de valeurs absolues conduit à une constante
supplémentaire (strictement positive) devant les degrés d’Arakelov et les pentes, qui
est en fait anodin. Donc les résultats et les démonstrations dans loc. cit. sont valables
pour k quelconque, quitte à désigner une valeur absolue de l’uniformisante.

Définition 2.3.2. – On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec K � toute donnée
E = (E, (� · �x)x∈Σ�) d’un espace vectoriel E de rang fini sur K � et d’une famille de
normes ultramétriques � · �x sur E ⊗K� Cx, soumise aux conditions suivante :
1) Il existe une base (s1, . . . , sr) de E sur K � et une partie finie S de Σ

� telle
que �a1s1 + · · · + arsr�x = max(|a1|x, . . . , |ar|x) quels que soient x ∈ Σ

� \ S et
(a1, . . . , ar) ∈ Cr

x
.

2) Pour tout x ∈ Σ
�, la norme � · �x est invariante sous l’action de Gal(Cx/K �

x
). Plus

précisément, si (e1, . . . , er) est une base de EK�
x

sur K �
x

et si a1, . . . , ar sont des
éléments dans Cx, alors �τ(a1)e1 + · · ·+ τ(ar)er�x = �a1e1 + · · ·+arer�x quel que
soit τ ∈ Gal(Cx/K �

x
).

Le rang de E est par définition rg
K�(E). Si rg

K�(E) = 1, on dit que E est un fibré
inversible adélique.

Comme toute place de K � est non-archimédienne, E est automatiquement
“hermitien”. Si r = rg

K� E et si (s1, . . . , sr) est une base de E sur K �, alors le degré
d’Arakelov de E et sa version normalisée sont respectivement

�deg(E) = −
�

x∈Σ�

nx log �s1 ∧ · · · ∧ sr�x et �deg
n
(E) =

1

deg(C)

�deg(E).

Cette définition ne dépend pas du choix de la base (s1, . . . , sr), grâce à la formule
de produit (43). L’avantage du procédé de normalisation est que, la fonction �deg

n

est invariant par toute extension finie du scalaire. Les opérations algébriques sont
naturellement définies pour les fibrés vectoriels adéliques sur Spec K �. En particulier,
le déterminant dét(E) := Λ

rg EE satisfait à l’égalité �deg(dét(E)) = �deg(E). La
caractéristique d’Euler-Poincaré est définie comme

χ(E) = �deg(E) + rg E(1− g),

où g est le genre de C.

Remarque 2.3.3. – Si E est un OC-module localement libre de rang fini, et si E =

EK� , alors la structure de OC-module sur E définit naturellement une famille de
ultranormes � · �x sur les E ⊗K� Cx où x ∈ Σ

�. On désigne par �Ox l’anneau de
valuation dans Cx. La norme � · �x est définie comme

�s�x = inf
�
|a|x

�� a ∈ Cx, s ∈ a( Ex ⊗ OC,x

�Ox)
�
.

On obtient ainsi un fibré vectoriel adélique E sur Spec K �, et on a la relation �deg(E) =

deg( E).
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Réciproquement, pour toute partie finie non-vide S de Σ
�, U = C \S est un schéma

affine. On désigne par OU son anneau. Étant donné un fibré vectoriel adélique E sur
Spec K �, il s’avère que l’ensemble

EU := {s ∈ E | ∀x ∈ U ∩ Σ
�, �s�x � 1}

est un OU -module projectif de type fini. On suppose que les métriques de E sont
discrètes. Pour tout x ∈ U∩Σ

�, la norme sur E induit par la structure de OC,x-module
sur EU,x coïncide avec � ·�x. Si U ⊂ V sont deux ouvert affine de C, alors l’application
d’inclusion EV → EU est compatible à l’homomorphisme canonique OV → OU . Par
recollement on obtient un OC-module localement libre de rang fini E tel que EK = E
et que, pour tout x ∈ Σ, la norme induite par la structure de OC,x-module sur Ex

s’identifie à � · �x.

2.3.2. Pentes, filtration et polygone de Harder-Narasimhan. – Les
constructions dans la section précédente, notamment celles de pente, de filtration et
polygone de Harder-Narasimhan sont valables pour tout fibré vectoriel adélique non-
nul sur Spec K �. Il suffit de remplacer dans §2.1 et §2.2 les occurrences de l’expression
“fibré adélique hermitien” par “fibré vectoriel adélique” et celles du symboles “K” par
“K �”.

Dans le cadre de la géométrie algébrique sur C, on est plus habitué à la version
non-normalisée du degré et des pentes. Soit E un fibré vectoriel non-nul sur C, qui
correspond à un fibré vectoriel adélique EK� sur Spec K �. On désigne par µ( E) la
pente de E, qui est le quotient deg( E)/ rg( E). Par définition on a la relation µ( E) =

deg(C)�µ( EK�). Les faits sur les fibrés adéliques que l’on a présentés conduisent à des
énoncés analogues dans ce cadre qui correspond aux résultats classiques concernant
les fibrés vectoriels sur C. Pour faciliter les lecteurs, on résume quelques constructions
et résultats.

Étant donné un fibré vectoriel non-nul E sur C. La pente maximale et la pente
minimale de E existent. On rappelle que la pente maximale µmax( E) est la valeur
maximale des pentes des sous-fibrés vectoriels de E; et la pente minimale µmin( E) est
la valeur minimale des pentes des quotients localement libres de E. Le fibré vectoriel
E est dit semi-stable si µ( E) = µmax( E), ou de façon équivalente, µ( E) = µmin( E).

Il existe un unique drapeau E = E0 � E1 � · · · � Ed = 0 tel que les sous-quotients
Ei/ Ei+1 soient semi-stables et que µ( E0/ E1) < · · · < µ( Ed−1/ Ed). Ce drapeau induit
par restriction à la fibre générique un drapeau EK� = E0,K� � E1,K� � · · · � Ed,K� = 0

d’espaces vectoriels sur K �. On en déduit donc (cf. §1.2.1 infra) une filtration de EK� ,
appelée la filtration de Harder-Narasimhan de E. On désigne par P E le polygone
normalisé correspondant.

Comme expliqué plus haut dans la remarque 2.3.3, le fibré vectoriel E détermine
un fibré vectoriel adélique EK� . On a les relations

(44) �µmax( EK�) =
µmax( E)
deg(C)

, �µmin( EK�) =
µmin( E)
deg(C)

et P EK�
=

P E

deg(C)
.
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Dans le cadre de la géométrie relative, les inégalités de pentes sont plus simples.
Notamment, si ϕ : E → F est un homomorphisme non-nul de fibrés vectoriels sur
C, alors µmin( E) � µmax( F ). Si ϕ est injectif, alors µmax( E) � µmax( F ). Si ϕ est
surjectif, alors µmin( E) � µmin( F ).
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CHAPITRE 3

CONVERGENCE DES POLYGONES

Dans ce chapitre, on établit la convergence uniforme des polygones associés à une
algèbre graduée dont chaque composante homogène est munie d’une R-filtration.
Deux stratégies radicalement différentes sont proposées. La première est inspirée
par un travail de Faltings et Wüstholz [20] qui remonte à l’idée très classique de
séries de Poincaré. Cette approche, qui permet de calculer explicitement la limite
des polygones, se restreint cependant au cas d’algèbre N2-bigraduée, c’est-à-dire au
cas où les filtrations sont induites par une autre graduation. Ce cas particulier est
loin d’être suffisant pour les applications arithmétiques car déjà les pentes successives
d’un fibré adélique hermitien, qui décrivent les points de saut de sa filtration de
Harder-Narasimhan, ne sont pas nécessairement des entiers, autrement dit, en général
la filtration de Harder-Narasimhan ne peut pas être induite par une Z-graduation.
D’autre part, même si dans certains cas particuliers les pentes successives sont des
entiers, il est peu plausible d’espérer que la structure d’algèbre de l’algèbre qui
nous intéresse soit compatible aux graduations induites par les filtrations de Harder-
Narasimhan. L’une des difficultés majeures pour étendre cette approche au cas général
est l’absence de finitude de l’algèbre bigraduée associée à une algèbre graduée munie
des filtrations. Pour surmonter cette difficulté, on adopte la deuxième stratégie qui
consiste à montrer que les mesures associées aux filtrations que l’on considère vérifient
une sorte de sur-additivité. En s’appuyant sur les généralisations du lemme de Fekete
établies dans §1.3, on obtient la convergence vague des mesures dilatées et en déduit
la convergence uniforme des polygones normalisés.

On fixe dans ce chapitre un corps k. Toutes les algèbres sont supposées être sur k.

3.1. Cas de modules bigradués

Dans cette section, on présente la théorie des séries de Poincaré à deux variables qui
est similaire à la théorie classique (cf. [14] VIII §4). On étudie ensuite le comportement
asymptotique de ces séries de Poincaré et en déduit le comportement asymptotique
des polygones associés.
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50 CHAPITRE 3. CONVERGENCE DES POLYGONES

On entend par algèbre bigraduée toute k-algèbre commutative N2-graduée.
Autrement dit, une algèbre bigraduée A est une somme directe A =

�
(n,d)∈N2 An,d

d’espaces vectoriels sur k, munie d’une structure de k-algèbre unifère telle que
An,dAn�,d� ⊂ An+n�,d+d� .

Pour munir une algèbre de polynôme k[T1, . . . , Tm] d’une structure d’algèbre
bigraduée, il suffit d’assigner une application f : {1, . . . ,m} → N2. Dans ce cas-là,
l’élément Ti est homogène de bidegré f(i). Une telle algèbre est notée k[f ].

Étant donnée une algèbre bigraduée A. On appelle A-module bigradué tout A-
module M muni d’une Z2-graduation en espaces vectoriels sur k telle que, pour
tout (n, d) ∈ N2 et tout (n�, d�) ∈ Z2, on ait An,dMn�,d� ⊂ Mn+n�,d+d� . À partir
de M , on peut construire des nouveaux A-modules bigradués en décalant les
composantes homogènes : pour tout (n, d) ∈ Z2, on désigne par M(n, d) le A-module
bigradué tel que M(n, d)n�,d� = Mn+n�,d+d� . En outre, les A-modules bigradués et les
homomorphismes homogènes forment une catégorie abélienne. Cela nous permet de
considérer les suites exactes de A-modules bigradués.

Si A est une algèbre bigraduée de type fini, alors elle est engendrée par un nombre
fini d’éléments homogènes a1, . . . , am. Soit f : {1, . . . ,m} → N2 l’application qui
envoie i en le bidegré de ai. Alors l’homomorphisme surjectif de k-algèbres de k[f ] ∼=
k[T1, . . . , Tm] vers A qui envoie Ti en ai est homogène. Tout A-module bigradué peut
donc être considéré comme un k[f ]-module bigradué, qui est de type fini si M est un
A-module de type fini.

On renvoie les lecteurs à [13] II §11 pour une présentation plus complète des
algèbres graduées et des modules gradués.

3.1.1. Séries de Poincaré à deux variables. – Soient f = (f1, f2) une application
de {1, . . . ,m} vers N2 et M un k[f ]-module bigradué de type fini. On appelle série
de Poincaré de M l’élément PM ∈ Z[[X, Y ]][X−1, Y −1

] défini par

PM =

�

(n,d)∈Z2

rg
k
(Mn,d)X

nY d.

On note QM = PM

m�

i=1

(1−Xf1(i)Y f2(i)).

La série de Poincaré est additive par rapport aux suites exactes courtes :
si 0 �� M � �� M �� M �� �� 0 est une suite exacte de k[f ]-modules
bigradués de type fini, alors PM = PM � + PM �� .

La proposition suivante est un analogue d’un résultat classique des séries de
Poincaré à une variable.

Proposition 3.1.1. – Avec les notations au-dessus, on a QM ∈ Z[X,Y,X−1, Y −1
].
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Démonstration. – On raisonne par récurrence en m. Si m = 0, alors k[f ] = k.
Comme M est un k-module de type fini, PM ∈ Z[X,Y,X−1, Y −1

]. On suppose que la
proposition a été démontrée pour les modules bigradués sur une algèbre des polynômes
à m−1 variables. Soit f � la restriction de f à {1, . . . ,m−1}. On note (nm, dm) = f(m).
L’application Tm : M(−nm,−dm) −→ M est un homomorphisme de k[f ]-modules
bigradués. Soit N son noyau (vu comme un sous-k[f ]-module bigradué de M). La
suite suivante est exacte :

0 �� N(−nm,−dm) �� M(−nm,−dm)
Tm �� M �� M/TmM �� 0 .

Par conséquent,

PM −XnmY dmPM = PM/TmM −XnmY dmPN .

Comme M/TmM et N sont des k[f �] = k[f ]/(Tm)-modules bigradués de type fini,
d’après l’hypothèse de récurrence, on a

QM = QM/TmM −XnmY dmQN ∈ Z[X,Y,X−1, Y −1
].

Remarque 3.1.2. – Dans le cas particulier où f1 ≡ 1, l’algèbre k[f ] munie de
la première graduation est l’algèbre de polynôme usuellement graduée. On peut
également considérer la première graduation de M pour laquelle la nième composante
homogène de M est

�
d∈Z Mn,d. Avec cette graduation, M est un module gradué de

type fini sur l’algèbre de polynômes k[T1, . . . , Tm] usuellement graduée. Si on désigne
par HM la série de Poincaré classique de M (pour la première graduation), alors on
a la relation HM (X) = PM (X, 1). La théorie classique des séries de Poincaré affirme
qu’il existe h ∈ {0, . . . ,m} tel que HM (X) s’écrive sous la forme

(45) HM (X) = ah(X)(1−X)
−h

+ ah−1(X)(1−X)
−h+1

+ · · · + a0(X),

où a0, . . . , ah sont des éléments dans Z[X, X−1
] et ah est à coefficients positifs, et est

non-nul lorsque M �= 0. D’autre part, les valeurs de h et de ah(1) ne dépendent pas du
choix de (a0, . . . , ah). Lorsque M �= 0, la valeur de h coïncide avec la dimension de M ,
c’est-à-dire la dimension de Krull de k[T1, . . . , Tm]/ann(M). On note c(M) = ah(1).
Si M = 0, on note par convention dim(M) = −∞ et c(M) = 0.

Dans la suite, on présente un analogue de la formule (45) pour les séries de Poincaré
à deux variables :

Théorème 3.1.3. – Soient f = (f1, f2) : {1, . . . ,m} → N2 une application telle que
f1 ≡ 1 et M un k[f ]-module bigradué de type fini. Alors la série PM peut s’écrire sous
la forme

(46) PM (X,Y ) =

h�

r=0

�

α⊂{1,...,m}
#α=r

Iα(X,Y )

�

i∈α

(1−XY f2(i))
−1,

où
1) Iα ∈ Z[X,Y,X−1, Y −1

],
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2) si #α = h, Iα est à coefficients positifs,
3) si M �= 0, il existe au moins un α ⊂ {1, . . . ,m} de cardinal h tel que Iα �= 0.

Pour simplifier la démonstration du théorème 3.1.3, on introduit la notation
suivante : si M est un k[f ]-module bigradué de type fini satisfaisant à l’assertion du
théorème 3.1.3, on dit que M vérifie la condition P, noté P(M). Avec cette notation,
l’énoncé du théorème 3.1.3 se simplifie comme :

pour tout k[f ]-module bigradué de type fini M , on a P(M).
Pour tout entier m > 0, soit Θm l’ensemble

{(i, j) ∈ Z2 | 0 � i � m, j > 0} ∪ {(−∞, 0)}.
On le munit de la relation lexicographique “�” comme ci-dessous:

(i, j) � (i�, j�) si et seulement si i < i� ou si i = i�, j � j�.

C’est une relation d’ordre. L’ensemble Θm est totalement ordonné pour cette relation.
On utilisera l’expression “(i, j) < (i�, j�)” pour désigner la condition

(i, j) � (i�, j�) mais (i, j) �= (i�, j�).

Lemme 3.1.4. – Soit 0 �� M � �� M �� M �� �� 0 une suite exacte
courte de k[f ]-modules bigradués de type fini. Alors
1) dim M = max(dim M �,dim M ��

),

2) c(M) =






c(M �
) + c(M ��

), dim M �
= dimM ��,

c(M �
), dim M � > dim M ��,

c(M ��
), dim M �� > dim M �.

3) P(M �
) et P(M ��

) =⇒ P(M).

Démonstration. – C’est une conséquence des égalités PM = PM � + PM �� et HM =

HM � + HM �� .

Démonstration du théorème 3.1.3. – On raisonne par récurrence en m en commençant
par montrer que le théorème est vrai pour le cas où dim M � 0. Si M est de dimension
� 0, alors la série de Poincaré classique de M , i.e., HM (X) = PM (X, 1) est un élément
de Z[X,X−1

], et on a PM ∈ Z[X, Y, X−1, Y −1
]. Donc la condition P(M) est vérifiée.

Comme dim M � m, le théorème est vrai lorsque m = 0. On suppose que le théorème
est vrai pour les modules bigradués sur une algèbre des polynômes à au plus m − 1

variables (m � 1). Soient f = (f1, f2) : {1, . . . ,m} → N2 une application telle que
f1 ≡ 1 et M un k[f ] ∼= k[T1, . . . , Tm]-module bigradué de type fini. Soit d = f2(m). On
commence un autre procédé de récurrence en (dim M, c(M)). La condition P(M) a été
déjà démontrée pour dim M � 0. On suppose qu’elle a aussi été prouvée pour le cas où
(dim M, c(M)) < (r, s), où 0 < r � m, s > 0. Dans la suite, on démontre P(M) pour le
cas où (dim M, c(M)) = (r, s). On considère l’homothétie Tm : M(−1,−d) −→ M , qui
est un homomorphisme de k[f ]-modules bigradués. On désigne par f � la restriction
de f à {1, . . . ,m − 1}. Soit N1 le noyau de Tm (vu comme un sous-k[f ]-module
bigradué de M). C’est un k[f �]-module bigradué de type fini. D’après l’hypothèse
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de récurrence, P(N1) est vraie. Soit M1 = M/N1. D’après le lemme 3.1.4 3), pour
démontrer P(M), il suffit de démontrer P(M1). Si dim N1 = dimM , alors ou bien
dim M1 < dim M , ou bien dim M1 = dimM et c(M1) = c(M)− c(N1) < c(M). Donc
on a toujours (dim M1, c(M1)) < (dim M, c(M)). D’après l’hypothèse de récurrence
on obtient P(M1). Sinon, on a dim N1 < dim M et (dim M1, c(M1)) = (dim M, c(M)).
Si P(M) n’était pas vrai, en itérant le procédé comme ci-dessus on obtiendrait une
suite croissante de sous-modules homogènes

(47) N1 ⊂ N2 ⊂ · · ·Nj ⊂ Nj+1 ⊂ · · ·

de M telle que,
i) Nj = KerT j

m
,

ii) dim Nj < dim M ,
iii) Mj := M/Nj ne satisfait pas à la condition P, et (dim Mj , c(Mj)) =

(dim M, c(M)).
Comme k[f ] est un anneau noethérien, la suite (47) est stationnaire. Autrement dit,
il existe j ∈ N tel que Nj = Nj+1. Cela montre que l’application d’homothétie Tm :

Mj(−1,−d) → Mj est injective. On considère la suite exacte

0 �� Mj(−1,−d)
Tm �� Mj

�� Mj/TmMj
�� 0 .

Soit N �
= Mj/TmMj . C’est en fait un k[f �]-module de type fini. D’après l’hypothèse

de récurrence on a P(N �
). Enfin, comme (1−XY d

)PMj (X,Y ) = PN �(X,Y ), on obtient
P(Mj). Cela est absurde. Donc la condition P(M) est vérifiée.

3.1.2. Mesures associées à une série à deux variables. – On associe à chaque
série formelle dans Z[[X,Y ]][X−1, Y −1

] dont les coefficients sont positifs une suite de
mesures boréliennes sur R et ensuite étudie le comportement asymptotique de ces
mesures. On verra plus loin que, si la série formelle que l’on considère est la série
de Poincaré d’un module bigradué, alors ces mesures coïncident avec les mesures
associées aux filtrations induites par la deuxième graduation.

Soit P une série formelle dans Z[[X, Y ]][X−1, Y −1
] à coefficients positifs. Alors P

s’écrit sous la forme P (X,Y ) =

�

(n,d)∈Z2

an,d(P )XnY d. Pour tout n ∈ N, on note

Sn(P ) =

�

d∈Z
an,d(P ). On désigne par νn,P la mesure borélienne sur R de la forme

(48) νn,P =

�

d∈Z

an,d(P )

Sn(P )
δd/n.

Si Sn(P ) = 0, alors par convention νn,P est la mesure nulle.
On s’intéresse à étudier la convergence vague des mesures νn,P pour une série de

Poincaré à deux variables, c’est-à-dire une série P de la forme (46). Une telle série
sous la forme la plus simple est celle dans la proposition au-dessous. Dans ce cas-là
la suite des mesures νn,P converge vaguement vers une mesure borélienne, qui est
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l’image directe de la mesure de Lebesgue sur un simplexe par une projection linéaire.
On montrera dans le théorème 3.1.7 que la convergence au cas général se déduit
naturellement du résultat dans ce cas particulier, et la limite des mesures est une
combinaison linéaire d’images directes de mesures de Lebesgue.

Pour tout entier m � 1, soit ∆m le simplexe

∆m = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm

+ | y1 + · · · + ym = 1}.

Si u = (u1, . . . , um) est un élément dans Rm, on désigne par ϕu : ∆m → R l’application
qui envoie (y1, . . . , ym) en y1u1 + · · · + ymum et par νu l’image directe de la mesure
de Lebesgue sur ∆m (normalisée de sorte que la masse totale est 1) par l’application
ϕu. C’est une mesure de probabilité. Enfin, soit ν∅ la mesure nulle par convention.

On fixe dans la suite du sous-paragraphe un entier m � 1 et un élément u =

(u1, . . . , um) ∈ Nm.

Proposition 3.1.5. – Si P est une série dans Z[[X,Y ]] de la forme

P (X, Y ) =

m�

i=1

(1−XY ui)
−1,

alors les mesures boréliennes νn,P convergent vaguement vers νu lorsque n → +∞.

Démonstration. – On a

P (X,Y ) =

m�

i=1

�

n�0

XnY nui =

�

(n,d)∈N×Z
XnY d

�

(a1,...,am)∈Nm

a1+···+am=n,

a1u1+···+amum=d

1

= 1 +

�

(n,d)∈Z2

n>0

XnY d
�

(y1,...,ym)∈ 1
n Nm

y1+···+ym=1,

y1u1+···+ymum=d/n

1.

En outre,
Sn(P ) =

�

(y1,...,ym)∈ 1
n Nm

y1+···+ym=1

1.

Pour tout entier n > 0, soit ηn,P la mesure sur ∆m définie par

ηn,P =

�

y∈ 1
n Nm∩∆m

1

Sn(P )
δy.

On observe que νn,P est l’image directe de ηn,P par ϕu. Par conséquent, νn,P est à
support dans ϕu(∆m). Donc pour toute fonction continue f : R → R, f est intégrable
par rapport à la mesure νn,P . Par la formule du changement de variables, on a

�

R
f dνn,P =

�

∆m

f ◦ ϕu dηn,P ,
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qui est la nième somme de Riemann de la fonction f ◦ ϕu : ∆m → R. Donc la suite� �

R
f dνn,P

�

n�1
converge vers

�

∆m

f ◦ ϕu dη =

�

R
f dϕu∗η, où η est la mesure de

Lebesgue sur ∆m. On en déduit alors que les mesures νn,P convergent vaguement vers
ϕu∗η.

Corollaire 3.1.6. – Si Q est une série non-nulle dans Z[X,Y,X−1, Y −1
] à

coefficients positifs, et si P ∈ Z[[X, Y ]][X−1, Y −1
] est de la forme

P (X,Y ) = Q(X,Y )

m�

i=1

(1−XY ui)
−1,

alors les mesures boréliennes νn,P convergent vaguement vers νu lorsque n → +∞.

Démonstration. – Soit P �
=

m�

i=1

(1−XY ui)
−1. On suppose que Q soit de la forme

Q(X,Y ) =

�

|n�|�b

�

|d�|�r

cn�,d�X
n
�
Y d

�
,

où cn�,d� � 0. Comme P = P �Q,

an,d(P ) =

�

|n�|�b

�

|d�|�r

cn�,d�an−n�,d−d�(P
�
)

et

Sn(P ) =

�

d∈Z
an,d(P ) =

�

d∈Z

�

|n�|�b

�

|d�|�r

cn�,d�an−n�,d−d�(P
�
)

=

�

|n�|�b

�

|d�|�r

�

d∈Z
cn�,d�an−n�,d−d�(P

�
) =

�

|n�|�b

�

|d�|�r

cn�,d�Sn−n�(P
�
).

On note Cn� =

�

|d�|�r

cn�,d� . Avec cette notation, on a Sn(P ) =

�

|n�|�b

Cn�Sn−n�(P
�
). Si

g : R → R est une fonction continue à support compact, alors
�

R
g dνn,P =

�

d∈Z

an,d(P )

Sn(P )
g(d/n) =

1

Sn(P )

�

d∈Z

�

|n�|�b

�

|d�|�r

cn�,d�an−n�,d−d�(P
�
)g(d/n).

La suite des nombres de la forme
1

Sn(P )

�

|n�|�b

�

|d�|�r

�

d∈Z
cn�,d�an−n�,d−d�(P

�
)g

� d− d�

n− n�

�

=
1

Sn(P )

�

|n�|�b

�

|d�|�r

cn�,d�Sn−n�(P
�
)

�

R
g dνn−n�,P �

=
1

Sn(P )

�

|n�|�b

Cn�Sn−n�(P
�
)

�

R
g dνn−n�,P �
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converge vers
�

R g dνu puisque les mesures νn,P � convergent vaguement vers νu lorsque
n tend vers l’infini. La fonction g étant uniformément continue sur R, pour tout δ > 0,
il existe ε > 0 tel que, pour tous x, y ∈ R vérifiant |x−y| < ε, on ait |g(x)−g(y)| < δ.
Soit d0 = max

1�i�m

|ui|. Comme P �
=

�
m

i=1(1−XY ui)
−1, si |d| > d0n, alors an,d(P �

) = 0.

Par conséquent, pour tous entiers n, d, n� et d� tels que n > b, |n�| � b, |d�| � r et que
an−n�,d−d�(P �

) �= 0, on a
����
d

n
− d− d�

n− n�

���� =

����
d�n− dn�

n(n− n�)

���� � r

n− n�
+

b((n + b)d0 + r)

n(n− n�)
.

Donc il existe un entier N > 0 tel que, pour tous entiers n, d, n� et d� vérifiant n � N ,

|n�| � b et |d�| � r, on ait, ou bien an−n�,d−d�(P �
) = 0, ou bien

���
d

n
− d− d�

n− n�

��� < ε. On
obtient donc������

�

R
g dνn,P −

1

Sn(P )

�

|n�|�b

�

|d�|�r

�

d∈Z
cn�,d�an−n�,d−d�(P

�
)g

� d− d�

n− n�

�
������

� 1

Sn(P )

�

|n�|�b

�

|d�|�r

�

d∈Z
cn�,d�an−n�,d−d�(P

�
)

����g
� d

n

�
− g

� d− d�

n− n�

�����

� δ

Sn(P )

�

|n�|�b

�

|d�|�r

�

d∈Z
cn�,d�an−n�,d−d�(P

�
) = δ.

On en déduit la convergence vague des νn,P vers νu.

Théorème 3.1.7. – Soit

(49) P (X,Y ) =

h�

r=0

�

α⊂{1,...,m}
#α=r

Iα(X,Y )

�

i∈α

(1−XY ui)
−1

une série dans Z[[X,Y ]][X−1, Y −1
] où

a) P est à coefficients positifs,
b) Iα ∈ Z[X,Y,X−1, Y −1

],
c) pour tout α ⊂ {1, . . . ,m} de cardinal h, Iα est à coefficients positifs,
d) il existe au moins un α ⊂ {1, . . . ,m} de cardinal h tel que Iα �= 0.

Alors les mesures boréliennes νn,P convergent vaguement vers une mesure borélienne
νP lorsque n → +∞. De plus, si pour tout α = {i1 < · · · < ih} on note u

α
=

(ui1 , . . . , uih), alors la mesure limite νP est égale à

(50)
�

α⊂{1,...,m}
#α=h

Iα(1, 1)

S
νuα

où S =

�

α⊂{1,...,m}
#α=h

Iα(1, 1).

Donc νP est une mesure de probabilité lorsque h > 0. Si h = 0, alors νP est la mesure
nulle.
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Démonstration. – Pour toute série Q ∈ Z[[X,Y ]][X−1, Y −1
], on utilise l’expression

an,d(Q) pour désigner le coefficient du terme XnY d dans Q. Pour tout n ∈ Z, si
an,d(Q) est nulle pour tout sauf un nombre fini de d, alors on note Sn(Q) la somme
des an,d(Q). Soit A le sous-ensemble de Z[[X,Y ]][X−1, Y −1

] des séries Q telles que,
pour tout n ∈ Z, an,d(Q) est nulle pour tout sauf un nombre fini de d. C’est en fait
un sous-groupe additif de Z[[X,Y ]][X−1, Y −1

]. De plus, l’application Sn : A → Z est
un homomorphisme de groupe. De plus, pour tout Q ∈ A , la série Q(X, 1) est bien
définie. En particulier, si Q est la série de la forme

Q(X,Y ) = I(X,Y )

�

i∈α

(1−XY ui)
−1, où α ⊂ {1, . . . ,m}, I ∈ Z[X,Y,X−1, Y −1

],

alors Q ∈ A . En outre, on a

Q(X, 1) = I(X, 1)(1−X)
−#α

et donc
Sn(Q) =

I(1, 1)

(#α− 1)!
n#α−1

+ o(n#α−1
) (n →∞).

Pour tout α ⊂ {1, . . . ,m} tel que #α = h, on note

P (1)
α

(X,Y ) = Iα(X, Y )

�

i∈α

(1−XY ui)
−1.

Soient
P (1)

=

�

α⊂{1,...,m}
#α=h

P (1)
α

et P (2)
= P − P (1).

D’après le corollaire 3.1.6, les mesures ν
n,P

(1)
α

convergent vaguement vers νuα
lorsque

Iα �= 0, et convergent vaguement vers la mesure nulle lorsque Iα = 0. De plus, on a

νn,P (1) =

�

α⊂{1,...,m}
#α=h

Sn(P (1)
α )

Sn(P (1))
ν

n,P
(1)
α

.

En outre, l’additivité de la fonction Sn montre que lim
n→∞

Sn(P (1)
α )

Sn(P (1))
=

Iα(1, 1)

S
. On

obtient donc que les mesures νn,P (1) convergent vaguement vers
�

α⊂{1,...,m}
#α=h

Iα(1, 1)

S
νuα .

Enfin, comme les Iα (#α = h) sont à coefficients positifs et comme l’un parmi eux
est non-nul, on obtient lim

n→+∞
Sn(P (2)

)/Sn(P (1)
) = 0 car Sn(P (2)

) = o(nh−1
) et

Sn(P (1)
) � nh−1. On en déduit donc que les mesures

νn,P =
1

Sn(P )

�
Sn(P (1)

)νn,P (1) +

�

d∈Z
an,d(P

(2)
)δd/n

�

convergent vaguement vers la limite des νn,P (1) .
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3.1.3. Convergence des polygones. – On s’intéresse maintenant à la convergence
des polygones associés à un module bigradué. Soient m � 1 un entier et u =

(u1, . . . , um) ∈ Nm. Soit f = (f1, f2) : {1, . . . ,m} → N2 une application telle que
f1 ≡ 1 et que f2(i) = ui. Soient A = k[f ] et M un A-module bigradué de type fini.

Soit P = PM la série de Poincaré à deux variables de M . Pour tout entier n � 1,
on munit l’espace vectoriel Mn,• :=

�
d∈Z Mn,d de la R-filtration F (n) définie par

F (n)
λ

Mn,• =
�

d�λ
Mn,d, alors la mesure νn,P définie dans (48) s’identifie à T 1

n
ν F (n) ,

où ν F (n) est la mesure associée à la filtration F (n) définie dans §1.2.2, et T 1
n

est
l’opération de dilatation définie dans §1.2.4. On suppose que Mn,• est non-nul lorsque
n est assez grand et donc ν F (n) est une mesure de probabilité. Le théorème 3.1.7
combiné avec la proposition 1.2.9, implique le résultat suivant :

Théorème 3.1.8. – La suite des polygones de la forme 1
n

P(ν F (n)) converge
uniformément vers une fonction concave sur [0, 1] lorsque n tend vers l’infini.
De plus, en écrivant la série P sous la forme (49) (cela est toujours possible d’après
le théorème 3.1.3), la limite des polygones coïncide avec P(νP ), où νP est la mesure
de probabilité définie dans (50).

Démonstration. – D’après le théorème 3.1.7, la suite de mesures (T 1
n
ν F (n))n�1

converge vaguement vers νP . D’après (6), on a P(T 1
n
ν F (n)) =

1
n

P(ν F (n)). La
proposition 1.2.9 montre alors que (

1
n

P(ν F (n)))n�1 converge uniformément vers
P(νP ).

Exemple 3.1.9. – On considère un cas particulier où M = A. Dans ce cas-là, la
limite νP des mesures est νu — l’image directe de la mesure de Lebesgue sur ∆m

par l’application linéaire ϕu, compte tenu de la proposition 3.1.5. Par conséquent, la
fonction Fνu(x) = νu(]x,+∞[) est continue. Donc il en est de même de la fonction
F ∗

νu
(voir §1.2.5 pour la définition). On en déduit que la limite des polygone P(νu) est

de classe C1. Si de plus n = 2, alors ∆2 = {(x, 1 − x) | x ∈ [0, 1]} est paramétré par
[0, 1], et l’application ϕu : ∆2 → R envoie (x, 1− x) en u1x + u2(1− x). Donc νu est
la mesure équiprobable sur l’intervalle délimité par u1 et u2. La fonction Fνu(x) est

égale à
���
(u2 − x)+ − (u1 − x)+

u2 − u1

��� si u1 �= u2 et à 11]u1,+∞[(x) si u1 = u2. On en déduit

F ∗
νu

(t) = −|u1 − u2|t + max(u1, u2) et donc P(νu)(t) = − 1
2 |u1 − u2|t2 + max(u1, u2)t.

Remarque 3.1.10. – Dans certains cas particuliers on peut généraliser le théorème
3.1.8. Soit B = k[X1, . . . ,Xm] l’algèbre des polynômes, munie de la graduation usuelle.
Pour tout α = (α1, . . . ,αm) ∈ Nm, on utilise le symbole Xα pour désigner le monôme
Xα1

1 · · ·Xαm
m

et on note |α| = α1 + · · ·+ αm. On suppose que, pour tout entier n � 1,
l’espace Bn des polynômes homogènes de degré n est muni d’une R-filtration F (n)

telle que la base formée des monômes soit compatible à la filtration F (n) et que
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λ F (|α|+|β|)(Xα+β
) = λ F (|α|)(Xα

)+λ F (|β|)(Xβ
). Autrement dit, l’algèbre B est “N×R-

bigraduée”. Pour tout i ∈ {1, . . . ,m} soit bi = λ F (1)(Xi). Soit b = (b1, . . . , bm). Par
définition

ν F (n) =
1

rg Bn

�

|α|=n

δα1b1+···+αmbm , T 1
n
ν F (n) =

1

rg Bn

�

y∈ 1
n Nm∩∆m

ϕb∗(δy).

On en déduit donc que la suite de mesures (T 1
n
ν F (n))n�1 converge vaguement vers νb.

3.2. Algèbres graduées quasi-filtrées et pseudo-filtrées

Dans la section précédente, en utilisant la méthode des séries de Poincaré on a pu
établir un théorème de convergence (le théorème 3.1.8) pour les algèbres bigraduées.
En fait, le même résultat est aussi vrai pour une algèbre graduée munie des filtrations
dont l’algèbre bigraduée associée est de type fini.

Soit B =
�

n�0 Bn une algèbre graduée de type fini sur k. On suppose que
chaque espace vectoriel Bn est muni d’une R-filtration décroissante F (n) telle que
le support de ν F (n) soit contenu dans N (c’est-à-dire que les points de saut sont des
entiers positifs) et que l’algèbre B soit filtrée pour les filtrations F (n), c’est-à-dire que
F (n)

s
Bn F (n�)

t
Bn� ⊂ F (n+n

�)
s+t

Bn+n� quels que soient (n, n�) ∈ N2 et (s, t) ∈ R2. Pour
tout entier d, soit �Bn,d le sous-quotient F (n)

d
Bn/ F (n)

d+1Bn. Alors la somme directe
�B =

�
n,d

�Bn,d forme une algèbre bigraduée sur k, où le produit de deux éléments
[x] ∈ Bn,d et [y] ∈ Bn�,d� est la classe de xy dans F (n+n

�)
d+d� Bn+n�/ F (n+n

�)
d+d�+1Bn+n� . Soit

P ∈ Z[[X,Y ]] la série

P (X,Y ) :=

�

(n,d)∈N2

rg
k
( �Bn,d)X

nY d.

Il s’avère que la mesure dilatée T 1
n
ν F (n) associée à la filtration F (n) coïncide avec

νn,P . Dans le cas où �B est une algèbre de type fini sur k, cette observation nous
permet d’appliquer le théorème 3.1.7 pour démontrer la convergence des T 1

n
ν F (n) et

pour calculer la limite.
Cependant, il est très rare que la nouvelle algèbre �B soit de type fini. On peut

considérer un exemple simple où B = k[X] est l’algèbre des polynômes à une variable.
Soit (an)n�0 une suite d’entiers dans N telle que

(51) a0 = 0, 0 � an � n, an+n� > an + an� quel que soit (n, n�) ∈ Z2
>0.

On suppose que B est usuellement graduée et que la filtration F (n) de l’espace kXn

admet un seul point de saut en an. L’algèbre B est filtrée car

λ F (n+n�)(Xn+n
�
) = an+n� � an + an� = λ F (n)(Xn

) + λ F (n�)(Xn
�
),

où les fonctions λ sont définies dans (2). L’algèbre bigraduée �B s’identifie à
k[T1, . . . , Tn, · · · ], où le bidegré de Tn est (n, an), modulo l’idéal homogène engendré
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par les éléments de la forme TnTn� . Ce n’est pas une algèbre de type fini. Par ailleurs,
la mesure associée à F (n) est la mesure de Dirac δan . La condition (51) combinée
avec le corollaire 1.3.3 montre que la suite (an/n)n�1 converge dans R. Cela montre
effectivement que les mesures T 1

n
δan = δan/n convergent vaguement vers une mesure

de Dirac lorsque n tend vers l’infini.
Cet exemple suggère que la convergence vague des mesures associées à une algèbre

graduée munie des filtrations devrait vérifier sous une hypothèse assez faible sur la
croissance des filtrations. La formalisation de cette observation conduit à deux notions
similaires — algèbre graduée quasi-filtrée et algèbre graduée pseudo-filtrée — qui sont
importantes dans la deuxième stratégie à étudier la convergence des polygones que
l’on présentera dans les sections qui suivent.

On fixe dans cette section une application f : N → R�0 et une algèbre graduée
B =

�
n�0 Bn sur k, où chaque espace vectoriel Bn est de rang fini et est muni d’une

R-filtration décroissante F (n).

3.2.1. Algèbre graduée quasi-filtrée

Définition 3.2.1. – On dit que l’algèbre graduée B est f-quasi-filtrée s’il existe un
entier n0 � 0 tel que, pour tout entier r > 0, tout (ni)1�i�r ∈ Zr

�n0
et tout (si)1�i�r ∈

Rr, on ait
r�

i=1

F (ni)
si

Bni ⊂ F (N)
S

BN , où N =

r�

i=1

ni et S =

r�

i=1

(si − f(ni)).

Une algèbre graduée 0-quasi-filtrée avec n0 = 0 s’appelle aussi une algèbre graduée
filtrée, où le symbole 0 désigne la fonction constante qui prend valeur 0.

L’algèbre graduée B est f -quasi-filtrée si et seulement s’il existe un entier n0 � 0

tel que, pour tous les éléments homogènes x1, . . . , xr de degré n1, . . . , nr dans N�n0

respectivement, en posant x = x1x2 · · ·xr et N = n1 + · · · + nr, on ait

λ F (N)(x) �
r�

i=1

�
λ F (ni)(xi)− f(ni)

�
.

Exemple 3.2.2. – On considère un exemple où l’algèbre B est l’algèbre k[X] des
polynôme à une variable, munie de la graduation usuelle. Pour tout entier n � 1 soit
an = λ F (n)(Xn

). Alors cette algèbre graduée est f -quasi-filtrée si et seulement s’il
existe un entier n0 � 0 tel que, pour toute suite finie n1, . . . , nr d’entiers � n0, on ait

an1+···+nr �
r�

i=1

�
ani − f(ni)

�
.

D’après le corollaire 1.3.2, la suite (an/n)n�1 converge pourvu que an = O(n) (n →
∞) et que lim

n→+∞
f(n)/n = 0.
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Remarque 3.2.3. – On suppose que l’algèbre graduée B est f -quasi-filtrée. Alors
pour toute fonction g qui domine f , c’est-à-dire telle que g(n) � f(n) quel que soit
n ∈ N, l’algèbre B est g-quasi-filtrée. En outre, pour toute sous-algèbre A engendrée
par des éléments homogènes, A est aussi f -quasi-filtrée.

On présente au-dessous un résultat de convergence. Bien que sa démonstration est
élémentaire, elle contient déjà des idées importantes de la preuve de la convergence
des polygones.

Proposition 3.2.4. – On suppose que

1) l’algèbre graduée B est intègre et f-quasi-filtrée, et Bn �= 0 pour n assez grand,
2) lim

n→+∞
f(n)/n = 0,

3) il existe α > 0 tel que λmax(Bn, F (n)
) � αn pour tout entier n � 1.

Alors la suite (λmax(Bn, F (n)
)/n)n�1 converge dans R, où l’application λmax est

définie dans (3).

Démonstration. – Soit n0 � 0 comme dans la définition 3.2.1. On peut supposer
Bn �= 0 pour tout n � n0. Pour tout entier n � n0, soit xn un élément non-nul dans
Bn tel que λ F (n)(xn) = λmax(Bn, F (n)

). On suppose que r � 1 est un entier et que
n1, . . . , nr sont des éléments dans Z�n0 . On note N = n1 + · · ·+nr. L’algèbre B étant
intègre, le produit xn1 · · ·xnr est non-nul. Comme B est f -quasi-filtrée, on a

λmax(BN , F (N)
) � λ F (N)(xn1 · · ·xnr ) �

r�

i=1

�
λ F (ni)(xni)− f(ni)

�

=

r�

i=1

�
λmax(Bni , F (ni)

)− f(ni)
�
.

Par conséquent, la suite (λmax(Bn, F (n)
))n�1 vérifie les conditions du corollaire 1.3.2.

Donc elle converge dans R.

Remarque 3.2.5. – On verra dans la remarque 3.4.4 que l’énoncé de la proposition
3.2.4 n’est pas nécessairement vrai si l’algèbre B n’est pas intègre.

Proposition 3.2.6. – On suppose que

1) l’algèbre graduée B est f-quasi-filtrée, Bn �= 0 pour n assez grand, et BnBm =

Bn+m pour n et m assez grands,
2) lim

n→+∞
f(n)/n = 0,

3) il existe α > 0 tel que λmin(Bn, F (n)
) � αn pour tout entier n � 1.

Alors la suite (λmin(Bn, F (n)
)/n)n�1 converge dans R, où l’application λmin est

définie dans (3).
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Démonstration. – Soit n0 � 0 comme dans la définition 3.2.1. Quitte à agrandir
n0, on peut supposer que BnBm = Bn+m dès que n et m sont tous supérieurs ou
égaux à n0. Soient n1, . . . , nr des entiers arbitraires dans Z�n0 et N = n1 + · · · + nr.
Soit W = {b1 · · · br | ∀i, bi ∈ Bni}. Comme BN = Bn1 · · ·Bnr , l’espace BN est
engendré comme groupe additif par W . Si a1, . . . , am sont des éléments dans W , on a
λ F (N)(a1 + · · ·+am) � min

1�i�m

λ F (N)(ai). On en déduit l’existence d’un élément y ∈ W

tel que λ F (N)(y) = λmin(BN , F (N)
). On suppose que y = c1 · · · cr avec ci ∈ Bni . Alors

λmin(BN , F (N)
) = λ F (N)(y) �

r�

i=1

�
λ F (ni)(ci)− f(ni)

�

�
r�

i=1

�
λmin(Bni , F (ni)

)− f(ni)
�
.

D’après le corollaire 1.3.2, la suite (λmin(Bn, F (n)
)/n)n�1 converge dans R.

Remarque 3.2.7. – L’assertion de la proposition 3.2.6 n’est pas nécessairement vraie
si la condition “Bn+m = BnBm pour n, m assez grands” n’est pas satisfaite. On
considère l’algèbre de polynômes B = k[X,Y ] qui est graduée de sorte que X soit
homogène de degré 1 et Y soit homogène de degré 2. Dans ce cas-là Bn est engendré
comme un espace vectoriel sur k par en := (Xn, Xn−2Y, . . . , Y n/2

) si n est pair et
par en := (Xn, Xn−2Y, . . . , XY (n−1)/2

) si n est impaire. Pour tout entier n � 1, on
munit l’espace Bn d’une filtration F (n) telle que

1) la base en soit compatible à F (n);
2) si n est impair, pour tout a ∈ en, λ F (n)(a) = 0;
3) si n est pair, pour tout a ∈ en autre que Y n/2, λ F (n)(a) = 0, et λ F (n)(Y n/2

) = −n.

On vérifie que l’algèbre B est filtrée. D’abord, pour tout élément Q ∈ Bn, λ F (n)(Q) =

0 si Q est divisible par X et λ F (n)(Q) = −n sinon. On suppose que P ∈ Bn et Q ∈ Bm

sont deux éléments non-nuls. Si l’un des P et Q est divisible par X, alors il en est
de même de PQ. Par conséquent, λ F (n+m)(PQ) = 0 � λ F (n)(P ) + λ F (n)(Q); sinon
λ F (n+m)(PQ) = −(n + m) = λ F (n)(P ) + λ F (m)(Q). Donc la relation λ F (n+m)(PQ) �
λ F (n)(P ) + λ F (n)(Q) est toujours vérifiée. On en déduit que l’algèbre graduée B est
filtrée. Cependant, λmin(Bn, F (n)

) est égal à 0 si n est impair et est égal à −n si n

est pair. La suite (λmin(Bn, F (n)
)/n)n�1 ne converge pas.

Bien que les hypothèses algébriques dans les propositions 3.2.4 et 3.2.6 sont
légèrement différentes, les preuves utilisent une même technique — les suites presque
sur-additives — discutée dans §1.3, qui jouera un rôle important dans l’étude de la
convergence des polygones.
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3.2.2. Algèbre graduée pseudo-filtrée. – On présente une variante de la notion
d’algèbre graduée quasi-filtrée — celle d’algèbre graduée pseudo-filtrée. Cette notion
demande des conditions algébriques plus faibles. Ceci permet de simplifier dans
certains cas la vérification des conditions.

Définition 3.2.8. – On dit que l’algèbre graduée B est f-pseudo-filtrée s’il existe
un entier n0 � 0 tel que, pour tout couple d’entiers (m, n) ∈ Z2

�n0
, tout (s, t) ∈ R2,

on ait ( F (m)
s

Bm)( F (n)
t

Bn) ⊂ F (m+n)
s+t−f(m)−f(n)Bm+n.

Une algèbre graduée 0-pseudo-filtrée avec n0 = 0 est exactement une algèbre
graduée filtrée. En outre, l’algèbre graduée B est pseudo-filtrée si et seulement s’il
existe un entier n0 � 0 tel que, pour tous les éléments homogènes x et y de B de
degrés m et n dans Z�n0 respectivement, on ait λ F (m+n)(xy) � λ F (m)(x)+λ F (n)(y)−
f(m)− f(n).

On présente dans le contexte des algèbres graduées pseudo-filtrées les résultats de
convergence des suites (λmax(Bn, F (n)

)/n)n�1 et (λmin(Bn, F (n)
)/n) en s’imposant

d’une condition de croissante lente de f qui est plus forte que l’annulation de la limite
lim

n→+∞
f(n)/n. Au lieu d’utiliser le corollaire 1.3.2, on fait appel au corollaire 1.3.6.

Les démonstrations sont très similiares à celles des propositions 3.2.4 et 3.2.6.

Proposition 3.2.9. – On suppose que

1) l’algèbre graduée B est intègre et f-pseudo-filtrée, et Bn �= 0 pour n assez grand,
2) la fonction f est croissante et

�
α�0 f(2

α
)/2

α < +∞,
3) il existe α > 0 tel que λmax(Bn, F (n)

) � αn pour tout entier n � 1.

Alors la suite (λmax(Bn, F (n)
)/n)n�1 converge dans R.

Proposition 3.2.10. – On suppose que

1) l’algèbre graduée B est f-pseudo-filtrée, Bn �= 0 pour n assez grand, et BnBm =

Bn+m pour n et m assez grands,
2) la fonction f est croissante et

�
α�0 f(2

α
)/2

α < +∞,
3) il existe α > 0 tel que λmin(Bn, F (n)

) � αn pour tout entier n � 1.

Alors la suite (λmin(Bn, F (n)
)/n)n�1 converge dans R.

3.3. Convergence des mesures : cas d’une algèbre de polynômes

On démontrera dans cette section la convergence vague des mesures associées à une
algèbre de polynômes usuellement graduée qui est quasi-filtrée. Comme expliqué au
début du chapitre, l’idée est de passer par la presque sur-additivité de ces mesures.
Cette presque sur-additivité sera établie par un argument combinatoire fin des points
entiers dans des simplexes.
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3.3.1. Combinatoire des points entiers dans des simplexes. – Pour tout
couple d’entiers (n, d) tel que n � 0 et que d � 1, soit Ω

(d)
n le sous-ensemble de Nd

formé des décompositions de n en somme de d entiers positifs ou nuls. On introduit la
relation d’ordre lexicographique sur Ω

(d)
n : (a1, . . . , ad) � (b1, . . . , bd) si et seulement

s’il existe i ∈ {1, . . . , d} tel que aj = bj pour tout j ∈ {1, . . . , i} et que ai+1 > bi+1

si i < d. L’ensemble Ω
(d)
n est totalement ordonné par cette relation d’ordre. D’autre

part, pour tout n = (ni)1�i�r ∈ Nr, on a une application de Ω
(d)
n1 × · · · × Ω

(d)
nr vers

Ω
(d)
n1+···+nr

, qui envoie (αi)1�i�r vers α1 + · · ·+αr (l’addition étant celle de Zd). Cette
application n’est pas injective en général mais est toujours surjective. En outre, si
(αi)1�i�r et (βi)1�i�r sont deux éléments de Ω

(d)
n1 × · · ·Ω(d)

nr tels que αi � βi pour
tout i, alors α1 + · · · + αr � β1 + · · · + βr.

Pour tout n ∈ N, on désigne par Γ
(d)
n le sous-ensemble de Nd−1 formé des éléments

(ai)1�i�d−1 tels que 0 � a1 + · · · + ad−1 � n. On a une bijection naturelle p(d)
n :

Ω
(d)
n → Γ

(d)
n définie par la projection sur les d − 1 premiers facteurs. Son inverse est

l’application qui envoie (ai)1�i�d−1 en (a1, . . . , ad−1, n− a1 − · · ·− ad−1). Pour tout
n = (ni)1�i�r ∈ Nr, le diagramme suivant est commutatif :

(52) Ω
(d)
n1 × · · ·× Ω

(d)
nr

p
(d)
n1
×···×p

(d)
nr

��

+ �� Ω
(d)
|n|

p
(d)
N

��

Γ
(d)
n1 × · · ·× Γ

(d)
nr +

�� Γ
(d)
|n|

où |n| = n1 + · · · + nr et où les applications “+” sont définies par l’addition dans les
monoïdes Nd et Nd−1, respectivement.

Théorème 3.3.1. – Soient r � 2 et d � 1 deux entiers. Pour tout n = (ni)1�i�r ∈
Nr, il existe une mesure de probabilité ρn sur Ω

(d)
n1 × · · ·×Ω

(d)
nr telle que l’image directe

de ρn par chacune des r projections sur Ω
(d)
n1 , . . . ,Ω(d)

nr soit une mesure équiprobable,
ainsi que son image directe par l’application “+” à valeurs dans Ω

(d)
|n| .

Démonstration. – Le théorème est trivial lorsque d = 1 car alors, pour tout k ∈ N,
Ω

(d)
k

est le singleton {k}. Dans la suite de la démonstration, on suppose d � 2. D’après
(52), il suffit de construire une mesure de probabilité ρn sur Γ

(d)
n1 × · · ·×Γ

(d)
nr telle que

l’image directe de ρn par chacune des r projections sur Γ
(d)
n1 , . . . ,Γd

nr
soit une mesure

équiprobable, ainsi que son image directe par l’application “+” à valeurs dans Γ
(d)
|n| .

Pour tout α = (ai)1�i�d−1 ∈ Nd−1, on définit |α| = a1 + · · · + ad−1. L’ensemble
Γ

(d)
n s’écrit sous la forme Γ

(d)
n =

�
α ∈ Nd−1

�� |α| � n
�
. Si α = (ai)1�i�d−1 est un

élément de Nd−1, on note α! = a1!× · · ·× ad−1!.
On considère l’anneau des séries formelles de rd variables R = Z[[t,X]], où t =

(t1, . . . , tr), X = (Xi,j) 1�i�r,

1�j�d−1
. Si α = (a1, . . . , ad−1) ∈ Nd−1 et si i ∈ {1, . . . , r},

on désigne par Xα

i
le produit Xa1

i,1 × · · ·×X
ad−1

i,d−1. Si n = (n1, . . . , nr) est un élément
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de Nr, on désigne par tn le produit tn1
1 × · · · × tnr

r
. Soit H(t,X) la série formelle à

coefficients entiers positifs
�

n=(ni)∈Nr

tn
�

(αi)∈(Nd−1)r

|αi|�ni

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

(n1 + · · · + nr − |α1 + · · · + αr|)!
(n1 − |α1|)! · · · (nr − |αr|)!

r�

j=1

X
αj

j
.

En faisant les changements d’indexation mi = ni − |αi| et en permutant les
sommations, puis en posant (β1, . . . ,βd−1) = α1 + · · · + αr et m = m1 + · · · + mr, on
obtient l’égalité suivante dans Z[[t,X]] :

H(t,X) =

�

(αi)∈(Nd−1)r

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

r�

j=1

t
|αj |
j

X
αj

j

�

m=(mi)∈Nr

(m1 + · · · + mr)!

m1! · · ·mr!
tm

=

�

(βi)∈Nd−1

d−1�

i=1

(t1X1,i + · · · + trXr,i)
βi

�

m∈N
(t1 + · · · + tr)

m

= (1− (t1 + · · · + tr))
−1

d−1�

i=1

(1− (t1X1,i + · · · + trXr,i))
−1.

Ce calcul montre aussi (cf. [31] II §2.4) que le domaine de convergence absolue de
Reinhardt de H(t,X) dans Crd est défini par les conditions

r�

j=1

|tj | < 1 et
r�

j=1

|tj ||Xj,i| < 1.

Cette observation nous autorise à substituer le vecteur 11 = ( 1, . . . , 1� �� �
d−1 copies

) à certaines

des variables Xi sans avoir à examiner de questions de convergence (qui sont en fait
anodines).

On effectue le changement de variables mi = ni− |αi| pour 2 � i � r, et on obtient

H(t,X)|X2=···=Xr=11

=

�

n1�0

tn1
1

�

|α1|�n1

Xα1
1

�

(αi)
r
i=2∈(Nd−1)r−1

(mi)
r
i=2∈Nr−1

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

(n1 + m2 + · · · + mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!m2! · · ·mr!

r�

j=2

t
mj+|αj |
j

=

�

n1�0

tn1
1

�

|α1|�n1

Xα1
1

�

(αi)r
i=2∈(Nd−1)r−1

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

r�

j=2

t
|αj |
j

�

(mi)r
i=2∈Nr−1

(n1 + m2 + · · · + mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!m2! · · ·mr!

r�

j=2

t
mj

j
.
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Pour tout a ∈ N, l’égalité suivante est vérifiée dans Z[[t]]

�

b�0

(a + b)!

a!b!
tb = (1− t)−a−1.

On en déduit donc
�

(αi)r
i=2∈(Nd−1)r−1

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

r�

j=2

t
|αj |
j

=

�

(αi)r
i=2∈(Nd−1)r−1

(α1 + · · · + αr)!

α1!(α2 + · · · + αr!)

(α2 + · · · + αr)!

α2! · · ·αr!

r�

j=2

t
|αj |
j

=

�

α∈Nd−1

(α1 + α)!

α1!α!

�

(αi)
r
i=2∈(Nd−1)r−1

α2+···+αr=α

(α2 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

r�

j=2

t
|αj |
j

=

�

α∈Nd−1

(α1 + α)!

α1!α!
(t2 + · · · + tr)

|α|
= (1− (t2 + · · · + tr))

−|α1|−d+1,

et
�

(mi)r
i=2∈Nr−1

(n1 + m2 + · · · + mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!m2! · · ·mr!

r�

j=2

t
mj

j

=

�

(mi)r
i=2∈Nr−1

(n1 + m2 + · · · + mr − |α1|)!
(n1 − |α1|)!(m2 + · · · + mr)!

(m2 + · · · + mr)!

m2! · · ·mr!

r�

j=2

t
mj

j

=

�

M�0

(n1 − |α1| + M)!

(n1 − |α1|)!M !

�

(mi)
r
i=2∈Nr−1

m2+···+mr=M

(m2 + · · · + mr)!

m2! · · ·mr!

r�

j=2

t
mj

j

=

�

M�0

(n1 − |α1| + M)!

(n1 − |α1|)!M !
(t2 + · · · + tr)

M
= (1− (t2 + · · · + tr))

−n1+|α1|−1.

Par conséquent,

H(t,X)|X2=···=Xr=11 =

�

n1�0

tn1
1 (1− (t2 + · · · + tr))

−n1−d
�

|α1|�n1

Xα1
1

=

�

n=(ni)∈Nr

tn
(n1 + · · · + nr + d− 1)!

(n1 + d− 1)!n2! · · ·nr!

�

|α1|�n1

Xα1
1 .

(53)

De même, pour tout j ∈ {1, . . . , r}, on a

H(t,X)|X1=···=Xj−1=Xj+1=···=Xr=11

=

�

n=(ni)∈Nr

tn
(n1 + · · · + nr + d− 1)!

n1! · · ·nj−1!(nj + d− 1)!nj+1! · · ·nr!

�

|αj |�nj

X
αj

j
.(54)
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D’autre part,

H(t,X)|X1=···=Xr=Y =

�

n=(ni)∈Nr

tn
�

(αi)∈(Nd−1)r

|αi|�ni

Y α1+···+αr

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

(n1 + · · · + nr − |α1 + · · · + αr|)!
(n1 − |α1|)! · · · (nr − |αr|)!

.

En faisant les changements d’indexation mi = ni−|αi| pour tout 1 � i � r, on obtient
H(t,X)|X1=···=Xr=Y

=

�

(αi)∈(Nd−1)r

(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

r�

j=1

t
|αj |
j

Y α1+···+αr
�

m=(mi)∈Nr

(m1 + · · · + mr)!

m1! · · ·mr!
tm

=

�

N�0

(t1 + · · · + tr)
N

�

γ∈Nd−1

Y γ
(t1 + · · · + tr)

|γ|
=

�

M�0

(t1 + · · · + tr)
M

�

|γ|�M

Y γ ,

où on a utilisé le changement d’indexation M = N + |γ| dans la dernière égalité. Par
conséquent,

(55) H(t,X)|X1=···=Xr=Y =

�

n=(ni)∈Nr

(n1 + · · · + nr)!

n1! · · ·nr!
tn1
1 · · · tnr

r

�

|γ|�n1+···+nr

Y γ .

Enfin,

H(t, (11, · · · 11)) = (1− (t1 + · · · + tr))
−d

=

�

N�0

(N + d− 1)!

N !(d− 1)!

�

n=(ni)∈Nr

n1+···+nr=N

N !

n1! · · ·nr!
tn

=

�

n=(ni)∈Nr

(n1 + · · · + nr + d− 1)!

n1! · · ·nr!(d− 1)!
tn.

(56)

Pour tout n = (ni) ∈ Nr, posons

ρn =
(d− 1)!n1! · · ·nr!

(n1 + · · · + nr + d− 1)!

�

(αi)∈(Nd−1)r

|αi|�ni�
(α1 + · · · + αr)!

α1! · · ·αr!

(n1 + · · · + nr − |α1 + · · · + αr|)!
(n1 − |α1|)! · · · (nr − |αr|)!

�
δ(α1,...,αr).

La définition de H(t,X) et les égalités (54), (55) et (56) montrent que ρn vérifie les
conditions requises.

Remarque 3.3.2. – Le théorème 3.3.1 équivaut à résoudre un système d’équations
linéaires homogènes, où le nombre des indéterminés est en général beaucoup plus
grand que celui des équations. La difficulté provient du besoin d’une solution positive
et non-triviale. Un cas très particulier où d = 2 du théorème montre que, pour tous
les entiers m, n � 1, dans un réseau rectangulaire de taille m × n, on peut toujours
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placer des entiers strictement positifs tels que, les sommes des entiers dans chaque
ligne, dans chaque colonne et dans chaque diagonale principale sont respectivement
égales.

3.3.2. Convergence vague des mesures. – Dans ce sous-paragraphe, on utilise
le théorème combinatoire établi au-dessus pour démontrer la convergence vague des
mesures. On fixe une algèbre de polynômes B = k[X1, . . . ,Xd] (d � 1) qui est
usuellement graduée, c’est-à-dire que Bn est l’espaces des polynômes homogènes
de degré n en X1, . . . ,Xd. Si α = (α1, . . . ,αd) est un élément dans Nd, on utilise
l’expression Xα pour désigner le monôme Xα1

1 · · ·Xαd
d

. Pour tout entier n � 1, on
munit l’espace Bn d’une R-filtration F (n). Enfin, soit f : N → R�0 une application. On
suppose que l’algèbre graduée B est f -quasi-filtrée. Soit n0 comme dans la définition
3.2.1. On suppose en outre n0 > 0.

Soit ϕn : Ω
(d)
n → Bn l’application qui envoie α = (α1, . . . ,αd) en Xα, où Ω

(d)
n est

l’ensemble des décompositions de n défini dans le sous-paragraphe précédent. L’image
de Ω

(d)
n par ϕn est une base de Bn. D’après la proposition 1.2.4), il existe, pour tout

n ∈ N, une base u(n)
= (uα)

α∈Ω(d)
n

de Bn telle que,

(57) ∀α ∈ Ω
(d)
n

, uα ∈ Xα
+

�

β<α

kXβ ,

et qui est compatible à la filtration F (n). Si n = (ni)1�i�r ∈ Nr et si N = n1+· · ·+nr,
pour tout γ ∈ Ω

(d)
N

, soit u(n)
γ un élément dans

�
r�

i=1

uαi

����� αi ∈ Ω
(d)
ni

,
r�

i=1

αi = γ

�
.

tel que
λ F (N)(u(n)

γ
) = max

αi∈Ω(d)
ni

α1+···+αr=γ

λ F (N)(uα1 · · ·uαr ).

De (57), on déduit
u(n)

γ
∈ Xγ

+

�

δ<γ

kXδ.

Donc u(n)
:= (u(n)

γ )
γ∈Ω(d)

N
est une base de BN .

Proposition 3.3.3. – Soient c un nombre réel positif et g : R → R une fonction
croissante concave et c-lipschitzienne. Pour tout entier n � 0, soit

In =

�

R
g d

�
T 1

n
ν F (n)

�
,

où ν F (n) est la mesure associée à la filtration F (n) et T 1
n

est l’opération de dilatation
définie dans §1.2.4. Alors, pour tout entier r � 2 et tout n = (ni) ∈ Zr

�n0
, si on note
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N = n1 + · · · + nr, alors on a l’inégalité

NIN �
r�

i=1

�
niIni − cf(ni)

�
.

Démonstration. – Pour tout entier n � 0, on désigne par ξn la mesure équiprobable
sur Ω

(d)
n , par ρn une mesure sur Ω

(d)
n1 × · · · × Ω

(d)
nr satisfaisant aux conditions du

théorème 3.3.1, et par u(n) la base de BN construite comme ci-dessus. En utilisant
les notations introduites dans §1.2.2, on a l’inégalité suivante :

IN �
�

R
g d

�
T 1

N
ν F (N)

,u(n)

�
=

�

Ω(d)
N

g

�
1

N
λ F (N)(u(n)

γ
)

�
dξN (γ)

=

�

Ω(d)
n1×···×Ω(d)

nr

g

�
1

N
λ F (N)(u

(n)
α1+···+αr

)

�
dρn(α1, . . . ,αr),

où la dernière égalité est parce que l’image directe de ρn par l’addition est
équiprobable. Comme g est une fonction croissante, d’après la définition de u(n)

γ , on a

IN �
�

Ω(d)
n1×···×Ω(d)

nr

g

�
1

N
λ F (N)(u(n1)

α1
· · ·u(nr)

αr
)

�
dρn(α1, . . . ,αn).

Comme l’algèbre B est graduée f -quasi-filtrée et comme g est croissante,

IN �
�

Ω(d)
n1×···×Ω(d)

nr

g

�
1

N

r�

i=1

�
λ F (ni)(u

(ni)
αi

)− f(ni)

��
dρn(α1, . . . ,αr).

Car la fonction g est c-lipschitzienne,

IN �
�

Ω(d)
n1×···×Ω(d)

nr

�
g

�
1

N

r�

i=1

λ F (ni)(u
(ni)
αi

)

�
− c

N

r�

i=1

f(ni)

�
dρn(α1, . . . ,αr).

Ensuite, la concavité de g implique que

IN �
�

Ω(d)
n1×···×Ω(d)

nr

�
r�

i=1

ni

N
g

�
λ F (ni)(u

(ni)
αi )

ni

��
dρn(α1, . . . ,αr)−

c

N

r�

i=1

f(ni)

Enfin, comme les images directes de ρn par les r projections sont des mesures
équiprobables, on obtient

IN �
r�

i=1

ni

N
Ini −

c

N

r�

i=1

f(ni).

Corollaire 3.3.4. – Avec les notations de la proposition 3.3.3, si la suite (In)n�0

est bornée supérieurement et si lim
n→+∞

f(n)/n = 0, alors la suite (In)n�0 admet une
limite dans R lorsque n → +∞.

Démonstration. – D’après la proposition 3.3.3, la suite (nIn)n�1 vérifie les conditions
du corollaire 1.3.2. On en déduit donc la convergence de la suite (In)n�0.
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Remarque 3.3.5. – La suite (In)n�1 est bornée supérieurement notamment lorsque
la fonction g est bornée supérieurement, ou lorsque λmax(Bn, F (n)

) = O(n) (n →
+∞).

On a établi dans le corollaire précédent la convergence des intégrales pour une
famille particulière de fonctions définies sur R. En fait, l’espace linéaire sur R engendré
par cette famille de fonctions contient un sous-espace qui est dense dans Cc(R) —
l’espace des fonctions continues à support compact. Cet argument permet de conclure
la convergence vague des mesures.

Proposition 3.3.6. – Si lim
n→+∞

f(n)/n = 0, alors la suite de mesures (T 1
n
ν F (n))�1

converge vaguement vers une mesure borélienne finie.

Démonstration. – Pour simplifier les notations, on note νn = T 1
n
ν F (n) . Soit G

l’ensemble des fonctions boréliennes g sur R telle que, pour tout n ∈ N, g soit
intégrable par rapport à νn et telle que la suite d’intégrales (

�
R g dνn)n�1 converge

dans R. Le corollaire 3.3.4 (voir aussi la remarque 3.3.5) montre que G contient
toutes les fonctions croissantes, concaves, lipschitziennes et bornées supérieurement.
L’ensemble G est un espace vectoriel sur R. On suppose que f est une fonction dans
C∞

0 (R), l’espace des fonctions lisses et à support compact sur R. Soit I = [a, b] un
intervalle qui contient le support de f . Les fonctions f � et f �� sont aussi lisses et les
supports de f � et f �� sont tous contenus dans I. Par conséquent, f � et f �� sont des
fonctions bornées. Soient C = �f ��sup et C �

= �f ���sup/2. Soit h la fonction

h(x) =






C �
(b− a)(2x− a− b) + C(x− b), x � a,

−C �
(b− x)

2
+ C(x− b), a < x � b,

0, x > b.

C’est une fonction croissante concave (2C �
(b − a) + C)-lipschitzienne et bornée

supérieurement par 0. Donc h ∈ G. D’autre part, h+f est aussi une fonction croissante
concave car, sur [a, b], h� � C et h�� = −2C �. Elle est de plus (2C �

(b − a) + 2C)-
lipschitienne et bornée supérieurement par �f�sup. Par conséquent, on a h+f ∈ G. On
en déduit f ∈ G. Enfin, comme C∞

0 (R) est dense dans l’espace normé (Cc(R), � ·�sup),
on a Cc(R) ⊂ G, où Cc(R) est l’espace des fonctions continues à support compact sur
R.

Soit S : Cc(R) → R l’opérateur qui associe à chaque fonction continue à support
compact g la limite de la suite (

�
Rg dνn)n�1. C’est un opérateur linéaire. De plus, si

g est une fonction positive, alors
�

R g dνn � 0 quel que soit n ∈ N. Par conséquent,
S(g) � 0. D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique mesure
borélienne finie ν sur R telle que S(g) =

�
R g dν. Par définition la suite de mesure

(νn)n�1 converge vaguement vers ν.

Remarque 3.3.7. – La limite des mesures obtenue dans la proposition 3.3.6 n’est pas
nécessairement une mesure de probabilité : il suffit de considérer le cas où B = k[X]

et λ F (n)(Xn
) = n2. La limite des mesures T 1

n
ν F (n) = δn est alors nulle. Cependant,
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si on rajoute une condition supplémentaire que λmax(Bn, F (n)
) = O(n) (n → +∞),

alors cette mesure limite est effectivement une mesure de probabilité. En effet, dans
ce cas-là les suites (λmax(Bn, F (n)

)/n)n�1 et (λmin(Bn, F (n)
)/n)n�1 convergent dans

R (voir les propositions 3.2.4 et 3.2.6), donc les supports des mesures T 1
n
ν F (n) sont

uniformément bornés. La proposition 1.2.9 montre donc la mesure limite est une
mesure de probabilité.

3.3.3. Variante pseudo-filtrée. – Les résultats que l’on a obtenus dans le sous-
paragraphe précédent admettent des analogues dans le cas où l’algèbre B est f -pseudo-
filtrée. On présente au-dessous un analogue de la proposition 3.3.6.

Proposition 3.3.8. – Soit f : N → R�0 une fonction croissante telle que�
α�0 f(2

α
)/2

α < +∞. Soit B = k[X1, . . . ,Xd] l’algèbre des polynômes qui est
usuellement graduée. Si, pour chaque entier n � 1, Bn est muni d’une R-filtration
F (n) de sorte que B devient une algèbre graduée f-pseudo-filtrée, alors la suite de
mesures (T 1

n
ν F (n))n�1 converge vaguement. Si de plus λmax(Bn, F (n)

) = O(n), alors
la mesure limite est une mesure de probabilité.

3.4. Convergence des mesures : cas général

Dans cette section, on démontre le théorème de convergence général par la réduction
au cas d’algèbres de polynômes. Une technique classique à attaquer ce genre de
problème est de généraliser le problèmes aux modules gradués et puis faire appel à la
méthode de dévissage, qui est un argument de récurrence noethérienne. Nous avons
déjà utilisé cette technique dans §3.1 pour les algèbres bigraduées. Pourtant, comme
on montrera plus loin dans la remarque 3.4.4, la convergence vague des mesures n’est
pas nécessairement vraie pour un “module gradué quasi-filtré”. En effet, la condition
d’être quasi-filtré(e) donne seulement une minoration de la position (i.e. la valeur
de la fonction λ) du produit de plusieurs éléments. C’est la structure d’algèbre qui
empêche le produit d’aller trop loin dans la filtration.

On fixe dans cette section une algèbre graduée B =
�

n�0 Bn de type fini sur k.
On rappelle que, si M =

�
n∈Z Mn est un B-module gradué de type fini et non-nul,

alors on a l’estimation suivante :

(58) rg
k
(Mn) =

c(M)

(r − 1)!
nr−1

+ o(nr−1
),

où r est la dimension de M et c(M) est une constante qui ne dépend que de M .
Si M est nul, alors par convention dim(M) = −∞ et c(M) = 0. Les énoncés 1) et
2) du lemme 3.1.4 sont vrais pour toute suite exacte courte de B-modules de type
fini. On suppose que l’espace Bn est muni d’une R-filtration F (n). Dans toute la
suite de section, si M est un B-module gradué de type fini, on suppose, pour tout
entier n � 1, que l’espace Mn est muni d’une R-filtration que l’on ne précise pas. On
utilise les conventions présentées dans §1.2.6. Par exemple, l’expression νMn désigne
la mesure associée à la filtration sous-entendue de Mn.
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3.4.1. Condition de convergence vague
Définition 3.4.1. – Soit M un B-module gradué de type fini (muni de R-filtrations).
On dit que M satisfait à la condition de convergence vague et on note CV(M) si la
suite de mesures boréliennes (T 1

n
νMn)n�1 converge vaguement.

D’après la définition, un B-module gradué M de dimension 0 satisfait automatiquement
à la condition de convergence vague : νMn = 0 pour n suffisamment grand.

On présente au-dessous un lemme qui étudie la condition de convergence vague
pour une suite exacte. Ce lemme sera utilisé dans la démonstration du théorème
3.4.3.

Lemme 3.4.2. – Soit 0 �� M � φ �� M
π �� M �� �� 0 une suite exacte

courte de B-modules gradués de type fini munis des filtrations. On suppose que, pour

tout n ∈ Z, 0 �� M �
n

φn �� Mn

πn �� M ��
n

�� 0 est une suite exacte d’espaces
filtrés. On note d� = dim M �, d = dimM, d�� = dimM ��.
1) Si d� > d��, alors CV(M �

) ⇐⇒ CV(M).
2) Si d�� > d�, alors CV(M ��

) ⇐⇒ CV(M).
3) Si d� = d��, alors CV(M �

) et CV(M ��
) =⇒ CV(M).

Démonstration. – Si dim M �
= 0, alors pour n assez grand, on a Mn = M ��

n
, donc

CV(M ��
) ⇐⇒ CV(M). Donc le lemme est vraie lorsque dim M �

= 0. On peut
démontrer de façon similaire que le lemme est vraie lorsque dim M ��

= 0. Dans tout le
reste de la démonstration, on supposera min(d�, d��) � 1. On a d = max(d�, d��). Pour
tout n ∈ N, on note

ν�
n

= T 1
n
νM �

n
, νn = T 1

n
νMn , ν��

n
= T 1

n
νM ��

n

r�
n

= rg M �
n
, rn = rg Mn, r��

n
= rg M ��

n
.

Pour n suffisamment grand, r�
n
, rn et r��

n
sont strictement positifs et les mesures ν�

n
,

νn et ν��
n

sont des mesures de probabilité. En outre, la proposition 1.2.5 montre que

νn =
r�
n

rn

ν�
n

+
r��
n

rn

ν��
n
.

D’après (58),

r�
n

=
c(M �

)

(d� − 1)!
nd

�−1
+ o(nd

�−1
), r��

n
=

c(M ��
)

(d�� − 1)!
nd

��−1
+ o(nd

��−1
), rn = r�

n
+ r��

n
.

1) Si d� > d��, alors

lim
n→+∞

r�
n

rn

= 1, lim
n→+∞

r��
n

rn

= 0,

donc (νn)n�1 converge vaguement si et seulement si (ν�
n
)n�1 converge vaguement, et

si c’est le cas, elles ont la même limite.
2) Si d�� > d�, alors

lim
n→+∞

r�
n

rn

= 0, lim
n→+∞

r��
n

rn

= 1,
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donc (νn)n�1 converge vaguement si et seulement si (ν��
n
)�1 converge vaguement, et

si c’est le cas, elles ont la même limite.
3) Si d�� = d�, alors c(M) = c(M �

) + c(M ��
), et

lim
n→+∞

r�
n

rn

=
c(M �

)

c(M)
, lim

n→+∞

r��
n

rn

=
c(M ��

)

c(M)
,

Si (ν�
n
)n�1 converge vaguement vers ν� et si (ν��

n
)n�1 converge vaguement vers ν��,

alors (νn)n�1 converge vaguement vers
c(M �

)

c(M)
ν� +

c(M ��
)

c(M)
ν��.

3.4.2. Théorème de convergence des mesures. – Dans ce sous-paragraphe,
on établit le théorème principal de l’article qui affirme la convergence des mesures
(dilatées) associées à B. On en déduit ensuite la convergence uniforme des polygones
associés.

Théorème 3.4.3. – Soit f : Z�0 → R�0 une fonction telle que lim
n→+∞

f(n)/n = 0.
On suppose que
1) l’algèbre graduée B est intègre et f-quasi-filtrée, et Bn �= 0 pour n assez grand,
2) il existe α > 0 tel que λmax(Bn, F (n)

) � αn quel que soit n � 1.
Pour tout entier n � 1, soit νn = T 1

n
ν F (n) . Alors les supports des mesures νn sont

uniformément bornés et la suite de mesures (νn)�1 converge vaguement vers une
mesure de probabilité borélienne sur R.

Démonstration. – Soit n0 comme dans la définition 3.2.1. Quitte à augmenter la valeur
de n0 on peut supposer que Bn �= 0 lorsque n � n0. D’après [25] II.2.1.6, il existe deux
entiers m0 > n0 et d0 > 0 tels que, pour tout entier n � m0, on ait Bd0+n = Bd0Bn.
Soit d = d0m0. L’algèbre graduée B(d)

=
�

n�0 Bnd est engendrée comme une B0-
algèbre par B(d)

1 = Bd. De plus, si on désigne par g : N → R�0 la fonction telle
que g(n) = f(nd), alors l’algèbre graduée B(d) est g-quasi-filtrée. Pour tout entier n

assez grand, on a Bn �= 0 et donc λmin(Bn, F (n)
) � λmax(Bn, F (n)

) � αn. D’après la
proposition 3.2.6, la suite (λmin(Bnd, F (nd)

)/nd)n�1 converge dans R. De plus, pour
tout entier l ∈ [m0, m0 + d[ et tout entier n � 1, on a Bnd+l = BndBl. On en déduit
(voir la démonstration de la proposition 3.2.6)

λmin(Bnd+l, F (nd+l)
) � λmin(Bnd, F (nd)

) + λmin(Bl, F (l)
)− f(nd)− f(l).

Par passage à la limite, on obtient

lim inf
n→+∞

λmin(Bnd+l, F (nd+l)
)/(nd + l) � lim

n→+∞
λmin(Bnd, F (nd)

)/nd

Comme l est arbitraire, on en déduit que lim inf
n→+∞

λmin(Bn, F (n)
)/n existe dans R. Si

Bn �= 0, alors le support de νn est contenu dans [λmin(Bn, F (n)
)/n, λmax(Bn, F (n)

)/n],
donc les supports des νn sont uniformément bornés.

D’après la proposition 1.2.9, pour démontrer la deuxième assertion du théorème, il
suffit d’établir CV(B). On commence par quelques réductions.
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D’abord, par extension des scalaires (voir §1.2.3), en introduisant une extension
infinie de k, on peut supposer que k est un corps infini. De plus, il est anodin de
supposer B0 = k, muni de la filtration triviale qui contient un seul saut en 0.

Si c est une constante réelle, on peut considérer la filtration F (n),c sur Bn telle
que F (n),c

t
Bn = F (n)

t−cn
Bn. Autrement dit, pour tout élément a ∈ Bn, on a la relation

λ F (n),c(a) = λ F (n)(a) + cn. Si (ni)1�i�r ∈ Zr

�n0
est un multi-indice et si pour tout i,

ai est un élément dans Bni , en posant N = n1 + · · · + nr et a = a1 · · · ar, on a

λ F (N),c(a) = λ F (N)(a) + cN �
r�

i=1

�
λ F (ni)(ai)− f(ni)

�
+

r�

i=1

cni

=

r�

i=1

�
λ F (ni),c(ai)− f(ni)

�
,

autrement dit, l’algèbre graduée B, munie des filtrations F (n),c, est encore f -quasi-
filtrée. D’autre part, si on désigne par νc

Bn
la probabilité associée à la filtration

F (n),c, on a νc

Bn
= τcnνBn , où νBn est la mesure associée à F (n). Par conséquent,

on a T 1
n
νc

Bn
= T 1

n
τcnνBn = τcT 1

n
νBn . Autrement dit, B satisfait à la condition de

convergence vague pour les filtrations F (n) si et seulement si c’est le cas pour les
filtrations F (n),c. En remplaçant les filtrations F (n) par F (n),c avec c suffisamment
grand, on se ramène au cas où λmin(Bn, F (n)

) − f(n) � 0 pour tout n � 1. En
particulier, pour tout élément homogène a de degré n de B, λ F (n)(a) � f(n).

La démonstration du théorème se décompose en trois étapes. Sauf dans la dernière
étape, on s’impose d’une condition supplémentaire que l’algèbre B est engendrée
comme K-algèbre par B1 et que la constante n0 est nulle.

Étape 1: Comme k est un corps infini, par la normalisation de Noether (cf. [19]
Théorème 13.3), il existe d éléments x1, . . . , xd dans B1 tels que

1) l’homomorphisme de l’algèbre de polynômes k[T1, . . . , Td] vers B qui envoie Ti en
xi soit un isomorphisme de k-algèbres graduées de k[T1, . . . , Td] sur son image.

2) si on désigne par A cette image, c’est-à-dire la sous-k-algèbre de B engendrée par
x1, . . . , xd, alors B soit un A-module gradué de type fini.

L’algèbre A, munie des filtrations induites, est une k-algèbre graduée f -quasi-filtrée.
La proposition 3.3.6 montre que l’on a CV(A).

Soit a un élément homogène de A. Alors Aa est un sous-A-module gradué de B. On
munit Aa des filtrations induites (de celles de B). Comme dim(A/Aa) < dim A, on a
CV(Aa) compte tenu du lemme 3.4.2. De plus, les suites de mesures de probabilité
(T 1

n
νAn)n�1 et (T 1

n
ν(Aa)n

)n�1 convergent vaguement vers la même limite.
Si x est un élément homogène de degré m > 0 dans B \ A, alors il existe un

polynôme unitaire P ∈ A[X] de degré p � 2 tel que P (x) = 0. On suppose que P
est de degré minimal et s’écrit sous la forme P (X) = Xp

+ ap−1Xp−1
+ · · · + a0.
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Comme P est minimal et comme B est un anneau intègre, a0 est non-nul. Pour tout
i ∈ {0, . . . , p− 1}, soit �ai la composante de degré (p− i)m de ai. Si on note

�P (X) = Xp
+ �ap−1X

p−1
+ · · · + �a0,

alors on a �P (x) = 0 puisque x est homogène de degré m. On peut donc supposer
que ai est homogène de degré (p − i)m quel que soit i ∈ {0, . . . , p − 1}. Soit y =

xp−1
+ ap−1xp−2

+ · · · + a1. Il est homogène de degré (p − 1)m. En outre, on a
xy + a0 = 0. Dans la suite, on utilise les notations simplifiées introduites dans §1.2.6
pour les fonctions λ. Puisque l’algèbre graduée B est f -quasi-filtrée, si u est un élément
homogène de degré n de A, alors

(59) λ(ua0) = λ(uxy) � λ(ux)−f(n+m)+λ(y)−f((p−1)m) � λ(ux)−f(n+m),

où dans la dernière inégalité, on a utilisé l’hypothèse

λmin(B(p−1)m, F (p−1)m
) � f((p− 1)m)

introduite dans l’étape de réduction. On en déduit λ(ux) � λ(ua0) + f(n + m). En
outre,

(60) λ(ux) � λ(u) + λ(x)− f(m)− f(n) � λ(u)− f(n).

Soient M = Aa0, M �
= Ax. L’algèbre B étant intègre, pour tout entier n � 1,

l’application ux �→ ua0 (u ∈ An) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels de M �
n+m

vers Mn+mp. D’après (59) et le lemme 1.2.6, on a νM
�
n+m

≺ τf(n+m)νMn+mp . D’autre
part, l’application u �→ ux (u ∈ An) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels de
An vers M �

n+m
. D’après (60) et le lemme 1.2.6, on obtient νAn ≺ τf(n)νM

�
n+m

, ou
encore τ−f(n)νAn ≺ νM

�
n+m

. On obtient donc l’encadrement

τ−f(n)νAn ≺ νM
�
n+m

≺ τf(n+m)νMn+mp ,

et donc
T 1

n+m
τ−f(n)νAn ≺ T 1

n+m
νM

�
n+m

≺ T 1
n+m

τf(n+m)νMn+mp ,

ou encore

(61) τ−f(n)
n+m

T n
n+m

T 1
n
νAn ≺ T 1

n+m
νM

�
n+m

≺ τ f(n+m)
n+m

Tn+mp
n+m

T 1
n+mp

νMn+mp .

Comme observé plus haut, les suites (T 1
n
νAn)n�1 et (T 1

n
νMn)n�1 convergent

vaguement vers une même limite que l’on note ν. D’après le lemme 1.2.11,
l’encadrement (61), et le lemme 1.2.12, on conclut que la suite (T 1

n
νM �

n
)n�1 converge

vaguement aussi vers ν.

Étape 2 : Soit k� le corps des fractions de A. Comme B est une algèbre finie sur A,
l’algèbre k�⊗A B est de rang fini sur k�. Le A-module B est engendré par les éléments
homogènes, il existe donc des éléments homogènes x1, . . . , xs de B qui forment une
base de k�⊗A B sur k�. Si on note H = Ax1 + · · ·+Axs, alors H est un sous-A-module
libre de base (x1, . . . , xs) de B. Soit H �

= B/H. On a une suite exacte :

0 �� H
ψ �� B

π �� H � �� 0 .
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Comme 1 ⊗ ψ : k� ⊗A H → k� ⊗A B est un isomorphisme, on a k� ⊗A H �
= 0, donc

H � est un A-module de torsion. On a alors dimA H � < dim A = dimA H = dimA B.
D’après l’étape 2, la condition CV(Axi) est vérifiée pour tout 1 � i � s. D’après le
lemme 3.4.2, on a CV(H) et puis CV(B). Le théorème est donc démontré pour le
cas particulier où B est engendrée comme une B0-algèbre par B1, et où n0 = 0.

Étape 3 : On traite maintenant le cas général. Comme remarqué au début de la
démonstration, il existe un entier d > n0 tel que B(d)

=
�

n�0 Bdn soit une B0-
algèbre engendrée par B(d)

1 = Bd. C’est un anneau intègre. De plus, elle est g-quasi-
filtrée pour la fonction g(n) = f(nd), où cette fois-ci la constante “n0” pour cette
algèbre est nulle. D’après le résultat déjà démontré, on a CV(B(d)

). On désigne par
ρ la limite de (T 1

nd
νBnd)n�1. Soit x un élément homogène de degré l � n0 de B. On

suppose x �= 0. On a xd ∈ Bld. Si u est un élément dans Bnd, alors

λ(uxd
) � λ(xd−1

)− f(ld− l) + λ(ux)− f(nd + l)

� λ(ux)− f(nd + l),

où on a utilisé l’estimation λ(xd−1
) � f(ld − l) convenue dans l’étape de réduction.

De façon similaire, on a

λ(ux) � λ(u)− f(nd) + λ(x)− f(l) � λ(u)− f(nd).

D’où
τf(nd+l)νBnd+ld � νBndx � τ−f(nd)νBnd .

Par passage à la limite, en s’appuyant sur le lemme 1.2.11, on obtient que la suite de
mesures (T 1

nd
νBndx)n�1 converge vaguement vers ρ. D’autre part, pour tout entier k

tel que n0 � k < n0 + d, l’espace B(d,k)
=

�
n�0 Bnd+k est non-nul. C’est un B(d)-

module de type fini. Soient k(d) le corps de fractions de B(d) et (xi)
sd,k

i=1 une famille
d’éléments homogène dans B(d,k) qui forme une base de B(d,k)⊗B(d) k(d) sur k(d). Soit
H(d,k)

=
�sd,k

i=1 B(d)xi. C’est un sous-B(d)-module libre de B(d,k) tel que

dimB(d)(B(d,k)/H(d,k)
) < dimB(d)(B(d,k)

).

D’après ce que l’on a démontré, le lemme 3.4.2 montre que la suite (T 1
nd

νH(d,k))n�1

converge vaguement vers ρ. Encore par le lemme 3.4.2, joint au fait que

dimB(d)(B(d,k)/H(d,k)
) < dimB(d)(B(d,k)

),

on conclut que B(d,k) satisfait à la condition de convergence vague, et que la limite de
la suite (T 1

nd
νBnd+k)n�1 coïncide avec ρ. Enfin, en combinant ces suites de probabilités,

on conclut que la suite de probabilités (T 1
n
νBn)n�1 converge vaguement vers ρ.

Remarque 3.4.4. – 1) La condition d’être quasi-filtré peut s’étendre facilement au
cas de module gradué. Soit f : N → R�0 une application. On suppose que l’algèbre
graduée B est f -quasi-filtrée. Soit M un B-module gradué muni des filtrations
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( G(n)
)n�1. On dit que M est f -quasi-filtré s’il existe un entier n0 � 0 tel que, pour

tout entier r > 0, tout (ni)1�i�r+1 ∈ Zr+1
�n0

et tout (si)1�i�r+1 ∈ Rr+1, on ait

� r�

i=1

F (ni)
si

Bni

�
G(nr+1)

sr+1
Mnr+1 ⊂ G(N)

S
MN , où N =

r+1�

i=1

ni et S =

r+1�

i=1

(si − f(ni)).

Si f = 0 et si n0 = 0, M est dit filtré. Cependant, l’assertion du théorème 3.4.3
n’est pas vraie en général pour un module gradué (quasi-)filtré. En effet, soit B
l’algèbre k[X] des polynômes à une variable munie de la graduation usuelle et de
la filtration F (n) telle que

F (n)
t

Bn =

�
Bn, si t � 0,

0, si t > 0.

Evidemment B est une k-algèbre graduée filtrée. Soit M le B-module gradué libre
engendré par un élément homogène de degré 0. Soit ϕ : Z�0 → R une fonction
croissante. Pour tout entier n � 1, on définit une filtration Gϕ,(n) sur Mn telle que

Gϕ,(n)
t

Mn =

�
Mn, si t � ϕ(n),

0, si t > ϕ(n).

Alors M est un B-module gradué filtré et, pour tout entier n � 0, νMn = δϕ(n). La
condition CV(M) est équivalente à l’existence de lim

n→+∞
ϕ(n)/n dans R∪{+∞}. Si

ϕ : Z�0 → R est une fonction croissante telle que la suite (ϕ(n)/n)n�1 ait plusieurs
points adhérents — par exemple, ϕ(n) = 2

�log2 n�, CV(M) n’est plus satisfaite.
Ce contre-exemple montre l’impossibilité de démontrer le théorème 3.4.3 par la
version classique de la technique de dévissage.

2) L’assertion du théorème 3.4.3 n’est pas vraie en général pour une algèbre graduée
quasi-filtrée non-intègre. Soient B et M comme dans 1) plus haut. Si on désigne
par C l’extension nilpotente de B par M (cf. [35] chap. 9 §25), alors C est une
algèbre graduée quasi-filtrée sur K, mais la condition CV(C) n’est pas vraie. La
même construction fournit aussi un contre-exemple de la proposition 3.2.4 lorsque
l’algèbre B n’est pas intègre.

Corollaire 3.4.5. – Avec les mêmes hypothèses du théorème 3.4.3, la suite de
polygones (P(νn))n�1 converge uniformément vers une fonction concave sur [0, 1].

Démonstration. – C’est une conséquence du théorème 3.4.3 et de la proposition 1.2.9.

3.4.3. Variante pseudo-filtrée. – On présente enfin la version pseudo-filtrée du
théorème 3.4.3.

Théorème 3.4.6. – Soit f : Z�0 → R�0 une fonction croissante telle que�
α�0 f(2

α
)/2

α < +∞. On suppose que
1) l’algèbre graduée B est intègre et f-pseudo-filtrée, et Bn �= 0 pour n assez grand,
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2) il existe α > 0 tel que λmax(Bn, F (n)
) � αn quel que soit n � 1.

Pour tout entier n � 1, soit νn = T 1
n
ν F (n) . Alors les supports des mesures νn

sont uniformément bornés, la suite de mesures (νn)�1 converge vaguement vers une
mesure de probabilité borélienne sur R, et la suite de polygones (P(νn))n�1 converge
uniformément sur [0, 1].
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CHAPITRE 4

APPLICATIONS

4.1. Théorème de Hilbert-Samuel arithmétique

Le théorème de Hilbert-Samuel arithmétique étudie le comportement asymptotique
des caractéristiques d’Euler-Poincaré des images directes des puissances tensorielles
d’un fibré inversible hermitien sur une variété arithmétique. Ce théorème était
d’abord démontré par Gillet et Soulé [23] en utilisant leur théorème de Riemann-Roch
arithmétique. Puis il a été réétudié par plusieurs auteurs comme Abbes et Bouche
[1], Zhang [45], Rumely, Lau et Varley [41], Autissier [2] et Randriambololona
[38] dans divers contextes. Dans le cas où les métriques sur le fibré inversible
hermitien sont positives et le fibré inversible sous-jacent est ample, ce comportement
asymptotique peut être interprété par le nombre d’intersection du fibré inversible
hermitien considéré.

Dans cette section, on applique la convergence de polygones à l’étude du théorème
de Hilbert-Samuel. Comme le résultat précédemment établi est très général, on obtient
le théorème de Hilbert-Samuel (la partie de convergence) dans toute généralité sans
condition de positivité sur les métriques.

4.1.1. Comparaison des limites. – Étant donnée une suite de fibrés vectoriels
adéliques, on montrera que, si on modifie convenablement les métriques de chaque
fibré vectoriel adélique de la suite, le comportement asymptotique (convergence ou
divergence) reste inchangé.

Proposition 4.1.1. – Soient

(Bn = (Bn, (� · �v)v∈Σ))n�1 et (B
�
n

= (Bn, (� · ��
v
)v∈Σ))n�1

deux suites de fibrés vectoriels adéliques sur Spec K qui ont la même suite d’espaces
vectoriels sous-jacents (Bn)n�1 telle que lim

n→∞
log(rg(Bn))/n = 0. On suppose que,

(i) pour tout entier n � 1 et toute place finie p ∈ Σf , les métriques � · �p et � · ��p
sur Bn ⊗K Cp sont la même,
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(ii) on a la relation

max
v∈Σ∞

sup
0 �=s∈Bn⊗KCv

��� log �s�v − log �s��
v

��� = o(n) (n →∞).

Alors les propiétés suivantes sont vérifiées.

1) La suite (�µmax(Bn)/n)n�1 (resp. (�µmin(Bn)/n)n�1) converge dans R si et
seulement si la suite (�µmax(B

�
n
)/n)n�1 (resp. (�µmin(B

�
n
)/n)n�1) converge dans

R. De plus, dans le cas où ces deux suites sont convergentes, elles ont la même
limite.

2) La suite (P
Bn

/n)n�1 converge (resp. converge uniformément) si et seulement si
la suite (P

B
�
n
/n)n�1 converge (resp. converge uniformément). De plus, si ces deux

suites convergent, alors elles convergent vers la même limite.

Démonstration. – Pour tout entier n � 1, on note

αn = max
v∈Σ∞

sup
0 �=s∈Bn⊗KCv

��� log �s�v − log �s��
v

���.

D’après les propositions 2.1.6 et 2.1.7, on a
���µmax(Bn)− �µmax(B

�
n
)
�� � αn et

���µmin(Bn)− �µmin(B
�
n
)
�� � αn.

Comme lim
n→∞

αn/n = 0, l’assertion 1) est vraie pour (Bn)n�1 et (B
�
n
)n�1.

Pour démontrer l’assertion 2), on commence par un cas particulier où les Bn et
B
�
n

sont hermitiens. Dans ce cas-là, on a �P
Bn
− P

B
�
n
�sup � αn, compte tenu du

corollaire 2.2.9. Donc l’assertion 2) est vraie pour ce cas particulier.

Pour démontrer le cas général, on introduit quelques notations. On désigne par
P((Bn)n�1, (B

�
n
)n�1) la condition de la proposition et par Q((Bn)n�1, (B

�
n
)n�1)

l’assertion 2). On observe que P et Q sont des relations d’équivalence sur l’ensemble
des suites en fibrés vectoriels adéliques. Soit E := (En)n�1 une suite de fibrés
vectoriels adéliques. Soient EJ := (En,J)n�1 et EL := (En,L)n�1 (voir §2.1.5 pour
les notations). Par définition, la condition P(EJ,EL) est vérifiée. D’après le cas
particulier que l’on a démontré, l’assertion Q(EJ,EL) est vraie. En outre, pour tout
fibré vectoriel adélique E sur Spec K, on a des encadrements P

EJ
� P

E
� P

EL
.

C’est une conséquence de la proposition 2.1.5 (voir aussi la remarque 2.2.10). Par
conséquent, l’assertion Q(EJ,E) est vraie pour toute suite E en fibrés vectoriels
adéliques. Maintenant si B et B� sont deux suites en fibrés vectoriels adéliques qui
vérifient P(B,B�

), alors la condition P(BJ,B�
J) est encore vérifiée. On en déduit

Q(BJ,B�
J), compte tenu de ce que l’on a démontré plus haut. En outre, les assertions

Q(BJ,B) et Q(B�
J,B

�
) sont vraies. Comme Q est une relation d’équivalence, on

obtient Q(B,B�
).
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4.1.2. Algèbre en fibrés vectoriels adéliques. – Soient K un corps de nombres
et B =

�
n�0 Bn une algèbre intègre sur K telle que chaque Bn est un espace vectoriel

de rang fini sur K et que Bn �= 0 pour n suffisamment grand. On suppose que
Bn est l’espace vectoriel sous-jacent d’un fibré vectoriel adélique Bn sur Spec K.
Pour tout entier r � 2 et tout élément n = (ni)1�i�r ∈ Nr, on désigne par ψn :

Bn1 ⊗ · · ·⊗Bnr → B|n| l’application K-linéaire induite par la structure de K-algèbre
de B, où |n| = n1+· · ·+nr. Le théorème suivant étudie le comportement asymptotique
des invariants arithmétiques des Bn.

Théorème 4.1.2. – Soit B =
�

n�0 Bn une algèbre intègre sur K telle que Bn �= 0

pour n assez grand et que Bn soit l’espace vectoriel sous-jacent d’un fibré vectoriel
adélique Bn. On suppose qu’il existe C > 0 tel que �µmax(Bn) � Cn pour n � 1, et
que l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(i) lim
n→+∞

log(rg Bn)/n = 0 (cette condition est satisfaite notamment lorsque B est
une algèbre de type fini), et il existe une fonction g : N → R�0 et un entier
n0 � 0 tels que lim

n→+∞
g(n)/n = 0 et que la hauteur de

ψn : Bn1 ⊗α · · ·⊗α Bnr −→ B|n|

est majorée par g(n1) + · · · + g(nr) pour tous r ∈ Z�2, n = (ni) ∈ Zr

�n0
et pour

une famille hermitienne α de normes tensorielles d’ordre r,
(ii) log(rg Bn) = O(log n), et il existe une fonction croissante g : N → R�0 et un

entier n0 � 0 tels que
�

u�0 g(2
u
)/2

u < +∞ et que h(ψ(n,m)) � g(n) + g(m)

pour tous les entiers n et m supérieurs ou égaux à n0, et pour une famille
hermitienne de normes tensorielles d’ordre 2.

Alors la suite de pentes maximales (�µmax(Bn)/n)n�1 converge dans R. Si de plus
l’algèbre B est de type fini, alors
1) la suite de polygones de Harder-Narasimhan (P

Bn
/n)n�1 converge uniformément

vers une fonction concave sur [0, 1];
2) les suites

�
�µ(Bn)/n

�
n�1

et
�
d!χ(Bn)/nd

�
n�1

convergent dans R, où d est la
dimension de Krull de B.

Enfin, si l’homomorphisme ψ(n,m) est surjectif pour n et m assez grand, alors la suite
de pentes minimales (�µmin(Bn)/n)n�1 converge dans R.

Démonstration. – On commence par le cas particulier où les fibrés vectoriels adéliques
Bn sont hermitiens. Pour tout entier n � 1, on désigne par F (n) la filtration de
Harder-Narasimhan de Bn.

On suppose la condition (i) et on démontre que l’algèbre graduée B est f -quasi-
filtrée pour f(n) = g(n) + log(rg Bn). En effet, si (si)1�i�r est un élément dans Rr,
alors on a l’inégalité

�µmin

�
F (n1)

s1
B

n1
⊗ · · ·⊗ F (nr)

sr
B

nr

�
�

r�

i=1

�
�µmin

�
F (ni)

si
B

ni

�
− log(rg Bni)

�
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compte tenu de (30). D’après la proposition 2.2.1, on obtient

�µmin( F (n1)
s1

B
n1
⊗ · · ·⊗ F (nr)

sr
B

nr
) �

r�

i=1

�
si − log(rg Bni)

�

Par conséquent, ψn( F (n1)
s1

Bn1 ⊗ · · · ⊗ F (nr)
sr

Bnr ) est contenu dans F (|n|)
t

B|n| où t =

r�

i=1

�
si − log(rg Bni)) − h(ψ|n|) (cf. proposition 2.2.4 infra). Cela montre que B est

f -quasi-filtrée. Comme lim
n→∞

log(rg Bn)/n = 0, on a lim
n→+∞

f(n)/n = 0. D’après la

proposition 3.2.4, on obtient la convergence de (�µmax(Bn)/n)n�1. Si l’algèbre B est
de type fini, alors le corollaire 3.4.5 montre que les polygones P(T 1

n
ν

Bn
) = P

Bn
/n

convergent uniformément quand n → +∞. Dans le cas où ψ(n,m) est surjectif lorsque
n et m sont assez grands, la convergence de (�µmin(Bn)/n)n�1 résulte de la proposition
3.2.6.

Lorsque l’algèbre B est de type fini, la convergence de (�µ(Bn)/n)n�1 provient de la
convergence uniforme des polygones P

Bn
/n et l’égalité �µ(E) = P

E
(1) qui est valable

pour tout fibré vectoriel adélique non-nul E. En outre, d’après la remarque 2.1.4, il
existe une constante b telle que

��χ(K
m

)
�� � bm(log m + 1) pour tout entier m � 1.

On en déduit donc lim
n→+∞

χ(K
rg Bn

)
�
(n rg Bn) = 0. D’après la relation entre le degré

d’Arakelov et la caractéristique d’Euler-Poincaré (16), on obtient que

(62) lim
n→+∞

χ(Bn)
�
(n rg Bn) = lim

n→+∞
[K : Q]�µ(Bn)/n

existe dans R. Enfin, comme B est de dimension de Krull d, il existe une constante
c(B) > 0 tel que rg(Bn) ∼ c(B)nd−1, d’où la convergence de

�
χ(Bn)

�
(n rg Bn)

�
n�1

implique celle de
�
d!χ(Bn)/nd

�
n�1

.
La démonstration du cas particulier sous la condition (ii) est très similaire à celle qui

précède, en utilisant la variante pseudo-filtrée. En effet, la fonction log(rg Bn) est de
croissance logarithmique. Comme

�
u�0 log(2

u
)/2

u < +∞, on obtient la proposition
en s’appuyant sur le théorème 3.4.6 et les propositions 3.2.9 et 3.2.10.

La démonstration du cas général repose sur les résultats de comparaisons dans les
propositions 2.1.15 et 4.1.1. En effet, si les fibrés vectoriels adéliques Bn satisfont à
�µmax(Bn) = O(n) et l’une des conditions (i) et (ii), alors il en est de même des fibrés
adéliques hermitiens Bn,J : d’abord, d’après (33), on a �µmax(Bn,J) � �µmax(Bn); en
outre, d’après la proposition 2.1.15, quitte à augmenter la fonction g par un terme
logarithmique, on obtient que la condition (i) (resp. (ii)) est vérifiée pour les Bn si et
seulement si elle est vérifiée pour les Bn,J. Compte tenu de ce qu’on a démontré plus
haut, le théorème est vrai pour les fibrés adéliques hermitiens Bn,J, et donc le même
résultat est vrai pour les Bn, grâce à la proposition 4.1.1.

Remarque 4.1.3. – On garde les notations du théorème 4.1.2. Pour tout entier n �
1, on choisit un fibré adélique hermitien B

�
n

= (Bn, (� · ��
v
)v∈Σ) tel que, en écrivant
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Bn = (Bn, (� · �v)v∈Σ), on ait � · �p = � · ��p pour tout p ∈ Σf , et

max
v∈Σ∞

sup
0 �=s∈Bn⊗KCv

��� log �s�v − log �s��
v

��� = o(n) (n →∞).

D’après (33), on obtient que �µmax(Bn) = O(n) si et seulement si �µmax(B
�
n
) = O(n).

En particulier, �µmax(Bn) = O(n) si et seulement si �µmax(Bn,J) = O(n), ou encore si
et seulement si �µmax(Bn,L) = O(n).

En outre, d’après la proposition 2.1.15, la condition (i) du théorème 4.1.2 équivaut à
(i�) lim

n→∞
log(rg Bn)/n = 0, et il existe une fonction g : N → R�0 et un entier n0 � 0

tels que lim
n→+∞

g(n)/n = 0 et que la hauteur de ψn :
�

r

i=1 B
�
ni
−→ B

�
|n| est

majorée par g(n1) + · · · + g(nr) pour tout r ∈ Z�2 et tout n = (ni) ∈ Zr

�n0
.

En particulier, elle est équivalente à chacune des conditions suivantes:
(i1) lim

n→∞
log(rg Bn)/n = 0, et il existe une fonction g : N → R�0 et un entier n0 � 0

tels que lim
n→+∞

g(n)/n = 0 et que la hauteur de ψn :
�

r

i=1 Bni,J −→ B|n|,J est
majorée par g(n1) + · · · + g(nr) pour tout r ∈ Z�2 et tout n = (ni) ∈ Zr

�n0
.

(i2) lim
n→∞

log(rg Bn)/n = 0, et il existe une fonction g : N → R�0 et un entier n0 � 0

tels que lim
n→+∞

g(n)/n = 0 et que la hauteur de ψn :
�

r

i=1 Bni,L −→ B|n|,L est
majorée par g(n1) + · · · + g(nr) pour tout r ∈ Z�2 et tout n = (ni) ∈ Zr

�n0
.

De façon similaire, on a des conditions équivalentes à la condition (ii) du théorème
4.1.2. Ces observations — combinées avec la proposition 4.1.1 — permettent
de se ramener au cas de fibrés adéliques hermitiens dans l’étude du comportement
asymptotique des invariants arithmétiques, comme ce qu’on a fait dans la démonstration
du théorème 4.1.2.

Si Bn �= 0 pour n suffisamment grand, si l’algèbre B =
�

n�0 Bn est de type fini,
�µmax(Bn) = O(n) et si les fibrés vectoriels adéliques Bn vérifient les conditions dans
(i) du théorème 4.1.2, alors l’algèbre graduée B est f -quasi-filtrée pour les filtrations
de Harder-Narasimhan des B

�
n

relativement à une fonction f : N → R+ telle que
lim

n→∞
f(n)/n = 0. D’après le théorème 3.4.3, la suite de mesures (T 1

n
ν

B
�
n
)n�1 converge

vaguement vers une mesure de probabilité ν sur R, et cette mesure limite ne dépend
pas du choix des métriques sur les B

�
n
. La limite des polygones P

Bn
/n coïncide avec

P(ν).
De façon similaire, si Bn �= 0 pour n suffisamment grand, si l’algèbre B =

�
n�0 Bn

est de type fini, �µmax(Bn) = O(n) et si les fibrés vectoriels adéliques Bn vérifient
conditions (ii) du théorème 4.1.2, alors l’algèbre graduée B est f -pseudo-filtrée pour
les filtrations de Harder-Narasimhan des B

�
n

relativement à une fonction f : N → R+

telle que
�

u�0

f(2
u
)/2

u < +∞. On déduit du théorème 3.4.6 que la suite de mesures

(T 1
n
ν

B
�
n
)n�1 converge vaguement vers une mesure de probabilité ν sur R et que la

limite des polygones P
Bn

/n coïncide avec P(ν).
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Enfin, on remarque que les invariants asymptotiques considérés dans le théorème
4.1.2 sont les mêmes (une fois s’ils existent) pour les Bn et pour les B

�
n
.

4.1.3. Existence de la capacité sectionnelle. – Le théorème 4.1.2 peut être
comparé avec le théorème (A) de [41]. Soient X un schéma intègre projectif de
dimension d définie sur K et L un fibré inversible sur X. Si chaque espace de sections
globales Γ(X,L⊗n

) est muni des normes de sorte que Γ(X,L⊗n) soit un fibré vectoriel
adélique, on dit que L est un fibré inversible avec sections normées. La capacité
sectionnelle de L est par définition

Sγ(L) = exp

�
− lim

n→+∞

(d + 1)!

nd+1
χ(Γ(X,L⊗n))

�

pourvu que la limite dans le terme à droite existe dans R ∪ {+∞}. Cette notion
est d’abord introduite par Chinburg [18]. Elle généralise deux notions en même
temps : la capacité logarithmique d’un diviseur ample dans X et le nombre d’auto-
intersection d’un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample. L’existence de
capacité sectionnelle est étudiée par plusieurs auteurs dans une série d’articles comme
[18, 39, 40, 41]. En particulier, cette existence est démontrée dans [41] à une grande
généralité avec eventuellement des semi-normes sur Γ(X,L⊗n

).
Le théorème 4.1.2 donne un critère d’existence de la capacité sectionnelle.

Corollaire 4.1.4. – On suppose que l’algèbre
�

n�0 Γ(X,L⊗n
) est de type fini

sur K (cette condition est vérifiée notamment lorsque L est ample) et telle que
Γ(X,L⊗n

) �= 0 pour n suffisamment grand. Si pour chaque entier n � 0, on
munit l’espace Γ(X,L⊗n

) d’une structure de fibré vectoriel adélique de sorte que
�µmax(Γ(X,L⊗n)) = O(n) (n → ∞) et que les fibrés vectoriels adéliques Γ(X,L⊗n)

vérifient l’une des conditions (i) et (ii) du théorème 4.1.2 (ou l’une parmi leurs
formes équivalentes introduites dans la remarque 4.1.3), alors la capacité sectionnelle
Sγ(L) existe et est non-nul.

Démonstration. – C’est une conséquence de l’assertion 2) du théorème 4.1.2, sachant
que la dimension de Krull de l’algèbre

�
n�0 Γ(X,L⊗n

) est au plus d + 1.

Remarque 4.1.5. – Dans [41], les auteurs ont obtenu l’existence de la capacité
sectionnelle sous des hypothèses de compatibilité et de finitude pour les métriques.
En particulier, l’une des conditions de compatibilité algébrique (A1),

�fg�v � �f�v�g�v quels que soient v ∈ Σf ∪ Σ∞, f ∈ Cv ⊗ Γ(X,L⊗n
) et

g ∈ Cv ⊗ Γ(X,L⊗m
),

implique les conditions (i) et (ii) du théorème 4.1.2. Pour tout entier n � 0, on note
Bn = Γ(X,L⊗n

). Pour tout entier n � 0 et toute v ∈ Σ∞, on choisit une base
orthonormée e(n)

v de Bn,Cv pour la norme � · �v,Löwner. Soit n = (n1, . . . , nr) ∈ Zr

�1

une famille finie d’indices. Alors

e(n)
v

:=
�
s1 ⊗ · · ·⊗ sr | ∀ i ∈ {1, . . . , r}, si ∈ e(i)

v

�
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est une base orthonormée pour la métrique � · �v,L produit tensoriel des métriques de
Löwner. Soit ψn,v : Bn1,Cv ⊗ · · · ⊗ Bnr,Cv → B|n|,Cv

l’homomorphisme induit par la
multiplication des sections. Si s = s1 ⊗ · · ·⊗ sr est un élément dans e(n)

v , alors

log �ψn,v(s)�v,Löwner � log �ψn,v(s)�v �
r�

i=1

log �si�v

�
r�

i=1

log �si�v,Löwner +
1

2
log(rg Bni) =

1

2

r�

i=1

log(rg Bni) =
1

2
log(#e(n)

v
).

Un élément général x ∈ Bn1,Cv ⊗ · · · ⊗ Bnr,Cv s’écrit sous la forme
�

s∈e(n)
v

ass, où
as ∈ Cv. Par conséquent, on a

�ψn,v(x)�v,Löwner �
�

s∈e(n)
v

|as|v · �ψn,v(s)�v,Löwner � (#e(n)
v

)
1
2

�

s∈e(n)
v

|as|v.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient �ψn,v(x)�v,Löwner � (#e(n)
v )�x�v,L.

Donc les fibrés adéliques hermitiens (Bn,L)n�1 vérifie la condition (i2) de la remarque
4.1.3.

D’autre part, dans [41], la capacité sectionnelle est justifiée d’être strictement
positive pourvu que la condition de croissance suivante dans le théorème (A) du
loc. cit. est vérifiée :

il existe � > 0 tel que inf
0 �=f∈Γ(X,L⊗n)

�

v

�f�v � �n.

Mais cette condition n’est rien d’autre que la condition �µmax(Bn) = O(n) dans
le théorème 4.1.2 compte tenu de la comparaison du premier minimum à la
pente maximale, établie dans [5] (voir aussi [22] théorème 5.20). Le point de
vue algébrique que l’on a adopté permet d’obtenir le corollaire 4.1.4 pour le cas où L
est éventuellement non-ample.

4.1.4. Théorème de Hilbert-Samuel arithmétique. – Soient X un schéma
projectif et plat sur Spec OK et L un fibré inversible sur X . Soient X = XK ,
L := LK et d = dim X. On suppose que X est intègre et que En := H0

(X,L⊗n
) est

non-nul lorsque n est suffisamment grand. Pour chaque plongement σ : K → C, on
munit le faisceau Lσ,C d’une métrique hermitienne continue � ·�σ. On suppose que les
métriques � · �σ sont invariantes par la conjugaison complexe. Pour tout entier n � 0,
soit En = π∗(L ⊗n

), où π : X → Spec OK est le morphisme structurel. Pour tout
plongement σ : K → C, on désigne par � · �σ,sup la norme sur En,σ := En ⊗K,σ C =

Γ(Xσ,C, L⊗n

σ,C) telle que �s�σ,sup = sup

x∈Xσ(C)
�sx�σ. La structure de OK-module sur En

avec les normes � · �σ,sup induisent une structure de fibré vectoriel adélique sur En.
On désigne par En le fibré vectoriel adélique correspondant.

Dans [22, théorème 5.20], Gaudron compare les pentes successives d’un fibré
vectoriel adélique à ses minima successifs. Cela généralise un résultat de [5] dans
le cadre de fibrés vectoriels hermitiens, qui remonte sur le théorème de Minkowski
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adélique dû à Bombieri et Vaaler [3]. On rappelle ici un cas particulier de ce résultat,
où on compare la pente maximal au premier minimum. Si E = ( E, (� · �σ)σ:K→C) un
fibré vectoriel normé non-nul sur Spec OK et si i ∈ {1, 2, . . . , rg E}, on désigne par

λi( E) := inf{a > 0 | rg(VectK{B( E, a)}) � i}

le ième minimum de E, où

B( E, a) := {s ∈ E | ∀σ, �s�σ � a}.

En particulier, λ1( E) = inf
0 �=s∈ E

max
σ:K→C

�s�σ. Attention : ici on utilise la définition de

Bombieri et Vaaler [3] pour les minima successifs; or dans [22], Gaudron a pris le
point de vue de Thunder [44].

Proposition 4.1.6. – Soit E un fibré vectoriel normé de rang n > 0 sur Spec OK .
Les inégalités suivantes sont vérifiées

(63) 0 � �µmax( E) + log λ1( E) � U(n, K),

où U(n, K) := − 1

n[K : Q]
χ(K

n

) + log 2 +
1

2
log n �K log(n + 1).

Démonstration. – Soit s un élément dans E tel que max
σ:K→C

�s�σ = λ1( E). L’homomorphisme

OK → E induit par s est de hauteur � log λ1( E). Par l’inégalité (22), on obtient
0 � �µmax( E) + log λ1( E).

On démontrera la majoration de �µmax( E) + log λ1( E). Par définition, si F est un
sous-fibré vectoriel normé de E, alors λ1( F ) � λ1( E). On est donc ramené au cas
où E est semi-stable, c’est-à-dire �µmax( E) = �µ( E). Soit n le rang de E. D’après [36,
théorème 5] (voir aussi [3, théorème 3], [4], [22, théorème 5.19]), on a

n�

i=1

log λi( E) +
1

[K : Q]
χ( E) � n log 2 + n log

√
n.

Comme λi( E) � λ1( E) pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on obtient la majoration souhaitée
en s’appuyant sur (16). Enfin, d’après (17), on a U(n, K) �K log(n + 1).

On démontre que la suite (�µmax(En))n�1 est bornée supérieurement par une suite
linéaire. Il suffit de minorer la norme du plus petit vecteur non-nul dans H0

(X ,L ⊗n
).

Cela est achevé en utilisant le fait que la hauteur d’un cycle effectif par rapport à un
fibré inversible hermitien arithmétiquement ample est positive ou nulle.

On rappelle brièvement la notion d’amplitude arithmétique. Soient Y un OK-
schéma projectif et plat dont la fibre générique YK est lisse et L un fibré inversible
hermitien sur Y dont les métriques sont lisses. Pour tout q-cycle Z de Y , la hauteur
(relative à K) de Z est définie comme le nombre d’intersection arithmétique h L(Z) :=

(�c1(L)
q ·[Z]) (voir [10, §3] pour le détail). On dit que L est ample si L est relativement

ample, si c1( L) est une (1, 1)-forme strictement positive et si, pour tout sous-schéma
fermé irréductible Z de Y qui est plat sur Spec OK , la hauteur h L(Z) est strictement
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positive. D’après [45, corollaire 4.8] et [10, proposition 3.2.4], si L est ample, alors
pour tout cycle effectif Z, on a h L(Z) � 0.

Lemme 4.1.7. – Il existe une constante C telle que �µmax(En) � Cn pour tout entier
n suffisamment grand.

Démonstration. – Supposons que ν : X � → X est un morphisme projectif et
birationnel. Alors, pour tout entier n � 1, l’homomorphisme injectif naturel
Γ(X ,L ⊗n

) → Γ(X �, (ν∗L )
⊗n

) est de hauteur nulle pour les sup-normes, d’où
�µmax(Γ(X ,L ⊗n)) � �µmax(Γ(X �, ν∗L ⊗n)). Grâce au théorème de résolution de
singularités dû à Hironaka, on est ramené au cas où XK est lisse. D’après le théorème
de Weierstrass-Stone, on peut supposer que les métriques sur L sont lisses.

Quitte à choisir un plongement de X dans un espace projectif et considérer le
tir en arrière du fibré inversible canonique muni des métriques de Fubini-Study, on
obtient qu’il existe un fibré inversible hermitien L � sur X qui est ample (cf. [10,
théorème 5.2.3]). En particulier, si s est une section non-nulle de L ⊗n sur X , alors
divs est un diviseur effectif de X . Par conséquent, on obtient que

hL �(divs) = �c1(L �)d · �c1(L
⊗n

) +

�

X (C)
log �s�c1(L �)d � 0,

compte tenu de [10, (3.2.2)], où X (C) est l’ensemble des points complexes de X ⊗ZC,
muni de la topologie analytique, qui est une variété analytique complexe. En outre,
comme c1(L �) est strictement positive, on obtient

�

X (C)
log �s�c1(L �)d � max

σ∈Σ∞
log �s�σ,sup

�

X (C)
c1(L �)d.

Si on note

C1 =

�
�c1(L �)d · �c1(L )

�� ��

X (C)
c1(L �)d

�
,

on obtient −maxσ log �s�σ,sup � C1n, qui implique − log λ1(En) � C1n. D’après
(63), on obtient �µmax(En) � C1n + U(rg En, K) = O(n).

Le théorème 4.1.2 conduit à la convergence de plusieurs invariants arithmétiques
associés aux En.

Théorème 4.1.8. – Soient π : X → Spec OK un morphisme projectif et plat tel que
XK soit intègre de dimension d, et L un fibré inversible hermitien sur X . Pour tout
entier n � 1, on note En = π∗(L ⊗n

) et on désigne par En le fibré adélique hermitien
défini par En et les normes sup. On suppose que En �= 0 pour n suffisamment grand.

1) La suite (�µmax(En)/n)n�1 converge dans R.
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2) Si l’algèbre
�

n�0 H0
(XK ,L ⊗n

K
) est de type fini, alors la suite de polygones

de Harder-Narasimhan (P
En

/n)n�1 converge uniformément vers une fonction
concave Pπ

L . En particulier, on a

(64) lim
n→+∞

(d + 1)!

nd+1
χ(En) = [K : Q](d + 1)vol(LK)Pπ

L (1).

Si L est ample et si c1(L ) est positif en tant que (1, 1)-courant, alors

(65) Pπ

L (1) =
�c1(L )

d+1

[K : Q](d + 1)c1(LK)d
.

3) Si l’homomorphisme En ⊗ Em → En+m est surjectif pour tous entiers n et m
suffisamment grands, alors la suite (�µmin(En)/n)n�1 converge dans R.

Démonstration. – La remarque 4.1.5 et le lemme 4.1.7 montrent que �µmax(En) =

O(n) et que les fibrés adéliques hermitiens En satisfont aux conditions (i) et (ii) du
théorème 4.1.2, on obtient donc les assertions sauf les égalités (64) et (65). Mais (64)
est une conséquence de (62) et de l’égalité

lim
n→+∞

rg En

nd/d!
= vol(LK).

L’égalité (65) provient de [38, Théorème A].

Remarque 4.1.9. – On peut aussi travailler avec les métriques L2, en choisissant
une mesure de Lebesgue de densité lisse sur X (C). D’après un résultat de Gromov
[23, Lemma 30], la proposition 4.1.1 montre que le théorème 4.1.8 reste valable pour
les En munis des métriques L2, et que les limites des invariants arithmétiques sont
les mêmes.

4.1.5. Exemples. – Dans ce sous-paragraphe, on calcule explicitement les
invariants asymptotiques du faisceau inversible canonique sur un espace projectif,
muni des métriques de Fubini-Study.

Puissances symétriques. – Soit V un espace hermitien dont le produit scalaire est
� , �V . Pour tout entier n � 1, on appelle nième puissance symétrique de V l’espace
vectoriel SnV muni du produit hermitien � , �SnV tel que

�x1 · · ·xn, y1 · · · yn�SnV =
1

n!

�

τ∈Sn

n�

j=1

�xj , yτ(j)�V ,

où Sn désigne le nième groupe symétrique. Si (vi)1�i�r est une base orthogonale de V ,
alors (vI

)I∈Nr, |I|=n est une base orthogonale de SnV , où pour tout I = (i1, . . . , ir) ∈
Nr, on définit |I| := i1 + · · · + ir et vI

= vi1
1 · · · vir

r
. En outre, la norme de vI est

(66) �vI� =

� n!

i1! · · · ir!

�− 1
2 �v1�i1 · · · �vr�ir .

Soit p un idéal maximal de OK . On suppose que W est un espace vectoriel de rang
fini sur Cp, muni d’une ultranorme �·�. Alors l’espace vectoriel SnW est naturellement
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muni d’une ultranorme. On suppose que (wi)1�i�r est une base p-adique de W . C’est
une base de W telle que

�a1w1 + · · · + arwr� = max
1�i�r

|ai|p�wi�.

Alors (wI
)I∈Nr, |I|=n est une base p-adique de W . En outre, on a

(67) �wI� = �w1�i1 · · · �wr�ir , où I = (i1, . . . , ir).

Considérons maintenant un fibré adélique hermitien E sur Spec K, qui est une
somme directe de fibrés inversibles hermitiens (Li)

r

i=1. Dans la suite, on calculera les
puissances tensorielles SnE.

Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, on choisit un élément non-nul si dans Li. Alors
(sI

)I∈Nr,|I|=n est une base de SnEK , où pour tout I = (i1, . . . , ir) ∈ Nr, sI désigne
si1
1 · · · sir

r
. Pour tout I ∈ Nr, |I| = n, on désigne par LI le sous-espace de SnE

engendré par sI , muni des métriques induites. Pour toute place finie (resp. infinie)
v, (si)

r

i=1 est une base v-adique (resp. orthogonale) de E ⊗K Cv. Par conséquent,
(sI

)I∈Nr,|I|=n est une base v-adique (resp. orthogonale) de SnE ⊗K Cv. On obtient
donc SnE =

�

I∈Nr,|I|=n

LI . D’après (18), le degré d’Arakelov de LI , I = (i1, . . . , ir) se

calcule comme la suite

�deg(LI
) = −

�

v

nv log �sI�v =

r�

j=1

�
ij�deg(Lj)−

dK

2
log(ij !)

�
+

dK

2
log(n!),(68)

où on a utilisé les relations (66) et (67) plus haut, et dK := [K : Q]. On rappelle la
formule de Stirling :

log m! = log

√
2π +

1

2
log m + m(log m− 1) + εm,

où εm ∈
�

1
12m+1 , 1

12m

�
, d’où on obtient

�µ(LI
) =

r�

j=1

ij
�
�µ(Lj)−

1

2
log ij

�
+

1

2
n log n + terme d’erreur

=

r�

j=1

ij
�
�µ(Lj)−

1

2
log

ij
n

�
+ terme d’erreur,

(69)

où la valeur absolue du terme d’erreur est majorée par 1
2 (r+1)

�
log
√

2π+
1
2 log n+1).

Mesure limite. – Soient X = P(E) et π : X → Spec OK le morphisme canonique. On
note L = OP(E)(1). L’espace X (C) des points complexes de X , muni de la topologie
analytique, est une variété analytique complexe. On munit LC de la métrique de
Fubini-Study, c’est-à-dire la métrique quotient induit par le morphisme universel
π∗CEC → LC. On obtient ainsi un fibré inversible hermitien L sur X . En outre,
on fixe une mesure de Lebesgue sur Xσ(C) qui est proportionnelle à la (r − 1)

ième

puissance extérieure de la (1, 1)-forme de Fubini-Study, et qui est de masse totale 1 sur
chaque composante connexe de X (C). Pour tout entier n � 1, soit En le OK-module
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π∗(L ⊗n
), muni des métriques L2. On désigne par En le fibré adélique hermitien

correspondant.
Dans la suite, on calculera explicitement les mesures T 1

n
ν

En
. La méthode repose

sur la forme explicite de SnE étudiée plus haut, et un résultat de comparaison entre
En et SnE établi dans [10]. Observons que En et SnE ont le même espace vectoriel
sous-jacent, et ont les mêmes métriques en les places finies. Par contre, si on note �·�v,2

et � · �v la norme hermitienne d’indice v ∈ Σ∞ de En et de SnE, respectivement,
d’après [10, lemme 4.3.6], on a la relation suivante :

∀x ∈ En, x �= 0, log �x�v,2 = log �x�v −
1

2
log

�
n + r − 1

r − 1

�
.

Par conséquent, si on désigne par LI,2 le sous-fibré inversible adélique de En tel
que LI,2

= LI , où I = (i1, . . . , ir) ∈ Nr, |I| = n, alors on a, d’après (69), que

(70) �µ(LI,2
) =

r�

j=1

ij
�
�µ(Lj)−

1

2
log

ij
n

�
+ O(log n).

En outre, la relation En =
�

I∈Nr, |I|=n
LI,2 montre que

T 1
n
ν

En
=

1

rg En

�

I∈Nr, |I|=n

δ 1
n �µ(LI,2).

On note

λI =

r�

j=1

ij
n

�
�µ(Lj)−

1

2
log

ij
n

�
, νn =

1

rg En

�

I∈Nr, |I|=n

δλI .

Les suites de mesures (T 1
n
ν

En
) et (νn)n�1 convergent vers la même limite que l’on

notera ν.
Soit ∆r = {(x1, . . . , xr) ∈ Rr |x1 + · · ·+xr = 1} le simplexe dans Rr et η la mesure

de Lebesgue de masse totale 1 sur ∆r. On désigne par Φ : ∆r → R l’application

Φ(x1, . . . , xr) =

r�

j=1

xj�µ(Lj)−
1

2
xj log xj .

Initialement la fonction Φ n’est bien définie que sur ∆r privé le bord, mais l’égalité
lim
x→0

x log x = 0 nous permet de la prolonger continûment sur ∆r.

Proposition 4.1.10. – Avec les notations ci-dessus, on a ν = Φ∗η.

Démonstration. – Par la définition de Φ, pour tout I = (i1, . . . , ir) ∈ Nr tel que
|I| = n, on a λI = Φ(i1/n, . . . , ir/n). Donc

1

rg En

�

I∈Nr, |I|=n

δλI =
1

rg En

�

b∈ 1
n Nr∩∆r

δΦ(b) = Φ∗

�
1

rg En

�

b∈ 1
n Nr∩∆r

δb

�
.

Comme la mesure entre les crochets est la nième somme de Riemann sur ∆r, les
mesures νn convergent vers Φ∗η lorsque n →∞.
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Considérons maintenant un cas très particulier où r = 2. Soient α = �deg(L1) et
β = �deg(L2) respectivement. Dans ce cas-là le simplexe ∆2 est un morceau de droite
dans R2 paramétré par [0, 1] : un point général de ∆2 est de la forme x(t) = (t, 1− t).
L’application Φ envoie x(t) vers

f(t) := αt + β(1− t)− 1

2
(t log t + (1− t) log(1− t)).

Comme la mesure de probabilité de Lebesgue sur ∆2 est l’image directe de la
distribution uniforme sur [0, 1] par l’application de paramétrisation t �→ x(t), pour
toute fonction borélienne h sur R telle que h ◦ f soit intégrable sur [0, 1], on a

�

R
h dν =

� 1

0
h(f(t)) dt,

où ν est la limite de (T 1
n
ν

En
)n�1. En outre, on a

lim
n→∞

�µmax(En)

n
= sup

t∈[0,1]
f(t), lim

n→∞

�µmin(En)

n
= inf

t∈[0,1]
f(t).

Comme − 1
2 (t log t + (1 − t) log(1 − t)) est positif sur [0, 1], on obtient inf

t∈[0,1]
f(t) =

min{α,β}. Cependant, la fonction f prend sa valeur maximale en

t0 = e2(α−β)/(1 + e2(α−β)
),

et
sup

t∈[0,1]
f(t) =

1

2
(log(e2(α−β)

+ 1) + 2β).

La comparaison avec le calcul que l’on a mené dans l’exemple 3.1.9 montre
que, même si le fibré vectoriel adélique E est très simple, les limites des invariants
arithmétiques de L peuvent être très compliquées. Par exemple, quand α = β = 0,
le fibré vectoriel adélique E est semi-stable de pente 0, mais la mesure limite
lim

n→∞
T 1

n
ν

En
est l’image directe de la mesure uniforme sur [0, 1] par l’application

f(t) = − 1
2 (t log t + (1− t) log(1− t)), qui n’est pas du tout une mesure de Dirac.

4.2. Pente maximale asymptotique

Soit π : X → Spec OK un morphisme projectif et plat, tel que XK soit
intègre de dimension d. Dans le paragraphe précédent, on a établi, pour tout fibré
inversible hermitien X := L sur X tel que LK soit effectif, la convergence de
(�µmax(π∗L

⊗n

)/n)n�1, où π∗L
⊗n désigne le OK-module π∗(L ⊗n

), muni des normes
sup. Dans le groupe de Picard Pic(XK), l’intérieur du cône des fibrés inversibles
effectifs est le cône des fibrés inversibles gros. On rappelle qu’un fibré inversible L
sur XK est dit gros si son volume, défini comme (cf. [33, théorème 2.2.26])

vol(L) := lim sup
n→∞

rg H0
(XK , L⊗n

)

nd/d!
,
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est strictement positif. On rappelle aussi que, si un fibré inversible L sur XK est
gros, alors il existe une puissance de L qui peut être décomposée comme le produit
tensoriel d’un fibré inversible ample et d’un fibré inversible effectif (cf. [33, 2.2.7]).
Pour tout fibré inversible hermitien L sur X tel que LK soit gros, on désigne par
�µπ

max(L ) la limite de la suite (�µmax(π∗L
⊗n

)/n)n�1. On montrera que la fonction
�µπ

max est sur-additive. Cette observation permet d’étendre le domaine de définition de
la fonction �µπ

max à l’ensemble de tous les fibrés inversibles hermitiens sur X . Enfin,
on étudie les propriétés arithmétiques de la fonction �µπ

max(L ).

Notation. – Dans la suite du paragraphe, si E est un fibré vectoriel normé sur X ,
alors l’expression π∗( E) désigne le OK-module π∗( E), muni des métriques sup.

4.2.1. Sur-additivité de la pente maximale asymptotique. – Dans ce sous-
paragraphe, on vérifie que la fonction �µπ

max est sur-additive.

Lemme 4.2.1. – Soient L 1 et L 2 deux fibrés inversibles hermitiens tels que L1,K et
L2,K soient effectifs. On note Ei = π∗(L i) (i = 1, 2) et E = π∗(L 1 ⊗L 2). Alors

(71) �µmax( E) � �µmax( E1) + �µmax( E2)− U(rg E1, K)− U(rg E2, K),

où la constant U(n, K) est définie dans la proposition 4.1.6.

Démonstration. – D’après (63), on a �µmax( E) � − log λ1( E). Par définition,

− log λ1( E) = − inf
0 �=s∈ E

max
σ:K→C

log �s�σ,sup � − inf
0 �=s1∈ E1
0 �=s2∈ E2

max
σ:K→C

log �s1 · s2�σ,sup.

Pour tout si ∈ Ei (i = 1, 2) et tout σ : K → C, on a �s1 ·s2�σ,sup � �s1�σ,sup ·�s2�σ,sup,
d’où − log λ1( E) � − log λ1( E1)− log λ1( E2). Encore d’après (63), on obtient

− log λ1( E) � �µmax( E1) + �µmax( E2)− U(rg E1, K)− U(rg E2, K),

qui implique (71) puisque �µmax( E) � − log λ1( E).

Proposition 4.2.2. – Soient L 1 et L 2 deux fibrés inversibles hermitiens tels que
L1,K et L2,K soient gros. Alors

(72) �µπ

max(L 1 ⊗L 2) � �µπ

max(L 1) + �µπ

max(L2).

Démonstration. – Pour tout entier n suffisamment grand (de sorte que les L⊗n

i,K
soient

effectifs), on note E
(i)

n
= π∗(L

⊗n

i
) (i = 1, 2), et En = π∗(L

⊗n

1 ⊗L
⊗n

2 ). D’après (71),
pour tout entier n assez grand, on a

(73) �µmax( En) � �µmax( E
(1)

n
) + �µmax( E

(2)

n
)− U(rg E(1)

n
, K)− U(rg E(2)

n
, K)

Si on divise les deux côtés de (73) par n et passe n tendre vers l’infini, d’après la
proposition 4.1.6, on obtient (72).

Proposition 4.2.3. – Soient L un fibré inversible hermitien sur X tel que LK soit
gros, et M un fibré inversible hermitien sur Spec OK . Alors
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1) Pour tout entier n � 1, �µπ

max(L
⊗n

) = n�µπ

max(L ),
2) �µπ

max(L ⊗ π∗M) = �µ(M) + �µπ

max(L ).

Démonstration. – 1) résulte de la définition de �µπ

max(·).

2) En effet, on a π∗((L ⊗ π∗(M))
⊗n

) = π∗(L
⊗n

)⊗M
⊗n. D’après (37), on a

�µmax(π∗(L ⊗ π∗(M))
⊗n

) = �µmax(π∗(L
⊗n

)) + n�µ(M).

Par passage à la limite on obtient �µπ

max(L ⊗ π∗M) = �µ(M) + �µπ

max(L ).

4.2.2. Pente maximale asymptotique d’un fibré inversible hermitien
quelconque. – La sur-additivité de �µπ

max obtenue dans le sous-paragraphe précédent
permet d’étendre le domaine de définition de la fonction �µπ

max(L ) à l’espace de tous
les fibrés inversibles hermitiens sur X . Dans le reste de la section, le symbole Θ

désigne l’espace des fibrés inversibles hermitiens L sur X tels que LK soit gros.

Définition 4.2.4. – Soient L et L deux fibrés inversibles hermitiens sur X . On
suppose que L ∈ Θ. Il existe alors un entier n0( L,L ) > 0 tel que LK ⊗ L ⊗n

K

soit gros quel que soit n � n0( L,L ) (cf. [33, 2.2.24]). On définit, pour tout entier
n � n0( L,L ),

An( L,L ) = �µπ

max( L ⊗L
⊗n

)− n�µπ

max(L ).

Lemme 4.2.5. – Soient E et F deux OX -modules localement libres de rang fini. Pour
tout homomorphisme f : EK → FK , il existe un élément non-nul a ∈ OK tel que af se
relève en un homomorphisme de E vers F . Si de plus f est injectif, l’homomorphisme
relevé peut être choisi injectif.

Démonstration. – Soit η : SpecK → Spec OK le point générique. C’est un morphisme
plat. Soit X := XK . On désigne par p : X → Spec K et q : X → X les morphismes
canoniques, qui s’insèrent dans un carré cartésien:

X
q ��

p

��
�

X

π

��
Spec K

η

�� Spec OK .

D’après [26] III, 1.4.15, pour tout OX -module quasi-cohérent G , l’homomorphisme
canonique η∗π∗G → p∗q∗G est un isomorphisme. Par conséquent, on a un
isomorphisme canonique H0

(X,GK) ∼= H0
(X ,G )K . Si E et F sont deux OX -

modules localement libres de rang fini, alors Hom OX
(E ,F ) s’identifie à l’espace des

sections de E ∨ ⊗F au-dessus de X . D’autre part,

Hom OX
(EK ,FK) ∼= H0

(X,E ∨
K
⊗FK) = H0

(X ,E ∨ ⊗F )K .
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Par conséquent, pour tout homomorphisme f : EK → FK , il existe un élément non-
nul a ∈ OK tel que af se relève en un homomorphisme de E → F , autrement dit,
l’image de l’homomorphisme composé

E
a �� E �� q∗EK

q∗f �� q∗FK

est dans F . Cet homomorphisme est injectif lorsque f est injectif.

Soit E un fibré vectoriel normé sur X . On dit qu’une section s ∈ H0
(X , E) est

effective si max
σ:K→C

�s�σ,sup � 1. On dit que s est strictement effective si l’inégalité

est stricte, c’est-à-dire max
σ:K→C

�s�σ,sup < 1. Toute section s ∈ H0
(X , E) correspond

à un homomorphisme ϕ : OX → E. Si on munit OX des métriques hermitiennes
habituelles, alors s est effective si et seulement si max

σ:K→C
sup

x∈Xσ(C)
�ϕx�σ � 1; elle est

strictement effective si et seulement si max
σ:K→C

sup

x∈Xσ(C)
�ϕx�σ < 1.

Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels normés sur X , et f : E1,K → E2,K un
homomorphisme. On a démontré dans le lemme 4.2.5 qu’il existe a ∈ OK tel que af
se relève en un homomorphisme de E1 vers E2. Par conséquent, pour tout sauf un
nombre fini de place finie p, l’homomorphisme fCp se relève en un homomorphisme
de E

1,
�Op

vers E
2,
�Op

. Pour tout p ∈ Σf , on désigne par hp(f) la borne inférieure des
valeurs − log |b|p, où b parcourt l’ensemble des éléments dans Cp tels que bfCp se
relève en un homomorphisme de E

1,
�Op

vers E
2,
�Op

. L’argument ci-dessus montre que
hp < +∞ et que hp(f) � 0 pour toute sauf un nombre fini de places finies p. Si v est
une place infinie de K qui correspond à un plongement σ : K → C, on désigne par
hv(f) ou hσ(f) le nombre réel sup

x∈Xσ(C)
log �fx�σ. Le nombre hv(f) (v ∈ Σf ∪Σ∞) est

appelé la hauteur locale de f en v. On définit la hauteur de f comme le nombre

(74) h(f) =
1

[K : Q]

�

v∈Σ

nvhv(f) ∈ [−∞,+∞[.

On observe que, lorsque X = Spec OK , la définition de hv(f) et de h(f) coïncide
avec celle à la fin de §2.1.1.

Lemme 4.2.6. – Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels normés sur X , et f : E1,K →
E2,K un homomorphisme. Soit ϕ : H0

(XK , E1,K) → H0
(XK , E2,K) l’application K-

linéaire induite par f . Alors on a hv(ϕ) � hv(f) quel que soit v ∈ Σf ∪ Σ∞, où on a
considéré H0

(XK , Li,K) comme la fibre générique de π∗( Ei) (i = 1, 2). Si de plus ϕ
est injectif, alors

(75) �µmax(π∗( E1)) � �µmax(π∗( E2)) + h(f).

Démonstration. – Soient p ∈ Σf et

ϕp : H0
(XCp , E1,Cp) → H0

(XCp , E2,Cp)
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l’homomorphisme induit par ϕ. Par définition, π∗( E1) ⊗ �Op (resp. π∗( E2) ⊗ �Op) est
le disque fermé de rayon 1 dans H0

(XCp , E1,Cp) (resp. H0
(XCp , E2,Cp)). Si b ∈ Cp

est tel que bfCp se relève en un homomorphisme de E
1,
�Op

vers E
2,
�Op

, alors bϕp se

relève en un homomorphisme de π∗( E1) ⊗ �Op vers π∗( E2) ⊗ �Op. Donc �bϕp�p � 1,
d’où �ϕp�p � |b|−1

p . On obtient donc log �ϕp�p � hp(f). Supposons maintenant que
σ : K → C est un plongement. Pour tout élément s ∈ H0

(Xσ(C), E1,σ), on a

�ϕσ(s)�σ,sup = sup

x∈Xσ(C)
�f(s)x� � ehσ(f)�s�σ,sup,

qui implique que log �ϕσ�σ � hσ(f). Par conséquent, on a h(ϕ) � h(f).
Si f est injectif, l’homomorphisme ϕ est injectif. L’inégalité (75) résulte donc de

l’inégalité de pentes (22).

Remarque 4.2.7. – On garde les notations du lemme 4.2.6.
(1) Si l’homomorphisme f lui-même se relève en un homomorphisme de E1 vers E2,

alors hp(f) � 0 quel que soit p ∈ Σf . Donc on obtient

h(f) � 1

[K : Q]

�

σ:K→C
hσ(f).

(2) Si L est un autre fibré inversible hermitien, et si g : E1,K⊗LK → E2,K⊗LK est
l’homomorphisme induit par f , alors on a hv(g) = hv(f) pour toute v ∈ Σf ∪Σ∞.

(3) Si L �1 et L �2 sont deux fibrés inversibles hermitiens et si f � : L �1,K
→ L �2,K

est
un homomorphisme, alors hv(f ⊗ f �) � hv(f) + hv(f �) pour toute v ∈ Σf ∪ Σ∞.
En particulier, si E1 et E2 sont de rang 1, alors pour tout entier n � 1 et toute
v ∈ Σf ∪ Σ∞, on a hv(f⊗n

) � nhv(f). Dans ce cas-là, si on applique le lemme
4.2.6 à f⊗n

: E⊗n

1,K
→ E⊗n

2,K
, on obtient que, la hauteur de l’homomorphisme

ϕn : H0
(XK , E⊗n

1,K
) → H0

(XK , E⊗n

2,K
) induit par f⊗n est majorée par nh(f).

(4) Soit φ une fonction continue sur X (C) qui est invariante par la conjugaison
complexe. Soit OX (φ) le fibré inversible hermitien sur X dont le fibré inversible
sous-jacent est le fibré trivial OX et tel que la norme de la section unitaire 1 en
x ∈ X (C) est e−φ(x). Alors la hauteur locale en σ : K → C de l’homomorphisme
d’identité OX → OX (φ) est égale à la valeur maximale de la restriction de −φ
à Xσ(C). En particulier, si φ = a est une fonction constante, alors la hauteur de
l’homomorphisme d’identité OX → OX (a) est −a.

(5) Si Ei (i = 1, 2, 3) sont des fibrés inversibles hermitiens sur X , f : E1,K → E2,K

et g : E2,K → E3,K sont des homomorphismes, alors hv(gf) � hv(g)+hv(f) pour
toute v ∈ Σf ∪ Σ∞.

(6) Soient E un fibré vectoriel normé sur X et g : OX → E un homomorphisme,
alors g correspond à une section effective (resp. strictement effective) de E si et
seulement si hσ(g) � 0 (resp. hσ(g) < 0) pour tout σ : K → C.

(7) Pour tout fibré vectoriel normé E sur X , on a

log λ1(π∗( E)) = inf{a ∈ R | E⊗ OX (a) admet une section effective non-nulle}.
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Si l’homomorphisme f est injectif, et se relève en un homomorphisme de E1 vers
E2, et si hσ(f) � a quel que soit σ : K → C, alors λ1(π∗( E1)) � e−aλ1(π∗( E2)).

Proposition 4.2.8. – Soit L un fibré inversible hermitien sur X .
1) pour tout L ∈ Θ, la suite (An( L,L ))n�n0( L,L ) est croissante et converge vers

une limite dans R;
2) si M est un fibré inversible hermitien sur Spec OK , L ∈ Θ, alors

An( L,L ⊗ π∗M) = An( L,L )

quel que soit n � n0( L,L );
3) si LK est gros, alors

�µπ

max( L) = inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An( L,L );

4) pour tout fibré inversible hermitien M sur Spec OK , on a

�µ(M) = inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An(π∗(M),L ).

Démonstration. – 1) D’après la proposition 4.2.2, pour tout entier n � n0( L,L ),

�µπ

max( L ⊗L
⊗(n+1)

) � �µπ

max( L ⊗L
⊗n

) + �µπ

max(L ).

Donc An+1( L,L ) � An( L,L ).
Comme LK est gros, une de ses puissances tensorielles s’écrit comme le produit

tensoriel d’un fibré inversible ample et d’un fibré inversible effectif. Donc il existe
un entier m � 1 et un homomorphisme injectif ϕ de LK vers L ⊗m

K
(cf. proposition

1.4.3 1)). Pour tout entier n � n0( L,L ), soit ϕn : LK ⊗ L ⊗n

K
→ L ⊗(m+n)

K

l’homomorphisme induit par ϕ, qui est également injectif. D’après l’inégalité (75),
pour tout entier u � 1, on a

�µmax(π∗( L
⊗u

⊗L
⊗un

)) � �µmax(π∗(L
⊗u(n+m)

)) + h(ϕ⊗u

n
).

D’après la remarque 4.2.7 (3), on a h(ϕ⊗u

n
) � uh(ϕn) � uh(ϕ). Par passage à la

limite, on obtient

�µπ

max( L ⊗L
⊗n

) � �µπ

max(L
⊗(m+n)

) + h(ϕ).

D’après la proposition 4.2.3 1), on a

An( L,L ) � m�µπ

max(L ) + h(ϕ).

Par conséquent, la suite (An( L,L ))n�n0( L,L ) est bornée supérieurement, donc
converge dans R.

2) En effet, pour tout n � n0( L,L ), on a, d’après la proposition 4.2.3 2),

An( L,L ⊗π∗(M)) = �µπ

max( L⊗L
⊗n⊗π∗(M

⊗n

))−n�µπ

max(L ⊗π∗(M)) = An( L,L ).

3) D’après la proposition 4.2.3 1), on a An( L, L) = �µπ

max( L), donc

�µπ

max( L) � inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An( L,L ).
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D’autre part, pour tout L ∈ Θ, d’après la proposition 4.2.2, on a l’estimation

An( L,L ) � �µπ

max( L) + �µπ

max(L
⊗n

)− n�µπ

max(L ) = �µπ

max( L).

Par conséquent, lim
n→+∞

An( L,L ) � �µπ

max( L).

4) En effet, pour tout L ∈ Θ, on a, d’après la proposition 4.2.3 2),

An(π∗(M),L ) = �µπ

max(π
∗
(M)⊗L

⊗n

)− n�µπ

max(L ) = �µ(M).

Définition 4.2.9. – Soit L un fibré inversible hermitien sur X . On appelle pente
maximale asymptotique de L relativement à π la valeur

�µπ

max( L) := inf
L∈Θ

lim
n→+∞

An( L,L ) ∈ [−∞,+∞[.

La proposition 4.2.8 3) montre que cette fonction généralise la fonction de la pente
maximale asymptotique initialement définie sur Θ.

La proposition suivante montre que la fonction �µπ

max prolongée préserve les
propriétés de la fonction initiale.

Proposition 4.2.10. – Soient L, L1 et L2 trois fibrés inversibles hermitiens sur
X , et M un fibré inversible hermitien sur Spec OK . On a

1) �µπ

max( L1 ⊗ L2) � �µπ

max( L1) + �µπ

max( L2);
2) �µπ

max( L
⊗n

) = n�µπ

max( L) pour tout entier n � 1;
3) �µπ

max( L ⊗ π∗(M)) = �µπ

max( L) + �µ(M);
4) si f : L1,K → L2,K est un homomorphisme non-nul, alors

(76) �µπ

max( L1) � �µπ

max( L2) + h(f).

Démonstration. – Pour tout fibré inversible hermitien L sur X tel que LK soit gros,
et tout entier m suffisamment grand, on a, d’après les propositions 4.2.2 et 4.2.8 et le
lemme 4.2.6, que

A2m( L1 ⊗ L2,L ) � Am( L1,L ) + Am( L2,L ),

Amn( L
⊗n

,L ) = nAm( L,L ),

Am( L ⊗ π∗(M),L ) = Am( L,L ) + �µ(M),

Am( L1,L ) � Am( L2,L ) + h(f).

Par passage à la limite, on obtient les (in)égalités annoncées.
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4.2.3. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel hermitien. – La
notion de pente maximale asymptotique peut s’étendre naturellement pour tous les
fibrés vectoriels hermitien sur X par passage au faisceau canonique du fibré projectif,
muni des métriques de Fubini-Study.

Définition 4.2.11. – Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur X . On appelle
pente maximale asymptotique arithmétique relativement à π de E la valeur

�µπ

max(E) := �µπp

max( OE(1)),

où p : P(E) → X est le morphisme canonique et où les métriques sur OE(1) sont des
métriques de Fubini-Study.

Remarque 4.2.12. – Dans le cas où X = Spec OK et où π est le morphisme
d’identité, la pente maximale asymptotique �µπ

max(E) est toujours plus grand que
�µmax(E) (cf. [22, remarque 7.5]). Voir loc. cit. théorème 7.1 pour une estimation de
�µmax(SnE).

Proposition 4.2.13. – Avec les notations de la définition 4.2.11, si EK est gros
(c’est-à-dire que OE(1)K est gros), alors

�µπ

max(E) = lim
n→+∞

1

n
�µmax(π∗(S

nE)).

Démonstration. – Soit r le rang de E. Par définition

�µπ

max(E) = lim
n→+∞

1

n
�µmax((πp)∗( OE(1))).

Pour tout entier n � 1 et tout σ : K → C, on désigne par � · �σ,L2 la métrique L2

sur SnEσ,C par rapport à la métrique de Fubini-Study sur OE(1)σ,C, et par � · �σ la
métrique produit symétrique sur SnEσ,C. D’après [10] Lemma 4.3.6, on a la relation

�s�2
σ

=

�
n + r − 1

n

�
�s�2

σ,L2

pour tout x ∈ Xσ(C) et tout s ∈ x∗(SnE). Par conséquent, on a

�µmax(π∗(S
nE, (� · �σ))) = �µmax(π∗(S

nE, (� · �σ,L2)))− 1

2[K : Q]
log

�
n + r − 1

n

�
.

Par passage à la limite on obtient (cf. la remarque 4.1.9, voir aussi le lemme 4.2.26)

�µπ

max(E) = lim
n→+∞

1

n
�µmax(π∗(S

nE)).
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4.2.4. Lien avec une condition d’annulation. – La négativité de la pente
maximale asymptotique d’un fibré inversible hermitien est liée à l’absence de section
globale effective de certains fibrés vectoriels normés.

Proposition 4.2.14. – Soit L un fibré inversible hermitien sur X .

1) Si �µπ

max( L) > 0, alors �µπ

max( L
∨
) < 0.

2) Si �µπ

max( L) < 0, alors L n’a pas de section effective non-nulle;
3) Si �µπ

max( L) � 0, alors L n’a pas de section strictement effective non-nulle;

Démonstration. – 1) Comme �µπ

max( OX ) = 0, d’après la proposition 4.2.10 1), on a
�µπ

max( L) + �µπ

max( L
∨
) � 0. Donc �µπ

max( L) > 0 implique �µπ

max( L
∨
) < 0.

2) Si f : OX → L est un homomorphisme non-nul correspondant à une section
effective de L, alors on a h(f) � 0. D’après (76), on a �µπ

max( L) � �µπ

max( OX ) = 0.
3) est similaire à 2).

Lemme 4.2.15. – Soient L et L deux fibrés inversibles hermitiens sur X . On
suppose que LK est gros et qu’une puissance tensorielle de L a une section
strictement effective non-nulle. Pour tout a ∈ R, il existe un entier n � 1 et un
homomorphisme injectif ϕ : L → L ⊗n tel que hσ(ϕ) < a quel que soit σ : K → C.

Démonstration. – On suppose que L
⊗m a une section strictement effective non-nulle

qui correspond à un homomorphisme η : OX → L ⊗m tel que hσ(η) < 0 quel que soit
σ : K → C. Comme L est gros, il existe un entier p � 1 ainsi qu’un homomorphisme
injectif LK → L ⊗p

K
qui induit un homomorphisme injectif f : L → L ⊗p (voir la

proposition 1.4.3 et le lemme 4.2.5). On choisit un entier r tel que rhσ(η)+hσ(f) < a
pour tout σ. D’après la remarque 4.2.7 (3), l’homomorphisme ϕ = η⊗r ⊗ f : L →
L ⊗(pr+m) vérifie l’inégalité hσ(ϕ) < a pour tout σ : K → C.

Remarque 4.2.16. – 1) Suivant la terminologie de Moriwaki [37, §2], si un fibré
inversible hermitien L est tel que LK soit gros et qu’une puissance tensorielle
positive de L admette une section strictement effective non-nulle, alors L est dit
arithmétiquement gros.

2) Soit L un fibré inversible sur X tel que LK soit gros. Il existe toujours un
fibré inversible hermitien ayant L comme fibré inversible sous-jacent et dont une
puissance tensorielle admette une section strictement effective non-nulle. En effet,
soit L un fibré inversible hermitien dont le fibré inversible sous-jacent est L .
Comme LK est gros, il existe une puissance tensorielle L ⊗p

K
qui admet une section

globale non-nulle. D’après le lemme 4.2.5, il existe un homomorphisme injectif
ϕ : OX → L ⊗p (p ∈ N∗). D’après la remarque 4.2.7 (3), (4) et (6), quitte à tordre
L par OX (a) avec a assez positif on obtient un fibré inversible hermitien ayant
L comme fibré inversible sous-jacent et dont la pème puissance admet une section
strictement effective non-nulle.
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Lemme 4.2.17. – Soient L un fibré inversible hermitien arithmétiquement gros et
E un fibré vectoriel normé sur X . Pour tout nombre a ∈ R, il existe deux entiers
m, n � 1 et un homomorphisme injectif ϕ : E → (L ⊗n

)
⊕m tel que hσ(ϕ) < a quel

que soit σ : K → C.

Démonstration. – Comme le fibré inversible hermitien L est arithmétiquement gros,
LK est gros. Donc il existe deux entiers p, m � 1 et un homomorphisme injectif
EK → (L ⊗p

K
)
⊕m (cf. proposition 1.4.3 infra), qui induit un homomorphisme injectif

ψ : E → (L ⊗p
)
⊕m, compte tenu du lemme 4.2.5. D’après le lemme 4.2.15, il existe

un entier q � 1 et un homomorphisme η : OX → L ⊗q tel que hσ(η) < a − hσ(ψ)

quel que soit σ : K → C. On note ϕ = ψ ⊗ η. D’après la remarque 4.2.7 (3), on a,
pour tout σ, hσ(ϕ) < a.

Définition 4.2.18. – Soit E un fibré inversible hermitien sur X . On dit que E est
faiblement positif si, pour tout fibré inversible hermitien L sur X , il existe λ > 0

tel que, pour tout entier D > λ et tout entier n > λD, le fibré inversible hermitien
E
∨⊗n

⊗ L
⊗D

n’a pas de section effective non-nulle.

Lemme 4.2.19. – Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels normés sur X , f : E1 → E2

un homomorphisme injectif et tel que hσ(f) � 0 quel que soit le plongement σ :

K → C. Si le fibré vectoriel normé E2 n’a pas de section effective (resp. strictement
effective) non-nulle, alors il en est de même de E1.

Démonstration. – Si ϕ : OX → E1 est un homomorphisme non-nul qui correspond à
une section effective (resp. strictement effective), alors l’homomorphisme composé fϕ
correspond à une section effective (resp. strictement effective) non-nulle de E2 (voir
la remarque 4.2.7 (5)).

Dans la suite, on présente quelques formes équivalentes de la condition de positivité
faible.

Proposition 4.2.20. – Soit E un fibré inversible hermitien sur X . Les conditions
suivantes sont équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel normé F sur X , il
existe λ > 0 tel que, pour tout entier D > λ et tout entier n > λD, E

∨⊗n

⊗ L
⊗D

⊗ F
n’a pas de section effective non-nulle;

2) E est faiblement positif;
3) il existe un fibré inversible hermitien L sur X qui est arithmétiquement gros au

sens de Moriwaki, et un nombre λ > 0 tel que, pour tout entier D > λ et tout
entier n > λD, E

∨⊗n

⊗L
⊗D n’a pas de section effective non-nulle.
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Démonstration. – “1)=⇒2)=⇒3)” sont triviaux.
“3)=⇒1)”: D’après les lemmes 4.2.15 et 4.2.17, il existe trois entiers p, q, r � 1

ainsi que deux homomorphismes injectifs ϕ : F → (L ⊗p
)
⊕r et ψ : L → L ⊗q tels

que hσ(ϕ) < 0 et hσ(ψ) < 0 quel que soit σ : K → C. Pour tout entier D � 1,
l’homomorphisme φD = ψ⊗D ⊗ ϕ de L⊗D ⊗ F vers (L ⊗(Dq+p)

)
⊕r est injectif. De

plus, d’après la remarque 4.2.7 (3), on a hσ(φD) < 0 pour tout plongement σ : K → C.
La condition 3) prédit qu’il existe λ > 0 tel que, pour tout entier D > λ et tout entier
n > λD, E

∨⊗n

⊗ L
⊗(Dq+p) n’a pas de section effective non-nulle. Par conséquent,

pour tel D et tel n, E
∨⊗n

⊗ L
⊗D

⊗ F n’a pas de section effective non-nulle, compte
tenu du lemme 4.2.19 et de la remarque 4.2.7 (2).

Dans le théorème qui suit est présenté un critère de la condition de positivité
faible par la négativité de la pente maximale asymptotique du dual du fibré inversible
hermitien. Lorsque la fibre générique du fibré est négative, c’est-à-dire que la positivité
verticale est exclue, alors ces deux conditions sont équivalentes.

Théorème 4.2.21. – Soit L un OX -module inversible hermitien. Si �µπ

max( L
∨
) < 0,

alors L est faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque L∨
K

est gros.

Démonstration. – “Nécessité”: Comme �µπ

max( L
∨
) < 0, il existe une constante ε > 0 et

un fibré inversible hermitien L sur X tels que LK soit gros et que Am( L
∨
,L ) � −ε

pour tout entier m suffisamment grand. Pour tout fibré inversible hermitien M sur
Spec OK , on a Am( L

∨
,L ) = Am( L

∨
,L ⊗ π∗M). En particulier, pour tout a ∈ R

Am( L
∨
,L ) = Am( L

∨
,L ⊗ π∗ OK(a)) = Am( L

∨
,L ⊗ OX (a)),

où OK(a) désigne le fibré inversible hermitien sur Spec OK dont le OK-module sous-
jacent est trivial et tel que �1�σ = e−a pour tout σ : K → C, 1 étant l’élément unité
de OK . Quitte à tordre L par OX (a) avec a assez positif, on peut supposer que L
est arithmétiquement gros (voir la remarque 4.2.16 2)). D’après la proposition 4.2.8
1), on a A1( L

∨
,L ) � Am( L

∨
,L ) � −ε et donc �µπ

max( L
∨
⊗L ) � �µπ

max(L )− ε. Soit
λ > ε−1�µπ

max(L ) une constante. Pour tout entier D � 1 et tout entier n > λD, on a,
d’après la proposition 4.2.10 1) et 2),

(n−D)�µπ

max(L ) + �µπ

max( L
∨⊗n

⊗L
⊗D

) � �µπ

max(( L
∨
⊗L )

⊗n
) � n(�µπ

max(L )− ε).

Par conséquent,

�µπ

max( L
∨⊗n

⊗L
⊗D

) � D�µπ

max(L )− nε < 0.

Donc L
∨⊗n

⊗ L
⊗D n’a pas de section effective non-nulle, compte tenu de la

proposition 4.2.14 2). D’après la proposition 4.2.20, L est faiblement positif.
“Suffisance”: Soit M un fibré inversible hermitien sur Spec OK tel que �µ(M) > 0.

D’après la proposition 4.2.20
�
2) ⇒ 1)

�
Il existe une constante λ > 0 telle que, pour
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tout entier D > λ et tout entier n > λD, on ait − log λ1

�
π∗( L

∨⊗n

⊗π∗(M
⊗D

))
�

� 0.
D’après (63) et (37), on a

(77) �µmax

�
π∗( L

∨⊗n

⊗ π∗(M
⊗D

))
�

= �µmax(π∗( L
∨⊗n

)) + D�µ(M) � U(rn, K),

où rn = rg(π∗( L∨⊗n
)). Soit (Dn)n�1 une suite telle que

i) Dn > λ pour tout entier n � 1;
ii) Dn < n/λ pour n suffisamment grand;
iii) lim

n→+∞
n
�
Dn = λ.

D’après (77), pour tout entier n assez grand,
1

n
�µmax(π∗( L

∨⊗n

)) +
Dn

n
�µ(M) � 1

n
U(rn, K).

Par passage à la limite on obtient �µπ

max( L
∨
) � −λ−1�µ(M) < 0, en s’appuyant sur

l’estimation U(r, K) � log(r + 1), établie dans le lemme 4.2.1.

La condition de positivité faible implique (est donc équivalente à) une condition
de croissance exponentielle de la norme du plus petit vecteur non-nul.

Proposition 4.2.22. – Soient L et L deux fibrés inversibles hermitiens sur X . Si
L est faiblement positif, alors il existe deux nombres réels strictement positifs a et
λ� tels que, pour tout entier D > λ� et tout entier n > λ�D, on ait λ1(π∗( L

∨⊗n

⊗
L
⊗D

)) � ean.

Démonstration. – D’après le lemme 4.2.15, il suffit de démontrer la proposition pour
le cas où L et L ⊗L admettent au moins une section effective non-nulle. En effet,
si f : L → L

� est un homomorphisme injectif tel que hσ(f) � 0 pour tout σ, alors
λ1( L

∨⊗n

⊗L
⊗D

) � λ1( L
∨⊗n

⊗L
�⊗D

) (cf. la remarque 4.2.7 (7)). Soit M un fibré
inversible hermitien sur Spec OK dont le OK-module inversible sous-jacent M est
trivial, et tel que, pour tout σ : K → C, on ait �1�σ = e−b, où b > 0, 1 est l’élément
d’unité de M ∼= OK . On a �µ(M) = b, et π∗(M) = OX (b). Comme L est faiblement
positif, il existe λ > 0 tel que, pour tout entier D > λ et tout entier n > λD, on ait

λ1(π∗( L
∨⊗n

⊗L
⊗D ⊗ π∗(M)

⊗D
)) > 1,

ou encore λ1

�
π∗( L

∨⊗n

⊗L
⊗D�

> ebD, compte tenu de la remarque 4.2.7 (4) et (7).
On fixe deux entiers D0 et n0 tels que D0 > λ et n0 > λD0. Pour tout entier n > 0,
on a

λ1

�
π∗( L

∨⊗nn0 ⊗L
⊗nD0�

> ebnD0 .

Comme L a une section effective, et comme il existe un homomorphisme φ de L
∨

vers L tel que hσ(φ) � 0 pour tout σ, d’après la remarque 4.2.7 (7), on obtient

λ1

�
π∗( L

∨⊗(nn0+l)
⊗L

⊗D

)
�

� λ1

�
π∗( L

∨⊗nn0 ⊗L
⊗nD0�

> ebnD0
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pour tous les entiers D et l tels que D0 � D � nD0 et 0 � l � nD0 −D. On note

λ0 =
n2

0

D2
0

+
2n0

D0

Pour tout entier D � D0 et tout entier m � λ0D, si on pose n = �m/n0� et l =

m− nn0, alors on a m = nn0 + l, où 0 � l < n0. En outre, on a
nD0 −D � (m/n0 − 1)D0 −D � (λ0D/n0 − 1)D0 −D

� n0D/D0 + 2D −D0 −D � n0.

Donc l < n0 � nD0 −D et D � nD0. Par conséquent,

λ1(π∗( L
∨⊗m

⊗L
⊗D

)) � ebD0m/2n0

puisque n � m/2n0. En prenant a = bD0/2n0, on achève la démonstration.

La proposition 4.2.22 suggère la généralisation suivante de la condition de positivité
faible pour un fibré vectoriel hermitien.

Définition 4.2.23. – Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . On dit que E est
faiblement positif si, pour tout fibré inversible hermitien L sur X , il existe deux
nombres réels strictement positifs a et λ tels que, pour tout entier D > λ et tout
entier n � λD, on ait λ1(π∗(Sn E

∨
⊗ L

⊗D

)) > ean.

Remarque 4.2.24. – On peut proposer une autre condition en faisant une
généralisation naïve de la définition 4.2.18 au cas de fibré vectoriel hermitien.
Certainement cette condition est plus faible que celle dans la définition 4.2.23. Mais
il n’est pas claire, au moins pour l’auteur, que l’analogue de la proposition 4.2.22 est
encore valable pour le cas de rang > 1.

La proposition suivante est un analogue au cas de rang supérieur de la proposition
4.2.20. Sa démonstration est presque la même.

Proposition 4.2.25. – Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel normé F sur X il

existe deux nombres réels a, λ > 0 tels que, pour tout entier D > λ et tout entier
n � λD, on ait

λ1(π∗(S
n E

∨
⊗ L

⊗D

⊗ F )) > ean
;

2) E est faiblement positif;
3) il existe un fibré inversible hermitien arithmétiquement gros L sur X et deux

nombres a, λ > 0 tels que, pour tout entier D > λ et tout entier n � λD, on ait

λ1(π∗(S
n E

∨
⊗L

⊗D

)) > ean.

La proposition 4.2.27 au-dessous montre que la condition de positivité faible d’un
fibré vectoriel hermitien E est équivalente à la même condition du dual du fibré
canonique de P( E∨) muni des métriques de Fubini-Study. Ce résultat nous permet
de ramener l’étude de cette condition au cas de fibré inversible hermitien.
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Lemme 4.2.26. – Soit (V, � · �) un espace hermitien de dimension r > 0. Soit L
le fibré inversible OV (1) sur P(V ), muni de la métrique de Fubini-Study. Pour tout
entier n � 1, on désigne respectivement � · �sup et � · �sym la norme sup et la norme
puissance symétrique sur H0

(P(V ), L⊗n
) ∼= SnV . Alors, pour toute section non-nulle

s ∈ H0
(P(V ), L⊗n

), on a
��� log �s�sup − log �s�sym

��� � 1

2
log C1(n, r),

où C1(n, r) =
�
n+r−1

n

�
est le rang de SnV .

Démonstration. – On désigne par � · �J la métrique de John associée à la métrique
� ·�sup. Comme � ·�sup est invariante par l’action du groupe unitaire de V , il en est de
même de la métrique hermitienne � · �J. En vertu du [10, lemme 4.3.6], les métriques
� · �J et � · �sym sont proportionnelles. Il existe donc un nombre réel c0(n, r) tel que

∀ 0 �= s ∈ H0
(P(V ), L⊗n

), log �s�J = log �s�sym + c0(n, r).

Or, si u est un élément dans H0
(P(V ), L) = V , alors �un�sup = �u�n

= �un�sym. On
en déduit donc 0 � c0(n, r) � 1

2 log C1(n, r), compte tenu de la relation

� · �sup � � · �J �
�

C1(n, r)� · �sup.

La démonstration est donc achevée.

Proposition 4.2.27. – Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur X . On
désigne par L le fibré inversible O E∨(−1) sur P( E∨), muni des métriques duales des
métriques de Fubini-Study sur O E∨(1). Alors E est faiblement positif sur X si et
seulement si L est faiblement positif sur P( E∨).

Démonstration. – Soient p : P( E∨) → X le morphisme canonique et r = rg E.
“⇐=”: On suppose que M est un OX -module inversible hermitien. Comme L est

faiblement positif, il existe deux nombres a, λ > 0 tels que, pour tout entier D > λ et
tout entier n > λD, on ait

λ1

�
(πp)∗( L

∨⊗n

⊗ p∗(M)
⊗D

�
> ean.

D’après le lemme 4.2.26 et la remarque 4.2.7 (7), on a

λ1

�
π∗(S

n E
∨
⊗M

⊗D

)
�

� C1(n, r)−
1
2 λ1

�
(πp)∗( L

∨⊗n

⊗ p∗(M)
⊗D

�
> eanC1(n, r)−

1
2 ,

où C1(n, r) =
�
n+r−1

n

�
. Comme la fonction C1(n, r) croît polynomialement par rapport

à n, on obtient le résultat.
“=⇒”: Le faisceau L∨ = O E∨(1) est ample relativement à p. D’après la proposition

1.4.1, il existe un fibré inversible M sur X tel que L := L∨ ⊗ p∗M soit ample. On
munit M des métriques continues arbitraires et on pose

L = L
∨
⊗ p∗(M ⊗ OX (b)) ∼= L

∨
⊗ p∗(M)⊗ OP( E∨)(b),
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où b est un nombre suffisamment positif de sorte que certaine puissance tensorielle de
L ait une section strictement effective non-nulle. Donc L est gros (voir la remarque
4.2.16 1)) Dans la suite, on note M(b) = M ⊗ OX (b).

Comme E est faiblement positif, il existe deux nombres réels a, λ > 0 tels que, pour
tout entier D > λ et tout entier n > λD, on ait

λ1

�
π∗(S

n E
∨
⊗M(b)

⊗D

)
�

> ean.

D’après le lemme 4.2.26, on obtient

λ1

�
(πp)∗( L

∨⊗n

⊗ p∗(M(b))⊗D
)
�

= λ1

�
(πp)∗( L

∨⊗(n−D)
⊗L

⊗D

)
�

> eanC1(n, r)−
1
2 .

Soit n0 ∈ N tel que, pour tout n > n0, on ait eanC1(n, r)−
1
2 > 1. Soit λ� = max(n0, λ).

Alors pour tout entier D > λ� et n > λ�D on a

λ1

�
(πp)∗( L

∨⊗n

⊗L
⊗D

)
�

> 1.

Donc L est faiblement positif, compte tenu de la proposition 4.2.20
�
3) ⇒ 2)

�
.

Le théorème suivant donne un critère numérique de la condition de positivité faible,
qui généralise le théorème 4.2.21 au cas de rang supérieur.

Théorème 4.2.28. – Soit E un fibré vectoriel hermitien sur X . Si �µπ

max( E
∨
) < 0,

alors E est faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque E∨
K

est gros.

Démonstration. – Soient p : P( E∨) → X le morphisme canonique et L le fibré
inversible O E∨(−1) muni des métriques duales à celles de Fubini-Study sur O E∨(1).

“=⇒”: Comme �µπ

max( E
∨
) = �µπp

max( L
∨
) < 0, le fibré inversible hermitien L est

faiblement positif, donc il en est de même de E, compte tenu de la proposition 4.2.27.
“⇐=”: D’après la proposition 4.2.27, si E est faiblement positif, il en est de même

de L. D’autre part, si E∨
K

est gros, L∨
K

est gros. D’après le théorème 4.2.21, on obtient

�µπ

max( E
∨
) = �µπp

max( L
∨
) < 0.

4.3. Polygones et pentes asymptotiques en géométrie relative

Dans cette section, on applique les résultats obtenus dans le chapitre 3 à l’étude
du comportement asymptotique des fibrés vectoriels dans le cadre de la géométrique
relative.

On fixe un corps k et une courbe projective et régulière C sur Spec k. On désigne
par K �

= k(C) le corps des fonctions rationnelles sur C. Soit g le genre de C. Pour
tout fibré vectoriel E sur C, le théorème de Riemann-Roch implique que

(78) χ(E) = rg H0
(C, E)− rg H1

(C, E) = deg(E) + rg(E)(1− g).
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4.3.1. Polygone et pentes asymptotiques. – Soit B =
�

n�0 Bn une OC-algèbre
graduée. On suppose que chaque Bn est un OC-module localement libre de rang
fini et que Bn �= 0 pour n suffisamment grand. De plus, on suppose que BK� est
un anneau intègre. Dans ce sous-paragraphe, on montre que la suite de polygones
(PBn/n)n�1 converge uniformément, où les polygones PBn sont définis dans §2.3.2.
C’est un analogue dans le cadre de la géométrie relative du théorème 4.1.2. On rappelle
d’abord une estimation de la pente minimale de produit tensoriel établie dans [17].

Soit b(C) = min{deg(H) | H ∈ Pic(C), H est ample}. C’est un entier strictement
positif, et l’ensemble des valeurs de deg(H) lorsque H décrit Pic(C) est exactement
b(C)Z. En effet, un faisceau inversible H ∈ Pic(C) est ample si et seulement si
deg(H) > 0. Soit en outre a(C) = b(C) + g − 1.

Lemme 4.3.1. – Soient E et F deux fibrés vectoriels sur C. On a µmin(E ⊗ F ) �
µmin(E) + µmin(F )− a(C).

Démonstration. – Il suffit d’appliquer [17] Proposition 2.2 aux fibrés vectoriels E∨ et
F∨. En utilisant le fait que µmax(E∨

) = −µmin(E), on obtient le résultat.

Théorème 4.3.2. – Soit B =
�

n�0 Bn une algèbre graduée en fibrés vectoriels sur
C. On suppose que BK� est intègre, Bn �= 0 pour n suffisamment grand et qu’il existe
α > 0 tel que µmax(Bn) � αn quel que soit n � 1.
1) La suite de pentes maximales (µmax(Bn)/n)n�1 converge dans R.
2) Si l’algèbre BK� est de type fini sur K �, la suite de polygones (PBn/n)n�1 converge

uniformément vers une fonction concave sur [0, 1].
3) Si, pour tous entiers n et m assez grands, l’homomorphisme Bn,K� ⊗ Bm,K� →

Bn+m,K� induit par la structure d’algèbre de B est surjectif, alors la suite de pentes
minimales (µmin(Bn)/n)n�1 converge dans R.

Démonstration. – D’après un argument similaire à celui dans la démonstration du
théorème 4.1.2, en utilisant le lemme 4.3.1, on obtient que l’algèbre graduée BK� =�

n�0 Bn,K� , munie des filtrations de Harder-Narasimhan, est f -pseudo-filtrée pour
la fonction constante f =

1
2a(C). Le théorème résulte donc du théorème 3.4.6 et les

propositions 3.2.9 et 3.2.10.

4.3.2. Théorème de Hilbert-Samuel. – Soient X une variété projective sur k
et π : X → C un k-morphisme projectif et plat. Soit d la dimension relative de
X sur C. Soit L un OX -module inversible. On établit un analogue du théorème
4.1.8 en géométrie relative. L’idée est d’appliquer le théorème 4.3.2 à l’algèbre B =�

n�0 π∗(L⊗n
). Comme π est un morphisme plat, π∗(L⊗n

) est un OC-module cohérent
sans torsion, donc est un OC-module localement libre de rang fini puisque C est
régulière. On commence par un résultat (proposition 4.3.4) sur la comparaison de la
pente maximale au plus grand degré de sous-fibré inversible.

Lemme 4.3.3 ([17] Lemma 2.1). – Soit E un OC-module localement libre de rang fini
et non-nul. Si H0

(C, E) est nul, alors µmax(E) � g − 1.
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Proposition 4.3.4. – Pour tout OC-module localement libre de rang fini et non-nul
E, il existe un sous- OC-module inversible L tel que deg( L) � µmax(E) − a(C), où
a(C) est la constante définie dans §4.3.1.

Démonstration. – Soit M un OC-module inversible de degré b(C). On choisit r ∈ Z
tel que

g + b(C)− 1 � µmax(E ⊗M⊗r
) = µmax(E) + rb(C) > g − 1.

D’après le lemme 4.3.3 on obtient H0
(C, E ⊗ M⊗r

) �= 0. Donc il existe un
homomorphisme injectif de OC vers E ⊗ M⊗r. Soit L = M∨⊗r. Il existe alors
un homomorphisme injectif de L vers E. En outre, on a

deg( L) = −r deg(M) = −rb(C) � µmax(E)− g − b(C) + 1.

Comme a(C) = b(C) + g − 1, on obtient deg( L) � µmax(E)− a(C).

La proposition au-dessous est une estimation sur la croissance des pentes
maximales. Elle montre en particulier que l’algèbre B =

�
n�0 π∗(L⊗n

) vérifie
la condition du théorème 4.3.2.

Proposition 4.3.5. – Pour tout OX-module inversible L, il existe une constante α
dans R telle que, pour tout entier n > 1, on ait µmax(π∗(L⊗n

)) � αn.

Démonstration. – La variété X étant projective sur k, on choisit un OX -module
inversible ample L sur X. L’égalité π∗(c1(L )

d
) = c1(LK�)

d
[C] est vraie dans le

groupe de Chow CH1(C). Soient M un sous- OC-module inversible de π∗(L ⊗n
) et

ϕ : M → π∗(L ⊗n
) l’homomorphisme canonique. On désigne par �ϕ : π∗M → L ⊗n

le morphisme obtenu de ϕ par adjonction. Ce dernier s’identifie à une section non-
identiquement nulle de π∗M∨⊗L ⊗n, dont le diviseur [div(�ϕ)] est effectif. On a donc
deg

X

�
c1(L )

d
[div(�ϕ)]

�
� 0. Or [div�ϕ] = −π∗c1(M) + nc1(L) dans CH

1
(X), donc

deg
X

�
c1(L )

d
[div(�ϕ)]

�
= deg

X

�
(−π∗c1(M) + nc1(L))c1(L )

d

�

= −deg
C

�
c1(M)π∗(c1(L )

d
)

�
+ n deg

X
(c1(L)c1(L )

d
).

Par conséquent,

deg(M) � deg
X

(c1(L)c1(L )
d
)

degLK�
(XK�)

n.

Enfin, d’après la comparaison que l’on a établi dans la proposition 4.3.4, on déduit la
majoration linéaire en n de µmax(π∗(L ⊗n

)) annoncée.

Théorème 4.3.6. – Soient π : X → C un morphisme projectif et plat, et L un fibré
inversible sur X. On suppose que H0

(XK� , L⊗n

K� ) est non-nul lorsque n est assez grand.
Pour tout entier n � 1, soit Bn = π∗(L⊗n

).

1) La suite (µmax(Bn)/n)n�1 converge vers un nombre dans R.
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2) Si l’algèbre
�

n�0 H0
(XK� , L⊗n

K� ) est de type fini sur K �, alors la suite de polygones
de Harder-Narasimhan (PBn/n)n�1 converge uniformément vers une fonction
concave Pπ

L
, et on a

(79) lim
n→+∞

(d + 1)!

nd+1
χ(Bn) = (d + 1)vol(LK�)Pπ

L
(1).

Si L est ample, alors

(80) Pπ

L
(1) =

c1(L)
d+1

(d + 1)c1(LK�)d
.

3) Si l’homomorphisme canonique

H0
(XK�), L⊗n

K� )⊗H0
(XK� , L⊗n

K� ) → H0
(XK� , L⊗(m+n)

K� )

est surjectif pous tous n et m assez grand, alors (µmin(Bn)/n)n�1 converge dans
R.

Démonstration. – D’après la proposition 4.3.5, les conditions du théorème 4.3.2 sont
vérifiées pour l’algèbre B =

�
n�0 π∗(L⊗n

). On obtient donc les résultats sauf les
égalités (79) et (80). On a lim

n→+∞
µ(Bn)/n = Pπ

L
(1). En outre, d’après (78),

χ(Bn) = deg(Bn) + rg(Bn)(1− g),

d’où

lim
n→+∞

χ(Bn)

n rg(Bn)
= lim

n→+∞

µ(Bn)

n
.

Comme lim
n→∞

d! rg(Bn)/nd
= vol(LK�), on obtient (79). Enfin, lorsque L est ample,

(80) se déduit du théorème de Riemann-Roch-Grothendieck.

4.3.3. Pente maximale asymptotique. – Soit π : X → C un k-morphisme
projectif et plat d’une variété projective X vers une courbe projective régulière
C. On note K �

= k(C) le corps des fonctions rationnelles sur C. Pour tout OX -
module inversible L tel que LK� soit gros, le théorème 4.3.6 montre que la suite
(µmax(π∗L⊗n

)/n)n�1 converge dans R. On désigne par µπ

max(L) cette limite. Dans la
suite, on montrera que la fonction µπ

max est sur-additive. Ce résultat permet d’étendre
le domaine de définition de µπ

max à Pic(X) — le groupe des classes d’isomorphisme
de fibrés inversibles sur X.

Lemme 4.3.7. – Soient E1 et E2 deux OX-modules localement libres de rang fini et
non-nuls. Si π∗(E1) et π∗(E2) sont tous les deux non-nuls, alors on a

µmax(π∗(E1 ⊗ E2)) � µmax(π∗E1) + µmax(π∗E2)− 2a(C),

où a(C) est la constante définie dans §4.3.1.
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Démonstration. – Comme π∗(E1) et π∗(E2) sont non-nuls, d’après la proposition
4.3.4, il existe deux OC-modules inversibles M1 et M2 ainsi que deux homomorphisme
injectifs M1 −→ π∗(E1) et M2 −→ π∗(E2) tels que deg M1 � µmax(π∗E1) − a(C) et
deg M2 � µmax(π∗E2)−a(C). Comme M∨

1 ⊗π∗(E1) et M∨
2 ⊗π∗(E2) ont des sections

non partout nulles au-dessus de C, π∗(M1)
∨ ⊗ E1 et π∗(M2)

∨ ⊗ E2 ont des sections
non partout nulles au-dessus de X. Par conséquent,

H0
(X,π∗(M1 ⊗M2)

∨ ⊗ (E1 ⊗ E2)) = H0
(C, (M1 ⊗M2)

∨ ⊗ π∗(E1 ⊗ E2)) �= 0.

Donc 0 � µmax((M1 ⊗M2)
∨ ⊗ π∗(E1 ⊗ E2)), et donc

µmax(π∗(E1 ⊗E2)) � deg M1 + deg M2 � µmax(π∗(E1)) + µmax(π∗(E2))− 2a(C).

Proposition 4.3.8. – Soient L, L1 et L2 des OX-modules inversibles dont les fibres
génériques sont gros.
1) Pour tout entier n � 1, µπ

max(L
⊗n

) = nµπ

max(L).
2) Si M est un OC-module inversible, alors µπ

max(L⊗ π∗M) = deg M + µπ

max(L).
3) µπ

max(L1 ⊗ L2) � µπ

max(L1) + µπ

max(L2).
4) S’il existe un homomorphisme non-nul ϕ : L1 → L2 de OX-modules, alors

µπ

max(L1) � µπ

max(L2).

Démonstration. – 1) est immédiat d’après la définition de µπ

max.
2) On a, pour n assez grand,

µmax(π∗(L
⊗n ⊗ π∗M⊗n

)) = µmax(π∗(L
⊗n

)⊗M⊗n
) = µmax(π∗(L

⊗n
)) + n deg M.

D’où

lim
n→∞

1

n
µmax(π∗(L

⊗n ⊗ π∗M⊗n
)) = deg M + lim

n→∞

1

n
µmax(π∗(L

⊗n
)).

3) D’après le lemme 4.3.7, pour tout entier n assez grand,

µmax(π∗(L
⊗n

1 ⊗ L⊗n

2 )) � µmax(π∗(L
⊗n

1 )) + µmax(π∗(L
⊗n

2 ))− 2a(C).

Donc
µmax(π∗(L

⊗n

1 ⊗ L⊗n

2 ))

n
� µmax(π∗(L

⊗n

1 ))

n
+

µmax(π∗(L
⊗n

2 ))

n
− 2a(C)

n
.

Par passage à la limite on obtient µπ

max(L1 ⊗ L2) � µπ

max(L1) + µπ

max(L2).
4) Pour tout entier n � 1 on a un homomorphisme injectif ϕ⊗n

: L⊗n

1 → L⊗n

2 .
En prenant l’image directe on obtient un homomorphisme injectif de π∗(L

⊗n

1 ) vers
π∗(L

⊗n

2 ). Par conséquent, on a µmax(π∗(L
⊗n

1 )) � µmax(π∗(L
⊗n

2 )). Par passage à la
limite on obtient µπ

max(L1) � µπ

max(L2).

Définition 4.3.9. – Soient L un OX -module inversible et L un OX -module
inversible tel que LK� soit gros. D’après la proposition 1.4.3 1), il existe un entier
n0(L,L ) > 0 tel que LK� ⊗L ⊗n

K� soit gros quel que soit n � n0(L,L ). On définit,
pour tout entier n � n0(L,L ), An(L,L ) = µπ

max(L⊗L ⊗n
)− nµπ

max(L ).

Proposition 4.3.10. – 1) La suite (An(L,L ))n�n0(L,L ) est croissante et converge
dans R.
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2) Si M est un OC-module inversible, on a An(L,L ⊗ π∗M) = An(L,L ) pour tout
n � n0(L,L ).

3) On désigne par A l’ensemble des OX-modules inversibles génériquement gros et
par A� l’ensemble des OX-modules inversibles gros. Alors

(81) inf
L∈ A

lim
n→+∞

An(L,L ) = inf
L �∈ A�

lim
n→+∞

An(L,L �
).

4) Si L est un OX-module tel que LK� soit gros, alors la valeur dans (81) est égale à
µπ

max(L).
5) Si L est de la forme π∗M , où M est un OC-module inversible, alors la valeur dans

(81) est égale à deg(M).

Démonstration. – 1) D’après la proposition 4.3.8 3), pour tout entier n � n0(L,L ),

µπ

max(L⊗L ⊗(n+1)
) � µπ

max(L⊗L ⊗n
) + µπ

max(L ).

Donc on a An+1(L,L ) � An(L,L ). D’autre part, comme LK� est gros, il existe un
OC-module inversible M tel que L ⊗ π∗M soit gros (cf. la proposition 1.4.5 infra).
Donc il existe un entier m > 0 et un homomorphisme injectif de L vers (L ⊗π∗M)

⊗m

(cf. proposition 1.4.3 infra). D’après la proposition 4.3.8 2) et 4), on a

µπ

max(L⊗L ⊗n
) � µπ

max((L ⊗ π∗M)
⊗m ⊗L ⊗n

) = (m + n)µπ

max(L ) + m deg(M),

i.e., An(L,L ) � m(µπ

max(L ) + deg(M)). La suite (An(L,L ))n�n0(L,L ) est alors
croissante et bornée supérieurement, donc converge dans R.

2) Si L⊗L ⊗n est génériquement gros, il en est de même de L⊗ (L ⊗ π∗M)
⊗n

=

L⊗L ⊗n ⊗ π∗M⊗n, et on a, d’après la proposition 4.3.8 2),

µπ

max(L⊗ (L ⊗ π∗M)
⊗n

) = µπ

max(L⊗L ⊗n
) + n deg M.

Par conséquent,

An(L,L ⊗ π∗M) = µπ

max(L⊗L ⊗n
) + n deg(M)− nµπ

max(L ⊗ π∗M) = An(L,L ).

3) L’égalité (81) est une conséquence immédiate de 2) et de la proposition 1.4.5.
4) Pour tout OX -module inversible génériquement gros L , d’après la proposition

4.3.8 3), on a

µπ

max(L⊗L ⊗n
)− nµπ

max(L ) � µπ

max(L) + µπ

max(L
⊗n

)− nµπ

max(L ) = µπ

max(L).

Donc on a inf
L∈ A

lim
n→+∞

An(L,L ) � µπ

max(L). D’autre part, comme LK� est gros,

inf
L∈ A

lim
n→+∞

An(L,L ) � lim
n→+∞

An(L, L)

= lim
n→+∞

�
µπ

max(L⊗ L⊗n
)− nµπ

max(L)

�
= µπ

max(L).

On obtient donc l’égalité.
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5) Si L = π∗M , où M est un OC-module inversible, alors pour tout OX -module
inversible génériquement gros L et tout entier n > 0, on a, d’après la proposition
4.3.8 2)

An(L,L ) = µπ

max(π
∗M ⊗L ⊗n

)− nµπ

max(L )

= deg(M) + µπ

max(L
⊗n

)− nµπ

max(L ) = deg(M).

Définition 4.3.11. – Pour tout OX -module inversible L on définit

(82) µπ

max(L) = inf
L

lim
n→+∞

�
µπ

max(L⊗L ⊗n
)− nµπ

max(L )

�
∈ [−∞,+∞[,

où L parcourt tous les OX -modules inversibles tels que LK� soit gros. Lorsque LK�

est gros, cette valeur est finie, et coïncide avec la limite lim
n→+∞

µmax(L
⊗n

)/n (cf. la
proposition 4.3.10 4)). La valeur µπ

max(L) est appelée la pente maximale asymptotique
de L relativement à π.

La proposition suivante montre que les propriétés de la fonction µπ

max établie dans
la proposition 4.3.8 sont encore valables pour la fonction généralisées.

Proposition 4.3.12. – 1) Pour tous OX-modules inversibles L1 et L2, on a

µπ

max(L1 ⊗ L2) � µπ

max(L1) + µπ

max(L2).

2) Pour tout OX-module inversible L et tout entier n > 0, on a

µπ

max(L
⊗n

) = nµπ

max(L).

3) Si L1 et L2 sont deux OX-modules inversibles et s’il existe un homomorphisme
non-nul de L1 vers L2, alors µπ

max(L1) � µπ

max(L2).
4) Pour tout OX-module inversible L et tout OC-module inversible M , on a

µπ

max(L⊗ π∗M) = µπ

max(L) + deg(M).

Démonstration. – 1) Pour tout OX -module inversible L génériquement gros et tout
entier n suffisamment grand, d’après la proposition 4.3.8 3),

µπ

max(L1 ⊗ L2 ⊗L ⊗2n
) � µπ

max(L1 ⊗L ⊗n
) + µπ

max(L2 ⊗L ⊗n
),

d’où A2n(L1 ⊗ L2,L ) � An(L1,L ) + An(L2,L ). Par passage à la limite on obtient
µπ

max(L1 ⊗ L2) � µπ

max(L1) + µπ

max(L2).
2) Pour tout OX -module inversible L génériquement gros et tout entier m assez

grand, on a, d’après la proposition 4.3.8 1),

µπ

max(L
⊗n ⊗L ⊗mn

) = nµπ

max(L⊗L ⊗m
).

Par conséquent, on a Amn(L⊗n,L ) = nAm(L,L ). Par passage à la limite, on obtient
µπ

max(L
⊗n

) = nµπ

max(L).
3) Pour tout OX -module inversible L génériquement gros et tout entier n

suffisamment grand, on a un homomophisme injectif de L1 ⊗L ⊗n vers L2 ⊗L ⊗n.
Par la proposition 4.3.8 4), on a µπ

max(L1⊗L ⊗n
) � µπ

max(L2⊗L ⊗n
), qui implique que

An(L1,L ) � An(L2,L ). Par passage à la limite, on obtient µπ

max(L1) � µπ

max(L2).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010



112 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

4) Pour tout OX -module inversible génériquement gros L et tout entier n
suffisamment grand, on a, d’après la 4.3.8 2),

An(L⊗ π∗M,L ) = An(L,L ) + deg(M).

Par passage à la limite on obtient µπ

max(L⊗ π∗M) = µπ

max(L) + deg(M).

4.3.4. Pente maximale asymptotique et annulation de section globale. –
La négativité de la pente maximale asymptotique est liée à l’annulation de section
globale de certains fibrés vectoriels. Les résultats présentés dans ce sous-paragraphe
sont analogues à ceux dans §4.2.4. On fixe dans ce sous-paragraphe un OX -module
inversible L.

Proposition 4.3.13. – 1) Si µπ

max(L) > 0, alors µπ

max(L
∨
) < 0.

2) Si µπ

max(L) < 0, alors H0
(X,L) = 0.

3) Si L est gros, alors µπ

max(L) > 0.

Démonstration. – 1) On a µπ

max( OX) = µπ

max(π
∗ OC) = deg( OC) = 0, donc µπ

max(L)+

µπ

max(L
∨
) � 0 compte tenu de la proposition 4.3.12 1).

2) Si H0
(X,L) �= 0, alors il existe un homomorphisme non-nul de OX vers L, d’où

µπ

max(L) � µπ

max( OX) = 0, compte tenu de la proposition 4.3.12 3).
3) Soit M un OC-module inversible tel que deg(M) > 0. Comme L est gros, il

existe un entier n � 1 tel que π∗M∨⊗L⊗n ait une section globale non-nulle. D’après
2), on a

µπ

max(π
∗M∨ ⊗ L⊗n

) = nµπ

max(L) + deg(M∨
) � 0,

Donc µπ

max(L) � deg(M)/n > 0.

Théorème 4.3.14. – Si µπ

max(L
∨
) < 0, alors la condition suivante est satisfaite :

il existe un OX-module inversible gros L et un nombre réel λ > 0 tel que,
quels que soient les entiers D > λ et n > λD, H0

(X,L∨⊗n ⊗L ⊗D
) = 0.

La réciproque est vraie lorsque L∨
K� est gros.

Démonstration. – “=⇒”: D’après la proposition 4.3.10 3), si µπ

max(L
∨
) < 0, alors il

existe une constante ε > 0 et un OX -module gros L tels que, pour tout entier m
suffisamment grand, Am(L∨,L ) � −ε. On a alors µπ

max(L
∨ ⊗ L ) � µπ

max(L ) − ε.
Soit λ une constante telle que λ > ε−1µπ

max(L ). Pour tout entier D � 1 et tout entier
n > λD, on obtient, d’après la proposition 4.3.12 1),

(n−D)µπ

max(L ) + µπ

max(L
∨⊗n ⊗L ⊗D

) � µπ

max((L
∨ ⊗L )

⊗n
)

= nµπ

max(L
∨ ⊗L ) � n(µπ

max(L )− ε).

Par conséquent, on a

µπ

max(L
∨⊗n ⊗L ⊗D

) � Dµπ

max(L )− nε < 0.

D’après la proposition 4.3.13 2), on a H0
(X,L∨⊗n⊗L ⊗D

) = 0. Ainsi (X,L) satisfait
à la condition.
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“⇐=”: On suppose que L∨
K� est gros et que la condition est vérifiée pour L. La

condition dans le théorème est équivalente à la condition suivante :
pour tout OX-module inversible L, il existe λ > 0 tel que, quels que soient
les entiers D > λ et n > λD, on ait H0

(X,L∨⊗n ⊗ L⊗D
) = 0.

En effet, si L est un OX -module inversible gros, alors il existe un homomorphisme
injectif de L dans une puissance tensorielle L ⊗m. Donc l’annulation de H0

(X,L∨⊗n⊗
L ⊗md

) implique celle de H0
(X,L∨⊗n ⊗ L⊗D

).
Soit M un OC-module inversible ample. Il existe λ > 0 tel que, pour tout entier

D > λ et tout entier n > λD, on ait

H0
(X, L∨⊗n ⊗ π∗M⊗D

) = 0.

D’après le lemme 4.3.3 et la proposition 4.3.12 4), on a

µmax(π∗(L
∨⊗n ⊗ π∗M⊗D

)) = D deg M + µmax(π∗(L
∨⊗n

)) � g − 1.

On prend une suite (Dn)n�1 telle que
i) pour tout entier n � 1, Dn > λ,
ii) pour n suffisamment grand, Dn < n/λ,
iii) lim

n→∞

n

Dn

= λ.

Alors pour n suffisamment grand, on a deg(M)Dn + µmax(π∗(L∨⊗n
)) � g − 1, c’est-

à-dire

deg(M)
Dn

n
+

µmax(π∗(L∨⊗n
))

n
� g − 1

n
.

Par passage à la limite, on obtient µπ

max(L
∨
) � −λ−1

deg M < 0.

4.3.5. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel. – Par passage au
fibré canonique sur le fibré projectif, on étend le domaine de définition de la fonction
µπ

max à l’ensemble des fibrés vectoriels sur X. Si E est un OX -module localement libre
de rang fini et non-nul et si p : P(E) → X est le morphisme canonique, on définit

µπ

max(E) = µπp

max( OE(1)).

Remarque 4.3.15. – Si EK� est gros, c’est-à-dire que si OE(1)K� est gros, alors
µπ

max(E) = lim
n→∞

µmax(π∗(S
nE)).

Lemme 4.3.16. – Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1) pour tout OX-module inversible M et tout OX-module cohérent sans torsion F , il

existe un nombre réel λ > 0 tels que, quels que soient les entiers D > λ et n > λD,
on ait H0

(X,SnE∨ ⊗M⊗D ⊗ F ) = 0.
2) pour tout OX-module inversible M , il existe un nombre réel λ > 0 tels que, quels

que soient les entiers D > λ et n > λD, on ait H0
(X,SnE∨ ⊗M⊗D

) = 0.
3) il existe un OX-module inversible gros L et un nombre réel λ > 0 tels que, quels

que soient les entiers D > λ et n > λD, on ait H0
(X,SnE∨ ⊗ L⊗D

) = 0.
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Démonstration. – “1)=⇒2)=⇒3)” sont évidents. La démonstration de “3)=⇒1)”
repose sur la proposition 1.4.3, et est très similaire à celle de son homologue dans la
proposition 4.2.20.

Théorème 4.3.17. – Si µπ

max(E
∨
) < 0, alors la condition suivante est vérifiée :

pour tout OX-module inversible M (ou de façon équivalente, il existe un
OX-module inversible gros M), il existe un nombre réel λ > 0 tels que,
quels que soient les entiers D > λ et n > λD, on ait H0

(X,SnE∨ ⊗
M⊗D

) = 0.
La réciproque est vraie lorsque E∨

K� est gros, c’est-à-dire que le faisceau inversible
OE∨(1)K� est gros.

Démonstration. – La condition dans ce théorème est équivalente à la condition dans
le théorème 4.3.14 pour (P(E∨

), OE∨(−1)) :
pour tout OP(E∨)-module inversible L (ou de façon équivalente, il existe un
OP(E∨)-module inversible gros L), il existe un nombre réel λ > 0 tels que,
quels que soient les entiers D > λ et n > λD, on ait H0

(P(E∨
), OE∨(n)⊗

L⊗D
) = 0.

En effet, si M est un OX -module inversible, alors

H0
(P(E∨

), OE∨(n)⊗ p∗M⊗D
) = H0

(X,SnE∨ ⊗M⊗D
).

Donc l’annulation de H0
(P(E∨

), OE∨(n)⊗ p∗M⊗D
) implique celle de H0

(X,SnE∨⊗
M⊗D

). Réciproquement, d’après la proposition 1.4.5, il existe un OX -module
inversible M tel que L := OE∨(1) ⊗ p∗M soit gros. On a H0

(P(E∨
), OE∨(n) ⊗

L⊗D
) = H0

(P(E∨
), OE∨(n + D) ⊗ p∗M⊗D

) = H0
(X,Sn+DE∨ ⊗ M⊗D

). Si ce
dernier espace s’annule lorsque n/D est assez grand, alors il en est de même de
H0

(P(E∨
), OE∨(n)⊗ L⊗D

).
“=⇒”: Comme µπp

max( OE∨(1)) = µπ

max(E
∨
), on a µπp

max( OE∨(1)) < 0. D’après le
théorème 4.3.14, la condition comme ci-dessus est vérifiée.

“⇐=”: Si la condition dans ce théorème est vérifiée pour (X,E), alors la condition
dans le théorème 4.3.14 est vérifiée pour (P(E∨

), OE∨(−1)). Si de plus E∨
K� est

gros, alors OE∨(−1)
∨
K� = OE∨(1)K� est gros. Le théorème 4.3.14 implique alors que

µπp

max( OE∨(−1)
∨
) = µπp

max( OE∨(1)) = µπ

max(E
∨
) < 0.
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