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SUR LA DISTRIBUTION DE CERTAINES SERIES ALEATOIRES
par
J. P. KAHANE

Soit 0 <& <1 . On désigne par e la convolution infinie des mesures

(6 ,+58 En) (n=1,2,...) , c'est-d~dire la distribution de la variable aléatoire

1

2

X = ‘Z:I: g" , ol les signes + et - sont choisis au hasard, indépendamment les
1

uns des autres, avec méme probabilité 1/2 . On désigne par ﬁg(u) la transformée
1

£ . On posera e=g.

est une mesure pure (J.W. 1935, V.K. 1940). Cela veut dire que, pour toute

de Fourier de u

H
g
classe @ de boréliens sur IR , invariante par translation et fermée pour la réu-

nion dénombrable, on a l'alternative suivante : ou bien uE(A) = 0 pour tout A
de @ , ou bien uE(A) =1 pour un A de @ . La démonstration est une appli-
cation facile de la loi du zéro-un : si uE(A) > O pour un borélien A , on a
uE(A:x) =1., A' #étant la somme algébrique de A et du module engendré par les
£ & .

En particulier, He est soit absolument continue, soit singuliére.
g est une mesure diffuse. Pour &£ < % , elle est portée par un ensemble fermé

E , totalement discontinu, de mesure de Lebesgue nulle et de dimension de
Hausdorff %%—2 (pour ¢ = i , c'est l'ensemble triadique de Cantor). Pour

£ =% > Mg est proportionnelle & la mesure de Lebesgue sur [-1,1] , et nulle
hors de cet intervalle. Pour & >% . uE a pour support l'intervalle [~ % N lE_E]

(R.W. 1935).

L'étude des et de leurs transformées de Fourier

UE 2
(1) ﬁe(u) = cos £ u
1
remonte aux années 1930, et elle n'a gudre fait de progrds depuis 1962 (G. 1962).

On va indiquer les principaux résultats connus, en insistant sur 1'importante con-
qt s P

tributions d'Erdds (E. 1940).

si £ = 2'l/h , h entier =2 2, Mg admet une densité de classe C°t , €6

ﬁg(ﬁ) =0 (-%—) (n+ ») (W. 1935). C'est immédiat parce que Mg est alors convolu-
&
tion de h mesures homothétiques de W7o Ce qui s'écrit aussi

h-1 u)

(2) Bg(u) = Bp(w) ﬁéh(ﬁ u) ... ﬁgh(i
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s8i & =§- irréductible, p #1 , ﬁg(u) =0 ( 1 a) (a> @) pour un a > O
(1log w)
convenable (K. 1936). Si £=-{; , g entier> 2 , lim Iﬁg(n)l >0 . La premidre par-
ur

tie nécessite un calcul. La seconde, plus anciennement connue, résulte aisément de

la formule

N-1 ®
(3) ﬁg(AGN ) = cos (16™ ) cos(AE® 7)
0 1 :
ol © =% (ici, on prend 6 =q et A =1) .

si 6€8 (classe des nombres de Pisot), lim Iﬁé(u)l >0 (E. 1939). La

u > @
démonstration, trés simple, repose encore sur la formule (3).

COROLLATRE. Si 6€ S, u. est singulidre.

Si 6¢s , lim ﬁg(u) = 0 (Salem 1941). La démonstration repose sur (3) et le
théoréme de Pigg%o. C'est ainsi qu'on montre que tous les ensembles EE (O<§<%,9 Zs)

sont de multiplicité au sens du développement trigonométrique (voir p. ex. S. 1963).

Si 6€T (classe des nombres de Salem ; cf. S. 1963), limlﬁg(u) u€| = o pour
u >

tout € >0 . Cela résulte ehcore de la formule (3) et du théoréme suivant (Y. Meyer;

voir aussi S. 1963, p. 27 ) : si BE T et & >0, il existe A>0 tel que

|sin = )\enl < 8§ ©pour tout entier n= 1 .

En sens opposé, la méthode d'Erdds (E. 1940), que nous allons rapidement exposer
dans un instant, donne ceci

~

Sauf si & appartient & un ensemble exceptionnel Eo , de dimension de Hansdorff

nulle, on a ﬁg(u) =0 (—:LY-) (w »9 pour un y= y(§) convenable. De plus, pour
— u
tout o > 0 , il existe un ensemble exceptionnel Ea , de dimension de Hausdorff

<.a , et une fonction Y¥(x) définie sur JO0,1[ , croissant de 0 & = , telle

aue 8,(0) =0 () (w5 y%= ¥ (6)) quend € 10,1I\E, .

u

Comme corollaire, il existe une suite o> 0 , tendant vers O , telle que, pour

presque tout & de l'intervalle 3l-nm,1[ , la mesure ait une densité de

classe C" (E. 1939).

g

La méthode est inspirée de celle qu'utilise Pisot (P. 1938) pour montrer que
1'ensemble des 6 tels que, pour un A > O convenable, A 8" tende vers O
modulo 1 est dénombrable (cf. aussi S. 1963, p. 11). On peut bridvement la dérrire

. . n . .
ainsi. Posons 1 6 = a +e , et soit M le point de coordonnées (an,a ) . La

n+l

droite y = 6x coupe chaque disque de centre Mn et rayon |en| +Ie . I1 s'en-

n-l>lI

est assez petit, M est bien déterminé

suit que, si I€n| + le + '€n+2' n+l

n+l '
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par Mn , et que; en tous cas, le nombre des choix possibles de Mn 41 Quand on
connalt M, est borné. Si 1'on impose 6€ [a,b] (L<a<b) , 1 < A <6, et de plus
|en| < ¢ =¢ (a,b) pour au moins N-v valeurs de n entre 1 et N (avec

v < ) , on vérifie que le nombre de chemins My, My el My possibles ne dépas-

10
N N Z 2
se pas (’%v ) A3v », ol A ne dépend que de a et b . I1 en résulte que, pour

chaque N et v , i1 existe un ensemble Ey v réunion de ( g ) A interval-

3

-] b

les de longueurs O(b Ny > tel que pour 6€[a,b]\Ey et 1<A<6 , ona |en] 2€
’

pour au moins v valeurs de n entre 1 et N . La formule (3) permet de con-

clure.

Voici quelques résultats ultérieurs.

Pour avoir ﬁge 12 (c'est-a-dire e absolument continue, avec une densité de

carré gommable), il faut et il suffit que le nombre de choix possibles de signes +

et - dans 1'inégalité

n-l) I

[£1 20 covt 8% 2 (414 0 .0vz0 <1

soit o(L® &™) quand n + = . (K.S. 1958). Malheureusement, on ne sait pas utiliser

cette condition.

Cependant, A. Garsia a donné une condition explicite pour que e soit abso-
lument continue, a densité bornée, qu'il a pu appliquer dans le cas particulier

suivant

s8i 6 est un entier algébrique de norme 2 dont tous les conjugués sont hors

du disque |z| =< 1 M est absolument continue, & densité bornée (G. 1962)
Les résultats qui précédent laissent ouvertes les questions suivantes.

1. - Pour quelles valeurs de & la mesure uE est-elle absolument continue,
et pour quelles valeurs est-elle singuliére ? (On sait qu'elle est singulidre pour

6 €S , et absolument continue, en général, quand £ est voisin de 1 ).

2. - Quel est 1l'ensemble des 6 pour lesquels il n'existe aucun €> O tel que

ﬁg(u) O(}E-) (ur*) ? (On sait qu'il est de dimension mille, et qu'il contient
u
SUT).
3. - Evaluer la fonction g(&) = sup {y [ﬁg(u) = O(——;L/-)}. Est-il vrai qu'on ait
u

presque-partout g(g) = —1og 2 o (I1 est facile de voir que, pour & < S ,on a

2 log & 2
- log 2
g(&)< 2 log € ) .
4, - Pour 6 €S , évaluer la borne inférieure inférieure des o tel que uE

soit concentrée sur un ensemble borélien de dimension de Hansdorff o . (On peut

essayer d'appliquer les méthodes de G. 1962).
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