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K-THÉORIE ET MULTIPLICITÉS
DANS L2(G/Γ)

François Pierrot
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5.1. Séries discrètes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.2. Formules de multiplicités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire est de démontrer un théorème dans le cadre de la K-théorie
des C∗-algèbres de groupes qui affirme l’égalité de deux morphismes sur l’image de
l’application de Baum-Connes : d’une part celui induit par la représentation quasi-
régulière d’un sous-groupe discret cocompact sans torsion, d’autre part, celui induit
après normalisation, par la trace usuelle, et d’en déduire des généralisations des for-
mules de multiplicité de Langlands ([Lan]).

Soit G un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar dg. L’algèbre
involutive CC(G) admet une représentation λ dite régulière par opérateurs bornés sur
L2(G) et C∗

r (G) désigne la fermeture normique de λ(CC(G)). La conjecture de Baum-
Connes ([B-C], [B-C-H]) porte sur la K-théorie de la C∗-algèbre C∗

r (G). Soit EG
l’espace classifiant les actions propres de G et K∗

top(G) la K-homologie G-équivariante
de EG. Dans [B-C-H], est définie l’application d’assemblage ou application de Baum-
Connes µr : K∗

top → K∗(C∗
r (G)) et la conjecture de Baum-Connes affirme que c’est

un isomorphisme.
Le principe est que l’espace K∗

top(G) est en général plus simple à calculer. Si G est
un groupe de Lie semisimple, K un compact maximal (en supposant pour simplifier
que la représentation de K sur g/k est spinorielle), on peut identifier de façon natu-
relle K∗

top(G) à l’anneau des représentations de K. De l’autre coté, K∗(C∗
r (G)) fournit

des informations sur les représentations unitaires de G faiblement contenues dans la
régulière, même quand G n’est pas de type I. Supposons que G est unimodulaire.
Rappelons qu’on appelle série discrète de G la classe d’une sous-représentation irré-
ductible de L2(G) et qu’une représentation unitaire irréductible π de G est une série
discrète ssi elle possède un vecteur ξ non nul tel que

∫
G |〈ξ, gξ〉|2dg < +∞ (on dit

que la série discrète est de plus intégrable s’il existe ξ tel que
∫
|〈ξ, gξ〉|dg < +∞). Il

existe alors une constante dπ > 0 appelée dimension formelle de π telle que pour tout
vecteur ξ de la représentation, on a

∫
G |〈ξ, gξ〉|2dg = d−1

π ‖ξ‖2. Si π est isolée dans le
dual réduit de G (ce qui est le cas pour toute série discrète, si G est presque connexe
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d’après [G]), C∗
r (G) contient K(Hπ) en facteur donc K0(C∗

r (G)) contient une copie
de Z attachée à la série discrète (on notera xπ ∈ K0(C∗

r (G)) son générateur).

Soit Γ un sous-groupe discret cocompact de G. Les formules de multiplicité évo-
quées ci-dessus concernent la représentation par translation à gauche de G dans
L2(G/Γ). Celle-ci se décompose en une somme directe hilbertienne de représentations
irréductibles. Le célèbre résultat de R.P. Langlands est le suivant :

Théorème 0.1 ([Lan]). — Soit Γ un réseau cocompact sans torsion d’un groupe de
Lie semisimple G, π une série discrète intégrable de G, alors la multiplicité de π dans
L2(G/Γ) est égale à dπ vol(G/Γ).

Rappelons que la démonstration de Langlands consiste à appliquer la formule des
traces de Selberg à un coefficient de matrice intégrable et à utiliser les résultats d’an-
nulation d’intégrales orbitales pour les éléments semisimples.

Pour étudier cette multiplicité, on est amené à étudier la C∗-algèbre maximale
notée C∗(G) de G, i.e. celle dont le spectre est constitué de toutes les représen-
tations irréductibles unitaires de G et non pas seulement de celles qui sont faible-
ment contenues dans la régulière. Il existe également une application d’assemblage
µ : K∗

top(G) → K∗(C∗(G)) pour la C∗-algèbre maximale de G telle que λ∗ ◦ µ = µr,
où λ∗ : K∗(C∗(G)) → K∗(C∗

r (G)) est le morphisme induit par le quotient λ : C∗(G) →
C∗

r (G).
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce mémoire (théorème

5.2.2) :

Théorème 0.2. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, π une série
discrète de G isolée dans Ĝr, et xπ ∈ K0(C∗

r (G)) l’élément associé. Soit Γ un sous-
groupe discret cocompact sans torsion de G, σ une représentation unitaire de Γ de
dimension N finie et IndG

Γ (σ) la représentation unitaire induite de G. Soit Cπ ∈
K∗

top(G) tel que µr(Cπ) = xπ. On a :

(IndG
Γ (σ))∗(µ(Cπ)) = N vol(G/Γ)dπ.

L’existence (et l’unicité) d’un tel élément Cπ est postulée par la conjecture de
Baum-Connes pour G. Cette conjecture est maintenant démontrée pour une vaste
classe de groupes : les groupes de Lie réductifs (A. Wassermann [Wa]), les groupes
réductifs sur un corps p-adique (V. Lafforgue [L]) et les groupes moyennables
(N. Higson, G. Kasparov [H-K]).

Supposons de plus que π est isolée dans Ĝ de sorte que C∗(G) contient une copie
de K attachée à la série discrète. Soit pπ ∈ K0(C∗(G)) l’élément associé. Clairement,
λ∗(pπ) = xπ.
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Corollaire 0.1. — Si µ(Cπ) = pπ, alors on a :

m(π,Γ, σ) = N vol(G/Γ)dπ .

Dans le cas où la série discrète est isolée dans Ĝ (ce qui est toujours le cas si π
est intégrable), d’après le corollaire précédent, il suffit pour démontrer la formule de
Langlands, de savoir que pπ est dans l’image de µ. Toutefois, la conjecture de Baum-
Connes postule seulement que λ∗(pπ) est dans l’image λ∗ ◦µ. Quand λ∗ est injective,
c’est suffisant. Compte tenu des travaux de Higson-Kasparov ([H-K]), on en déduit
(théorème 5.2.3) :

Corollaire 0.2. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire moyennable
(ou T -moyennable) et π une série discrète isolée dans Ĝ, alors :

m(π,Γ, σ) = N vol(G/Γ)dπ .

Une conjecture de Bost implique que pour un groupe localement compact G, l’image
de µ est égal à l’image de K∗(L1(G)) dans K∗(C∗(G)). Si π est intégrable, pπ est dans
l’image de K∗(L1(G)).

Dans [L] et [L2], V. Lafforgue démontre la conjecture de Bost pour une vaste classe
C′ de groupes localement compacts (stable par sous-groupe fermé) qui comprend tous
les groupes de Lie semisimples, les groupes réductifs sur les groupes p-adiques, et les
groupes moyennables. On en déduit (théorème 5.3.5) :

Corollaire 0.3. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, Γ un sous-
groupe discret cocompact sans torsion dans la classe C′, π une représentation intégrable
de G, σ une représentation unitaire de dimension N de Γ. Alors on a la formule des
multiplicités :

m(π,Γ, σ) = N vol(G/Γ)dπ .

La démonstration du théorème 0.2 repose sur l’analyse des traces densément défi-
nies sur les C∗-algèbres et des applications qu’elles induisent en K-théorie (chapitres
1 et 2). En effet, une trace t densément définie sur une C∗-algèbre induit une trace
algébrique sur un idéal dense qui a même K-théorie que A (proposition 1.2.3) d’où
une application t∗ : K0(A) → C. L’exemple qui nous intéresse en premier lieu est le
cas d’un groupe localement compact unimodulaire. Il existe alors ([D1]) une unique
trace sci tG telle que ∀ f ∈ L1(G) ∩ L2(G), on a tG(f∗f) = ‖f‖2. Quand π est une
série discrète isolée dans le dual réduit de G, alors pour tout vecteur ξ unitaire de π,
la fonction p définie par ∀ g ∈ G, p(g) = dπ〈π(g)ξ, ξ〉 est dans C∗

r (G), [p] = [xπ] et
par définition, tG(p) = p(e) = dπ . Compte tenu de ceci, le théorème 0.2 est un cas
particulier du suivant (théorème 4.4.1) :

Théorème 0.3. — Soit G un groupe localement compact, Γ un sous-groupe discret
sans torsion cocompact. Soit σ une représentation unitaire de Γ de dimension N .

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002
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Alors on a :
(IndG

Γ (σ))∗ ◦ µ = N vol(G/Γ) × (tG)∗ ◦ µ.

Ce théorème découle :
(1) d’un théorème abstrait énoncé dans [H] qui affirme que pour un groupe discret

sans torsion la trace usuelle sur C∗(Γ) donnée par l’évaluation en l’identité induit la
même application en K-théorie que le morphisme associé à la représentation triviale
sur l’image de l’application de Baum-Connes. Le fait que tΓ∗ (x) = (εΓ)∗(x) quand
x ∈ K0(C∗(Γ)) est l’indice équivariant ([B-C-H]) d’un opérateur pseudodifférentiel
Γ-équivariant sur un revêtement galoisien de groupe Γ d’une variété compacte, est une
reformulation abstraite du théorème d’indice L2 d’Atiyah. Nous montrons que pour un
groupe discret sans torsion, tout élément de l’image de l’application de Baum-Connes
est un tel indice équivariant (proposition 3.1.7) et nous démontrons une version à
coefficient de ce théorème (chapitre 3, théorème 3.3.4). Ceci nous amène à étudier la
notion de Γ-trace (définie à l’origine par M.F. Atiyah [A]) dans le cadre abstrait des
modules hilbertiens (chapitre 2).

(2) d’une propriété de fonctorialité de la trace pour les sous-groupes cocompacts,
que nous démontrons au chapitre 4. Soit Γ un sous-groupe discret cocompact d’un
groupe G localement compact. Soit σG

Γ : K∗(C∗(G)) → K∗(C∗(Γ)) le morphisme
associé à l’induction. Alors on a :

(tΓ)∗ ◦ σG
Γ = vol(G/Γ)(tG)∗.

(3) d’une propriété de fonctorialité de l’application de Baum-Connes pour les sous-
groupes cocompacts (théorème 4.3.5).

Notons qu’une représentation irréductible π dans la série discrète d’un groupe lo-
calement compact G peut être isolée dans Ĝr sans l’être dans Ĝ (ceci se produit déjà
pour G = SL2(R)). Le théorème 0.2 fournit néanmoins une formule à la Langlands
pour toutes les séries discrètes des groupes localement compacts presque connexes
vérifiant la conjecture de Baum-Connes. Cette formule ne permet pas de calculer
directement la multiplicité m(π,Γ, σ) mais la relie aux multiplicités d’autres repré-
sentations (non faiblement contenues dans la représentation régulière). En particulier,
on obtient une explication géométrique des formules pour les séries discrètes non in-
tégrables des groupes SO(n, 1).

Remerciements. — Je remercie vivement Georges Skandalis, sous la direction duquel
j’ai réalisé ma thèse de doctorat, d’où est tiré cet article, ainsi que Joel Belläıche et
Vincent Lafforgue.
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CHAPITRE 1

TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

Dans ce chapitre, nous étudions les traces densément définies et leurs liens avec
la K-théorie. Nous commençons en donnant les formules algébriques permettant de
calculer l’accouplement d’une trace sur une algèbre A et de l’élément de K0(A) as-
socié à un quasiisomorphisme. Puis nous montrons qu’un idéal dense d’une algèbre
de Banach A a même K-théorie que A, ce qui permet de définir pour toute trace
densément définie τ sur une C∗-algèbre A un accouplement entre K0(A) et τ . Soit
A une C∗-algèbre munie d’une trace densément définie. Après avoir étudié les traces
naturelles sur l’algèbre des opérateurs compacts d’un A-module hilbertien, nous don-
nons une formule qui permet de calculer l’accouplement entre un élément de K0(A)
donné sous la forme d’un opérateur Fredholm au sens de Kasparov, et la trace ; nous
terminons en faisant le lien avec la théorie de l’indice de Breuer.

1.1. Rappels algébriques

Soit A une C-algèbre non nécessairement unitaire. Convenons d’appeler trace sur
A toute application linéaire τ : A → C telle que ∀ a, b ∈ A, τ(ab) = τ(ba). Soit τ
une trace sur A. Si A est unitaire, l’application qui à p ∈ Mn(A) projection, associe
τ(

∑n
i=1 pii), s’étend d’une unique façon en un morphisme noté τ∗ de K0(A) dans C.

Soit Ã l’unitarisée de A. Rappelons que Ã est l’algèbre obtenue en munissant
l’espace vectoriel A ⊕ C du produit défini par, pour tous a1, a2 ∈ A, λ1, λ2 ∈ C,

(a1 ⊕ λ1)(a2 ⊕ λ2) = ((λ2a1 + λ1a2 + a1a2) ⊕ λ1λ2).

L’application τ̃ : Ã → C qui ∀ a ∈ A et λ ∈ C, vérifie τ̃(a ⊕ λ) = τ(a) est une trace
sur Ã qui étend τ . La restriction à K0(A) ⊂ K0(Ã) de τ̃∗ est notée τ∗. Elle cöıncide
si A est unitale, avec l’application définie précédemment. Si x ∈ K0(A), on notera
également 〈x, τ〉 le complexe τ∗(x).
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Soit J un idéal d’une C-algèbre unitaire A. Tout élément D de A inversible modulo
J définit un élément canonique de K0(J) (cf. [B-C-H]). On peut en donner une
formule explicite. Soit Q un inverse de D modulo J , S1 = 1 − DQ, et S2 = 1 − QD.
On a :

[D] =
[(1 − S2

1 (S1 + S2
1)D

S2Q S2
2

)]
−

[( 1 0
0 0

)]
.

On dira qu’une trace τ sur J est une trace relativement à A, si pour tout a ∈ A,
i ∈ J , τ(ai) = τ(ia).

Lemme 1.1.1. — Soit τ une trace sur J .
Soit D et Q des éléments de A. Soient S1 = 1 − DQ et S2 = 1 − QD. Alors :
(1) ∀n ∈ N∗, il existe Qn ∈ A tel que 1 − DQn = Sn

1 et 1 − QnD = Sn
2 .

(2) S’il existe k ∈ N∗ tel que Sk
1 et Sk

2 soient dans J , alors D est inversible modulo J
et τ∗([D]) = τ(S2k

2 ) − τ(S2k
1 ).

(3) Si τ est une trace relativement à A, et si k ∈ N∗ est tel que Sk
1 ∈ J et Sk

2 ∈ J ,
alors ∀n ! k,

τ∗([D]) = τ(Sn
2 ) − τ(Sn

1 ) = τ(Sk
2 ) − τ(Sk

1 ).

Démonstration
(1) Pour tout polynôme P ∈ C[X ], QP (DQ) = P (QD)Q. Soit alors P ∈ Z[X ]

défini par XPn(X) = 1 − (1 − X)n. Soit Qn = QPn(DQ) = Pn(QD)Q. Alors

1 − DQn = (1 − DQ)n et 1 − QnD = (1 − QD)n.

(2) Soit Qk tel que 1 − DQk = Sk
1 et 1 − QkD = Sk

2 . Alors

[D] =
[(1 − S2k

1 (Sk
1 + S2k

1 )D
Sk

2Qk S2k
2

)]
−

[( 1 0
0 0

)]

d’où le résultat.
(3) Il suffit de montrer que si n ∈ N∗ est tel que Sn

i ∈ J (i = 1, 2), alors

τ(Sn+1
2 ) − τ(Sn+1

1 ) = τ(Sn
2 ) − τ(Sn

1 ).

Or

τ(Sn
1 − Sn+1

1 ) = τ((1 − DQ)nDQ)

= τ(Q(1 − DQ)nD)

= τ((1 − QD)nQD)

= τ(Sn
2 − Sn+1

2 )

Remarque. — L’hypothèse que la trace est une trace relativement à A est néces-
saire pour la dernière assertion. En effet, soit n ∈ N∗, A la Q-algèbre des matrices
triangulaires supérieures dans M2n(Q). Soit J l’idéal de A de carré nul des matrices
m = (mij) ∈ A telles que mij = 0 si j < i + n. Toute forme linéaire sur J est une
trace sur J . Soit D ∈ A une matrice diagonale inversible. Notons ∀ k ∈ {1, . . . , n},
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λk = Dkk et supposons que ∀ k > 1, λk .= λ1. Soit Q = D−1 − N où Nij = 1 si
j = i + 1 et 0 sinon. Alors

(1 − QD)n ∈ J et (1 − DQ)n ∈ J.

Pour j ∈ {1, . . . , 2n}, p ∈ {1, . . . , 2n − 1},

((1 − QD)p)1j = ((1 − DQ)p)1j = 0

sauf si j = p + 1 auquel cas

((1 − QD)p)1j =
p+1∏

k=2

λk et ((1 − DQ)p)1j =
p∏

k=1

λk.

Soit f : J → C définie par ∀ j ∈ J, f(j) =
∑2n

k=n+1 f1k, alors ∀ p ∈ {n, . . . , 2n − 1},

f((1 − QD)p) − f((1 − DQ)p) =
p+1∏

k=2

λk −
p∏

k=1

λk .= 0.

Or [D] = 0 puisque K0(J) = 0 comme le montre le lemme suivant.

Lemme 1.1.2. — Soit A une C-algèbre.
(1) Supposons ici que A est unitale et soit p, q deux projections dans A telle que

p + q − 1 est inversible. Alors [p] = [q] ∈ K0(A).
(2) Soit n ∈ N tels que tous les produits de n éléments de A sont nuls. Alors

K0(A) = 0.

Démonstration
(1) Comme p(p + q − 1) = pq = (p + q − 1)q, (p + q − 1)−1p(p + q − 1) = q.
(2) Soit q une projection dans Mn(Ã) et p ∈ Mn(C) l’image de q par le morphisme

d’augmentation de Mn(Ã) dans Mn(C). Soit a = q − p ∈ Mn(A). Alors

(2p − 1)(p + q − 1) = (2p − 1)2 + (2p − 1)a = 1 + (2p − 1)a.

Or (2p − 1)a est nilpotent donc p + q − 1 est inversible et donc [p] = [q]. D’où le
résultat.

1.2. Traces densément définies sur les C∗-algèbres et K-théorie

1.2.1. K-théorie des idéaux denses des algèbres de Banach. — Rappelons
le résultat suivant dû à Swan ([Sw]) :

Proposition 1.2.1. — Soit A une sous-algèbre dense unifère d’une algèbre de Ba-
nach A unifère, telle que le spectre de tout élément de A est le même dans A et
dans A.

(1) Pour tout n ∈ N, la sous-algèbre Mn(A) de Mn(A) a les mêmes propriétés.
(2) L’inclusion de A dans A induit un morphisme injectif de K0(A) dans K0(A).
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8 CHAPITRE 1. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

Esquissons comment l’on déduit la seconde assertion de la première. Soit e, e′ ∈
Mn(A), p ∈ e′Mn(A)e, q ∈ eMn(A)e′, tels que pq = e′ et qp = e. Soit x ∈ e′Mn(A)e
et y ∈ eMn(A)e′ tels que

‖x − p‖ < 1/2(1 + ‖q‖)−1 et ‖y − q‖ < 1/2(1 + ‖p‖)−1.

Alors ‖xy − e′‖ < 1 et ‖yx − e‖ < 1 donc xy et yx sont inversibles respectivement
dans e′Mn(A)e′ et eMn(A)e et donc dans e′Mn(A)e′ et eMn(A)e. Donc il existe
x′, x′′ ∈ eMn(A)e′ tel que xx′ = e′ et x′′x = e. Alors x′′ = x′′xx′ = x′. D’où le
résultat.

Proposition 1.2.2. — Soit A ⊂ A une sous-algèbre dense d’une algèbre de Ba-
nach A. On suppose que pour tout n > 0, Mn(A) est stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans Mn(A). Alors l’application naturelle de K0(A) dans K0(A) est un
isomorphisme.

Démonstration. — D’après la proposition précédente, il suffit de vérifier la surjecti-
vité. Pour n ∈ N∗, on munit Mn(A) d’une norme d’algèbre de Banach compatible
avec celle de A. Soit x ∈ Mn(Ã) un projecteur avec x = p + a, p ∈ Mn(C) projecteur
et a ∈ Mn(A). Soit x′ ∈ Mn(A) tel que

‖x − x′‖ < sup
t∈R

(‖(x − 1/2 + it)−1‖)−1;

alors Sp(x′) ⊂ Ω = {z ∈ C | Re(z) .= 1/2}. Soit f la fonction holomorphe sur Ω qui
à z ∈ Ω associe 0 si Re(z) < 1/2 et 1 si Re(z) > 1/2. Soit P = X(1 − X) ∈ C[X ].
Il existe g0 et g1 des fonctions holomorphes sur P (Ω) telles que pour tout z ∈ Ω,
f(z) = g0(P (z)) + zg1(P (z)). Soit (am)m∈N une suite d’éléments de Mn(A) tels que,

∀m ∈ N, ‖a − am‖ < (sup
t∈R

(‖x − 1/2 + it)−1‖)−1.

Alors f(p + am) est une suite de projecteurs qui tend vers f(x) et donc pour m assez
grand

[f(p + am)] = [f(x)] = [x] ∈ K0(Ã).

Or
f(p + am) = g0(P (p + am)) + (p + am)g1(P (p + am)) ∈ Mn(Ã),

puisque P (p + am) ∈ Mn(A).

Remarque. — Soit A une algèbre de Banach et A une sous-algèbre dense de A munie
d’une structure d’algèbre de Banach dont la topologie est plus fine que celle induite
par A et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans A. Alors d’après le lemme
1.2.1 l’inclusion de Mn(Ã) dans Mn(Ã) est isospectrale, donc Mn(Ã) est stable par
calcul fonctionnel holomorphe. Donc l’inclusion de A dans A induit un isomorphisme
de K0(A) sur K0(A).

MÉMOIRES DE LA SMF 89



1.2. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES SUR LES C∗-ALGÈBRES ET K-THÉORIE 9

Proposition 1.2.3. — Soit I un idéal à gauche (resp. à droite) dense d’une algèbre
de Banach A. Alors I est stable par calcul fonctionnel et l’inclusion de I dans A induit
un isomorphisme de K0(I) sur K0(A).

Démonstration. — Soit x ∈ I. Soit K = SpA(x) et U un voisinage ouvert de K. Soit
f une fonction holomorphe sur U . Soit g une fonction holomorphe sur U telle que
∀λ ∈ U , f(λ) = f(0) + λg(λ). Alors

f(x) = f(0)1 + xg(x) = f(0) + g(x)x ∈ Ĩ .

Donc I est stable par calcul fonctionnel holomorphe.
La seconde assertion résulte du fait que Mn(I) idéal de Mn(A) est stable par calcul

fonctionnel holomorphe et de la proposition précédente.

On a d’ailleurs un peu mieux :

Lemme 1.2.4. — Soit I un idéal à gauche (resp. à droite) d’une algèbre de Banach.
Alors ∀n ∈ N∗, Mn(Ĩ) est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans Mn(Ã).

Démonstration. — Soit π : Ã → C le morphisme unital et πn : Mn(Ã) → Mn(C) son
extension aux matrices. Soit x ∈ Mn(Ĩ), R le polynôme minimal de πn(x) ∈ Mn(C).
Soit P un polynôme tel que (f −P )/R se prolonge sur U en une fonction holomorphe
g. Puisque P (x) ∈ Mn(Ĩ) et R(x) ∈ Mn(I), on a f(x) = P (x) + R(x)g(x) ∈ Mn(Ĩ).

1.2.2. Formes sur la K-théorie associées à des traces densément définies
sur des C∗-algèbres

Définition 1.2.5. — On appelle trace sur une C∗-algèbre ([D1], p. 115) une appli-
cation t : A+ → R+ ∪ {+∞} telle que :

(1) f(λx + y) = λf(x) + f(y), x, y ∈ A+, λ ! 0.
(2) f(xx∗) = f(x∗x), x ∈ A.

Si t est une trace sur une C∗-algèbre A, on notera nt l’ensemble formé des éléments
x de A tels que t(x∗x) < +∞ et mt l’espace vectoriel engendré par les produits
d’éléments de nt ou s’il n’y a pas ambigüıté n, m respectivement.

Proposition 1.2.6 ([D1], p. 116). — Soit t une trace sur une C∗-algèbre A.

(1) Les ensembles n et m sont des idéaux bilatères autoadjoints. En tant qu’espace
vectoriel, m est engendré par m+ = m ∩ A+ et on a m+ = {x ∈ A+ | t(x) < +∞}.
De plus m = n.

(2) Il existe une unique application linéaire t′ : m → C qui cöıncide avec t sur m+.
(3) On a t′(x∗) = t′(x), x ∈ m et t′(xy) = t′(yx), x, y ∈ n. En particulier, t′ est

une trace sur m relativement à A.

On dira que la trace est densément définie si m = n = A.
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10 CHAPITRE 1. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

Définition 1.2.7. — Soit t une trace densément définie sur une C∗-algèbre A. Soit
j : m → A l’inclusion. On note t∗ : K0(A) → C l’application (t′)∗ ◦ (j∗)−1.

1.3. Traces sur les C∗-algèbres et C∗-modules

1.3.1. Rappels sur les opérateurs compacts des C∗-modules. — Soit A une
C∗-algèbre, E et F deux A-modules hilbertien. Pour tous ξ ∈ F, η ∈ E, on note
θξ,η ∈ L(E, F ) défini par ∀ ζ ∈ E, θξ,η(ζ) = ξ〈η, ζ〉. Un opérateur T ∈ L(E, F ) est
dit de rang fini, s’il existe ξ1, . . . , ξn ∈ F , η1, . . . , ηn ∈ E tel que T =

∑n
i=1 θξi,ηi .

On désigne par K(E, F ) la fermeture normique dans L(E, F ) de l’ensemble formé des
opérateurs de rang fini de E dans F . Soit ξ ∈ E. On note Tξ ∈ K(A, E) l’opérateur
qui à a ∈ A associe ξa. On a les lemmes suivants ([Sk]) :

Lemme 1.3.1. — L’application qui à ξ ∈ E associe Tξ ∈ K(A, E) est bijective. Un
opérateur T ∈ L(E, F ) est de rang fini ssi il existe U ∈ K(An, E) et V ∈ K(An, F )
tel que T = V U∗.

Lemme 1.3.2. — L’application qui à T ∈ L(E, F ) associe ( 0 0
T 0 ) ∈ L(E ⊕ F ) induit

une bijection préservant la norme entre L(E, F ) (resp. K(E, F )) et le sous-espace
fermé de L(E ⊕ F ) (resp. de K(E ⊕ F )) formé des opérateurs T tels que TF = 0 et
TE ⊂ F .

D’après ces deux lemmes, on peut identifier A, K(E) et E à des sous-espaces de
K(A ⊕ E). Nous utiliserons la proposition suivante ([Sk]) :

Proposition 1.3.3. — Soit E et F deux A-modules hilbertiens, E1 un sous-A-
module hilbertien de E et F1 un sous-A-module hilbertien de F .

(1) Un opérateur T ∈ L(E, F )(resp. K(E, F )) tel que TE ⊂ F1 et T ∗F ⊂ E1

définit par restriction un élément de T1 ∈ L(E1, F1) (resp. K(E1, F1)).
(2) Tout élément T1 ∈ K(E1, F1) s’étend de manière unique en un élément

T ∈ K(E, F ) tel que TE ⊂ F1 et T ∗F ⊂ E1.

Démonstration. — Esquissons la démonstration de la deuxième assertion. Quitte à
utiliser la deuxième assertion, on peut supposer que E = F et E1 = F1. Soit K(E1 : E)
la sous-C∗-algèbre de K(E) formée des opérateurs T tels que TE ∪ T ∗E ⊂ E1. Soit
r : K(E1 : E) → K(E1) le morphisme induit par restriction à E1. Soit ξ, η ∈ E1. L’élé-
ment θξ,η ∈ K(E1) admet clairement un prolongement en un élément de K(E1 : E)
donné par la même formule, mais en considérant cette fois ξ, η ∈ E. Donc le mor-
phisme r est d’image dense donc surjectif. Soit T, S ∈ K(E1 : E) tels que T|E1 = S|E1 .
Alors (T − S)(T − S)∗ = 0 donc T = S. D’où le résultat.

On notera j : K(E1, F1) → K(E, F ) l’application injective associée.
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Proposition 1.3.4 ([R]). — Pour tout A-module hilbertien E, il existe une applica-
tion canonique ζE : K∗(K(E)) → K∗(A) qui est un isomorphisme lorsque E est un A-
module hilbertien plein. Quand E = A et en identifiant K(A) à A, alors ζA = idK∗(A).
De plus, si E est un sous-A-module hilbertien de F , alors ζF ◦ j∗ = ζE.

1.3.2. Traces sur K(E). — Étant donné une trace τ sur une C∗-algèbre A et E
un A-module hilbertien, on se propose d’étudier quelles sont les traces « naturelles »
sur K(E). Si τ est densément définie, une condition « naturelle » pour une telle trace
τ ′ est que τ ′ soit densément définie et que (τ ′)∗ = τ∗ ◦ ζE . Nous commençons par
montrer que cette condition est satisfaite si ∀ ξ ∈ E, τ ′(θξ,ξ) = τ(〈ξ, ξ〉) puis nous
construisons une telle trace.

Lemme 1.3.5. — Soit E1 et E2 deux A-modules hilbertiens. Soit τ1 et τ2 deux traces
sur K(E1) et K(E2). Il existe une trace (et celle-ci est alors unique) sur K(E1 ⊕E2)
dont les restrictions à K(E1) et K(E2) sont τ1 et τ2 ssi

∀S ∈ K(E1, E2), τ1(S∗S) = τ2(SS∗).

Démonstration. — Supposons

∀S ∈ K(E1, E2), τ1(S∗S) = τ2(SS∗),

alors on définit τ : K(E1 ⊕ E2)+, par

∀T ∈ K(E1 ⊕ E2)+, τ(T ) = τ1(T11) + τ2(T22).

Soit S ∈ K(E1 ⊕ E2)+,

τ(S∗S) = τ1(S∗
11S11 + (S21)∗S21) + τ2((S12)∗S12 + S∗

22S22)

= τ1(S11S
∗
11) + τ2(S21(S21)∗) + τ1(S12(S12)∗) + τ2(S22S

∗
22)

= τ(SS∗)

L’unicité est triviale ainsi que la réciproque.

Proposition 1.3.6. — Soit E un A-module hilbertien, et τ ′ une trace sur K(E) telle
que pour tout ξ ∈ E, τ ′(θξ,ξ) = τ(〈ξ, ξ〉). Alors τ∗ ◦ ζE = (τ ′)∗.

Démonstration. — Soit F = A ⊕ E. Soit iE : A → K(F ) et jE : K(E) → K(F ) les
inclusions canoniques. D’après la proposition 1.3.4, le morphisme induit (iE)∗ est un
isomorphisme d’inverse (ζF )∗ et ζE = (iE)−1

∗ ◦ (jE)∗. D’après le lemme précédent, il
existe une unique trace τ ′′ sur K(A ⊕ E) dont les restrictions à A et K(E) sont τ et
τ ′, soit τ ′′ ◦ iE = τ et τ ′′ ◦ jE = τ ′, ce qui implique

(τ ′′)∗ ◦ (iE)∗ = τ∗ et (τ ′′)∗ ◦ (jE)∗ = τ ′∗.

Donc :
τ∗ ◦ ζE = τ∗ ◦ (iE)−1

∗ ◦ (jE)∗ = (τ ′′)∗ ◦ (jE)∗ = (τ ′)∗.
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12 CHAPITRE 1. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

Lemme 1.3.7. — Soit A une C∗-algèbre, a, b ∈ A, a = a∗, E, F des A-modules hil-
bertiens, T ∈ K(E, F ) (resp. L(E, F )) f : R → R une fonction continue impaire.

(1) Si ab = −ba, alors f(a)b = −bf(a).
(2) Il existe S ∈ K(E, F ) (resp. L(E, F )) tel que f

((
0 T∗

T 0

))
=

(
0 S∗

S 0

)
∈ L(E⊕F ).

Démonstration
(1) La fonction f| Sp(a) est limite uniforme de polynômes impairs Pn. Donc

f(a)b = lim
n→+∞

Pn(a)b = − lim
n→+∞

bPn(a) = −bf(a).

(2) Il suffit d’appliquer le résultat précédent avec a =
(

0 T∗

T 0

)
et b =

(
1 0
0 −1

)
.

Proposition 1.3.8. — Soit A une C∗-algèbre. Soient E, F, G des A-modules hilber-
tiens. Soient S ∈ K(E, F ) (resp. S ∈ L(E, F )), T ∈ L(E, G).

(1) Si S∗S = T ∗T , alors il existe U ∈ K(F, G) (resp. U ∈ L(F, G)) tel que

U∗U = SS∗ et UU∗ = TT ∗.

(2) Si S∗S " T ∗T alors il existe U ∈ K(F, G) (resp. U ∈ L(F, G)) tel que

U∗U = SS∗ et UU∗ " TT ∗.

Démonstration
(1) Soit g : R → R la fonction réelle impaire telle que ∀ t ∈ R, g(t)|g(t)| = t.

Posons
(

0 v∗

v 0

)
= g

((
0 S∗

S 0

))
et

(
0 w∗

w 0

)
= g

((
0 T∗

T 0

))
. On a

(
0 S∗

S 0

)
=

(
0 v∗

v 0

) (
(v∗v)1/2 0

0 (vv∗)1/2

)

(
0 T ∗

T 0

)
=

(
0 w∗

w 0

) (
(w∗w)1/2 0

0 (ww∗)1/2

)
.

et

D’où S = v|v|, T = w|w| et en particulier |v| = |w| = |S|1/2. De même, S∗ = v∗|v∗|
d’où |v∗| = |S∗|1/2. On pose U = wv∗; alors

U∗U = v(w∗w)v∗ = vv∗vv∗ = SS∗

et par symétrie UU∗ = TT ∗.
(2) Soit S′ ∈ K(E) (resp. L(E)) tel que

(S′)∗S′ + S∗S = T ∗T

et soit S̃ = (S′, S) ∈ L(E, E ⊕ F ). On a S̃∗S̃ = T ∗T . D’après le résultat précédent, il
existe u = (u1, u2) ∈ L(E ⊕ F, G) tel que u∗u = S̃S̃∗ ce qui implique

u∗
2u2 = SS∗ et uu∗ = u1u

∗
1 + u2u

∗
2 = TT ∗

d’où u2u∗
2 " TT ∗. Donc u2 convient.

Il est aisé d’en déduire la proposition 1.4.10. de [P].
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Corollaire 1.3.9. — Soit x, y, z ∈ A tels que x∗x " yy∗+zz∗ alors il existe u, v ∈ A
tels que u∗u " y∗y, v∗v " z∗z, et xx∗ = uu∗ + vv∗.

Démonstration. — Soit S = ( x 0
0 0 ) et T = ( y∗ 0

z∗ 0
). On a S∗S " T ∗T donc il existe U ∈

M2(A) tel que SS∗ = UU∗ et U∗U " TT ∗. Si U = ( u v
w t ), on a puisque SS∗ = UU∗,

w = t = 0, et xx∗ = uu∗ + vv∗ et de U∗U " TT ∗ il découle u∗u " y∗y et v∗v " z∗z.

Lemme 1.3.10

(1) Soit 0 " x " y ∈ K(E), ξ1, . . . , ξn ∈ E tels que y =
∑n

i=1 θξi,ξi ,, alors il existe
ζ1, . . . , ζn ∈ E tel que x =

∑n
i=1 θζi,ζi .

(2) Si ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn ∈ E sont tels que x =
∑n

i=1 θξi,ηi ! 0, alors il existe
ζ1, . . . , ζn ∈ E tels que x =

∑n
i=1 θζi,ζi .

(3) Soit τ une trace sur A. Si ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn ∈ E sont tels que
∑n

i=1 θξi,ξi =∑n
i=1 θηi,ηi , alors τ(

∑n
i=1〈ξi, ξi〉) = τ(

∑n
i=1〈ηi, ηi〉).

Démonstration
(1) Soit S ∈ K(An, E) tel que ∀ a1, . . . , an ∈ A, alors S((a1, . . . , an)) =

∑n
i=1 ξiai.

On a y = SS∗. Soit T = x1/2. D’après la proposition 1.3.8, il existe u ∈ K(An, E) tel
que uu∗ = x. Soit (ζi)n

i=1 ∈ En tels que

∀ (a1, . . . , an) ∈ An, u((a1, . . . , an)) =
n∑

i=1

ζiai.

Alors on a x =
∑n

i=1 θζi,ζi .
(2) On a θξi,ηi + θηi,ξi " θξi+ηi,ξi+ηi . Donc

0 " x " x + x∗ "
n∑

i=1

θξi+ηi,ξi+ηi

et donc il suffit d’appliquer le résultat précédent.
(3) Soit S, T ∈ K(An, E) tel que

∀ a1, . . . , an ∈ A, S((a1, . . . , an)) =
n∑

i=1

ξiai et T ((a1, . . . , an)) =
n∑

i=1

ηiai.

Alors SS∗ = TT ∗ donc d’après la proposition 1.3.8, il existe u ∈ K(An, An) = Mn(A)
tel que u∗u = S∗S et uu∗ = T ∗T .

τ
( n∑

i=1

〈ξi, ξi〉
)

= τ
( n∑

i=1

(u∗u)ii

)
=

n∑

i,j=1

τ((uji)∗uji)

=
n∑

i,j=1

τ(uji(uji)∗) =
n∑

j=1

τ((uu∗)jj)

= τ
( n∑

i=1

〈ηi, ηi〉
)
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Proposition 1.3.11. — Soit A une C∗-algèbre, τ une trace sur A et E, F deux A-
modules hilbertiens.

(1) Il existe une unique trace (densément définie si τ l’est) sur K(E) qu’on notera
τm
E telle que si ξ1, . . . , ξn ∈ E, tmE

(∑n
i=1 θξi,ξi

)
= τ

( ∑n
i=1〈ξi, ξi〉

)
et si x ∈ K(E)+

n’est pas de rang fini, τm
E (x) = +∞.

(2) Supposons ici que E soit un sous-A-module hilbertien de F et soit j : K(E) →
K(F ) l’inclusion canonique. Alors tmF ◦ j = τm

E .
(3) Soit S ∈ K(E, F ). Alors τm

F (SS∗) = τm
E (S∗S).

Démonstration
(1) D’après le lemme précédent, l’application est bien définie. La démonstration

montre également que c’est bien une trace si E = An et par définition, si u ∈
K(An, E), alors tmE (uu∗) = τm

An(u∗u). Soit S ∈ K(E) et T ∈ K(An, E) tel que
SS∗ = TT ∗. Alors d’après la proposition 1.3.8, il existe u ∈ K(An, E) tel que
S∗S = uu∗ et u∗u = T ∗T . Donc

τm
E (S∗S) = τm

An(u∗u) = τm
An(T ∗T ) = τm

E (SS∗).

Trivialement,
∀λ ∈ R+, ∀T ∈ K(E)+, τm

E (λT ) = λτm
E (T ).

Soit S, T ∈ K(E)+. D’après le lemme 1.3.10, si S + T est de rang fini, alors S et T
sont de rang fini. Inversement si S + T n’est pas de rang fini, alors soit S soit T n’est
pas de rang fini. Donc, dans les deux cas,

τm
E (S + T ) = τm

E (S) + τm
E (T ).

Donc τm
E est bien une trace. D’où l’assertion.

(2) En effet, j(K(E)) s’identifie à l’algèbre des opérateurs T ∈ K(F ) tel que TF ⊂
E et T ∗F ⊂ E. Soit T ∈ K(E) et soit S ∈ K(An, F ) tel que j(T ) = SS∗. Alors

Im(T ) = Im(SS∗) = Im S ⊂ E.

Donc, d’après la proposition 1.3.3,

∃S1 ∈ K(An, E) tel que j(S1) = S

et donc T = S1S∗
1 . D’où le résultat.

(3) soit S̃ = ( 0 0
S 0 ) ∈ K(E⊕F ). Alors en appliquant deux fois le résultat précédent,

τm
E (S∗S) = τm

E⊕F (S̃∗S̃)

= τm
E⊕F (S̃S̃∗)

= τm
F (SS∗)

Corollaire 1.3.12. — Soit E un A-module hilbertien et ζE : K0(K(E)) → K0(A)
l’application canonique. Supposons τ densément définie. Alors τm

E est densément dé-
finie et τ∗ ◦ ζE = (τm

E )∗.
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Proposition 1.3.13. — Soit A une C∗-algèbre et B un sous-C∗-algèbre héréditaire
de A telle que l’idéal bilatère fermé engendré par B est A. Soit τ une trace sur B.
Il existe une plus grande trace sur A qui étend τ ; celle-ci est densément définie, si τ
l’est.

Démonstration. — Soit E l’idéal à gauche fermé engendré par B. Comme E∗E ⊂ B,
E est naturellement muni d’une structure de B-module hilbertien en posant

∀ a, b ∈ E, 〈a, b〉 = a∗b.

L’action de A par multiplication à gauche définit un isomorphisme π de A sur K(E).
En effet, ∀ a1, . . . , an, a′

1, . . . , a
′
n ∈ A et b1, . . . , bn, b1., . . . , b′n ∈ B, alors

π
( n∑

i=1

aibi(a′
ib

′
i)

∗
)

=
n∑

i=1

θaibi,a′
ib

′
i
∈ K(E).

Comme tout élément de A est limite d’éléments de la forme
∑n

i=1 aibi(a′
ib

′
i)∗, π(A) ⊂

K(E). Soit a ∈ A tel que aE = 0, alors aEE∗ = 0 (EE∗ désigne l’espace vectoriel
engendré par les produits d’un élément de E et d’un élément de E∗) et comme EE∗ =
A, a = 0. Donc π est injectif. Alors τm

E ◦ π étend τ à A. En effet,

∀ b ∈ B+, τm
E (π(b)) = τm

E (θb1/2,b1/2) = τ(〈b1/2, b1/2〉) = τ(b).

Montrons que τm
E ◦ π est la plus grande trace qui étend τ . Soit τ ′ une trace sur A qui

étend τ . Soit x ∈ A+, tel que π(x) est de rang fini. Alors il existe ξ1, . . . , ξn ∈ E tels
que π(x) =

∑n
i=1 θξi,ξi . De plus ∀ i = 1, . . . , n, ∃ η1, . . . , ηn ∈ E et b1, . . . , bn ∈ E tels

que ξi = ηibi. D’où x =
∑n

i=1 ηibib∗i η
∗
i . Alors

τ ′(x) =
n∑

i=1

τ(b∗i η
∗
i ηibi) =

n∑

i=1

τm
E (θξi,ξi) = τm

E (π(x))

Donc τm
E ◦ π ! τ ′. Si τ est densément définie, τm

E ◦ π l’est également.

1.3.3. Traces densément définies sci. — Après avoir rappelé la définition de
l’idéal de Pedersen et le lien avec les traces densément définies sci, nous étudions les
traces densément définies sci sur K(E).

Soit A une C∗-algèbre. Soit K(A)0 l’ensemble des x ∈ A+ tels qu’il existe y ∈ A+

tel que xy = x. Cet ensemble cöıncide avec {f(x) | x ∈ A+, f ∈ CC(]0, +∞[)}.
Soit K(A)+ l’ensemble des x ∈ A+ tels qu’il existe xk ∈ K(A)0, k = 1, . . . , n avec
x " ∑n

i=1 xk. Le théorème qui suit est démontré dans [P] (loc. cit. théorème 5.6.1. et
proposition 5.6.2. p. 175).

Théorème 1.3.14. — L’intersection de tous les idéaux bilatères denses de A est un
idéal bilatère dense autoadjoint appelé idéal de Pedersen et noté K(A). En tant qu’es-
pace vectoriel, K(A) est engendré par sa partie positive qui est K(A)+. De plus, pour
tout x ∈ A, x ∈ K(A) ⇔ xx∗ ∈ K(A)+.
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16 CHAPITRE 1. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

Soit τ une forme linéaire positive sur IA invariante par conjugaison par les uni-
taires de Ã. Soit (uλ)λ∈Λ l’ensemble filtrant des éléments positifs de K(A)+ de norme
inférieure à 1. On définit pour tout x ∈ A+,

τ (x) = sup
λ∈Λ

τ(x1/2uλx
1/2).

La proposition qui suit est contenue dans la proposition 5.6.7. de [P] et caractérise
les traces densément définies semi-continues inférieurement (sci) :

Proposition 1.3.15. — L’application qui à τ associe τ établit une bijection entre
les formes linéaires positives invariantes par conjugaison par les unitaires de Ã sur
K(A) et les traces densément définies sci sur A. L’application réciproque associe à
une trace sci densément définie sur A+, l’unique application linéaire sur K(A) qui
cöıncide avec la restriction de cette trace sur K(A)+.

Pour toute trace τ , notons E(τ) l’épigraphe de τ .

Corollaire 1.3.16. — Soit τ : A+ → R+ ∪ {+∞} une trace. L’adhérence de E(τ)
est l’épigraphe de l’unique trace sci notée τ̃ qui cöıncide avec τ sur K(A)+.

Démonstration. — Soit τ la fonction dont l’épigraphe est E(τ). Supposons d’abord
que τ est densément définie. Comme τ̃ est sci, E(τ̃ ) est fermé et donc E(τ) ⊂ E(τ̃ ).
Inversement, soit (uλ)λ∈Λ une unité approchée de A dans K(A)+. Comme pour tout
x ∈ A+,

τ̃ (x) = lim
λ∈Λ

τ(x1/2uλx
1/2)

on a E(τ̃ ) ⊂ E(τ) et donc τ̃ = τ . Dans le cas général, soit I l’idéal bilatère fermé mτ .
Soit τI la fonction dont l’épigraphe est E(τ|I). On a τ |I = τ|I qui est une trace sci sur
I, et ∀x /∈ I, τ(xx∗) = τ (x∗x) = ∞. D’où le résultat.

Remarque. — Comme τ et τ̃ cöıncident sur K(A)+, les applications linéaires asso-
ciées cöıncident sur l’idéal dense K(A). Donc τ∗ = (τ̃ )∗.

Soit A une C∗-algèbre munie d’une trace densément définie sci τ et E un A-module
hilbertien.

Lemme 1.3.17

(1) ∀ ξ ∈ E, 〈ξ, ξ〉 ∈ K(A) ssi ∀ η ∈ E, 〈ξ, η〉 ∈ K(A).
(2) Soit T, S ∈ K(E)+ tel que TS = T , alors T est de rang fini.
(3) Soit T ∈ K(E)+. Alors il existe ξn ∈ E, n ∈ N tels que

∑
n∈N

θξn,ξn est normi-
quement convergente vers T . En particulier, pour tout T ∈ K(E)+, ∃S ∈ K(E, HA)
tel que T = S∗S.
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Démonstration
(1) Soit ξ ∈ E tel que 〈ξ, ξ〉 ∈ K(A)+. Soit η ∈ E. Alors

〈ξ, η〉〈η, ξ〉 " ‖η‖2〈ξ, ξ〉 ∈ K(A)+.

Donc 〈ξ, η〉 ∈ K(A).
(2) En effet, T ∈ K(A)0 et donc est dans tout idéal bilatère dense. Comme l’espace

des opérateurs de rang fini est un idéal bilatère dense, T est de rang fini.
(3) Soit (fn)n∈N une suite d’éléments de C(Sp(T ))+ telle que, pour tout n ∈ N

fn est nulle au voisinage de 0 et
∑

n∈N
fn converge uniformément vers la fonction

identité. Alors T =
∑

n∈N
Tn avec

0 " Tn = fn(T ) ∈ K(K(E))0.

Donc il existe (ξn)n∈N une suite d’éléments de E telle que
∑

n∈N
θξn,ξn converge

normiquement vers T . Alors ∀ p " q, ∀ ξ ∈ E,
q∑

n=p

〈ξn, ξ〉∗〈ξn, ξ〉 =
q∑

n=p

〈ξ, θξn,ξn(ξ)〉

" 〈ξ, ξ〉 ×
∥∥∥

q∑

n=p

θξn,ξn

∥∥∥

Donc l’application qui à ξ ∈ E associe (〈ξn, ξ〉)n∈N définit un élément S ∈ K(E, HA)
et T = S∗S. D’où le résultat.

Proposition 1.3.18. — Soit τ une trace densément définie sci sur A. Soit E un
A-module hilbertien.

(1) Il existe une unique trace sci notée τE sur K(E) telle que pour tout ξ ∈ E,
on a :

τE(θξ,ξ) = τ(〈ξ, ξ〉).
(2) Soit (ξn)n∈N une suite d’éléments de E telle que

∑
n∈N

θξn,ξn converge vers un
élément T ∈ K(E). Alors :

τE(T ) =
∑

n∈N

τ(〈ξn, ξn〉).

(3) Soit F un A-module hilbertien, E un sous-A-module hilbertien de F . Alors
(τF )|K(E)+ = τE .

(4) Soit E1 et E2 deux A-modules hilbertiens. Soit S ∈ K(E1, E2). Alors
τE2(SS∗) = τE1(S∗S).

Démonstration
(1) Soit τ̃ une telle trace. Pour tous ξ, η, θξ,η est combinaison linéaire des

θξ+ikη,ξ+ikη, k ∈ {0, 1, 2, 3}. En particulier, soit ξ, η ∈ E tels que 〈ξ, ξ〉, 〈η, η〉 ∈ K(A).
D’après le lemme qui précède, ∀ k ∈ {0, 1, 2, 3}, 〈ξ + ikη, ξ + ikη〉 ∈ K(A), et
donc θξ,η ∈ mτ . De plus, d’après le lemme précédent également, les sommes finies
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18 CHAPITRE 1. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

de tels opérateurs θξ,η forment un idéal bilatère I dense. Donc (τ̃ )′ est finie et
entièrement déterminée sur I et donc a fortiori sur K(K(E)). D’où l’unicité. On
a déjà construit une trace tmE qui vérifie la formule souhaitée. Montrons que la
régularisée sci τ̃ de cette trace convient. Soit T ∈ K(E)+ de rang fini. Comme
τ̃ (T ) = limλ∈Λ τm

E (x1/2uλx1/2) où (uλ)λ∈Λ est l’unité approchée de K(E) formé
des opérateurs positifs de norme " 1 dans K(K(E)), il suffit de montrer que si
(Tn)n∈N est une suite d’opérateurs telle que limn→+∞ Tn = T , avec T de rang fini et
∀n ∈ N, Tn " T , alors lim inf τm

E (Tn) = τm
E (T ). Soit S ∈ K(Am, E) tel que T = SS∗

et soit (Tn)n∈N une telle suite. D’après la démonstration de la proposition 1.3.8, il
existe un

i ∈ K(E, Am), i = 1, 2 tels que

un
1 (un

1 )∗ + un
2 (un

2 )∗ = S∗S, (un
1 )∗(un

1 ) = Tn et (un
2 )∗(un

2 ) = SS∗ − Tn.

Donc limn→+∞ un
2 = 0. Puisque τm

Am est sci, τm
E (Tn) = τm

Am(un
1 (un

1 )∗) tend vers
τm
Am(S∗S) = τm

E (SS∗).
(2) C’est vrai pour les sommes finies et comme τE est sci,

τE(T ) = sup
N∈N

∑

0!n!N

τ(〈ξn, ξn〉).

(3) En effet, ces deux traces sci sont finies et cöıncident sur l’idéal bilatère dense
de K(E) engendré par

{θξ,η | ξ, η ∈ E, 〈ξ, ξ〉, 〈η, η〉 ∈ K(A)+}

et donc sur K(A)+.
(4) Il suffit d’appliquer deux fois le résultat précédent avec F = E1 ⊕ E2.

Remarque. — soit π : A → B un morphisme entre deux C∗-algèbres, τB une trace
densément définie sci sur B et τA la trace induite sur A. Soit π̃ : K(E) → K(E ⊗πB)
le morphisme induit par π. Alors (τB)E⊗πB ◦ π̃ = (τA)E par unicité.

Lemme 1.3.19

(1) Soit τ une trace densément définie sur une C∗-algèbre A, E, F deux A-modules
hilbertiens, alors τ̃m

E⊕F |K(E)
= τ̃m

E .
(2) τ̃E = (τ̃ )E .

Démonstration
(1) Comme

∀x ∈ K(E ⊕ F )+, τ̃m
E⊕F (x) = lim inf

y∈K(E⊕F ),y→x,y!x
τm
E⊕F (y),

cela résulte immédiatement du fait que si x ∈ K(E)+, et y ∈ K(E ⊕ F )+, sont tels
que y " x, alors y ∈ K(E)+.

(2) Appliquons l’assertion précédente avec F = A. Il résulte que τ̃E est une trace
densément définie sci sur K(E), telle qu’il existe un prolongement à K(E ⊕ A), dont
la restriction à A est τ̃ , donc cette trace est égale à (τ̃ )E .
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1.4. Accouplement entre les opérateurs A-Fredholm et les traces densé-
ment définies sur A

Soit E1 et E2 deux A-modules hilbertiens, D ∈ L(E1, E2). On dira que l’opérateur
D est A-Fredholm s’il existe Q ∈ L(E2, E1) tel que QD − 1 ∈ K(E1) et DQ − 1 ∈
K(E2). Un opérateur A-Fredholm définit canoniquement un élément [D] ∈ K0(A).
Dans ce paragraphe, nous donnons une formule permettant de calculer l’accouplement
de [D] avec les traces densément définies sur A. Enfin, nous faisons le lien avec la
théorie de l’indice de Breuer.

Lemme 1.4.1. — Soit B une algèbre de Banach unitale, I un idéal à droite (resp. à
gauche, resp. bilatère) fermé, J un idéal à droite de B (resp. à gauche, resp. bilatère)
dense dans I. Si T ∈ B possède un inverse modulo I à droite (resp. à gauche, resp.
des deux côtés), alors il possède un inverse modulo J à droite (resp. à gauche, resp.
des deux côtés). Supposons de plus que B est gradué, que I et J sont stables par
graduation et que T est pair (resp. impair). Alors on peut choisir un tel inverse pair
(resp. impair).

Démonstration. — Soit Q un inverse à droite (resp. à gauche) modulo I. Soit S =
1 − DQ ∈ I (resp. 1 − QD ∈ I) et S0 ∈ J tel que ‖S − S0‖ " 1/2. Soit

Q′ = Q(1 − (S − S0))−1 (resp. Q′ = (1 − (S − S0))−1Q).

Alors

DQ′−1 = (1−S)(1− (S−S0))−1 −1 (resp. Q′D−1 = (1− (S−S0))−1(1−S)−1)

est dans J . Si I et J sont des idéaux bilatères et si T est inversible des deux cotés
modulo I, d’après ce qui précède, il est inversible modulo J à gauche et à droite et donc
inversible. Supposons de plus que B est gradué, que I et J sont stables par graduation
et que T est pair (resp. impair). Soit ε l’automorphisme associé à la graduation et soit
Q l’inverse trouvé précédemment. Alors 1/2(Q+ε(Q)) (resp. 1/2(Q−ε(Q))) convient.

Soit D ∈ L(E1.E2) un opérateur A-Fredholm. On peut décrire [D] de la façon
suivante. Soit Q un quasi-inverse de D, soit S1 = 1 − DQ, S2 = 1 − QD et

p =
(

1 − S2
1 (S1 + S2

1)D
S2Q S2

2

)
.

Alors on a [D] = ζE1⊕E2([p]) où [p] est la classe de p dans K0(K(E1 ⊕E2)) ⊂ K0(A).
Soit τ une trace densément définie sci sur A. Soit τ ′ une trace sur K(E1 ⊕ E2)

telle que pour tout ξ ∈ E1 ⊕E2, τ ′(θξ,ξ) = τ(〈ξ, ξ〉). On note également τ ′ l’extension
linéaire de τ ′ à mτ ′.

Proposition 1.4.2. — Il existe Q ∈ L(E2, E1) tel que S1 = 1E2 − DQ ∈ mτ ′ et
S2 = 1E1 − QD ∈ mτ ′ et pour tout tel Q, on a :

τ∗([D]) = τ ′(S2) − τ ′(S1).
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20 CHAPITRE 1. TRACES DENSÉMENT DÉFINIES ET K-THÉORIE

Démonstration. — Appliquons le lemme précédent à B = L(E1 ⊕ E2), I = K(E1 ⊕
E2), J = mτ ′ , et à l’élément ( 0 D∗

D 0 ) ∈ L(E1⊕E2) (mτ ′ est bien stable par graduation
puisque l’automorphisme associé est intérieur). Il s’ensuit qu’il existe Q = ( 0 Q2

Q1 0 ) ∈
L(E1 ⊕ E2) tels que 1 − TQ, 1 − QT ∈ mτ ′ . Comme 1 − DQ∗

1, 1 − Q2D ∈ mτ ′ ,
Q2−Q∗

1 = (Q2D−1)Q∗
1+Q2(1−DQ∗

1) ∈ mτ ′ . Donc Q2 convient. La seconde assertion
résulte du lemme 1.1.1 appliqué à A = L(E1 ⊕ E2), J , et de la proposition 1.3.6.

Proposition 1.4.3. — Soit X = Sp(D∗D) ∪ {0}. Soit f ∈ C(X) nulle au voisinage
du spectre de q(D∗D) (où q : L(E1) → L(E1)/K(E1)). Alors f(D∗D) ∈ mτ ′ et
f(DD∗) ∈ mτ ′ . Si de plus f(0) = 1, on a :

〈[D], τ〉 = τ ′(f(D∗D)) − τ ′(f(DD∗))(1)

Démonstration. — Soit f ∈ C(X)+ nulle au voisinage du spectre de Z où Z =
Sp(q(D∗D)). Soit g ∈ C(X)+ égale à 1 sur le support de f et nulle au voisinage
de Z. Alors f(D∗D) = f(D∗D)g(D∗D), f(DD∗) = f(DD∗)g(DD∗), g(D∗D) ∈
K(E1), g(DD∗) ∈ K(E2). Donc f(D∗D), f(DD∗) ∈ K(K(E1 ⊕ E2)) et a fortiori
f(D∗D), f(DD∗) ∈ mτ ′ . Par linéarité en f , c’est vrai également pour toute fonction
f ∈ C(X) nulle au voisinage de Z.

Montrons que si f ∈ C(X) est telle que f est nulle au voisinage de Z et f(0) = 0,
alors

τ ′(f(D∗D)) = τ ′(f(DD∗))·(2)

A nouveau par linéarité, il suffit de considérer le cas où f est positive. Soit Y =
{t ∈ R | t2 ∈ X}. Alors Sp

((
0 D∗

D 0

))
⊂ Y . Soit g ∈ C(Y ) la fonction impaire

telle que ∀ t ∈ Y, (g(t))2 = f(t2) et S ∈ K(E1, E2) tel que
(

0 S∗

S 0

)
= g

((
0 D∗

D 0

))
.

Alors
(
g
(

0 D∗

D 0

))2 = f
((

D∗D 0
0 DD∗

))
donc S∗S = f(D∗D) et SS∗ = f(DD∗) d’où la

formule (2).
Pour démontrer la formule (1), il suffit donc de supposer que f est égale à 1 au

voisinage de 0. Soit g une fonction continue sur Sp(D∗D) ∪ {0} telle que 1 − xg = f .
Posons Q = D∗g(DD∗) = g(D∗D)D∗ ∈ L(E2, E1). On a 1 − DQ = f(DD∗) et
1 − QD = f(D∗D). La formule résulte alors de la proposition précédente.

Soit A une algèbre de Von Neumann et t : A+ → [0, +∞] une trace normale
semifinie sur A. Appelons mf l’idéal engendré par les projections de A de trace finie.
Il cöıncide avec l’ensemble des éléments x de A tels qu’il existe une projection de trace
finie E telle que x = Ex. Évidemment, mf ⊂ mt.

Lemme 1.4.4. — mf = mt (l’adhérence désigne l’adhérence normique).

Démonstration. — Soit x ∈ m+
τ . Pour tout ε > 0, soit pε le projecteur spectral sur

[ε, +∞] ∩ Sp(x). Alors pε " x/ε. Donc pε ∈ mf . Or x = limε→0 pεx, d’où x ∈ mf . Le
résultat découle alors du fait que mt est engendré en tant qu’espace vectoriel par sa
partie positive.
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Soit T ∈ A. On désignera par KerT aussi bien son noyau que la projection orthogo-
nale sur son noyau qui appartient à A. Rappelons que les éléments de mf sont appelés
dans [Br] opérateurs compacts généralisés, et les opérateurs inversibles modulo mf

sont appelés opérateurs Fredholm généralisés. Soit q : A → A/mf .

Lemme 1.4.5. — Soit T ∈ A un opérateur Fredholm généralisé, alors Ker(T ),
Ker(T ∗) ∈ mf .

Démonstration. — Soit ε > 0 tel que Sp(q(T ∗T )) ⊂ [ε, +∞[. Soit f ∈ C(Sp(T ∗T ) ∪
{0})+ telle que f(0) = 1 et ∀ t ! ε, f(t) = 0. Alors f(T ∗T ) ∈ mf et Ker(T ) " f(T ∗T ).
Donc Ker(T ) ∈ mf et comme Ker(T ) est une projection, Ker(T ) ∈ K(mf ) ⊂ mf .
Quitte à changer T en T ∗, on a également Ker(T ∗) ∈ mf .

Définition 1.4.6. — Soit T ∈ A un opérateur Fredholm généralisé. On définit son
indice de Breuer :

I(T ) = t(Ker(T )) − t(Ker(T ∗)).

Soit A = mf . La restriction de t à A est densément définie et sci. A tout opérateur
T Fredholm au sens de Breuer, correspond un élément [T ] ∈ K0(mf ).

Proposition 1.4.7. — Soit T un opérateur Fredholm généralisé. On a :

I(T ) = 〈[T ], t〉.

Démonstration. — Considérons T comme opérant sur le C∗-module A et appli-
quons la proposition 1.4.3. Soit X = Sp(T ∗T ) ∪ {0} \ Sp(q(T ∗T )). L’application
qui à f ∈ CC(X) associe t(f(T ∗T )) (resp. t(f(TT ∗))) est à valeur dans R+ et dé-
finit une mesure de Radon µ+ (resp. µ−) sur X et comme la trace est normale,
µ+(f) = t(f(T ∗T )) et µ−(f) = t(f(TT ∗)), pour toute fonction borélienne positive
bornée sur X . La proposition 1.4.3 dit que pour toute fonction f ∈ CC(X) égale à
1 en 0, µ+(f) − µ−(f) = 〈[T ], t〉. La formule est donc encore valable avec f = χ0 la
fonction caractéristique de {0}. D’où le résultat.
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CHAPITRE 2

Γ-TRACE

Dans ce chapitre, nous définissons la notion de Γ-trace dans le cadre des modules
hilbertiens équivariants et nous étudions ses propriétés. En particulier, nous donnons
une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de la Γ-trace (théorème 2.2.6).
Un cas particulier est celui où l’action de Γ est propre.

2.1. Traces sur les multiplicateurs

Soit A une C∗-algèbre. Rappelons que K(A) désigne l’idéal de Pedersen de A.
Soit (uλ)λ∈Λ l’unité approchée croissante de A formée des éléments de norme " 1
de K(A)+. Soit M(A) la C∗-algèbre formée des multiplicateurs de A. Munissons
M(A)+ × R+ de la topologie produit de la topologie stricte sur M(A)+ et de la
topologie usuelle sur R+. Une trace sur M(A) sera dite strictement sci si son épigraphe
est fermé pour cette topologie.

Proposition 2.1.1. — Soit A une C∗-algèbre. Soit τ une trace sur A densément
définie. Il existe une unique trace τ̃ strictement sci sur M(A) qui cöıncide avec τ sur
K(A)+. On a ∀x ∈ M(A)+,

τ̃ (x) = sup
y!x,y∈K(A)+

τ(y)

= lim
λ∈Λ

τ(x1/2uλx
1/2)

Démonstration. — Pour x ∈ M(A)+, posons τ̃ (x) = supy!x,y∈K(A)+ τ(y). Évidem-
ment τ̃ cöıncide avec τ sur K(A)+. Soit x ∈ M(A), y ∈ K(A)+ tels que y " x∗x. Alors
d’après la proposition 1.3.8, il existe u ∈ M(A), tel que y = uu∗ et u∗u " xx∗. Donc
u ∈ K(A). Donc τ̃(xx∗) ! τ̃ (x∗x) et par symétrie, il y a égalité. Soit x, y ∈ M(A)+

et z ∈ K(A)+ tels que z " x + y. D’après le corollaire 1.3.9, il existe u1, u2 ∈ M(A)
tels que u∗

1u1 " x, u∗
2u2 " y et u1u∗

1 + u2u∗
2 = z. D’où u1, u2 ∈ K(A) et donc

τ̃ (x + y) " τ̃ (x) + τ̃ (y). Trivialement, on a l’inégalité inverse d’où l’égalité. Ainsi, τ̃
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est une trace. Soit x ∈ M(A)+. Soit ε > 0 et y ∈ K(A)+, tel que τ(y) + ε ! τ̃ (x). On
a limλ∈Λ τ(u1/2

λ yu1/2
λ ) = τ(y) (car ceci est vrai si τ est densément définie sci sur A,

et on peut s’y ramener puisque y ∈ K(A)+), donc

lim
λ∈Λ

τ(x1/2uλx
1/2) = lim

λ∈Λ
τ(u1/2

λ xu1/2
λ )

! τ(y)

! τ̃ (x) − ε

Donc τ̃ (x) = limλ∈Λ τ(x1/2uλx1/2). Montrons enfin qu’une trace τ ′ sur M(A) est
strictement sci ssi ∀x ∈ M(A)+, τ ′(x) = limλ∈Λ τ ′(x1/2uλx1/2) ce qui achèvera de
démontrer la proposition. La condition est nécessaire puisque ∀x ∈ M(A)+, ∀λ ∈ Λ,
x1/2uλx1/2 " x et (x1/2uλx1/2)λ∈Λ converge strictement vers x. Inversement soit
(xµ)µ∈M une famille d’éléments de M(A)+ qui converge strictement vers x ∈ M(A)+.
Soit ε > 0. Soit uλ ∈ K(A)+ tel que τ ′(x) " τ ′(x1/2uλx1/2) + ε. Comme ∀λ ∈ Λ,
(u1/2
λ xµu1/2

λ )µ∈M converge normiquement vers u1/2
λ xu1/2

λ qui est dans K(A)+, on a :

lim inf
µ∈M

τ ′(u1/2
λ xµu1/2

λ ) ! τ ′(u1/2
λ xu1/2

λ )

! τ ′(x) − ε

Donc lim infµ∈M τ ′(xµ) ! τ ′(x). D’où l’assertion.

Soit E un C∗-module. On identifie L(E) à M(K(E)) et on le munit de la topologie
stricte via cet isomorphisme. On pourra ainsi parler de trace strictement sci pour
toute sous-C∗-algèbre de L(E) strictement fermée.

Corollaire 2.1. — Soit τ une trace densément définie sci sur une C∗-algèbre A.

(1) Il existe un unique prolongement strictement continu à M(A). On le notera
également τ .

(2) Soit E un A-module hilbertien. Il existe une unique trace strictement continue
sur L(E) qu’on notera τE telle que ∀ ξ ∈ E, τE(θξ,ξ) = τ(〈ξ, ξ〉).

Démonstration
(1) La proposition précédente implique l’unicité et, combinée à la formule de la

démonstration du corollaire 1.3.16, l’existence.
(2) Cela résulte directement de l’assertion précédente, de la proposition 1.3.18 et

de cette même formule.

Remarque. — Étant donnée une trace sci τ sur une C∗-algèbre A non nécessaire-
ment densément définie et E un A-module hilbertien, on notera plus généralement τE

la trace strictement sci sur L(E) obtenue en composant la trace (τ|mτ
)E⊗Amτ avec le

morphisme strictement continu L(E) → L(E ⊗A mτ ).

Nous utiliserons plus loin la généralisation du théorème de Fubini qui suit :
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Lemme 2.1.2. — Soit A une C∗-algèbre possédant un élément strictement positif, τ
une trace densément définie sci sur A, E un A-module hilbertien dénombrablement
engendré. Soit X un espace localement compact dénombrable à l’infini muni d’une
mesure de Radon positive µ et T : X → L(E)+ une application strictement continue
telle que

∫
T (x)dµ(x) est strictement convergente. Alors

τE

( ∫
T (x)dµ(x)

)
=

∫
τE(T (x))dµ(x).

Démonstration. — Quitte à remplacer A par K(E), on peut supposer que E = A et
que τ est une trace strictement sci sur M(A), densément définie sur A. Soit u ∈ m+

τ

tel que u " 1 et soit K un compact de X . Comme τ(u1/2 · u1/2) est normiquement
continue sur M(A)+ et comme x → u1/2T (x)u1/2 est normiquement continue, on a

∫

K
τ(uT (x)u)dµ(x) =

∫

K
τ
(
u1/2(u1/2T (x)u1/2)u1/2

)
dµ(x)

= τ
(
u1/2

(∫

K
u1/2T (x)u1/2dµ(x)

)
u1/2

)

= τ
( ∫

K
uT (x)udµ(x)

)

Soit h > 0 dans A+. Soit (fn)n∈N une suite croissante dans CC(Sp(h) \ {0})+
telle que ∀n ∈ N, ∀ t ! 1/n, fn(t) = 1. Soit ∀n ∈ N, un = fn(h). Alors (un)n∈N

forme une unité approchée pour A dans m+
τ . Soit Kn une suite de compacts de

X telle que ∪n∈NKn = X . Comme la suite (un)n∈N tend strictement vers 1, on
a ∀x ∈ X , limn→+∞ τ(unT (x)un) = τ(T (x)) (la convergence est normique) et
limm→+∞,n→+∞

∫
Km

unT (x)undµ(x) =
∫

T (x)dµ(x) (où la limite est stricte). Donc :

τ
( ∫

T (x)dµ(x)
)

= sup
(m,n)∈N2

τ
( ∫

Km

unT (x)undµ(x)
)

= sup
(m,n)∈N2

∫

Km

τ
(
unT (x)un

)
dµ(x)

=
∫

X
τ(T (x))dµ(x)

2.2. Notion de Γ-trace

Soit A une Γ-algèbre munie d’une trace τ densément définie sci Γ-invariante.
Soit E un A-module hilbertien équivariant, ce qui signifie que ∀ ξ, η ∈ E, ∀ γ ∈ Γ,

〈γξ, γη〉 = γ(〈ξ, η〉). On notera ∀T ∈ L(E), et ∀ γ ∈ Γ, Tγ = γTγ−1 ∈ L(E) et
on considérera L(E) comme muni de l’action de Γ définie par ∀ γ ∈ Γ, T ∈ L(E),
γ · T = Tγ .

Lemme 2.2.1. — τE est Γ-invariante.
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Démonstration. — Soit ξ ∈ E, γ ∈ Γ.

τE(γ.θξ,ξ · γ−1) = τE(θγ·ξ,γ·ξ)

= τ(〈γ · ξ, γ · ξ〉)
= τ(γ · 〈ξ, ξ〉)
= τ(〈ξ, ξ〉)
= τE(θξ,ξ)

Donc les deux traces strictement sci τE et τE(γ · γ−1) cöıncide sur K(K(E))+ donc
sont égales.

Rappelons également que {T ∈ L(E) | ∀ γ ∈ Γ, γTγ−1 = T } est une sous-C∗-
algèbre de L(E) qu’on notera L(E)Γ. En effet, soit S ∈ L(E)Γ, η, ξ ∈ E, on a :

〈η, γS∗γ−1ξ〉 = γ(〈γ−1η, S∗γ−1ξ〉)
= γ(〈Sγ−1η, γ−1ξ〉)
= γ(〈γ−1Sη, γ−1ξ〉)
= 〈Sη, ξ〉
= 〈η, S∗ξ〉

Théorème 2.2.2. — Soit h ∈ L(E)+ tel que
∑
γ∈Γ(hγ)

2 converge strictement vers 1.
Alors l’application qui à T ∈ (L(E)Γ)+ associe τE(hTh) est une trace strictement sci
sur L(E)Γ. Celle-ci est indépendante du choix d’un tel opérateur h ∈ L(E) et sera
notée τΓE .

Démonstration. — Soit h, k ∈ L(E)+ tel que
∑
γ∈Γ(hγ)

2 et
∑
γ∈Γ(kγ)

2 convergent
strictement vers 1. Soit S ∈ L(E)Γ. On a :

τE(kS∗Sk) = τE

(
kS∗

( ∑

γ∈Γ
h2
γ

)
Sk

)

=
∑

γ∈Γ
τE

(
(kS∗hγ)(hγSk)

)

=
∑

γ∈Γ
τE

(
(hγSk)(kS∗hγ)

)

=
∑

γ∈Γ
τE

(
γ−1hγSk2S∗hγγ

)

=
∑

γ∈Γ
τE

(
hSk2

γ−1S∗h
)

= τE

(
hS

( ∑

γ∈Γ
k2
γ−1

)
S∗h

)

= τE(hSS∗h)
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En prenant h = k, on en déduit que τΓE est bien une trace et elle ne dépend pas du
choix d’un tel h. Il est évident qu’elle est strictement sci puisque τE l’est. D’où le
résultat.

Remarques

(1) Évidemment, il n’existe pas toujours de tels h ∈ L(E)+. En particulier, il n’en
existe jamais si l’action de Γ sur E est triviale et Γ est infini.

(2) Soit F un sous-A,Γ-module hilbertien équivariant orthocomplémenté de E et
pF le projecteur orthogonal sur F , et soit h ∈ L(E)+ tel que

∑
γ∈Γ h2

γ converge
strictement vers 1, alors la restriction à F de hF = (pF h2pF )1/2 possède les mêmes
propriétés pour F .

On munit L2(Γ) ⊗ A d’une structure V de A,Γ-module hilbertien équivariant en
posant ∀ ξ ∈ L2(Γ)⊗A, ∀ γ0, ∀ γ ∈ Γ, V (γ0)(ξ)(γ) = γ0(ξ(γγ0)). On notera V N(Γ, A)
le commutant de V (Γ), i.e. L(L2(Γ) ⊗ A)Γ. Notons ∀ γ ∈ Γ, δγ ∈ L2(Γ) la fonction
caractéristique de γ et soit h le projecteur orthogonal sur Cδe ⊗ A. Évidemment,∑
γ∈Γ h2

γ converge strictement vers 1. On notera simplement τ ⊗ τΓ la trace τΓL2(Γ)⊗A.
On a une représentation covariante canonique de A,Γ dans V N(Γ, A) notée λA

Γ telle
que ∀ ξ ∈ L2(Γ)⊗A, ∀ γ0, γ ∈ Γ, ∀ a ∈ A, λA

Γ (γ0)(ξ)(γ) = ξ(γ−1
0 γ) et λA

Γ (a)(ξ)(γ) =
γ−1(a)ξ(γ). Celle-ci induit un morphisme injectif noté également λA

Γ de A "r Γ dans
V N(Γ, A). On identifiera par λA

Γ , A "r Γ et son image dans V N(Γ, A). Notons que
par définition, ∀x ∈ CC(Γ, A) ∩ (A "r Γ)+, on a (τ ⊗ τΓ)(x) = τ(x(e)) et donc la
restriction à A "r Γ de τ ⊗ τΓ qu’on notera également τ ⊗ τΓ est densément définie,
et comme la topologie normique est plus fine que la topologie stricte, cette trace est
sci.

Proposition 2.2.3. — Soit B une sous-C∗-algèbre de V N(Γ, A) qui agit de façon
non dégénérée, E un B-module hilbertien dénombrablement engendré et soit F =
E⊗λA

Γ
(L2(Γ)⊗ Ã) muni de sa structure de A,Γ-module hilbertien équivariant. Alors :

(1) Il existe h ∈ L(F )+ tel que
∑
γ∈Γ h2

γ converge strictement vers 1.
(2) On suppose que τ ⊗ τΓ est densément définie sur B. On a alors :

∀T ∈ L(E)+, (τ ⊗ τΓ)E(T ) = τΓF (T ⊗λA
Γ

1).

Démonstration
(1) Supposons d’abord que E = H ⊗ B de sorte que F = H ⊗ L2(Γ) ⊗ A. Il suffit

de prendre pour h le projecteur orthogonal sur H ⊗ Cδe ⊗ A.
Passons au cas général. D’après le théorème de stabilisation de Kasparov, on a un

isomorphisme E⊕H⊗B 3 H⊗B d’où F ⊕ (H⊗L2(Γ)⊗A) 3 H⊗L2(Γ)⊗A en tant
que A,Γ-module hilbertien équivariant. D’après la dernière remarque qui précède, il
existe donc bien un tel h.

(2) Soit alors E′ = E ⊕ B et F ′ = E′ ⊗B (L2(Γ) ⊗ A). La trace τΓF est restriction
à L(F )Γ d’une trace strictement sci sur L(F ′)Γ dont la restriction à V N(Γ, A) est
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τ ⊗ τΓ. Or π : L(E′) → L(F ′)Γ est strictement sci. Donc τΓF ◦ πL(E) est restriction à
L(E) d’une trace strictement sci sur L(E′) dont la restriction à B est τ ⊗ τΓ, donc
est égale (τ ⊗ τΓ)E . D’où le résultat.

Nous allons maintenant donner une réciproque à la proposition qui précède. Com-
mençons par un lemme élémentaire :

Lemme 2.2.4. — Soit B une C∗-algèbre. Soit Λ un ensemble filtré par une relation
d’ordre, (xλ)λ∈Λ une famille croissante d’éléments de M(B)+ telle que ∀ b ∈ B,
(b∗xλb)λ∈Λ converge dans B. Alors (xλ)λ∈Λ converge strictement dans M(B).

Démonstration. — Pour λ ∈ Λ, posons yλ = (xλ)1/2 ∈ M(B). Alors ∀ b ∈ B, la
famille (yλb)λ∈Λ est bornée puisque ∀λ ∈ Λ, ‖yλb‖2 = ‖b∗xλb‖. Par le théorème de
Banach-Steinhaus, la famille (yλ)λ∈Λ est bornée et donc la famille (xλ)λ∈Λ également.
Enfin, ∀ b ∈ B, et pour tous λ1 " λ2 ∈ Λ, on a

‖(xλ2 − xλ1)b‖2 = ‖b∗(xλ2 − xλ1 )
2b‖

"
(
sup
λ∈Λ

‖xλ‖
)
‖b∗(xλ2 − xλ1)b‖

D’où le résultat.

Décrivons maintenant V N(Γ, A). En identifiant ∀ γ ∈ Γ, Cδγ ⊗A avec A, on consi-
dérera ∀ γ ∈ Γ, le projecteur orthogonal de L2(Γ)⊗A sur Cδγ ⊗A également comme
un élément de L(L2(Γ) ⊗ A, A).

Proposition 2.2.5

(1) Soit T ∈ V N(Γ, A). On lui associe l’unique fonction f : Γ → M(A) définie
par ∀ γ ∈ Γ, ∀ a ∈ A, f(γ)(a) = γ(Pγ(T (δe ⊗ γ−1(a)))). On a : ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, A) ⊂
L2(Γ) ⊗ A,

〈ξ, T η〉 =
∑

γ1∈Γ,γ2∈Γ
(ξ(γ1))∗γ−1

1 (f(γ1γ
−1
2 ))η(γ2)(3)

Les sommes
∑
γ∈Γ γ−1(f(γ)∗f(γ)) et

∑
γ∈Γ f(γ)f(γ)∗ sont strictement convergentes

dans M(A) et ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, A) ⊂ L2(Γ) ⊗ A, l’inégalité suivante est vérifiée :
∥∥∥

∑

γ1∈Γ,γ2∈Γ
(ξ(γ1))∗γ−1

1 (f(γ1γ
−1
2 ))η(γ2)

∥∥∥ " M‖ξ‖‖η‖(4)

avec M = ‖T ‖.
(2) Réciproquement soit f : Γ → M(A) et M > 0 tels que ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, A) ⊂

L2(Γ) ⊗ A, l’inégalité 4 est vérifiée et tels que les sommes
∑
γ∈Γ γ−1(f(γ)∗f(γ)) et∑

γ∈Γ f(γ)f(γ)∗ sont strictement convergentes dans M(A). Alors il existe un unique
opérateur T ∈ V N(Γ, A) de norme " M tel que ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, A) ⊂ L2(Γ) ⊗ A,
l’égalité (3) est vérifiée.

On dira dans ce cas que f ∈ V N(Γ, A) en identifiant f à T . En particulier, si A
est un sous-espace de V N(Γ, A), on dira que f ∈ A ssi T ∈ A.
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Démonstration
(1) Montrons d’abord que f est bien définie à savoir que ∀ γ ∈ Γ, f(γ) ∈ M(A).

Or, ∀ γ ∈ Γ, a, b ∈ A, on a :

〈δγ ⊗ b, T ∗(δe ⊗ a)〉 = 〈V −1
γ VγTV −1

γ (δe ⊗ γ(b)), V −1
γ Vγ(δe ⊗ a)〉

= γ−1〈T (δe ⊗ γ(b)), δγ−1 ⊗ γ(a)〉
= γ−1

(
γ(a)∗P−1

γ (T (δe ⊗ γ(b)))
)∗

= (f(γ−1)b)∗a

Donc si on note g la fonction associée de la même façon à T ∗, on a ∀ γ ∈ Γ, ∀ a, b ∈ A,

b∗γ−1
(
g(γ)(γ(a))

)
= 〈δγ ⊗ b, T ∗(δe ⊗ a)〉
= (f(γ−1)b)∗a

et donc f(γ−1) ∈ M(A) est d’adjoint γ−1(g(γ)).
Le fait que ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, A) l’inégalité (4) est vérifiée avec M = ‖T ‖, résulte

trivialement de l’égalité (3).
Par ailleurs, on a ∀ γ ∈ Γ, a, b ∈ A, 〈δγ ⊗ b, T (δe ⊗ a)〉 = b∗γ−1(f(γ))a.
Donc ∀ a ∈ A, T (δe ⊗ a) =

∑
γ∈Γ δγ ⊗ γ−1(f(γ))a ∈ L2(Γ) ⊗ A, et

T ∗(δe ⊗ a) =
∑

γ∈Γ
δγ ⊗ f(γ−1)∗a ∈ L2(Γ) ⊗ A.

Le résultat découle alors du lemme élémentaire qui précède.
(2) Supposons réciproquement la seconde assertion vérifiée. Il existe un unique

opérateur A,Γ-linéaire T de CC(Γ, A) dans L2(Γ, A) tel que

∀ a ∈ A, T (δe ⊗ a) =
∑

γ∈Γ
δγ ⊗ γ−1(f(γ))a.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, cet opérateur est de norme inférieure ou égale à
M , donc s’étend en un opérateur A,Γ-équivariant de norme inférieure ou égale à 1
de L2(Γ, A) dans lui-même, noté encore T . De même, il existe un unique opérateur
A,Γ-linéaire T ∗ de CC(Γ, A) dans L2(Γ, A) tel que

∀ a ∈ A, T ∗(δe ⊗ a) =
∑

γ∈Γ
δγ ⊗ f(γ−1)∗a.

Il est immédiat que cet opérateur est inclus dans l’adjoint de T . Donc

T ∈ L(L2(Γ) ⊗ A)Γ.

Remarque. — Soit A une Γ-algèbre triviale et soit pour γ ∈ Γ, f(γ) ∈ A+ tel que

∀ γ ∈ Γ, ‖f(γ)‖ " 1, et ∀ γ .= γ′, f(γ)f(γ′) = 0.
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Alors ∀ η ∈ CC(Γ, A), pour toute partie finie F de Γ, on a :
∑

γ∈F

( ∑

γ1∈Γ
f(γ1)η(γ−1

1 γ)
)∗( ∑

γ1∈Γ
f(γ1)η(γ−1

1 γ)
)

=
∑

γ∈F

η(γ−1
1 γ)∗

( ∑

γ1∈Γ
f(γ1)∗f(γ1)η(γ−1

1 γ)
)

" 〈η, η〉

Donc l’inégalité 4 est vérifiée avec M = 1. En revanche, il est aisé de construire des
cas où

∑
γ∈Γ f(γ)f(γ)∗ n’est pas strictement convergente.

Théorème 2.2.6. — Soit F un A,Γ-module hilbertien équivariant. S’il existe h ∈
L(F )+ tel que

∑
γ∈Γ h2

γ converge strictement vers 1, alors il existe un V N(Γ, A)-
module hilbertien E tel que F 3 E⊗λA

Γ
(L2(Γ)⊗A) en tant que A,Γ-module hilbertien.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Il existe h ∈ L(F )+ tel que

∑
γ∈Γ h2

γ converge strictement vers 1 et hF est
dénombrablement engendré.

(2) Il existe un V N(Γ, A)-module hilbertien dénombrablement engendré E tel que
F 3 E ⊗λA

Γ
(L2(Γ) ⊗ A) en tant que A,Γ-module hilbertien.

(3) En tant que A,Γ-module hilbertien, F est isomorphe à un facteur direct de
H ⊗ L2(Γ) ⊗ A où H est un espace de Hilbert séparable.

Pour démontrer le théorème, nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.
Soit F un A,Γ-module hilbertien équivariant, ξ, η ∈ F ; s’il n’y a pas ambigüıté, on
désignera par 〈ξ, η〉 la fonction de Γ dans A qui à γ ∈ Γ associe 〈ξ, γη〉. Soit h ∈ L(F )+

tel que
∑
γ∈Γ hγ2 converge strictement vers 1.

Proposition 2.2.7. — ∀x, y ∈ F , 〈hx, hy〉 ∈ V N(Γ, A), 〈hx, hx〉 ∈ V N(Γ, A)+ et
‖〈hx, hx〉‖2 " ‖x‖2.

Démonstration. — En fait plus généralement, pour tout A,Γ-module hilbertien F ′

et tout x ∈ F ′, on a ∀ ξ ∈ CC(Γ, A) ⊂ L2(Γ) ⊗ A :
∑

γ1∈Γ,γ2∈Γ
(ξ(γ1))∗γ−1

1 (〈x, γ1γ
−1
2 x〉)ξ(γ2) =

∑

γ1∈Γ,γ2∈Γ
(ξ(γ1))∗〈γ−1

1 x, γ−1
2 x〉ξ(γ2)

= 〈ζ, ζ〉 ∈ A+

où ζ =
∑
γ∈Γ γ−1xξ(γ) ∈ F .

Il reste donc à montrer que ∀x ∈ F , 〈hx, hx〉 ∈ V N(Γ, A). Posons f(γ) =
〈hx, γhx〉, γ ∈ Γ.

Notons que ∀ γ ∈ Γ, on a γ−1〈hx, γhx〉 = 〈γ−1x, hγ−1hx〉 d’où, par l’inégalité de
Cauchy-Schwarz,

γ−1(〈hx, γhx〉∗〈hx, γhx〉) " ‖x‖2〈hγ−1hx, hγ−1hx〉
= ‖x‖2〈hx, h2

γ−1hx〉
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dont la somme est normiquement convergente. Donc
∑
γ∈Γ γ−1(f(γ)∗f(γ)) est nor-

miquement convergente.
De même, comme 〈γhx, hx〉 = γ〈x, hγ−1hx〉 = 〈γx, hγhx〉, on a

〈γhx, hx〉∗〈γhx, hx〉 " ‖x‖2〈hγhx, hγhx〉 = ‖x‖2〈hx, h2
γhx〉

dont la somme est normiquement convergente. Donc
∑
γ∈Γ f(γ)f(γ)∗ est normique-

ment convergente.
Montrons enfin que l’inégalité 4 du lemme 2.2.5 est vérifiée avec M = ‖x‖2. Soit

ξ ∈ CC(Γ, F ) ⊂ L2(Γ) ⊗ F . On a
∑

γ∈Γ

〈 ∑

γ′∈Γ
hγ−1h(γ′)−1ξ(γ′),

∑

γ′∈Γ
hγ−1h(γ′)−1ξ(γ′)

〉

=
∑

γ1∈Γ

∑

γ2∈Γ

∑

γ∈Γ
〈hγ−1

1
ξ(γ1), h2

γ−1hγ−1
2

ξ(γ2)〉

=
∑

γ1∈Γ

∑

γ2∈Γ
〈hγ−1

1
ξ(γ1), hγ−1

2
ξ(γ2)〉

D’où il ressort d’une part que l’application linéaire T : CC(Γ, F ) → L2(Γ) ⊗ F qui à
ξ ∈ CC(Γ, F ) associe

∑

γ∈Γ
δγ ⊗

( ∑

γ′∈Γ
hγ−1h(γ′)−1ξ(γ′)

)
∈ L2(Γ) ⊗ F

vérifie
∀ ξ ∈ CC(Γ, F ), 〈Tξ, T ξ〉 = 〈ξ, T ξ〉.

Donc si ‖ξ‖ " 1 on a bien ‖T (ξ)‖ " 1, donc T s’étend en un opérateur continu de
norme 1 (et en fait un projecteur de L(L2(Γ) ⊗ F )).

Enfin, ∀ ξ ∈ CC(Γ, A) ⊂ L2(Γ) ⊗ A, posons ξx ∈ CC(Γ, F ) ⊂ L2(Γ) ⊗ F défini par
ξx(γ) = (γ−1x)ξ(γ). Évidemment ‖ξx‖ " ‖x‖‖ξ‖ et comme

∑

γ1∈Γ
ξ(γ1)∗〈γ−1

1 hx, γ−1
2 hx〉ξ(γ2) = 〈ξx, T (ξx)〉

on a ∥∥∥
∑

γ1∈Γ
ξ(γ1)∗〈γ−1

1 hx, γ−1
2 hx〉ξ(γ2)

∥∥∥ " ‖x‖2‖ξ‖2.

D’où le résultat.

Définition 2.2.8. — Soit E un C-espace vectoriel, B une C∗-algèbre. On appellera
B-produit scalaire toute application 〈 , 〉 : E×E → B telle que ∀ ξ, η, ζ ∈ E , ∀λ, µ ∈ C,

(1) 〈ξ, ξ〉 ∈ B+.
(2) 〈η, ξ〉 = 〈ξ, η〉∗.
(3) 〈ξ, λη + µζ〉 = λ〈ξ, η〉 + µ〈ξ, ζ〉.
Si en outre A est une sous-algèbre involutive de B (non nécessairement fermée), et

E un A-module à droite, on dira qu’un B-produit scalaire 〈 , 〉 est A-sesquilinéaire si
∀ ξ, η ∈ E , ∀ a, b ∈ A, on a 〈ξa, ηb〉 = a∗〈ξ, η〉b.
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Proposition 2.2.9. — Soit E un C-espace vectoriel et 〈 , 〉 un B-produit scalaire.
(1) L’application qui à ξ ∈ E associe ‖〈ξ, ξ〉‖1/2 est une seminorme sur E. Soit

E le séparé-complété pour cette seminorme. Alors l’application 〈 , 〉 s’étend par conti-
nuité en un B-produit scalaire noté encore 〈 , 〉 : E × E → B. Si en outre A est
une sous-algèbre involutive de B, E un A-module à droite tel que 〈 , 〉 : E × E → B
est A-sesquilinéaire, alors l’action E × A → E s’étend par continuité en une action
E ×A → E telle que 〈 , 〉 : E × E → B est A-sesquilinéaire.

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe un B-module hilbertien F et une application linéaire j : E → B

telle que ∀ ξ, η ∈ E, 〈j(ξ), j(η)〉 = 〈ξ, η〉.
(b) Il existe un B-module hilbertien F et une application linéaire j : E → B

telle que ∀ ξ, η ∈ E, 〈j(ξ), j(η)〉 = 〈ξ, η〉.
(c) ∀ ξ1, . . . , ξn ∈ E, la matrice (〈ξi, ξj〉)i=1,...,n;j=1,...,n ∈ Mn(B)+.

Démonstration
(1) cf. [Sk].
(2) Si (2a) est vérifiée, alors l’application j est continue pour la seminorme consi-

dérée donc s’étend par continuité en une application j qui vérifie (2b). (2b) implique
(2c) puisque (2c) est vérifiée quand E est un B-module hilbertien. Donc il suffit de
montrer que (2c) implique (2a). Soit 〈 , 〉 : (E 4 B̃) 4 (E 4 B̃) → B l’application qui
∀ ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn ∈ E et ∀ a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ B̃ vérifie

〈 n∑

i=1

ξi 4 ai,
n∑

i=1

ηi 4 bi

〉
=

∑

i=1,...,n,j=1,...,n

a∗
i 〈ξi, ηj〉bj .

Comme (2c) est vérifiée, c’est un B-produit scalaire qui est évidemment B-sesqui-
linéaire. Donc le séparé-complété pour la seminorme associée est un B-module hilber-
tien noté E ⊗ B d’après ce qui précède et l’application j : E → E ⊗B qui à ξ associe
ξ 4 1 vérifie (2a).

Remarques

(1) Notons qu’un produit scalaire ne vérifie pas toujours les conditions équiva-
lentes ci-dessus. Il suffit pour obtenir un contre-exemple de considérer une application
linéaire positive φ entre deux C∗-algèbres A et B qui n’est pas complètement posi-
tive et de munir A du B-produit scalaire 〈, 〉 : A × A → B qui ∀ a, b ∈ A, vérifie
〈a, b〉 = φ(a∗b).

(2) Quand les assertions équivalentes précédentes sont vérifiées, on notera E ⊗ B
le B-module hilbertien obtenu en séparant-complétant E 4 B̃ pour le produit scalaire
considéré dans la démonstration de la proposition.

Lemme 2.2.10. — Supposons que les assertions précédentes sont vérifiées. Notons

ψ : E 4 B̃ −→ E ⊗ B
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l’application canonique. Soit π : B̃ → L(F ) un morphisme unital dans un A-module
hilbertien, H un autre A-module hilbertien. Soit θ : E 4 F → H, et M > 0 tel que
∀ ξ1, . . . , ξn ∈ E, f1, . . . , fn ∈ F , on a

∥∥∥θ
( n∑

i=1

ξi 4 fi

)∥∥∥
2

" M
∥∥∥

∑

i,j=1,...,n

〈fi, π(〈ξi, ξj〉)fj〉
∥∥∥

〈
θ
( n∑

i=1

ξi 4 fi

)
, θ

( n∑

i=1

ξi 4 fi

)〉
=

∑

i,j=1,...,n

〈fi, π(〈ξi, ξj〉)fj〉resp.

(on dit alors que θ préserve le produit scalaire)), alors il existe une unique application
linéaire de norme " M (resp. préservant le produit scalaire) θ : (E ⊗ B) ⊗π F → H
telle que ∀ f1, . . . , fn ∈ F , ∀ ξj

i ∈ E, bj
i ∈ B̃, i = 1, . . . , nj, on ait en posant pour

j = 1, . . . , n, xj =
∑nj

i=1 ξj
i 4 bj

i ,

θ
( n∑

j=1

ψ(xj) ⊗ fj

)
=

n∑

j=1

nj∑

i=1

θ(ξj
i 4 π(bj

i )fj).

Démonstration. — ∀ f1, . . . , fn ∈ F , ∀ ξj
i ∈ E , bj

i ∈ B̃, i = 1, . . . , nj , en posant pour
j = 1, . . . , n, xj =

∑nj

i=1 ξ
j
i 4 bj

i , on a :
n∑

j,k=1

nj∑

i=1

nk∑

p=1

〈π(bj
i )fj, 〈ξj

i , ξk
p 〉π(bk

p)〉fk〉 =
∑

j,k=1,...,n

〈fj , 〈xj , xk〉fk〉

=
〈 n∑

j=1

ψ(xj) ⊗ fj,
n∑

j=1

ψ(xj) ⊗ fj

〉

Or d’après les hypothèses, on a
∥∥∥

n∑

j=1

nj∑

i=1

θ(ξj
i 4 π(bj

i )fj)
∥∥∥

2
" M

∥∥∥
n∑

j,k=1

nj∑

i=1

nk∑

p=1

〈π(bj
i )fj , 〈ξj

i , ξ
k
p 〉π(bk

p)〉fk〉
∥∥∥

resp.
〈 n∑

j=1

nj∑

i=1

θ(ξj
i 4 π(bj

i )fj),
n∑

j=1

nj∑

i=1

θ(ξj
i 4 π(bj

i )fj)
〉

=
n∑

j,k=1

nj∑

i=1

nk∑

p=1

〈π(bj
i )fj , 〈ξj

i , ξ
k
p 〉π(bk

p)〉fk〉.

Le résultat en découle immédiatement.

Démonstration du théorème 2.2.6. — Montrons d’abord la première assertion. Soit F
le sous-espace vectoriel de F engendré par les vecteurs de la forme hγξ, γ ∈ Γ, ξ ∈ F .
C’est un sous-A,Γ-module de F et donc il est muni d’une structure canonique de
CC(Γ, A)-module à droite. D’après la proposition 2.2.7, l’application

〈 , 〉 : F × F −→ V N(Γ, A)
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qui, ∀ ξ, η ∈ F , ∀ γ ∈ Γ, vérifie 〈ξ, η〉(γ) = 〈ξ, γη〉 est un produit scalaire. Celui-ci est
CC(Γ, A)-sesquilinéaire. En effet, ∀ ξ, η ∈ F , ∀ f ∈ CC(Γ, A), ∀ γ ∈ Γ, on a :

〈ξ, η · f〉(γ) =
〈
ξ, γ

( ∑

γ1∈Γ
γ−1
1 (ηf(γ1))

)〉

=
∑

γ1∈Γ
〈ξ, γγ−1

1 (η)〉γγ−1
1 (f(γ1))

= 〈ξ, η〉f(γ)

Notons de plus que pour i = 1, . . . , n, fi ∈ CC(Γ, A) ⊂ L2(Γ) ⊗ A, et ξi ∈ F , on a :
∑

i,j=1,...,n

fi(γ)∗〈γ−1ξi, (γ′)−1ξj〉fj(γ′) = 〈ζ, ζ〉 ∈ A+

où ζ =
∑n

i=1

∑
γ∈Γ(γ

−1ξi)fi(γ). Donc ∀ ξ1, . . . , ξn ∈ F , on a

(〈ξi, ξj〉)i,j=1,...,n ∈ V N(Γ, A)+.

Soit E le séparé-complété de F pour la seminorme qui à ξ ∈ F associe ‖〈ξ, ξ〉‖1/2
V N(Γ,A)

et E ⊗ V N(Γ, A) le module hilbertien obtenu grâce à la proposition 2.2.9. On a
∀ ξ1, . . . , ξn ∈ F , ∀ f1, . . . , fn ∈ CC(Γ, A) ⊂ L2(Γ) ⊗ A,

〈 n∑

i=1

∑

γ∈Γ
γ−1(ξi)fi(γ),

n∑

i=1

∑

γ∈Γ
γ−1(ξi)fi(γ)

〉

=
∑

i,j=1,...,n

∑

γ,γ′∈Γ
〈fi(γ)∗〈γ−1(ξi), (γ′)−1(ξj)〉fj(γ′)〉

=
∑

i,j=1,...,n

〈fi, 〈ξi, ξj〉fj〉

Donc il existe une unique application linéaire préservant le produit scalaire

θ : F 4 CC(Γ, A) −→ F

telle que ∀ ξ1, . . . , ξn ∈ F , ∀ f1, . . . , fn ∈ CC(Γ, A),

θ
( n∑

i=1

ξi 4 fi

)
=

n∑

i=1

∑

γ∈Γ
γ−1(ξi)fi(γ).

Comme ∀ ξ ∈ F , 〈ξ, ξ〉 ∈ V N(Γ, A), celle-ci s’étend d’une unique façon en une appli-
cation θ préservant le produit scalaire de F 4 (L2(Γ) ⊗ A) dans F . D’après le lemme
2.2.10, celle-ci induit une application préservant le produit scalaire de

(E ⊗ V N(Γ, A)) ⊗λA
Γ

(L2(Γ) ⊗ A)

dans F . Comme celle-ci est clairement d’image dense, c’est un isomorphisme.
Montrons l’équivalence. On a déjà montré que 2 implique 3 implique 1. Il reste

à montrer que 1 implique 2. Il suffit de montrer que le V N(Γ, A)-module hilbertien
E ⊗ V N(Γ, A) construit ci-dessus est dénombrablement engendré quand hF l’est.
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Supposons hF dénombrablement engendré. Il existe alors une suite (ξn)n∈N d’éléments
de F tel que (hξn)n∈N est dense dans hF . Soit ξ ∈ F . Comme

∀n ∈ N, ‖〈hξn − hξ, hξn − hξ〉‖ " ‖ξn − ξ‖2,

et comme hF ⊗1 est dense E⊗V N(Γ, A), la suite (hξn)n∈N engendre E⊗V N(Γ, A).
D’où le résultat.

Rappelons qu’à tout T ∈ V N(Γ, A) est associée une fonction f : Γ → M(A).
Soit B une sous-C∗-algèbre de V N(Γ, A) contenant CC(Γ, A) et telle que ∀x ∈ B,
la fonction fx associée est à valeurs dans A et soit φ(x) ∈ A sa valeur en e. On a
φ(xγ−1) = fx(γ). On notera plus simplement λ l’application λA

Γ . Soit (uµ)µ∈M l’unité
approchée de A formée de ses éléments positifs de norme " 1.

Proposition 2.2.11. — Soit E un B-module hilbertien, F = E ⊗λ (L2(Γ) ⊗ A).
Alors :

(1) ∀ ξ ∈ E, la famille (ξ ⊗ (δe ⊗ uµ))µ∈M est convergente dans F vers un élément
noté λ(ξ) ∈ F . L’application λ : E → F qui ∀ ξ ∈ E associe à ξ, λ(ξ) ∈ F est linéaire
continue et injective. On a ∀ ξ ∈ E et ∀ γ ∈ Γ, γ−1λ(ξ) = λ(ξγ) et ∀ ξ, η ∈ E, on a
φ(〈ξ, η〉) = 〈λ(ξ), λ(η)〉.

(2) L’application qui à T ∈ L(E) associe T ⊗λ 1 ∈ L(F ) induit un isomorphisme
de L(E) sur la sous-C∗-algèbre de L(F )Γ formée des opérateurs qui préservent ainsi
que leur adjoint λ(E).

Démonstration
(1) ∀ ξ ∈ E, ∀µ, µ′ ∈ M ,

〈ξ ⊗ δe ⊗ (uµ − uµ′), ξ ⊗ δe ⊗ (uµ − uµ′)〉 = (uµ − uµ′)∗φ(〈ξ, ξ〉)(uµ − uµ′)

D’où la première assertion. Donc l’application est bien définie et évidemment linéaire
continue de norme " 1. Par ailleurs, ∀ ξ, η ∈ E, on a

〈λ(ξ), λ(η)〉 = lim
µ∈M

u∗
µφ(〈ξ, η〉)uµ

= φ(〈ξ, η〉)

Soit alors ξ ∈ E, tel que λ(ξ) = 0. On a

∀ γ ∈ Γ, φ(〈ξ, ξ〉γ−1) = 0

donc 〈ξ, ξ〉 = 0 et finalement ξ = 0. Donc λ est injective. Soit ξ ∈ E et γ ∈ Γ,

γ−1λ(ξ) = lim
λ∈Λ

ξ ⊗ δγ ⊗ γ−1(uλ)

= lim
λ∈Λ

ξγ ⊗ δe ⊗ γ−1(uλ)

= lim
λ∈Λ

ξγ ⊗ δe ⊗ uλ

= λ(ξγ)
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(2) On notera encore λ l’application qui à T ∈ L(E) associe T ⊗λ 1 ∈ L(F ). Cette
application est injective puisque λ : B → L(L2(Γ) ⊗ A) l’est. On a

∀ ξ ∈ E, ∀T ∈ L(E), λ(T (ξ)) = λ(T )(λ(ξ)),

et ∀ γ ∈ Γ, ∀ a ∈ A,

λ(T )(γ−1λ(ξ)) = λ(T )(λ(ξγ))

= λ(T (ξγ))

= λ(T (ξ)γ)

= γ−1λ(T (ξ))

= γ−1(λ(T )(λ(ξ)))

Comme λ(E)A est dense dans F , on a bien T ∈ L(F )Γ, et donc λ(L(E)) est incluse
dans la sous-C∗-algèbre de L(F )Γ formée des opérateurs qui préservent ainsi que leur
adjoint λ(E). Réciproquement, soit T un opérateur de cette algèbre. Posons

T̃ = λ−1Tλ : E −→ E, T̃ ∗ = λ−1T ∗λ : E −→ E.

Il suffit de montrer que T̃ admet que T̃ ∗ comme adjoint, puisqu’alors λ(T̃ ) = T . Or
∀ ξ, η ∈ E, ∀ γ ∈ Γ, on a :

φ(〈η, T̃ (ξ)〉) = 〈λ(η), λ(T̃ (ξ))〉
= 〈λ(η), T (λ(ξ))〉
= 〈T ∗λ(η), (λ(ξ))〉
= 〈λ(T̃ ∗(η)), λ(ξ)〉
= φ(〈T̃ ∗η, ξ〉)

et donc ∀ γ ∈ Γ,

φ(〈η, T̃ (ξ)〉γ) = φ(〈η, T̃ (ξγ)〉)
= φ(〈T̃ ∗(η), ξγ〉)
= φ(〈T̃ ∗(η), ξ〉γ)

donc 〈T̃ ∗(η), ξ〉 = 〈η, T (ξ). D’où le résultat.

Remarque. — Soit E = L2(N) ⊗ C∗
r (Γ) et F = L2(N) ⊗ L2(Γ). Identifions C∗

r (Γ) à
λ(C∗

r (Γ)) ⊂ L2(Γ), E à λ(E) ⊂ F , L2(N) ⊗ L2(Γ) à L2(N, L2(Γ)), et par conséquent
E à l’espace des suites (ξn)n∈N d’éléments de C∗

r (Γ) tels que
∑

n∈N
〈ξn, ξn〉 converge

dans C∗
r (Γ). Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de C∗

r (Γ) telle que pour toute partie
finie F ⊂ N,

∑
n∈F xnx∗

n " M , telle que ∀n .= m, xnx∗
m = 0 et telle que

∑
n∈N

x∗
nxn

ne converge pas dans C∗
r (Γ) (il est aisé de construire de tels éléments par exemple

pour Γ = Z). Soit T ∈ L(L2(N) ⊗ L2(Γ)) qui à
∑

n∈N

ξn ∈ L2(N, L2(Γ)) 3 L2(N) ⊗ L2(Γ)
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associe l’élément
T (ξ) ∈ L2(N, L2(Γ)) 3 L2(N) ⊗ L2(Γ)

défini par
T (ξ)0 =

∑

n∈N

x∗
nξn et ∀ k ∈ N∗, T (ξ)k = 0.

Soit (ξn)n∈N ∈ F , alors

〈T (ξn), T (ξn)〉 "
∑

n∈N

〈ξn, xnx∗
nξn〉 " ‖(ξn)n∈N‖2M

donc T ∈ L(F )Γ. Soit (ξn)n∈N ∈ E telle que
∑

n∈N
x∗

nξn converge dans C∗
r (Γ). Alors

T (E) ⊂ E. Pourtant pour ξ = δ0 ⊗ δe ∈ E, T ∗(ξ) = (xn)n∈N /∈ E.

Proposition 2.2.12. — Soit B une sous-C∗-algèbre de V N(Γ, A) contenant A. Soit
F un A,Γ-module hilbertien équivariant. Les deux assertions sont équivalentes :

(1) Il existe un B-module hilbertien E tel que F 3 E ⊗λA
Γ

(L2(Γ) ⊗ A).
(2) Il existe un sous-A,Γ-module F dense de F tel que ∀ ξ, η ∈ F , 〈ξ, η〉 ∈ B.

Démonstration
(1) Montrons d’abord que la condition est nécessaire. L’application de E dans F

qui à ξ ∈ E associe ξ ⊗λA
Γ

(δe ⊗ 1) est continue et sera noté λ. Or ∀ ξ ∈ E, ∀ γ ∈ Γ,
∀ a ∈ A, λ(ξa) = λ(ξ)a et λ(ξγ) = γ−1λ(ξ). Donc F = λ(E) est un sous-A,Γ-module
dense. Soit ξ, η ∈ E; on a :

〈λ(ξ), λ(η)〉(γ) = 〈ξ ⊗ δe ⊗ 1, γ(η ⊗ δe ⊗ 1)〉
= 〈δe ⊗ 1, η ⊗ δγ−1 ⊗ 1〉
= 〈δe ⊗ 1, 〈ξ, η〉(δγ−1 ⊗ 1)〉
= φ(〈ξ, η〉γ−1)

donc 〈λ(ξ), λ(η)〉 = 〈ξ, η〉 ∈ B et donc F convient.
(2) La démonstration de la réciproque est strictement celle du théorème précédent

en remplaçant V N(Γ, A) par B.

Remarque. — Soit K ⊂ S1 un Cantor de mesure non nulle et soit p ∈ L∞(S1) 3
V N(Z) sa fonction caractéristique. Soit F = pL2(Z). Alors ∀ ξ ∈ F, ξ .= 0, on a
〈ξ, ξ〉 /∈ C∗

r (Z).

2.3. Cas propre

Soit encore F un A,Γ-module hilbertien équivariant.

Définition 2.3.1. — On appellera opérateur cut-off tout élément h ∈ L(F )+ tel
que :

(1) Il existe une partie finie F0 ⊂ Γ telle que γ ∈ Γ, hhγ .= 0 ⇒ γ ∈ F0.
(2) La somme

∑
γ∈Γ h2

γ est strictement convergente vers 1.
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Proposition 2.3.2. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Il existe un espace localement compact X muni d’une action de Γ propre et

cocompacte et une structure de C0(X) − A,Γ-bimodule équivariant sur F .
(2) Il existe un opérateur cut-off h ∈ L(F )+ tel que ∀ γ ∈ Γ, hhγ = hγh.

Démonstration
(1) Supposons la première assertion vérifiée. Alors (cf. [Tu]), il existe une fonction

c ∈ CC(X)+ tel que
∑
γ∈Γ cγ = 1. Il suffit alors de prendre pour h l’opérateur donné

par l’action de c1/2.
(2) Supposons la seconde assertion. Soit A la sous-C∗-algèbre de L(F ) engendrée

par les hγ , γ ∈ Γ. Elle est commutative et c’est une sous-Γ-algèbre de L(F ). Soit X son
spectre, qui est un espace localement compact séparé. Montrons qu’il est Γ-compact
et Γ-propre. Soit

K = {χ ∈ X | χ(h2) ! ‖h2‖/|F0|}.
C’est un compact de X . Or soit χ ∈ X . Il existe γ0 ∈ Γ, χ(hγ0) > 0. Soit γ ∈ Γ, tel
que χ(hγ) > 0. Alors

χ(hγ0hγ) = χ(hγ0)χ(hγ) > 0
donc hγ0hγ .= 0 et donc γ ∈ γ0F0. Donc

∑
γ∈γ0F0

χ(h2
γ) = 1. Donc il existe γ ∈ γ0F0

tel que χ ∈ γ−1K et donc l’espace quotient est bien compact.
Soit

O = {χ ∈ X | χ(h2) > (2|F0|)−1}.
C’est un ouvert de saturé X . Donc pour montrer que l’action est propre, il suffit de
montrer Z = {γ ∈ Γ | O ∩ γ−1O} est fini. Or pour toute partie finie de Z ′ ⊂ Z,
1 ! ∑

γ∈Z′ χ(h2
γ) ! |Z ′|/(2|F0|). Donc l’action est propre et cocompacte.

Soit F un A,Γ-module hilbertien muni d’un opérateur cut-off h ∈ L(F )+. Fixons
F0 ⊂ Γ partie finie de Γ telle que ∀ γ ∈ Γ, hhγ .= 0 ⇒ γ ∈ F0.

Lemme 2.3.3. — Soit P ⊂ F . Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) ∃F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞ tel que ∀ ξ ∈ P , ξ =

∑
γ∈F1

h2
γξ

(2) ∃F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞ tel que ∀ ξ ∈ P , ∀ γ ∈ Γ \ F1, hγξ = 0.

Démonstration. — Soit F1 ⊂ Γ telle que |F1| < +∞ et ∀ ξ ∈ P, ξ =
∑
γ∈F1

h2
γξ.

Alors si γ ∈ Γ et ξ ∈ P , sont tels que hγξ .= 0, on a

hγ
∑

γ′∈F1

h2
γ′ξ = hγξ .= 0

et donc γ ∈ F1F
−1
0 . Donc la seconde assertion est réalisée avec F1F

−1
0 . Supposons

inversement que la seconde assertion est vérifiée avec F1, alors ∀ ξ ∈ P,, on a

ξ =
∑

γ∈Γ
h2
γξ =

∑

γ∈F1

h2
γξ.

D’où le résultat.
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Les vecteurs de F pour lesquels les conditions équivalentes précédentes sont vérifiées
avec P = {ξ} seront appelés à support compact (pour h) et on désignera par F
l’espace de ces vecteurs. Il est évident que ∀ ξ, η ∈ F , 〈ξ, η〉 ∈ CC(Γ, A) ⊂ A "r Γ.
Mais CC(Γ, A) est également une sous-algèbre dense de A " Γ. On a alors :

Théorème 2.3.4. — Muni de l’action à droite de CC(Γ, A) associée à sa structure
de sous-A,Γ-module, et de la forme CC(Γ, A)-sesquilinéaire à valeurs dans CC(Γ, A)
défini par ∀ ξ, η ∈ F , ∀ γ ∈ Γ,

〈ξ, η〉(γ) = 〈ξ, γη〉,

F est muni d’une structure de CC(Γ, A)-module préhilbertien, où CC(Γ, A) est consi-
dérée comme sous-algèbre involutive dense de A"Γ. Soit E le A"Γ-module hilbertien
obtenu en séparant-complétant. L’application linéaire de F 4 CC(Γ) 4 A dans F qui
∀ f ∈ F , ∀ γ ∈ Γ, ∀ a ∈ A, associe à f 4 δγ 4 a l’élément (γ−1(f))a induit un
isomorphisme E ⊗λA

Γ
(L2(Γ) ⊗ A) 3 F .

La dernière assertion du théorème a déjà été démontrée. La première résulte im-
médiatement de la proposition qui suit.

Étant donné un A " Γ-module hilbertien E, on notera encore λ la composée de
l’application quotient de E dans Er = E ⊗λ A "r Γ et de l’application définie précé-
demment et notée λ : Er → F où F = Er ⊗λ (L2(Γ) ⊗ A).

Proposition 2.3.5. — Soit F un A,Γ-module hilbertien.
(1) Munissons L2(Γ) de l’action par translation à droite, et F ⊗ L2(Γ) de l’action

diagonale de Γ de sorte que F ⊗ L2(Γ) est également muni d’une structure de A,Γ-
module hilbertien. Soit H ∈ L(F ⊗ L2(Γ)) le projecteur orthogonal sur F ⊗ Cδe.
Alors H est un opérateur cut-off et l’espace des vecteurs à support compact pour H
est F 4 CC(Γ), que l’on munit de l’application CC(Γ, A)-sesquilinéaire 〈 , 〉 associée.
Considérons CC(Γ, A) comme sous-algèbre involutive de A " Γ et CC(Γ, F ) comme
muni de sa structure canonique de CC(Γ, A)-module préhilbertien. L’application λ :
CC(Γ, F ) → F 4 CC(Γ) qui à f ∈ CC(Γ, F ) associe

∑
γ∈Γ γ−1(f(γ)) 4 δγ est un

isomorphisme de CC(Γ, A)-module qui vérifie ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, A),

〈λ(ξ), λ(η)〉 = 〈ξ, η〉.

En particulier, 〈 , 〉 munit F4CC(Γ) d’une structure de CC(Γ, A)-module préhilbertien.
(2) Soit h ∈ L(F ) tel que

∑
γ∈Γ h2

γ = 1. Soit D : F → F ⊗ L2(Γ) l’application qui
à ξ ∈ F associe

∑
γ∈Γ hγ−1ξ ⊗ δγ. Alors D est un morphisme isométrique de A,Γ-

module hilbertien. Supposons de plus, que h est un opérateur cut-off. Soit F l’espace
des vecteurs à support compact pour h, alors D(F) ⊂ F 4CC(Γ). En particulier, 〈 , 〉
munit F d’une structure de CC(Γ, A)-module préhilbertien.

(3) Soit h un opérateur cut-off pour F et soit p ∈ CC(Γ,L(F )) ⊂ L(F " Γ) où
F "Γ = F ⊗A A "Γ et où p est défini par γ ∈ Γ, pγ = hhγ. Alors p est un projecteur

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002



40 CHAPITRE 2. Γ-TRACE

qui préserve le sous-CC(Γ, A)-module CC(Γ, F ) de F "Γ. L’application linéaire S de
F dans CC(Γ, F ) définie par ∀ γ ∈ Γ, ∀ ξ ∈ F ,

S(ξ)(γ) = hγ(ξ)

vérifie λ◦S = D|F et induit un isomorphisme de CC(Γ, A)-module préhilbertien entre
F et pCC(Γ, F ).

Démonstration
(1) Rappelons que ∀ ξ, η ∈ CC(Γ, F ), ∀ f ∈ CC(Γ, A), ∀ γ ∈ Γ, on a :

〈ξ, η〉(γ) =
∑

γ1∈Γ
γ−1
1 (〈ξ(γ1)), η(γ1γ)〉

ηf(γ) =
∑

γ1∈Γ
η(γ1)γ1(f(γ−1

1 γ)).

Or

〈λ(ξ), λ(η)〉(γ) = 〈λ(ξ), γ(λ(η))〉
=

∑

γ1∈Γ
〈λ(ξ)(γ1), (γλ(η))(γ1)〉

=
∑

γ1∈Γ
〈γ−1

1 (ξ(γ1)), γ(λ(η)(γ1γ))〉

=
∑

γ1∈Γ
〈γ−1

1 (ξ(γ1)), γγ−1γ−1
1 (η(γ1γ))〉

= 〈ξ, η〉(γ),

λ(η)f =
∑

γ∈Γ

( ∑

γ1∈Γ
γ−1
1 (λ(η)(γγ−1

1 )f(γ1))
)
⊗ δγ

=
∑

γ∈Γ

( ∑

γ1∈Γ
γ−1
1 (γ1γ

−1(η(γγ−1
1 ))f(γ1))

)
⊗ δγ

=
∑

γ∈Γ
γ−1

( ∑

γ1∈Γ
η(γγ−1

1 )(γγ−1
1 )(f(γ1))

)
⊗ δγ

= λ(ηf).

(2) On a ∀ ξ ∈ F , 〈D(ξ), D(ξ)〉 = 〈ξ,
∑
γ∈Γ h2

γ−1ξ〉 = 〈ξ, ξ〉. Pour montrer que D
est un morphisme, il suffit de montrer que D possède un adjoint densément défini.
Or l’application de F 4 CC(Γ) dans F qui à

∑
γ∈Γ ξγ 4 δγ associe

∑
γ∈Γ hγ−1ξγ est

contenu dans l’adjoint ; d’où l’assertion. Enfin, ∀ ξ ∈ F, ∀ γ0 ∈ Γ,

γ0D(γ−1
0 ξ) =

∑

γ∈Γ
γ0hγ−1γ−1

0 ξ ⊗ δγγ−1
0

=
∑

γ∈Γ
hγ0γ−1ξ ⊗ δγγ−1

0

= D(ξ)
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Supposons que h est un opérateur cut-off. Trivialement,

D(F) ⊂ F 4 CC(Γ) et D∗(F 4 CC(Γ)) ⊂ F .

Notons encore D : F → F 4CC(Γ) et D∗ : F 4CC(Γ) → F les applications induites.
Comme D et (donc) D∗ sont Γ-équivariantes, on a

∀ ξ ∈ F , ∀ η ∈ F 4 CC(Γ), 〈D∗η, ξ〉 = 〈η, Dξ〉,

et donc 〈ξ, ξ〉 = 〈D∗Dξ, ξ〉 = 〈Dξ, Dξ〉 ∈ (A " Γ)+.
(3) On a ∀ ξ ∈ F ,

λ−1Dξ =
∑

γ∈Γ
γhγ−1ξ 4 δγ

= Sξ

Soit S∗ = D∗ ◦ λ : CC(Γ, F ) → F . On a S∗S = id et ∀ ξ ∈ F , ∀ η ∈ F 4 CC(Γ),
〈S∗η, ξ〉 = 〈η, Sξ〉. Comme ∀ ξ ∈ F 4 CC(Γ), S∗(

∑
γ∈Γ ξγ 4 Uγ) =

∑
γ∈Γ γ−1hξγ , on

a p = SS∗ ; d’où le résultat.

Dans tout le reste de cette section, F désigne un A,Γ-module hilbertien, h ∈ L(F )+

un opérateur cut-off, E le A " Γ-module hilbertien associé (cf. théorème 2.3.4), Er =
E ⊗A!Γ A "r Γ.

Lemme 2.3.6

(1) Soit S ∈ L(F ). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) SF ⊂ F .
(b) ∃F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞, (γ ∈ Γ, hγS .= 0 ⇒ γ ∈ F1).
(c) ∃F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞, S =

∑
γ∈F1

h2
γS.

(2) Soit T ∈ L(F )Γ. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) T préserve F .
(b) ∃F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞, (γ ∈ Γ, hγTh .= 0 ⇒ γ ∈ F1).
(c) ∃F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞, Th =

∑
γ∈F1

h2
γTh.

Si les assertions précédentes sont vérifiées pour T alors elles le sont pour T ∗. Si en
outre, Th ∈ K(F ), alors T ∗h ∈ K(F ).

Démonstration
(1) L’équivalence des deux dernières assertions est une conséquence immédiate du

lemme 2.3.3 appliqué à P = Im(S), et trivialement ces deux assertions impliquent la
première. Supposons qu’il existe une infinité de γ ∈ Γ tel que hγS .= 0. Par récurrence,
on construit pour tout n ∈ N, ξn ∈ F , γn ∈ Γ telle que hγnSξn .= 0 et hγnSξm = 0
si m < n. Quitte à changer les ξn par des vecteurs proportionnels, on peut en outre
supposer que

∑
n∈N

ξn est convergente vers un vecteur ξ ∈ F et

∀n < m, ‖hγnSξm‖ " (2)−m−1‖hγnSξn‖
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de sorte que

∀n ∈ N,
∥∥∥

∑

n<m

hγnSξm

∥∥∥ < ‖hγnSξn‖.

D’où hγnSξ = hγnSξn +
∑

n<m hγnSξm .= 0. Donc Sξ /∈ F . D’où l’équivalence.
(2) Pour l’équivalence, il suffit d’appliquer le résultat qui précède à S = Th. Soit

F1 ⊂ Γ fini tel que

γ ∈ Γ, hγTh .= 0 =⇒ γ ∈ F1.

Alors, comme

∀ γ ∈ Γ, hγT
∗h = ((hγ−1Th)γ)∗,

on a

γ ∈ Γ, hγT
∗h .= 0 =⇒ γ ∈ F−1

1 .

Si Th ∈ K(F ), alors

hT =
∑

γ∈F1

hTh2
γ−1 =

∑

γ∈F1

(hγTh2)γ−1 ∈ K(F ).

Donc T ∗h = (hT )∗ ∈ K(F ).

Définition 2.3.7. — On notera LΓP (F ), l’ensemble des T ∈ L(F )Γ qui vérifient les
conditions équivalentes du lemme précédent et KΓ

P (F ) l’ensemble

{T ∈ LΓP (F ) | Th ∈ K(F )}.

D’après le lemme qui précède, les espaces LΓP (F ) et KΓ
P (F ) sont des sous-algèbres

involutives de L(F )Γ.

Remarque. — Soit F un A,Γ-module hilbertien. On munit F⊗L2(Γ) de la structure
de A,Γ-module hilbertien et de l’opérateur cut-off défini dans la proposition 2.3.5.
Alors F possède un opérateur cut-off ssi il existe p ∈ LΓP (F ⊗ L2(Γ)) projecteur tel
que F 3 p(F⊗L2(Γ)). En effet, la condition est nécessaire d’après la proposition 2.3.5.
Elle est suffisante, car d’après le lemme précédent, on a p ∈ CC(Γ,L(F )). Posons alors
h = (pHp)1/2. On a ∀ γ ∈ Γ, hhγ = 0 ssi h2h2

Γ = 0 ce qui implique γ ∈ (Supp(p))−1.

Théorème 2.3.8

(1) Soit T ∈ LΓP (F ). Alors T|F s’étend par continuité en un élément noté TΓ ∈
L(E). On a (TΓ)∗ = (T ∗)Γ.

(2) Soit T ∈ KΓ
P (F ), alors TΓ ∈ K(E).

(3) TΓ ⊗λ 1 3 T .
(4) L’algèbre λ(K(E)) est l’adhérence normique de KΓ

P (F ).
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Démonstration
(1) Soit ξ, η ∈ F et soit γ ∈ Γ. Alors

〈η, T ξ〉(γ) = 〈η, T (γξ)〉 = 〈η, γT ξ〉 = 〈T ∗η, γξ〉 = 〈T ∗η, ξ〉(γ).

Donc T ∗
|F ⊂ (T|F)∗, donc T|F est fermable et il suffit de démontrer que T|F qu’on

notera simplement T est borné. Soit S et S∗ les applications définies au cours de la
démonstration de la proposition 2.3.5. Alors

STS∗ =
∑

γ∈Γ
hThγ 4 Uγ ∈ CC(Γ,L(F )).

En particulier, STS∗ est borné donc TS∗ est borné puisque S est isométrique, et
finalement T = TS∗S également.

(2) L’opérateur S : F → CC(Γ, F ) s’étend en un morphisme noté encore S : E →
F " Γ. Or STΓS∗ ∈ CC(Γ,K(F )) ⊂ K(F " Γ) et donc TΓ = S∗(STS∗)S ∈ K(E).

(3) Quitte à remplacer A par Ã, on peut supposer que A est unitale. Soit

ξ ∈ F , (TΓ ⊗λ 1)(λ(ξ)) = T (ξ) ⊗ (δe ⊗ 1) = λ(Tξ).

Comme λ(F) est dense dans E, on a bien TΓ ⊗λ 1 = T .
(4) Comme λ(K(E)) est fermée, elle contient d’après ce qui précède l’adhérence

de KΓ
P (F ). Pour montrer l’inclusion inverse, il suffit de montrer que ∀ ξ ∈ F ⊂ E, on

a λ(θξ,ξ) ∈ KΓ
P (F ). Or

∀ ξ ∈ E, (T ⊗λ 1)(λ(ξ)) = λ(T (ξ)).

En particulier, soit ξ ∈ F ; on a ∀ η ∈ F ,

(θξ,ξ ⊗λ 1)(hη) =
∑

γ∈Γ
γ−1(ξ〈ξ, γhη〉)

=
∑

γ∈Γ
γ−1(ξ)〈hγ−1ξ, η〉

Comme hγ−1ξ = 0 pour tous γ en dehors d’une partie finie de Γ, on a bien λ(θξ,ξ)h ∈
K(F ) et λ(θξ,ξ) ∈ KΓ

P (F ).

La proposition suivante nous sera utile dans le chapitre suivant.

Proposition 2.3.9. — Soit T ∈ LΓP (F )tel que [T, h] ∈ K(F ). Alors en identifiant E
et p(F " Γ) comme dans la proposition 2.3.5, on a TΓ − p(T ⊗ 1)p ∈ K(E).

Démonstration. — D’après le théorème précédent, il suffit de montrer que

T|F − S∗(T × 1)S

est la restriction à F d’un élément de KΓ
P (F ) où

T × 1 : CC(Γ, F ) −→ CC(Γ, F )
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est défini par

∀ ξ ∈ CC(Γ, F ), ∀ γ ∈ Γ, (T × 1)(ξ)(γ) = T (ξ(γ)).

Or cela résulte immédiatement du calcul suivant :

(T|F − S∗(T × 1)S)h =
( ∑

γ∈Γ
Th2

γ−1 −
∑

γ∈Γ
hγ−1Thγ−1

)
h

=
∑

γ∈Γ
[hγ−1 , T ]hγ−1h

Lemme 2.3.10. — Soit S ∈ L(F ). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) SF ∪ S∗F ⊂ F .
(2) Il existe F1 ⊂ Γ telle que

|F1| < +∞,

γ ∈ Γ, hγS .= 0 =⇒ γ ∈ F1,

γ ∈ Γ, Shγ .= 0 =⇒ γ ∈ F1.

(3) Il existe F1 ⊂ Γ telle que

|F1| < +∞,

S =
∑

γ∈F1

h2
γS = S

∑

γ∈F1

h2
γ .

Pour F1 ⊂ Γ, partie finie de Γ, on notera LF1(F ) la sous-C∗-algèbre de L(F ) for-
mée des opérateurs pour lesquels la troisième assertion est vérifiée avec F1 et LC(F )
l’union quand F1 décrit les parties finies de Γ des LF1(F ). C’est une sous-algèbre
involutive de L(F ); on appellera ses éléments les opérateurs à support compact. Si
T ∈ LΓP (F ), S ∈ LC(F ), alors TS, ST ∈ LC(F ).

Démonstration. — Pour l’équivalence, il suffit d’appliquer le lemme 2.3.6 à S et S∗.
Le reste est trivial.

Proposition 2.3.11

(1) Pour tout T ∈ LC(F ),
∑
γ∈Γ Tγ converge strictement vers un opéra-

teur MΓ(T ) ∈ LΓP (F ). Si de plus T ∈ K(F ), alors MΓ(T ) ∈ KΓ
P (F ). Soit

T1, T3 ∈ LΓP (F ), T2 ∈ LC(F ), alors MΓ(T1T2T3) = T1MΓ(T2)T3. En particulier,
MΓ : LC(F ) → LΓP (F ) (resp. MΓ : LC(F ) ∩ K(F ) → KΓ

P (F )) est surjective.
(2) Pour toute partie finie F1 de Γ, la restriction à LF1 (F ) de MΓ est continue par

rapport aux normes d’opérateurs.
(3) Soit T ∈ mτF ∩ LC(F ), alors

MΓ(T ) ∈ mτΓ
F

et (τΓF )′(MΓ(T )) = τ ′F (T ).

(4) Soit T ∈ LΓP (F ). Alors T ∈ mτΓ
F

ssi Th ∈ mτF . Si T ∈ mτΓ
F

alors

λ(TΓ) ∈ m(τ⊗τΓ)Er
et ((τ ⊗ τΓ)Er )

′(λ(TΓ)) = (τΓF )′(T ).
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Démonstration. — Soit F1 ⊂ Γ, |F1| < +∞. Posons c = (
∑
γ∈F1

h2
γ)1/2. Alors pour

toute partie finie F2 de Γ, ∑

γ∈F2

c2
γ "

∑

γ∈Γ
c2
γ = |F1|.

Donc TF1 : F → F ⊗ L2(Γ) qui à ξ ∈ F associe
∑
γ∈Γ cγξ ⊗ δγ s’étend en un

opérateur continu de norme " |F1|1/2 de F dans F ⊗ L2(Γ) qui est limite forte des
opérateurs T F2

F1
: F → F ⊗ L2(Γ) qui à ξ ∈ F associe

∑
γ∈F2

cγξ ⊗ δγ . De plus
TF1 ∈ L(F, F ⊗ L2(Γ)) puisque son adjoint contient l’opérateur densément défini qui
à f ∈ CC(Γ, F ) ⊂ F ⊗ L2(Γ) associe

∑
γ∈Γ cγf(γ). Soit T ∈ LF1(F ). Soit T̃ ∈

L(F ⊗L2(Γ)) qui à f ∈ F ⊗L2(Γ), associe
∑
γ∈Γ Tγf(γ)⊗ δγ . Alors pour toute partie

finie F2 de Γ, ∑

γ∈F2

Tγ = T ∗
F1

T̃ T F2
F1

.

Donc
∑
γ∈Γ TΓ converge fortement vers T ∗

F1
T̃ TF1 qui est de norme " ‖T ‖|F1|. Comme

Tγh = 0 pour presque tout γ ∈ Γ, on a MΓ(T ) ∈ LΓP (F ) et si T ∈ K(E), MΓ(T ) ∈
KΓ

P (F ).
Soit T1, T2 ∈ LΓP (F ), alors

∀ γ ∈ Γ, (T1TT2)γ = T1(T )γT2.

Donc
MΓ(T1TT2) = T1MΓ(T )T2.

En particulier, comme MΓ(h2) = 1, pour tout T1 ∈ LΓP (F ), MΓ(T1h2) = T1 et si
T1 ∈ KΓ

P (F ), T1h2 ∈ K(E).
Soit T ∈ mτE ∩ LC(E). Écrivons

T = T1 − T2 + iT3 − iT4

où
T1 = Re(T )+, T2 = Re(T )−, T3 = Im(T )+, T4 = Im(T )−.

Comme T est à support compact, Re(T ) et Im(T ) également et donc T1, T2, T3, T4

également. Donc on peut supposer que T est positif. Calculons alors (les sommes sont
finies)

τΓF (MΓ(T )) = τF

(
h
( ∑

γ∈Γ
γTγ−1

)
h
)

= τF

( ∑

γ∈Γ
hγ−1Thγ−1

)

= τ ′F

( ∑

γ∈Γ
Th2

γ−1

)

= τF (T )
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Soit T ∈ LΓP (F ). Par définition, T ∈ nτΓ
F

ssi Th ∈ nτF . Si T ∈ mτΓ
F
, il existe

U1, . . . , Un, V1, . . . , Vn ∈ nτΓ
F
, tel que T =

∑n
i=1 U∗

i Vi. De plus il existe une partie finie
F1 de Γ, telle que Th =

∑
γ∈Γ h2

ΓTh. Donc

Th =
n∑

i=1

(
Ui

( ∑

γ∈F1

h2
γ

))∗
Vih ∈ mτF .

Réciproquement, soit T ∈ LΓP (F ) tel que Th ∈ mτF . Alors Th2 est à support compact,
et T = MΓ(Th2) ∈ mτΓ

F
d’après ce qui précède et d’après la proposition 2.2.3,

((τ ⊗ τΓ)Er )
′(λ(TΓ)) = (τΓF )′(T ).

Supposons que A est une C∗-algèbre munie de l’action triviale de Γ. Notons sim-
plement

ε : A ⊗max C∗
max(Γ) −→ A

le morphisme idA ⊗εΓ.

Proposition 2.3.12. — Soit T ∈ LΓP (F ) ∩ mτΓ
F
. Alors T ⊗ε 1 ∈ mτE⊗εA .

Démonstration. — Munissons F⊗L2(Γ) de l’action par translation à droite sur L2(Γ).
Soit H le projecteur sur F ⊗ Cδe qui est un opérateur cut-off. Soit

D : F −→ F ⊗ L2(Γ)

le morphisme équivariant propre qui à ξ ∈ F associe
∑
γ∈Γ hγ−1ξ. On vérifie que

DTD∗ ∈ CC(Γ,L(F )) ⊂ L(F ⊗ L2(Γ)) et que DTD∗ =
∑
γ∈Γ γ−1hγTh ⊗ Uγ , où

la somme est finie. Alors T ⊗ε 1 =
∑
γ∈Γ hγ−1Th en identifiant (F ⊗ L2(Γ))Γ ⊗ε A

et F par l’application induite par celle qui à ξ =
∑
γ∈Γ ξ(γ) 4 δγ ∈ F 4 CC(Γ)

associe
∑
γ∈Γ γ(ξ(γ)). Soit U1, . . . , Un, V1, . . . , Vn ∈ nτΓ

F
, tels que T =

∑
UiVi.

Alors
∑

γ∈Γ
hγ−1Th =

∑

γ∈Γ

n∑

i=1

γ−1hγUiVih ∈ mτF ,

puisque les sommes sont finies. D’où le résultat.
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CHAPITRE 3

UNE GÉNÉRALISATION EN K-THÉORIE
DU THÉORÈME D’INDICE L2 D’ATIYAH

Soit M̃ un revêtement galoisien de groupe Γ d’une variété compacte M . Le théorème
d’indice L2 d’Atiyah ([A]) affirme que le Γ-indice d’un opérateur différentiel elliptique
Γ-équivariant sur M̃ est égal à l’indice de l’opérateur différentiel elliptique associé
sur la base. Dans ce chapitre, nous démontrons une généralisation abstraite de ce
théorème en K-théorie. Le Γ-indice d’Atiyah s’identifie en effet à l’accouplement entre
τΓ et l’élément de K0(C∗(Γ)) associé à l’opérateur elliptique par l’application de
Baum-Connes. Un théorème abstrait (cf. [H]) affirme que (εΓ)∗ et (τΓ)∗ cöıncident sur
l’image de l’application de Baum-Connes dans K0(C∗(Γ)), pour tout groupe discret
sans torsion. Nous montrons en fait que l’on obtient un théorème plus général avec
des coefficients dans une C∗-algèbre munie d’une trace densément définie sci ; en
particulier, on obtient des théorèmes d’indice L2 « en famille ».

3.1. La conjecture de Baum-Connes

Après avoir fait quelques rappels rappels succincts sur KKG(A, B) et sur la conjec-
ture de Baum-Connes, nous montrons que dans le cas d’un groupe discret sans torsion,
les groupes de K-théorie topologique et géométrique cöıncident.

3.1.1. Rappels concernant KKG(A, B). — Soit G un groupe localement com-
pact, A et B deux G-algèbres. On désigne par EG(A, B) l’ensemble des couples (E, F )
où E = E+ ⊕ E− est un C0(X)− A, G-bimodule équivariant gradué et F ∈ L(E) un
opérateur impair, tel que :

– ∀ a ∈ A, on a [a, F ] ∈ K(E), a(F 2 − 1) ∈ K(E), a(F − F ∗) ∈ K(E)
– l’application qui à g ∈ G associe gFg−1 − F ∈ K(E) est continue
– ∀ a ∈ A, g ∈ G, a(gFg−1 − F ) ∈ K(E)

On munit EG(A, B) d’une structure de monöıde (pour la somme directe). On dé-
signe par KKG(A, B) l’espace des classes d’équivalence d’homotopie d’éléments de
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EG(A, B); la structure de monöıde sur EG(A, B) induit une structure de groupe abé-
lien sur KKG(A, B). Quand G est le groupe trivial, on note simplement E(A, B) (resp.
KK (A, B)) les groupes EG(A, B) (resp. KKG(A, B)). Étant donné T ∈ L(E1, E2) où
E1, E2 sont deux A, B − G-bimodules hilbertiens équivariants,

E = E1 ⊕ E2 et F =
( 0 T ∗

T 0

)
,

tels que (E, F ) est un élément de EG(A, B), on dira que l’opérateur T définit ou
représente l’élément (E, F ) de EG(A, B) ainsi que sa classe dans KKG(C0(X), A)
noté [T ]. Rappelons encore que si T ′ vérifie les mêmes hypothèses que T et si on a de
plus ∀ a ∈ A, a(T − T ′) ∈ K(E), alors [T ] = [T ′].

3.1.2. La conjecture de Baum-Connes. — Nous faisons ici quelques rappels
succincts sur l’application de Baum-Connes. Pour les détails et les démonstrations, le
lecteur est renvoyé à [B-C-H] et [B-C].

Soit G un groupe localement compact, dg sa mesure de Haar à gauche, ∆ son
module. Soit X un espace localement compact sur lequel agit G à droite de façon
propre. On munit CC(X) d’une structure de pré-CC(X × G)-module hilbertien (où
l’on considère CC(X × G) comme sous-algèbre involutive de C0(X) " G) en posant,
∀ ξ, η ∈ CC(X), ∀ f ∈ CC(X × G) :

〈ξ, η〉(x, g) = ξ(x)η(xg)∆(g)−1/2

et
ξf(x) =

∫
ξ(xg−1)f(xg−1, g)∆(g)−1/2dg.

Lemme 3.1.1. — Si ξ ∈ CC(X), alors 〈ξ, ξ〉 ∈ (C0(X) " G)+.

Démonstration. — Il existe (cf. [Tu]) c ∈ C(X) fonction cut-off, i.e. une fonction à
valeurs dans [0, 1] telle que pour tout compact K, l’intersection de son support avec
le saturé de K est compact, et telle que

∫
c · g dg = 1. Soit θ : CC(X) → CC(X × G)

qui à f ∈ CC(X) associe θ(f) ∈ CC(X × G) définie par

∀ (x, g) ∈ X × G, θ(f)(x, g) = c(x)1/2ξ(xg)∆(g)−1/2.

Alors on a :

θ(f)∗θ(f)(x, g) =
∫

θ(f)(xg1, g
−1
1 )∆(g1)−1θ(f)(xg1, g

−1
1 g)dg1

= f(x)(
∫

c(xg1)1/2∆(g1)1/2∆(g1)−1f(xg)c(xg1)1/2∆(g1)1/2dg1)∆(g)−1/2

= 〈f, f〉(x, g)

D’où le résultat.

Soit PX,G le C0(X)"G-module hilbertien obtenu en séparant et complétant. Si en
outre X est G-compact, le C∗-module PX,G est projectif de type fini. En effet, soit
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θ) : CC(X × G) → CC(X) qui à ξ ∈ CC(X × G), associe θ)(ξ) ∈ CC(X × G) définie
par

θ)(ξ)(x) =
∫

c(xg−1)f(xg−1, g)∆(g)−1/2dg, x ∈ X.

On a

∀ ξ ∈ CC(X × G), η ∈ CC(X), 〈θ)(ξ), η〉 = 〈ξ, θ(η)〉 et θθ) = p

où p ∈ CC(X × G) est le projecteur défini par

∀ (x, g) ∈ X × G, p(x, g) = c(x)1/2c(xg)1/2∆(g)−1/2.

Donc θ s’étend en un isomorphisme de PX,G sur pC0(X " G).

Soit A une G-algèbre, et X un G-espace propre G-compact, on définit :

µA
X,G : KKG(C0(X), A) → K∗(A " G)

comme l’application qui à F ∈ KKG(C0(X), A) associe [PX,G] ⊗C0(X)!G JG(F ).
Soit X et Y deux G-espaces propres G-compacts et f : X → Y une application

continue G-équivariante. Soit A une G-algèbre. On notera
f∗ : KKG(C0(X), A) −→ KKG(C0(Y ), A)

f∗ : KK (C0(X) " G, A " G) −→ KK (C0(Y ) " G, A " G)
et

les applications induites.

Lemme 3.1.2. — µA
Y,G ◦ f∗ = µA

X,G : KKG(C0(X), A) −→ K∗(A " G).

Démonstration. — Soit F ∈ KKG(C0(X), A). Alors par fonctorialité du morphisme
de descente, jG(f∗(F )) = f∗(jG(F )). Il suffit donc de montrer que f∗[PY,G] = [PX,G].
Soit cY une fonction cut-off pour Y ; la composée cX = cY ◦ f est une fonction cut-
off pour X . Soit pY et pX les projecteurs associés dans C0(Y ) " G, et C0(X) " G
respectivement. Alors (f∗ " G)(pY ) = pX et donc

pY C0(Y ) " G ⊗f∗!G C0(X) " G = pXC0(X) " G.

D’où le résultat.

Un G-espace propre EG est appelé exemple universel ou classifiant des actions
propres de G si pour tout G-espace propre Y , il existe une application f : Y → EG,
G-équivariante unique à G-homotopie près. Rappelons qu’un tel espace existe toujours
et qu’on a la caractérisation suivante ([B-C-H], p. 247) :

Proposition 3.1.3. — Un G-espace propre Y est classifiant des actions propres pour
G ssi :

(1) ∀H sous-groupe compact de G, ∃ p ∈ Y , tel que p · H = p.
(2) Considérons Y × Y comme muni de l’action diagonale de G, et ρi (i = 1, 2),

les deux projections : alors ρ1 et ρ2 sont G-homotopes.
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Corollaire 3.1.4 ([B-C-H], p. 247). — Si H est un sous-groupe fermé de G, alors
tout classifiant des actions propres pour G est classifiant des actions propres pour H.

Définition 3.1.5. — Soit A une G-algèbre, on définit K∗
top(G, A) comme

lim
Y ∈C

KKG(C0(Y ), A)

où C désigne l’ensemble filtrant des parties G-compactes de EG et l’application de
Baum-Connes à coefficient :

µA
G = lim

Y ∈C
µA

Y,G : Ktop
∗ (G, A) → K∗(A " G).

La conjecture de Baum-Connes concerne µA
G,r = λ∗ ◦ µA

G où λ : A " G → A "r G

est le morphisme canonique ; elle affirme que µA
G,r est un isomorphisme. Notons que

par définition de EG l’image de µA
G contient pour tout G-espace propre G-compact

X , l’image de µA
X,G.

3.1.3. K-théorie géométrique. — On désignera par K∗
g (G, A) le sous-groupe de

K∗
top(G, A) formé des éléments de la forme f∗(x) où X est un G-espace propre cocom-

pact muni d’une structure de variété C∞ préservée par l’action de G, f : X → EG
est une application classifiante et x ∈ KKG(C0(X), A).

Lemme 3.1.6. — Soit Γ un groupe discret et X un Γ-espace propre Γ-compact. Alors
il existe un complexe simplicial Σ sur lequel agit Γ tel que l’action de Γ sur la réalisa-
tion géométrique |Σ| de Σ soit propre et cocompacte et une application Γ-équivariante
Φ : X → |Σ|.

Démonstration. — Soit c ∈ CC(X) une fonction cut-off. Soit

A = {γ ∈ Γ | ∃x ∈ X, c(x)c(xγ) .= 0}.

Alors A est fini. Soit ΣA le complexe simplicial de dimension n = |A| − 1 dont les
sommets sont les éléments de Γ et dont les simplexes de dimension 0 " p " n sont les
p + 1-uplets (γ0, . . . , γp) ∈ Γp+1 tels que

∀ i, j ∈ {0, . . . , p}, γiγ
−1
j ∈ A.

Le groupe opère par translation à droite sur Σ et l’action induite sur la réalisation
géométrique |ΣA| de ΣA est propre et cocompacte. On identifie |ΣA| à l’espace des
mesures de probabilité dont le support est de cardinal " n+1 telles que ∀x, y ∈ Γ tels
que µ(x) µ(y) > 0 on a xy−1 ∈ A, muni de la topologie de la convergence simple. Pour
tout x ∈ X , soit Φ(x) ∈ |ΣA| défini par ∀ γ ∈ Γ, Φ(x)(γ) = c(xγ). Alors l’application
Φ : X → |ΣA| qui à x ∈ X associe Φ(x) est continue Γ-équivariante. D’où le résultat.

Proposition 3.1.7. — Soit Γ un groupe discret sans torsion et A une Γ-algèbre.
Alors K∗

g (Γ, A) = K∗
top(Γ, A).
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3.2. REPRÉSENTANTS SOMMABLES ET SUPPORT 51

Démonstration. — Il suffit de montrer que si X est un Γ-espace propre Γ-cocompact,
alors il existe un Γ-espace propre Γ-cocompact N muni d’une structure de variété
préservée par l’action de Γ et une application continue équivariante de X dans N .

D’après le lemme qui précède, on peut supposer que X est la réalisation d’un
complexe simplicial. Soit Σ = X/Γ qui est alors la réalisation d’un complexe simplicial
fini, et q : X → Σ l’application quotient. On peut plonger (simplicialement) Σ dans Rn

où n est le nombre de sommets de Σ. Identifions Σ à son image par son plongement.
Comme Σ est un espace ANR (cf. [Sp] p. 149), c’est un rétracte d’un voisinage U
par une rétraction r. Soit f ∈ C∞(Rn, R) telle que f|Σ ! 3/4 et f|UC " 1/4. Soit
x ∈ ]1/4, 3/4[ une valeur régulière de f et M la variété à bord f−1([x, +∞[). Alors
Σ ⊂ M ⊂ U . Soit M̃ = {(m, s) ∈ M × X | r(m) = q(s)}. Alors M̃ est un revêtement
de M et en tant que tel est muni d’une structure de variété à bord. L’action naturelle
de Γ sur M̃ (induite par celle sur X) préserve cette structure, et donc le double D(M̃)
de M̃ est muni d’une action de Γ propre et cocompacte qui préserve sa structure de
variété. La composition de l’inclusion de X dans M̃ et de celle M̃ dans son double
convient. D’où le résultat.

3.2. Représentants sommables et support

3.2.1. Notion de support. — Soit A une C∗-algèbre, X un espace localement
compact, E un A-module hilbertien muni d’une représentation non dégénérée π de
C0(X) dans E.

Définition 3.2.1. — Soit T ∈ L(E). On appelle support de T et on note Supp(T ) le
complémentaire de l’ensemble des couples (x, y) ∈ X×X tels qu’il existe f, g ∈ Cb(X)
tels que f(x)g(y) .= 0 et π(f)Tπ(g) = 0. On dira qu’un opérateur est propre si la
restriction à son support des deux projections de X × X sur X est propre.

Notons que le support d’un opérateur est toujours fermé. Rappelons les notations
suivantes. Soit G un groupöıde topologique. On note G(0) sa base, r, s les applications
but et source, G(2) = {(g, g′) ∈ G|s(g) = r(g′)}, m : G(2) → G la multiplication, et on
considérera G(0) comme un sous-espace fermé de G. Soit X1, X2, X ⊂ G, Y ⊂ G(0),
on notera

X1X2 = {g ∈ G | ∃ g1 ∈ X1, g2 ∈ X2, g = g1g2}
X−1 = {g ∈ G | g−1 ∈ X}
X.Y = r(XY ) et Y · X = s(Y X).

On considérera X×X comme muni de sa structure canonique de groupöıde de base X .

Lemme 3.2.2

(1) Si Supp(T ) = ∅ alors T = 0.
(2) Supp(T ∗) = Supp(T )−1.
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(3) Soit f ∈ Cb(X), T ∈ L(E), alors

Supp(π(f)T ) = {(x, y) ∈ Supp(T )|f(x) .= 0} ⊂ Supp(T ) ∩ r−1(Supp(f)).

En particulier, si ∀ (x, y) ∈ Supp(T ), on a f(x) = 0 alors π(f)T = 0.

Démonstration
(1) En effet, T = 0 ⇔ ∀ f, g ∈ CC(X), fTg = 0. Soit K1 et K2 les supports de

telles f et g. Si Supp(T ) = 0, il existe (fi)i=1,...,n et (gj)j=1,...,m telles que
∑n

i=1 f2
i

(resp.
∑m

j=1 g2
j ) est strictement positive sur K1 (resp. sur K2) et π(fi)Tπ(gj) = 0.

D’où π(f)Tπ(g) = 0.
(2) En effet, ∀ f, g ∈ Cb(X), π(f)Tπ(g) = 0 ⇔ π(g)T ∗π(f ) = 0.
(3) Si f, g, h ∈ Cb(X) et T ∈ L(E), π(g)Tπ(h) = 0 implique π(gf)Tπ(h) = 0

donc Supp(π(f)T ) ⊂ Supp(T ). Par ailleurs, si x /∈ Supp(f) alors ∃ g ∈ CC(X) telle
que gf = 0 et g(x) .= 0 donc Supp(π(f)T ) ⊂ r−1(Supp(f)). Donc Supp(π(f)T ) ⊂
Supp(T ) ∩ r−1(Supp(f)). Donc Supp(π(f)T ) ⊂ r−1(Supp(f)) ∩ Supp(T ).

Supposons que {(x, y) ∈ Supp(T ) | f(x) .= 0} = ∅. Alors ∀ ε > 0, il existe
l ∈ Cb(X) à support dans {x ∈ X | f(x) .= 0} avec ‖(1− l)f‖ " ε. Alors d’après ce qui
précède, Supp(π(l)T ) = ∅ donc π(l)T = 0, et donc ‖π(f)T ‖ = ‖π(f(1− l))T ‖ " ε‖T ‖
et donc π(f)T = 0.

Dans le cas général, soit (x, y) /∈ {(x, y) ∈ Supp(T ) | f(x) .= 0}. Alors il existe
g, h ∈ CC(X) tels que g(x)h(y) .= 0 tel que

Supp(g) × Supp(h) ∩ {(x, y) ∈ Supp(T ) | f(x) .= 0} = ∅.

Comme Supp(π(g)Tπ(h)) ⊂ (Supp(g) × Supp(h)) ∩ Supp(T ), on a

{(x, y) ∈ Supp(Tπ(h)) | fg(x) .= 0} = ∅.

Réciproquement, soit x, y ∈ X , g, h ∈ CC(X) tel que g(x)h(y) .= 0 et f(x) .= 0
et π(g)(π(f)T )π(h) = 0. Alors π(gf)Tπ(h) = 0 et (gf)(x)h(y) .= 0 donc
{(x, y) ∈ Supp(T ) | f(x) .= 0} et par conséquent son adhérence sont inclus dans
Supp(π(f)T ).

Proposition 3.2.3. — Soit T, T1, T2 ∈ L(E)
(1) Supp(T1T2) ⊂ Supp(T1) · Supp(T2).
(2) soit (Tn)n∈N une suite d’éléments de L(E) qui converge fortement vers T et F

un fermé de X × X tel que ∀n ∈ N. Supp(Tn) ⊂ F . Alors Supp(T ) ⊂ F .
(3) Soit F ⊂ X × X un fermé contenant X tel que F = F−1 et F 2 = F . Alors

{T ∈ L(E) | Supp(T ) ⊂ F} est une sous-algèbre involutive fortement fermée de L(E).

Démonstration
(1) Soit V1 (resp. V2) un compact de X . La restriction à r−1(V1) (resp. s−1(V2))

de la première (resp. seconde) projection est propre et en particulier fermée. Donc
V1 · Supp(T1) (resp. Supp(T2) · V2) est fermé. Soit (x, y) /∈ Supp(T1) · Supp(T2). Il
existe alors V1 (resp. V2) voisinage compact de x (resp. y) tel que si F1 = V1 ·Supp(T1)
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et F2 = Supp(T2) · V2, on a F1 ∩ F2. Ainsi, F1 et F2 sont deux fermés disjoints de X .
Soit f1 et f2 deux fonctions continues à support respectivement dans V1 et V2 telles
que f1(x) .= 0 et f2(y) .= 0. Soit f ∈ CC(X) à support dans un compact K. Soit pour
i = 1, 2, Ki = K ∩ Fi. Soit h1 et h2 des fonctions à support disjoint valant 1 sur K1

et K2 respectivement. D’après le lemme qui précède,

π(f1)Tπ(f) = π(f1)Tπ(h1f) et π(f)Tπ(f2) = π(fh2)Tπ(f2),

donc
π(f1)T1π(f2)T2π(f2) = π(f1)T1π(h1f

2h2)T2π(f2) = 0.

Comme c’est vrai pour toute f ∈ CC(X), π(f1)T1T2π(f2) = 0.
(2) Soit (x, y) /∈ F . Soit f, g ∈ CC(X), tels que

f(x)g(y) .= 0 et Supp(f) × Supp(g) ∩ F = ∅.

Pour tout n ∈ N, on a Supp(π(f)Tnπ(g)) = ∅, donc π(f)Tnπ(g) = 0, donc
π(f)Tπ(g) = 0 et finalement (x, y) /∈ Supp(T ).

(3) Cela découle aisément de ce qui précède.

3.2.2. Le cas des variétés compactes

Définition 3.2.4. — Soit A une algèbre de Banach. On appellera idéal de Banach
de A un idéal I muni d’une norme ‖‖I telle :

(1) ‖‖I fait de I un espace de Banach.
(2) ∀x ∈ I, ∀ a, b ∈ A on a ‖axb‖I " ‖x‖I‖a‖‖b‖ et ∀x ∈ I, ‖x‖ " ‖x‖I .

Proposition 3.2.5. — Soit y ∈ A. Alors {x ∈ A | [x, y] ∈ I} est une sous-algèbre
stable par calcul fonctionnel holomorphe.

Démonstration. — Soit B = {x ∈ A | [x, y] ∈ I}. C’est une sous-algèbre de A. Pour
éviter les confusions, notons ‖‖A la norme de la C∗-algèbre A. Posons pour x ∈ B,
‖x‖B = ‖x‖A + ‖[y, x]‖I . On vérifie aisément que ‖‖B est une norme d’algèbre sur
B. Montrons que B est complet pour cette norme. Soit (xn)n∈B une suite de Cauchy
dans B. Soit x sa limite dans A et z la limite dans I de la suite ([xn, y])n∈N. Alors
[x, y] = limA

n→+∞[xn, y] = z. Donc x ∈ B et comme limI
n→+∞[xn, y] = [x, y], on a

limB
n→+∞ xn = x. Il suffit alors de montrer que le spectre d’un élément x ∈ B est le

même dans B̃ et Ã. Soit λ /∈ SpA(x). Alors

[(λ + x)−1, y] = −(λ + x)−1[x, y](λ + x)−1 ∈ I.

Donc λ /∈ SpB(x). D’où le résultat.

Rappelons que si τ est une trace densément définie sci sur une C∗-algèbre A, et
p ! 1, on note Lp(A) l’ensemble des x ∈ A tel que τ(|x|p) < +∞. Comme l’application
qui à x ∈ Lp(A) associe (τ(|x|p))1/p est une norme (cf. [Gro]), il en est de même
de celle notée ‖‖p qui à x ∈ Lp(A) associe ‖x‖ + (τ(|x|p))1/p et cette norme munit
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Lp(A) d’une structure d’idéal de Banach. Rappelons encore (cf. [Gro]) que si p, q ! 1,
x ∈ Lp(A), y ∈ Lq(A), r = (1/p + 1/q)−1, alors xy ∈ Lr(A).

Proposition 3.2.6. — Soit A, B, C trois C∗-algèbres, A et C étant munies de traces
densément définies sci, et Y un espace localement compact. Soit F ∈ E(C0(Y )⊗B, C)
représenté dans un C∗-module hilbertien E et à support dans W ⊂ Y × Y . Soit
p ! 1. On suppose que 1 − F 2 ∈ Lp(K(E)) et que la sous-algèbre B de B formée
des éléments de B dont le commutateur avec F est dans Lp(K(E)) est dense dans
B. Soit p ∈ Mn(B ⊗ A) un projecteur et soit x = [p] ⊗B [F ] ∈ KK (C0(Y ), C ⊗ A).
Alors il existe G ∈ E(C0(Y ), C ⊗ A) représenté dans E′ à support dans W tel que
1 − G2 ∈ Lp(K(E′)).

Démonstration. — Soit Fn,A = 1Cn ⊗ F ⊗ 1A ∈ L(Cn ⊗ E ⊗ A). Comme

[Mn 4 B 4 Lp(A), Fn,A] ⊂ Lp(K(Cn ⊗ E ⊗ A)),

Bn,A = {y ∈ Mn ⊗ B ⊗ A | [y, Fn,A] ∈ Lp(K(Cn ⊗ E ⊗ A))}
est une sous-algèbre pleine de Mn ⊗ B ⊗ A. Donc il existe q ∈ Bn,A tel que [p] = [q].
Alors G = qFn,Aq convient.

Corollaire 3.2.7. — Soit A une C∗-algèbre possédant une unité approchée formée
de projecteurs et τ une trace densément définie sci sur A. Soit Y une variété compacte
de dimension n. Alors pour tout voisinage W de Y dans Y × Y , pour tout p > n/2,
et tout élément x de KK (C(Y ), A), il existe F ∈ L(E) représentant x à support dans
W tel que 1 − F 2 ∈ Lp(K(E)) pour p > n/2.

Démonstration. — Soit B = Cliff(Y ) qui est K-dual de C(Y ) et α ∈ KK (C(Y ) ⊗
B, C) la classe de l’opérateur de Dirac. Par dualité de Poincaré, tout élément de
KK (C(Y ), A) est de la forme x ⊗B α pour un élément x ∈ K0(B ⊗ A). On peut
représenter α par un opérateur pseudodifférentiel D d’ordre 0 classique à support
dans W . Alors 1 − D2 ∈ Lp et [C∞(Y ), D] ∈ Lp puisque ce sont des opérateurs
pseudodifférentiels classiques d’ordre −1. Comme B⊗A possède une unité approchée
formée de projecteurs, le sous-groupe engendré par les classes de projecteurs dans
les matrices à coefficients dans B ⊗ A est K0(B ⊗ A). Il suffit donc d’appliquer la
proposition précédente.

3.2.3. Équivalence de Morita. — Soit Γ un groupe discret agissant de façon
libre, propre et cocompacte sur un espace X . Soit A une Γ-algèbre triviale, E un
C0(X) − A,Γ-bimodule hilbertien équivariant. Par équivalence de Morita, lui est as-
socié un C(X/Γ)−A-bimodule hilbertien noté EΓ. Nous faisons le lien entre les opé-
rateurs de L(E)Γ à support très proche de la diagonale et ceux L(E/Γ) à support très
proche de la diagonale. Cette partie technique nous permettra ensuite de déduire de la
partie précédente un résultat de représentabilité des éléments de KKΓ(C0(X), A) par
des éléments sommables avec des conditions de support données, quand X peut être
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d’une structure de variété Γ-équivariante, étape essentielle de notre généralisation du
théorème d’indice L2.

Soit X un espace localement compact sur lequel agit à droite un groupe discret
Γ de façon propre, et PX,Γ le C0(X) " Γ-module hilbertien construit dans la section
précédente. Soit q : X → X/Γ l’application quotient.

Proposition 3.2.8. — Il existe un isomorphisme canonique

π : C0(X/Γ) −→ K(PX,Γ).

Quand l’action de Γ sur X est en outre libre, alors PX,Γ est un C∗-module plein ; en
particulier, celui-ci réalise une équivalence de Morita entre C0(X/Γ) et C0(X) " Γ.

Démonstration. — Posons pour f ∈ Cb(X/Γ) et ξ ∈ CC(X), π(f)(ξ) ∈ CC(X) défini
par

∀x ∈ X, π(f)(ξ)(x) = f(q(x))ξ(x).

Soit g = (‖f‖2 − ff)1/2. Alors ∀x ∈ CC(X), on a

〈π(f)(ξ), π(f)(ξ)〉 + 〈π(g)(ξ), π(g)(ξ)〉 = ‖f‖2〈ξ, ξ〉

et donc ‖π(f)(ξ)‖ " ‖f‖‖ξ‖. Donc π s’étend en une représentation unitale de Cb(X/Γ)
dans L(PX,Γ). Pour montrer que π(C0(X/Γ)) ⊂ K(XΓ), il suffit de montrer que
∀ f ∈ CC(X/Γ)+, on a π(f) ∈ K(XΓ). Soit donc f ∈ CC(X/Γ)+. Soit c ∈ C(X) une
fonction cut-off. Soit ξ = (f ◦ q)1/2c1/2 ∈ CC(X). Alors π(f) = θξ,ξ. D’où l’assertion.

Munissons le CC(X/Γ)-module CC(X) d’une structure de CC(X/Γ)-module pré-
hilbertien en posant

∀ ξ, η ∈ CC(X), ∀x ∈ X/Γ, 〈ξ, η〉(x) =
∑

x∈q−1(x)

ξ(x)η(x)

et soit H le C0(X/Γ)-module hilbertien obtenu en séparant-complétant, qui est munit
d’une structure naturelle de C0(X) "Γ-module. Il est immédiat que l’application qui
∀ ξ1, . . . , ξn ∈ CC(X), ∀ f1, . . . , fn ∈ CC(X), ∀x ∈ X/Γ, associe à

∑
i=1 fi ⊗ ξi la

fonction sur X/Γ qui ∀x ∈ X/Γ, associe à x ∈ X/Γ,
∑

x∈q−1(x) fi(x)ξi(x), induit un
isomorphisme de PX,Γ ⊗C0(X)!Γ H sur C0(X/Γ). En particulier, π est injectif. Soit
f ∈ CC(X) et soit g ∈ CC(X/Γ) la fonction telle que g ◦ q =

∑
γ∈Γ f(f · γ). Alors

π(g) = θf,f . Donc π est également surjectif. Il est aisé de voir que PX,Γ est plein
quand l’action est en outre libre (cf. [M-Re-W] pour un résultat plus général).

Supposons dorénavant que l’espace X est Γ-compact. Soit E un C0(X) − A, Γ-
bimodule hilbertien équivariant non dégénéré. Quelle que soit la fonction cut-off, l’es-
pace des vecteurs à support compact est CC(X)E et sera noté E ; le A " Γ-module
hilbertien obtenu en le séparant-complétant (cf. théorème 2.3.4) sera noté EΓ. Quand
E = C0(X), on le notera plus simplement XΓ.
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Lemme 3.2.9. — On a un isomorphisme naturel EΓ 3 PX,Γ ⊗C0(X)!Γ (E " Γ), d’où
une action naturelle de C(X/Γ) sur EΓ.

Démonstration. — Posons ∀ f1, . . . , fn ∈ CC(X), ∀ ξ1, . . . , ξn ∈ E, ∀ g1, . . . , gn ∈
CC(Γ),

θ(
n∑

i=1

fi 4 ξi 4 gi) =
n∑

i=1

∑

γ∈Γ
γ−1(fiξi)gi(γ).

On vérifie immédiatement que cette application induit une application préservant
le produit scalaire de XΓ ⊗C0(X)!Γ (E " Γ) dans EΓ. Comme cette application est
trivialement d’image dense, c’est un isomorphisme. L’action naturelle de C(X/Γ) est
alors celle induite par l’action sur PX,Γ.

Notons j : E → EΓ l’application canonique.

Lemme 3.2.10. — Soit U un ouvert de X/Γ. La restriction à CC(q−1(U)E) de j
induit un isomorphisme de (C0(q−1(U))E)Γ sur C0(U)EΓ.

Démonstration. — Soit f ∈ CC(q−1(U)) et ξ ∈ E. Il existe g ∈ CC(U) tel que
(g ◦ q)f = f . Alors

j(fξ) = π(g)(j(fξ)) ∈ C0(U)EΓ.

Donc Im(j) ⊂ C0(U)EΓ. Réciproquement soit ξ ∈ E, f ∈ CC(X) et g ∈ CC(U), alors
fg ◦ q ∈ CC(q−1(U)) et j(fg ◦ qξ) = π(g)j(fξ). Donc Im(j) = C0(U)EΓ. D’où le
résultat.

Supposons dorénavant que A est une Γ-algèbre triviale. Le morphisme idA ⊗ε :
A⊗maxC∗(Γ) → A sera noté simplement ε. Soit E/Γ = EΓ⊗εA muni de la structure de
C0(X/Γ), A-bimodule hilbertien induite par la structure de C0(X/Γ), A ⊗max C∗(Γ)-
bimodule hilbertien de EΓ. On notera ε : EΓ → E/Γ l’application induite ; on a

∀ f ∈ CC(X/Γ), ∀ ξ ∈ E , ε((f ◦ q)ξ) = fε(ξ).

Pour T ∈ LΓP (E), on notera T/Γ ou encore ε(T ) l’opérateur TΓ ⊗ε 1.
Soit U un ouvert de X/Γ. On appellera trivialisation sur U , une section s : U → X

d’image ouverte telle que l’application de U × Γ dans X qui à (x, γ) associe s(x)γ
soit un homéomorphisme sur son image. On notera ∀ γ ∈ Γ, U·γ = s(U) · γ ⊂ X ,
sγ : U → U·γ la section d’image incluse dans U·γ et ∀ f ∈ CC(U), φ · γ ∈ CC(s(U) · γ)
la fonction telle que φ · γ = φ ◦ q.

Lemme 3.2.11

(1) Soit s une trivialisation sur un ouvert U . Alors j(CC(s(U))) ⊂ C0(U)EΓ et la
composée ε ◦ j|CC(s(U)) induit un isomorphisme s∗ : C0(s(U))E → C0(U)E/Γ tel que

∀ f ∈ C0(s(U)), ∀ ξ ∈ C0(s(U))E, s∗(fξ) = s∗(f)s∗(ξ).
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(2) Soit T ∈ LΓP (E). Soit s′ : U ′ → X une trivialisation sur un ouvert U ′. Soit
φ ∈ CC(U) et φ′ ∈ CC(U ′). Alors

φ′T/Γφ =
∑

γ∈F

(s′γ)
∗(φ′ · γ)T (φ · e)(s∗)−1 ∈ L(C0(U)E/Γ, C0(U ′)E/Γ)

(la somme est finie).

Démonstration
(1) En effet, ∀ ξ ∈ CC(s(U))E, 〈ξ, ξ〉 ∈ A ⊂ CC(Γ, A) et donc

〈s∗(ξ), s∗(ξ)〉 = 〈ξ, ξ〉 ∈ A.

Le reste est trivial.
(2) On montre que

φ′(TΓ ⊗ε 1)φs∗ =
∑

γ∈F

(s′γ)
∗(φ′ · γ)T (φ · e) ∈ L(C0(s(U))E, C0(U ′)E/Γ)

où F est une partie finie de Γ telle que

(γ ∈ Γ, Supp(φ′ · γ) × Supp(Φ) ∩ Supp(T ) .= ∅) =⇒ γ ∈ F.

Soit ξ ∈ CC(s(U)). On a

φ′T/Γφs∗(ξ) = φ′T/Γφε(ξ)

= φ′T/Γε((φ ◦ q)ξ)

= φ′T/Γε((φ · e)ξ)
= φ′ε(T ((φ · e)ξ))
= ε((φ′ ◦ q)T (φ · e)ξ)
=

∑

γ∈F

(s′ · γ)∗(φ′ · γ)T (φ · e)ξ

Lemme 3.2.12. — Soit τ une trace densément définie sur A, τΓE la trace associée sur
L(E)Γ. Soit T ∈ mτΓ

E
. Supposons

∀x ∈ X, ∀ γ ∈ Γ \ {e}, (x, xγ) /∈ Supp(T ),

alors
(τE/Γ)′(T/Γ) = τΓE(T ).

Démonstration. — Comme T est propre, r(Supp(T )) et s(Supp(T )) sont fermés. Donc
quitte à remplacer X par r(Supp(T ))∪ s(Supp(T )), on peut supposer que l’action de
Γ sur X est libre. Soit x ∈ X/Γ et x ∈ X, q(x) = x. Soit s : U → X une trivialisation
sur un voisinage U de x telle que s(x) = x et V ⊂ Ue un voisinage compact de x ∈ X .
Soit B une base de voisinages compacts de x inclus dans V et pour W ∈ B on pose

KW = ((∪γ∈Γ\{e}W · γ) × W ) ∩ Supp(T ).
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On a clairement ∩W∈BKW = ∅ et comme Supp(T ) ∩ s−1(V ) est compact, il existe
W ∈ B tel que KW = 0. Fixons un tel W et une fonction φ ∈ Cq(W )(X/Γ) telle que
φ(x) > 0. Alors φT/Γφ = s∗φ · eTφ · e(s∗)−1. Comme X/Γ est compact, il existe un
nombre fini de telles fonctions φi, i = 1, . . . , n avec

∑n
i=1 φ2

i = 1. Alors
∑n

i=1 φi · e2

est une fonction cut-off. D’où

(τE/Γ)′(T/Γ) =
n∑

i=1

τ ′E/Γ(φiTΓφi) =
n∑

i=1

τ ′E(φi·eTφi·e) = (τΓE)′(T ).

On suppose dorénavant que l’action de Γ sur X est libre. Étant donné un recou-
vrement U = (Ui)n

i=1 par des ouverts trivialisés, si : Ui → X les sections associées,
on notera ZU = ∪n

i=1 ∪γ∈Γ Ui·γ × Ui·γ ⊂ X × X .

Lemme 3.2.13. — Soit V un voisinage Γ-invariant de X ⊂ X × X. Alors il existe
un recouvrement ouvert U = (Ui)n

i=1 de X/Γ par des ouverts trivialisés tel que ZU

soit Γ-compact et contenu dans V .

Soit x ∈ X/Γ. Choisissons x ∈ q−1(x). Il existe un voisinage compact W de x dans
X tel que W ×W ⊂ V (et donc ∪γ∈ΓW ·γ×W ·γ ⊂ V ) et donc un voisinage U ⊂ X/Γ
de x, s : U → X une trivialisation d’image incluse dans W . Par compacité, on peut
recouvrir X/Γ par un nombre fini de tels U . D’où l’assertion.

Notons q̃ : X×X → (X×X)/Γ l’application quotient. Celle-ci induit une bijection
entre les voisinages Γ-invariants de X dans X × X et les voisinages de la diagonale
du groupöıde G = (X × X)/Γ.

Proposition 3.2.14. — Soit G un groupöıde topologique à base compacte. Alors
∀U ⊂ G voisinage de G(0) dans G, il existe un voisinage V de G(0) dans G tel
que V = V −1 et V 2 ⊂ U .

Démonstration. — Soit m : G(2) → G la multiplication. Comme m(G(0)) ⊂ G(0) il
existe un voisinage ouvert V1 de G(0) dans G(2) tel que m(V1) ⊂ U . Soit V2 un ouvert
de G×G tel que V2∩G(2) = V1 et soit V ′ = V2∪((G×G)\G(2)). Alors V ′∩G(2) = V1

et G(0) ×G(0) ⊂ V ′. Comme G(0) est compact, il existe W ⊂ G ouvert contenant G(0)

tel que W×W ⊂ V ′. Alors W 2 = m((W×W )∩G(2)) ⊂ U . Le voisinage V = W∩W−1

convient donc.

Lemme 3.2.15. — Il existe un recouvrement fini U = (Ui)n
i=1 de X/Γ par des ouverts

trivialisés tel que ∀ (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, on a |{γ ∈ Γ | Ui·e ∩ Uj·γ .= ∅}| " 1.

Démonstration. — Soit V un voisinage Γ-équivariant de la diagonale de X tel que
∀x ∈ X , ∀ γ .= e, (x, xγ) .∈ V . D’après la proposition 3.2.14 et le lemme 3.2.13, on peut
choisir un recouvrement par des ouverts trivialisés U = (Ui)n

i=1 tel que (ZU )2 ⊂ V .
Alors si x ∈ Ui·e ∩ Uj·γ1 , y ∈ Ui·e ∩ Uj·γ2 , on a (x, y) ∈ ZU et (y, xγ−1

1 γ2) ∈ ZU d’où
(x, xγ−1

1 γ2) ∈ Z2
U ⊂ V . Donc γ1 = γ2. Donc ce recouvrement convient.
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Lemme 3.2.16. — Soit U = (Ui)n
i=1 un recouvrement comme dans le lemme 3.2.15.

(1) Soit (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 et γ ∈ Γ tel que ∀ γ′ ∈ Γ \ {γ}, Ui·e ∩ Uj·γ′ = ∅. Alors
si·e induit un isomorphisme de C0(Ui ∩Uj)E/Γ sur C0(Ui·e ∩Uj·γ)E ainsi que sj·γ et
ces deux isomorphismes cöıncident.

(2) Soit (χi)n
i=1 et (φi)n

i=1 une famille de fonctions à support dans Ui respective-
ment et telles que (φi)n

i=1 est une partition de l’unité et ∀ i ∈ {1, . . . , n}, φiχi = φi.
Soit T ∈ L(E/Γ) tel que ∀ i ∈ {1, . . . , n}, φiTχi = φiT et χiTφi = Tφi. Soit

T̃ =
n∑

i=1

MΓ(si·eχiTs−1
i·eφi·e) ∈ LΓP (E).

Alors ∀ i ∈ {1, . . . , n}, et pour toute fonction φe à support inclus dans celui de φi·e,
on a, en notant φ = φe ◦ si·e :

T̃ si·eφ = si·eTφ

s−1
i·e φeT̃ = φTs−1

i·eχi·e.

En particulier, si [T, C(X/Γ)] ∈ K(E/Γ), T̃ est une connexion pour T (où l’on identifie
E à E1 ⊗π E/Γ, E1 désignant le bimodule canonique d’équivalence de Morita entre
C0(X) " Γ et C(X/Γ)).

Démonstration
(1) Si Ui ∩ Uj = ∅, il n’y a rien à démontrer. Sinon, Ui·e ∩ Uj·γ .= ∅. Comme

si·e commute à l’action de C(X/Γ), si·e induit un isomorphisme de C0(Ui ∩ Uj)E/Γ

sur C0(Ui·e ∩ ∪γ′∈ΓUj·γ′)E = C0(Ui·e ∩ Uj·γ)E. De même, pour sj·γ . Les isomor-
phismes induits cöıncident puisque leur réciproque cöıncident sur le sous-espace dense
CC(Ui·e ∩ Uj·γ).

(2) Soit j ∈ {1, . . . , n}, tel que Ui ∩ Uj .= ∅, et γ ∈ Γ l’unique élément de Γ tel
que Ui·e ∩ Uj·γ .= ∅. Soit ψ (resp. ψe) la fonction continue telle que ψ|ψ| = φ (resp.
ψe|ψe| = φe).

MΓ(sj·eχjTs−1
j·eφj·e)si·eφ = sj·γχjTs−1

j·γφj·γψesi·e|ψ|

= sj·γχjTs−1
j·γφj·γφesi·e = sj·γχjχiTφjφ

= si·eχjχiTφjφ = si·eTφjφ

d’où la première égalité en sommant sur j = 1, . . . , n.

s−1
i·e φeMΓ(sj·eχjTs−1

j·eφj·e) = s−1
i·e φesj·γχjTs−1

j·γφj·γ = s−1
i·e φeχj·γsj·γTs−1

j·γφj·γ

= φχjTχis
−1
j·γφj·γ = φχjTφjs

−1
i·e χi·e

= φTφjs
−1
i·e χi·e

d’où la seconde égalité en sommant sur j = 1, . . . , n.
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Montrons que si [T, C(X/Γ)] ⊂ K(E/Γ), alors T̃ est une connexion pour T . Il
s’agit de montrer que ∀ ξ ∈ CC(X) (sous-espace dense de E1), TξT − T̃ Tξ ∈ K et
T ∗
ξ T̃ − TT ∗

ξ ∈ K. Par linéarité et comme T̃ est Γ−invariant, il suffit de le montrer
pour ξ à support dans le support d’un φi·e (en remplaçant ξ par ξφi·e). Soit donc ξe

à support dans Ui·e et ξ = ξe ◦ si·e. Alors

TξeT − T̃ Tξe = si·eξT − T̃ si·eξ

= si·e(ξT − Tξ) ∈ K

T ∗
ξe T̃ − TT ∗

ξe = s−1
i·e ξeT̃ − Ts−1

i·e ξe

= (ξT − Tξ)s−1
i·e χi·e ∈ K

D’où le résultat.

Lemme 3.2.17. — Soit U1, . . . , Un et V1, . . . , Vn des ouverts de X/Γ tels que ∀ i =
1, . . . , n, Ui ⊂ Vi. Alors il existe un voisinage compact W de la diagonale de X/Γ
dans X/Γ× X/Γ tel que W · Ui ⊂ Vi.

Démonstration. — Il suffit de prendre W = X/Γ× X/Γ \ (∪n
i=1(X/Γ \ Vi) × Ui).

Soit τ trace densément définie sci sur A.

Proposition 3.2.18. — Supposons que ∀x ∈ KK (C(X/Γ), A) et pour tout voisinage
W de X/Γ il existe un bimodule gradué E = E1 ⊕ E2, F = ( 0 T∗

T 0 ) ∈ L(E) qui
représente x et Q ∈ L(E2, E1) tel que :

(1) [F ] = x
(2) Les supports de F et Q sont inclus dans W .
(3) 1 − TQ ∈ mτE2

et 1 − QT ∈ mτE1

Alors ∀x ∈ KKΓ(C0(X), A), et pour tout voisinage W Γ-équivariant de la diagonale
de X, il existe un bimodule E = E1 ⊕E2 gradué, Γ-équivariant, F = ( 0 T∗

T 0 ) ∈ LΓ(E)
qui représente x et Q ∈ L(E2, E1)Γ tels que :

(1) [F ] = x
(2) Les supports de F et Q sont inclus dans W .
(3) 1 − QT ∈ mτΓ

E1
et 1 − TQ ∈ mτΓ

E2
.

Démonstration. — Soit W̃ un voisinage de la diagonale de X Γ-équivariant. Soit
U = (Ui)n

i=1 un recouvrement comme dans le lemme 3.2.15 tel que ZU ⊂ W̃ . Soit
(ψi)n

i=1 une partition de l’unité subordonnée à ce recouvrement et (ζi)n
i=1 des fonctions

à support dans les Ui respectivement et telle que ∀ i ∈ {1, . . . , n} ζi = 1 sur un
voisinage Vi du support de ψi. Pour tout x ∈ X/Γ, on peut trouver un voisinage Ux

d’adhérence contenu dans Wi(x) où ∀ i ∈ {1, . . . , n}, Wi = {y ∈ X/Γ, ψi(x) > 1/2n}.
Soit (U ′

j)m
j=1 un sous-recouvrement fini de (Ux)x∈X/Γ et φj une partition de l’unité

subordonnée à ce recouvrement fini (on se fixe i : {1, . . . , m} → {1, . . . , n} tel que
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∀ j ∈ {1, . . . , m}, U ′
j ⊂ Wi(j) et ∀ j ∈ {1, . . . , m}, on fixe comme trivialisation sj sur

U ′
j la restriction de si(j) à U ′

j). Pour tout j ∈ {1, . . . , m}, soit χj ∈ CC(U ′
j) valant 1 sur

un voisinage V ′
j du support des φj . Enfin, soit W un voisinage compact de la diagonale

de X/Γ tel que ∀ i ∈ {1, . . . , n}, ∀ j ∈ {1, . . . , m}, W ·Suppψi ⊂ Vi, W · Suppφj ⊂ V ′
j .

Soit x ∈ KKΓ(C0(X), A) 3 KK (C(X/Γ), A). Soit F = ( 0 T∗

T 0 ) ∈ L(E′) où E′

est un bimodule gradué, qui représente x et Q tels que dans l’énoncé pour W . En
particulier, ∀ i ∈ {1, . . . , n}, on a Qψi = ζiQψi et ∀ j ∈ {1, . . . , m}, on a Tφj = χjTφj .
Soit E un bimodule Γ-équivariant (gradué) tel que E/Γ = E′. Posons

T̃ =
m∑

j=1

MΓ(sj·eχjTs−1
j·eφj) ∈ L(E)Γ

Q̃ =
n∑

i=1

MΓ(si·eζiQs−1
i·e ψi) ∈ L(E)Γ

et

et F̃ = ( 0 Q

T 0
). Alors F̃ est à support dans ZU donc dans W et comme F̃ est une

connexion pour F d’après le lemme 3.2.16, F̃ ∈ EΓ(C0(X), A) et [F̃ ] = [F ]. Soit
mΓ = mτΓ

E
.

Or d’après lemme 3.2.16, ∀ j ∈ {1, . . . , m} :

Q̃T̃φj·e = Q̃sj·eχjTs−1
j·eφj·e

= Q̃ψi(j)·esj·eχj/ψi(j)Ts−1
j·eφj·e

= si(j)·eζi(j)Qs−1
i(j)·eψi(j)·esj·eχj/ψi(j)Ts−1

j·eφj·e

= si(j)·eQTφjs
−1
j·e

Comme φj·e = si(j)·eφjs
−1
j·e , Q̃T̃φj·e − φj·e ∈ mτE′ . En sommant sur j, il s’ensuit que

1 − Q̃T̃ ∈ mΓ. Quitte à refaire l’opération en partant des φj , on obtient Q̃′ ∈ L(E)Γ

à support dans W̃ tel que 1 − T̃ Q̃′ ∈ mΓ. D’où Q̃ − Q̃′ ∈ mΓ et donc 1 − T̃ Q̃ ∈ mΓ.
D’où l’assertion.

3.3. Théorème d’indice L2 en K-théorie

Soit X un espace localement compact muni d’une action à droite de Γ libre, propre
et cocompacte et q : X → X/Γ l’application quotient. Soit A une C∗-algèbre munie
de l’action triviale de Γ et E un C0(X) − A,Γ-bimodule hilbertien équivariant. On
notera εA : A ⊗max C∗(Γ) → A l’application idA ⊗ε.

Proposition 3.3.1. — Soit W un voisinage propre Γ-équivariant de la diagonale de
X tel que ∀x ∈ X, ∀ γ ∈ Γ \ {e}, (x, xγ) /∈ W 2. Soit F = ( 0 T∗

T 0 ) ∈ L(E1 ⊕ E2)Γ à
support dans W définissant un élément x ∈ KKΓ(C0(X), A). Soit Q ∈ L(E2, E1)Γ à
support dans W tel que 1 − QT ∈ mΓ et 1 − TQ ∈ mΓ. Alors :

τ∗ ◦ (εA)∗ ◦ µΓA(x) = (τ ⊗ τΓ)∗ ◦ µΓA(x).
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Démonstration. — D’après la proposition 2.3.9 µΓA(x) = [TΓ] où TΓ : (E1)Γ → (E2)Γ.
Comme 1 − TQ, 1 − QT ∈ LΓP (E) ∩ mΓ, d’après la proposition 2.3.11,

1 − TΓQΓ, 1 − QΓTΓ ∈ mτEΓ

et d’après le lemme 3.2.12 :

(τ ⊗ τΓ)∗([TΓ]) = (τ ⊗ τΓ)(E1)Γ(1 − QΓTΓ) − (τ ⊗ τΓ)(E2)Γ(1 − TΓQΓ)

= τΓE1
(1 − QT )− τΓE2

(1 − TQ)

= τ(E1)/Γ(ε(1 − QT ))− τ(E2)/Γ(ε(1 − TQ))

= τ∗ε∗(x)

D’où le résultat.

Théorème 3.3.2. — Soit Γ un groupe discret dans torsion. Soit A une C∗-algèbre
munie d’une trace τ densément définie sci et de l’action triviale de Γ. Soit εA =
1A ⊗ ε : A ⊗max C∗(Γ) → A et τ ⊗ τΓ la trace associée sur A ⊗max C∗(Γ).

τ∗ ◦ (εA) ∗ ◦µA
Γ = (τ ⊗ τΓ)∗ ◦ µA

Γ .

Démonstration. — D’après [D1], il existe une représentation π : A → L(H) non
dégénérée et τ ′ une trace normale semifinie sur π(A)′′ telle que τ ′ ◦ π étend τ . Alors
mτ ′ contient une unité approchée formée de projecteurs. Donc quitte à composer par
π, on peut supposer que A possède une unité approchée formée de projecteurs. D’après
la proposition 3.1.7, il suffit de démontrer que

τ∗ ◦ ε∗ ◦ µA
M,Γ = (τ ⊗ τΓ)∗ ◦ µA

M,Γ

pour tout Γ-espace propre cocompact M muni d’une structure de variété préservée par
l’action de Γ. Soit n la dimension de la variété, p > n/2 entier, W un voisinage de la
diagonale fermé tel que ∀x ∈ M , ∀ γ ∈ Γ \ {e}, (x, xγ) /∈ W 2p. D’après la proposition
précédente, il suffit de montrer que ∀x ∈ KKΓ(C0(M), A), il existe un représentant de
x et Q tel que dans la proposition précédente pour W . D’après la proposition 3.2.18, il
suffit de montrer que pour tout voisinage W1 de la diagonale de M/Γ, les hypothèses
de la proposition 3.2.18 sont vérifiées. Soit W2 un voisinage compact de la diagonale
de M/Γ tel que W 2p−1

2 ⊂ W1 et x ∈ KK (C(M/Γ), A). D’après le corollaire 3.2.7, on
peut représenter x par un opérateur F = ( 0 T∗

T 0 ) à support W1. Soit P ∈ Z[X ], tel
que XP (X) = 1 − (1 − X)p. Alors Q = TP (TQ) convient. D’où le résultat.

Lemme 3.3.3. — Soit α1 et α2 deux actions de Γ sur A équivalentes, soit u : Γ →
M(A) un cocycle tel que ∀ γ ∈ Γ, a ∈ A, on a : α2(γ)(a) = u(γ)α1(γ)(a)u(γ)∗. Soit
θ : A"α1Γ 3 A"α2Γ l’isomorphisme tel que si a ∈ A et γ ∈ Γ, θ(a4Uγ) = au(γ)4Uγ.
Alors il existe un isomorphisme canonique θtop : K∗

top(Γ, A)α2 3 K∗
top(Γ, A)α1 tel que :

θ∗ ◦ µΓA,α1
= µΓA,α2

◦ θtop.
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Démonstration. — Soit A1 = A considérée comme Γ-algèbre pour l’action de α1 et
A2 = A considérée comme Γ-algèbre pour l’action de α2. Soit E = A considérée
comme A − A-bimodule hilbertien. On définit une action de Γ sur E qui le munit
d’une structure de A1 − A2,Γ-bimodule hilbertien équivariant en posant pour γ ∈ Γ,
U(γ)(a) = α1(γ)(a)u(γ)∗. Alors E réalise une équivalence de Morita équivariante
entre A1 et A2; d’où le résultat.

Théorème 3.3.4. — Soit Γ un groupe discret sans torsion. Soit A une C∗-algèbre ;
soit u : Γ → M(A) un morphisme de Γ dans les unitaires de M(A). Soit α l’action
de Γ sur A définie par si γ ∈ Γ et a ∈ A, γ · a = u(γ)a(u(γ))∗. Soit τ une trace
densément définie sci sur A, qui est nécessairement Γ-invariante. Soit (τ ⊗α τΓ) la
trace sci densément définie sur A"r Γ associée et soit id⊗α ε le morphisme de A"Γ
dans A qui à a 4 Uγ associe au(γ). Alors :

(τ ⊗α τΓ)∗ ◦ µΓA,α = τ∗ ◦ (id⊗αε)∗ ◦ µΓA,α.

Démonstration. — Soit θ : A "α Γ 3 A ⊗max C∗(Γ) l’isomorphisme défini par le
lemme précédent. Comme (id⊗αε) = (id⊗ε) ◦ θ, et τ ⊗α τΓ = τ ⊗ τΓ ◦ θ, on a, en
notant t l’action triviale de Γ sur A :

(τ ⊗α τΓ)∗ ◦ µΓA,α = (τ ⊗ τΓ)∗ ◦ θ∗ ◦ µΓA,α

= (τ ⊗ τΓ)∗ ◦ µΓA,t

= τ∗ ◦ (εA)∗ ◦ µΓA,t

= τ∗ ◦ (id⊗αε)∗ ◦ (θ−1)∗ ◦ µΓA,t

= τ∗ ◦ (id⊗αε)∗ ◦ µΓA,α

Corollaire 3.3.5. — On conserve les hypothèses et les notations du théorème pré-
cédent. Soit en outre σ : Γ → U(N) une représentation de dimension finie de Γ. Soit
σ̃ : A "α Γ → A ⊗ MN le morphisme vérifiant σ(a 4 Uγ) = au(γ) 4 σ(γ) pour tout
a ∈ A et γ ∈ Γ. Alors (en identifiant K0(A ⊗ MN) et K0(A) :

τ∗ ◦ (σ̃)∗ ◦ µΓA(x) = N(τ ⊗α τΓ)∗ ◦ µΓA(x).

Démonstration. — Soit B = A ⊗ MN et uB : Γ → M(B) le morphisme défini par
∀ γ ∈ Γ, uB(γ) = u(γ) ⊗ σ(γ). On munit B de la structure β de Γ-algèbre associée.
Soit ∆ : A → A ⊗ MN le morphisme défini par ∀ a ∈ A, ∆(a) = a ⊗ 1. Le morphisme
∆ est Γ-équivariant et l’on a (idA⊗MN ⊗βε) ◦∆ " Γ = σ̃. Soit τN la trace canonique
sur MN non normalisée (τN (1) = N). Quand on identifie K0(A ⊗ MN) à K0(A), les
applications (τ ⊗ τN )∗ : K0(A ⊗ MN ) → C et τ∗ : K0(A) → C cöıncident. De plus,
((τ ⊗ τN ) ⊗β τΓ) ◦ (∆ " Γ) = N(τ ⊗α τΓ) et on obtient, en appliquant le théorème
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précédent à A ⊗ MN :

τ∗ ◦ σ̃∗ ◦ µΓA = (τ ⊗ τN )∗ ◦ σ̃∗ ◦ µΓA

= (τ ⊗ τN )∗ ◦ (id⊗βε)∗ ◦ (∆ " Γ)∗ ◦ µΓA

= ((τ ⊗ τN ) ⊗β τΓ)∗ ◦ (∆ " Γ)∗ ◦ µΓA

= N(τ ⊗α τΓ)∗ ◦ µΓA

D’où le résultat.
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CHAPITRE 4

PROPRIÉTÉS DE FONCTORIALITÉ
POUR LES SOUS-GROUPES DISCRETS COCOMPACTS
ET THÉORÈME À LA LANGLANDS EN K-THÉORIE

Dans ce chapitre, nous formulons et démontrons un théorème à la Langlands en
K-théorie (théorème 4.4.1) qui découle du théorème 3.3.4, et de l’étude pour G groupe
localement compact, et H sous-groupe fermé de deux types de propriétés de foncto-
rialité : d’une part, la fonctorialité de la trace si G et H sont unimodulaires, et d’autre
part, la fonctorialité de l’application de Baum-Connes si H est cocompact dans G.
Nous montrerons au chapitre suivant comment déduire de ce théorème à la Langlands,
des généralisations des formules de Langlands.

4.1. Traces associées aux groupes localement compacts unimodulaires

On prend les notations de [D2] concernant les algèbres hilbertiennes. Soit G
un groupe localement compact unimodulaire. Fixons une mesure de Haar dg. L’al-
gèbre A(G) = CC(G) munie du produit scalaire donné par la mesure dg est une
algèbre hilbertienne et U(A(G)) = V N(G). Notons n(G) l’algèbre hilbertienne
achevée i.e. l’ensemble des éléments T ∈ V N(G) tels qu’il existe ξ ∈ L2(G) tel que
∀ η ∈ CC(G), T (η) = ξ ∗ η. Un tel ξ est alors unique, d’où une application injective
Λ : n(G) → L2(G). De plus,

∀T ∈ n(G), ∀ η ∈ L2(G), T (η) = Λ(T ) ∗ η

([D1] 13.10.3). Si T ∈ n(G), S ∈ V N(G), alors ST, TS ∈ n(G) avec

Λ(ST ) = S(Λ(T )) et Λ(TS) = (S∗(Λ(T )∗))∗.

On notera tG ou plus simplement t : V N(G)+ → R+∪{+∞} la trace normale semifinie
fidèle associée, mG son idéal de définition qui cöıncide avec (n(G))2. Sa restriction à
C∗

r (G) notée également tG ou simplement t est densément définie et sci et c’est ([D1]
6.6.1, 6.6.6, et 17.2.5) l’unique trace semicontinue inférieurement densément définie
sur C∗

r (G) telle que si f ∈ L1(G) ∩ L2(G), t(f∗f) = ‖f‖2
2.
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Proposition 4.1.1. — Soit φ ∈ CC(G) une fonction réelle telle que
∫

G φ2 ·g dg = 1.
Alors ∀T ∈ V N(G)+, on a tG(T ) = Tr(φTφ).

Démonstration. — Soit T ∈ n(G) et soit ξ = Λ(T ). Alors Tφ est Hilbert-Schmidt et

‖Tφ‖2
HS =

∫
|ξ(g1g

−1
2 )|2φ2(g2)dg1dg2

=
∫

|ξ(g1)|2φ2(g2)dg1dg2

= ‖ξ‖2

D’où tG(T ∗T ) = Tr(φT ∗Tφ). Si T ∈ V N(G)+ est tel que tG(T ) = +∞, comme tG

est semifinie, il existe une suite d’éléments de mG, (Tn)n∈N telle que 0 " Tn " T
et limn→+∞ tG(Tn) = +∞. D’après ce qui précède, tG(Tn) = Tr(φTnφ) et comme
∀n ∈ N, Tr(φTφ) ! Tr(φTnφ), on a également Tr(φTφ) = +∞. D’où le résultat.

Le théorème suivant qui découle du lemme 2.1.2 et de la proposition qui précède,
généralise la notion de Γ-trace au cas des groupes unimodulaires :

Théorème 4.1.2

(1) Soit G un groupe localement compact unimodulaire dénombrable à l’infini, H
un espace de Hilbert muni d’une représentation unitaire de G fortement continue et
h ∈ (L(H))+ tel que

∫
G ghg−1dg converge strictement vers 1. Alors l’application qui

à T ∈ (L(H)G)+ associe Tr(h1/2Th1/2) est une trace indépendante du choix d’un tel
h notée TrG

H .
(2) Soit E un C∗

r (G)-module hilbertien dénombrablement et H = E⊗λG L2(G) muni
de l’action de G par translation à droite. Alors il existe h ∈ (L(H))+ tel que

∫
ghg−1dg

converge strictement vers 1 et l’on a ∀T ∈ L(E)+, TrG
H (T ⊗λG 1) = (tG)E(T ).

4.2. Fonctorialité de la trace

Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe fermé de G. Notons δ le
comodule de H , i.e. le caractère (∆G)H/∆H . Soit E = CC(G), A = CC(H), ξ, η ∈ E ,
f ∈ CC(H).

On pose

〈ξ, η〉(h) = δ(h)1/2

∫
ξ(g)η(gh)dλG(g)

et
(ξf)(g) =

∫
ξ(gh−1)f(h)δ(h)−1/2∆H(h)−1dλH(h).

On a ∀ ξ ∈ E , 0 " 〈ξ, ξ〉 ∈ C∗(H) et on note EG
H le C∗(H)-module hilbertien obtenu en

complétant. L’action de C0(G/H) par multiplication et G par translation à gauche sur
E s’étend en une représentation covariante π de C0(G/H), G dans EG

H . Le théorème
suivant est dû à M.A. Rieffel ([R]).
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Théorème 4.2.1. — EG
H (resp. (EG

H)r = EG
H ⊗λH C∗

r (H)) est un bimodule d’impri-
mitivité entre C0(G/H) " G (resp. C0(G/H) "r G) et C∗(H) (resp. C∗

r (H)).

Si F est un C∗(H)−B bimodule hilbertien, EG
H⊗C∗(H)F est un C∗(G)−B-bimodule

hilbertien qu’on appelle bimodule induit, et qu’on note IndG
H(F ). En particulier, si F

est un espace de Hilbert, muni d’une représentation unitaire fortement continue de
H , la représentation de G dans IndG

H(F ) est la représentation induite au sens usuel
de la théorie des représentations.

Lemme 4.2.2. — On a un isomorphisme naturel (EG
H)r ⊗λH L2(H) 3 L2(G) qui

commute à l’action de G par translation à gauche et à l’action de H par translation
à droite.

Démonstration. — Un calcul direct montre que l’application qui ∀ f1, . . . , fn ∈
CC(G), ∀ g1, . . . , gn ∈ CC(H) associe à

∑n
i=1 fi 4 gi ∈ (EG

H)r 4 L2(H) la fonction
f ∈ CC(G) ⊂ L2(G) telle que :

∀ g ∈ G, f(g) =
n∑

i=1

∫
fi(gh−1)gi(h)∆G(h)−1/2∆H(h)−1/2dh

induit un isomorphisme entre (EG
H)r ⊗λH L2(H) et L2(G) qui convient.

On notera

σG/H : C∗(G) −→ M(C0(G/H) " G) = L(EG
H)

σr
G/H : C∗

r (G) −→ M(C0(G/H) "r G) = L((EG
H)r)

et

les morphismes canoniques. Adoptons la convention 0 × +∞ = 0.

Théorème 4.2.3. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire dénom-
brable à l’infini, et H un sous-groupe fermé unimodulaire. Alors

∀T ∈ C∗
r (G)+, (tH)(EG

H)r
◦ σr

G/H(T ) = vol(G/H)tG(T ).

Démonstration. — Soit φ ∈ C(G, [0, 1]) une fonction cut-off pour l’action de H par
translation à droite sur L2(H). On a le diagramme commutatif suivant :

C∗
r (G)+ !!

=
""

L((EG
H)r)+

(tH)(EG
H)r

!!

""

R+ ∪ {+∞}

=
""

C∗
r (G)+ !! L(L2(G))H

Tr(φ1/2 · φ1/2)
!! R+ ∪ +∞

Notons q : G → G/H l’application quotient. Soit (Kn)n∈N une suite croissante de
compacts de mesure non nulle de G/H d’union G/H et ∀n ∈ N, ψn ∈ CC(G/H, [0, 1])
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telle que (ψn)Kn = 1 et ψn " ψn+1. Alors

Cn =
∫

G
φ(x)ψn ◦ q(x)dx

=
∫

G/H
ψn(x)(

∫
φ(xh)dh)dx

=
∫

G/H
ψn(x)dx

qui tend vers vol(G/H). Notons que C−1
n φ(ψn ◦ q) est une fonction cut-off pour

l’action de G par translation à droite. Par ailleurs, par convergence monotone,∫
G φ(x)ψn ◦ q(x)dx tend vers

∫
G φ(x)dx. Il en résulte que si H est de covolume

fini, alors (vol(G/H))−1φ est une fonction cut-off pour l’action de G par translation
à droite et le résultat découle immédiatement du diagramme précédent et de la
proposition 4.1.1. Si H est de covolume infini, la suite Cn tend vers +∞ et donc
∀T ∈ C∗

r (G)+ \ {0},

(tH)(EG
H)r

◦ σr
G/H(T ) = Tr(φ1/2Tφ1/2)

! Tr((ψn ◦ q)1/2φ1/2Tφ1/2(ψn ◦ q)1/2)

= CntG(T )

qui tend vers +∞ puisque tG(T ) > 0. D’où le résultat.

Corollaire 4.2.4. — Supposons de plus que H est un sous-groupe cocompact de
G de sorte que σr

G/H : C∗
r (G) → C(G/H) "r G 3 K((EG

H)r) induit (σr
G/H)∗ ∈

Hom(K0(C∗
r (G)), K0(C∗

r (H))). Alors (tH)∗ ◦ (σr
G/H)∗ = vol(G/H)(tG)∗.

4.3. Fonctorialité de l’application de Baum-Connes pour les sous-groupes
cocompacts

Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G. Soit A une
H-algèbre ; rappelons que A(G)H désigne la sous-C∗-algèbre de Cb(G, A) engendrée
par les fonctions f continues de G dans A à support H-compact telles que f(gh) =
h−1(f(g)). C’est une G-algèbre pour l’action de G par translation à gauche. Soit B
une autre H-algèbre. Dans [K], G. Kasparov construit un foncteur :

IndG
H : KKH(A, B) → KKG(A(G)H , B(G)H).

Posons
EG

H(A) = EG
H ⊗C∗(H) A " H

qui est muni d’une structure de C0(G/H)"G−C∗(H)-bimodule hilbertien. Notons que
si K est un compact de G, (fn)n∈N une suite d’éléments de CC(G)4A, à support dans
K qui converge uniformément vers f ∈ CC(G, A) et si h ∈ CC(H), alors (fn4h)n∈N ∈
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EG
H(A) est de Cauchy et de limite ne dépendant que de f et de h, de sorte qu’on peut

considérer CC(G, A) 4 CC(H) comme sous-espace de EG
H(A). Soit

(ξk)m
k=1 ∈ CC(G, A)m, (hk)m

k=1 ∈ CC(H)m et f ∈ A(G)H .

Soit g = (‖f‖2
∞ − f∗f)1/2 ∈ A(G)H . Alors

〈 m∑

k=1

fξk 4 hk,
m∑

k=1

fξk 4 hk

〉
+

〈 m∑

k=1

gξk 4 hk,
m∑

k=1

gξk 4 hk

〉

= ‖f‖2
∞

〈 m∑

k=1

ξk 4 hk,
m∑

k=1

ξk 4 hk

〉

de sorte que ∀ f ∈ A(G)H , l’endomorphisme de CC(G, A) 4 A qui ∀ (ξk)m
k=1 ∈

CC(G, A)m, (hk)m
k=1 ∈ CC(H)m, associe à

∑m
k=1 ξk 4 hk

∑m
k=1 fξk 4 hk induit un

élément noté π(f) de L(EG
H(A)). On définit ainsi un morphisme G-équivariant πA de

A(G)H dans L(EG
H(A)). Soit (EG

H)−1 le bimodule inverse de EG
H au sens de Morita,

et
EG

H(A)−1 = (EG
H)−1 ⊗C0(G/H)!G (A(G)H ) " G

muni de sa structure de C∗(H) − (A(G)H) " G bimodule hilbertien ; on vérifie de
même que l’on peut munir EG

H(A)−1 de façon naturelle d’une structure de A " H −
(A(G)H) " G-bimodule hilbertien telle que l’isomorphisme

EG
H(A) ⊗A!H EG

H(A)−1 3 (A(G)H ) " G

soit un isomorphisme de (A(G)H ) " G− (A(G)H ) " G bimodule et telle que l’isomor-
phisme

EG
H(A)−1 ⊗A!H EG

H(A) 3 A " H

soit un isomorphisme de A"H−A"H bimodule. Ces structures passent aux produits
croisés réduits d’où le théorème suivant qui est un cas particulier du théorème 3.15
p. 247 de [K] :

Théorème 4.3.1. — Le morphisme πA induit un isomorphisme entre A(G)H "G et
K(EG

H(A)) qui descend en un isomorphisme entre A(G)H"rG et K(EG
H(A)⊗λA"rH).

Ainsi A(G)H " G (resp. A(G)H "r G) est Morita-équivalent à A" H (resp. A"r H).

Étant donné une H-algèbre A, on notera E(A) ∈ KK (A(G)H " G, A " H) l’élé-
ment inversible associé à l’équivalence de Morita ci-dessus. Nous pouvons maintenant
énoncer ([K] corollaire p. 247) :

Théorème 4.3.2. — Soit A et B deux H-algèbres et F ∈ KKH(A, B). Alors :

jG(IndG
H(F )) ⊗B(G)H!G E(B) = E(A) ⊗A!H jH(F ).

Remarque. — On a un énoncé analogue avec les produits croisés réduits.
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Supposons maintenant que A soit une G-algèbre. Soit

ψA : C0(G/H) ⊗ A −→ A(G)H

l’application définie par

∀ f ∈ C0(G/H) ⊗ A = C0(G/H, A), ∀ g ∈ G, ψA(f)(g) = g−1(f(g)).

Alors ψA est un isomorphisme G-équivariant entre C0(G/H)⊗A (où G agit diagona-
lement) et A(G)H .

Par (ψA)∗, on désignera l’élément induit dans KKG((C0(G/H) ⊗ A), A(G)H ) par
ψA et

E′(A) = jG((ψA)∗) ⊗ E(A) ∈ KK ((C0(G/H) ⊗ A) " G, A " H).

Théorème 4.3.3 (théorème p. 169 [K]). — Soit A et B deux G-algèbres et F ∈
KKG(A, B). On a :

(ψA)∗ ⊗ IndG
H(rG

H(F )) ⊗ (ψB)−1
∗ = σC0(G/H)(F ).

Supposons dorénavant que H est un sous-groupe cocompact de G et A une G-
algèbre, de sorte qu’on a un G-morphisme σA

G/H : A → C(G/H) ⊗ A.

Corollaire 4.3.4. — Soit A et B deux G-algèbres et F ∈ KKG(A, B). On a le
diagramme commutatif suivant :

KKG(A, B)
jG

!!

jH ◦ rG
H

""

KK (A " G, B " G)

(σB
G/H " G)∗

""

KK (A " H, B " H)

E′(A)⊗
""

KK (A " G, (B ⊗ C(G/H)) " G)

⊗E′(B)
""

KK ((A ⊗ C(G/H)) " G, B " H)
(σA

G/H)∗⊗
!! KK (A " G, B " H)

Démonstration. — Soit x ∈ KKG(A, B). Alors

jG(x) ⊗ (σB
G/H " G)∗ ⊗ E′(B)

= (σA
G/H " G)∗ ⊗ jG(σC0(G/H)(x))∗ ⊗ E′(B)

= (σA
G/H " G)∗ ⊗ jG((ψA)∗ ⊗ IndG

H(rG
H(x)) ⊗ (ψB)−1

∗ ) ⊗ E′(B)

= (σA
G/H " G)∗ ⊗ jG((ψA)∗) ⊗ E(A) ⊗ jH(rG

H(x))

= (σA
G/H " G)∗ ⊗ E′(A) ⊗ jH(rG

H(x))

D’où le résultat.
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Soit X un G-espace propre, G-compact. Alors pour l’action induite de H , X est
H-propre et H-compact. Soit µX,G,H la composition

KKG(C0(X), A)
rG
H !! KKH(C0(X), A) !! K∗

top(H, A).

Soit Y un G-espace propre G-compact, et f : X → Y une application continue G-
équivariante. Alors µX,G,H = µY,G,H ◦ f∗ d’où l’existence d’une application induite
notée rG

H(A) : K∗
top(G, A) → K∗

top(H, A). On peut maintenant énoncer le résultat de
fonctorialité de l’application de Baum-Connes.

Théorème 4.3.5. — Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe co-
compact. Soit A une G-algèbre. Alors le diagramme suivant est commutatif :

K∗
top(G, A)

(σA
G/H " G)∗ ◦ µA

G
!!

rG
H(A)

""

K∗((A ⊗ C(G/H)) " G)

E′(A)
""

K∗
top(H, A)

µA
H !! K∗(A " H)

Démonstration. — Il suffit de montrer que pour X un G-espace propre G-compact,
on a

µA
X,H ◦ rG

H = (σA
G/H " G)∗ ◦ µA

X,G : KKG(C0(X), A) −→ K∗(A " G).

Fixons un tel espace X . Il suffit de montrer que

PX,G ⊗ (σC0(X)
G/H " G)∗ ⊗ E′(C(X)) = PX,H ,

puisqu’alors d’après le corollaire qui précède, on a ∀T ∈ KKG(C0(X), A) :

µA
X,G(T ) ⊗ (σA

G/H")∗ ⊗ E′(A) = PX,G ⊗ jG(T ) ⊗ (σA
G/H " G)∗ ⊗ E′(A)

= PX,G ⊗ (σC0(X)
G/H " G)∗ ⊗ E′(C0(X)) ⊗ jH(rG

H(T ))

= PX,H ⊗ jH(rG
H(T ))

= µA
H(rG

H(T ))

Pour montrer que PX,G⊗(σC0(X)
G/H "G)∗⊗E′(C0(X)) = PX,H , commençons par dé-

crire la composition E′(C0(X)) de ψ(C0(X)) et de l’équivalence de Morita E(C0(X)).
Le bimodule est CC(G, C0(X)) que l’on considérera dans les formules comme sous-
algèbre de C(X×G) (de même dans les formules, on considérera CC(H, C0(X)) comme
sous-algèbre de C(X×H)). Le produit scalaire est donné par ∀ ξ, η ∈ CC(G, C0(X)) :

〈ξ, η〉(x, h) = δ(h)1/2

∫
ξ(x, g)η(xh, gh)dg.

L’action à droite de f ∈ CC(H, C0(X)) ⊂ C(X × H) est :

ξ.f(x, g) =
∫

ξ(xh−1, gh−1)f(xh−1, h)δ(h)−1/2∆H(h)−1dh
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et l’action de s ∈ CC(X × G) ⊂ (C0(X) ⊗ C(G/H)) " G est donnée par :

s · ξ(x, g) =
∫

s(xg−1, g0)ξ(x, g−1
0 g)dg0.

Alors ∀ ξ1, ξ2 ∈ CC(X × G) et ∀ ζ1, ζ2 ∈ CC(X), on a :

〈ξ2,〈ζ2, ζ1〉ξ1〉(x, h)

= δ(h)1/2

∫
ξ2(x, g)(〈ζ2, ζ1〉ξ1)(xh, gh)dg

= δ(h)1/2

∫
ξ2(x, g)〈ζ2, ζ1〉(xg−1, g0)ξ1(xh, g−1

0 gh)dg0dg

= δ(h)1/2

∫
ξ2(x, g)ζ2(xg−1)ζ1(xg−1g0)∆G(g0)−1/2ξ1(xh, g−1

0 gh)dg0dg

= ∆H(h)1/2

∫
ξ2(x, g)ζ2(xg−1)ζ1(xh(g′)−1)∆G(g′)−1/2∆G(g)−1/2ξ1(xh, g′)dg′dg

= 〈θ(ζ2, ξ2), θ(ζ1, ξ1)〉(x, h)

où l’on définit θ : CC(X)×CC(X×G) → CC(X) par ∀ ζ ∈ CC(X), ∀ ξ ∈ CC(X×G) :

θ(ζ, ξ)(x) =
∫

ζ(xg−1)ξ(x, g)∆G(g)−1/2dg.

Donc l’application qui ∀ ζ1, . . . , ζn ∈ CC(X), ∀ ξ1, . . . , ξn ∈ CC(X × G), associe à∑n
i=1 ζi 4 ξi la fonction

∑n
i=1 θ(ζi, ξi) ∈ PX,H s’étend par continuité en une isométrie

surjective de PX,G ⊗π◦ψ E(C0(X)) sur PX,H . D’où le résultat.

4.4. Théorème à la Langlands en K-théorie

Théorème 4.4.1. — Soit G un groupe localement compact, Γ un sous-groupe discret
sans torsion cocompact. Soit σ une représentation unitaire de Γ de dimension N . La
représentation induite IndG

Γ (σ) de G est liminaire ; soit (IndG
Γ (σ))∗ : K0(C∗(G)) →

K0(K) 3 Z le morphisme induit. Alors on a :

(IndG
Γ (σ))∗ ◦ µG = N vol(G/Γ) × (tG)∗ ◦ µG.

Remarques

(1) Comme G possède un sous-groupe discret cocompact, G est unimodulaire.
(2) La représentation IndG

Γ (σ) est liminaire puisqu’elle s’identifie à σG/Γ ⊗σ 1 où
σG/Γ : C∗(G) → K(EG

Γ ) et σ : C∗(Γ) → L(CN ) = K(CN ).
(3) Nous verrons au chapitre suivant pourquoi la formule est une formule à la

Langlands.
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Démonstration. — Notons (σG/Γ)∗ : K∗(C∗(G)) → K∗(C(G/Γ) " G) 3 K∗(C∗(Γ))
le morphisme induit par σG/Γ. Considérons le diagramme suivant :

K∗
top(G)

rG
Γ !!

µG

""

K∗
top(Γ)

µΓ
""

K∗(C∗(G))
(σG/Γ)∗

!!

(tG)∗
""

K∗(C∗(Γ))

(σ)∗
""

C
×N vol(G/Γ)

!! C

D’après le paragraphe précédent, le carré du haut est commutatif. D’après le corollaire
3.3.5 et le corollaire 4.2.4, le carré du bas est commutatif sur l’image de µG. Enfin,
(σ)∗ ◦ (τG/Γ)∗ = (IndG

Γ )∗. D’où le résultat.
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CHAPITRE 5

CONJECTURE DE BOST
ET FORMULE DE LANGLANDS

Soit G un groupe localement compact et Γ un sous-groupe discret cocompact sans
torsion. Nous montrons dans ce chapitre, comment le théorème 4.4.1 permet de cal-
culer la multiplicité des séries discrètes dans L2(G/Γ) à partir de renseignements sur
l’application de Baum-Connes pour la K-théorie de la C∗-algèbre pleine de G. En
particulier, nous montrons que la conjecture de Bost sur la K-théorie de l’algèbre de
Banach L1(G) implique les formules de Langlands pour les séries discrètes intégrables.
Grâce aux résultats de V. Lafforgue ([L], [L2]) sur la conjecture de Bost, ceci permet
de démontrer des généralisations des résultats de Langlands, valides en particulier
pour tout groupe réductif G sur un corps p-adique.

5.1. Séries discrètes

5.1.1. Séries discrètes et dimension formelle. — Soit G un groupe localement
compact unimodulaire, de mesure de Haar dg. On a la proposition suivante ([D1]
14.1.1, 14.1.3, 14.3.2) :

Proposition 5.1.1. — Soit π une représentation unitaire irréductible de G dans un
espace de Hilbert Hπ. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) π est équivalente à une sous-représentation de L2(G).
(2) ∃ ξ ∈ Hπ tel que la fonction g → 〈ξ, gξ〉 est dans L2(G).
(3) ∀ ξ ∈ Hπ, la fonction g → 〈ξ, gξ〉 est dans L2(G).

On dit d’une telle représentation qu’elle appartient à la série discrète et on note
Ĝd l’ensemble de ces classes de représentations.

Théorème 5.1.2 ([D1] 14.3.3). — Soit π ∈ Ĝd. Il existe une constante dπ > 0 appe-
lée dimension formelle de la représentation, telle que pour tous x, x′, y, y′ ∈ Hπ, on a :

∫

G
〈y′, gx′〉〈y, gx〉dg = (dπ)−1〈y, y′〉〈x′, x〉.

Les formules précédentes sont appelées relations d’orthogonalité de Schur.
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Liens avec la mesure de Plancherel. — La dimension formelle s’interprète facilement
dans le cas où G est de type I. Soit G un groupe localement compact unimodulaire
qu’on suppose dans ce paragraphe seulement de type I. Il existe alors une unique
mesure µ sur Ĝ appelée mesure de Plancherel telle que ∀ f ∈ L1(G) ∩ L2(G), on a
t(xx∗) =

∫
Tr(ζ(x)ζ(x∗))dµ(ζ). De plus, ∀x ∈ C∗

r (G)+, on a ([D1] 18.8.1) t(x) =∫
Tr(ζ(x))dµ(ζ) et ([D1] 18.8.5) :

Proposition 5.1.3. — Soit ζ ∈ Ĝ. Alors ζ est dans la série discrète ssi µ({ζ}) > 0
et dans ce cas µ({ζ}) = dζ .

Par la suite, nous ne ferons plus l’hypothèse que G est de type I.

5.1.2. Coefficients de matrices et projecteurs minimaux

Soit U = V N(G) et U ′ son commutant. Soit Hπ ⊂ L2(G) l’espace d’une sous-
représentation irréductible π, E le projecteur minimal de U ′ associé. On notera éga-
lement π ∈ Ĝd la classe de la représentation. Soit F le support central de E dans
U ∩ U ′ et K = F (L2(G)). Pour tous ξ, η ∈ Hπ, soit φη,ξ ∈ L2(G) définie par :

∀ g ∈ G, φη,ξ(g) = 〈η, π(g)ξ〉.

Notons encore ∀ ζ ∈ L2(G), ζ̂ ∈ L2(G) l’élément tel que pour presque tout g ∈ G,
ζ̂(g) = ζ(g−1).

Le théorème suivant est démontré dans [D1] (14.2.2, 14.2.3, 14.3.5, 14.3.6, 14.4.2) :

Théorème 5.1.4

(1) F est un projecteur minimal de U ∩ U ′ et toute sous-représentation de L2(G)
équivalente à π est une sous-représentation de F (L2(G)).

(2) K ⊂ Λ(n(G)).
(3) ∀ ξ, η ∈ Hπ, φ̂η,ξ = ξ ∗ η∗ ∈ K.
(4) Il existe un unique isomorphisme d’espaces de Hilbert Φ : Hπ ⊗ Hπ → K tel

que Φ(ξ ⊗ η) = d1/2
π φ̂η,ξ. De plus, Φ entrelace (π, π) et (λ, ρ).

(5) En identifiant Hπ ⊗ Hπ à l’espace des opérateurs d’Hilbert-Schmidt sur Hπ,
on a :

Φ(u∗) = Φ(u)∗, Φ(uv) = d1/2
π Φ(u) ∗ Φ(v).

(6) Soit f ∈ n(G). On a :

‖F (f)‖2
2 = dπ Tr(π(f)π(f∗)).

D’après la dernière assertion du théorème, π(C∗(G)) ⊂ K(Hπ) ; en particulier, {π}
est fermé dans Ĝ. De plus, ∀ ξ ∈ Hπ avec ‖ξ‖2 = 1, on a dπφ̂ξ,ξ ∈ K ⊂ Λ(n(G)). Soit
pξ ∈ n(G) tel que Λ(pξ) = dπφ̂ξ,ξ.

Lemme 5.1.5. — L’élément pξ de n(G) est un projecteur minimal de V N(G).
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Démonstration. — D’après la cinquième assertion du théorème, pξ est un projecteur
et d’après la sixième π(pξ) est de rang un. Soit η ∈ K⊥, pξ(η) = ξ ∗ ξ∗ ∗ η ∈ K ∩ K⊥

puisque K (et donc K⊥) est biinvariant. Donc pξ(η) = 0. D’où le résultat. En fait,
π(pξ) est le projecteur orthogonal sur ξ. En effet, ∀ η ∈ Hπ,

〈η, pξ(ξ)〉 = dπ

∫
〈gξ, ξ〉〈gξ, η〉dg

= 〈η, ξ〉

On en déduit, avec les mêmes notations :

Proposition 5.1.6. — π est ouvert dans Ĝr ssi pξ ∈ λ(C∗
r (G)).

Démonstration. — Si π est ouvert dans Ĝr, comme {π} est fermé, alors on a un iso-
morphisme θ : C∗

r (G) → K(Hπ)⊕Jr
π où Jr

π est le noyau de π vu comme représentation
de C∗

r (G). Modulo cette identification, si θξ,ξ est le projecteur orthogonal sur ξ dans
Hπ, alors λ(θ−1(θξ,ξ⊕ 0)) = pξ. La réciproque résulte de la première partie du lemme
suivant avec H = L2(G) et H ′ = K⊥.

Lemme 5.1.7. — Soit A une C∗-algèbre et ρ une représentation fidèle de A dans un
espace de Hilbert H.

(1) Soit π ∈ Â telle que {π} est fermé dans Ĝ et 0 .= x ∈ A. On suppose que ρ se
décompose en H = Hπ ⊗ K ⊕ H′ et que l’on a ρ|H′(x) = 0 et ρ|Hπ⊗K = π ⊗ 1K. Alors
{π} est ouvert dans Ĝ.

(2) Si π ∈ Â est telle que {π} est ouvert dans Â et si A est séparable, alors il existe
une sous-représentation irréductible de ρ dont la classe est π.

Démonstration
(1) Soit I = Ker(π). Alors (ρ|H′)|I est injective. Pour tout i ∈ I, ρ|H′(ix) = 0 donc

ρ(ix) = 0 et ix = 0. Donc ∀ ζ ∈ Î, ζ(x) = 0. Comme π est fermée, Î = Â \ {π} et par
ailleurs, π(x) .= 0. Donc {π} = {ζ ∈ Ĝ | ζ(x) .= 0} est ouvert.

(2) Soit I l’idéal de A tel que Î = {π} qui est séparable. Alors I 3 K(Hπ). Le
morphisme ρ|I est non trivial et la restriction de ρ à IH est un multiple de ρ.

Remarque. — Si G est localement compact unimodulaire presque connexe, P. Green
a démontré (cf. [G]) qu’une représentation π dans la série discrète est toujours isolée
dans le dual réduit.

5.2. Formules de multiplicités

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, Γ un sous-groupe discret sans
torsion cocompact de G, et soit σ une représentation unitaire de dimension N de
Γ. Comme IndG

Γ (σ) est liminaire, elle se décompose en une somme directe de re-
présentations irréductibles de G. Étant donné ρ ∈ Ĝ, le problème des multiplicités
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consiste alors à calculer m(ρ,Γ, σ) la multiplicité de ρ dans IndG
Γ (σ) qui est finie. En

particulier, les formules de Langlands concerne le calcul de m(π,Γ, σ) pour π ∈ Ĝd.
Soit donc π ∈ Ĝd. Supposons que π est isolée dans Ĝr (resp. dans Ĝ). Alors on a

un isomorphisme canonique C∗
r (G) 3 K(Hπ) ⊕ Jr

π (resp. C∗(G) 3 K(Hπ) ⊕ Jπ) où
Jr
π (resp. Jπ) est le noyau de π vu comme représentation de C∗

r (G) (resp. C∗(G)).
Soit xπ ∈ K0(C∗

r (G)) (resp. pπ ∈ K0(C∗(G))) l’élément de K-théorie associé. En
particulier, si π est isolée dans Ĝ, alors λ∗(pπ) = xπ.

Lemme 5.2.1. — (tG)∗(xπ) = dπ.

Démonstration. — Fixons ξ un vecteur unitaire dans Hπ et pξ ∈ C∗
r (G) le projecteur

associé. Alors [pξ] = xπ donc

(tG)∗(xπ) = tG(pξ)

= ‖pξ‖2
2

= dπ.

Théorème 5.2.2. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, π une série
discrète de G isolée dans Ĝr, et xπ ∈ K0(C∗

r (G)) l’élément associé. Soit Γ un sous-
groupe discret cocompact de G et σ une représentation unitaire de Γ de dimension N
finie. Soit Cπ ∈ K∗

top(G) tel que µG,r(Cπ) = xπ. Soit µπ = µG(Cπ). On a :

(IndG
Γ (σ))∗(µG(Cπ)) = N vol(G/Γ)dπ.

Supposons de plus, π est isolée dans Ĝ et soit pπ ∈ K0(C∗(G)) l’élément associé. Si
µG(Cπ) = pπ, alors on a :

m(π,Γ, σ) = N vol(G/Γ)dπ .

Démonstration. — Compte tenu du lemme précédent, la première assertion est sim-
plement le théorème 4.4.1 appliqué à Cπ . La seconde résulte immédiatement du fait
que m(π,Γ, σ) = (IndG

Γ (σ))∗(pπ).

Remarques

(1) L’existence (et son unicité) d’un tel élément Cπ est postulée par la conjecture
de Baum-Connes sans coefficients pour G. Cette conjecture est maintenant démontrée
pour une vaste classe de groupes : les groupes de Lie réductifs (A. Wassermann), les
groupes réductifs sur un corps p-adique (V. Lafforgue) et les groupes moyennables
(N. Higson, G. Kasparov). Signalons également que l’injectivité de µr

G,A est connue
pour une très vaste classe de groupes en particulier, pour tous les sous-groupes fermés
des groupes presque-connexes et des groupes réductifs p-adiques.

(2) La représentation π peut être isolée dans Ĝr sans l’être dans Ĝ (ceci se produit
déjà pour G = SL2(R)). Le théorème précédent fournit néanmoins une formule à la
Langlands pour toutes les séries discrètes des groupes localement compact presque
connexes vérifiant la conjecture de Baum-Connes. Cette formule ne permet pas de
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calculer directement la multiplicité m(π,Γ, σ) mais la relie aux multiplicités d’autres
représentations (non faiblement contenues dans la représentation régulière). En par-
ticulier, on obtient une explication géométrique des formules pour les séries discrètes
non intégrables des groupes SO(n, 1).

Théorème 5.2.3. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire moyennable
(ou T -moyennable) et π une série discrète isolée dans Ĝ, alors :

m(π,Γ, σ) = N vol(G/Γ)dπ .

Démonstration. — N. Higson et G.Kasparov ont démontré la conjecture de Baum-
Connes pour les groupes T -moyennables et montré qu’ils sont K-moyennables. En
particulier, µG est un isomorphisme donc il existe un unique Cπ ∈ K∗

top(G) tel que
µG(Cπ) = pπ auquel on peut appliquer le théorème précédent. D’où le résultat.

Remarques

(1) Dans le cas des groupes nilpotents, ce résultat est dû à C.C. Moore et J.A. Wolf
([M-W]).

(2) Ce résultat implique que l’ensemble des dimensions formelles des séries dis-
crètes d’un groupe localement compact moyennable possédant un sous-groupe discret
cocompact sans torsion, est discret dans R (cf. [Co-M] pour un exemple de groupe
de Lie nilpotent dont l’ensemble des dimensions formelles des séries discrètes n’est
pas discret). Rappelons que si G est un groupe linéaire, et Γ est un sous-groupe de
type fini, alors Γ possède un sous-groupe d’indice fini sans torsion, et que tout réseau
cocompact d’un groupe localement compact presque-connexe est de type fini, puisque
ce sont des groupes fondamentaux de variétés compactes. Ainsi l’ensemble des dimen-
sions formelles d’un groupe linéaire localement compact moyennable possédant un
réseau cocompact est discret.

5.3. Cas des représentations intégrables

5.3.1. Intégrabilité d’une représentation. — Soit G un groupe localement com-
pact unimodulaire.

Proposition 5.3.1. — Soit π une série discrète isolée dans le dual réduit. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

(1) ∃x ∈ L1(G) tel que π(x) est de rang fini non nul et ρ(x) = 0, ∀ ρ ∈ Ĝ \ {π}.
(2) ∃ p ∈ L1(G) tel que π(p) est un projecteur de rang 1 et ρ(p) = 0, ∀ ρ ∈ Ĝ\{π}.
(3) ∃ ξ ∈ Hπ, ‖ξ‖ = 1 tel que la fonction g → 〈ξ, π(g)ξ〉 est intégrable.
Si la représentation vérifie l’une des assertions équivalentes, on dit qu’elle est in-

tégrable.
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Démonstration. — Trivialement, l’assertion 2 implique l’assertion 1. Pour montrer
la réciproque, soit x ∈ L1(G) tel que dans l’assertion 1. Soit j : L1(G) → C∗(G)
l’inclusion canonique et B la sous-algèbre involutive j(x)C∗(G)j(x∗) de C∗(G). Alors
B est de dimension finie et π induit un isomorphisme entre B et π(B) = L(π(x∗)H).
De plus, ∀ ρ ∈ Ĝ \ {π}, on a ρ(B) = 0. Soit b in B tel que π(b) soit un projecteur de
rang un. Comme j(xL1(G)x∗) = B (puisque B est de dimension finie), b ∈ j(L1(G)).
D’où l’assertion 2. D’après ce qui précède, l’assertion 3 implique l’assertion 2, puisque
si ξ ∈ Hπ est de norme 1 et tel que g → 〈ξ, gξ〉 ∈ L1(G), alors p ∈ L1(G) défini par
∀ g ∈ G, p(g) = dπ〈gξ, ξ〉 vérifie les hypothèses de l’assertion 2. Pour la réciproque,
soit p tel qu’en 2. Soit ξ de norme 1 tel que ξ ∈ Im(π(p)). Alors pξ = λ(p). Soit
f ∈ L2(G) la fonction qui à g ∈ G associe dπ〈ξ, gξ〉. On a : ∀ ζ, η ∈ CC(G),

〈ζ ∗ η̂, f〉 = 〈ζ, pξ(η)〉
= 〈ζ, λ(p)(η)〉

=
∫

(ζ ∗ η̂)(g)p(g)dg

ce qui implique l’égalité presque sûre des fonctions p et f . D’où le résultat.

Lemme 5.3.2. — Soit π une série discrète isolée dans Ĝr.

(1) S’il existe un projecteur p de L1(G), et une homotopie de projecteurs dans
C∗

r (G) entre λ(p) et un projecteur pξ pour ξ ∈ Hπ de norme 1, alors π est intégrable.
(2) S’il existe p ∈ L1(G) projecteur tel que [λ(p)] = xπ, et si G est liminaire, alors

π est encore intégrable.

Démonstration. — On a un isomorphisme C∗
r (G) 3 K(Hπ) ⊕ Jr

π, où Jr
π est le noyau

de la représentation π de C∗
r (G). La composante de pξ (ξ ∈ Hπ) dans Jπ est nulle, et

donc c’est également le cas pour tout projecteur qui lui est homotope ; soit p un tel
projecteur. Alors π(p) est de rang 1 et donc vérifie l’assertion 2 du théorème précédent.
Donc π est intégrable.

Dans le cas, où G est liminaire, un projecteur non trivial de Jr
π a toujours une

classe non triviale en K-théorie ; donc dans ce cas, tout projecteur p de C∗
r (G) qui

définit la même classe qu’un pξ a également une composante nulle dans Jr
π et par

ailleurs le rang de π(p) est π∗(p) = π∗(xπ) = 1. Donc p vérifie encore l’assertion 2 et
π est intégrable.

Soit j : L1(G) → C∗(G) l’application canonique.

Lemme 5.3.3. — Soit ξ ∈ Hπ de norme 1 tel que la fonction p définie par ∀ g ∈ G,
p(g) = dπ〈gξ, ξ〉 est dans L1(G). Soit f ∈ CC(G), on a l’égalité suivante dans L1(G)

p ∗ f ∗ p = 〈ξ, π(f)ξ〉p.

La série discrète est isolée dans le dual plein et pπ = [j(p)].
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Démonstration. — Comme λ : L1(G) → V N(G) est injective, il suffit de le vérifier
dans V N(G). Or λ(pξ) est un projecteur minimal dans V N(G). Donc il existe cf ∈ C,
tel que λ(pfp) = cfp. On a

cf = cf 〈ξ, π(p)ξ〉
= 〈ξ, π(pfp)ξ〉
= 〈ξ, π(f)ξ〉

D’où la formule. Il s’ensuit que j(p)C∗(G)j(p) = Cj(p) et donc j(p) est un projecteur
minimal de C∗(G) et donc π est isolée dans Ĝ (cf. [V2]).

5.3.2. Les travaux de V. Lafforgue sur la conjecture de Bost et les multipli-
cités des séries discrètes intégrables. — Soit G un groupe localement compact.
On peut construire (cf. [L]) une flèche de Baum-Connes pour l’algèbre L1(G) :

µ1 : K∗
top(G) → K∗(L1(G))

telle que µ = j∗ ◦µ1. La conjecture de Bost affirme que µ1 est un isomorphisme. Dans
sa thèse, V. Lafforgue a introduit une vaste classe C′ de groupes localement compacts
(stable par sous-groupe fermé) qui comprend tous les groupes de Lie semisimples, les
groupes réductifs sur les groupes p-adiques, et les groupes moyennables.

Théorème 5.3.4 (V. Lafforgue). — Si G est dans la classe C′, alors G vérifie la
conjecture de Bost.

En particulier, si G est dans la classe C′, l’image de µ contient (et est égal à) l’image
de j∗. Ainsi si π est une série discrète intégrable, pπ (et donc xπ) est dans l’image de
µ (resp. µr). Par ailleurs, pour les groupes dans la classe C′, µr est injective.

En conjuguant le théorème de V. Lafforgue et le théorème 5.2.2, on obtient :

Théorème 5.3.5. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, Γ un sous-
groupe discret cocompact sans torsion dans la classe C′, π une représentation intégrable
de G, σ une représentation unitaire de dimension N de Γ. Alors on a la formule des
multiplicités :

m(π,Γ, σ) = N vol(G/Γ)dπ .
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