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K-THEORIE ET MULTIPLICITES DANS L*(G/TI)

Francois Pierrot

Résumé. — On démontre une version généralisée du théoréme d’indice L? d’Atiyah
concernant les opérateurs elliptiques équivariants sur des revétements galoisiens de
variétés compactes, dans le cadre de la K-théorie de Baum-Connes. En utilisant des
résultats récents de K-théorie d’algébres de groupes, ceci nous permet de démontrer
les formules de multiplicités des séries discrétes intégrables dans les espaces homogénes
de sous-groupes discrets cocompacts sans torsion, dans le cadre des groupes de Lie
semi-simples (résultat da a R.P. Langlands), mais également dans le cadre p-adique.

Abstract (K -theory and multiplicities in L2(G/T)). — We prove a generalized version
of the L% index theorem of Atiyah concerning equivariant elliptic operators on cov-
erings of compact manifolds, in the context of the Baum-Connes conjecture. Using
recent results on the K-theory of group algebras, this enables us to compute the
multiplicities of integrable discrete series in the homogeneous spaces of discrete tor-
sionless and cocompact subgroups, in the case of semisimple Lie groups (a result due
to R.P. Langlands), but also in the p-adique case.
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INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire est de démontrer un théoreme dans le cadre de la K-théorie
des C'*-algebres de groupes qui affirme ’égalité de deux morphismes sur 'image de
I’application de Baum-Connes : d’une part celui induit par la représentation quasi-
réguliere d'un sous-groupe discret cocompact sans torsion, d’autre part, celui induit
aprés normalisation, par la trace usuelle, et d’en déduire des généralisations des for-
mules de multiplicité de Langlands ([Lan]).

Soit G un groupe localement compact muni d’'une mesure de Haar dg. L’algebre
involutive Co(G) admet une représentation A dite réguliére par opérateurs bornés sur
L?(G) et C7(G) désigne la fermeture normique de A\(Cc(G)). La conjecture de Baum-
Connes ([B-C], [B-C-H]) porte sur la K-théorie de la C*-algebre C(G). Soit EG
I’espace classifiant les actions propres de G et Kt*op(G) la K-homologie G-équivariante
de EG. Dans [B-C-H], est définie I'application d’assemblage ou application de Baum-
Connes p, @ K, — K.(C}(G)) et la conjecture de Baum-Connes affirme que c’est
un isomorphisme.

Le principe est que I'espace K¢,

(@) est en général plus simple a calculer. Si G est
un groupe de Lie semisimple, K un compact maximal (en supposant pour simplifier
que la représentation de K sur g/t est spinorielle), on peut identifier de fagon natu-
relle K7, (G) a l'anneau des représentations de K. De 'autre coté, K..(C;(G)) fournit
des informations sur les représentations unitaires de G faiblement contenues dans la
réguliere, méme quand G n’est pas de type I. Supposons que G est unimodulaire.
Rappelons qu’on appelle série discréte de GG la classe d’une sous-représentation irré-
ductible de L?(G) et qu'une représentation unitaire irréductible 7 de G est une série
discrete ssi elle possede un vecteur € non nul tel que [, [(§, g€)[*dg < +oo (on dit
que la série discrete est de plus intégrable s’il existe £ tel que [ (€, g€)|dg < +o0). 11
existe alors une constante d, > 0 appelée dimension formelle de 7 telle que pour tout
vecteur £ de la représentation, on a [, [(€, g€)[*dg = d;*||£]|%. Si 7 est isolée dans le
dual réduit de G (ce qui est le cas pour toute série discrete, si G est presque connexe
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d’apres [G]), C(G) contient K(H,) en facteur donc Ko(C;(G)) contient une copie
de Z attachée & la série discrete (on notera x, € Ko(C}(G)) son générateur).

Soit I' un sous-groupe discret cocompact de G. Les formules de multiplicité évo-
quées ci-dessus concernent la représentation par translation a gauche de G dans
L?(G/T). Celle-ci se décompose en une somme directe hilbertienne de représentations
irréductibles. Le célebre résultat de R.P. Langlands est le suivant :

THEOREME 0.1 ([Lan]). — Soit ' un réseau cocompact sans torsion d’un groupe de
Lie semisimple G, ™ une série discréete intégrable de G, alors la multiplicité de w dans
L?(G/T) est égale a dy vol(G/T).

Rappelons que la démonstration de Langlands consiste a appliquer la formule des
traces de Selberg a un coefficient de matrice intégrable et a utiliser les résultats d’an-
nulation d’intégrales orbitales pour les éléments semisimples.

Pour étudier cette multiplicité, on est amené a étudier la C*-algebre maximale
notée C*(G) de G, i.e. celle dont le spectre est constitué de toutes les représen-
tations irréductibles unitaires de G et non pas seulement de celles qui sont faible-
ment contenues dans la réguliere. Il existe également une application d’assemblage
p: K, (G) — K (C*(GQ)) pour la C*-algebre maximale de G telle que A\x o pp = iy,
ou A : K. (C*(G)) — K.(C}(Q)) est le morphisme induit par le quotient A : C*(G) —
CHG).

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce mémoire (théoréme
5.2.2) :

THEOREME 0.2. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, ™ une série
discrete de G isolée dans G, et x, € Ko(Cx(@)) lélément associé. Soit T' un sous-
groupe discret cocompact sans torsion de G, o une représentation unitaire de T’ de
dimension N finie et Ind?(a) la représentation unitaire induite de G. Soit Cr €
K (G) tel que p-(Cr) = xx. On a :

top

(Ind€ (0))- (1(Cx)) = N vol(G/T)dr.

L’existence (et l'unicité) d’un tel élément C est postulée par la conjecture de
Baum-Connes pour G. Cette conjecture est maintenant démontrée pour une vaste
classe de groupes : les groupes de Lie réductifs (A. Wassermann [Wa)), les groupes
réductifs sur un corps p-adique (V. Lafforgue [L]) et les groupes moyennables
(N. Higson, G. Kasparov [H-K]).

Supposons de plus que 7 est isolée dans G de sorte que C*(G) contient une copie
de K attachée a la série discrete. Soit pr € Ko(C*(QG)) I'élément associé. Clairement,
As(pr) = Tr.
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COROLLAIRE 0.1. — Si u(Cr) = px, alors on a :

m(m,T,0) = Nvol(G/T)d.

Dans le cas ou la série discréte est isolée dans G (ce qui est toujours le cas si 7
est intégrable), d’apres le corollaire précédent, il suffit pour démontrer la formule de
Langlands, de savoir que p, est dans 'image de u. Toutefois, la conjecture de Baum-
Connes postule seulement que A, (pr) est dans I'image A, o . Quand A, est injective,
c’est suffisant. Compte tenu des travaux de Higson-Kasparov ([H-K]), on en déduit
(théoréme 5.2.3) :

COROLLAIRE 0.2. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire moyennable
(ou T-moyennable) et ™ une série discréte isolée dans G, alors :

m(m,T,0) = Nvol(G/T')d.

Une conjecture de Bost implique que pour un groupe localement compact G, 'image
de pu est égal & 'image de K, (L'(Q)) dans K.(C*(G)). Si 7 est intégrable, p, est dans
I'image de K,(LY(Q)).

Dans [L] et [L2], V. Lafforgue démontre la conjecture de Bost pour une vaste classe
C’ de groupes localement compacts (stable par sous-groupe fermé) qui comprend tous
les groupes de Lie semisimples, les groupes réductifs sur les groupes p-adiques, et les
groupes moyennables. On en déduit (théoréme 5.3.5) :

COROLLAIRE 0.3. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, I' un sous-
groupe discret cocompact sans torsion dans la classe C', m une représentation intégrable
de G, o une représentation unitaire de dimension N de I". Alors on a la formule des
multiplicités :

m(m,I',0) = Nvol(G/T")d.

La démonstration du théoreme 0.2 repose sur 'analyse des traces densément défi-
nies sur les C*-algebres et des applications qu’elles induisent en K-théorie (chapitres
1 et 2). En effet, une trace ¢ densément définie sur une C*-algebre induit une trace
algébrique sur un idéal dense qui a méme K-théorie que A (proposition 1.2.3) d’out
une application ¢, : Ko(4) — C. L’exemple qui nous intéresse en premier lieu est le
cas d’un groupe localement compact unimodulaire. Il existe alors ([D1]) une unique
trace sci t¢ telle que V f € LY(G) N L3(G), on a t(f*f) = ||f||?>. Quand 7 est une
série discrete isolée dans le dual réduit de G, alors pour tout vecteur £ unitaire de 7,
la fonction p définie par Vg € G, p(g) = d(m(9)&, &) est dans C}(G), [p] = [zx] et
par définition, t%(p) = p(e) = d,. Compte tenu de ceci, le théoréme 0.2 est un cas
particulier du suivant (théoreme 4.4.1) :

THEOREME 0.3. — Soit G un groupe localement compact, I' un sous-groupe discret
sans torsion cocompact. Soit o une représentation unitaire de I' de dimension N.
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Alors on a :
(Ind€ (0))« o p = N vol(G/T) x (t%), o p.

Ce théoreme découle :

(1) d’un théoreme abstrait énoncé dans [H] qui affirme que pour un groupe discret
sans torsion la trace usuelle sur C*(T") donnée par I’évaluation en I'identité induit la
méme application en K-théorie que le morphisme associé a la représentation triviale
sur I'image de Papplication de Baum-Connes. Le fait que tL(z) = (er).(x) quand
z € Ko(C*(I")) est lindice équivariant ([B-C-H]) d’un opérateur pseudodifférentiel
I'-équivariant sur un revétement galoisien de groupe I' d’une variété compacte, est une
reformulation abstraite du théoreme d’indice L? d’Atiyah. Nous montrons que pour un
groupe discret sans torsion, tout élément de 'image de ’application de Baum-Connes
est un tel indice équivariant (proposition 3.1.7) et nous démontrons une version a
coefficient de ce théoréme (chapitre 3, théoreme 3.3.4). Ceci nous amene a étudier la
notion de T'-trace (définie & l'origine par M.F. Atiyah [A]) dans le cadre abstrait des
modules hilbertiens (chapitre 2).

(2) d’une propriété de fonctorialité de la trace pour les sous-groupes cocompacts,
que nous démontrons au chapitre 4. Soit I' un sous-groupe discret cocompact d’un
groupe G localement compact. Soit o& : K,(C*(G)) — K,.(C*(I')) le morphisme
associé a l'induction. Alors on a :

(t") s 0 oF = vol(G/T)(t%)..

(3) d’une propriété de fonctorialité de I’application de Baum-Connes pour les sous-
groupes cocompacts (théoreme 4.3.5).

Notons qu’une représentation irréductible © dans la série discrete d’un groupe lo-
calement compact G peut étre isolée dans G, sans létre dans G (ceci se produit déja
pour G = SL3(R)). Le théoréme 0.2 fournit néanmoins une formule & la Langlands
pour toutes les séries discretes des groupes localement compacts presque connexes
vérifiant la conjecture de Baum-Connes. Cette formule ne permet pas de calculer
directement la multiplicité m(w,I', o) mais la relie aux multiplicités d’autres repré-
sentations (non faiblement contenues dans la représentation réguliere). En particulier,
on obtient une explication géométrique des formules pour les séries discretes non in-
tégrables des groupes SO(n, 1).

Remerciements. — Je remercie vivement Georges Skandalis, sous la direction duquel
j’al réalisé ma these de doctorat, d’oul est tiré cet article, ainsi que Joel Bellaiche et
Vincent Lafforgue.
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CHAPITRE 1

TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

Dans ce chapitre, nous étudions les traces densément définies et leurs liens avec
la K-théorie. Nous commengons en donnant les formules algébriques permettant de
calculer 'accouplement d’une trace sur une algebre A et de 1’élément de Ky(A) as-
socié a un quasiisomorphisme. Puis nous montrons qu’un idéal dense d’une algebre
de Banach A a méme K-théorie que A, ce qui permet de définir pour toute trace
densément définie 7 sur une C*-algebre A un accouplement entre Ko(A) et 7. Soit
A une C*-algebre munie d’une trace densément définie. Apres avoir étudié les traces
naturelles sur 'algebre des opérateurs compacts d’'un A-module hilbertien, nous don-
nons une formule qui permet de calculer accouplement entre un élément de Ky(A)
donné sous la forme d’un opérateur Fredholm au sens de Kasparov, et la trace; nous
terminons en faisant le lien avec la théorie de I'indice de Breuer.

1.1. Rappels algébriques

Soit A une C-algebre non nécessairement unitaire. Convenons d’appeler trace sur
A toute application linéaire 7 : A — C telle que Va,b € A, 7(ab) = 7(ba). Soit T
une trace sur A. Si A est unitaire, application qui & p € M,,(A) projection, associe
7(3°7_, pii), s’étend d’une unique fagon en un morphisme noté 7, de Ko(A) dans C.

Soit A D'unitarisée de A. Rappelons que A est I’algebre obtenue en munissant
I’espace vectoriel A @& C du produit défini par, pour tous a1,as € A, A\, A2 € C,

(a1 D )\1)(0,2 () )\2) = (()\Qal + Aasg + alag) () )\1)\2).
Lapplication 7 : A — C qui Va € A et A € C, vérifie 7(a ® \) = 7(a) est une trace

sur A qui étend 7. La restriction & Ko(A) C Ko(A) de 7, est notée 7. Elle coincide
si A est unitale, avec application définie précédemment. Si x € Ky(A), on notera

également (z,7) le complexe 7. (x).
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Soit J un idéal d’une C-algebre unitaire A. Tout élément D de A inversible modulo
J définit un élément canonique de Ko(J) (¢f. [B-C-H]). On peut en donner une
formule explicite. Soit @ un inverse de D modulo J, S1 =1—DQ, et So =1—-Q@D.

On a:
o= [(go TN =G0l

On dira qu’une trace 7 sur J est une trace relativement a A, si pour tout a € A,
i€ J, m(ai) = 7(ia).
LEMME 1.1.1. — Soit T une trace sur J.

Soit D et Q des éléments de A. Soient S1 =1 —DQ et So =1—QD. Alors :

(1) Vn e N*, il existe Q,, € A tel que 1 — DQ,, = ST et 1 —Q,D = S%.

(2) S’il eviste k € N* tel que S¥ et S§ soient dans J, alors D est inversible modulo J
et .([D]) = 7(S3*) — 7(S").

(3) Si T est une trace relativement a A, et si k € N* est tel que S¥ € J et S5 € J,
alorsVn >k,

(D)) = 7(S5) — 7(ST) = 7(85) — 7(ST)-

Démonstration

(1) Pour tout polynéme P € C[X], QP(DQ) = P(QD)Q. Soit alors P € Z[X]
défini par XPp(X) =1 — (1 — X)™. Soit Q, = QP,(DQ) = P,(QD)Q. Alors

1-DQ,=(1-DQ)" et 1—QuD=(1—QD)".
(2) Soit Qy, tel que 1 — DQy, = SF et 1 — QD = S§. Alors

[/ 1— S (SF+SED 10
D] = [( SEQr, S2k )} B [(o o”
d’ou le résultat.
(3) 11 suffit de montrer que si n € N* est tel que S* € J (i = 1,2), alors

T(S3 ™) = 7(S7FY) = 7(8) — 7(ST).

Or
(8¢ = 577 = 7((1 - DQ)"DQ)
=7(Q(1 - DQ)"D)
=7((1-@D)"QD)
=7(85 — 531)
REMARQUE. — L’hypothese que la trace est une trace relativement & A est néces-

saire pour la derniére assertion. En effet, soit n € N*, A la Q-algebre des matrices
triangulaires supérieures dans Ms, (Q). Soit J l'idéal de A de carré nul des matrices
m = (my;) € A telles que m;; = 0 si j < i + n. Toute forme linéaire sur J est une
trace sur J. Soit D € A une matrice diagonale inversible. Notons Vk € {1,...,n},

MEMOIRES DE LA SMF 89
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Mg = Dy et supposons que Vk > 1,\;, # A;. Soit @ = D™' — N o N;; = 1 si
j =141 et 0 sinon. Alors

(1-QD)"eJ et (1-DQ)" € J.
Pour j € {1,...,2n}, pe {1,...,2n— 1},
(1=QD)P)1; = (1 - DQ)P)1; =0

sauf si j = p+ 1 auquel cas
p+1

(L=QD)")y; =[] et ((1—DQ)P); =
k=2

i~

Ak
k

1
Soit f : J — C définie par Vj € J, f(j) = Srr,,.1 fik, alors Vp € {n,...,2n — 1},

p+1 D

(1= QDY) = £((1 = DQY) = [] M — [] M #0.
k=2 k=1

Or [D] = 0 puisque Ky(J) = 0 comme le montre le lemme suivant.

LEMME 1.1.2. — Soit A une C-algébre.

(1) Supposons ici que A est unitale et soit p,q deux projections dans A telle que
p+q—1 est inversible. Alors [p] = [q] € Ko(A).

(2) Soit n € N tels que tous les produits de n éléments de A sont nuls. Alors
Ky(A) =0.

Démonstration
(1) Comme p(p+q—1)=pg=(p+qg—1)g, (p+q—1)""p(p+q—1)=gq.
(2) Soit ¢ une projection dans M,,(A) et p € M, (C) I'image de ¢ par le morphisme
d’augmentation de M, (A) dans M, (C). Soit a = ¢ —p € M, (A). Alors
Cp—1Dp+q—1)=02p—-1*+2p—-Da=1+(2p—1)a.
Or (2p — 1)a est nilpotent donc p + g — 1 est inversible et donc [p] = [g]. D’ou le
résultat.

1.2. Traces densément définies sur les C*-algebres et K-théorie

1.2.1. K-théorie des idéaux denses des algébres de Banach. — Rappelons
le résultat suivant di & Swan ([Sw]) :

PropoOSITION 1.2.1. — Soit A une sous-algébre dense unifére d’une algébre de Ba-
nach A wunifére, telle que le spectre de tout élément de A est le méme dans A et
dans A.
(1) Pour tout n € N, la sous-algébre M, (A) de M, (A) a les mémes propriétés.
(2) L’inclusion de A dans A induit un morphisme injectif de Ko(A) dans Ko(A).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



8 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

Esquissons comment 'on déduit la seconde assertion de la premiere. Soit e,e’ €
M,(A), p € eM,(Ae, q € eM,(A)e, tels que pg = ¢’ et gp = e. Soit z € ¢’M,,(A)e
et y € eM,(A)e’ tels que

le =l <172+ la)™" et lly —all <1/20+[lpID~

Alors ||lzy — €| < 1 et |lyz —e|| < 1 donc zy et yx sont inversibles respectivement
dans ' M, (A)e’ et eM,(A)e et donc dans e'M,(A)e’ et eM,(A)e. Donc il existe
' 2" € eMy(A)e tel que za’ = €' et 2"’z = e. Alors 2/ = z"za’ = 2’. Dol le
résultat.

PROPOSITION 1.2.2. — Soit A C A une sous-algébre dense d’une algébre de Ba-
nach A. On suppose que pour tout n > 0, M,(A) est stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans M, (A). Alors Uapplication naturelle de Ko(A) dans Ko(A) est un
isomorphisme.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, il suffit de vérifier la surjecti-
vité. Pour n € N* on munit M, (A) d’une norme d’algébre de Banach compatible

avec celle de A. Soit x € M,,(A) un projecteur avec x = p+ a, p € M,,(C) projecteur
et a € M,(A). Soit 2’ € M, (A) tel que

lz = &'l < sup([l(z — 1/2+ ) M)~
teR

alors Sp(z’) € Q = {z € C | Re(z) # 1/2}. Soit f la fonction holomorphe sur Q qui
a z € Q associe 0 si Re(z) < 1/2 et 1 si Re(z) > 1/2. Soit P = X(1 — X) € C[X].
Il existe go et g1 des fonctions holomorphes sur P(Q) telles que pour tout z € €,
f(2) = go(P(2)) + 2g1(P(2)). Soit (am)men une suite d’éléments de M, (A) tels que,

VmeN, fa—an| < (sup(lz—1/2+it)7"|)~".
teR

Alors f(p+ an) est une suite de projecteurs qui tend vers f(x) et donc pour m assez
grand

[f(p+ am)] = [f(2)] = [z] € Ko(A).
Or

fp+am) = go(P(p+am)) + (p + am)g1(P(p + am)) € Mn(A),
puisque P(p + an,) € My (A).

REMARQUE. — Soit A une algebre de Banach et A une sous-algebre dense de A munie
d’une structure d’algebre de Banach dont la topologie est plus fine que celle induite
par A et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans A. Alors d’apres le lemme
1.2.1 linclusion de M, (A) dans M, (A) est isospectrale, donc M, (A) est stable par
calcul fonctionnel holomorphe. Donc l'inclusion de A dans A induit un isomorphisme

de Ko(A) sur Ko(A).
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1.2. TRACES DENSEMENT DEFINIES SUR LES C*-ALGEBRES ET K-THEORIE 9

PROPOSITION 1.2.3. — Soit I un idéal a4 gauche (resp. a droite) dense d’une algébre
de Banach A. Alors I est stable par calcul fonctionnel et l'inclusion de I dans A induit
un isomorphisme de Ko(I) sur Ko(A).

Démonstration. — Soit x € I. Soit K = Sp 7(z) et U un voisinage ouvert de K. Soit

f une fonction holomorphe sur U. Soit g une fonction holomorphe sur U telle que
VYA eU, f(N) = f(0)+ Ag(N). Alors

f(2) = F(0)1 +2g(x) = £(0) + g(x)z € I.

Donc I est stable par calcul fonctionnel holomorphe.
La seconde assertion résulte du fait que M, (I) idéal de M,,(A) est stable par calcul
fonctionnel holomorphe et de la proposition précédente.

On a d’ailleurs un peu mieux :

LEMME 1.2.4. — Soit I un idéal a gauche (resp. a droite) d’une algébre de Banach.

Alors ¥V € N*, M, (I) est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans M, (A).

Démonstration. — Soit 7 : A — C le morphisme unital et 7, : M,(A) — M, (C) son
extension aux matrices. Soit © € M, (I), R le polynéme minimal de m,(z) € M,(C).
Soit P un polynome tel que (f — P)/R se prolonge sur U en une fonction holomorphe

g. Puisque P(x) € M,,(I) et R(x) € M,,(I), on a f(x) = P(z) + R(z)g(x) € M, (I).

1.2.2. Formes sur la K-théorie associées a des traces densément définies
sur des C*-algebres

DEFINITION 1.2.5. — On appelle trace sur une C*-algebre ([D1], p.115) une appli-
cation t : AT — RT U {400} telle que :

(1) fOz+y)=Af(z)+ fly), z,y € AT, A >0.
(2) f(zz*) = f(z*x), x € A.

Si t est une trace sur une C*-algebre A, on notera n; I’ensemble formé des éléments
x de A tels que t(z*z) < +oo et my Pespace vectoriel engendré par les produits
d’éléments de n; ou s’il n’y a pas ambiguité n, m respectivement.

PROPOSITION 1.2.6 ([D1], p.116). — Soit t une trace sur une C*-algébre A.

(1) Les ensembles n et m sont des idéaux bilatéres autoadjoints. En tant qu’espace
vectoriel, m est engendré par m* =mnN AT et on a mt = {z € A" | t(x) < +oc}.
De plus m = .

(2) I existe une unique application linéaire t' : m — C qui coincide avec t sur m™.

(3) On at/(z*) =t/(z), x € m et t'(xy) = t'(yz), 2,y € n. En particulier, ' est
une trace sur m relativement a A.

On dira que la trace est densément définie sim =n = A.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



10 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

DEFINITION 1.2.7. — Soit ¢ une trace densément définie sur une C*-algebre A. Soit

j :m — A linclusion. On note t, : Ko(A) — C Iapplication ('), o (j.) 1.

1.3. Traces sur les C*-algébres et C*-modules

1.3.1. Rappels sur les opérateurs compacts des C*-modules. — Soit A une
C*-algebre, F et F' deux A-modules hilbertien. Pour tous £ € F,n € E, on note
O¢., € L(E,F) défini par V¢ € E, 8¢ ,(¢) = £(n,¢). Un opérateur T' € L(E, F) est
dit de rang fini, s'il existe &,...,& € F, m,...,n, € E tel que T = 37" O¢, .-
On désigne par K(FE, F') la fermeture normique dans L(E, F') de I'ensemble formé des
opérateurs de rang fini de E dans F. Soit £ € E. On note T € K(A, E) 'opérateur
qui & a € A associe £a. On a les lemmes suivants ([SK]) :

LEMME 1.3.1. — L’application qui ¢ § € E associe Te € K(A, E) est bijective. Un
opérateur T € L(E, F) est de rang fini ssi il existe U € K(A", E) et V € K(A", F)
tel que T =VU*.

LEMME 1.3.2. — L’application qui ¢ T € L(E, F) associe (29) € L(E ® F) induit
une bijection préservant la norme entre L(E, F) (resp. K(E,F)) et le sous-espace
fermé de L(E @ F) (resp. de K(E @ F)) formé des opérateurs T tels que TF =0 et
TE C F.

D’apres ces deux lemmes, on peut identifier A, K(E) et E a des sous-espaces de
K(A ® E). Nous utiliserons la proposition suivante ([Sk]) :

PROPOSITION 1.3.3. — Soit E et F deux A-modules hilbertiens, FEy1 un sous-A-
module hilbertien de E et Iy un sous-A-module hilbertien de F.

(1) Un opérateur T € L(E, F)(resp. K(E,F)) tel que TE C Fy et T*F C E;
définit par restriction un élément de Ty € L(Ey, Fy) (resp. K(E4, F1)).

(2) Tout élément Th € K(Ei,Fy) s’étend de maniére unique en un élément
TeK(E,F) tel que TE C Fy et T*F C Ej.

Démonstration. — Esquissons la démonstration de la deuxieme assertion. Quitte a
utiliser la deuxieéme assertion, on peut supposer que E = F et Ey = Fy. Soit K(F; : E)
la sous-C*-algebre de K(E) formée des opérateurs T tels que TE UT*E C E;. Soit
r: K(E; : E) — K(E1) le morphisme induit par restriction a Ey. Soit §,n € E;. L’élé-
ment ¢, € K(F) admet clairement un prolongement en un élément de K(E, : E)
donné par la méme formule, mais en considérant cette fois £,7 € E. Donc le mor-
phisme 7 est d'image dense donc surjectif. Soit T, S € K(E : E) tels que T\g, = S|, -
Alors (T'— S)(T'— S)* =0 donc T = S. D’ott le résultat.

On notera j : K(E1, F1) — K(E, F) lapplication injective associée.
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1.3. TRACES SUR LES C*-ALGEBRES ET C*-MODULES 11

PROPOSITION 1.3.4 ([R]). — Pour tout A-module hilbertien E, il existe une applica-
tion canonique (g : K.(K(E)) — K.(A) qui est un isomorphisme lorsque E est un A-
module hilbertien plein. Quand E = A et en identifiant K(A) a A, alors (4 = idg_(a).
De plus, si E est un sous-A-module hilbertien de F', alors (r o j. = (.

1.3.2. Traces sur K(E). — Etant donné une trace 7 sur une C*-algébre A et E
un A-module hilbertien, on se propose d’étudier quelles sont les traces « naturelles »
sur K(E). Si 7 est densément définie, une condition « naturelle » pour une telle trace
7' est que 7’ soit densément définie et que (7'). = 7« o (g. Nous commencgons par
montrer que cette condition est satisfaite si V& € E, 7/(0¢¢) = 7({£,£)) puis nous
construisons une telle trace.

LEMME 1.3.5. — Soit Eq et Ey deux A-modules hilbertiens. Soit 71 et 79 deux traces
sur K(E1) et K(E2). Il existe une trace (et celle-ci est alors unique) sur K(Eq @ Es)
dont les restrictions o K(F1) et K(Eq) sont 11 et 1o ssi

VS e K(Er, Ez), 7T1(S*S)=m(55").
Démonstration. — Supposons
VS e K(E1, Ey), 71(S*S)=m(S5"),
alors on définit 7: K(E; @ Es)™, par
VT e K(E, @ E)t, 7(T) =1 (T11) + 12(Tss).
Soit S € K(E; ® Fa)™,
T(S*S) = 11(S71511 + (S21)"S21) + 72((S12)* S12 + S55522)
= T1(5115f1) + 79(521(521)%) + 71 (S12(S12)) + 7'2(522552)
=T7(55%)
L’unicité est triviale ainsi que la réciproque.

PROPOSITION 1.3.6. — Soit E un A-module hilbertien, et 7 une trace sur K(E) telle
que pour tout £ € E, 7'(0¢ ¢) = 7((&,€)). Alors 7 0 (g = (77).

Démonstration. — Soit F = A® E. Soit ip : A — K(F) et jp : K(E) — K(F) les
inclusions canoniques. D’apres la proposition 1.3.4, le morphisme induit (ig). est un
isomorphisme d’inverse (Cr). et (g = (ig); ' o (jg)«. D’apreés le lemme précédent, il
existe une unique trace 7 sur K(A @ E) dont les restrictions & A et K(E) sont 7 et
7/ soit 7" oip =T et 7" o jg = 7/, ce qui implique

(T o (ip)s =7 et (1")c0(jB) =Ti
Donc :

Teole =70 (i)' o (jr)s = (1) 0 (jE)s = (T')s-
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12 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

LEMME 1.3.7. — Soit A une C*-algébre, a,b € A, a = a*, E, F des A-modules hil-
bertiens, T € K(E, F) (resp. L(E,F)) f : R — R une fonction continue impaire.

(1) Siab= —ba, alors f(a)b= —bf(a).
(2) Il eziste S € K(E,F) (resp. L(E, F)) tel que f((37%)) = (2% ) e L(EGF).

Démonstration
(1) La fonction figp(q) est limite uniforme de polynoémes impairs P,. Donc
fla)b= lirf P,(a)b=— lirf bP,(a) = —bf(a).
(2) 1 suffit d’appliquer le résultat précédent avec a = (917 ) et b= (§ % ).

ProPOSITION 1.3.8. — Soit A une C*-algébre. Soient E, F,G des A-modules hilber-
tiens. Soient S € K(E, F) (resp. S € L(E,F)), T € L(E,G).
(1) Si S*S =T*T, alors il existe U € K(F,G) (resp. U € L(F,G)) tel que
U'U=85" e UU*=TT".
(2) Si S*S < T*T alors il existe U € K(F,G) (resp. U € L(F,G)) tel que
U'U=85" e UU*LTT".
Démonstration

(1) Soit g : R — R la fonction réelle impaire telle que V¢ € R, g(¢)|g(t)] = ¢.
Posons ({%) =g ((¢%)) et (5% )=9((27%)) Ona

(5= (e o)

et

0T\ (0w [ (ww)'’? 0

T 0 T \w 0 0 (ww*)1/2 '
D'ott S = v|v|, T = w|w| et en particulier |v| = |w| = |S]|'/2. De méme, S* = v*|v*|
d’ott [v*| = |S*[*/2. On pose U = wv*; alors

U'U = v(w*w)v* = vv*vv* = SS*

et par symétrie UU* = TT™.
(2) Soit S’ € K(E) (resp. L(E)) tel que

(S"*S" +S5*S=T"T
et soit S = (8, 5) e L(E,E@® F). On a 5*S = T*T. D’apros le résultat précédent, il
existe u = (u1,u2) € L(E @ F, G) tel que u*u = SS* ce qui implique
usug = SS* et wu* = wul +uoud =TT

d’ott ugus < TT*. Donc ug convient.

Il est aisé d’en déduire la proposition 1.4.10. de [P].
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COROLLAIRE 1.3.9. — Soitx,y, 2z € A tels que x*x < yy*+2z2z* alors il existeu,v € A
tels que u*u < y*y, v'v < 2%z, et zz* = uu* 4+ vo*.

Démonstration. — Soit S = (E8) et T = (Z 8). On a §*S < T*T donc il existe U €

Ms(A) tel que SS* =UU* et U*U < TT*. SiU = (4 }), on a puisque SS* = UU*,
w=t=0,et xz* =uu* +vv* et de U*U < TT* il découle u*u < y*y et v v < z*z.

LEMME 1.3.10
(1) Soit 0 <z <y e K(E), &,...,& € E tels que y =Y.', ¢, ¢,,, alors il existe

Clyo s €EE tel quex =30 6c,c-
2) Si €1, &, Nis... 0 € E sont tels que x = S0 O¢, . = 0, alors il existe
i=1 Y&

CiyooosCn € E tels quex =37 0c, .-
(3) Soit T une trace sur A. St &1,...,&ny M,y - .-, N € E sont tels que Z?:l Oc, . =

> it Onpns alors T30 (6is &) = T2y (i, i) -
Démonstration

(1) Soit S € K(A", E) tel que Vaz,...,a, € A4, alors S((a1,...,a,)) = Y i, &a;.
On a y = SS*. Soit T = /2. D’apres la proposition 1.3.8, il existe u € K(A", E) tel
que uu* = x. Soit (¢;), € E™ tels que

V(at,...,an) € A", wu((ay,...,a,)) = Zgai.
i=1

Alorsonaz =37 0.
(2) On a afi,m + 9?71‘751‘ < 951‘-0-?71‘751‘-0-?71" Donc

n
O<z<z+a' < Za&+m,€i+m

et donc il suffit d’appliquer le résultat précédent.
(3) Soit S,T € K(A", E) tel que

Vay,...,a, € A, S((al,...,an)):Z&ai et T((ah...,an)):Zmai.
i=1 =

Alors S58* = TT* donc d’apres la proposition 1.3.8, il existe u € K(A™, A™) = M,,(A)
tel que u*u = S*S et uu* =T*T.

n

T(Z(&,&-}):T(iuu )z zn:T ((ujs)"wjs)

= z”: 7(wji(uji)*) = zn:T((UU )ii)
= (i@hﬂ]ﬁ)
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14 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

ProroSITION 1.3.11. — Soit A une C*-algébre, 7 une trace sur A et E, F deuz A-
modules hilbertiens.

(1) Il existe une unique trace (densément définie si T lest) sur K(E) qu’on notera
T telle que si &1,...,6n € B, R (Y0 0ce,) = T(Xi(&i, &) et siz € K(E)T
n'est pas de rang fini, T (x) = +o0.

(2) Supposons ici que E soit un sous-A-module hilbertien de F' et soit j : K(E) —
K(F) Vinclusion canonique. Alors ' o j = 1.

(3) Soit S €e K(E, F). Alors T (SS5*) = 71 (5*95).

Démonstration

(1) D’apres le lemme précédent, application est bien définie. La démonstration
montre également que c’est bien une trace si F = A" et par définition, si u €
K(A™ E), alors tR(uu*) = 4% (u*u). Soit S € K(E) et T € K(A", E) tel que
SS* = TT*. Alors d’apres la proposition 1.3.8, il existe u € K(A™, E) tel que
S*S = wu* et uw*u = T*T. Donc

T (S*S) = mh4n (W u) = 740 (T*T) = 75 (SS™).
Trivialement,
VAERT, VT e K(E)Y, 72(\T) = M (T).
Soit S,T € K(E)T. D’apres le lemme 1.3.10, si S + T est de rang fini, alors S et T

sont de rang fini. Inversement si S 4+ 7" n’est pas de rang fini, alors soit S soit T" n’est
pas de rang fini. Donc, dans les deux cas,

TR (S+T)=15(S)+15(T).

Donc 7' est bien une trace. D’ou ’assertion.
(2) En effet, j(K(E)) s’identifie a algebre des opérateurs T € K(F') tel que TF C
E et T*F C E. Soit T € K(FE) et soit S € K(A", F') tel que j(T') = S5*. Alors

Im(T) =Im(SS*) =ImS C E.

Donc, d’apres la proposition 1.3.3,
35, e K(A", E) tel que j(51) =95
et donc T :~5le. D’ou le résultat.
(3) soit S =(99) € K(E®F). Alors en appliquant deux fois le résultat précédent,
£ (575) = TEer(575)
= Tiar(557)
= (55"
COROLLAIRE 1.3.12. — Soit E un A-module hilbertien et (g : Ko(K(E)) — Ko(A)
Uapplication canonique. Supposons T densément définie. Alors Tp est densément dé-

finie et 7. 0 Cp = (TP ).
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ProroSITION 1.3.13. — Soit A une C*-algébre et B un sous-C*-algébre héréditaire
de A telle que l’idéal bilatére fermé engendré par B est A. Soit 7 une trace sur B.
1l existe une plus grande trace sur A qui étend T; celle-ci est densément définie, si T
lest.

Démonstration. — Soit E I'idéal a gauche fermé engendré par B. Comme E*E C B,
FE est naturellement muni d’une structure de B-module hilbertien en posant

Va,be E, {(a,b) =a"b.

L’action de A par multiplication & gauche définit un isomorphisme 7 de A sur K(E).
En effet, Vai,...,an,a},...,a, € Aet by,...,by,b1.,...,b, € B, alors

ﬂ(idﬂ)&uibi)*) = i&aibi’aéb; S K(E)
=1 =1

Comme tout élément de A est limite d’éléments de la forme > ; a;b;(a;b})*, m(A) C
K(E). Soit a € A tel que aE = 0, alors aEE* = 0 (EE* désigne l'espace vectoriel
engendré par les produits d'un élément de E et d'un élément de E*) et comme EE* =
A, a = 0. Donc 7 est injectif. Alors 75" o w étend 7 a A. En effet,

Vbe BT, rp(m(b)) = TR (Op1/2 p1/2) = T((bY/2,1/2)) = 7(b).

Montrons que 7 o est la plus grande trace qui étend 7. Soit 7" une trace sur A qui
étend 7. Soit z € AT, tel que m(x) est de rang fini. Alors il existe &1, ...,&, € F tels
que m(x) =Y. b ¢, DeplusVi=1,...,n, Im,...,n, € E et by,...,b, € E tels
que & = n;b;. Dot @ =Y i mibibinF. Alors
n n
(@) =D TOimimb) =Y TH (0 e) = TH (v (@)
i=1 i=1

Donc 7% om > 7'. Si 7 est densément définie, 7j' o 7 'est également.

1.3.3. Traces densément définies sci. — Apres avoir rappelé la définition de
I’idéal de Pedersen et le lien avec les traces densément définies sci, nous étudions les
traces densément définies sci sur K(F).

Soit A une C*-algebre. Soit K (A)q Pensemble des z € AT tels qu'il existe y € AT
tel que zy = z. Cet ensemble coincide avec {f(z) | x € AT, f € Cc(]0,+o0])}.
Soit K (A)" l'ensemble des x € A™ tels qu’il existe x, € K(A)o, k = 1,...,n avec
x < Y. xk. Le théoréme qui suit est démontré dans [P] (loc. cit. théoréme 5.6.1. et
proposition 5.6.2. p.175).

THEOREME 1.3.14. — L’intersection de tous les idéaux bilatéres denses de A est un
idéal bilatére dense autoadjoint appelé idéal de Pedersen et noté K(A). En tant qu’es-
pace vectoriel, K(A) est engendré par sa partie positive qui est K (A)T. De plus, pour
tout v € A, v € K(A) & za* € K(A)T.
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16 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

Soit 7 une forme linéaire positive sur I4 invariante par conjugaison par les uni-
taires de A. Soit (u))xea ensemble filtrant des éléments positifs de K(A)™ de norme
inférieure & 1. On définit pour tout z € AT,

7(z) = sup 7(z' 2upzl/?).
AEA
La proposition qui suit est contenue dans la proposition 5.6.7. de [P] et caractérise
les traces densément définies semi-continues inférieurement (sci) :

PRrROPOSITION 1.3.15. — L’application qui ¢ T associe T établit une bijection entre
les formes linéaires positives invariantes par conjugaison par les unitaires de A sur
K(A) et les traces densément définies sci sur A. L’application réciproque associe a
une trace sci densément définie sur AT, l'unique application linéaire sur K(A) qui
coincide avec la restriction de cette trace sur K(A)T.

Pour toute trace 7, notons E(7) I’épigraphe de .

COROLLAIRE 1.3.16. — Soit 7 : AT — RT U {400} une trace. L’adhérence de E(T)
est I'épigraphe de l'unique trace sci notée T qui cotncide avec T sur K(A)T.

Démonstration. — Soit T la fonction dont I’épigraphe est E(7). Supposons d’abord
que 7 est densément définie. Comme 7 est sci, F(T) est fermé et donc E(r) C E(7T).
Inversement, soit (ux)aea une unité approchée de A dans K(A)*. Comme pour tout

x € AT,

T(z) = ;\131\ (2 2uzat/?)

on a E(T) C E(7) et donc 7 = 7. Dans le cas général, soit I 1'idéal bilatere fermé .

Soit 77 la fonction dont I'épigraphe est £(7j7). On a 7|; = 77 qui est une trace sci sur
I,etVao ¢ I, 7(xza*) = T(z*z) = co. D’ou le résultat.

REMARQUE. — Comme 7 et 7 coincident sur K(A)T, les applications linéaires asso-
ciées coincident sur 'idéal dense K (A). Donc 7 = (7)«.

Soit A une C*-algeébre munie d’une trace densément définie sci 7 et £ un A-module
hilbertien.

LEMME 1.3.17

(1) VEEE, (£, e K(A) ssiVne E, (&,n) € K(A).

(2) Soit T,S € K(E)Y tel que TS =T, alors T est de rang fini.

(3) Soit T € K(E)*. Alors il existe &, € E, n € N tels que Y, o Ve, ¢, est normi-
quement convergente vers T. En particulier, pour tout T € K(E)", 35 € K(E,Hy)
tel que T = S*S.
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Démonstration
(1) Soit € € E tel que (£,€) € K(A)T. Soit h € E. Alors

(€ m)n.€) <l €) € K(A)T.

Donc (¢,n) € K(A).

(2) Eneffet, T € K(A)o et donc est dans tout idéal bilatere dense. Comme ’espace
des opérateurs de rang fini est un idéal bilatere dense, T' est de rang fini.

(3) Soit (fn)nen une suite d’éléments de C(Sp(T"))™ telle que, pour tout n € N
Jn est nulle au voisinage de 0 et )y fn converge uniformément vers la fonction
identité. Alors T' = T, avec

0< T, = fu(T) € KK(E))o.
Donc il existe ({n)nen une suite d’éléments de E telle que ) \0¢, ¢, converge

normiquement vers 7. Alors Vp < ¢q, V€ € E,
q q

D (€ O (6n &) = D (€, 0e, 6. (9))

<€ x| tene,
n=p

Donc I'application qui a £ € E associe ((£n,&))nen définit un élément S € K(E, Hy)
et T = S5*S. D’ou le résultat.

PRrROPOSITION 1.3.18. — Soit 7 une trace densément définie sci sur A. Soit E un
A-module hilbertien.

(1) Il existe une unique trace sci notée g sur K(E) telle que pour tout £ € E,
on a:

i (0¢) = T((,€))-

(2) Soit (§n)nen une suite d’éléments de E telle que ), . 0¢, ¢, converge vers un
élément T € K(E). Alors :

(1) = 3 7({6ns &),
neN
(3) Soit F un A-module hilbertien, E un sous-A-module hilbertien de F. Alors
(TF)\K(E)+ =TE-
(4) Soit Ey et Ey deur A-modules hilbertiens. Soit S € K(Ei,Es). Alors
TEZ(SS*) =TE; (S*S)

Démonstration

(1) Soit 7 une telle trace. Pour tous &, 7, 6¢, est combinaison linéaire des
Oc yirp etitn, k € {0,1,2,3}. En particulier, soit £, 7 € E tels que (£,&), (n,n) € K(A).
D’aprés le lemme qui précede, Vk € {0,1,2,3}, (¢ + ifn, & + i*n) € K(A), et
donc ¢, € mz. De plus, d’apres le lemme précédent également, les sommes finies

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



18 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

de tels opérateurs 6¢, forment un idéal bilatere I dense. Donc (7)' est finie et
entierement déterminée sur I et donc a fortiori sur K(K(E)). D’ou 'unicité. On
a déja construit une trace tj qui vérifie la formule souhaitée. Montrons que la
régularisée sci 7 de cette trace convient. Soit 7 € K(E)" de rang fini. Comme
F(T) = limyea 7 (2 2urz'/?) ot (ux)rea est I'unité approchée de K(E) formé
des opérateurs positifs de norme < 1 dans K(K(F)), il suffit de montrer que si
(T))nen est une suite d’opérateurs telle que lim,,—, 4 T, = T, avec T de rang fini et
Vn e N, T, <T, alors liminf 7 (T},) = 7 (T). Soit S € K(A™, E) tel que T' = SS*
et soit (7Th)nen une telle suite. D’apres la démonstration de la proposition 1.3.8, il
existe ul € K(E, A™), i = 1,2 tels que
uf (ul)” +ug(ug)” =SS, (uy)"(uf) =Tn et (uz)*(uy) = 55" -

Donc limy,_, 4o uy = 0. Puisque 7744 est sci, 7 (Ty) = 74w (u](u])*) tend vers
Thn (S*S) = TR (557).

(2) C’est vrai pour les sommes finies et comme 7 est sci,

= SuP Z ((6ns€n))
Nogngw

(3) En effet, ces deux traces sci sont finies et coincident sur 'idéal bilatere dense

de K(F) engendré par
{95,77 | §&neEk, <§7§>7 <77777> € K(A)+}

et donc sur K(A)*
(4) 11 suffit d’appliquer deux fois le résultat précédent avec F = Ey & Es.

REMARQUE. — soit 7 : A — B un morphisme entre deux C*-algebres, 7 une trace
densément définie sci sur B et 74 la trace induite sur A. Soit 7 : K(E) — K(E ®, B)
le morphisme induit par 7. Alors (78)Eg,. B © T = (T4)E par unicité.
LEMME 1.3.19

(1) Soit T une trace densément définie sur une C*-algébre A, E, F deux A-modules
hilbertii?}s, alors T?E”@F‘K(E) = ;g”

(2) 72 = (Te-
Démonstration

(1) Comme

Vee K(Ea )Y, 1 lim inf T ,
( ) E@F( T) = VEK(EDF) oz y<a E@F(y)

cela résulte immédiatement du fait que si z € K(E)T, et y € K(E @ F)*, sont tels
que y < 7, alors y € K(E)™T

(2) Appliquons 'assertion précédente avec F' = A. Il résulte que Tg est une trace
densément définie sci sur K(E), telle qu’il existe un prolongement & K(E ® A), dont
la restriction a A est 7, donc cette trace est égale a (7)g.
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1.4. Accouplement entre les opérateurs A-Fredholm et les traces densé-
ment définies sur A

Soit By et Eo deux A-modules hilbertiens, D € L(E7, Es). On dira que 'opérateur
D est A-Fredholm 8’1l existe @ € L(Es, E7) tel que QD —1 € K(Ey) et DQ —1 €
K(E3). Un opérateur A-Fredholm définit canoniquement un élément [D] € Ky(A).
Dans ce paragraphe, nous donnons une formule permettant de calculer I’accouplement
de [D] avec les traces densément définies sur A. Enfin, nous faisons le lien avec la
théorie de I'indice de Breuer.

LEMME 1.4.1. — Soit B une algébre de Banach unitale, I un idéal & droite (resp. d
gauche, resp. bilatére) fermé, J un idéal & droite de B (resp. d gauche, resp. bilatére)
dense dans I. Si T € B posséde un inverse modulo I a droite (resp. d gauche, resp.
des deuz cotés), alors il posséde un inverse modulo J a droite (resp. a gauche, resp.
des deuz cdtés). Supposons de plus que B est gradué, que I et J sont stables par
graduation et que T est pair (resp. impair). Alors on peut choisir un tel inverse pair
(resp. impair).

Démonstration. — Soit ) un inverse a droite (resp. a gauche) modulo I. Soit S =
1-DQ eI (resp. 1 —QD € I) et Sy € J tel que ||.S — Sp|| < 1/2. Soit
Q' =Q(1—(S—50))"" (resp. Q" = (1—(S—50))'Q).
Alors
DQ —1=(1-S5)1-(S=58p)" =1 (resp. @ D—1=(1—(S—Sp))"1(1-8)-1)

est dans J. Si I et J sont des idéaux bilateres et si T' est inversible des deux cotés
modulo I, d’apres ce qui précede, il est inversible modulo J a gauche et a droite et donc
inversible. Supposons de plus que B est gradué, que I et J sont stables par graduation
et que T est pair (resp. impair). Soit £ 'automorphisme associé a la graduation et soit
Q linverse trouvé précédemment. Alors 1/2(Q+¢(Q)) (resp. 1/2(Q —¢(Q))) convient.

Soit D € L(E;.E;) un opérateur A-Fredholm. On peut décrire [D] de la fagon
suivante. Soit (Q un quasi-inverse de D, soit S1 =1—DQ, S; =1— QD et
_(1-=57(S1+S%)D
O\ SQ 53 .

Alors on a [D] = Cg,e 8, ([p]) ol [p] est la classe de p dans Ko(K(E1 @ E2)) C Ko(A).

Soit 7 une trace densément définie sci sur A. Soit 7/ une trace sur K(E; & Es)
telle que pour tout & € Ey @ Ea, 7' (0¢¢) = 7((£,€)). On note également 7' 'extension
lindaire de 7" & m,/.

PROPOSITION 1.4.2. — [l existe Q) € L(Es, Eq) tel que S1 = 1g, — DQ € m, et
So =1g, — QD € m. et pour tout tel Q, on a :

7([D]) = 7(S2) = 7'(S1).
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20 CHAPITRE 1. TRACES DENSEMENT DEFINIES ET K-THEORIE

Démonstration. — Appliquons le lemme précédent & B = L(Ey ® Ey), I = K(F; ®

E3), J =mq, et a 'élément ( 2 %* ) € L(E1 ¢ E») (m, est bien stable par graduation
puisque automorphisme associé est intérieur). Il s’ensuit qu'il existe @ = (cgl %2 )€
L(E1 @ Es) tels que 1 — TQ,1 — QT € m.. Comme 1 — DQ7,1 — Q2D € m,,
Q2— Q7 = (Q2D-1)Q7+Q2(1—DQ7) € m.. Donc Q2 convient. La seconde assertion

résulte du lemme 1.1.1 appliqué & A = L(E; @ E»), J, et de la proposition 1.3.6.

PROPOSITION 1.4.3. — Soit X = Sp(D*D) U {0}. Soit f € C(X) nulle au voisinage
du spectre de q(D*D) (ou q : L(E ) — L(El)/K(El)) Alors f(D*D) € mys et
f(DD*) € m,s. Si de plus f(0) =1,

(1) ([D],7) = 7'(f(D*D)) — 7'(f(DD"))

Démonstration. — Soit f € C(X)* nulle au voisinage du spectre de Z ot Z =
Sp(q(D*D)). Soit g € C(X)T égale a 1 sur le support de f et nulle au voisinage
de Z. Alors f(D*D) = f(D*D)g(D*D), f(DD*) = f(DD*)g(DD*), g(D*D) €
K(Ey), g(DD*) € K(E2). Donc f(D*D), f(DD*) € K(K(E1 @ E»)) et a fortiori
f(D*D), f(DD*) € m,s. Par linéarité en f, c’est vrai également pour toute fonction
f € C(X) nulle au voisinage de Z.

Montrons que si f € C(X) est telle que f est nulle au voisinage de Z et f(0) = 0,

alors
) Y (f(D*D) = 7 (F(DD")
A nouveau par linéarité, il suffit de considérer le cas ou f est positive. Soit ¥ =
{t e R |t e X}. Alors Sp((3 %)) C Y. Soit g € C(Y) la fonction impaire
telle que Vi € Y, (g(t))? = f(t?) et S € K(E1, E3) tel que (257) =9g((%55)).
Alors (g( %, %*))2 = f((P,P p%+)) donc 5*S = f(D*D) et SS* = f(DD*) d’on la
formule (2).

Pour démontrer la formule (1), il suffit donc de supposer que f est égale & 1 au
voisinage de 0. Soit g une fonction continue sur Sp(D*D) U {0} telle que 1 — xzg = f.
Posons @Q = D*g(DD*) = g(D*D)D* € L(E2,Ey). On a 1 — DQ = f(DD*) et
1—-QD = f(D*D). La formule résulte alors de la proposition précédente.

Soit 2 une algébre de Von Neumann et ¢ : AT — [0,+oc] une trace normale
semifinie sur 2. Appelons m; I'idéal engendré par les projections de 2 de trace finie.
Il coincide avec ’ensemble des éléments x de 2 tels qu’il existe une projection de trace
finie E telle que 2 = Ex. Evidemment, m; C m;.

LEMME 1.4.4. — Ty =y (adhérence désigne l’adhérence normique).

Démonstration. — Soit x € m}. Pour tout € > 0, soit p. le projecteur spectral sur
[e, +00] N Sp(x). Alors p. < x/e. Donc p. € my. Or x = lim._g p.z, d’ot « € 7. Le
résultat découle alors du fait que m; est engendré en tant qu’espace vectoriel par sa
partie positive.
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Soit T € . On désignera par Ker T aussi bien son noyau que la projection orthogo-
nale sur son noyau qui appartient a 2. Rappelons que les éléments de my sont appelés
dans [Br| opérateurs compacts généralisés, et les opérateurs inversibles modulo 7y
sont appelés opérateurs Fredholm généralisés. Soit g : A — A /5.

LEMME 1.4.5. — Soit T € A un opérateur Fredholm généralisé, alors Ker(T),
Ker(T™) € my.

Démonstration. — Soit € > 0 tel que Sp(¢(T*T)) C [e, +o0[. Soit f € C(Sp(T*T) U
{0})™ telle que f(0) =1etVt > ¢, f(t) = 0. Alors f(T*T) € My et Ker(T) < f(T*T).
Donc Ker(T') € my et comme Ker(T') est une projection, Ker(T') € K(mf) C my.
Quitte & changer T en T*, on a également Ker(T™) € my.

DEFINITION 1.4.6. — Soit T € 2 un opérateur Fredholm généralisé. On définit son
indice de Breuer :
I(T) = t(Ker(T)) — t(Ker(T™)).

Soit A = my. La restriction de ¢ & A est densément définie et sci. A tout opérateur
T Fredholm au sens de Breuer, correspond un élément [T'] € Ko(7y).

PRrROPOSITION 1.4.7. — Soit T un opérateur Fredholm généralisé. On a :
I(T) = ([T],1).

Démonstration. — Considérons T' comme opérant sur le C*-module A et appli-
quons la proposition 1.4.3. Soit X = Sp(T*T) U {0} \ Sp(¢(T*T)). L’application
qui & f € Co(X) associe t(f(T*T)) (resp. t(f(TT*))) est & valeur dans Rt et dé-
finit une mesure de Radon pt (resp. p~) sur X et comme la trace est normale,
pt(f) = t(f(T*T)) et p=(f) = t(f(T'T*)), pour toute fonction borélienne positive
bornée sur X. La proposition 1.4.3 dit que pour toute fonction f € Co(X) égale a
len 0, ut(f) —p (f) = ([T],t). La formule est donc encore valable avec f = xo la
fonction caractéristique de {0}. D’ou le résultat.
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CHAPITRE 2

-TRACE

Dans ce chapitre, nous définissons la notion de I'-trace dans le cadre des modules
hilbertiens équivariants et nous étudions ses propriétés. En particulier, nous donnons
une condition nécessaire et suffisante pour I'existence de la I'-trace (théoreme 2.2.6).
Un cas particulier est celui ot 'action de I' est propre.

2.1. Traces sur les multiplicateurs

Soit A une C*-algeébre. Rappelons que K(A) désigne l'idéal de Pedersen de A.
Soit (ux)aea l'unité approchée croissante de A formée des éléments de norme < 1
de K(A)T. Soit M(A) la C*-algébre formée des multiplicateurs de A. Munissons
M(A)* x RT de la topologie produit de la topologie stricte sur M(A)T et de la
topologie usuelle sur R*. Une trace sur M(A) sera dite strictement sci si son épigraphe
est fermé pour cette topologie.

PrOPOSITION 2.1.1. — Soit A une C*-algébre. Soit T une trace sur A densément
définie. Il existe une unique trace T strictement sci sur M(A) qui coincide avec T sur

K(A)*. OnaVa e M(A)T,

()= sup  T(y)
y<z,yeK(A)*

. /2, 1/2

= ;\IEII/I\T(JJ Puyat/?)
Démonstration. — Pour 2 € M(A)T, posons 7(x) = sup, <, yer(a)+ T(Y)- Evidem-
ment 7 coincide avec 7 sur K(A)T. Soit z € M(A),y € K(A)™" tels que y < z*z. Alors
d’apres la proposition 1.3.8; il existe u € M(A), tel que y = uu* et u*u < zz*. Donc
u € K(A). Donc 7(zx*) > 7(z*z) et par symétrie, il y a égalité. Soit z,y € M(A)T
et z € K(A)T tels que z < x + y. D’apres le corollaire 1.3.9, il existe uy,us € M(A)
tels que uju; < z, udus < y et wjui + ugui = z. D’out ug,us € K(A) et donc
T(z +y) < 7(x) + 7(y). Trivialement, on a I'inégalité inverse d’olt I'égalité. Ainsi, 7
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est une trace. Soit z € M(A)*. Soit ¢ > 0 et y € K(A)™, tel que 7(y) + ¢ = 7(z). On
a limyep T(U}\/ 2yu}\/ %) = 7(y) (car ceci est vrai si 7 est densément définie sci sur A,
et on peut s’y ramener puisque y € K(A)T), donc

li 1/2,, 21/2) — 1 /2, 1/2

/\1&7(&0 urz /) AlgT(uA zuy”)
7(y)

T(z) —e¢

VoWV

Donc 7(x) = limyea 7(2/?uxz'/?). Montrons enfin qu’une trace 7/ sur M(A) est
strictement sci ssi Vo € M(A)", 7/(x) = limyep 7/ (2 2up2'/?) ce qui achevera de
démontrer la proposition. La condition est nécessaire puisque Vo € M(A4A)*, V) € A,
2 Puyz'/? < x et (z'/2urz'/?)aen converge strictement vers z. Inversement soit
() uem une famille d’éléments de M((A)™ qui converge strictement vers € M(A)™.
Soit € > 0. Soit uy € K(A)* tel que 7/(z) < 7/ (2" ?uyz'/?) + c. Comme V) € A,

/2 1/2 . /2 1/2 . L )
(uy"xpu, ") uem converge normiquement vers u,’ “zu)’” qui est dans K(A)", on a :

hfé}\?f T'(u}\/zxuu}\m) > T'(u}\/Qacui/z)

>7'(z)—¢
Donc liminf e 7/(z,) > 7 (x). D’ou assertion.

Soit E un C*-module. On identifie L(E) & M(K(E)) et on le munit de la topologie
stricte via cet isomorphisme. On pourra ainsi parler de trace strictement sci pour
toute sous-C*-algebre de L(FE) strictement fermée.

COROLLAIRE 2.1. — Soit 7 une trace densément définie sci sur une C*-algébre A.

(1) 1l existe un unique prolongement strictement continu & M(A). On le notera
également T.

(2) Soit E un A-module hilbertien. Il existe une unique trace strictement continue
sur L(E) qu’on notera g telle que V& € E, Tp(b¢¢) = 7((£,£)).

Démonstration

(1) La proposition précédente implique 1'unicité et, combinée a la formule de la
démonstration du corollaire 1.3.16, I’existence.

(2) Cela résulte directement de ’assertion précédente, de la proposition 1.3.18 et
de cette méme formule.

REMARQUE. — Etant donnée une trace sci 7 sur une C*-algebre A non nécessaire-
ment densément définie et E' un A-module hilbertien, on notera plus généralement 75
la trace strictement sci sur L(£) obtenue en composant la trace (Tjm=) pg ,my avec le
morphisme strictement continu L(E) — L(E ® 4 m;).

Nous utiliserons plus loin la généralisation du théoréeme de Fubini qui suit :
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LEMME 2.1.2. — Soit A une C*-algébre possédant un élément strictement positif, T
une trace demnsément définie sci sur A, E un A-module hilbertien dénombrablement
engendré. Soit X un espace localement compact dénombrable a l'infini muni d’une
mesure de Radon positive p et T : X — L(E)T une application strictement continue
telle que [T(x)du(z) est strictement convergente. Alors

i / T(x)dp(x)) = / (7)) du(x).

Démonstration. — Quitte & remplacer A par K(E), on peut supposer que E = A et
que T est une trace strictement sci sur M(A), densément définie sur A. Soit u € m;
tel que u < 1 et soit K un compact de X. Comme T(u1/2 -ul/z) est normiquement
continue sur M(A)* et comme z — u'/?T(x)u'/? est normiquement continue, on a

/T(uT(x)u)d,u(x) :/ T(u1/2(ul/QT(x)ul/Q)ul/Q)d,u(x)
K K
= T<u1/2</Kul/QT(x)ul/Qdu(x)>ul/2>

=T</KUT(x)ud,u(x)>

Soit A > 0 dans AT. Soit (f,)nen une suite croissante dans Cc(Sp(h) \ {0})"
telle que Vn € NVt > 1/n, fo(t) = 1. Soit Vn € N, w,, = f(h). Alors (un)nen
forme une unité approchée pour A dans ml. Soit K, une suite de compacts de
X telle que UpenK, = X. Comme la suite (un)nen tend strictement vers 1, on
a Ve € X, lim, oo 7(unT(x)uy) = 7(T(z)) (la convergence est normique) et
limy,— 4 oo,n—too [, unT(2)undp(z) = [T(x)du(z) (o la limite est stricte). Donc :

T(/Tummm)=w§§wrpéﬁwT@mmmm)

= sup / 7 (unT (z)un)dp(z)
(m,n)eN2 JK,,

=/ﬂﬂmwm
X

2.2. Notion de I'-trace

Soit A une I'-algebre munie d’une trace 7 densément définie sci I'-invariante.

Soit E un A-module hilbertien équivariant, ce qui signifie que V&,n € E, Vv €T,
(vé,vm) = v({&,n)). On notera VT € L(E), et Vy € I', T, = vTy~! € L(E) et
on considérera L(E) comme muni de action de T' définie par Vv € T, T € L(E),
v-T ="1T,.

LEMME 2.2.1. — 7g est I'-invariante.
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26 CHAPITRE 2. I'“'TRACE

Démonstration. — Soit £ € E, v €T

TE(v0ce 7)) = TE(0r656)
T({y- &7 €)

=T7(7-(£€))
7((¢,€))

= 7p(0¢.¢)

Donc les deux traces strictement sci 7g et (7 - y~1) coincide sur K(K(FE))* donc
sont égales.

Rappelons également que {T' € L(E) | Vy € T, yTy~! = T} est une sous-C*-
algebre de L(E) qu’on notera L(E)". En effet, soit S € L(E)", n, € E, on a :
(n,78*y71€) = 4((vin, §*y71E))
Y({(Sy 7))
(v S0 7hE))
51,€)
1, 5%)

THEOREME 2.2.2. — Soith € L(E)" tel que Y (hy)? converge strictement vers 1.
Alors Uapplication qui a T € (L(E)Y)T associe T(hTh) est une trace strictement sci
sur L(E)Y. Celle-ci est indépendante du choiz d’un tel opérateur h € L(E) et sera

P
notée Tg.

-
-

Démonstration. — Soit h,k € L(E)" tel que Eyer(hv)Q et 32 cp(ky)? convergent
strictement vers 1. Soit S € L(E)'. On a :
(kS Sk) = 7 (k5" (3 h2) k)
yel’

= > 7 ((kS"h,) (hy )

yel

= Z TE ((hwgk)(kS*hw))

yer

=Y m5(y ' hySk* S hy7)
~el

=Y 75(hSk2-.5*h)
yer

—7i(nS(D_K2-1)S°R)

yel’
= 75(hSS*h)
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En prenant h = k, on en déduit que Tg est bien une trace et elle ne dépend pas du
choix d’un tel h. Il est évident qu’elle est strictement sci puisque 7 I'est. D’ou le
résultat.

REMARQUES
(1) Evidemment, il n’existe pas toujours de tels A € L(E)". En particulier, il n’en
existe jamais si 'action de I' sur E est triviale et ' est infini.
(2) Soit F' un sous-A,'-module hilbertien équivariant orthocomplémenté de E et
pr le projecteur orthogonal sur F, et soit h € L(E)" tel que nyer h,2y converge
1/2

strictement vers 1, alors la restriction & F de hr = (prh?pr)*/? posséde les mémes

propriétés pour F.

On munit L?(T') ® A d’une structure V de A,T-module hilbertien équivariant en
posant V¢ € L*(T)®@ A, Yy, Vy € T, V(70)(£)(7) = 70(&(770))- On notera VN(I', A)
le commutant de V(T'), i.e. L(L*(T') ® A)''. Notons Vv € T', §, € L?(I') la fonction
caractéristique de « et soit h le projecteur orthogonal sur Cé, ® A. Evidemment,
> er I3 converge strictement vers 1. On notera simplement 7® 7" la trace 2 p)g 4-
On a une représentation covariante canonique de A,T dans VN(T, A) notée \{* telle
que V&€ LX(T)® A, Vo, v €T, Va € A, AP (10)(€)(7) = E(vg 1) et At (a)(€)(7) =
7~ H(a)&(7). Celle-ci induit un morphisme injectif noté également A\ de A x,. T’ dans
VN(T, A). On identifiera par A\, A x,. T' et son image dans VN (T, A). Notons que
par définition, Vo € Co(T,A) N (A %, T)*, on a (1 ® 1) (z) = 7(z(e)) et donc la
restriction & A %, I" de 7 ® 77 qu’on notera également 7 ® 77 est densément définie,
et comme la topologie normique est plus fine que la topologie stricte, cette trace est
sci.

PROPOSITION 2.2.3. — Soit B une sous-C*-algébre de VN(I', A) qui agit de facon
non dégénérée, EE un B-module hilbertien dénombrablement engendré et soit F' =
E®ya (L?(T)® A) muni de sa structure de A, T-module hilbertien équivariant. Alors :

(1) Il existe h € L(F)T tel que > oyer h2 converge strictement vers 1.
(2) On suppose que T @ T est densément définie sur B. On a alors :

VT eL(E)", (r@7")p(T)=1p(T @z 1).
Démonstration

(1) Supposons d’abord que E = H ® B de sorte que F = H® L*(I") ® A. 1l suffit
de prendre pour h le projecteur orthogonal sur H ® Cé, ® A.

Passons au cas général. D’apres le théoreme de stabilisation de Kasparov, on a un
isomorphisme EGH® B ~H® B dou F& (H® L*(T)® A) ~ H® L*(I') ® A en tant
que A, T-module hilbertien équivariant. D’apres la dernieére remarque qui précede, il
existe donc bien un tel h.

(2) Soit alors E' = E® B et F' = E' @p (L*(T') ® A). La trace 74 est restriction
a L(F)'' d’une trace strictement sci sur L(F')" dont la restriction & VN(T, A) est
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T® 7" Or 7 : L(E') — L(F")" est strictement sci. Donc 7}, o 7y, est restriction a
L(E) d’une trace strictement sci sur L(E’) dont la restriction & B est 7 ® 71, donc
est égale (7 @ 71)g. D’olt le résultat.

Nous allons maintenant donner une réciproque a la proposition qui précede. Com-
mencgons par un lemme élémentaire :

LEMME 2.2.4. — Soit B une C*-algébre. Soit A un ensemble filtré par une relation
d’ordre, (zx)xea une famille croissante d’éléments de M(B)*t telle que Vb € B,
(b*zAb)aen converge dans B. Alors (zx)ren converge strictement dans M(B).

Démonstration. — Pour A € A, posons yy = (x)'/2 € M(B). Alors Vb € B, la
famille (yxb)aea est bornée puisque VA € A, [|yb||? = ||b*z,b]|. Par le théoréme de
Banach-Steinhaus, la famille (yx)xea est bornée et donc la famille (z))rea également.
Enfin, Vb € B, et pour tous \;{ < A2 € A, on a

[@ae =22 )0l = (16" (@a, = 22,)%]
< (sup loal) 15" (2xs = 2,2
AEA
D’oti le résultat.

Décrivons maintenant VN (T, A). En identifiant Vv € T', Cd, ® A avec A, on consi-
dérera Vv € T, le projecteur orthogonal de L*(T') ® A sur Cd, ® A également comme
un élément de L(L*(T) ® A, A).

PROPOSITION 2.2.5

(1) Soit T € VN(T',A). On lui associe l'unique fonction f : T' — M(A) définie
parVy €T, Va € A, f(7)(a) =v(Py(T(0e @y (a)))). On a : V& n € Ca(T,A) C
L*T)® A,

(3) &Tny=>_ (€M) (Fnr Hnte)

1€, v2€T

Les sommes 3 - Y HF)Ff() et Y oer f(V) ()" sont strictement convergentes
dans M(A) etVEé,n € Co(T, A) C L?(T) ® A, linégalité suivante est vérifiée :

(4) | > €y o nee)|| < Mgl

y1€l,v2€l
avec M = ||T|.

(2) Réciproquement soit f : T — M(A) et M > 0 tels que V&,n € Co(T,A) C
L?(T') ® A, linégalité 4 est vérifiée et tels que les sommes Eﬂ/el‘ YUY F()) et
> ver f(V) ()" sont strictement convergentes dans M(A). Alors il existe un unique
opérateur T € VN(T, A) de norme < M tel que V&,n € Co(T,A) € L*(T) ® A,
Uégalité (3) est vérifiée.

On dira dans ce cas que f € VN(T, A) en identifiant f o T. En particulier, si A
est un sous-espace de VN(I', A), on dira que f € A ssiT € A.
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Démonstration
(1) Montrons d’abord que f est bien définie & savoir que Vv € T, f(y) € M(A).
Or,V~v€eT, a,be A, on a:

(6 @b, T*(8e ® a)) = (V' VLTV (S @ (b)), V' V4 (6e ® a))
= '771<T(§e ® (b)), 57‘1 ®v(a))
=7 (@) Py (T (6. @ 4(b))))

= (f(y70)a

Donc si on note g la fonction associée de la méme fagon a T*, on aVy € I',\Va,b € A,

"y (9(M)(v(a)) = (05 @b, T*(6e ® a))
= (f(y"b)a
et donc f(y~1) € M(A) est d’adjoint v~ 1(g(7)).
Le fait que V&,n € Cc(T, A) linégalité (4) est vérifiée avec M = ||T||, résulte
trivialement de 1’égalité (3).
Par ailleurs, on a Vy € I',a,b € A, (6, @ b,T(d. ® a)) = b*y~*(f(7))a.
Donc Va € A, T(0e ®a) =3, cr 0y @7 f(7)a € L2T) @ A, et

=Y 6,0 f(v )acl’T)@A
yel’

Le résultat découle alors du lemme élémentaire qui précede.
(2) Supposons réciproquement la seconde assertion vérifiée. Il existe un unique
opérateur A, I-linéaire T' de Cc (T, A) dans L2(T, A) tel que

Vae A, T(.®a)=>» 6,07 ' (f(7))a
~el

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, cet opérateur est de norme inférieure ou égale a
M, donc s’étend en un opérateur A, '-équivariant de norme inférieure ou égale a 1
de L*(T', A) dans lui-méme, noté encore 7. De méme, il existe un unique opérateur
A, D-linéaire T* de Cc (T, A) dans L*(T, A) tel que

Va€ A, T'(0e®a)=)» 0,®f(y)
~el

Il est immédiat que cet opérateur est inclus dans ’adjoint de T'. Donc
T e L(LAT) @ A)L.
REMARQUE. — Soit A une I'-algebre triviale et soit pour v € T, f(v) € AT tel que

Vyel, [[f(MI<1, et Yy#+, f(v)f()=0.
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Alors Vn € Co (T, A), pour toute partie finie F de ', on a :

> (X o) (X famtr )

yeF mel v €r
= > 6 (X S Famon )
YEF y1€D
< (n,m)

Donc l'inégalité 4 est vérifiée avec M = 1. En revanche, il est aisé de construire des
cas ol nyer F(y) f(y)* n’est pas strictement convergente.

THEOREME 2.2.6. — Soit F un A,T-module hilbertien équivariant. S’il existe h €
L(F)* tel que 3 cr h2 converge strictement vers 1, alors il existe un VN(I, A)-
module hilbertien E tel que F ~ E®ya (L2(T)® A) en tant que A, T-module hilbertien.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe h € L(F)" tel que 3 h2 converge strictement vers 1 et hF est
dénombrablement engendré.

(2) Il existe un VN(T, A)-module hilbertien dénombrablement engendré E tel que
F~E®jya (L?2(T) ® A) en tant que A,T-module hilbertien.

(3) En tant que A,T'-module hilbertien, F' est isomorphe d un facteur direct de
H® L?(T) ® A ot H est un espace de Hilbert séparable.

Pour démontrer le théoréeme, nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.
Soit F' un A,T-module hilbertien équivariant, £, n € F; s’il n’y a pas ambiguité, on
désignera par (£, ) la fonction de I' dans A qui &y € T associe (€, yn). Soit h € L(F)™T
tel que Y. hy* converge strictement vers 1.

PROPOSITION 2.2.7. — Vuz,y € F, (hz,hy) € VN(T', A), (hx,hz) € VN(T, A)" et
[{ha, ha)||” < [l

Démonstration. — En fait plus généralement, pour tout A, -module hilbertien F’
et tout z € F/,ona V¢ e Co(lA) Cc L’ T) @ A :

> Eo) T (@m a)ite) = Y () o s te)E ()

Y1 €L, y2€l Y1 €L, v2€T

= <<7<> €At

ot ( =3 cpy '2é(y) € F.
Il reste donc & montrer que Yz € F, (hx,hx) € VN(T,A). Posons f(y) =
(hx,vhz), v €T.
Notons que Vv € T, on a vy~ *(ha,vhz) = (y~ 'z, h,-1hz) d’ol, par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz,
v ((har, vha)* (ha, yha)) < @] *(hy-1ha, hy -1 hz)
= la][2(h, 12 ha)
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dont la somme est normiquement convergente. Donc Y- -y~ (f(7)* f(7)) est nor-
miquement convergente.
De méme, comme (yhz, hz) = y(z, hy~thz) = (yz, h-hz), on a

(vha, ha)* (yha, he) < |[]|*(hyha, hyha) = ||o|* (ha, b3 ha)

dont la somme est normiquement convergente. Donc nyer F() f(y)* est normique-
ment convergente.

Montrons enfin que I'inégalité 4 du lemme 2.2.5 est vérifiée avec M = ||z||?. Soit
EeCo(l,F)C L*T)® F.On a

Z< Z hy=1hyn-16(Y), Z hW‘lh(W')_lgw/»
yell ~'el vy'el
S Y S € b ()

Y1 €L v2€l vl
=3 D (k) hy1E(r)
y1 €D v2€l’
D’ott il ressort d'une part que I'application linéaire 7' : Co (T, F) — L*(I') ® F qui a
¢ € Co(I, F) associe

35, ®(Zh_1hm (v ))eLQ( V@ F

yel y'el’
vérifie
vEe Co(l,F), (T€T¢) = (&TE).
Donc si ||€|| < 1 on a bien ||[T(£)]] < 1, donc T s’étend en un opérateur continu de
norme 1 (et en fait un projecteur de L(L?(T') ® F)).
Enfin, V¢ € Co(T', A) € L*(T') ® A, posons &, € Co(T, F) C L*(T) ® F défini par
&:(7) = (v ')é(y). Evidemment [|& | < [|=][|€]] et comme

D) (i tha vy tha)é(ve) = (6, T(E))
1€l
on a

| 32 ctwy (o ha, vz ha)e ) | < Nzl
1€l
D’oti le résultat.

DEFINITION 2.2.8. — Soit £ un C-espace vectoriel, B une C*-algebre. On appellera
B-produit scalaire toute application (,) : Ex& — B telleque V¢, n, € &, VA, u € C,

(1) (6,6 € BT

(2) (n,6) = (& m)"

(3) (& An + uC) = A& n) + 1(&, )

Si en outre A est une sous-algebre involutive de B (non nécessairement fermée), et
€ un A-module a droite, on dira qu'un B-produit scalaire (,) est A-sesquilinéaire si
VEne&, Va,be A, ona (Ea,nb) = a* (&, n)b.
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PROPOSITION 2.2.9. — Soit £ un C-espace vectoriel et {,) un B-produit scalaire.

(1) L’application qui a & € £ associe ||(€,€)||'/? est une seminorme sur £. Soit
E le séparé-complété pour cette seminorme. Alors Uapplication () s’étend par conti-
nuité en un B-produit scalaire noté encore {,) : E X E — B. Si en outre A est
une sous-algébre involutive de B, £ un A-module o droite tel que {,) : € x & — B
est A-sesquilinéaire, alors l'action € x A — £ s’étend par continuité en une action
E x A— E telle que (,) : E x E — B est A-sesquilinéaire.

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un B-module hilbertien F' et une application linéaire j : € — B

telle que V&,n € €, (j(€),4(n)) = (& n)-
(b) Il existe un B-module hilbertien F' et une application linéaire j : E — B
telle que V&,m € E, (j(§),j(n)) = (& n)-

(C) Vfl, e ,fn S 5, la matrice (<£i,£j>)i:1 _____ nyj=1,...n S Mn(B)+

)

Démonstration

(1) cf. [SK].

(2) Si (2a) est vérifie, alors application j est continue pour la seminorme consi-
dérée donc s’étend par continuité en une application j qui vérifie (2b). (2b) implique
(2¢) puisque (2c) est vérifiée quand E est un B-module hilbertien. Donc il suffit de
montrer que (2c) implique (2a). Soit (,) : (€ ® B) ® (€ ® B) — B lapplication qui

Vi, oo s&nyMy.ooyn €E et Vaq,...,an,b1,...,b, € B vérifie

n n
<Z§i®ai,27h®bi> = Z a; (§isnj)b;-
i=1 i=1 i=1,...,n,j=1,...,n
Comme (2c¢) est vérifiée, c’est un B-produit scalaire qui est évidemment B-sesqui-
linéaire. Donc le séparé-complété pour la seminorme associée est un B-module hilber-
tien noté £ @ B d’apres ce qui précede et 'application j : £ — E ® B qui a & associe
€ © 1 vérifie (2a).

REMARQUES

(1) Notons qu'un produit scalaire ne vérifie pas toujours les conditions équiva-
lentes ci-dessus. 11 suffit pour obtenir un contre-exemple de considérer une application
linéaire positive ¢ entre deux C*-algebres A et B qui n’est pas completement posi-
tive et de munir A du B-produit scalaire (,) : A X A — B qui Va,b € A, vérifie
(a,b) = ¢(a*b).

(2) Quand les assertions équivalentes précédentes sont vérifiées, on notera £ @ B
le B-module hilbertien obtenu en séparant-complétant £ ® B pour le produit scalaire
considéré dans la démonstration de la proposition.

LEMME 2.2.10. — Supposons que les assertions précédentes sont vérifiées. Notons

V:EOB—E®B
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Uapplication canonique. Soit m : B — L(F) un morphisme unital dans un A-module
hilbertien, H un autre A-module hilbertien. Soit 0 : E © F — H, et M > 0 tel que

Vé,....6n €&, f1,...,fn€F, ona
] MH <fi,w<<§i,§j>>fj>H

o(Seen) onl 5
resp. <0<Xn:§i®fi>,9<zn:f¢®f¢)>: Z (fi, m((& &0) f5)

ij=1,.,n

(on dit alors que 6 préserve le produit scalaire)), alors il existe une unique application
linéaire de norme < M (resp. préservant le produit scalaire) 6 : (E ® B) ®, F — H
telle que ¥ f1,...,fn € F, Vg € £, bl € B, i =1,...,n;, on ait en posant pour
j=1,on, ;=306 0b,
0(D v f) =YD 06 o n ).
j=1 j=1i=1

Démonstration. — Y f1,..., fn € F, Vfg €&, bg € §7 i=1,...,n;, en posant pour
j=1...nz; =" & 0b, ona:

Z ZZ OD) F, (L EmENFy = > (f {wj me) f)
7,k=11=1 p=1 Jk=1,...,n

<§njw<xj> ® fj,fijj) ® /i)

Or d’apres les hypotheses, on a

HZZW@”] Pl < 0] 32 30 Yo trte gm0
—1i=1 jk=1i=1 p=1

resp. <ZZ GRECATE) ZZ (& @m)1))
Jj=1i= Jj=1i=1

ZZZ (V) f5, (€0, €5y m (W) f)-

k=1 1=1 p=1
Le résultat en découle immédiatement.
Démonstration du théoréme 2.2.6. — Montrons d’abord la premieére assertion. Soit F
le sous-espace vectoriel de F' engendré par les vecteurs de la forme h,§, vy €I',£ € F.

C’est un sous-A, '-module de F' et donc il est muni d’une structure canonique de
Cc(T, A)-module & droite. D’apres la proposition 2.2.7, Papplication

(,): FXxF—VN(T,A)
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qui, V&,n € F, Vv €T, vérifie (§,n)(y) = (£,vn) est un produit scalaire. Celui-ci est
Cc (T, A)-sesquilinéaire. En effet, V€, n e F,Vf € Co(T,A),Vy €T, ona:

E&n N = {6( 3 2w mren))

y1€D

= > & v (f(n)

y1€l
=& f)
Notons de plus que pour i = 1,...,n, fi € Cc(T,A) C LAT)®@ A, et & € F, on a :
S L) () TGN = (G0 € AT

i,j=1,...n

ot ¢ =311, > (v ) fi(y). Done Vi, ..., &, € F, on a
((6:€))ij=1,.... € VN(T, A)".
1/2

Soit F le séparé-complété de F pour la seminorme qui a £ € F associe ||(€, £) ||VN(F A)
et E® VN(I',A) le module hilbertien obtenu grace a la proposition 2.2.9. On a
vfl)"'yfne-?:vfl)"'yfTLeCC(F A)CLQ(F)®Aa

<ZZW (&) fily ZZTI&JZ >

i=1 vel i=1~vyel

= > Y ) TNE). D) THEN L)

4,j=1,...,n v,y €L

= 3 Ul

ij=1,...,n
Donc il existe une unique application linéaire préservant le produit scalaire
0:FOCc(IT,A) — F
telle que V&1,...,&, € F,V f1,..., fn € Co(T, A),

a(fj@-@fi) sz (&) fily

=1 ~vel’
Comme V¢ € F, (£,&) € VN(T, A), celle-ci s’étend d’une unique fagon en une appli-
cation 6 préservant le produit scalaire de 7 ® (L?(I') ® A) dans F. D’apres le lemme
2.2.10, celle-ci induit une application préservant le produit scalaire de

(E®@VN(T,A)) @4 (LAT) ® A)

dans F'. Comme celle-ci est clairement d’image dense, c’est un isomorphisme.
Montrons I’équivalence. On a déja montré que 2 implique 3 implique 1. Il reste

a montrer que 1 implique 2. Il suffit de montrer que le VN(T', A)-module hilbertien

E ® VN(I', A) construit ci-dessus est dénombrablement engendré quand hF l'est.
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Supposons hF dénombrablement engendré. Il existe alors une suite (£, ),en d’éléments
de F tel que (h&,)nen est dense dans hF. Soit ¢ € F. Comme

VneN, |[[(hé, —he, hén —hé)|l < |16 —€II°,
et comme hF ® 1 est dense E® VN (I', A), la suite (h&,)nen engendre E® VN (T, A).

D’ou le résultat.

Rappelons qu’'a tout 7' € VN(I', A) est associée une fonction f : I' — M(A).
Soit B une sous-C*-algébre de VN(I', A) contenant Cc (I, A) et telle que Vo € B,
la fonction f, associée est & valeurs dans A et soit ¢(z) € A sa valeur en e. On a
¢(zy~1) = fo(7). On notera plus simplement A I'application A#. Soit (u,),en 1'unité
approchée de A formée de ses éléments positifs de norme < 1.

PROPOSITION 2.2.11. — Soit E un B-module hilbertien, F = E @, (L*(T") @ A).
Alors :

(1) V€ € E, la famille (£ ® (0e @ up))uem est convergente dans F vers un élément
noté A\(§) € F. L'application A\ : E — F qui V& € E associe a &, \(§) € F est linéaire
continue et injective. On a V& € E et Vy € T, vy INE) = XN¢&y) et VE,n € E, on a

o((&m) = (AE), A(n)).-

(2) L’application qui a T € L(E) associe T @ 1 € L(F) induit un isomorphisme
de L(E) sur la sous-C*-algebre de L(F)' formée des opérateurs qui préservent ainsi
que leur adjoint A\(E).

Démonstration
(1) V€€ B,V pu,p' € M,

(€®0e @ (up —up ), @ be ® (up — upr)) = (up — uw)*d((€, ) (upy — up)
D’ou la premiere assertion. Donc I’application est bien définie et évidemment linéaire
continue de norme < 1. Par ailleurs, V&, 7 € E, on a

(A, Am) = T, $((&,m)up

= o((&m)
Soit alors € € E, tel que A(§) =0. On a

Vyer, ¢((&&yh) =0
donc (£,£) = 0 et finalement £ = 0. Donc A est injective. Soit £ € E et y € T,

YN = lim €@ 0y @7 (w)
BRT -1
= ;lerr/{& ® e @7 (un)
= ;161%57@5@@%
= A7)
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(2) On notera encore A Uapplication qui & T € L(FE) associe T ®) 1 € L(F). Cette
application est injective puisque A : B — L(L?(T") ® A) l'est. On a
VEe E, VT e L(E), MT()) = MT)(A(&)),
et VyeTl, Vae A,

=7 D))
Comme A(E)A est dense dans F, on a bien T' € L(F)', et donc A\(L(E)) est incluse
dans la sous-C*-algebre de L(F)! formée des opérateurs qui préservent ainsi que leur
adjoint A(E). Réciproquement, soit 7' un opérateur de cette algebre. Posons
T=\XN'T\:E—E, T=\'T*"\:E— L.

Il suffit de montrer que T admet que T* comme adjoint, puisqu’alors )\(TV) =T.Or
VéEne E, Vyel,ona:

et donc Vvy eI,

donc (T*(n), &) = (n, T(€). D'ou le résultat.

REMARQUE. — Soit E = L?(N) ® C/(T') et F = L?(N) ® L*(T"). Identifions C;(T) &
ANCH()) Cc L*(T), E a A(E) C F, L?*(N) ® L*(T") & L*(N, L*(T)), et par conséquent
E a 'espace des suites (§,)nen d’éléments de C(T') tels que ) n(&n,&n) converge
dans C*(T'). Soit (x,)nen une suite d’éléments de C(T") telle que pour toute partie
finie F CN, Y cpanz;, < M, telle que Vn # m, x,2;, =0 et telle que ) 52,
ne converge pas dans C(I") (il est aisé de construire de tels éléments par exemple
pour I' = Z). Soit T' € L(L?*(N) @ L*(T")) qui &

> & e L*(N,LA(I) ~ L*(N) ® L*(T)
neN
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associe 1’élément
T(¢) € L3N, L*(T") ~ L*(N) ® L*(I")
défini par

T(€)o=> a)é ot YkeN, T(¢) =0.
neN
SOit (é-n)neN S F, alors

(T(&), T(&n)) <Y (&n an2iln) < || (En)men]|?M
neN

donc T € L(F)''. Soit (&n)nen € E telle que Y, o x5, converge dans Cf (). Alors
T(E) C E. Pourtant pour £ = §y ® 6. € E, T*(§) = (xn)nen ¢ E.
PROPOSITION 2.2.12. — Soit B une sous-C*-algébre de VN (I', A) contenant A. Soit
F un A,I'-module hilbertien équivariant. Les deux assertions sont équivalentes :

(1) 1l eziste un B-module hilbertien E tel que F' ~ E ®ya (L2(T) ® A).

(2) Il existe un sous-A,T'-module F dense de F tel que VE,n € F, (£,n) € B.
Démonstration

(1) Montrons d’abord que la condition est nécessaire. L'application de E dans F
qui & § € I associe £ @4 (0 ® 1) est continue et sera noté A\. Or V¢ € E, Vv € T,
Va € A, Méa) = M€&)a et M\(&y) = y71A(€). Donc F = A(E) est un sous-A, '-module
dense. Soit £,n € E;on a:

(A, AM) () = (€ ® e ® 1,7(n® e @ 1))
0e @1L,M®,-1 ®1)

= (e ® 1, (£, m) (5,1 ® 1))

= o((&,my )

donc (A(€),A\(n)) = (£,n) € B et donc F convient.
(2) La démonstration de la réciproque est strictement celle du théoréme précédent
en remplagant VN(I', A) par B.

=
=

REMARQUE. — Soit K C S! un Cantor de mesure non nulle et soit p € L>(S?!) ~
V N(Z) sa fonction caractéristique. Soit F' = pL2(Z). Alors V¢ € F, £ # 0, on a

(€,€) ¢ Cr(2).

2.3. Cas propre
Soit encore F' un A, I'-module hilbertien équivariant.

DEFINITION 2.3.1. — On appellera opérateur cut-off tout élément h € L(F)™T tel
que :

(1) 1l existe une partie finie Fy C I telle que v € I', hhy # 0 = v € Fp.

(2) La somme »__ h2 est strictement convergente vers 1.
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PROPOSITION 2.3.2. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un espace localement compact X muni d’une action de I' propre et
cocompacte et une structure de Co(X) — A, I'-bimodule équivariant sur F.
(2) Il existe un opérateur cut-off h € L(F)" tel que Vv € T, hhy = hyh.

Démonstration

(1) Supposons la premiere assertion vérifiée. Alors (cf. [Tu]), il existe une fonction
c e Co(X)T tel que Zwel“ ¢y = 1. Il suffit alors de prendre pour h l'opérateur donné
par l’action de ¢!/2.

(2) Supposons la seconde assertion. Soit A la sous-C*-algebre de L(F') engendrée
par les h.,y € I. Elle est commutative et c’est une sous-I'-algebre de L(F'). Soit X son
spectre, qui est un espace localement compact séparé. Montrons qu’il est I'-compact
et I-propre. Soit

K ={xeX | x(h®) = [In*||/|Fo|}.
C’est un compact de X. Or soit x € X. Il existe 79 € I, x(h,,) > 0. Soit v € T, tel
que x(h,) > 0. Alors
X(Pryohy) = X (oo ) x(Ry) >0
donc hy,hy # 0 et donc y € yoFp. Done Y- x(h2) = 1. Donc il existe v € v Fo
tel que ¥ € v 'K et donc I'espace quotient est bien compact.

Soit

O ={xeX|x(h?) > 2E)™"}
C’est un ouvert de saturé X. Donc pour montrer que I'action est propre, il suffit de
montrer Z = {y € I' | O N~y~10} est fini. Or pour toute partie finie de Z’ C Z,
123 cn x(h2) = 1Z'|/(2|Fo|). Donc I'action est propre et cocompacte.

Soit F un A,T-module hilbertien muni d’un opérateur cut-off b € L(F)*. Fixons
Fy C I partie finie de I telle que Vy € I', hh, # 0= v € Fp.

LEMME 2.3.3. — Soit P C F. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) 3F C I, [Fi| < +oo tel queVEEP, £ =37 p, h2¢
(2) 3F CT,|F1| < oo tel queVEe P, Yy e\ Fy, h,& =0.

Démonstration. — Soit Fy C T telle que |Fi| < 400 et V& € P, £ = 3 h2E.
Alorssi y € I' et £ € P, sont tels que h,& # 0, on a

hy > h2E=hE#0
vy €F1

et donc v € FlFofl. Donc la seconde assertion est réalisée avec FyF|~ 1 Supposons
inversement que la seconde assertion est vérifiée avec Fi, alors V& € P,, on a

€=D me=> e

yel’ YyEF,

D’ou le résultat.
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Les vecteurs de F' pour lesquels les conditions équivalentes précédentes sont vérifiées
avec P = {&} seront appelés & support compact (pour h) et on désignera par F
Pespace de ces vecteurs. Il est évident que V¢,n € F, ({,n) € Co(T',A) C A, T
Mais Ce(T', A) est également une sous-algebre dense de A x I'. On a alors :

THEOREME 2.3.4. — Muni de l’action & droite de Co(T', A) associée & sa structure
de sous-A,T-module, et de la forme Cc (T, A)-sesquilinéaire d valeurs dans Co (T, A)
défini parvVE,ne F, Vyel,

&m() =&,

F est muni d’une structure de Co (T, A)-module préhilbertien, ou Co (T, A) est consi-
dérée comme sous-algébre involutive dense de AxT'. Soit E le AxT -module hilbertien
obtenu en séparant-complétant. L’application linéaire de F ® Co(T') ® A dans F qui
VfeF, Vy erl, Va € A, associe a f ® 6, ® a Uélément (y~1(f))a induit un
isomorphisme E ®ya (L’T)® A) ~ F.

La derniere assertion du théoreme a déja été démontrée. La premiere résulte im-
médiatement de la proposition qui suit.

Etant donné un A x I'-module hilbertien FE, on notera encore A la composée de
I’application quotient de E dans E, = E ®y A x,. I' et de 'application définie précé-
demment et notée \: E, — F ou F = E, ®, (L*(T') ® A).

PROPOSITION 2.3.5. — Soit F' un A, '-module hilbertien.

(1) Munissons L?(T') de l’action par translation a droite, et F @ L*(T') de l’action
diagonale de T' de sorte que F @ L?(T") est également muni d’une structure de A,T-
module hilbertien. Soit H € L(F ® L?(T")) le projecteur orthogonal sur F @ CG6,.
Alors H est un opérateur cut-off et l’espace des vecteurs a support compact pour H
est FF© Co(T), que lon munit de Uapplication Co (T, A)-sesquilinéaire () associée.
Considérons Cc(T', A) comme sous-algébre involutive de A X I' et Co (I, F') comme
muni de sa structure canonique de Co(T', A)-module préhilbertien. L’application X :
Co(T,F) - FoOCe) qui a f € Co(T, F) associe Eﬁ,er’Y_l(f(V)) © 0, est un
isomorphisme de Cc (T, A)-module qui vérifie V€, n € Co(T, A),

(A&, Am)) = (& m).

En particulier, (,) munit FOCc (') d’une structure de Co (I, A)-module préhilbertien.

(2) Soit h € L(F) tel que _ .p h2 =1. Soit D : F — F ® L*(T) Vapplication qui
a & € F associe Z'\/EF hy-1§ ® 6. Alors D est un morphisme isométrique de A,T'-
module hilbertien. Supposons de plus, que h est un opérateur cut-off. Soit F l’espace
des vecteurs a support compact pour h, alors D(F) C F © Cc(T"). En particulier, (,)
munit F d’une structure de Cc(T', A)-module préhilbertien.

(3) Soit h un opérateur cut-off pour F et soit p € Co(I,L(F)) C L(F xT) ou
FxI'=F®aAxT et oup est défini par v € I', py = hh,. Alors p est un projecteur
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qui préserve le sous-Co(T', A)-module Co (T, F) de F x T'. L’application linéaire S de
F dans Co (T, F) définie parVy €T, VE e F,

S () = hv(€)

vérifie \o S = Dz et induit un isomorphisme de Cc(T', A)-module préhilbertien entre
F et pCe(T, F).

Démonstration
(1) Rappelons que Vf ne C’c(F F), Vf € C’c(F A), VyeTl,ona:
=) %! (7))
y1€l
nf(@) = > n)m(foa ).
71 €l
Or

= > O EO) YA )

=) (v €M) ()

=3 (X o e DA @6,

yel' ~ el

=Y (2w e H ) @4,

(2) On a V& € F, (D(&),D(&)) = (&, Zvel“ 21€) = (£, €). Pour montrer que D
est un morphisme, il suffit de montrer que D possede un adjoint densément défini.

Or l'application de ' ©® Cc(I') dans F' qui & >° & © dy associe } . ph,—1&, est
contenu dans I'adjoint ; d’ou I'assertion. Enfin, V& € F, Vv € T,

0D (1 16 =Y qohy17p @6
~el

= Z hypy=1€ ® 57'\/

yel

= D(§)
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Supposons que h est un opérateur cut-off. Trivialement,
DF)CFoCc() et D (FoCsI)) CF.

Notons encore D : F — F © C¢ (') et D* : F ® Cc(I') — F les applications induites.
Comme D et (donc) D* sont I'-équivariantes, on a

VEeF, Vne FoCol), (D'n,&) = n,DE),

et donc (£, &) = (D*DE,€) = (DE,DE) € (AxT)t.
(3) Ona Ve F,
ATIDE =D Ahy €06,
yel’
= S¢
Soit S* = D*o XA : Co(I,F) - F. Ona S*S =idet V& € F,Vn € F o Ce(T),

(S*n,€) = (n,8¢). Comme V¢ € F @ Co(D), S* (X eréy ©Uy) =2 er 7™ théy, on
ap=.55*"; dou le résultat.

Dans tout le reste de cette section, F' désigne un A, I-module hilbertien, h € L(F)™
un opérateur cut-off, E le A x I-module hilbertien associé (cf. théoreme 2.3.4), E, =
E ®A><11" A )4,,, F

LEMME 2.3.6
(1) Soit S € L(F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) SFC F.
(b) IR CT, |Fi| < 4oo,(y€T,hS#0= € F).
(c) 3F CT, |Fi| <+400,8 =3 cp h3S.
(2) Soit T € L(F)'. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) T préserve F.
(b) 3F CT, |Fi| < 4oo,(y €T, h,Th# 0=~ € F).
(c) IR CT, |Fi| < +00,Th= 3 h3Th.
Si les assertions précédentes sont vérifiées pour T alors elles le sont pour T*. Si en
outre, Th € K(F), alors T*h € K(F).

Démonstration

(1) L’équivalence des deux derniéres assertions est une conséquence immédiate du
lemme 2.3.3 appliqué & P = Im(.S), et trivialement ces deux assertions impliquent la
premiere. Supposons qu’il existe une infinité de v € I tel que h.S # 0. Par récurrence,
on construit pour tout n € N, §, € F, v, € I telle que h,, S, # 0 et h,, S, =0
si m < n. Quitte a changer les £, par des vecteurs proportionnels, on peut en outre
supposer que » -y &n est convergente vers un vecteur € F' et

Vn<m, |hy,Senll < (2)7" 7y, S6nl
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de sorte que

VneN, H 3 h%SQ‘mH < ||hey, SE]l.
nm

D’ott h, S = Ry, SE + >, cn Py Sém # 0. Donc S¢ ¢ F. D’ot I'équivalence.
(2) Pour I'équivalence, il suffit d’appliquer le résultat qui précede a S = Th. Soit
Fy CT fini tel que

vyel, hyTh# 0= v € Fi.

Alors, comme

VyeT, hyT*h = ((hy1Th),)",
on a

yeT, hyT"h #0 =~y € F; "
Si Th € K(F), alors

WD =Y hTh: =Y (h Th*),— € K(F).
yEF, yEF,

Donc T*h = (hT)* € K(F).

DEFINITION 2.3.7. — On notera LL(F), I'ensemble des T € L(F)" qui vérifient les
conditions équivalentes du lemme précédent et KL (F) Pensemble

{T e LL(F) | Th € K(F)}.

D’apres le lemme qui précede, les espaces LL(F) et KL (F) sont des sous-algebres
involutives de L(F)T.

REMARQUE. — Soit F' un A, I'-module hilbertien. On munit F® L?(T") de la structure
de A,T-module hilbertien et de 'opérateur cut-off défini dans la proposition 2.3.5.
Alors F posseéde un opérateur cut-off ssi il existe p € LL(F ® L?*(T)) projecteur tel
que F ~ p(F®L?(T)). En effet, la condition est nécessaire d’apres la proposition 2.3.5.
Elle est suffisante, car d’apres le lemme précédent, on a p € Co(I', L(F')). Posons alors
h = (pHp)'/?. On a Vv €T, hh, = 0 ssi h?hZ = 0 ce qui implique v € (Supp(p))~*.

THEOREME 2.3.8

(1) Soit T € L (F). Alors T s’étend par continuité en un élément noté Tr €
L(E). On a (T7)* = (T*)r.

(2) Soit T € KL(F), alors Tr € K(E).

(3) Tr @ x1~T.

(4) L’algébre N(K(E)) est ’adhérence normique de K% (F).
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Démonstration
(1) Soit &, n € F et soit v € I'. Alors

0, TE(v) =, T(¥E)) = n,ATE) = (T"n,vE) = (T"n, §)(v)-

Donc T‘*}- C (Tj#)*, donc Tj# est fermable et il suffit de démontrer que 7jz qu’on
notera simplement 7" est borné. Soit S et S* les applications définies au cours de la
démonstration de la proposition 2.3.5. Alors

STS* =Y hThy© U, € Co(T,L(F)).
yel

En particulier, ST'S* est borné donc T'S* est borné puisque S est isométrique, et
finalement T' = T'S*S également.

(2) Lopérateur S : F — C¢(T, F) s’étend en un morphisme noté encore S : £ —
Fx . Or STrS* € Cc(T, K(F)) C K(F xT') et done Tt = S*(ST'S*)S € K(E).

(3) Quitte & remplacer A par A, on peut supposer que A est unitale. Soit

£eF, (Trax1)(AE) =T() ® (b @ 1) = MTE).

Comme A\(F) est dense dans E, on a bien Tr @, 1 =T.
(4) Comme A(K(E)) est fermée, elle contient d’apres ce qui précede 'adhérence

de KL (F). Pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer que V¢ € F C E, on
a )\(95,5) S KI;;,(F) Or

VEEE, (T®x1)(AE))=NT()).
En particulier, soit £ € F; ona Vn e F,
(Bc.c @x 1)(hn) = > v~ 1 (£(& vhm))

yell

=> v MO )

~el
Comme hy~1¢ = 0 pour tous v en dehors d’une partie finie de I', on a bien \(0¢ ¢)h €
K(F) et A(fe¢) € KL(F).
La proposition suivante nous sera utile dans le chapitre suivant.

PROPOSITION 2.3.9. — Soit T € LY (F)tel que [T, h] € K(F). Alors en identifiant E
et p(F X T') comme dans la proposition 2.3.5, on a Tr — p(T @ 1)p € K(E).

Démonstration. — D’aprés le théoréeme précédent, il suffit de montrer que
est la restriction & F d'un élément de K5 (F) ou

T x1:Ce(T, F) — Co(T', F)
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est défini par
Or cela résulte immédiatement du calcul suivant :

(Tir — S*(T x 1)S)h = (ZTh3_1 -y thTth>h

yel ~el’

=Y [hy-1,T]hy-1h

yel
LEMME 2.3.10. — Soit S € L(F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) SFUS*F C F.
(2) Il existe Fy C T telle que
|F1| < +o0,

vel, hyS#0= vy€ F,
vel, Shy#0= v € Fi.
(3) Il existe Fy C T telle que

|F1| < 400,
S=> mS=8> hn.
YEF YEF:

Pour Fy C T, partie finie de T', on notera Lp, (F) la sous-C*-algébre de L(F) for-
mée des opérateurs pour lesquels la troisiéme assertion est vérifiée avec Fy et Lo (F)
Uunion quand Fy décrit les parties finies de T' des Lp, (F). C’est une sous-algébre
involutive de L(F'); on appellera ses éléments les opérateurs a support compact. Si
T e LY(F),S € Lo(F), alors TS, ST € L¢(F).

Démonstration. — Pour ’équivalence, il suffit d’appliquer le lemme 2.3.6 & S et S*.
Le reste est trivial.

PROPOSITION 2.3.11

(1) Pour tout T € Lc(F), > cpTy converge strictement vers un opéra-
teur Mp(T) € LL(F). Si de plus T € K(F), alors Mr(T) € KL(F). Soit
T,T5 € LE(F), T, € Lc(F), alors MF(TlTQTg) = TlMF(TQ)Tg,, En par’ticulier,
My : Lo(F) — LE(F) (resp. Mr : Lo(F)NK(F) — K5 (F)) est surjective.

(2) Pour toute partie finie Fy de T, la restriction a Lp, (F) de Mr est continue par
rapport aux normes d’opérateurs.

(3) Soit T € mr, NLe(F), alors

Me(T)€myg et (75 (Mr(T)) = 4(T).
(4) Soit T € LL(F). Alors T € m,r ssi Th € mr,. SiT € m.r alors

MTt) € Mrgmys, et (T @7)E,) (NIT)) = (77)'(T).
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Démonstration. — Soit Fy C T',|F1| < 4o00. Posons ¢ = (>
toute partie finie F, de I,
> & <) A =IRl

~YEF> yel’

Donc T, : F — F ® L*(I') qui & £ € F associe > ver &€ ® 4y s’étend en un
opérateur continu de norme < |F;|'/? de F dans F @ L?*(T") qui est limite forte des
opérateurs Tglz : F — F@L*T) qui & § € F associe Y cp & ® d,. De plus
Tr, € L(F,F ® L*(T')) puisque son adjoint contient 'opérateur densément défini qui
A f e Co(l,F) C F® L) associe > ver ¢y f(v). Soit T € L, (F). Soit T ¢
L(F®L*(T)) quia f € F® L*(T), associe . T f(7) ® d,. Alors pour toute partie
finie F2 de F,

Ler h2)'/2. Alors pour

> T, =T TTE.
YEF,
Done 3. . Tr converge fortement vers 77, TTr, qui est de norme < ||T|||Fy|. Comme
T,h = 0 pour presque tout v € I, on a Mp(T) € LL(F) et si T € K(E), Mr(T) €
KL (F).
Soit T1,T> € LL(F), alors
V’)/ el (TlTTQ)»Y = Tl(T)»YTQ.

Donc
Mr(ThTT,) = ThMp (T)To.
En particulier, comme Mr(h?) = 1, pour tout Ty € LL(F), Mp(T1h?) = T3 et si
Ty € KL(F), T1h? € K(E).
Soit T' € m,, NL¢(E). Ecrivons

T=T, 15+ 1il5 —iT},
ou
=Re(T)", Ty =Re(T)”, T3=Im(T)", T,=Im(T) .

Comme T est a support compact, Re(T) et Im(T") également et donc Ty, 75, T3, Ty
également. Donc on peut supposer que T est positif. Calculons alors (les sommes sont
finies)

L(M(T)) = 7o (h(zyTy—l)h)
yel
=70 (D g Ty
yel’
T}(ZTh2_1>
yel’
=71r(T)
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Soit T € Lip(F). Par définition, T € n,p ssi Th € nep.. Si T € m,r, il existe
Uy, ..., U, Vi, ...,V € n.r, tel que T' = Z?Zl U;V;. De plus il existe une partie finie

Fi deT, telle que Th =3 hfTh. Donc
=3 (0 X #2)) Vi € my.
i=1 YEF

Réciproquement, soit T € LY (F) tel que Th € m.,.. Alors Th? est & support compact,
et T = Mr(Th?) € m.r d’apres ce qui précede et d’apres la proposition 2.2.3,

((r@7r)5,) (A(T1)) = ()" (T).

Supposons que A est une C*-algebre munie de 'action triviale de I'. Notons sim-

plement
€1 A ®max Crax(I') — A

le morphisme id4 ®er.
PROPOSITION 2.3.12. — Soit T € Lp(F) Nm p. Alors T ®: 1 € My .

Démonstration. — Munissons F®L?(T") de Paction par translation & droite sur L?(T").
Soit H le projecteur sur F' ® Cd. qui est un opérateur cut-off. Soit
D:F — F®L*I)

le morphisme équivariant propre qui a £ € F associe Z'\/EF hy-1£. On vérifie que
DTD* € Ce(T',L(F)) C L(F ® L*(T)) et que DTD* = Zwerwflthh@) U,, ou
la somme est finie. Alors T'®. 1 = > h,-1Th en identifiant (F' ® L?(M))r ®. A
et I par l'application induite par celle qui & { = 37 1 &(y) ® 0, € F © Cc(T)
associe Z%Fy(g(y)). Soit Uq,...,Un,Vi,...,V, € n.r, tels que T = Y U;V;.

Alors > by Th=Y ">y 'hUiVih € my,,
~€eT vyerl i=1

puisque les sommes sont finies. D’ou le résultat.
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CHAPITRE 3

UNE GENERALISATION EN K-THEORIE
DU THEOREME D’INDICE L? D’ATIYAH

Soit M un revétement galoisien de groupe I' d’une variété compacte M. Le théoreme
d’indice L? d’Atiyah ([A]) affirme que le I-indice d’un opérateur différentiel elliptique
I'-équivariant sur M est égal a l'indice de 'opérateur différentiel elliptique associé
sur la base. Dans ce chapitre, nous démontrons une généralisation abstraite de ce
théoreme en K-théorie. Le I'-indice d’Atiyah s’identifie en effet & 'accouplement entre
71 et Iélément de Ko(C*(I')) associé & I'opérateur elliptique par 'application de
Baum-Connes. Un théoréme abstrait (cf. [H]) affirme que (er). et (71). coincident sur
Iimage de l'application de Baum-Connes dans Ko(C*(T')), pour tout groupe discret
sans torsion. Nous montrons en fait que I'on obtient un théoreme plus général avec
des coefficients dans une C*-algébre munie d’une trace densément définie sci; en
particulier, on obtient des théoremes d’indice L? « en famille ».

3.1. La conjecture de Baum-Connes

Apres avoir fait quelques rappels rappels succincts sur KK (A, B) et sur la conjec-
ture de Baum-Connes, nous montrons que dans le cas d’un groupe discret sans torsion,
les groupes de K-théorie topologique et géométrique coincident.

3.1.1. Rappels concernant KK (A, B). — Soit G un groupe localement com-
pact, A et B deux G-algebres. On désigne par Eg (A, B) ’ensemble des couples (E, F)
ol E=ET®E™ est un Cy(X) — A, G-bimodule équivariant gradué et F' € L(FE) un
opérateur impair, tel que :

~Vae A onala, F] € K(E), a(F?—1) € K(E), a(F — F*) e K(E)

— Dapplication qui & g € G associe gFg~! — F € K(E) est continue

~VYa€ A, geG,algFg !t — F) € K(E)

On munit Fg (A, B) d’une structure de monoide (pour la somme directe). On dé-
signe par KK (A, B) lespace des classes d’équivalence d’homotopie d’éléments de
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E¢ (A, B); la structure de monoide sur Eg (A, B) induit une structure de groupe abé-
lien sur KK (A, B). Quand G est le groupe trivial, on note simplement E(A, B) (resp.
KK (A, B)) les groupes Eq(A, B) (resp. KK (A, B)). Etant donné T' € L(E), E;) ot
FE4, E5 sont deux A, B — G-bimodules hilbertiens équivariants,

0T*
70 )
tels que (E, F) est un élément de Eg(A, B), on dira que lopérateur T définit ou
représente I'élément (E,F) de Eg(A, B) ainsi que sa classe dans KK (Cy(X), A)
noté [T']. Rappelons encore que si T’ vérifie les mémes hypotheéses que T et si on a de
plus Va € A, a(T —T") € K(E), alors [T] = [T"].

E=FE ®E; et FZ(

3.1.2. La conjecture de Baum-Connes. — Nous faisons ici quelques rappels
succincts sur application de Baum-Connes. Pour les détails et les démonstrations, le
lecteur est renvoyé a [B-C-H] et [B-C].

Soit G un groupe localement compact, dg sa mesure de Haar a gauche, A son
module. Soit X un espace localement compact sur lequel agit G a droite de fagon
propre. On munit Cc(X) d’une structure de pré-Ceo (X x G)-module hilbertien (o
lon considere Co (X x G) comme sous-algebre involutive de Cp(X) x G) en posant,
VéEneCo(X), VfelCo(X xG):

(&) (@, 9) = E(@)n(zg)Alg) /2
et

£f(x) = / E(rg1) f(zg", 9)Alg)~2dg.
LEMME 3.1.1. — Si & € Co(X), alors (£,€) € (Co(X) x G)™T.

Démonstration. — 1l existe (cf. [Tu]) ¢ € C(X) fonction cut-off, i.e. une fonction a
valeurs dans [0, 1] telle que pour tout compact K, I'intersection de son support avec
le saturé de K est compact, et telle que [¢-gdg = 1. Soit 6 : Cc(X) — Co(X x G)
qui & f € Co(X) associe 0(f) € Co(X x G) définie par

V(w.g9) € X x G, 0(f)(x,9) = c(x)'/*E(xg)A(g) 72

Alors on a :

0(F) 0()(x.9) = / D) (w1, 97 ) Agr) 00 (@gr. g7 g)dn

= (96)(/C(ﬂcgl)”2A(91)”2A(91)‘1J”(ﬂcg)6(ﬂcgl)”2A(91)”2d91)A(9)‘1/2
=(f, f)(z,9)

D’ou le résultat.

Soit Px ¢ le Cy(X) x G-module hilbertien obtenu en séparant et complétant. Si en
outre X est G-compact, le C*-module Px ¢ est projectif de type fini. En effet, soit
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0f: Co(X x G) — Co(X) qui a &€ € Co(X x G), associe 04(€) € Co(X x G) définie
par
() = [ clag ™) (g™ 9)) Mg, @€ X,
On a
VE e Ce(X x G), neCo(X), (0%(¢),n) = (£,0(n) et 66°=p
ou p € Co(X x G) est le projecteur défini par
V(z,9) € X x G, plz,g) = clx)*c(zg)?Ag) ">

Donc 6 s’étend en un isomorphisme de Px ¢ sur pCo(X % G).

Soit A une G-algebre, et X un G-espace propre G-compact, on définit :
14 6 KK a(Co(X), A) — K.(Ax )

comme l'application qui & F' € KKg(Co(X), A) associe [Px,c| @c,(x)xa Ja(F).
Soit X et Y deux G-espaces propres G-compacts et f : X — Y une application
continue G-équivariante. Soit A une G-algebre. On notera
fe: KKa(Co(X),A) — KKa(Co(Y), A)

et

fo t KK(Co(X) x G, AxG) — KK(Co(Y)xG,AxG)
les applications induites.
LEMME 3.1.2. — pg} g o fu = px ¢ - KKa(Co(X), A) — K.(AxG).

Démonstration. — Soit F € KK ¢(Cy(X), A). Alors par fonctorialité du morphisme
de descente, jg(f«(F)) = f«(jo(F)). Il suffit donc de montrer que f.[Py,¢] = [Px.c]-
Soit ¢y une fonction cut-off pour Y ; la composée cx = cy o f est une fonction cut-
off pour X. Soit py et px les projecteurs associés dans Cy(Y) x G, et Co(X) X G
respectivement. Alors (f* x G)(py) = px et donc

pyCo(Y) Pl G®f*>4G CO(X) x G :pxco(X) x G.

D’ou le résultat.

Un G-espace propre EG est appelé exemple universel ou classifiant des actions
propres de G si pour tout G-espace propre Y, il existe une application f : Y — EG,
G-équivariante unique a G-homotopie pres. Rappelons qu’un tel espace existe toujours
et qu'on a la caractérisation suivante ([B-C-H], p.247) :

PRrROPOSITION 3.1.3. — Un G-espace propre Y est classifiant des actions propres pour
G ssi :

(1) Y H sous-groupe compact de G, Ip € Y, tel que p- H = p.

(2) Considérons Y XY comme muni de l'action diagonale de G, et p; (i = 1,2),
les deux projections : alors p1 et pa sont G-homotopes.
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COROLLAIRE 3.1.4 ([B-C-H], p.247). — Si H est un sous-groupe fermé de G, alors
tout classifiant des actions propres pour G est classifiant des actions propres pour H.

DEFINITION 3.1.5. — Soit A une G-algebre, on définit K7, (G, A) comme
}l/lénc KKq(Co(Y),A)

ou C' désigne I’ensemble filtrant des parties G-compactes de EG et Iapplication de
Baum-Connes a coefficient :

A _ 1 A | g-top N
Ha il/lglcﬂy,c tKP(GLA) = Ko(A X G).

La conjecture de Baum-Connes concerne ,ué’r =Mops ot N AxG — Ax, G
est le morphisme canonique; elle affirme que ué,r est un isomorphisme. Notons que
par définition de EG l'image de ,ué contient pour tout G-espace propre G-compact
X, I'image de /134(76,.

3.1.3. K-théorie géométrique. — On désignera par K (G, A) le sous-groupe de
K7,,(G, A) formé des éléments de la forme f.(x) o X est un G-espace propre cocom-
pact muni d’une structure de variété C*° préservée par l'action de G, f: X — EG
est une application classifiante et z € KK ¢(Co(X), A).

LEMME 3.1.6. — Soit I" un groupe discret et X un I'-espace propre I'-compact. Alors
il existe un complexe simplicial 3 sur lequel agit T tel que laction de T' sur la réalisa-
tion géométrique |X| de X soit propre et cocompacte et une application T -équivariante
DX — |

Démonstration. — Soit ¢ € Co(X) une fonction cut-off. Soit
A={yeT |3z e X, c(z)c(zy) # 0}.

Alors A est fini. Soit ¥ 4 le complexe simplicial de dimension n = |A| — 1 dont les
sommets sont les éléments de I' et dont les simplexes de dimension 0 < p < n sont les
p + l-uplets (yo,...,7p) € TPT! tels que

Vi, j€{0,...,p}, vmj_leA.

Le groupe opére par translation a droite sur ¥ et 'action induite sur la réalisation
géométrique |X 4| de X 4 est propre et cocompacte. On identifie |3 4| & I'espace des
mesures de probabilité dont le support est de cardinal < n+1 telles que Vz,y € T tels
que u(z) u(y) > 0onaxy~! € A, muni de la topologie de la convergence simple. Pour
tout z € X, soit ®(z) € | 4| défini par Vv € T, ®(z)(y) = c(ay). Alors I'application
D : X — |X4] quidx e X associe (z) est continue I-équivariante. D’ott le résultat.

PRrROPOSITION 3.1.7. — Soit I' un groupe discret sans torsion et A une T'-algébre.
Alors K;(I', A) = K, (T, A).
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Démonstration. — 11 suffit de montrer que si X est un I'-espace propre I'-cocompact,
alors il existe un I'-espace propre I'-cocompact N muni d’une structure de variété
préservée par I’action de I' et une application continue équivariante de X dans N.

D’apres le lemme qui précede, on peut supposer que X est la réalisation d’un
complexe simplicial. Soit ¥ = X/T" qui est alors la réalisation d’un complexe simplicial
fini, et ¢ : X — X I'application quotient. On peut plonger (simplicialement) ¥ dans R™
ol n est le nombre de sommets de X. Identifions ¥ a son image par son plongement.
Comme X est un espace ANR (cf. [Sp] p.149), c’est un rétracte d’un voisinage U
par une rétraction r. Soit f € C°(R™, R) telle que fix > 3/4 et fijyc < 1/4. Soit
x € |1/4,3/4[ une valeur réguliere de f et M la variété a bord f~*([x,+o0|). Alors
X C M CU. Soit M ={(m,s) € M x X | r(m)=q(s)}. Alors M est un revétement
de M et en tant que tel est muni d’une structure de variété a bord. L’action naturelle
de I' sur M (induite par celle sur X) préserve cette structure, et donc le double D (M)
de M est muni d’une action de T propre et cocompacte qui préserve sa structure de
variété. La composition de l'inclusion de X dans M et de celle M dans son double
convient. D’ou le résultat.

3.2. Représentants sommables et support

3.2.1. Notion de support. — Soit A une C*-algebre, X un espace localement
compact, £ un A-module hilbertien muni d’une représentation non dégénérée 7 de
Co(X) dans E.

DEFINITION 3.2.1. — Soit T € L(E). On appelle support de T et on note Supp(T) le
complémentaire de 'ensemble des couples (z,y) € X x X tels qu’il existe f, g € Cp(X)
tels que f(xz)g(y) # 0 et w(f)Tw(g) = 0. On dira qu'un opérateur est propre si la
restriction a son support des deux projections de X x X sur X est propre.

Notons que le support d’un opérateur est toujours fermé. Rappelons les notations
suivantes. Soit G un groupoide topologique. On note G(9) sa base, r, s les applications
but et source, G? = {(g,9') € G|s(g) = r(¢")}, m : G? — G la multiplication, et on
considérera G(©) comme un sous-espace fermé de G. Soit X1, X2, X C G, Y c GO,
on notera

X1 Xy ={g€G |3 g1 € X1, g2 € X2, g= 9192}
X '={geGlgte X}
XY =r(XY) e Y -X=sYX).

On considérera X x X comme muni de sa structure canonique de groupoide de base X .

LEMME 3.2.2
(1) Si Supp(T) = & alors T = 0.
(2) Supp(T™*) = Supp(T)~".
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(3) Soit f € Cp(X), T € L(E), alors

Supp(r(f)T) = {(z.y) € Supp(T)|f(x) # 0} € Supp(T) N+~ (Supp(f)).
En particulier, si ¥ (z,y) € Supp(T), on a f(x) =0 alors n(f)T = 0.

Démonstration

(1) Eneffet, T =0 Vf,g € Ca(X), fTg = 0. Soit K7 et Ko les supports de
telles f et g. Si Supp(T) = 0, il existe (fi)i=1,....n €t (gj)j=1,...m telles que 31" | f2
(resp. Z;"zl g3) est strictement positive sur K (resp. sur K») et 7(f;)T'w(g;) = 0.
Dot w(f)Tw(g) = 0.

(2) En effet, V f,g € Cp(X), 7(f)T7(g9) = 0 < n(@)T*7(f) = 0.

(3) Si f,g,h € Cp(X) et T € L(E), w(g9)Tw(h) = 0 implique w(gf)Tw(h) = 0
donc Supp(m(f)T) C Supp(T). Par ailleurs, si z ¢ Supp(f) alors 3g € Cc(X) telle
que gf = 0 et g(z) # 0 donc Supp(n(f)T) C r~(Supp(f)). Donc Supp(w(f)T) C
Supp(T') N7~ (Supp(f)). Donc Supp(x(f)T) € r~*(Supp(f)) N Supp(T').

Supposons que {(z,y) € Supp(T) | f(z) # 0} = @. Alors Ve > 0, il existe
l € Cy(X) asupport dans {x € X | f(x) # 0} avec ||(1—1) f|| < e. Alors d’apres ce qui
précede, Supp(n(1)T) = @ donc w(I1)T = 0, et donc |7 (/)T|| = |7 (f(1—=1))T|| < e||T||
et donc w(f)T = 0.

Dans le cas général, soit (z,y) ¢ {(z,y) € Supp(T) | f(x) # 0}. Alors il existe
g,h € Co(X) tels que g(z)h(y) # 0 tel que

Supp(g) x Supp(h) N {(z,y) € Supp(T) | f(x) # 0} = 2.
Comme Supp(m(g)Tw(h)) C (Supp(g) x Supp(h)) N Supp(T'), on a

{(z,y) € Supp(T7(h)) | fg(x) # 0} = @.
Réciproquement, soit z,y € X, g,h € Cc(X) tel que g(x)h(y) # 0 et f(z) # 0

et w(g)(n(f)T)m(h) = 0. Alors w(gf)Tw(h) = 0 et (9f)(x)h(y) # 0 donc
{(z,y) € Supp(T) | f(x) # 0} et par conséquent son adhérence sont inclus dans

Supp(7(f)T).
PROPOSITION 3.2.3. — Soit T, T1,T> € L(E)

(1) Supp(T17%) C Supp(T1) - Supp(12).

(2) soit (Ty)nen une suite d’éléments de L(E) qui converge fortement vers T et F
un fermé de X x X tel que Vn € N. Supp(T,) C F. Alors Supp(T) C F.

(3) Soit F C X x X un fermé contenant X tel que F = F~1 et F? = F. Alors
{T € L(E) | Supp(T') C F} est une sous-algébre involutive fortement fermée de L(E).

Démonstration

(1) Soit Vi (resp. Va) un compact de X. La restriction & r=1(V7) (resp. s~1(V2))
de la premiére (resp. seconde) projection est propre et en particulier fermée. Donc
Vi - Supp(T1) (resp. Supp(Ts) - Vo) est fermé. Soit (x,y) ¢ Supp(T1) - Supp(7:). 11
existe alors V7 (resp. V) voisinage compact de x (resp. y) tel que si Fy = Vi -Supp(T1)
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et Fy = Supp(T3) - Vo, on a Fi N Fy. Ainsi, Fy et F» sont deux fermés disjoints de X.
Soit f1 et fo deux fonctions continues & support respectivement dans Vi et Vs telles
que f1(x) # 0 et fa(y) # 0. Soit f € C(X) a support dans un compact K. Soit pour
1=1,2, K; = KN F;. Soit hy et hy des fonctions a support disjoint valant 1 sur K3
et Ko respectivement. D’apres le lemme qui précede,

T(fO)Tr(f) =n(f)Tr(haf) et w(f)Tw(f2) =n(fhe)T7(f2),
donc
m(f1)Tam(f2)Tom(fa) = w(fr)Tam(hy f2ho) Tom(fa) = O
Comme c’est vrai pour toute f € Co(X), w(f1)T1Ten(f2) = 0.
(2) Soit (z,y) ¢ F. Soit f,g € Cc(X), tels que

f(x)g(y) #0 et Supp(f

Pour tout n € N, on a Supp(n(f)T.7(g)
w(f)Tw(g) = 0 et finalement (x,y) ¢ Supp(T).
(3) Cela découle aisément de ce qui précede.

x Supp(g) N F = &.

)
) = o, donc w(f)Tpm(g) = 0, donc

3.2.2. Le cas des variétés compactes

DEFINITION 3.2.4. — Soit A une algeébre de Banach. On appellera idéal de Banach
de A un idéal I muni d’une norme ||||1 telle :

(1) |||l fait de I un espace de Banach.
(2) Ve e I,Va,be Aon a |laxdb|; < ||z||7]|alll|b|| et Va € I, ||z|| < ||z

PROPOSITION 3.2.5. — Soit y € A. Alors {x € A | [x,y] € I} est une sous-algébre
stable par calcul fonctionnel holomorphe.

Démonstration. — Soit B = {x € A| [z,y] € I}. C’est une sous-algebre de A. Pour
éviter les confusions, notons ||||4 la norme de la C*-algeébre A. Posons pour z € B,
lzllz = |lzlla + l|ly, «]||z. On vérifie aisément que |||z est une norme d’algebre sur
B. Montrons que B est complet pour cette norme. Soit (2, )nep une suite de Cauchy
dans B. Soit z sa limite dans A et z la limite dans I de la suite ([z,,y])nen. Alors
[z, y] = hmnﬂﬂo[acn,y] = 2. Donc # € B et comme lim)_, _[v,,y] = [2,y], on a
hmnﬁ 400 Tn = z. 1l suffit alors de montrer que le spectre d'un élément x € B est le
méme dans B et A. Soit \ ¢ Sp z(x). Alors

(AN+2) Hyl=—A+2) e,y A +2) el
Donc A ¢ Spz(z). D’ou le résultat.
Rappelons que si 7 est une trace densément définie sci sur une C*-algebre A, et
p > 1, on note LP(A) 'ensemble des z € A tel que 7(|x|P) < +00. Comme Papplication
qui & = € LP(A) associe (7(|z[P))"/? est une norme (cf. [Gro]), il en est de méme
de celle notée |||, qui & = € LP(A) associe ||z| + (1(|z[?))"/? et cette norme munit
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LP(A) d’une structure d’idéal de Banach. Rappelons encore (¢f. [Gro]) que si p, ¢ > 1,
x € LP(A),y € L1(A), r = (1/p+1/q)~ !, alors zy € L"(A).

PROPOSITION 3.2.6. — Soit A, B, C trois C*-algébres, A et C étant munies de traces
densément définies sci, et Y un espace localement compact. Soit F € E(Co(Y)® B, C)
représenté dans un C*-module hilbertien E et a support dans W C Y x Y. Soit
p = 1. On suppose que 1 — F? € LP(K(E)) et que la sous-algebre B de B formée
des éléments de B dont le commutateur avec F est dans LP(K(E)) est dense dans
B. Soit p € M,(B ® A) un projecteur et soit x = [p] ®p [F] € KK(Co(Y),C ® A).
Alors il existe G € E(Co(Y),C ® A) représenté dans E' o support dans W tel que
1-G? e LP(K(E")).

Démonstration. — Soit F, 4 =1cn @ F®14 € L(C" @ E ® A). Comme
[M, ©Bo LP(A),F, 4] C LP(K(C" @ E ® A)),

Bua={ye M, @ B A|[y,Fn 4] € LP(K(C"® E® A))}

est une sous-algebre pleine de M,, ® B ® A. Donc il existe g € By, a tel que [p] = [q].
Alors G = ¢F, aq convient.

COROLLAIRE 3.2.7. — Soit A une C*-algébre possédant une unité approchée formée
de projecteurs et T une trace densément définie sci sur A. Soit Y une variété compacte
de dimension n. Alors pour tout voisinage W de Y dans Y XY, pour tout p > n/2,
et tout élément x de KK (C(Y), A), il existe F € L(E) représentant x a support dans
W tel que 1 — F? € LP(K(E)) pour p > n/2.

Démonstration. — Soit B = Cliff(Y') qui est K-dual de C(Y) et « € KK(C(Y) ®
B,C) la classe de l'opérateur de Dirac. Par dualité de Poincaré, tout élément de
KK(C(Y),A) est de la forme = @ p a pour un élément x € Ko(B ® A). On peut
représenter « par un opérateur pseudodifférentiel D d’ordre 0 classique a support
dans W. Alors 1 — D? € LP et [C*(Y),D] € LP puisque ce sont des opérateurs
pseudodifférentiels classiques d’ordre —1. Comme B ® A posséde une unité approchée
formée de projecteurs, le sous-groupe engendré par les classes de projecteurs dans
les matrices & coefficients dans B ® A est Ko(B ® A). 1l suffit donc d’appliquer la
proposition précédente.

3.2.3. Equivalence de Morita. — Soit ' un groupe discret agissant de fagon
libre, propre et cocompacte sur un espace X. Soit A une I'-algebre triviale, £ un
Co(X) — A, T-bimodule hilbertien équivariant. Par équivalence de Morita, lui est as-
socié un C'(X/T) — A-bimodule hilbertien noté Er. Nous faisons le lien entre les opé-
rateurs de L(E)" & support trés proche de la diagonale et ceux L(E/T") & support trés
proche de la diagonale. Cette partie technique nous permettra ensuite de déduire de la
partie précédente un résultat de représentabilité des éléments de KK (Co(X), A) par
des éléments sommables avec des conditions de support données, quand X peut étre
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d’une structure de variété I'-équivariante, étape essentielle de notre généralisation du
théoreme d’indice L2.

Soit X un espace localement compact sur lequel agit a droite un groupe discret
I de fagon propre, et Px r le Co(X) x I'-module hilbertien construit dans la section
précédente. Soit ¢ : X — X /T D'application quotient.

PROPOSITION 3.2.8. — Il existe un isomorphisme canonique
[ CO(X/F) — K(PXJ‘).

Quand laction de I' sur X est en outre libre, alors Px r est un C*-module plein ; en
particulier, celui-ci réalise une équivalence de Morita entre Co(X/I') et Co(X) x T

Démonstration. — Posons pour f € C,(X/T) et £ € Co(X), n(f)(€) € Co(X) défini
par

Vee X, w(f)(€)) = fla(@))E(x)
Soit g = (||f||? = Ff)/2. Alors Vo € Co(X), on a
(9

(m (1)), m(HE) + (m(9)(€), m(9)(&)) = I FI*(,€)

et donc ||7(f)(€)]] < || fIIlI€]]- Donc 7 s’étend en une représentation unitale de Cp,(X/T")
dans L(Px ). Pour montrer que n(Co(X/I')) C K(Xr), il suffit de montrer que
VfeCo(X/T)F, onan(f) e K(Xr). Soit donc f € Co(X/T)*F. Soit ¢ € C(X) une
fonction cut-off. Soit & = (f 0 q)1/2c'/? € Cc(X). Alors m(f) = ¢ ¢. D’ou I'assertion.

Munissons le C(X/T")-module Co(X) d’une structure de Co(X/T')-module pré-
hilbertien en posant

VéneCo(X), VT e X/T, (En@ = > @)

z€q~(T)

et soit H le Cyp(X/I')-module hilbertien obtenu en séparant-complétant, qui est munit
d’une structure naturelle de Cy(X) x I-module. Il est immédiat que I’application qui
Vé,....6n € Co(X), Vfi,....fn € Co(X), VT € X/T', associe & >, _, fi ® & la
fonction sur X/I" qui VT € X/I', associe a T € X/T', 37 17 fi(2)&(x), induit un
isomorphisme de Px,r ®¢,(x)xr H sur Co(X/T'). En particulier, 7 est injectif. Soit
f € Ca(X) et soit g € Co(X/T) la fonction telle que gog = Y . f(f - ). Alors
m(g) = 05,¢. Donc 7 est également surjectif. Il est aisé de voir que Px r est plein
quand Dlaction est en outre libre (¢f. [M-Re-W] pour un résultat plus général).

Supposons dorénavant que l'espace X est I'-compact. Soit E un Cy(X) — A, T-
bimodule hilbertien équivariant non dégénéré. Quelle que soit la fonction cut-off, I’es-
pace des vecteurs a support compact est Co(X)E et sera noté &; le A x I'-module
hilbertien obtenu en le séparant-complétant (cf. théoréme 2.3.4) sera noté Er. Quand
E = Cy(X), on le notera plus simplement Xp.
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LEMME 3.2.9. — On a un isomorphisme naturel Er ~ Px 1 ®cy(x)xr (E x T), d’ot
une action naturelle de C(X/T) sur Er.

Démonstration. — Posons V f1,..., fn € Co(X), V&,....6n € E,Vg1,...,9n €
Cc (D),

n n
0O [i0&og) =Y Y 7 (fi&)a()-

i=1 i=1 yer
On vérifie immédiatement que cette application induit une application préservant
le produit scalaire de Xt ®¢,(x)xr (F x I') dans Er. Comme cette application est
trivialement d’image dense, c’est un isomorphisme. L’action naturelle de C(X/T") est
alors celle induite par I'action sur Px .

Notons j : &€ — Er Papplication canonique.

LEMME 3.2.10. — Soit U un ouvert de X/T'. La restriction ¢ Cc(q Y (U)E) de j
induit un isomorphisme de (Co(q~*(U))E)r sur Co(U)Er.

Démonstration. — Soit f € Cco(q 1(U)) et £ € E. 1l existe g € Cc(U) tel que
(goq)f = f. Alors

3(f€) = m(9)(i(f¢)) € Co(U)Er.
Donc Im(j) € Co(U)Er. Réciproquement soit £ € E, f € Co(X) et g € Cc(U), alors

fgoq € Co(qg™(U)) et j(fgoqf) = 7(g)i(f§). Donc Im(j) = Co(U)Er. D'ott le
résultat.

Supposons dorénavant que A est une I'-algebre triviale. Le morphisme id4 ®e :
A®maxC*(T) — A seranoté simplement ¢. Soit E/T" = Er®. A muni de la structure de
Cy(X/T), A-bimodule hilbertien induite par la structure de Co(X/T), A @max C*(T')-
bimodule hilbertien de Er. On notera € : Er — E,r I'application induite ; on a

Vfe CC(X/F)’ vEeg, 5((fOQ)£) = f&‘(g)

Pour T € L% (E), on notera T ou encore £(T') opérateur Tt ®: 1.

Soit U un ouvert de X/T'. On appellera trivialisation sur U, une section s : U — X
d’image ouverte telle que Papplication de U x I' dans X qui & (z,7) associe s(x)y
soit un homéomorphisme sur son image. On notera Vy € I', U, = s(U) - v C X,
sy : U — U., la section d’image incluse dans Uy et V f € Co(U), ¢-v € Ce(s(U) - v)
la fonction telle que ¢ -y = ¢ oq.

LEMME 3.2.11

(1) Soit s une trivialisation sur un ouvert U. Alors j(Cc(s(U))) C Co(U)Er et la
composée € 0 jiog(svy) nduit un isomorphisme s* : Co(s(U))E — Co(U)E,r tel que

V[ eCo(s(U)), V&€ Co(s(U))E, s (f&) = s"(f)s™(£)-
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(2) Soit T € LL(E). Soit s’ : U' — X une trivialisation sur un ouvert U’. Soit
peCc(U) et ¢ € Co(U'). Alors
FTyrd=> ()" (¢ -NT(¢-e)(s") " € L(Co(U)Eyr, Co(U")E)r)
~EF

(la somme est finie).

Démonstration
(1) En effet, V&€ € Ceo(s(U))E, (£,£) € AC Cc(T', A) et donc

(s7(£),57(8)) = (6,6) € A.

Le reste est trivial.
(2) On montre que

¢ (Tr ®: 1)gps™ = Y (s,)"(¢' - T (¢ €) € L(Co(s(V))E, Co(U')Eyr)
~YEF
ou F est une partie finie de I' telle que
(v € T',Supp(¢' - 7) x Supp(®) N Supp(T) # @) =7 € I
Soit £ € Co(s(U)). On a
¢ Tirps™(€) = ¢'Tyrge(€)
= ¢'Tyre((¢ 0 q)§)
= ¢'Tyre((¢- €)f)
= ¢'=(T((¢- e)S))
=¢e((¢ 0 )T (¢ - €)€)
=) (s T (b e
YEF

LEMME 3.2.12. — Soit T une trace densément définie sur A, 7% la trace associée sur
L(E)'. Soit T € m,r. Supposons

Vze X,VyeT \{e}, (z,27) ¢ Supp(T),
alors

(TE/F)/(T/F) = F(T)'

Démonstration. — Comme T est propre, r(Supp(T')) et s(Supp(T")) sont fermés. Donc
quitte a remplacer X par r(Supp(T")) U s(Supp(T")), on peut supposer que ’action de
I sur X est libre. Soit T € X/T' et z € X, ¢q(z) =T. Soit s : U — X une trivialisation
sur un voisinage U de T telle que s(T) = x et V' C U, un voisinage compact de x € X.
Soit B une base de voisinages compacts de x inclus dans V' et pour W € B on pose

Kw = (Uyer\{e;W - v) x W) N Supp(T).
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On a clairement Ny cpKw = @ et comme Supp(T) N s~ (V) est compact, il existe
W € B tel que Ky = 0. Fixons un tel W et une fonction ¢ € Cyw)(X/T) telle que
#(T) > 0. Alors ¢T)r¢p = s*¢ - eT'p - e(s*)~1. Comme X/I" est compact, il existe un
nombre fini de telles fonctions ¢;, i = 1,...,n avec Y ., ¢? = 1. Alors >/ | ¢; - €?

est une fonction cut-off. D’ou
n

(re0) (Tyr) =Y i (6iTres) = > mi(dicTdie) = (75)(T).
=1

=1

On suppose dorénavant que l'action de I" sur X est libre. Etant donné un recou-
vrement U = (U;)I, par des ouverts trivialisés, s; : U; — X les sections associées,
on notera Zy = U Uyer Ujy x Uj, C X x X

LEMME 3.2.13. — Soit V' un wvoisinage I'-invariant de X C X x X. Alors il existe
un recouvrement ouwvert U = (U;)™; de X/T par des ouverts trivialisés tel que Zy
soit I'-compact et contenu dans V.

Soit # € X/TI". Choisissons x € ¢~ 1(Z). Il existe un voisinage compact W de x dans
X tel que WxW C V (et donc UyerW -y x W -~ C V) et donc un voisinage U C X/T
de 7, s : U — X une trivialisation d’image incluse dans W. Par compacité, on peut
recouvrir X/I" par un nombre fini de tels U. D’ol 'assertion.

Notons g : X x X — (X x X)/T" 'application quotient. Celle-ci induit une bijection
entre les voisinages I'-invariants de X dans X x X et les voisinages de la diagonale
du groupoide G = (X x X)/T.

PROPOSITION 3.2.14. — Soit G un groupoide topologique a base compacte. Alors
YU C G woisinage de G dans G, il existe un voisinage V. de G dans G tel
que V=V"1etV2CU.

Démonstration. — Soit m : G® — G la multiplication. Comme m(G®) c G il
existe un voisinage ouvert Vi de G dans G tel que m(V1) C U. Soit Vo un ouvert
de G x G tel que VaNG®?) = Vj et soit V! = VL U((G x G)\GP). Alors V' NG =V,
et G x GO ¢ V'. Comme G© est compact, il existe W C G ouvert contenant G(%)
tel que W xW C V’. Alors W? = m((W xW)NG®@)) C U. Le voisinage V. = WnNW !
convient donc.

LEMME 3.2.15. — Il existe un recouvrement fini U = (U;)7—, de X /T par des ouverts
trivialisés tel que ¥ (i,7) € {1,...,n}?, on a |[{y €T | Uj.. NUj., # @}| < 1.

Démonstration. — Soit V' un voisinage I'-équivariant de la diagonale de X tel que
Vee X,Vy#e, (x,xy) ¢ V.D'apres la proposition 3.2.14 et le lemme 3.2.13, on peut
choisir un recouvrement par des ouverts trivialisés U = (U;)"_; tel que (Zy)? C V.
Alors si # € Up.e MUy, Y € Ui N U)oy, o0 a (z,y) € Zy et (y, 277 '72) € Zy d'ou
(2,27, "y2) € Z C V. Donc 7; = 72. Donc ce recouvrement convient.
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LEMME 3.2.16. — Soit U = (U;)?_; un recouvrement comme dans le lemme 3.2.15.
(1) Soit (i,5) € {1,...,n}? ety €T tel que Vv €T\ {7}, Use NU;.y = @. Alors
Si.e induit un isomorphisme de Cy(U; N Uj)E/F sur Co(Ui.e N Uj.A,)E ainsi que s;., et
ces deux isomorphismes coincident.
(2) Soit (xi)y et (¢:)Py une famille de fonctions & support dans U; respective-
ment et telles que (¢;)7_, est une partition de lunité et Vi € {1,...,n}, dixi = ¢i.
Soit T € L(E/T) tel que Vi€ {1,...,n}, ;Tx; = &:T et x;Top; = Th;. Soit

T‘ = Z MF(Si.eXiTS;;¢i~e) S LE(E)
=1

Alors Vi € {1,...,n}, et pour toute fonction ¢. & support inclus dans celui de ¢;.c,
on a, en notant ¢ = e 0 S;.e :
Tsi-ed) = Si-eTqS

s;elgbef = ngs;elXi.E.
En particulier, si [T,C(X/I')] € K(Er), T est une connezion pour T (ot Uon identifie
E ¢ Ey @, EJ/T, E; désignant le bimodule canonique d’équivalence de Morita entre
Co(X)xT et C(X/T)).
Démonstration

(1) SiU; NU; = @, il n’y a rien a démontrer. Sinon, U;.. N U;., # @. Comme
5i.c commute a l'action de C(X/I'), s;.. induit un isomorphisme de Co(U; N U;)E)p
sur Co(Ui.e N UyerUjy)E = Co(Ui.e N Uj.y)E. De méme, pour s;.,. Les isomor-
phismes induits coincident puisque leur réciproque coincident sur le sous-espace dense
Co(Ui.e NUj.y).

(2) Soit j € {1,...,n}, tel que U; NU; # &, et v € T’ Punique élément de T" tel
que Ui NUj.o # @. Soit 1 (resp. 1) la fonction continue telle que ¥|)| = ¢ (resp.
"/}e|we| = ¢e)~

Mr(85.eXiT55.c0j-e)8i:c0 = 8y Xj T8] A PjreSie V]
= 553X 155 3057 PeSie = 554X Xi T D0
= SieXjXi ;¢ = 8. Td;0

d’ou la premieére égalité en sommant sur j = 1,...,n.

Sie O Mr (8. X T570Bjoc) = 570 Pe8iaXsT573050 = Si¢ PeXjonSjn TS50 05
= d)XjTXiSj_.'lyd)j-'y = ox;T ;850 Xive
= ¢Tjs; 0 Xive

d’ou la seconde égalité en sommant sur j =1,...,n.
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Montrons que si [T,C(X/I')] ¢ K(E/T'), alors T est une connexion pour 7. Il
s’agit de montrer que V¢ € Co(X) (sous-espace dense de En), TeT — TTE € K et
Tg T - TTg € K. Par linéarité et comme T est I'—invariant, il suffit de le montrer
pour & a support dans le support d'un ¢;.. (en remplagant & par £@;..). Soit donc &,
a support dans U;.. et & = & 0 S;.. Alors

Te,T — TTe, = 86T — Tsi.o&
= 5i..(ET —T¢) e K
TeT —TT; = 5,61 ~ Ts &
= (€T —Ts;  xic €K
D’ou le résultat.

LEMME 3.2.17. — Soit Uy,...,U, et Vi,...,V, des ouverts de X/T tels que Vi =
1,...,n, U C V;. Alors il existe un voisinage compact W de la diagonale de X/T
dans X/T' x X/T tel que W - U; C V;.

Démonstration. — 1l suffit de prendre W = X/T' x X/T"\ (U (X/T\ V;) x U;).
Soit 7 trace densément définie sci sur A.

PROPOSITION 3.2.18. — Supposons queVx € KK (C(X/T), A) et pour tout voisinage
W de X/T il existe un bimodule gradué E = Ey & Eo, F = (877) € L(E) qui
représente x et QQ € L(Eaq, Ey) tel que :

(1) [Fl==

(2) Les supports de F et Q sont inclus dans W.

(3) 1-=TQ €myy, et 1 —QT € mry,
Alors Vo € KKr(Cy(X), A), et pour tout voisinage W T'-équivariant de la diagonale
de X, il existe un bimodule E = Ey & Ey gradué, I-équivariant, F = (9. 1") € L' (E)
qui représente x et Q € L(Eq, E1)' tels que :

(1) [Fl==

(2) Les supports de F et Q sont inclus dans W.

B)1-QTemy etl-TQEm.r .

1 2

Démonstration. — Soit W un voisinage de la diagonale de X T'-équivariant. Soit
U = (U;)™, un recouvrement comme dans le lemme 3.2.15 tel que Zy C W. Soit
(1;)_; une partition de 1'unité subordonnée a ce recouvrement et (¢;)_; des fonctions
a support dans les U; respectivement et telle que Vi € {1,...,n} {; = 1 sur un
voisinage V; du support de ;. Pour tout € X/T", on peut trouver un voisinage U,
d’adhérence contenu dans W,y ou Vi € {1,...,n}, W; = {y € X/T',;(z) > 1/2n}.
Soit (U})7-; un sous-recouvrement fini de (Uy)zex/r et ¢; une partition de 'unité
subordonnée & ce recouvrement fini (on se fixe ¢ : {1,...,m} — {1,...,n} tel que
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Vjed{l,...,m}, U_]’ C Wiy et Vj € {1,...,m}, on fixe comme trivialisation s; sur
Uj larestriction de s;(;) a Uj). Pour tout j € {1,...,m}, soit x; € Cc(Uj}) valant 1 sur
un voisinage Vj’ du support des ¢;. Enfin, soit W un voisinage compact de la diagonale
de X/T'tel que Vi € {1,...,n},Vj € {1,...,m}, W-Suppy; C V;, W-Supp¢; C V.

Soit # € KKr(Co(X),A) ~ KK(C(X/I),A). Soit F = (977) € L(E') ot E/
est un bimodule gradué, qui représente x et @ tels que dans I’énoncé pour W. En
particulier, Vi € {1,...,n},ona Qv¢;, = ;Qy; et Vj € {1,...,m},onaT¢; = x,;T;.
Soit E un bimodule I'-équivariant (gradué) tel que E/T" = E’. Posons

T=Y Mr(sjex;Ts; 6;) € L(E)"
—
et !

Q=" Mr(sieGiQs; i) € L(B)
i=1
et F = (% g) Alors F est & support dans Zy donc dans W et comme F est une
connexion pour F d’aprés le lemme 3.2.16, F € Ep(Co(X),A) et [F] = [F]. Soit
mF = ng.
Or d’apres lemme 3.2.16, Vj € {1,...,m} :
@T(]ﬁjf = @Sj.erTS]i;(]SjAe

= Qil)i(j)-esj-er/%(j)TS;;%-e

= 5i(3)-e i) @55y Vit e53-eXi [ Vi) T57.e Di-e

= Si(j)-eQTd)jS;;
Comme ¢;.. = si(j)ie@sj_,; @fqu.e — ¢j.e € Mr,,. En sommant sur j, il s’ensuit que
1- @T € m'. Quitte & refaire I'opération en partant des ¢;, on obtient C~2’ € L(E)F
& support dans W tel que 1 — TQ' € m''. D’ott Q — Q' € m' et donc 1 — TQ € mt.
D’otu 'assertion.

3.3. Théoréme d’indice L? en K-théorie

Soit X un espace localement compact muni d’une action a droite de I libre, propre
et cocompacte et ¢ : X — X/T DPapplication quotient. Soit A une C*-algébre munie
de laction triviale de T et E un Cy(X) — A, -bimodule hilbertien équivariant. On
notera €4 : A Qmax C*(I') — A lapplication id4 ®e.

PRrROPOSITION 3.3.1. — Soit W un voisinage propre I'-équivariant de la diagonale de
X tel queVz € X, Vy e T\ {e}, (w,27) ¢ W2. Soit F = (LT7) € L(E1 ® E2)" a
support dans W définissant un élément x € KK (Co(X), A). Soit Q € L(Esy, E1)' a
support dans W tel que 1 — QT e ml et 1 —TQ € m'. Alors :

T 0 (ea)s 0 pla(@) = (T®T"). 0 ply ().
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Démonstration. — D’aprés la proposition 2.3.9 ply (x) = [Tt] ou Tt : (E1)r — (Ea)r.
Comme 1 —TQ,1— QT € LL(E) nm!, d’apres la proposition 2.3.11,

1 =TrQr,1 = QrTr € mrpy,
et d’apres le lemme 3.2.12 :

(r@ 7). ([Ir]) = (& 7 (5 (1 = QrTr) = (T & 1) (o) (1 — TrQr)
=15, (1-QT)—15,(1-TQ)
= T(E)r (6(1 o QT)) - T(Ez)/r(€(1 - TQ))

= Tu&x(T)

D’ou le résultat.

THEOREME 3.3.2. — Soit I un groupe discret dans torsion. Soit A une C*-algébre
munie d’une trace T densément définie sci et de laction triviale de I'. Soit €4 =
1a®e: A@max C*(T) — A et 7@ 75 la trace associée sur A @max C*(T).

70 (ea) * opift = (r @), 0 i

Démonstration. — D’apres [D1], il existe une représentation 7 : A — L(H) non
dégénérée et 7' une trace normale semifinie sur w(A)” telle que 7’ o w étend 7. Alors
M, contient une unité approchée formée de projecteurs. Donc quitte & composer par
7, on peut supposer que A possede une unité approchée formée de projecteurs. D’apres
la proposition 3.1.7, il suffit de démontrer que

A r A
Teo&x O ppyr = (TOT s o pipyp

pour tout I'-espace propre cocompact M muni d’une structure de variété préservée par
Paction de T'. Soit n la dimension de la variété, p > n/2 entier, W un voisinage de la
diagonale fermé tel que Vo € M,V~y € T'\ {e}, (z,2v) ¢ W?P. D’apres la proposition
précédente, il suffit de montrer que Vo € KK (Co(M), A), il existe un représentant de
x et () tel que dans la proposition précédente pour W. D’apres la proposition 3.2.18, il
suffit de montrer que pour tout voisinage Wi de la diagonale de M /T, les hypotheses
de la proposition 3.2.18 sont vérifiées. Soit Wa un voisinage compact de la diagonale
de M/T tel que WP~ ' ¢ Wy et z € KK (C(M/T), A). D’aprés le corollaire 3.2.7, on
peut représenter & par un opérateur F' = (9 77) & support Wy. Soit P € Z[X], tel
que XP(X)=1—(1—-X)P. Alors Q@ = TP(TQ) convient. D’oti le résultat.

LEMME 3.3.3. — Soit ay et as deux actions de I' sur A équivalentes, soit u : I' —
M(A) un cocycle tel que Vy €T, a € A, on a : az(y)(a) = u(y)a1(y)(a)u(y)*. Soit
0: Axqo, ' > Axg, T UVisomorphisme tel que sia € A ety € T, 8(a®U,) = au(y)0U,.

Alors il existe un isomorphisme canonique Oop : Ky (T, A)a, = K (T, A)a, tel que :

T T
0* o MA,ozl = uA,ozz © 9'501"
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Démonstration. — Soit A; = A considérée comme I'-algebre pour Paction de o et
Ay = A considérée comme T'-algeébre pour Paction de «ag. Soit £ = A considérée
comme A — A-bimodule hilbertien. On définit une action de I' sur E qui le munit
d’une structure de A; — As, I'-bimodule hilbertien équivariant en posant pour v € T,
U)(a) = a1(y)(a)u(y)*. Alors E réalise une équivalence de Morita équivariante
entre Ay et As; d’ou le résultat.

THEOREME 3.3.4. — Soit I' un groupe discret sans torsion. Soit A une C*-algébre ;
soit u : ' — M(A) un morphisme de T' dans les unitaires de M(A). Soit a laction
de T' sur A définie par si v € T et a € A, v-a = u(y)a(u(y))*. Soit T une trace
densément définie sci sur A, qui est nécessairement I'-invariante. Soit (1 ®, ') la
trace sci densément définie sur A X, I' associée et soit id @, € le morphisme de A x T
dans A qui & a © U, associe au(7y). Alors :

(T Xa TF)* o /J’E,oz =T« O (ld ®o¢5)* © /Lg,a-

Démonstration. — Soit 0 : A xo I' ~ A Qpax C*(I") lisomorphisme défini par le
lemme précédent. Comme (id ®,¢) = (id®e) 0 b, et 7@, 7 =7®@ 7" 06, on a, en
notant ¢ I'action triviale de I" sur A :

(r ®a 7)o ph 0 = (7

= 72 0 (id@ac)s 0 (07 ) 0 iy

= 7,0 (I @) 0 i

COROLLAIRE 3.3.5. — On conserve les hypothéses et les notations du théoréme pré-
cédent. Soit en outre o : T — U(N) une représentation de dimension finie de T'. Soit
0: A% — A® My le morphisme vérifiant o(a © Uy) = au(y) © o(y) pour tout
a € Aetyel. Alors (en identifiant Ko(A® My) et Ko(A) :

720 ()« 0 () = N(T ®a 1) 0 iy ().

Démonstration. — Soit B = A® My et ug : I' — M(B) le morphisme défini par
Vy eT, ug(y) = u(y) ® o(v). On munit B de la structure § de I'-algebre associée.
Soit A: A — A® My le morphisme défini par Va € A, A(a) = a ® 1. Le morphisme
A est I'-équivariant et on a (idagary ®ge) o A x I' = 7. Soit 7y la trace canonique
sur My non normalisée (7y(1) = N). Quand on identifie Ko(A ® My) & Ko(A), les
applications (7 ® 7n)« : Ko(A® My) — C et 7. : Ko(A) — C coincident. De plus,
(r®7n) @57 ) 0o (AXxT) = N(Tr ® ) et on obtient, en appliquant le théoréme
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précédent & A ®@ My :

(T @ T )x 0 Gy 0 iy

(T ®7n)x 0 (id@pe)s 0 (A x T, 0 iy
(T@7Tn) @57 s o (AXT), 0}y
N(T ®q m1)s 0 iy

T*OE*ONE

D’ou le résultat.
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CHAPITRE 4

PROPRIETES DE FONCTORIALITE
POUR LES SOUS-GROUPES DISCRETS COCOMPACTS
ET THEOREME A LA LANGLANDS EN K-THEORIE

Dans ce chapitre, nous formulons et démontrons un théoreme a la Langlands en
K-théorie (théoreme 4.4.1) qui découle du théoreme 3.3.4, et de I'étude pour G groupe
localement compact, et H sous-groupe fermé de deux types de propriétés de foncto-
rialité : d’une part, la fonctorialité de la trace si G et H sont unimodulaires, et d’autre
part, la fonctorialité de Iapplication de Baum-Connes si H est cocompact dans G.
Nous montrerons au chapitre suivant comment déduire de ce théoreme a la Langlands,
des généralisations des formules de Langlands.

4.1. Traces associées aux groupes localement compacts unimodulaires

On prend les notations de [D2] concernant les algebres hilbertiennes. Soit G
un groupe localement compact unimodulaire. Fixons une mesure de Haar dg. L’al-
gebre A(G) = C¢(G) munie du produit scalaire donné par la mesure dg est une
algebre hilbertienne et U(A(G)) = VN(G). Notons n(G) lalgebre hilbertienne
achevée i.e. 'ensemble des éléments T € VN(G) tels qu’il existe £ € L?(G) tel que
Vn € Co(G), T(n) = & *n. Un tel € est alors unique, d’olt une application injective
A :n(G) — L*(G). De plus,

VT € n(G), Vn € L*(G), T(n)=AT)x*n
([D1] 13.10.3). Si T € n(G), S € VN(QG), alors ST, TS € n(G) avec
A(ST) = S(A(T)) et A(TS)=(S*(AT)"))".

On notera t“ ou plus simplement ¢ : VN (G)* — RTU{+o00} la trace normale semifinie
fidele associée, mq son idéal de définition qui coincide avec (n(G))?. Sa restriction a
C*(G) notée également t& ou simplement ¢ est densément définie et sci et c’est ([D1]
6.6.1, 6.6.6, et 17.2.5) l'unique trace semicontinue inférieurement densément définie
sur C*(Q) telle que si f € LY(G) N L2(Q), t(f*f) = ||f]|3.
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PROPOSITION 4.1.1. — Soit ¢ € Cc(G) une fonction réelle telle que [, ¢*-g dg = 1.
Alors VT € VN(G)*, on a t9(T) = Tr(¢T¢).

Démonstration. — Soit T € n(G) et soit & = A(T). Alors T'¢ est Hilbert-Schmidt et
17615 = [ 160195 )P (g2)donde

- / 1€(90) 26 (92)dgn g

= llel®

Dot t(T*T) = Tr(¢T*T'¢). Si T € VN(G)* est tel que t(T) = +oo, comme
est semifinie, il existe une suite d’éléments de mq, (Tn)nen telle que 0 < T, < T
et lim, 1o t(T}) = +oo. D’aprés ce qui précede, t(T,,) = Tr(¢T,¢) et comme
Vn eN, Tr(¢Td) > Tr(¢T,¢), on a également Tr(¢pT¢) = +o00. D’ou le résultat.

Le théoréme suivant qui découle du lemme 2.1.2 et de la proposition qui précede,
généralise la notion de I'-trace au cas des groupes unimodulaires :

THEOREME 4.1.2

(1) Soit G un groupe localement compact unimodulaire dénombrable a Uinfini, H
un espace de Hilbert muni d’une représentation unitaire de G fortement continue et
h € (L(H))* tel que [, ghg~'dg converge strictement vers 1. Alors lapplication qui
a T € (L(H))*t associe Tr(h'/?Th'/?) est une trace indépendante du choiz d’un tel
h notée Trg.

(2) Soit E un C;(G)-module hilbertien dénombrablement et H = E®,\, L*(G) muni
de Uaction de G par translation a droite. Alors il existe h € (L(H))™" tel que [ ghg™'dg
converge strictement vers 1 et l'on a YT € L(E)T, Tr§(T @, 1) = (t9) 5(T).

4.2. Fonctorialité de la trace

Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe fermé de G. Notons ¢ le
comodule de H, i.e. le caractere (Ag)g/Ap. Soit £ = Ca(G), A= Cc(H), &,n €&,
feCc(H).

On pose

(€ (k) = o(h 1/2/5 Hgh)dA(9)
et
9) = [ €lah )7 m3E) 2 Au () A (b,

OnaVeé e &, 0< (€ € C*(H) et on note EY le C*(H)-module hilbertien obtenu en
complétant. L’action de Cy(G/H) par multiplication et G par translation a gauche sur
& s’étend en une représentation covariante m de Co(G/H), G dans ES. Le théoréme
suivant est di & M.A. Rieffel ([R]).
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THEOREME 4.2.1. — ES (resp. (ES), = EG ®»,, CX(H)) est un bimodule d’impri-

mitwité entre Co(G/H) x G (resp. Co(G/H) %, G) et C*(H) (resp. C}(H)).

Si F est un C*(H)— B bimodule hilbertien, E§ @c+ gy F est un C*(G)—B-bimodule
hilbertien qu’on appelle bimodule induit, et qu’on note Indg (F). En particulier, si F'
est un espace de Hilbert, muni d’une représentation unitaire fortement continue de

H, la représentation de G dans Ind% (F) est la représentation induite au sens usuel
de la théorie des représentations.

LEMME 4.2.2. — On a un isomorphisme naturel (ES), ®x, L*(H) ~ L*(G) qui
commute a l'action de G par translation & gauche et a Uaction de H par translation
a droite.

Démonstration. — Un calcul direct montre que lapplication qui V f1,...,f, €
Cc(G), Vgi,...,gn € Cc(H) associe & Y i | fi ©® g; € (EG), ® L*(H) la fonction
f € Cc(G) C L4(Q) telle que :

VgeG, flg)= Z/fi(gh71)gi(h)AG(h)fl/QAH(h)fl/2dh

induit un isomorphisme entre (ES), ®,, L%(H) et L?(G) qui convient.
On notera
) vy CH(G) — M(Co(G/H) % G) = L(EG)
oGn : Cr(G) — M(Co(G/H) %, G) = L((Ef)»)

les morphismes canoniques. Adoptons la convention 0 x +oco = 0.

THEOREME 4.2.3. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire dénom-
brable a linfini, et H un sous-groupe fermé unimodulaire. Alors

VT € CHG)Y, (t7) g, 0 0ty (T) = vol(G/H)IE (T).

Démonstration. — Soit ¢ € C(G, [0, 1]) une fonction cut-off pour 'action de H par
translation & droite sur L2(H). On a le diagramme commutatif suivant :

(") (m9),
CrG)Y —— L((EG),)" R* U {+o0}
- |
C2(G)F ——— LI (G — @707 rt oo

Notons ¢ : G — G/H Vapplication quotient. Soit (K, )nen une suite croissante de
compacts de mesure non nulle de G/H d’union G/H et Vn € N, ¢, € Cc(G/H, [0,1])
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telle que (V) K, =1 et ¥, < Ypy1. Alors
Cn = n © d
/G o(@)n 0 q(z)da
[ w@) / o(xh)dh)dz

G/H
G/H
qui tend vers vol(G/H). Notons que C, '¢(1), o q) est une fonction cut-off pour
laction de G par translation a droite. Par ailleurs, par convergence monotone,
Jo &(x)¥n o q(x)dz tend vers [, ¢(x)dr. Il en résulte que si H est de covolume
fini, alors (vol(G/H)) !¢ est une fonction cut-off pour 'action de G par translation
a droite et le résultat découle immédiatement du diagramme précédent et de la

proposition 4.1.1. Si H est de covolume infini, la suite C,, tend vers +oco et donc
VT € CY(G)\ {0},

(t") (g, © 06/ u(T) = Tr(¢"/*T¢'/?)
2 Tr((¢n © Q)1/2¢1/2T¢1/2(¢n © Q)l/z)
= C,t%(T)

qui tend vers 400 puisque t%(T) > 0. D’ott le résultat.

COROLLAIRE 4.2.4. — Supposons de plus que H est un sous-groupe cocompact de
G de sorte que og,y + C7(G) — C(G/H) », G =~ K((ES),) induit (06 ) €
Hom(Ko(C#(G)), Ko(Cx(H))). Alors (t7), o (O'TG/H)* = vol(G/H)(t%)..

4.3. Fonctorialité de I’application de Baum-Connes pour les sous-groupes
cocompacts

Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G. Soit A une
H-algebre; rappelons que A(G)f désigne la sous-C*-algebre de Cy(G, A) engendrée
par les fonctions f continues de G dans A a support H-compact telles que f(gh) =
h=1(f(g)). C’est une G-algebre pour l'action de G par translation a gauche. Soit B
une autre H-algébre. Dans [K], G. Kasparov construit un foncteur :

Ind$ : KK (A, B) — KK o(AG)H, B(G)H).
Posons
E§(A) = Ef ®c+(my Ax H

qui est muni d’une structure de Co(G/H)xG—C*(H)-bimodule hilbertien. Notons que
si K est un compact de G, (f,)nen une suite d’éléments de Co(G) ® A, & support dans
K qui converge uniformément vers f € Cco(G, A) et sih € Co(H), alors (fr, ©h)nen €
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ES(A) est de Cauchy et de limite ne dépendant que de f et de h, de sorte qu’on peut
considérer Cc (G, A) ® Cc(H) comme sous-espace de E(A). Soit

(€)ity € Co(G,A)™, ()ily € Co(H)™ et f € AG)™.
Soit g = (I I3 — f*)'/* € A(G)". Alors

(3t ome > faoh)+ (D gt ©hi > gtn @ hi)
k=1 k=1 k=1 k=1
=PI DD 6 @ b D6 B )
k=1 k=1

de sorte que Vf € A(G)H, 'endomorphisme de Cc(G,A) ® A qui V(&)7L, €
Cc(G,A)™, (hi)f, € Co(H)™, associe a Z;nzl & © hi Z?:l f&k © hg induit un
élément noté 7(f) de L(E$(A)). On définit ainsi un morphisme G-équivariant 74 de
A(G)H dans L(ES(A)). Soit (E$)~! le bimodule inverse de E§ au sens de Morita,

et
Ef(A)~ = (Efj)! Qco(G/H)YxG (AG)T) G

(Ex)
muni de sa structure de C*(H) — (A(G)") x G bimodule hilbertien ; on vérifie de
méme que I'on peut munir EG(A4)~! de facon naturelle d'une structure de A x H —
(A(G)H) x G-bimodule hilbertien telle que I'isomorphisme
Ef(A) @axn B (A = (A(G)T) x G

soit un isomorphisme de (A(G)?) x G — (A(G)") x G bimodule et telle que 1'isomor-
phisme

EG(A) ' @awn EG(A)~Ax H
soit un isomorphisme de A x H — A x H bimodule. Ces structures passent aux produits

croisés réduits d’ou le théoreme suivant qui est un cas particulier du théoreme 3.15
p.247 de K] :

THEOREME 4.3.1. — Le morphisme 74 induit un isomorphisme entre A(G)H x G et
K(E$(A)) qui descend en un isomorphisme entre A(G)H x,G et K(EG(A)@x\Ax, H).
Ainsi A(G) x G (resp. A(G) x,.G) est Morita-équivalent & A x H (resp. Ax, H).

Etant donné une H-algébre A, on notera E(A) € KK(A(G)? x G, A x H) I'élé-
ment inversible associé a I’équivalence de Morita ci-dessus. Nous pouvons maintenant
énoncer ([K] corollaire p.247) :

THEOREME 4.3.2. — Soit A et B deur H-algébres et F € KK (A, B). Alors :
ja(Indf (F)) @p@yixg E(B) = E(A) @axn ju(F).

REMARQUE. — On a un énoncé analogue avec les produits croisés réduits.
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Supposons maintenant que A soit une G-algebre. Soit
Ya: Co(G/H) @ A — AG)"
I’application définie par
VfeC(G/H)® A= Co(G/H,A), Vg€ G, a(f)(g) =9 ' (f@))

Alors 14 est un isomorphisme G-équivariant entre Co(G/H)® A (ou G agit diagona-
lement) et A(G)

Par (1)4)«, on désignera 1’élément induit dans KK ((Co(G/H) ® A), A(G)H) par
ha et

E'(A) = ja((a).) ® B(A) € KK((Co(G/H) ® A) x G, A x H).

THEOREME 4.3.3 (théoréme p.169 [K]). — Soit A et B deuz G-algébres et F €
KKg(A,B). On a :

(a)x @ Indf (r (F) ® (¥5), " = ocq(c/m) (F).
Supposons dorénavant que H est un sous-groupe cocompact de G et A une G-
algebre, de sorte qu'on a un G-morphisme o8}, : A — C(G/H) ® A.

COROLLAIRE 4.3.4. — Soit A et B deuzr G-algébres et F' € KKg(A,B). On a le
diagramme commutatif suivant :

KK (A, B) je K(AxG,BxG)
Ju° r%l l(ag/H x G
KK(AxH,BxH) KK(AxG,(B®C(G/H)) xG)
E'(A E'(B
o

K(A® C(G/H)) x G, BNH)—>KK(A>4G Bx H)

Démonstration. — Soit x € KK (A, B). Alors
jolw) @ (054 % G). @ E'(B)
= (Ué/H X Gy ® ja(ocy (e m)(x))« @ E'(B)
= ( )« ® jo((a)s ® Indf (rfj (2) @ (Up).") ® E'(B)
= (04 % G)x © ja((Ya)<) ® E(A) ® ju (rf(z))
= (oG % G)x ® E'(4) ® ju(rij(z))

UG/H X G

le]

D’ou le résultat.
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Soit X un G-espace propre, G-compact. Alors pour l'action induite de H, X est
H-propre et H-compact. Soit px ¢ m la composition

TG
KKg(Co(X), A) — KK 1 (Co(X), A) —— K (H, A).

Soit Y un G-espace propre G-compact, et f : X — Y une application continue G-
équivariante. Alors px ¢, = py,c,m © f« d’out I'existence d'une application induite
notée r% (A) : Ko (G, A) — K¢, (H, A). On peut maintenant énoncer le résultat de
fonctorialité de I'application de Baum-Connes.

THEOREME 4.3.5. — Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe co-
compact. Soit A une G-algébre. Alors le diagramme suivant est commutatif :

(0251 1 G0 i

K, (G, A) K.(A®C(G/H))x Q)
5| ) |z
* K
Ktop(HvA) K*(ANH)
Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour X un G-espace propre G-compact,

ona
xmors =08y xG)opxa: KKa(Co(X), A K.(AxG
.UX,HO7’H—(UG/H>q )*O.UX,G' c(Co(X),A) — K. (AxG).
Fixons un tel espace X. Il suffit de montrer que
Pxc @ (0g) ) % G).® B'(C(X)) = Px.u,
puisqu’alors d’apres le corollaire qui précede, on a VT € KK ¢(Co(X), A) :
14 o(T) ® (0815 2)s ® E'(A) = Px.c ® ja(T) ® (045 @ G). ® E'(A)
= Pxc® (0G0 % Q). ® E'(Co(X)) @ jn(r§(T))
= Px,n ® ju(rij(T))
= g (ri7 (T))
Pour montrer que Px,¢ ® (ag(}g{) X G)®@E' (Co(X)) = Px g, commengons par dé-
crire la composition E'(Cy (X)) de ¢(Co(X)) et de I’équivalence de Morita E(Cy(X)).
Le bimodule est Cc (G, Co(X)) que on considérera dans les formules comme sous-

algebre de C(X xG) (de méme dans les formules, on considérera Ce(H, Cy (X)) comme
sous-algebre de C(X x H)). Le produit scalaire est donné par V¢, n € Co(G,Co(X)) :

(€ m)(x, h) =5(h)1/2/E(x,g)n(xh,gh)dg-
L’action & droite de f € Ceo(H,Co(X)) C C(X x H) est :

£.f(x.g) = / E(h™, gh™b) f(xh~", h)S(h) V2 A (h)~dh
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et laction de s € Co(X X G) C (Co(X) @ C(G/H)) x G est donnée par :

s-&(x,9) = /S(xg‘l,go)ﬁ(x,galg)dgo-
Alors V&1,8 € Co(X X G) et V(1,( € Co(X),on a:

<§27<C27 Cl>§1>(xv h)
— 5(n)V? / &, 9)((Ger )61 (wh, gh)dg

— §(n)V/? / &, 9){Cr C1) (2, o) (h, g gh)dgod
= 5(h)1/2/f_z(x,g)C_z(xg‘l)Cl(xg‘lgo)Ac(go)‘1/2£1(xh,galgh)dgodg

= AH(h)l/Q/5_2(33’Q)C_z(xg_l)Cl(fh(gl)_l)AG(Q/)_UQAG(Q)_UQ&(xhagl)dg/dg
= (0(C2,€2),0(¢1,61)) (, )

ot Pon définit 0 : Co(X) x Co(X x G) — Co(X) par V¢ € Co(X), V€€ Co(X xG) :

0C.)(x) = / C(eg (. 9)Ac () 2dg.

Donc Papplication qui V (1, ...,¢(n € Co(X), V&1,..., & € Co(X x G), associe a
Sor G @& lafonction Y. | 0((i, &) € Px,u s'étend par continuité en une isométrie
surjective de Px ¢ Qroy E(Co(X)) sur Px, . D’ou le résultat.

4.4. Théoréme a la Langlands en K-théorie

THEOREME 4.4.1. — Soit G un groupe localement compact, T' un sous-groupe discret
sans torsion cocompact. Soit o une représentation unitaire de I' de dimension N. La
représentation induite Ind (o) de G est liminaire ; soit (Ind< (o)), = Ko(C*(G)) —
Ko(K) ~ Z le morphisme induit. Alors on a :

(Ind€ (0))« 0 pg = Nvol(G/T) x (t%), o ug.

REMARQUES

(1) Comme G possede un sous-groupe discret cocompact, G est unimodulaire.

(2) La représentation IndS (o) est liminaire puisqu’elle s’identifie & oq)r ®g 1 o
ogr: C*(G) = K(EF) et o : C*(I') — L(CY) = K(CV).

(3) Nous verrons au chapitre suivant pourquoi la formule est une formule a la
Langlands.

MEMOIRES DE LA SMF 89



4.4. THEOREME A LA LANGLANDS EN K-THEORIE

73

Démonstration. — Notons (o)« : K.(C*(G)) — K.(C(G/T) x G) ~ K.(C*(I))

le morphisme induit par og,r. Considérons le diagramme suivant :

G
x "t x
Ktop(G) Ktop(r)

MGJ LUF
g (UG/F)*
K.(C*(G)) — K.(C*(I))

(tc)*lc x N vol(G/T) ((L(U)*

D’apres le paragraphe précédent, le carré du haut est commutatif. D’apres le corollaire
3.3.5 et le corollaire 4.2.4, le carré du bas est commutatif sur I'image de pg. Enfin,

(0)x 0 (Tq/m)s = (Indf),. D’oi le résultat.
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CHAPITRE 5

CONJECTURE DE BOST
ET FORMULE DE LANGLANDS

Soit G un groupe localement compact et I' un sous-groupe discret cocompact sans
torsion. Nous montrons dans ce chapitre, comment le théoreme 4.4.1 permet de cal-
culer la multiplicité des séries discrétes dans L?(G/T") & partir de renseignements sur
I’application de Baum-Connes pour la K-théorie de la C*-algebre pleine de G. En
particulier, nous montrons que la conjecture de Bost sur la K-théorie de I'algebre de
Banach L' (G) implique les formules de Langlands pour les séries discrétes intégrables.
Gréce aux résultats de V. Lafforgue ([L], [L2]) sur la conjecture de Bost, ceci permet
de démontrer des généralisations des résultats de Langlands, valides en particulier
pour tout groupe réductif G sur un corps p-adique.

5.1. Séries discrétes

5.1.1. Séries discrétes et dimension formelle. — Soit G un groupe localement
compact unimodulaire, de mesure de Haar dg. On a la proposition suivante ([D1]
14.1.1, 14.1.3, 14.3.2) :

PROPOSITION 5.1.1. — Soit m une représentation unitaire irréductible de G dans un
espace de Hilbert H,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 7 est équivalente a une sous-représentation de L*(G).
(2) 3¢ € H, tel que la fonction g — (£, g€) est dans L*(Q).
(3) V€ € Hy, la fonction g — (&, g€) est dans L*(G).

On dit d’une telle représentation qu’elle appartient a la série discréte et on note
G4 Vensemble de ces classes de représentations.

THEOREME 5.1.2 ([D1] 14.3.3). — Soit w € Gq. Il existe une constante d > 0 appe-
lée dimension formelle de la représentation, telle que pour tous x, 2’ ,y,y' € Hy, on a :

/G W gy, gr)dg = (de) "y, o/ ) (&', ).

Les formules précédentes sont appelées relations d’orthogonalité de Schur.
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Liens avec la mesure de Plancherel. — La dimension formelle s’interprete facilement
dans le cas ou G est de type 1. Soit G un groupe localement compact unimodulaire
qu’on suppose dans ce paragraphe seulement de type I. Il existe alors une unique
mesure 1 sur G appelée mesure de Plancherel telle que V f € LY(G) N L*(G), on a
txz*) = [Tr(¢(z)¢(z*))du(C). De plus, Vo € C}(G)T, on a ([D1] 18.8.1) t(z) =
J Tr(¢(z))dp(C) et ([D1] 18.8.5) :

PROPOSITION 5.1.3. — Soit ¢ € G. Alors ¢ est dans la série discréte ssi p({¢}) >0
et dans ce cas p({¢}) = dc.

Par la suite, nous ne ferons plus 'hypothese que G est de type 1.

5.1.2. Coefficients de matrices et projecteurs minimaux

Soit U = VN(G) et U’ son commutant. Soit H, C L?(G) l'espace d’une sous-
représentation irréductible 7, E le projecteur minimal de U’ associé. On notera éga-
lement 7 € éd la classe de la représentation. Soit F' le support central de E dans
UNU’ et K = F(L*(G)). Pour tous &,m € Hy, soit ¢, ¢ € L*(G) définie par :

VgeG, énelg) = nm(9)&)-

Notons encore V¢ € L*(G), Ze L?(G) I'élément tel que pour presque tout g € G,
Clg) =<lg™).
Le théoreme suivant est démontré dans [D1] (14.2.2, 14.2.3, 14.3.5, 14.3.6, 14.4.2) :

THEOREME 5.1.4

(1) F est un projecteur minimal de U NU' et toute sous-représentation de L*(G)
équivalente a 7 est une sous-représentation de F(L*(Q)).

(2) K < A((G).

(3) v§7’r}€Hﬂ'a ¢n7£:§*77*6K- o

(4) Il existe un unique isomorphisme d’espaces de Hilbert ® : Hr @ Hy — K tel
que D(E @ 1) = d}r/zdz;,\g. De plus, ® entrelace (w, T) et (A, p).

(5) En identifiant Hy @ H, & l'espace des opérateurs d’Hilbert-Schmidt sur H.,,
on a :

d(u*) = d(u)*,  D(uww) = d/2d(u) * D(v).
(6) Soit f € n(G). On a :
IFHI3 = dr Te(x(f)m(f*)).

D’apres la derniere assertion du théoréme, 7(C*(G)) C K(Hy) ; en particulier, {7}
est fermé dans G. De plus, V& € H, avec ||{||2 =1, on a d-¢¢ ¢ € K C A(n(G)). Soit
pe € n(G) tel que A(pe) = drdec.

LEMME 5.1.5. — L’élément pe de n(G) est un projecteur minimal de VN (G).
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Démonstration. — D’apres la cinquieme assertion du théoreme, pe est un projecteur
et d’apres la sixieme 7(pg) est de rang un. Soit n € K+, pe(n) =&+ & xne KN K+
puisque K (et donc K1) est biinvariant. Donc pg(n) = 0. D’ou le résultat. En fait,
m(pe) est le projecteur orthogonal sur £. En effet, Vi € Hy,

(0, pe(€)) = do / (g€, €) (g€, n)dg
= <777 £>

On en déduit, avec les mémes notations :
PROPOSITION 5.1.6. — 7 est ouvert dans G, ssi pe € MCH(G)).

Démonstration. — Si 7 est ouvert dans G,, comme {7} est fermé, alors on a un iso-
morphisme 0 : C(G) — K(H;)® J] ou JI est le noyau de 7 vu comme représentation
de C}(G). Modulo cette identification, si f¢ ¢ est le projecteur orthogonal sur § dans
H, alors \(07!(0¢,¢ ©0)) = pe. La réciproque résulte de la premiere partie du lemme
suivant avec H = L?(G) et H' = K+.

LEMME 5.1.7. — Soit A une C*-algebre et p une représentation fidéle de A dans un
espace de Hilbert H.

(1) Soit 7 € A telle que {mw} est fermé dans G et0 # x € A. On suppose que p se
décompose en H = H, @ K@ H' et que l'on a p(x) =0 et p,gx = 7 ® 1x. Alors
{7} est ouvert dans G.

(2) Sime A est telle que {7} est ouvert dans A et siA est séparable, alors il existe
une sous-représentation trréductible de p dont la classe est .

Démonstration

(1) Soit I = Ker(m). Alors (pjar )| est injective. Pour tout i € I, pjgr (ixz) = 0 donc
p(iz) = 0 et iz = 0. Donc V¢ € I, ((z) = 0. Comme 7 est fermée, I = A\ {r} et par
ailleurs, 7(z) # 0. Donc {7} = {¢ € G | ((x) # 0} est ouvert.

(2) Soit I l'idéal de A tel que I = {r} qui est séparable. Alors I ~ K(H,). Le

morphisme p|; est non trivial et la restriction de p a IH est un multiple de p.

REMARQUE. — Si G est localement compact unimodulaire presque connexe, P. Green
a démontré (cf. [G]) qu'une représentation 7 dans la série discréte est toujours isolée
dans le dual réduit.

5.2. Formules de multiplicités

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, I' un sous-groupe discret sans
torsion cocompact de (G, et soit o une représentation unitaire de dimension N de
I'. Comme IndS (o) est liminaire, elle se décompose en une somme directe de re-
présentations irréductibles de G. Etant donné pE é, le probleme des multiplicités
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consiste alors & calculer m(p, T, o) la multiplicité de p dans Ind& (o) qui est finie. En
particulier, les formules de Langlands concerne le calcul de m(w, T, o) pour 7 € Ga.

Soit donc 7 € Gq. Supposons que 7 est isolée dans G, (resp. dans é) Alors on a
un isomorphisme canonique C*(G) ~ K(H,) & J- (resp. C*(G) ~ K(H,) & J,) ou
J7 (resp. Jx) est le noyau de m vu comme représentation de C;(G) (resp. C*(G)).
Soit xr € Ko(C}(G)) (resp. pr € Ko(C*(G))) lélément de K-théorie associé. En
particulier, si 7 est isolée dans G, alors A(Pr) = Tx.

LEMME 5.2.1. — (t%).(2,) = dx.

Démonstration. — Fixons £ un vecteur unitaire dans H, et pe € C(G) le projecteur
associé. Alors [pe] = z, donc

(tG)*(xﬂ') = tG(pﬁ)
= [Ipell3
=d,.

THEOREME 5.2.2. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, ™ une série
discréte de G isolée dans Gy, et xr € Ko(C*(G)) Uélément associé. Soit T un sous-
groupe discret cocompact de G et o une représentation unitaire de I' de dimension N
finie. Soit Cr € Ki,,(G) tel que pg (Cr) = xr. Soit pir = pc(Cr). On a :

(Indf () (16 (C)) = N vol(G/T)dr

Supposons de plus, 7 est isolée dans G et soit pr € Ko(C*(Q)) Uélément associé. Si
we(Cr) = px, alors on a :

m(m,T,0) = Nvol(G/T")dx

Démonstration. — Compte tenu du lemme précédent, la premiere assertion est sim-
plement le théoreme 4.4.1 appliqué a C,. La seconde résulte immédiatement du fait

que m(m,T',0) = (Indlg(a))*(p,,).

REMARQUES

(1) L’existence (et son unicité) d’un tel élément C; est postulée par la conjecture
de Baum-Connes sans coefficients pour GG. Cette conjecture est maintenant démontrée
pour une vaste classe de groupes : les groupes de Lie réductifs (A. Wassermann), les
groupes réductifs sur un corps p-adique (V. Lafforgue) et les groupes moyennables
(N. Higson, G. Kasparov). Signalons également que I'injectivité de ug 4 est connue
pour une tres vaste classe de groupes en particulier, pour tous les sous-groupes fermés
des groupes presque-connexes et des groupes réductifs p-adiques.

(2) La représentation 7 peut étre isolée dans G, sans I'étre dans G (ceci se produit
déja pour G = SLy(R)). Le théoréme précédent fournit néanmoins une formule a la
Langlands pour toutes les séries discretes des groupes localement compact presque
connexes vérifiant la conjecture de Baum-Connes. Cette formule ne permet pas de
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calculer directement la multiplicité m (7, T, o) mais la relie aux multiplicités d’autres
représentations (non faiblement contenues dans la représentation réguliere). En par-
ticulier, on obtient une explication géométrique des formules pour les séries discretes
non intégrables des groupes SO(n, 1).

THEOREME 5.2.3. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire moyennable
(ou T-moyennable) et ™ une série discréte isolée dans G, alors :

m(m,T,0) = Nvol(G/T')d.

Démonstration. — N. Higson et G.Kasparov ont démontré la conjecture de Baum-
Connes pour les groupes T-moyennables et montré qu’ils sont K-moyennables. En
particulier, i est un isomorphisme donc il existe un unique Cr € K, ,(G) tel que
e (Cr) = pr auquel on peut appliquer le théoréme précédent. D’oti le résultat.

REMARQUES

(1) Dans le cas des groupes nilpotents, ce résultat est dit & C.C. Moore et J.A. Wolf
([M-W]).

(2) Ce résultat implique que l'ensemble des dimensions formelles des séries dis-
cretes d’un groupe localement compact moyennable possédant un sous-groupe discret
cocompact sans torsion, est discret dans R (¢f. [Co-M] pour un exemple de groupe
de Lie nilpotent dont I’ensemble des dimensions formelles des séries discretes n’est
pas discret). Rappelons que si G est un groupe linéaire, et I' est un sous-groupe de
type fini, alors I posséde un sous-groupe d’indice fini sans torsion, et que tout réseau
cocompact d’un groupe localement compact presque-connexe est de type fini, puisque
ce sont des groupes fondamentaux de variétés compactes. Ainsi 'ensemble des dimen-
sions formelles d’un groupe linéaire localement compact moyennable possédant un
réseau cocompact est discret.

5.3. Cas des représentations intégrables

5.3.1. Intégrabilité d’une représentation. — Soit G un groupe localement com-
pact unimodulaire.

PROPOSITION 5.3.1. — Soit m une série discréte isolée dans le dual réduit. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :
(1) 3z € LY(G) tel que w(x) est de rang fini non nul et p(x) =0, Vp e G\ {r}.
(2) 3p € LY(G) tel que (p) est un projecteur de rang 1 et p(p) =0, Vp € é’\{w}
(3) 3¢ € Hy, €] =1 tel que la fonction g — (&, 7(g)E) est intégrable.
Si la représentation vérifie l'une des assertions équivalentes, on dit qu’elle est in-
tégrable.
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Démonstration. — Trivialement, 'assertion 2 implique ’assertion 1. Pour montrer
la réciproque, soit x € L(G) tel que dans l'assertion 1. Soit j : L}*(G) — C*(G)
I'inclusion canonique et B la sous-algebre involutive j(z)C*(G)j(z*) de C*(G). Alors
B est de dimension finie et 7 induit un isomorphisme entre B et w(B) = L(7(z*)H).
De plus, Vp € G \ {7}, on a p(B) = 0. Soit b in B tel que 7(b) soit un projecteur de
rang un. Comme j(zL!(G)z*) = B (puisque B est de dimension finie), b € j(L'(Q)).
D’ou lassertion 2. D’apres ce qui précede, ’assertion 3 implique ’assertion 2, puisque
si &€ € Hy est de norme 1 et tel que g — (&, g€) € L*(G), alors p € L*(G) défini par
Vg € G,p(g) = d.{g&, &) vérifie les hypotheses de I’assertion 2. Pour la réciproque,
soit p tel qu'en 2. Soit & de norme 1 tel que § € Im(w(p)). Alors pe = A(p). Soit
f € L*(Q) la fonction qui & g € G associe d, (£, g€). On a : V(,n € Co(G),
(n

(€7, f) = (C,pe(n))
= (G, Ap)(n))

- / (¢ ) (g)plg)dg

ce qui implique 1’égalité presque stre des fonctions p et f. D’ou le résultat.

)
(

LEMME 5.3.2. — Soit m une série discréte isolée dans G,..

(1) S’il existe un projecteur p de L'(G), et une homotopie de projecteurs dans
Cx(G) entre A(p) et un projecteur pe pour { € Hy de norme 1, alors 7 est intégrable.

(2) S’il existe p € LY(G) projecteur tel que [N(p)] = xx, et si G est liminaire, alors
T est encore intégrable.

Démonstration. — On a un isomorphisme C}(G) ~ K(H,) & JZ, ou JZ est le noyau
de la représentation m de C}(G). La composante de pg (§ € H,) dans J est nulle, et
donc c’est également le cas pour tout projecteur qui lui est homotope; soit p un tel
projecteur. Alors 7(p) est de rang 1 et donc vérifie Passertion 2 du théoréme précédent.
Donc 7 est intégrable.

Dans le cas, o G est liminaire, un projecteur non trivial de J. a toujours une
classe non triviale en K-théorie; donc dans ce cas, tout projecteur p de C*(G) qui
définit la méme classe qu'un pe a également une composante nulle dans J; et par
ailleurs le rang de 7(p) est m.(p) = m«(x,x) = 1. Donc p vérifie encore 'assertion 2 et
7 est intégrable.

Soit j : LY(G) — C*(G) I'application canonique.

LEMME 5.3.3. — Soit £ € H, de norme 1 tel que la fonction p définie par Vg € G,
p(g9) = d (g€, &) est dans L(G). Soit f € Cc(G), on a légalité suivante dans L*(G)

px fxp=(n(f)E)p.

La série discréte est isolée dans le dual plein et p, = [j(p)].
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Démonstration. — Comme )\ : L*(G) — V N(G) est injective, il suffit de le vérifier
dans VN(G). Or A(pe) est un projecteur minimal dans V. N(G). Donc il existe ¢y € C,
tel que A(pfp) = cgp. On a

cr = cp(&m(p)§)
= (&, 7(pfpP)§)
= (&, 7(f)E)

D’ou la formule. Il s’ensuit que j(p)C*(G)j(p) = Cj(p) et donc j(p) est un projecteur
minimal de C*(G) et donc 7 est isolée dans G (cf. [V2]).

5.3.2. Les travaux de V. Lafforgue sur la conjecture de Bost et les multipli-
cités des séries discretes intégrables. — Soit G un groupe localement compact.
On peut construire (cf. [L]) une flecche de Baum-Connes pour I'algebre LY(G) :

1 K (G) — KL (LY(G))

top
telle que p = j, o pq. La conjecture de Bost affirme que p1 est un isomorphisme. Dans
sa these, V. Lafforgue a introduit une vaste classe C’ de groupes localement compacts
(stable par sous-groupe fermé) qui comprend tous les groupes de Lie semisimples, les
groupes réductifs sur les groupes p-adiques, et les groupes moyennables.

THEOREME 5.3.4 (V. Lafforgue). — Si G est dans la classe C', alors G vérifie la
congjecture de Bost.

En particulier, si G est dans la classe C’, 'image de p contient (et est égal &) 'image
de j.. Ainsi si 7 est une série discrete intégrable, p, (et donc x,) est dans I'image de
i (resp. u"). Par ailleurs, pour les groupes dans la classe C’, u, est injective.

En conjuguant le théoreme de V. Lafforgue et le théoreme 5.2.2, on obtient :

THEOREME 5.3.5. — Soit G un groupe localement compact unimodulaire, T un sous-
groupe discret cocompact sans torsion dans la classe C', w une représentation intégrable
de G, o une représentation unitaire de dimension N de I'. Alors on a la formule des
multiplicités :

m(m,T',0) = Nvol(G/T')d.
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