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-MODULES ARITHMÉTIQUES II
DESCENTE PAR FROBENIUS

Pierre Berthelot

Résumé. — En géométrie algébrique, sans hypothèse de caractéristique, la théorie des
modules sur des anneaux d'opérateurs différentiels convenables, appelés d'une ma-
nière générique « ^-modules », est un outil essentiel pour l'étude de la cohomologie
de de Rham et des cohomologies qui en dérivent (cristalline, rigide). Dans ce mémoire,
nous étudions plus particulièrement les propriétés spécifiques de l'action d'un relève-
ment du morphisme de Frobenius sur la catégorie des ^-modules, lorsque la base est
un schéma annulé par une puissance d'un nombre premier p fixé, ou un schéma formel
p-adique. Le résultat principal est un théorème de descente par Frobenius, grâce au-
quel l'étude des modules munis d'une action des opérateurs différentiels usuels d'ordre
^ p171 se ramène à celle des modules munis d'une action des dérivations. Nous éta-
blissons la compatibilité de cette descente à toutes les opérations cohomologiques de
la théorie des ^-modules, ce qui montre que tout ^-module d'origine géométrique
peut être muni en un sens convenable d'une action naturelle de Frobenius, et nous en
donnons diverses applications.

Abstract (Arithmetic ^-modules II. Frobenius descent). — In algebraic geometry, re-
gardiess of thé characteristic, thé theory of modules over suitable rings of differential
operators, generically called "^-modules", is an essential tool in thé study of de Rham
cohomology and other théories deriving from it (crystalline and rigid cohomologies).
In this memoir, we study more specifically thé particular properties of thé action of
a lifting of thé Frobenius morphism on thé category of ^-modules, when thé base is
a scheme annihilated by a power of a fixed prime p, or a p-adic formai scheme. Thé
main resuit is a descent theorem for thé Frobenius morphism, allowing to reduce thé
study of modules endowed with an action of usual differential operators of order < p771

to that of modules endowed with an action of dérivations. We prove thé compatibility
of this descent with ail cohomological opérations from ^-module theory, which shows
that any ^-module of géométrie origin can be endowed in a suitable sensé with a
natural Frobenius action, and we give some applications.
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, nous poursuivons l'étude de la théorie des ^-modules sur des
bases « arithmétiques » (en caractéristique?, en inégale caractéristique,...), commen-
cée dans [5]. Notre objectif est ici d'analyser certaines propriétés spécifiques aux
Z/p^Z-schémas, ou aux schémas formels sur une base p-adique, liées à l'action de
Frobenius.

Pour un schéma X propre et lisse sur un corps parfait k de caractéristique p, une
différence essentielle entre la cohomologie cristalline et la cohomologie Sadique pour
t -^- p se situe au niveau de l'action de Frobenius : sur les groupes H^{X, Z^), c'est un
isomorphisme, alors que c'est seulement une isogénie sur les groupes H^(X/W(k),
^x/w}- Bien sûr, ce comportement particulier n'est pas un défaut, mais est au
contraire à la base de nombreuses applications spécifiques à la cohomologie cristalline,
et est en réalité l'une des propriétés qui en font tout l'intérêt.

Nous examinons ici une propriété de même nature, au niveau des catégories de
coefficients : alors que l'image inverse par le morphisme de Frobenius est une équi-
valence de la catégorie des faisceaux étales sur X avec elle-même [SGA4, VIII, l.l],
il n'en est pas de même pour la catégorie des cristaux. Le premier résultat qui met
en évidence ce type de phénomène est probablement le théorème classique de Cartier
([14], [15]) sur la descente par Frobenius des ffx -modules munis d'une connexion
intégrable à p-courbure nulle : si S est un schéma de caractéristique p, X un 5-schéma
lisse, F : X —> X' le morphisme de Frobenius de X relativement à 5, l'image inverse
g = F^ê" d'un ffx' -module <ê" est munie d'une connexion intégrable canonique, qui
est à p-courbure nulle, et le fondeur F* établit une équivalence entre la catégorie des
^ x ' -modules et celle des ^-modules munis d'une connexion intégrable à p-courbure
nulle [29, th. 5.1].

Lorsque ff' est lui-même muni d'une connexion intégrable V^ l'image inverse de V
par F n'est autre que la connexion canonique à p-courbure nulle de ê'. On pourrait
donc avoir l'impression que toute information relative à V7 a été perdue en prenant
l'image inverse par F. Une conséquence des résultats de ce mémoire est qu'il n'en
est rien. Pour garder trace de la connexion V, il faut utiliser la famille de faisceaux
d'opérateurs différentiels S^ construite dans [5]. Rappelons que le faisceau Q^ est
engendré librement sur ffx par les dérivations, que la donnée d'une structure de 3>^)-
module à gauche sur un 0'x -module équivaut à celle d'une connexion intégrable, et que



2 INTRODUCTION

les faisceaux Q^ forment un système inductif dont la limite est le faisceau Sx des
opérateurs différentiels usuels [EGA, IV, (16.8.1)]. Dans la présente situation, nous
montrerons que la structure de ^)-module à gauche de ê1 permet de munir F*^
d'une structure naturelle de ^^-module à gauche, et notre théorème de descente
2.3.6 entraînera que le fondeur F* induit une équivalence entre la catégorie des ̂ /-
modules à gauche et celle des ^^-modules à gauche. C'est cet énoncé qu'on peut
considérer comme l'analogue cristallin (de caractéristique p) du théorème d'invariance
par F* du topos étale.

Le théorème de descente par Frobenius 2.3.6, qui est au cœur de ce mémoire, se
situe dans un contexte plus général qui permet de remonter de la caractéristique p à
une situation d'inégales caractéristiques. Nous nous plaçons en effet sur un schéma S
annulé par une puissance de p, sur lequel est donné un idéal a contenant p et muni
d'une structure partielle d'idéal à puissances divisées de niveau m. Si X est un S-
schéma lisse, de réduction XQ sur 5o = V(a), et si F : X -^ X' est un morphisme de
5-schémas lisses relevant une puissance F^,g^ du morphisme de Frobenius relatif,
nous montrons d'abord que, pour tout Qi^ -module à gauche ê1, F ^ S ' est muni
d'une structure naturelle de ^m+5) -module à gauche, puis que le fondeur F* induit
une équivalence de catégories entre 9^ -modules à gauche et ^m+/ -modules à
gauche. La démonstration procède par réduction au théorème de descente fidèlement
plate pour le morphisme F, grâce à l'interprétation des structures de ^j^-module à
gauche en termes de stratifications [5].

Nous donnons ensuite en 2.5.6 une construction d'un fondeur quasi-inverse à F*
qui se révèle d'une grand utilité. Pour cela, nous établissons pour les 3>^' ̂ -modules à
droite un théorème de descente analogue au précédent, en considérant le fondeur F^
défini par F^ = J^bm^/ {0x, ̂ 0, introduit par Grothendieck et Hartshorne pour
la théorie de la dualité pour les ffx -modules quasi-cohérents [27]. Nous utilisons ici
une interprétation infinitésimale de la structure de ̂ m) -module à droite en termes de
« costratifications » (c/. 1.1.3), qui constitue l'analogue pour les modules à droite de la
notion de stratification pour les modules à gauche. Cette interprétation est développée
dans la première partie du mémoire ; en caractéristique nulle, elle est probablement
connue des spécialistes, mais elle ne semble pas figurer dans la littérature. Sur un
schéma de base quelconque, elle permet de munir le faisceau uj\ des différentielles
de degré maximum sur X d'une structure de ^x-module à droite, grâce à la théorie
du fondeur image inverse extraordinaire /' pour les ^x-modules quasi-cohérents
développée dans [27]. Le théorème 1.2.3 montre que la structure ainsi définie de
manière intrinsèque s'explicite en coordonnées locales par la formule usuelle de l'action
par l'opérateur adjoint.

Rappelons que, pour m ^ 1, les faisceaux ^m) ne sont pas engendrés par les
dérivations, de sorte que munir un ^jc-module d'une structure de Q^ '-module est en
général plus délicat qu'en caractéristique nulle ; le recours à l'interprétation en termes
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INTRODUCTION 3

de stratifications et costratifications est alors souvent la manière naturelle de procéder.
C'est donc aussi de cette manière que nous définissons dans la première partie des
structures de ^m) -modules (à droite ou à gauche selon les cas) sur les produits
tensoriels et les modules d'homomorphismes. A l'aide de la structure de ^jc-module
à droite construite sur ujx-, on en déduit le procédé habituel de passage des S^-
modules à gauche aux ^"-modules à droite, et réciproquement, par tensorisation
avec ujx ou uj~^.

Après avoir établi les théorèmes de descente dans la deuxième partie, nous consa-
crons la troisième partie de ce mémoire à montrer la compatibilité du fondeur F*
aux opérations cohomologiques de base de la théorie des Sx -modules, généralisées
ici aux ̂ / -modules. Les conventions et notations que nous employons sont celles
de Bernstein et Borel [12]. Si les cas de l'image inverse /' et du produit tensoriel
externe résultent facilement des propriétés de fonctorialité de F*, celui de l'image
directe /+ est plus intéressant, et constitue une application du théorème de descente
par Frobenius (cf. 3.4.4). Il en est de même pour le cas du fondeur de dualité lo-
cale, dû à Virrion, pour lequel nous renvoyons à [42]. Une autre propriété importante
établie ici est la commutation de -F* aux extensions du faisceau d'opérateurs différen-
tiels au moyen des homomorphismes ^m; —)- ^m ;, pour m' ^ m, qui servira dans
la dernière partie pour redescendre les F-3>^ ^-modules. Toutes ces compatibilités
sont essentielles pour assurer la permanence de l'action de Frobenius à travers toutes
les opérations cohomologiques ; elles entraîneront que tout Q>y g-module d'origine
géométrique est muni d'une structure naturelle de F-3>^ ^-module [7].

Signalons aussi que les différents résultats mentionnés ici sont en fait établis sous
des hypothèses un peu plus générales :

(a) Lorsque l'on suppose que la PD-strudure donnée sur a est m-PD-niIpotente,
il n'est pas nécessaire de disposer d'un relèvement F de Frobenius globalement sur
X pour définir le fondeur F* et établir ses propriétés. On peut en effet utiliser la
technique cristalline standard pour recoller au moyen d'une stratification les images
inverses définies par des relèvements locaux de Frobenius.

(b) Nous avons systématiquement utilisé des faisceaux d'opérateurs différentiels
déduits des faisceaux S^ par extension des coefficients à une ffx -algèbre sur laquelle
Qf^ opère. Rappelons qu'une des motivations pour l'introduction de cette généralité
supplémentaire — qui n'offre pas d'autre difficulté que l'alourdissement des énoncés
qui en résulte — est de pouvoir obtenir des résultats sur les algèbres de fonctions à
singularités surconvergentes, et sur les modules sur ces algèbres, par réduction modulo
p71 et passages à la limite. Le lecteur trouvera dans [6] un exemple de l'utilisation de
ces techniques, pour prouver le théorème de cohérence sur Q^ ^ d'un tel faisceau
d'algèbres.

Soient Y un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques, d'in-
dice de ramification e, de corps résiduel parfait A', et m un entier tel que l'on ait
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4 INTRODUCTION

pm^p _ 3^ ^ ^ Lç début de la dernière partie est consacré à étendre par passage
à la limite les théorèmes de descente au cas des faisceaux d'opérateurs différentiels
complétés S'y sur un ^-schéma formel lisse 2K', puis au faisceau 3>^ limite inductive
de ceux-ci lorsque m —^ oo. En particulier, le fondeur F* induit une équivalence de la
catégorie des Q^ ..-modules cohérents avec elle-même. Il apparaît ainsi que, lorsqu'on
tensorise par Q et qu'on passe à la limite pour m —> oo, on retrouve des propriétés
d'invariance topologique analogues à celles des faisceaux étales. Pour ne pas allonger
exagérément ce texte, nous n'y avons par contre pas indu l'extension au cas des
iÇ^-modules, ni à celui des ^--modules, des théorèmes de compatibilité de F* aux
opérations cohomologiques montrés dans la troisième partie : en effet, la définition de
ces opérations pose alors des problèmes assez délicats liés aux complétions, que nous
traiterons dans [7].

Observons ici que, lorsqu'on tensorise par Q, les théorèmes de descente obtenus sont
liés à différents résultats connus. Ainsi, compte tenu des relations entre Q^ ̂ -modules
cohérents et isocristaux convergents explicitées dans [3] et [5], le dernier énoncé peut
être vu comme une extension à des coefficients plus généraux, mais ici sur un schéma
lisse et pour le morphisme de Frobenius, du théorème d'invariance topologique de
la catégorie des isocristaux convergents prouvé par Ogus [36, 4.10]. De même, via
le dictionnaire qu'on peut établir entre action de ^^Q sur un fibre à connexion
intégrable et rayon de convergence sur le disque générique des solutions des systèmes
différentiels p-adiques (voir notamment la thèse de Garnier [23]), les théorèmes de
descente établis ici apparaissent dans le cas formel comme une généralisation des
résultats de Dwork et Christol sur l'existence de structures de Frobenius faibles sur les
systèmes complètement solubles dans le disque générique (voir par exemple [22], [16],
[17], [18]). Rappelons que c'est précisément ce type de structures qu'utilisent Christol
et Mebkhout pour définir les exposants des systèmes différentiels p-adiques [19]. A cet
égard, on notera que les formules obtenues par Garnier ([24], [25]), pour expliciter
le théorème de descente par Frobenius pour les 3>^^-modules et les Q^ ^-modules
à gauche, permettent de préciser les liens entre les méthodes algébro-géométriques
employées ici et celles de l'analyse p-adique.

Les théorèmes de descente par Frobenius sont un des outils essentiels dont on
dispose dans la théorie arithmétique des ^-modules, et seront très utilisés dans les
articles qui suivront ([7], [8]). Nous en donnons déjà ici plusieurs applications impor-
tantes. Mentionnons en particulier les suivantes :

(i) Supposons que l'automorphisme de Frobenius de k se relève en un automor-
phisme a de Y. Soit alors F : SC -r 3C un relèvement du morphisme de Frobenius
absolu de la fibre spéciale X de ^ (si e < p^^p - 1), cette hypothèse d'existence de
F globalement sur 3^ est inutile, grâce à la méthode évoquée en (a) plus haut). Pour
tout ^t^-module ^, le morphisme de fonctorialité

H^(^^)-^H^(^^F^)

MÉMOIRES DE LA SMF 81



CONVENTIONS GÉNÉRALES 5

est alors un isomorphisme (th. 4.3.5). On notera que, pour m = 0 et ê = 6^, on
retrouve ainsi, comme conséquence très simple des théorèmes de descente, le fait que
l'action de Frobenius sur la cohomologie cristalline de X est un isomorphisme après
tensorisation par Q [9, th. 1.3.1].

(ii) Le théorème de descente permet de ramener le calcul de la dimension homo-
logique des anneaux S^ à celui de S^\ qu'on peut traiter par les techniques de
filtration habituelles. Nous montrons ainsi que chacun des Q'^ est de dimension
2d+ 1, où d est la dimension relative de SK sur ^, et nous bornons respectivement
celles de ^^Q et ^J^Q par 2d et 2d + 1 (voir 4.4.4 à 4.4.7). Rappelons que l'on
conjecture que ces dernières sont en fait égales à d. Un résultat de ce type avait été
annoncé, prématurément semble-t-il, par Mebkhout et Narvaez [33] (voir [5, 2.2.7]).

Notant encore -F* l'image inverse par le morphisme de Frobenius absolu, nous in-
troduisons dans la section 4.5 la notion de F-Q^ ^-module, qui consiste en la donnée
d'un Q'^ ^-module ê et d'un isomorphisme Q^ ^-linéaire ê —^ F*<f. Cette notion
peut être considérée comme généralisant les notions de F-isocristal convergent et sur-
convergent sur X, ainsi que nous l'expliquons dans la section 4.6. Le résultat principal
établi ici, grâce au théorème de descente 2.3.6, est que tout F-S^r ^-module cohérent
se descend canoniquement avec son isomorphisme sur ^^(Q- Une conséquence remar-
quable de ce théorème de descente est que la catégorie des F-3>^ ^-modules cohérents
est une catégorie nœthérienne, alors que l'analyse de l'action de F sur ^y ^ montre
que 3>^ Q n'est pas un faisceau d'anneaux nœthériens (cf. 4.2.3). Signalons aussi que
ce résultat de descente pour les F-Q^ ^-modules est à la base de la construction
de la variété caractéristique que nous donnerons dans [8], et de la caractérisation
homologique de l'holonomie pour les F-Q^ ^-modules obtenue par Virrion [42].

Enfin, nous revenons dans un appendice sur la construction de la filtration m-
PD-adique, définie par un idéal 1 muni d'une structure partielle d'idéal à puissances
divisées de niveau m. En effet, l'une des conditions imposées dans [5] s'avère trop
contraignante, et ne fournit pas la propriété de niipotence voulue pour m >_ 1 lorsque
p = 2. La définition adoptée ici vérifie les bonnes propriétés de niipotence, et n'induit
aucune modification dans les cas où cette filtration était employée dans [5] ; en par-
ticulier, elle ne modifie pas les voisinages à puissances divisées niipotentes de niveau
m dans le cas d'une immersion fermée entre schémas lisses, donc laisse inchangés les
faisceaux de parties principales, et les faisceaux d'opérateurs différentiels qu'on en
déduit.

Conventions générales

0.1. Dans tout le mémoire, on désigne par p un nombre premier fixé, et par Z(p) le
localisé de Z par rapport à l'idéal premier (p).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000



6 INTRODUCTION

0.2. Sauf mention expresse du contraire, les modules considérés sur un faisceau d'an-
neaux non commutatifs 9 seront des modules à gauche, les résultats énoncés restant
valables en échangeant droite et gauche. Si 6 —> S est un homomorphisme d'anneaux,
nous considérerons en général Q comme ^-module grâce à la multiplication à gauche.
Si * est l'un des symboles 0, +, —, ou b, D*(S^) désigne comme d'habitude la catégorie
dérivée des complexes de ^-modules à gauche vérifiant les conditions correspondantes
d'annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsqu'il y aura lieu de distinguer expli-
citement entre droite et gauche, nous utiliserons des notations telles que D^Qi) ou
^(^d). Nous noterons D^{3>) (resp. D^(S)) la sous-catégorie pleine de D~{Q)
dont les objets sont les complexes à cohomologie cohérente (resp. parfaits à cohomo-
logie bornée [SGA6]). Si X est un schéma, et Q un faisceau d'anneaux sur X muni
d'un homomorphisme ffx —^ ^5 nous désignerons par D^(&) la sous-catégorie pleine
de -D*(^) formée des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont ^x-quasi-
cohérents.
0.3. Soient A, B deux anneaux. Nous adopterons la terminologie suivante pour dé-
signer les bimodules :

(a) Nous dirons que E est un (A, B)-bimodule si E est muni de deux structures
compatibles de A-module à gauche et de ^-module à droite. Un morphisme de (A, B)-
bimodules / : E — F est un morphisme linéaire à la fois pour les structures de A-
module à gauche et pour les structures de B-module à droite. Lorsque A = B, nous
dirons simplement que E est un A-bimodule (resp. / un morphisme de A-bimodules).

(b) Nous dirons que E est un (A, J3)-bimodule à gauche (resp. à droite) si E est
muni de deux structures compatibles de A-module à gauche et de -B-module à gauche
(resp. de A-module à droite et de ^-module à droite). Lorsque A = B, nous dirons
simplement que E est un A-bimodule à gauche (resp. à droite). On définit comme
précédemment les morphismes de bimodules à gauche, ou de bimodules à droite.

0.4. Nous reprendrons les définitions de [5, 1.1.2] concernant les coefficients binô-
miaux modifiés : rappelons que, si m est un entier fixé, et si k == k' -^-k", où k = pmq-{-r,
k' = j/V + r ' , k" = p^'q" + r"', avec 0 < r, r ' , r " <_ p171 - 1, on posem ^^_ / k \ . / ^p r

] L.I ( * n ' \ n " ^ ' \ V / ' \ V ï \ k1 \I"' J (m) 9 •9 • \^ / (m) Ve / (K ) (m)

Nous étendrons ces notations en posant, pour m = +00,

PI .,1 m .=f^
U'J(oc)' ' W(oo)' W

Lorsqu'aucune confusion n'en résultera, nous omettrons de noter l'indice m.
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^-MODULES À DROITE

Soient X —?• S un morphisme lisse entre deux schémas, J^ l'idéal de la diagonale
dans X Xs X^ ^ i , . . . , ^ des coordonnées locales au voisinage d'un point x ç. X,
9i, . . . ,<9^ les dérivations correspondantes. Passons brièvement en revue les différents
faisceaux d'opérateurs différentiels dont on dispose sur X (relativement à S) :

(i) Sans hypothèse sur 5, le faisceau Q\ des opérateurs différentiels usuels est
défini à partir des algèbres S^^ = ^xxx /^n+l des voisinages infinitésimaux de la
diagonale de X dans X x s X, en posant

^X= [j^Om^W^x)^

n>0

au voisinage de x^ il possède une base sur 0'x formée d'opérateurs notés cr—^ tels que
kW^ = 0^ [EGA, IV, (16.8.4)] ;

(ii) Toujours sans hypothèses sur 5, le faisceau Q^ des opérateurs différentiels
de niveau 0 (appelés « PD-différentiels » dans [1, II, 2.1.3]), est défini de manière
similaire par

^= \J^om^W^^x).
n>0

où ^î (Q\ = ^x^o)/^^"^ es^ l'algèbre du n-ième voisinage infinitésimal à puis-
sances divisées de la diagonale ; il a pour base au voisinage de x les puissances usuelles
9^ des dérivations 9i.

(iii) Si l'on suppose maintenant que S est un Z(p)-schéma, on dispose pour tout
m G N du faisceau Q^ des opérateurs différentiels de niveau m [5, 2.2.1], obtenu
en remplaçant les enveloppes à puissances divisées précédentes par les enveloppes à
puissances divisées partielles ^^ ̂  = S^x,{rn)l^ n définies en [5, 2.1.2] :

S^= U^^X^M^X);

n>0
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au voisinage de x, ce faisceau possède une base d'opérateurs notés Q^^^ ou simple-
ment 9", tels que (^!/ç!)9— = 9^, où q est le quotient de la division euclidienne de
^par p171.

Les résultats de ce chapitre s'appliqueront à chacun des ces faisceaux. Pour unifier
les notations, il est commode d'adjoindre 3>x (resp. y^) à la famille des anneaux
^m) (resp. ^(^)) en posant N = N U {oo}, ^00) = Sx et ̂ ^ = ̂ .
Lorsque nous fixerons m G N, il sera toujours sous-entendu que, si m ^ 0, oo, on
suppose que S est un Z(p)-schéma; lorsque m = 0 ou m = oo, on pourra prendre
pour S un Z-schéma quelconque. Rappelons que, pour m < m' e N, il existe un
homomorphisme canonique ^ / —^ 3>^ \ et que VmimW^x —^ S^x < Nous
emploierons également la notation N* = N \ {0}.

Soit m ç N. Nous commencerons par introduire la notion de costratification, qui
fournit pour les Q^ -modules à droite une description analogue à celle que donne la
notion de stratification pour les Q^ ^-modules à gauche. Cette description nous servira
ensuite pour montrer que, sur une base quelconque, le module (jjx des différentielles de
degré maximum possède une structure naturelle de ^-module, fournie par la théorie
du fondeur image inverse extraordinaire /' pour les ^-modules quasi-cohérents.
En coordonnées locales, elle correspond à l'action habituelle par l'opérateur adjoint.
Comme en caractéristique 0, elle permet de transformer un ^m) -module à gauche en
^ / -module à droite, et réciproquement. Nous expliciterons enfin les isomorphismes
de transposition qui permettent d'échanger les structures de 0'x -module utilisées sur
Q^ lorsqu'on effectue certains produits tensoriels avec un Q^ ^-module.

1.1. Interprétation infinitésimale des ^-modules à droite

Lorsque S est un Z(p)-schéma, et m > 1, Q^ n'est pas engendré par les dériva-
(p3}fions, mais par les opérateurs 0^ pour j <^ m, et il ne suffit donc pas en général

de se donner l'action des dérivations pour munir un 6'x -module ê d'une structure de
3^ -module. Dans le cas des modules à gauche, la notion de m-PD-stratification in-
troduite en [5, 2.3.1] fournit une interprétation infinitésimale de ce type de structure,
qu'il sera souvent nécessaire d'utiliser pour définir une action de 3>^ : une structure
de Q^ -module à gauche sur ê est déterminée par la donnée d'une famille compatible
d'isomorphismes entre les images inverses p^ê de ê sur les voisinages infinitésimaux à
puissances divisées de niveau m de la diagonale dans XxsX. On montre ici qu'il existe
une description analogue pour la donnée d'une structure de S^ ^-module à droite, en
remplaçant les images inverses ordinaires p^ ê par les images inverses extraordinaires
p\ê construites par Grothendieck et Hartshorne pour les complexes quasi-cohérents
de €^x -modules [27]. On en déduit l'existence des structures habituelles (voir par
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exemple [35, 2.4] ou [11, 1.3.1]) sur les produits tensoriels et modules d'homomor-
phismes sur ffx de ^"-modules, complétant ainsi ce qui était établi dans [5, 2.3.3]
dans le cas des ̂ / -modules à gauche.

1.1.1. Rappelons d'abord quelques résultats de [27] concernant le fondeur image
inverse extraordinaire dans le cas des morphismes finis.

(a) Soit y : s^ —^ Sï un homomorphisme de faisceaux d'anneaux. Le fondeur (^
de restriction des scalaires de êë à ^ possède un adjoint à droite, associant à un
^/-module ̂  le ^-module J^om^{Së, ̂ ) : pour tout ^-module ^Y', l'évaluation en
1 G Se fournit un isomorphisme canonique d'adjonction

Hom^{^, ̂ ) ̂ - j^bm^(^r, J^om^(Së, ̂ )).

Nous noterons ^ : D^(^) — D^(^) le fondeur dérivé droit correspondant, qui
est défini par ̂ ^ = RJ^om^(^,^) pour ^ ç 7^+(^). Si ^ : ^ -> ̂  est un
deuxième homomorphisme, il existe un isomorphisme naturel de fondeurs (^ o (^)h ^
^o(^, car d'une part on dispose d'un tel isomorphisme entre les fondeurs non dérivés,
d'autre part ^ transforme les j^-modules injedifs en ^-modules injectifs.

(b) Soit / : X —f Y un morphisme fini entre deux schémas. Suivant [27, III, §6],
nous noterons alors /b : D^ÇY) —> D^ÇX) le fondeur défini par

f^ = T R^om^(A^x^),

où / désigne le morphisme (plat) d'espaces annelés (X, 0'x) —^ (Y^ f^^x)- Si de plus /
est un homéomorphisme (resp. un homéomorphisme fini localement libre), on a donc
simplement /b^ = Rj^om^y (/*^X7 ̂ ) (resp. j^bm^(/^^^, ̂ )), et cette nota-
tion est compatible avec la précédente. Lorsque X et Y sont localement nœthériens,
le fondeur /b envoie D^(Y) (resp. D^(Y)) dans D^(X) (resp. ^(X)).

(c) Si / : X — Y et g : Y —^ Z sont deux morphismes finis, et si ^ e D^^),
on dispose d'un isomorphisme fondoriel

(1.1.1.1) (g o f)\^) ̂  /b(^(^))

dans les deux cas suivants :
(i) Si X, Y et Z sont localement nœthériens, et si M <E D^(Z), d'après [27, II,

6.2] ;
(ii) Si / et g sont des homéomorphismes, car les fondeurs / et ~g* sont alors

les fondeurs identité, et on est ramené à la situation de (a).

1.1.2. Fixons maintenant quelques notations. Dans ce qui suit, on suppose donnés un
entier m G N, et un morphisme lisse X —^ S de dimension relative d. Pour 0 ^ i < r,
on note pi : X^ —^ X les projections. Chacune d'entre elles munit les enveloppes à
puissances divisées ^^ (m)^) 1̂  2.1.2] d'une structure de ^x-algèbre; si nécessaire,
nous emploierons la notation p^S^^ (m^) P0111* préciser la structure utilisée, et nous
adopterons une convention analogue pour les produits tensoriels de tels faisceaux.
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10 CHAPITRE 1. ^-MODULES À DROITE

Pour 0 <, i < j < 2, nous noterons pij : X Xs X Xs X —^ X Xs X la projection
correspondant aux indices i, j.

Si ^ i , . . . ,td sont des coordonnées locales sur un ouvert de X, nous poserons comme
d'habitude TI = pî(^) — pS(^) e ^Xxx, et nous noterons r,^ = r^ 1J • • •TJ d j les
puissances divisées partielles de niveau m des TI dans <^^ / ^ [5, 1.3.5]. Rappelons
que, pour |fe| < n, ces sections forment une base de y^ç / ^ [5, 2.1.2], et que, par

définition, les 9^ en sont la base duale dans 3>^ = J^om^(po*<^(^)^x). On
note d'autre part

<%' •• ̂ ) -^ ^,(m) ̂  <(nz)

le m-PD-morphisme canonique défini en [5, 2.1.3], et q^ les morphismes composés :

ÎO"'"' : ̂ -M -^ ^(m) -^ ^(m) ̂  <(nz),

'̂"' •• ^XÏ) -^ <(-) -^ ^(m) ̂  ̂ (m),

où la première flèche est le morphisme de passage au quotient et la seconde le mor-
phisme d'extension des scalaires.

1.1.3 DÉFINITION. — Sous les hypothèses de 1.1.2, soit ^ un ^x-module. Une m-
PD-costratification (ou simplement une co stratification si m = oo, ou si aucune confu-
sion n'en résulte) sur ̂  relativement à S est la donnée d'une famille d'isomorphismes

(̂m)-1111^11^8

en :p^ = ̂ om^(po*^,(^)^) -^ ̂ m^(pi.^^,^0 = p\^,

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) £o = Id^ ;
(ii) Si A^(^ = Spec^^, et si in',n : A^^ ̂  ̂ ^ est l'immersion cano-

nique, alors En = ^n' n^n') ï)o}lï n < nl (on ^ira (lue ^es en forment une famille
compatible d'isomorphismes) ;

(iii) Pour tous n, n', le diagramme

(1.1.3.1)
cn,n1 b / \

^forn^ (PO.(^,(^) ̂  ̂ î',^)),^) (m) Jt+n' ) ^ome^ (p2.(^,(^) ̂  ̂ ',(nz)),^)

n^'b/ 'v^ /n,n b / \
^0 (^n+n/ ) \. ^ ^1 ^n+n' )

^om^(pi*(^^) 0 ^î,(^))^
'̂x

est commutatif.
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On vérifie facilement que cette dernière condition est équivalente à la condition de
cocycle suivante : pour tout n, le diagramme

(1.1.3.2)

^om^ (po*<^)(2)^) ——^n)——, ̂ om^ (p2^^)(2)^)

P^n) P\^n)

^m^(pi.^J2),

est commutatif.
Comme d'habitude, un homomorphisme ^x-lméaire entre deux ^x-modules munis

de m-PD-costratifications sera dit horizontal s'il induit des morphismes commutant
aux £n pour tout n.

L'énoncé suivant montre que la notion de costratification est bien l'analogue pour
les ^-modules à droite de la notion de stratification pour les ^-modules à gauche.

1.1.4 PROPOSITION. — Soient ̂  un ffx -module, et m ç N. Il y a équivalence entre
les données suivantes :

(a) Une structure de Q^ -module à droite sur ^ prolongeant sa structure de
6\ -module ;

(b) Une famille compatible d^homomorphismes

^n : ̂ o^^x(Po*^(^),^) —> ̂

ffx -linéaires pour la structure de ffx-module définie par la multiplication à droite sur
^^(mp ̂ e (îue A^o = Id ,̂ et que, pour tous n, n', on ait un diagramme commutatif

^om^ (po* ̂ (^, ̂ 0 ——————^—————> ̂

- T
(1.1.4.1) ^n ^n+n/

1 v.n,n

^om^ (PO,( ,̂(^) ̂  ̂ ',(^)),̂ ) ̂  ̂ bm^(po*^^),^),

où Jin ^st l^homomorphisme S^^ , ^ -linéaire correspondant par adjonction au mor-
phisme composé

^om^{po^^ ^ yï,çm))^) -^ ^om^(po*^(^)^) -^ ̂

(qui est 0'x-linéaire pour la structure définie par pi sur y^ „ (g)̂  ̂ î\ \) ;
(c) Une m-PD-costratification (en) sur ^.
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12 CHAPITRE 1. ^-MODULES À DROITE

De plus, un homomorphisme 0'x -linéaire entre deux Q^-modules à droite est

S^ -linéaire si et seulement s'il commute aux homomorphismes fJtn (resp. aux iso-
morphismes en)-

Comme po*^^ (rn} est localement libre de rang fini sur 0 ' x , on peut écrire

^bm^(po*<^5 (^^0 ̂  ̂  ^ ^bm^(po*^,(^)^x) = ̂  ^ <^.
ffx vx

La donnée des applications p,n s'interprète donc comme la donnée d'une famille com-
patible d'accouplements ̂ 0^ ̂ xn ~^ ^ ^ donc comme une action à droite de ̂ / ,
et on vérifie que la commutativité des diagrammes (1.1.4.1) équivaut à la condition
d'associativité de cette action, donc au fait que les ^n définissent une structure de
S'y -module à droite.

D'autre part, la donnée d'une famille (/^) d'homomorphismes ^-linéaires pour
la multiplication à droite sur <^^ / ^ correspond par adjonction à la donnée d'une
famille d'homomorphismes S^^ /^ -linéaires

en : ̂ bm^(po*<^5,(^)^) -^ ̂ bm^(pi,^^,^).

Il est alors facile de s'assurer que la commutativité de (1.1.4.1) équivaut par adjonction
à celle de (1.1.3.1). Comme la commutativité de (1.1.3.1) pour tous n, n' équivaut
à celle de (1.1.3.2) pour tout n, les en sont automatiquement des isomorphismes.
En effet, on dispose de Phomomorphisme TT : <^^ (m)(^) ~^ ^"x (m) correspondant à
l'immersion X2 ̂  X3 donnée par (x,y) ̂  ( x , y , x ) , et, en appliquant T!̂  à la relation
(1.1.3.2), on voit que £n admet pour inverse l'homomorphisme c^Cn qu'on en déduit
par l'automorphisme de symétrie a : <^$rm) —^ ^^(m)- par suite^ la donnée des
l^n ̂  bien équivalente à celle d'une m-PD-costratification. L'assertion relative aux
homomorphismes se voit de la même manière.

1.1.5 COROLLAIRE. — Supposons S localement nœthérien. Alors la donnée d'une
structure de Q^ -module à droite sur un 0'x-module ̂ , prolongeant sa structure de
^x -module, équivaut à celle d'une famille compatible d isomorphismes en : P'Q^ —>
p\M sur les A^ ̂  telle que £o = Id ,̂ et que p\^{£n) OPb,l(en) = Pb^n) sur les

A^)(2).

En effet, les morphismes pi et pij sont finis et plats. D'après la théorie du fondeur
image inverse extraordinaire [27, III, 8.7], on a alors

p\M = p\M = ̂ om^(^^(^,^).

De même, p\ • = p ^ - , de sorte que les données du corollaire constituent exactement
une m-PD-costratification.

1.1.6 LEMME. — Soient ̂  un S ̂  -module à droite, et (en) la co stratification qui
lui correspond diaprés 1 . 1 . 4 - Si ^i,... ,td sont des coordonnées locales sur un ouvert
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de X , et si (9~ ) constitue la base duale de (r^) dans J^om^^(p^^^ . ^ ffx),
on a pour tout x ç. ̂  et tout k e N^

(1.1.6.1) En(x09^) = ̂  {^la^ 0^-^,

^k ̂

avec les identifications

(1.1.6.2)

^m^(po*^(^),^0 ̂  ̂  0 ̂ m^(po*^(^x) = ̂  0 < ,̂
0x ' '̂x '

(1.1.6.3) J^om^(pi,^^),^) ̂  J^om^(pi*^(^,^x) ® ̂ .
ffx

En particulier, on a

(1.1.6.4) en(x^9{k})(l)=x9{k}.

D'après 1.1.4, En est l'unique morphisme <^ ^^-linéaire tel que le composé

^n : ̂ m^(po*<^,(^^0 ^> ̂ bm^(pi*^^^) ̂ 4 ̂

où e^i est le morphisme d'évaluation en 1, corresponde par l'identification (1.1.6.2)
à l'action de S^. Si 8k,x ê ^om^(po*<^(^),^0 correspond à x 0 c^, on
a f^n(ok,x) = x0_ ' k ) . D'autre part, il résulte des relations entre puissances divisées
partielles [5, 1.3.6] que, pour tout /i, on a

(1.1.6.5) T.WÔ^ = ffl^-/^.

Si l'on pose

£n(Sk,x) =^9-~ ^xh,
h

on a donc pour tout h

XH= enÇôk..)^) = (̂ A.JKl) ̂ «(r^MO)

=^{r.W6^)=^}x9^-h\

Cela fournit en particulier la relation (1.1.6.4).

REMARQUE. — L'isomorphisme inverse de e^ est alors fourni par

(1.1.6.6) 6^(9^ 0x) = ̂ (-l)'^-71'^}^-^ 0ô^.
h<k { h )

1.1.7 PROPOSITION. — Soient S un Q^ -module à gauche, ^', ^ deux Q^-
modules à droite.
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14 CHAPITRE 1. ^-MODULES À DROITE

(i) II existe sur ^ 0^ ê (resp. ^fom^^Çé9,^)) une unique structure de ̂ / -
module à droite telle que, pour tout système de coordonnées locales sur un ouvert
U C X , et tous k C ̂ d, x <E ̂ (U,^), y e T(U,^), (resp. ^ : ̂  -4- ̂ ), on ait

(1.1.7.1) (y(^x)O^ = ̂ (-l)^?}^-"^^^,
h<k l/u

(1.1.7.2) (^){x) = ̂  {àl^(^^)^-à>.
h<k { n )

(ii) II existe sur j^bm^(^,^) une unique structure de Q^-module à gauche
telle que, pour tout système de coordonnées locales sur un ouvert U C X , et tous
k e PfS z C Y(U,^), ̂ \^ -r ̂ , on ait

(1.1.7.3) (^X^) - ̂ (-l)!^^}^^^)^-^.
h<k 1/1J

On utilise l'interprétation des structures de Q^ ^-modules en termes de stratifica-
tions et costratifications donnée en [5, 2.3.2] et en 1.1.4.

Notons <^ pour <^ . y Comme <^$ est localement libre de rang fini, on dispose
pour i == 0,1 des isomorphismes canoniques

^om^Çpi,^^) 0 (^ 0 <?) -^ ^om^(pi,^^) 0 ê
y^ Gx ^x

—^ ^om^^(pi^^^ (g) ^).
ùx

Si (^f) (resp. (^y^)) est la m-PD-stratification (resp. costratification) de ê (resp.
^), cette identification permet de munir M (g)^ ê d'une m-PD-costratification en
posant e^^ = e^ 0 (^f)"1- En coordonnées locales, on déduit alors de (1.1.6.4) la
relation

(y^x)^ =£f0^(y0x(S)0{k}){l).

Compte tenu de [5, 2.3.2.3], on a

ef^^y^x^9^)=£f(y^9{k}) ^tô-1^!)y"^

=(y.[k}9(h)®y9(k-~h'\ ® m-iw^^M-vél1^ )^\i !
Comme r.^9^ = {!j}9(h~i\ et que ^"^(l) = 0 pour i ̂  à, la formule (1.1.7.1)
en résulte.
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Grâce aux isomorphismes d'adjonction

J^bm^ (p^ ̂ , j^bm^ (^, ̂ )) -^ ^om^ (^ 0 p,, ̂ , ̂ )
^x

-4^bm^(<f 0^^,^om^(^^,^)),
ffx

on peut munir ̂  = j^bm^ (^, ̂ ) d'une m-PD-costratification en posant e^f =
J^omÇe^.e^). Pour l'expliciter en coordonnées locales, fixons (^ ç J^, et, comme
en 1.1.6, notons Sk,y C J^om^^ (po*<^^,^) l'homomorphisme tel que <^(r^) =
^,fc ^î où ^^ est le symbole de Kronecker. Par les isomorphismes d'adjonction, il lui
correspond l'homomorphisme ê (g)^ po*<^^ —>• ^bm^(po*<^^,^) défini par

^r^ ̂  {r{Û ̂  {^4^^(^)) = ̂ W^Q^.

En appliquant e'^ à ce dernier, on obtient alors l'homomorphisme

m \~^ f î+ / i1 f A- 1 ( k — i — h}-(k-i-h-j} , / , \ , / , \T{î}0a;^ ^E_^ {-/,-}{,+/,}{- , -}^---- /®^</l>^).
o^^^i^à

L'homomorphisme pi*<^^ —^ J^bm^(<?,^) qui lui correspond via les isomor-
phismes d'adjonction est défini par la valeur en 1 du terme de droite, qui est le coeffi-
cient correspondant à j_ = k-i_-h. D'après (1.1.6.4), ((^c^)^) = (^(^^)(l))(a;),
de sorte que (^c)^)^) est le coefficient obtenu en prenant de plus z = Q dans la
formule précédente, ce qui donne la relation (1.1.7.2).

Sous les hypothèses de (ii), on dispose par fonctorialité et extension des scalaires
des homomorphismes canoniques

^om^ (^T,^)(g) p,, ̂
ffx

—> J^om^ {^om^ (p^^^)^om^ (p^^, ̂ )).

Ceux-ci sont des isomorphismes, car, par composition avec les isomorphismes cano-
niques

Jifom^ {^om^ (p^^^)^om^ (p^^, ̂ ))

-^ ĵ om^ (J^bm^ (p^ ̂ , ̂ T), ̂ )

-^ ̂ om^(^,p^^ 0 ̂ )
^x

-4 Jfbm^(^,^) (g) p,,̂
'̂x

(où le second isomorphisme repose sur Pisomorphisme de bidualité pour p^^^), on
obtient l'identité. Grâce à ces identifications, on peut munir J^ = ^bm^(^,^)
d'une m-PD-stratification en posant e^ = ̂ om{e^\ (^y^)"1).
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16 CHAPITRE 1. ^-MODULES À DROITE

Pour l'expliciter en coordonnées locales, on remarque d'abord grâce à (1.1.6.5)
que, si i = 0 et ̂  ç J^, l'image de ̂  0 r,^ par l'identification précédente est le
morphisme ̂  défini par

z^Q^ ̂  i^~^^k{z)^9{î-~k\
1&J -

Pour tout morphisme ^-linéaire ^ : ̂  0^, (po*^^ -^ ^ ®0x (Po*^)^ il
existe donc une unique famille d'homomorphismes ^x-lméaires ̂  : J^ —r ̂  telle
que ^ = SA^A;, où ̂  est défini comme plus haut. On applique cette remarque au
morphisme ^ = e^ [\ 0 ̂ ) e J^ 0^, Po*<^o correspondant à

^ = (^)-lo(Id(^,^)v 0^)05^ : ̂ bm^(po*<%^) ̂  ̂ bm^(po*^,^).

On peut écrire ^ = ^^^ 0 T:^, avec ̂  = a^'0 ç ̂ . Pour calculer les ̂  o11

considère une section de la forme z^Q^ C ̂ 0^(Po*^)v ^ ̂ bm^(po*^^)-
Compte tenu de (1.1.6.6) et (1.1.6.1), son image par ^/ est donnée par

^(z09^)=^{-}{ ̂  (-l)l^l{i^}^(^>)^-à>0^-fe>)
/i^î '</l>' h<k<i. ^ —^à<i à^<i

H(^(_l)I^I^U(^>)^-à))^ î<i-^)
k ) h^k l / l j

On vérifie aisément que les applications

.^(-l^t^zQ^)^-^
h<k ^—}h<k

sont bien des morphismes ^x-lméaires ; d'après ce qui précède, cela entraîne que ce
sont les morphismes ̂  = 9^^, d'où (1.1.7.3).

1.1.8. Soit Se une ^x-algèbre commutative. Rappelons qu'une structure de ^m)-
module à gauche sur SS est dite compatible à sa structure de ffx -algèbre si elle induit
cette dernière, et si les isomorphismes e^ : <^(^) (g)^ së -^ ^ ^^x ,̂(771)
définissant la m-PD-stratification correspondante sur Se sont des isomorphismes de
^n. ^-algèbres; il est équivalent de demander que l'action de ^m) sur Se vérifie

la formule de Leibnitz [5, 2.3.4]. On peut alors munir Se 0^ ^m) d'une structure
de faisceau d'anneaux telle que les applications naturelles âS —^ Se 0^ ^m) et
^(m) _^ ^ 0^ Q^ soient des homomorphismes d'anneaux, et la donnée d'une
structure de {Se 0^ ^j^-module à gauche sur un ^-module ê, prolongeant sa
structure de ^-module, est équivalente à la donnée d'une m-PD-stratification (s^)
sur <f telle que les isomorphismes e^ soient semi-linéaires par rapport aux e^ [5,
2.3.5].

Ce dernier résultat s'étend aux Q^ -modules à droite de la manière suivante. On
observe d'abord que, si s^ est une ^x-algèbre commutative, et ^ un ^-module,
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1.2. ACTION PAR L'OPÉRATEUR ADJOINT 17

alors Se opère par fonctorialité sur j^bm^ (^, ̂ ), de manière ^x-lméaire, de sorte
que J^bm^(^,^) est muni d'une structure canonique de (^(g)^ ^-module. On
applique alors cette remarque à ̂  = p^ <^ . . . Lorsque la structure de ^-module de

^ est induite par une structure de (^(g)^ ̂ "^-module à droite, ce qui fait a fortiori
de ̂  un ^"-module à droite, la m-PD-costratification e-^ correspondante est semi-
linéaire par rapport à {e^)~~1 : par un calcul direct en coordonnées locales, on le déduit
de la formule de Leibnitz. Réciproquement, si ̂  est un ^-module muni d'une m-PD-
costratification e^ semi-linéaire par rapport à Çe^)~1, il possède une unique structure
de (^ 0^ Q^ ^-module à droite correspondant à cette costratification. En effet, il
est muni d'une structure de ^^-module à droite par 1.1.4. Comme ^ 0^ Q^
est engendré comme anneau par <^ et Q^, ̂  possède au plus une structure de
{âS 0^ Q1^ ^-module à droite prolongeant l'action de ces anneaux, de sorte que,
pour vérifier son existence, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées locales, et
cela résulte encore de la formule de Leibnitz.

1.2. Action par Popérateur adjoint

Sur un schéma X lisse sur un corps de caractéristique 0, il est classique que le
faisceau ujx des formes différentielles de degré maximum est muni d'une structure
canonique de ^-module à droite. Grâce à la théorie du fondeur image inverse
extraordinaire /' pour les ^x-modules quasi-cohérents, et à l'interprétation d'une
structure de ^x-module à droite en termes de costratification donnée dans la section
précédente, nous montrons ici qu'une telle structure existe sur LJX sans hypothèse de
caractéristique, pour tout morphisme lisse X —^ S. En explicitant les isomorphismes
de [27], nous montrons ensuite que cette structure, construite de manière intrinsèque,
est comme d'habitude donnée en coordonnées locales par l'action de Q\ par l'opéra-
teur adjoint.

Comme on dispose d'homomorphismes canoniques ̂ m) — Sx-, il suffit dans cette
section d'étudier l'action du faisceau Q\ des opérateurs différentiels usuels.

1.2.1. Soit / : X —^ S un morphisme lisse de dimension relative d entre deux sché-
mas. On suppose dans un premier temps que S est localement nœthérien, ce qui
permet d'utiliser les résultats de [27]. On munit alors le faisceau ujx = ^ x / s d'une
structure de Qx -module à droite de la manière suivante.

On note A^ = SpecS^^ le voisinage infinitésimal d'ordre n de X plongé diagona-
lement dans X XsX, pi : A^ -^ X les projections. Comme / est lisse, la construction
du fondeur /' pour les complexes à cohomologie quasi-cohérente [27, III, th. 8.7]
montre que ujx = f\ffs[-d\)- Comme / opo = f opi, on en déduit un isomorphisme
canonique

(1.2.1.1) En :p^x =Po^x ^Pof(^s[-d\)^^f^s[-d})^^x=P^x.
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18 CHAPITRE 1. ^-MODULES À DROITE

La transitivité du foncteur /' par rapport à / entraîne que, pour n variable, les En
forment une famille compatible d'isomorphismes, avec CQ = Id, et qu'ils satisfont
la condition de cocycle de 1.1.5. Par conséquent, ils munissent ujx d'une structure
canonique de Sx -module à droite.

1.2.2. Soit U C X un ouvert sur lequel il existe un système de coordonnées locales
^ i , . . . . td relativement à S. Pour tout m G N, on peut définir comme en caractéristique
nulle F adjoint d'un opérateur différentiel P = E^9^ e W ̂ m)) en posant

(1.2.2.1) ^=^(-1)1^9^.
k

On vérifie immédiatement que, pour tous P, Q C rÇU.S^), on a \PQ) = tQtP.
On obtient ainsi une anti-involution de l'anneau Q^ \ qui dépend du choix des co-
ordonnées ti (il en existe néanmoins une généralisation intrinsèque, cf. 1.3.4).

1.2.3 THÉORÈME. — Soient S un schéma localement nœthérien, f : X —^ S un
morphisme lisse de dimension relative d, ujx = ̂ x/s' U C X un ouvert possédant un
système de coordonnées locales ^i,..., td, et a e r([7, ffx)- Alors, pour la structure de
S^x-module à droite sur u^x définie en 1.2.1, on a

(1.2.3.1) (adti A — A dtd) • ? = ( * ? • a)dt^ A - • A dtd

pour tout P ç Y(U,Qx)'

Par associativité, on se ramène à vérifier la relation :

(1.2.3.2) \fk / Q, (d^i A • - A dtd)^ = 0.

Soient Y = XxsX, qo, ci :Y -^ X les projections, t\ = q^(ti), i^ = q^(ti), Ti = t ' ^ - t [ .
Comme plus haut, on note 9^ (resp. < 9 ~ ) la base duale de la base des r^ dans
J^bm^, (p^^x, ffx) (resp. ^om^ (pi*^, ̂ x)). En posant uj = dt^ A • • • A dtd,
il suffit d'après (1.1.6.1) de prouver que, si On est l'isomorphisme défini par (1.2.1.1),
on a pour tout n, et tout k tel que \k\ < n,

(1.2.3.3) Cn^^Q^) =(9^00;.

Comme les pj sont finis et plats, on a p'j^x = ̂ om^^ {pj^ <^^, u^x ) • Soit Xn C Y le
sous-schéma fermé défini par l'idéal ^ = (r^1,..., ̂ +1). Pour prouver les relations
(1.2.3.3), les surjections ^d^ —r Gx^ —r <^^ permettent de remplacer le système
projectif des y^ par celui des ffxn^ (lul sont encore finis et plats sur ffx'

Soit alors n = (n , . . . ,n ) . On vérifie immédiatement que, pour tout k, r^S^ =
glu-k] ^çgp ^y = Q^ y ^ sorte que PQ^X (resp. p\^x) est un ùx^ -module

libre de rang 1, de base cj09^ (resp. 9~ 0ù;). Par linéarité, il suffit donc de prouver
(1.2.3.3) pour k = n.
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1.2. ACTION PAR L'OPÉRATEUR ADJOINT 19

La démonstration ̂  de cette relation est l'objet des sections qui suivent.

1.2.4. Notons également pj les projections de Xn sur X, et En les isomorphismes
induits par les isomorphismes (1.2.1.1) sur les Xn' On peut aussi les décrire de la ma-
nière suivante : si u : Xn ̂  Y est l'immersion canonique, en est égal à Pisomorphisme
composé

(1.2.4.1) p'Q^x ^ u-q'^x ^ u'ujy[(l\ ̂  u'q'^x ^ Pi^x-,

avec p-^x = ̂ om^^(pj^^x^^x) ̂  J^om^(p^^x^ ffx) ̂ x ^x-
D'autre part, les formes différentielles ù/ = q^uo et uj" = q^(jj forment respective-

ment des bases de q^x ^ ^y^/x? et q^ujx ^ ^y,o/Xî en notant ^ Y J / X le faisceau
des formes différentielles de degré maximum relatif à qj. Comme les qj sont lisses, on
a, avec les notations de [27, III 2],

q^x = q^x = q^x ^ ^Yj/xW^Gy
et, d'après [27, III 2.2], les isomorphismes q'^x[—d\ ̂  ^Y sont les isomorphismes

(1.2.4.2) q-^x ^ ^YJ/X -^ ^Y
0Y

envoyant respectivement uj1 0 uj" et uj11 (g) ̂  sur u' A uj" et uj" A uj' = (—l)^^' A uj".
Les isomorphismes u'q^x ^ H'cc;y[d] se déduisent par décalage et fonctorialité des
isomorphismes (1.2.4.2). Comme J^ est un idéal régulier, les J^q(u'(^[d\) sont nuls
pour tout ^y-module plat ê et tout q / 0, et j^° (u- ̂ [d\) peut être calculé au moyen
de l'isomorphisme local fondamental [27, III 7.2]

^°(n'^[d]) =ë>xtd^(ffx^^) -^ (^(X^/J^T.
0Y

Si on note ffz la classe de rj1"^1 dans J^/J^2, les isomorphismes u'q'^x ^ ^'o;y[d]
s'identifient donc aux isomorphismes

q^X ^ ^YJ/X ^ (^ ̂ /^2)v -^ ^y 0 (X J^2^
^y ^y '̂y

(^Dans cette démonstration, nous suivons les définitions de [27] concernant les foncteurs f^ et /b,
et les isomorphismes reliant ces foncteurs. Dans un preprint récent [20], Conrad signale que, avec ces
définitions, les relations de transitivité du type de [27, III, 1.6 et 8.6] relatives aux composés de 3
morphismes nécessitent dans certains cas l'introduction de signes correcteurs, et il propose d'autres
conventions de signe pour y remédier (différentes de celles de l'appendice de [21]). Les modifications
qu'il introduit ne dépendent que de la dimension relative des morphismes considérés lorsqu'ils sont
lisses, ou de leur codimension lorsqu'il s'agit d'immersions régulières. En particulier, ce sont les mêmes
modifications qui interviendraient dans le calcul qui suit de l'isomorphisme PQ^X ^ u'ujY[d} et dans
celui, totalement symétrique, de l'isomorphisme p\u^x ^ u'ujyW' Par suite, bien que leur adoption
amènerait à modifier les signes de certaines des formules intermédiaires utilisées en 1.2.4 et 1.2.5, ces
changements de signe se compenseraient dans le calcul de l'isomorphisme composé PQ^X ^ P\^x^
et n'affecteraient pas la formule (1.2.3.1). C'est pourquoi, pour la commodité des références, nous
avons conservé ici les conventions de [27].
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20 CHAPITRE 1. ^-MODULES À DROITE

envoyant respectivement ù/ 0 uj" 0 (<9i A • • • A (9^ et (-l)^' 0 c^/ 0 ((9i A • • • A (9^
sur (a/ A uj") 0 (^i A • • • A ^d)^ Pour prouver 1.2.3, il suffit donc de vérifier que les
isomorphismes p.u^x ^ u'q.ujx sont respectivement donnés par

(1.2.4.3)
(1.2.4.4)

uj ^
^

)<9^

) UJ

•^ (W^iA—A^,

•(-l^^c^^iA—A^.

1.2.5. L'isomorphisme pwx ^ u ' q ' c ^ x est l'isomorphisme résidu [27, II 8.2] :

•2Wp^x = ̂ bm^(p^^^x) ̂  ̂ ç^x ^ çj^x (3) ^yj/x ^ (A^/J^2)
'̂y '̂y

Rappelons sa construction, pour j = 0. On considère le diagramme commutatif

yo c———X3-9 0 2

lî lî
(1.2.5.1)

où les carrés sont cartésiens. Les morphismes çoi et ço2 sont les projections sur les
facteurs correspondant aux indices, et la section SQ est définie par les rj' = 1 0 r^. On
81 PQ = QQ o u^ et on note ho le morphisme composé YQ —^ Y, qui est donc fini et plat.
Par construction, l'isomorphisme résidu est le composé des trois isomorphismes

p^x ^ v^oP^x ^ vWo^x ^ u^q^x.

qui s'explicitent comme suit.

(a) Soit ^ l'idéal de VQ. L'isomorphisme ^ ' / ^ c l -
dérivation relativement à Xn induit une trivialisation

^x.^^/x. défini par la

^X. ~^V^Y,/X^ ^(A^,

Pour tout Gx^ -module plat ê\ l'isomorphisme

ê ̂  ê 0 V^Y,/X^ ^ (^ ̂ /^2)v ^ K^orn^ (^x. , q1^ ̂  ̂ /x. [d\) = v^q'^

est obtenu en composant cette trivialisation avec Pisomorphisme local fondamental. Si
on note encore rj7 la classe de r[' dans ^ , cet isomorphisme envoie donc une section
e de € sur e 0 (dr[' A • • • A dr'^) 0 (r[' A • • • A T^)v. Comme dr^ = d(h^), l'image de
a; 0 9^ dans ^ç^p^x est donc la section

^ 2 \ V

(1.2.5.2) (^ 0 9^) 0 (d(^^) A • - A d(/i$0) 0 (r^ A • • • A r^^.
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(b) L'isomorphisme

(l'[p^x[-à\ =^^bm^(^^x) 0 ^y,/Xn
^0

^ ^om^(^yj,g^x ^ ^y,o/x) = ̂ <^x[-^]
^y

résulte des isomorphismes de commutation aux changements de base du dual sur
ffx d'un ^x-module localement libre de rang fini, et du module des différentielles
relatives. Par conséquent, Pisomorphisme v^q^p^ujx ^ v^q^x, qui s'en déduit par
décalage et fonctorialité, envoie la section (1.2.5.2) sur

(1.2.5.3) (^' (g) ̂  0 ̂ ((9^)) 0 (r^ A • • • A r^.

(c) L'isomorphisme v^h^ujx ^ u^q^ujx est défini par Pisomorphisme de transiti-
vité v^h^ ^ u^ pour le composé de deux morphismes finis. Si Pon choisit une résolution
injective J^* de q^uJx, c'est Pisomorphisme canonique

ĵ bm^ {ffx., ̂ om^ {ffy^, J^-)) -4 ^om^ (^, ̂ •).

On peut également le décrire en utilisant des résolutions localement libres de type fini
de ffx^ sur ffy et ffy^ : si jf", ^f'* sont de telles résolutions, et si ^ : jf -^ ^f19 est
un morphisme semi-linéaire par rapport à ffy —^ 6yi, induisant Pidentité sur Ô'x^,
cet isomorphisme s'identifie au quasi-isomorphisme

J^om^,(Jf^J^om^(^,J^)) -^J^om^^-^^—^^bm^^-,^-).

Comme ffyi est localement libre de type fini sur ffy, ce dernier s'identifie encore au
quasi-isomorphisme

^om^.^'^J^om^^y^q^x ^ ^y,o/x))[^]
0 Ô'Y

(1.2.5.4) -^ ^om^ {^'\q^x ^ ^o/x) [d\
GY

—^ ^om^[^\q^x ® ^Y,o/x)[d\.Gy
Prenons pour ^f* le complexe de Koszul de la suite ̂ +1,..., r^1 sur Ô'y, et pour

^19 celui de la suite r [ 1 , . . . , r^ sur ffy^. On remarque alors que /^(r^) = r[ + r[1, en
notant r[ l'image dans 6y^ de la section r^ 0 1 de ^x3' Comme on a r[ = q'^Tz), et
que rj1"4"1 = 0 dans G\^, on peut écrire dans Ô'yi

/ n \
L*/ n+l\ _ / / , //\n+l _ /n+1 _ // 1 V^ L*/ \n-k ik \
^ O V ' î ) — { ' i ^ ' i ) 'i ~ i \ / - 'l0\^/l') r^ 1 •^O^î ) - \'i -r- ' i ) - ' i - ' i \ /^^om)

\k=0

Posons ai = S^=o ^S(T^)n-Â;T^/Â;< On définit de la manière suivante un morphisme
de complexes (p : ^f —^ ^ ' 9 induisant l'identité sur ffx^ : si l'on écrit ^f* (resp.
J^7') comme produit tensoriel des complexes J^* : ffy -> Gy (resp. ^[9 : Ô'y —^
^vj), placés en degrés [-1,0], et ayant pour différentielle la multiplication par r^1

(resp. rj'), (p est le produit tensoriel des morphismes (pi donnés par h^ en degré 0,
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et par aih^ en degré -1. Soit ei A • - A e^ (resp. e[ A • • • A e^) la base canonique
de ^~d (resp. ^'~d\ Dans Pisomorphisme (1.2.5.4), le premier isomorphisme est
induit par l'évaluation en 1 ç ûy<. Si ^ est rhomomorphisme ^yj-linéaire qui envoie
e[ A • • • A e^ sur uj' (g) ce;" 0 ̂ (9^), son image est donc rhomomorphisme ^y-linéaire
qui prend la valeur uj' (g) ̂  sur r^ (g) {e[ A • • • A e^) lorsque k = n, et 0 lorsque
k ^- n. Comme (/?(ei A • • • A e^) = (ai • • • a^)^ A • - - A e^, et que le coefficient de r'71

dans a\' -dd est égal à 1, l'image de ïp par (1.2.5.4) est donc rhomomorphisme ûy-
linéaire qui envoie ei A - - Ae^ sur ù/ (^o/7. Or l'isomorphisme local fondamental relatif
à l'immersion u (resp. ^o) envoie par construction la classe de uj' ^uj" 0 (ei A • t • Aerf)v

sur ^/ (W 0 (<9i A - • A^)'7 (resp. la classe de (^/ (g)^7 0^(9^)) (g) (e^ A « < • Ae^) v

sur (uj' ^uj" 0^(9^)) 0 (ï{' A • • • AT^)V) , ce qui achève d'établir la formule (1.2.4.3).
On explicite de la même manière Pisomorphisme p[uJx ^ u'q[ujx, en utilisant le

diagramme cartésien

(1.2.5.5)

dans lequel la section 5i est maintenant définie par les r[ = ̂ (g)!. Soit h\ le morphisme
composé Y{ —f Y. Dans le calcul de l'isomorphisme p\uJx ^ v{q^p\ujx analogue à
celui fait en (a) plus haut, on observe que dr[ = -d(^(g)l0l) = -d(h[t\). Il en résulte
que (9^ (g)o; a pour image (-l)^^ 0^) 0 (d(hy[) A- •Ad(/i^)) 0 (^ A - • •AT^ V .
Le reste du calcul s'effectue comme dans le cas précédent. La formule (1.2.4.4) en
découle, achevant ainsi la démonstration du théorème 1.2.3.

1.2.6 COROLLAIRE. — Pour tout morphisme lisse X —^ S, il existe sur ujx une
unique structure de Sx-module à droite prolongeant sa structure de ffx-module, et
telle que, pour tout système de coordonnées locales t\," ' ,td sur un ouvert U de X ,
toute section a e F(U, ffx), et tout opérateur P e T(U, Sx), on ait

(1.2.6.1) (adti A • • • A dtd)P = (t? ' a)dti A • - A dtd.

Comme la condition de l'énoncé caractérise de manière unique la structure de Qx-
module à droite de ujx-, il suffit de faire la construction localement sur X. On peut
donc supposer X et 5 affines. D'autre part, si 5" -> S est un morphisme de schémas,
et si X' = S ' XsX, une structure de ^x-module à droite sur ujx vérifiant la condition
de l'énoncé définit par extension des scalaires une structure de S x ' -module à droite
sur u j x ' - , vérifiant (1.2.6.1) pour tout système de coordonnées locales provenant de
X : cela résulte de ce que ^s est dans le centre de Sx-, et S x ' ^ ^s' 0^5 S x ' Or le
théorème 1.2.3 montre qu'une telle structure existe lorsque 5' est nœthérien, et qu'elle
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commute aux changements de base S ' —^ S^ où S ' est nœthérien. Le corollaire en
résulte par l'argument usuel de passage à la limite.

1.2.7. La structure de ^—module à droite sur u^x que fournit le théorème 1.2.3
permet d'étendre sans hypothèse de caractéristique la méthode usuelle pour transfor-
mer un ^--module à gauche en ^Y-module à droite, et réciproquement : il s'agit de
donner un sens intrinsèque global à l'action par l'opérateur adjoint. Soit donc m G N :

(a) Si ê est un Q^ -module à gauche, alors ujx 0^x ^ possède d'après 1.1.7
une structure canonique de &^ -module à droite, définie en coordonnées locales par
(1.1.7.1). En notant uj = di\ A- • -f\dtd la base locale de (jjx définie par des coordonnées
^ i , . . . , td, et en identifiant u^x^ffx ̂  et <? au moyen de cette base, il résulte de (1.1.7.1)
et (1.2.3.2) que la structure de Q^ ^-module à droite de (jjx 0^x ^ s'identifie à celle
qu'on définit sur S par

(P, x)^ t P ' x.

Nous dirons souvent que la structure ainsi définie sur ujx 0^x ^ es^ ^a structure tordue
de ^^-module à droite.

(b) Si ^ est un ^"-module à droite, alors ^ 0^ cc^1 ^ ^om^^^x-,^)
possède d'après 1.1.7 une structure canonique de 3>^ ^-module à gauche, définie en
coordonnées locales par (1.1.7.3). Localement, on peut encore identifier ̂ 0^ uj^1

et ^ grâce à la base duale c^ de cc;^1, et cette structure correspond alors à celle
qu'on définit sur ^ par

(P^ x)^—fx' iP.

Nous dirons encore que la structure obtenue sur ^ 0^ (^x1 es^ ^a ^ructure tordue
de Q^ -module à gauche.

(c) De ces descriptions locales résulte que les isomorphismes canoniques

^Y1 0 (^X 0 ^) -^ ê,
GX Gx

(^ 0 UJ^ ) 0 UJx —^ ̂
Gx ^x

sont Qi^ -linéaires, de sorte qu'on obtient des équivalences de catégories quasi-inverses
l'une de l'autre entre la catégorie des ^--modules à gauche et la catégorie des ̂ / -
modules à droite.

Soient Se une ^--algèbre commutative, munie d'une action à gauche de Q^ com-
patible avec sa structure d'algèbre, et <^0^ Q^ le faisceau d'opérateurs différentiels
associé {cf. 1.1.8). Les constructions précédentes s'étendent alors aux ^? 0^ ^ / -
modules. En effet, si S est un Se 0^- ^^ -module à gauche, les isomorphismes
e^ formant la m-PD-stratification de ê sont semi-linéaires par rapport aux isomor-
phismes e^ définissant celle de Se. La costratification de ujx ^ffx ^ étant donnée par
^)ê = 5^ (g) (e^)"1, il s'ensuit que e^^ est semi-linéaire par rapport à (e;?)"1, donc
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que ujx ®ffx ^ est muni d'une structure naturelle de Sï 0^ ^--module à droite.
On voit de même que, si ^ est un Se (g)^ Q^ ^-module à droite, ^ (g)^ uj~^~ est
un <^0^ ^ /-module à gauche, et que les isomorphismes de (c) sont <^0^ Q^-
linéaires.

Supposons maintenant que m ç N. Par passage de gauche à droite, on peut alors
étendre aux ^m} -modules à droite les conditions de niipotence introduites dans [5,
2.3.7] :

1.2.8 PROPOSITION. — Soit X —> S un morphisme lisse de dimension relative d, tel
que p soit niipotent sur S.

(i) II existe un entier N tel que, pour tout ouvert U C X , tout système de coor-
données relatives t i,...,^d sur U, et toute section uj G T(U^uJx), on ait ujœ^ = 0
pour \k\ >_ N.

(11) Soit M un S^ -module à droite. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) II existe un recouvrement de X par des ouverts Ui possédant un système de
coordonnées relatives tel que, si on note cr^ les opérateurs différentiels correspon-
dants, il existe pour toute section e de ̂  sur un ouvert de Ui un entier N tel que
e9^ = 0 pour \k\ > N.

(b) La condition d ̂ annulation précédente est valable pour tout ouvert U C X ,
tout système de coordonnées locales sur U, et toute section de ̂  sur U.

(c) Le ^y -module à gauche ̂  ®^x ^x es^ quasi-niipotent.

L'assertion (i) résulte de ce que la structure de Q^ ^-module de u^x est induite par
sa structure de ^-module, et de ce que 9^ = ç!9^, où q est défini par k = j/^+r,
avec 0 <^ ri < p171 pour tout i. Compte tenu de [5, 2.3.7], l'assertion (ii) en résulte
grâce aux formules (1.1.7.1) et (1.1.7.3).

DÉFINITION. — Nous dirons qu'un ^"-module à droite est quasi-niipotent s'il vé-
rifie les conditions de la proposition, et niipotent si l'entier N peut être choisi indé-
pendant de e.

Cette dernière condition est indépendante du système de coordonnées locales con-
sidéré : pour le vérifier, on peut se ramener par suites exactes au cas où ̂  est annulé
par p, soit encore au cas où S est de caractéristique p ; d'après [5, 2.2.7], les opérateurs
9- ) engendrent alors un idéal bilatère J^ C Q^ , indépendant du système de
coordonnées choisi, et la condition de niipotence équivaut à dire que ^ est annulé
par une puissance de Jf\

1.3. Isomorphismes de transposition

Par multiplication à droite ou à gauche, l'anneau S>^ est muni d'une structure
naturelle de bimodule sur lui-même. Les sections qui précèdent montrent que, par
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tensorisation avec un ^m) -module à gauche ou à droite, on peut obtenir selon les cas
une nouvelle structure de bimodule sur le produit tensoriel. Il est parfois nécessaire
de pouvoir échanger les structures ainsi obtenues, et nous explicitons ici les isomor-
phismes qui permettent de telles transformations. En particulier, nous donnons une
forme intrinsèque de l'automorphisme de passage à l'adjoint, qui intervient souvent
dans la construction des morphismes canoniques de la théorie des ^-modules. Cu-
rieusement, ce point semble quelque peu négligé par certains auteurs, ce qui donne
parfois lieu à des constructions incomplètes ou incorrectes.

1.3.1 PROPOSITION. — Soient S un Q^ -module à gauche, et Q^ 0^ ê\ ê'0<^
^m les faisceaux obtenus en prenant respectivement le produit tensoriel pour la mul-
tiplication à droite et à gauche sur Q^ . Ces faisceaux sont tous deux munis d'une
structure canonique de Q'-bimodule, et il existe un unique isomorphisme de Q ' -
himodules

/->(m) /-, ro ~ /z> _ ^7>(^)7<^ : Q^ ' 0^ ê —> ê 0^ Q^ '

tel que 7<^(10e) = e01 pour toute section e de ê. En coordonnées locales, on a alors

(1.3.1.1) 7^(<^<'> ^e) = ̂  ̂ l^-^e^â^.
h<,k ^-}

L'isomorphisme 7^ sera appelé isomorphisme de transposition relatif à ê\

La structure de Q^ -module à gauche de Q'^ 0^ S provient de la multiplication
à gauche sur ^m , et sa structure de Q^ -module à droite est la structure produit
tensoriel définie par 1.1.7 à partir de la multiplication à droite sur ̂ / . De même, la
structure de Q^ ^-module à droite de ê' 0^ Q^ est donnée par la multiplication
à droite sur Q^ , et sa structure de Q^ -module à gauche est la structure produit
tensoriel définie en [5, 2.3.3] à partir de la multiplication à gauche sur ^m). Que
ces structures soient compatibles résulte de la fonctorialité des structures produit
tensoriel.

Grâce la structure de Q^ ^-module à gauche de <f 0^ ^x -> ^ exlste un unique
morphisme de Q^ ^-modules à gauche 7^ : 3>^ 0^x ^ —> ^ ®ffx ^x envoyant une

section de la forme P 0 e, P ç ^m), e e ê, sur P(e 0 1). Comme ^m) 0^ ê et
^0^ Q^ sont des Q^ -bimodules, on est ramené, pour vérifier la S^ -linéarité à
droite de 7^, à montrer que, pour tout Q ç. 3>^\ on a 7<r((l0e)Ç) = 7^(l0e)Ç. On
peut supposer qu'on dispose d'un système de coordonnées locales sur X, et il suffit
alors de le faire d'une part dans le cas où Q = a ç. Ô ' x ' , ce qui est clair, d'autre part
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lorsque Q est de la forme 9^. On a dans ce cas

7^((l®e)9<^)

=^(^{-^k-h{{)-}9^ ̂ "^ = ̂ (-l)'*-'1'^^^"^®!)
^«L l/lj / à<* ^

= ̂ (-l)^^} fV ffî^-W-^e ®9^}
h<k [ h ) \<h I ÎJ /^g^-^-'ia^îd:;})^-'-^

=60(9^,

la dernière égalité résultant de 0.4 et des relations classiques entre coefficients binô-
miaux.

En sens inverse, on définit un morphisme <?0^- Q^ —^ Q^ ®ffx ^ en envoyant
une section de la forme e 0 P sur (1 (g) e)P, et on vérifie de même les linéarités néces-
saires. Compte tenu de celles-ci, il est clair que ces deux morphismes sont réciproques
l'un de l'autre, et qu'ils sont caractérisés par la relation 7<^(1 (g) e) = e (g) 1. La formule
(1.3.1.1) résulte immédiatement de la ^m) -linéarité à gauche de 7^-.

1.3.2. Soit ^ une ^--algèbre commutative munie d'une structure compatible de
Q>^ ^-module à gauche. On dispose alors d'une structure d'anneau canonique sur
Se 0^ ^m), telle que les morphismes Se — SS (g)^ ^m) et ^m) -i gê 0^ ^m)

donnés respectivement par & i - ) - & ( g ) l e t P ^ l 0 P soient des morphismes d'anneaux,
que (b 0 1)(1 0 P) == b (g) P, et que, en coordonnées locales, le produit (1 0 cr^)^ (g) 1)
soit donné par la formule de Leibnitz [5, 2.3.5]. D'autre part, la proposition précédente
fournit un isomorphisme de ^'-bimodules

7^ : ̂  ̂ x ^ -^ Se (g)̂  ^^T^

de sorte qu'on obtient par transport de structure une structure d'anneau sur S^ 0^
âê. Elle s'explicite comme suit :

(a) Par construction, 7^(1 0 b) = b ̂  1. Il en résulte que le morphisme êê —f
^x ^Gx ^ donné par b \-^ 1 0 b est un morphisme d'anneaux.

(b) De même, 7^(P0l) = P(l(g)l). Comme l'action de Q^ sur Se est compatible
avec son action sur 0x, on voit qu'en coordonnées locales on a 9^ • 1̂  == 0 pour
tout k / 0. Il en résulte que P(l0l) = l0P, de sorte que le morphisme S^ —)-
^x ^ffx ^ donné par P \—i P 0 1 est un morphisme d'anneaux.

(c) Comme 7^ est par construction un isomorphisme d'anneaux, on a

(l(g)&)(P(g)l) =7^1(&(g)P).
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D'après la construction de 7^, on obtient, pour P = 9^ :

(1 0 b)^ 01)= ̂ (-1)1^1^19^ 09^-^.
i_<k ^^-}

(d) Puisque 7^((P0l)(l0&)) = 7^?(P0 1)7^(1 0&) = (l0P)(& 0l), il résulte de
la formule de Leibnitz et de la définition de 7^ que 7^((P 0 1)(1 0 &)) == 7^(P 0 &),
si bien que (P (g) 1)(1 (g) b) = P 0 &.

Nous identifierons systématiquement ^m^ 0^. Se et <^ 0^ ̂ ^ au moyen de
l'isomorphisme 7^. Lorsque l'anneau Se sera fixé, et qu'aucune confusion n'en résul-
tera, nous emploierons la notation

^m) := Se 0 ̂ m) ^ ̂ m) 0
^x ^x

s^)Pour tout ̂  '-module à gauche <?, on voit facilement que l'isomorphisme

7^:<mW-:^0<m)

^ ^ A

défini par

^m) ̂ ^ ̂  ̂  ̂  g _^ g ^ ̂  _4 ̂ (g)^)
^x ffx ^

est un isomorphisme de ^'-bimodules.

1.3.3 PROPOSITION (cf. [37, 2.4.2] ou [38, 1.7]). — Soient ^ un ^)-module à
droite, et ^ ^Gx ^x ^e /a^t$cea^A obtenu en prenant le produit tensoriel pour la
multiplication à gauche sur ̂ / . Ce faisceau est muni d'une structure canonique de
^x bimodule à droite, et il existe une unique involution

8^ : M (g) ^(m) -4 ̂  (g) ^(m)

Gx ûx

échangeant les deux structures de ̂ / -module à droite de ̂ (g)^ Q^\ et telle que
6^(x ̂  1) = x 0 1 pour toute section x de ̂ . En coordonnées locales, on a alors

(1.3.3.1) 6^(e^9^) = ̂ (-l)'^}69^ ^Q{h}-
h<k ^

Comme en 1.3.1, l'isomorphisme o^y sera appelé isomorphisme de transposition
relatif à ̂ '.

L'une des structures de Q^ ^-module à droite de ̂ 0^ 2 ^ ' est fournie par
la multiplication à droite sur Q^ \ et l'autre est la structure produit tensoriel dé-
finie par 1.1.7 à partir de la multiplication à gauche sur S^ ; nous les appelerons
respectivement structure droite et structure gauche. La fonctorialité de la structure
produit tensoriel entraîne encore que ces deux structures munissent ^ 0^- Q '
d'une structure de bimodule à droite.
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Comme l'application canonique ̂  —^ ̂ 0^ Q ) ' est ^x-hnéaire pour la struc-
ture gauche de ̂  0^ 3>^ \ elle se factorise de manière unique par un morphisme
8^ : ̂  (g)^ Q^ —f M 0^ S'y qui soit ^^-linéaire pour la structure droite
sur la source et la structure gauche sur le but. On vérifie que 8^ est aussi Q^ -
linéaire pour la structure gauche sur la source et la structure droite sur le but par un
calcul en coordonnées locales analogue à celui qui a été fait en 1.3.1. Il s'ensuit que
^ ° <L^ = Id? d'où l'énoncé.

REMARQUES
(i) L'isomorphisme de transposition 8^ peut aussi être décrit de la manière sui-

vante. La costratification e^ fournit des isomorphismes <^^^-linéaires

^0^ ̂  ̂  ̂ om^(po*^,(^^0 -^ ̂ om^(pî ^,^0.

D'autre part, l'involution a échangeant les deux facteurs de X Xs X définit un iso-
morphisme cr*-semi-linéaire

^om^(pî ^,^0 -4 ̂ bm^(po*^,(^)^).

Par passage à la limite inductive pour n variable, on obtient donc ainsi un isomor-
phisme

^ ^ ̂  -^^0 ^(m).
^x ffx

Pour vérifier qu'il est bien égal à 8^, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées
locales. On reprend alors les notations de 1.1.6. Comme a*(r®) = (-l)^r^, on a
cr*^) = (-1)^9^, et l'assertion résulte de (1.1.6.1) et (1.3.3.1).

(ii) Sous les hypothèses de 1.3.2, soit M un ^J^-module à droite. On vérifie encore
que l'involution

8^ : ̂ 0^ -^ ̂  0 ̂  -^4 ̂  0 ̂ m) -^ ̂ ®9^\
ffx ^ 8^ ^x

est ^m)-linéaire à droite.

1.3.4. En appliquant ce qui précède au cas où ^ = u^xi o11 obtient une forme
intrinsèque de l'automorphisme de passage à l'opérateur adjoint, qui s'exprime classi-
quement en coordonnées locales comme une anti-involution d'anneau ^m/ —> 3>^
dépendant du choix des coordonnées (cf. 1.2.2). En effet, la structure de 2^ ^-module
à droite de ux définit grâce à 1.3.3 une involution canonique que nous noterons

(1.3.4.1) 8x : ̂ x 0 ̂  -^ ^x 0 S^\
0x ^x

échangeant les deux structures de ̂ / -module à droite. En tensorisant par uj~^ à
droite sur la source et à gauche sur le but, on obtient un isomorphisme canonique de
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(^^S^-bimodules -

(1.3.4.2) ax : ̂ x 0 ^m) 0 ̂ 1 -^4 ̂ m).
^x ^x

Enfin, en tensorisant ce dernier par uj^1 à gauche sur la source et à droite sur le but,
on obtient une involution canonique

(1.3.4.3) f3x : ̂ m) ^ ^~x -4 ̂ m) ^ ^x1

^x ^x

échangeant les deux structures de Qi^ -module à gauche.
Sur un ouvert U C X muni de coordonnées locales ^i, • • • , ̂ , on peut identifier ujx

à ffx grâce à la base dt\ A- • -Ad^, et o;̂ 1 à ffx grâce à la base duale. La source et le but
des isomorphismes ax, /3x et Sx s'identifient alors à 3>^\ Avec ces identifications, il
résulte alors de (1.2.3.2) et (1.3.3.1) que ces isomorphismes associent à un opérateur
P = ]>^ dk9. l'opérateur ^ ^ ( — l ) ^ ê û ^ = ̂  ' Ces isomorphismes fournissent
donc une expression globale, indépendante des coordonnées, de Pisomorphisme de
passage à l'adjoint. Ils seront encore appelés isomorphismes de transposition.
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CHAPITRE 2

THÉORÈMES DE DESCENTE

Ce chapitre est consacré à la démonstration des théorèmes de descente par un
relèvement du morphisme de Frobenius, et à la construction d'un fondeur quasi-
inverse à F * . Nous donnerons d'abord la définition générale du foncteur /* pour les
3)^ ^-modules à gauche, en mettant en évidence sa nature cristalline. Nous montre-
rons ensuite que, dans le cas d'un relèvement F : X —^ X' de la puissance 5-ième
du morphisme de Frobenius relatif, il se produit un phénomène d'élévation du ni-
veau : l'image inverse F ' " ê 1 d'un Qf^ ^-module est munie d'une structure naturelle de
^m+s) -module. Le théorème de descente pour les ^m) -modules à gauche, que nous
établirons ensuite, s'énonce alors en disant que, vu comme foncteur de la catégorie des
^"-modules vers celle des ^m + / -modules, le foncteur F* est une équivalence de
catégories. Après avoir donné un résultat analogue pour les ^^-modules à droite,
nous montrerons que le (^m , ̂ ^"-^bimodule F^ Q ^ ' permet de construire un
foncteur quasi-inverse de F*. Enfin, nous préciserons le lien entre le théorème de des-
cente pour les ̂ / -modules à gauche, et le théorème de Cartier sur la descente des
^x-modules munis d'une connexion intégrable à p-courbure nulle.

2.1. Foncteur image inverse

Pour la commodité des références, nous donnons d'abord ici la définition générale
du foncteur image inverse pour les ̂ / -modules à gauche, ainsi que quelques pro-
priétés de base de ce foncteur. En particulier, nous mettons en évidence sa nature
cristalline, ainsi que celle de la catégorie des ̂ / -modules à gauche elle-même.

Dans cette section, m désigne un élément de N ; lorsque m G N*, on suppose comme
d'habitude que les schémas considérés sont des Z(p)-schémas.
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2.1.1. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas de la forme

X——-——>Y——g——>Z

S—————>T—————>U

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U'. Soient d'autre part
A" / ^ , A". /^, A". . ^ les voisinages infinitésimaux à puissances divisées de niveau
m et d'ordre n de X, Y, Z dans X Xs X, Y XT Y, Z Xu Z. Par fonctorialité (c/. [5,
2.1.4]), on en déduit le diagramme commutatif

A U f x f . /\n 9^9 , An
^X^m) ————————> —y,(m) ————————> —^,(m)

(2.1.1.1)
PO Pi QO Cl

x—————^y—————>z
où les flèches verticales sont les projections naturelles.

On notera pour simplifier ^m), ̂  et ^m) pour sff^ Q^ et ^ffu- si

^ est un ^y-module, la donnée d'une structure de 3)^ -module à gauche sur ^
prolongeant sa structure de ^y-module équivaut à celle d'une m-PD-stratification,
c'est à dire d'une famille compatible d'isomorphismes r]n : q^^ —^ q^ vérifiant
la condition de cocycle [5, 2.3.2]. Le diagramme (2.1.1.1), ainsi que le diagramme
analogue formé avec les produits triples, montre que /*c^ est alors muni de la m-
PD-stratification image inverse, définie par les En == (/ x /)*(^n). On obtient donc
ainsi une structure canonique de ^j^-module à gauche sur /*J^. De plus, si ^ ' est
un second ^J^-module à gauche, un morphisme ^y-linéaire (p : ̂  —> ^ est ^m)-
linéaire si et seulement s'il est compatible aux m-PD-stratifications. On voit ainsi que
le foncteur /* s'étend de manière naturelle en un fondeur, que nous noterons encore
/*, de la catégorie des ^J^-modules à gauche dans celle des ^^-modules à gauche.

La commutativité du diagramme (2.1.1.1) entraîne alors que, pour tout ^ -
module à gauche ^, l'isomorphisme de transitivité (/* o p*)(^) ^ (g o /)*(^) est
^m)-linéaire.

2.1.2 PROPOSITION. — Supposons que p soit localement niipotent sur T, et que ^
soit un Q^-module à gauche quasi-niipotent [5, 2.3.7]. Alors /*^ est un ^m)'-
module à gauche quasi-niipotent.

Soient AJ^(^) et Ay^) les voisinages infinitésimaux à puissances divisées de ni-
veau m (sans condition de niipotence) de X et Y dans X x s X e t Y x r Y . Notons
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encore p^, qi leurs projections sur X et Y. Pour tout n, on dispose du carré commutatif

An J x J \n
—X,(m) ————————> Y^m)

T f X f "
Ax,(m) ————————)- Ay^)

et, d'après [5, 2.3.7], ^ (resp. /*^) est un ^J^-module à gauche (resp. ^m)-
module à gauche) quasi-niipotent si et seulement si les isomorphismes rjn (resp. En)
définissant la m-PD-stratification de ^ (resp. /*j^) sont induits par un isomorphisme
rf : q^^ —4 q^y (resp. e : pî/*^ —4 pS/*^) vérifiant la condition de cocycle.
L'énoncé en résulte aussitôt.

2.1.3. Comme en caractéristique 0, la structure de Q^ -module de /*J? peut éga-
lement être décrite en utilisant un bimodule canonique. En effet, si l'on pose

^(m) _ f^^W
-^X^Y — J -^Y ^

^X-\Y es^ munl d'une structure naturelle de (^y , f^Q^ ) -bimodule : sa structure
de Q^ -module à gauche se déduit de celle de Q^ par 2.1.1, et sa structure de
/-1^^ -module à droite est définie par fonctorialité (ce qui entraîne que ces deux
structures commutent). On dispose alors de l'isomorphisme d'associativité

^y ® f~l^=(ffx 0 r1^) ^ r1^f-i^) f-1^ /-l^m)

^ffx ® r1-^/*^
f-^Y

dont on vérifie aisément la ̂ / -linéarité.
Le bimodule Q!^\y est muni d'un homomorphisme naturel

/9 1 o i\ ^(m) _v, ^(m) — ^û^771)^.i.ô.ij ^ —> -^X-^Y ~ J -^Y ^

qui est obtenu à partir des homomorphismes de fonctorialité

f* ô0>n __> ^n
J ^y,(m) ——' ^X,{m}

par dualité et passage à la limite inductive. En observant que les homomorphismes
V} : ^^m} —> ^(m) (g)^ ^(m) utilisés P0111* définir la multiplication sur
^x [^î 2.1.3] commutent aux homomorphismes de fonctorialité, on voit que l'homo-
morphisme (2.1.3.1) est ^'-linéaire à gauche. Il est par ailleurs facile de voir qu'il
envoie la section 1 e ̂ m) sur la section 1 (g) 1 de y*^"^.
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2.1.4. Soient Sêy une ^y-algèbre commutative munie d'une action compatible de
^m\ (^n : Ql^Y —^ çS^Qn la m-PD-stratification correspondante. Les r]n sont des
isomorphismes d'algèbres, de sorte qu'il en est de même de leurs images inverses par
les morphismes A^ ̂  -^ A^^. Il en résulte que l'action de ̂ m) sur ^x := /*^v
est compatible à sa structure de ffx -algèbre.

Nous noterons alors ^m) = Sëy 0^ Q^\ ̂ m) = ̂ x ^x ^m)- En utilisant
[5, 2.3.5 (ii)], on voit de même que, si ^ est un ^m)-module à gauche, /*^ est
muni d'une structure naturelle de Q^ -module à gauche. En particulier, si l'on pose
Qf^\y := /*^^', la structure naturelle de ^^-bimodule de ^m) fournit une
structure canonique de (^^/-^^-bimodule sur Q^\y.

2.1.5 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 2 . 1 . 1 , soient (a, b,a) C ffs unm-PD-
idéal quasi-cohérent, SQ le sous-schéma fermé de S défini par a, XQ la réduction de X
sur SQ, f, f : X -> Y deux T-morphismes ayant la même restriction fo : XQ —^ Y à
XQ. Soit ^ un S^-module à gauche. On suppose vérifiée l'une des deux conditions
suivantes :

(a) Le m-PD-idéal a est m-PD-nUpotent (cî. A.3) ;
(b) p est localement niipotent sur T, et le S^-module ^ est quasi-niipotent.

Il existe alors un isomorphisme ̂ ' -linéaire canonique

rf,f : r^ -^ r^
tel que r/j = Id, et que, si f" : X —^ Y est un troisième morphisme de restriction fo
à XQ, on ait Tf,f" = Tf,f1 ° Tf',f" •

Par platitude, la m-PD-structure de a s'étend à X, et munit donc l'idéal affx de
XQ dans X d'une m-PD-structure. La propriété universelle des voisinages à puissances
divisées entraîne que le morphisme (/.//) : X -^ Y2 se factorise par un unique PD-
morphisme g : X -^ A^(^) tel que / = qo o g , f = ci o g . Si la m-PD-structure de a
est m-PD-niIpotente, il en est de même par platitude de celle de affx, de sorte que
g se factorise par A ^ / x pour r assez grand. Dans ce cas, on pose T/J/ = g*(r]r), où
rjr est l'isomorphisme fourni par la m-PD-stratification de ^ ; l'isomorphisme 77 j/
ne dépend pas du choix de r. Sous les hypothèses de (b), ^ est un ^m)-module
quasi-niipotent, et la m-PD-stratification (rjn) est induite par un isomorphisme 77 :
q^ _^ q^ sur Ay^) ; on pose alors Tyj/ = p*^). Il est clair que ces définitions
sont compatibles, et on obtient ainsi un isomorphisme ^x-lméaire f ^ —^ /*^,
qui satisfait les conditions de transitivité voulues grâce à la condition de cocycle.

Il reste à voir que r/j/ est Q^ -linéaire. Il revient au même de montrer que Tyj/
est horizontal pour les m-PD-stratifications {en) et (^) de ^ := /*^ et ^ := /'*^,
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soit encore que, pour tout n, le diagramme

pî(rf fi)p^-J-l^Ll^^

(2.1.5.1)

P^1

PS(T/J/)
^p^

est commutatif sur A^ ̂ . Fixons l'entier n. D'après [5, 1.5.3], la m-PD-structure
canonique de l'idéal de X dans A^.^ est compatible à celle de a, de sorte que
l'idéal de XQ dans A^ / ^ est aussi canoniquement muni d'une m-PD-structure.
De plus, celle-ci est niipotente lorsque celle de a l'est, d'après A.9. Le morphisme
^(m) "̂  x2 -^ Y2 x Y2 défini P^ (/ x f^f x f) se factorise donc par un mor-
phisme h : A ^ / ^ —^ Ay^)(3); lorsque a est m-PD-niIpotent, h se factorise de
plus par A^^(3) pour un entier s assez grand, qu'on peut choisir au moins égal à
max(n.r). Supposons d'abord qu'on soit dans ce dernier cas. Pour î, j e {0,1,2,3},
i < j, soit qij : A^^(3) -^ A ^ . le morphisme induit par la projection sur les
facteurs d'indices i et j. On obtient alors

P^rf.f) =PWW) = ̂ *(ço*,2(^)).

et, de même, pî(r/j/) = ^((^(^s)). D'autre part, on a par définition

en=(fxfr(r]s)=h^q^))^

et, de même, e'^ = ^*(^,3(^s))- II suffit donc de s'assurer que q^(r]s) o ^3(^5) =
^^s) ° (lî^s)', ce qui résulte de ce que les deux membres sont égaux à q^Çrjs)
d'après la condition de cocycle. Si l'on se place sous les hypothèses de (b), l'isomor-
phisme T] vérifie lui-même la condition de cocycle, et le raisonnement est le même, en
se plaçant sur Ay^)(3) au lieu de A^ .J3) .

REMARQUE. — Si Sëy est une ^y-algèbre munie d'une action compatible de 9^',
et si l'on pose Sëx = /*^Y, Së'x = f^^Y, l'isomorphisme rf., : Sê'^ —4 Sêx est un
isomorphisme ^m) -linéaire de ^jc-algèbres, puisque les rjr sont des isomorphismes
de <^^.^-algèbres. Par suite, rj^ s'étend en un isomorphisme d'anneaux rff, :

,^)_^^^^\

Si y est un <^y 0 ^m)-module, l'isomorphisme rf^, : //*^
semi-linéaire par rapport à r ^ / .

f^ est alors

2.1.6. L'énoncé qui précède permet alors d'étendre la construction du fondeur image
inverse pour les ̂ / -modules au cas d'un morphisme non nécessairement relevable.
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(a) Supposons d'abord comme dans l'énoncé précédent que S est muni d'un m-
PD-idéal quasi-cohérent (05,65,0:5), qu'on suppose m-PD-niIpotent. Soient So C S
le sous-schéma fermé défini par 05, X un S'-schémas lisse, de réduction Xo, Y un T-
schéma lisse, et fo : XQ —)-Y un T-morphisme. Soit ^ un Q } ' -module à gauche. Tout
point x e X possède un voisinage U sur lequel il existe un prolongement f : U —^ Y de
la restriction de /o à XQ D U. D'après 2.1.5, le 3>^ ^-module à gauche /*^ ne dépend
pas, à isomorphisme ^^ -linéaire canonique près, du choix fait pour /. Grâce à la
relation de transitivité pour les isomorphismes T/j7, on peut alors recoller les 3>^ -
modules définis localement par le choix d'un prolongement de fo, et obtenir ainsi à
partir de la donnée de ^ et de /o un 3)^ ^-module à gauche canonique. Avec un abus
de notation évident, nous le noterons /^^; lorsque /o se prolonge en /, on a donc
par construction une identification canonique j^^ ^ f*^.

En particulier, supposons donné un m-PD-idéal quasi-cohérent (or, 67^ or), tel
que S —^ T soit un m-PD-morphisme. Soient TQ C T le sous-schéma fermé défini par
OT, YQ la réduction de Y sur TQ, et fo : XQ —^ Yo un To-morphisme. La construction
précédente s'applique au morphisme (encore noté /o) XQ —)- Y défini par /o. Si Z est
un l/-schéma lisse, et si go : YQ — Z est un So -morphisme, on dispose encore pour
tout Q^ -module à gauche g d'un isomorphisme canonique Q^ -linéaire

/o*(^)-^(ffo°/o)^.

Cette construction s'applique en particulier au Q>^ ^-module à gauche ̂ m/. Comme
l'action à droite de Q^ est Q^ -linéaire à gauche, elle est compatible aux iso-
morphismes de recollement, si bien que f^y est encore de manière naturelle un
(^j^/o^^^-bimodule. On conservera la notation

^(m) _ ^^Çm)
-^X^Y — JO-^Y ^

et, pour tout Q^ -module à gauche e^, on a encore un isomorphisme canonique de
Q^ ^-modules à gauche

^\v ^ fo1^ -> r^'
/o-1^

Si Sëy est une ^y-algèbre munie d'une action compatible de Q^\ il résulte de la
remarque de 2.1.5 que Sëx = f5^Y est une ^x-algèbre, munie d'une action compa-
tible de ^m). Le faisceau d'opérateurs différentiels ^m) = ^x ̂ x ^m) est donc

bien défini, et, si l'on étend la construction précédente en posant
^(m) _ /.*û>(m)
-^X-^Y — JO-^Y •'

Q^y est de manière naturelle un (^m),/o-^^^-bimodule.
(b) Si on ne suppose plus 05 m-PD-niIpotent, mais qu'on suppose par contre p

localement niipotent sur T, la construction précédente garde un sens pour ^ lorsque
^ est quasi-niipotent, et permet de construire le fondeur f^ sur la sous-catégorie
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pleine des ^ y 7 -modules quasi-niipotents. On prendra garde néanmoins que Q^
lui-même n'est pas un ^'-module quasi-niipotent, de sorte que la construction du
bimodule 2^\y n'a de sens que si as est m-PD-niIpotent, ou si l'on se donne un
relèvement / : X —^ Y de /o ; dans ce cas, elle dépend en général de ce relèvement.

En considérant le cas où S = T, et où X et Y sont deux relèvements de XQ sur
S, on déduit formellement de ces constructions le corollaire suivant, qui précise les
conditions sous lesquelles la catégorie des Q^ -modules à gauche ne dépend que de
XQ:

2.1.7 COROLLAIRE. — Soient (05,65,05) C ffs un m-PD-idéal quasi-cohérent, SQ
le sous-schéma fermé de S défini par a, XQ la réduction de X sur 5o.

(i) Si as est m-PD-niIpotent, la catégorie des Q^-modules à gauche ne dépend, à
équivalence canonique près, que de (^Xo,5, 05, 65,05^ et est fonctorielle par rapport
à ces données.

(ïï) Sans hypothèses de niipotence sur as, les conclusions de (i) restent valables
si p est localement niipotent sur S, et si l'on se limite à la sous-catégorie pleine des
Q^-modules à gauche quasi-niipotents.

2.2. Élévation du niveau par Frobenius

Nous étudions maintenant plus spécifiquement le fondeur image inverse associé à
un 5-morphisme F : X —^ X' dans le cas où F est un relèvement de la puissance s-
ième du morphisme de Frobenius relatif. Nous montrons qu'il existe alors sur l'image
inverse d'un ^--module à gauche une action naturelle du faisceau d'opérateurs
différentiels ̂ m + / induisant par restriction des scalaires l'action de Q^ construite
en 2.1.1.

Pour mettre en évidence ses propriétés de fonctorialité, nous serons en fait amenés
à construire cette action dans une situation plus générale, où F est un relèvement
d'un morphisme de schémas se factorisant par une puissance du Frobenius relatif.

2.2.1. Soient m >_ 0 un entier, S, T deux schémas munis de m-PD-idéaux quasi-
cohérents (05, 65, as) et (or, br^r), S —^ T un m-PD-morphisme. On suppose vé-
rifiées les conditions suivantes (qui impliquent les conditions analogues sur S) :

(i) p est niipotent sur T ;
(ii) p G OT.
On note bg le sous-PD-idéal bs + p^s C 05, muni des puissances divisées f3s

prolongeant as et les puissances divisées canoniques de (p) ; on définit de même le
sous-PD-idéal bj. C OT.

Soit 5o le sous-schéma fermé de S défini par 05, qui est donc de caractéristique p ;
si X est un 5'-schéma, on note XQ sa réduction sur 5o. Pour tout s >_ 0, on désigne
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par X Q ' le So-schéma déduit de XQ par le 5-ième itéré du Frobenius absolu de So, de
sorte que le 5-ième itéré du Frobenius absolu de XQ définit un diagramme commutatif

F8
XQ/SQ ^ _____^

Ao —————> XQ ' —————> ÂO

TTIS

<? so , qOQ ———————————————7- 00

dans lequel le carré est cartésien. Si YQ est un To-schéma, on définit de façon analogue
le To-schéma Y^ et le Tb-morphisme F^^ : Yo ->• Y^.

Dans ce qui suit, on suppose donnés :
(a) Un So-schéma lisse Xo, un To-schéma lisse Vo, de dimension relative d sur To,

et un To-morphisme fo : XQ —)' Yo',
(b) Un S-schéma lisse X relevant XQ ;
(c) Un entier s ^ 0, et un T-schéma lisse Y ' relevant Y Q ' ;
(d) Un r-morphisme F : X —^ Y ' relevant le To-morphisme F^ ^ o fo = f ^ ' o

Fj^ ,g , où /g : XQ —^ Y ç f ' est déduit de /o par fonctorialité.

Soit v >_ 1 un entier. Nous noterons X^1 = X^\ Y1^1 = Y ' ^ , F^ : X^1 -^
y^/+ le morphisme induit par F , J^y (resp. ^) l^idéal de la diagonale dans X^^
(resp. Y'^1), et (^x,(m+^)(^),^^) (resp. (<^Y/,(^)(^),^, ̂ )) l'enveloppe à
puissances divisées partielles de niveau m -{-s (resp. m) de J^ (resp. J^). Pour v = 1,
nous omettrons en général de préciser v dans les notations.

2.2.2 PROPOSITION
(i) Sous les hypothèses précédentes, l'homomorphisme F^ induit un unique PD-

morphisme

^ : F^^Y'^W -^ ^X,(m+.)M

envoyant F^1^ dans J^ + 65 J .̂
(ii) Pour tout n > 0, on a

^(F-^'^^C^^-*-^ \ v v \ — ^ v

Rappelons que, d'après [5, 1.5.3], les puissances divisées de J^ sont automatique-
ment compatibles avec celles de b'g. En particulier, on dispose ainsi d'une PD-structure
canonique sur l'idéal J^ + bs^i/j ce qui donne un sens à l'assertion (i).

L'énoncé est local sur X, de sorte qu'on peut supposer que X et Y ' sont affines,
et qu'il existe des coordonnées locales ï i , . . . ,ïd sur YQ. Soient ^ , . . . , t^ des sections
de ffyi relevant les sections 10^ de ^(s). Les sections t [ , . . . , t'^ sont alors des coor-

"0

données locales sur Y 1 . Soient d'autre part a;i , . . . ^Xd des sections de 6\ relevant les
sections fS(ti) de ^xo- Posons r[ = 1 0^ - i\ 0 1 e ^y/2, ^ = 1 0^ - xi 0 1 e ^2.
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Puisque F est un relèvement de F^.^ o /o, il existe des sections ai ç as^x telles
que

F*(^)-<+a, , ^1,...^.

On en déduit les relations

^W = 1 ^ ̂ f - ̂ f 0 1 + 1 0 o^ - o^ 0 1
= (;r, 0 1 + ̂ ^ - a-f 0 1 + 1 0 a, - a, 0 1

- ^ f + E f^^f '^+i^^-^^i.^=1 v 'c /

Comme p e 05 et ^ e J^, et que d'autre part o^ e 05^x5 on voit que F^(r[) est de
la forme

(2.2.2.1) F,*(T;)=^f+^

avec C,i G 05 c^\ On obtient alors

wn-a^+cf+TO.
avec r]i ç 05'^^, puisque ^ G J^ et ^ ç d s ^ ' Comme pas C bs, puisque bs
définit une m-PD-structure sur 05, on voit que pr]i ç. bs^^ • D'autre part, on a
aussi Cf € bs ̂ pm, car ^ e as ̂  et a^ ) + pas C b s ' On obtient donc finalement
une relation de la forme

(2.2.2.2) F^rlf)=^rn+s + ̂ ,

avec (TÎ G 65-^^.
Pour j = 0 , . . . , ^, soit (/• la projection d'indice j de Y ' ^ sur V. L'idéal J^ est

engendré par les sections

<j = ^*%) - ̂ *-i %) = 1 ̂  • • • 0 1 0 T^ 0 x 0 • • • 0 ̂  ^ = ̂  • • • - ̂  '̂ = ^ • 1 1 ̂ '
Le calcul précédent montre que l'homomorphisme composé

F^ffy,^ ——, ff^ ——^ <^X,(m+.)M

envoie les sections r^ dans le PD-idéal J^ + bs^i/- Comme <^y/rm)( ^ / ) es^ Par

construction l'enveloppe à puissances divisées usuelle de l'idéal engendré par les r^
[6, 1.4.1], il existe un unique PD-morphisme

^ : F^y/^)^) -^ ^x,(m+s)W

factorisant F^.
D'après [5, 1.5.3] et la remarque de A.5, l'idéal ^\ m est engendré en tant

que ^y/-module par les sections rii 7 ̂  7 ^ avec ^nij > n- Pour prouver

(ii), il suffit donc de montrer que, pour tout n, ^(ïj1 '^) ç J^ m s . Posons
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n = pmq + r, avec 0 < r < p"1. Par définition, T^"^") = r f { r ' / " ^ . Les relations
(2.2.2.1) et (2.2.2.2) donnent donc

n^(^"l)[(^]=(^+c0r(^+^[î]$*(^{»}("») = ̂ (T-n^rr^ = ̂ '+ùY^'n+'+^
=(^r+c<)'' E ̂ 'W-

q'-\-q"=q

Comme ^ G ^ et Q e a^ le terme (^f + Q)7' est dans V C :7M(m+s). D'autre

part, le terme {^^ = ̂ '^ est dans ̂ {pm+sq^ ^^qt,}(m+s)'
Enfin, puisque ai ç bs^ , le terme a^1 appartient à ̂ V q C ̂ {p q }(m+s\
L'assertion (ii) en résulte.

Nous noterons ^v : A^(^+s)(^) -^ Ay/^^)(i/) (resp. ^ : ^x,Çm+s) -^ ^Y',Çm)) le
morphisme défini par ̂  (resp. <!>*), ainsi que les morphismes induits par passage aux
voisinages infinitésimaux.

2.2.3 PROPOSITION. — On suppose vérifiées les hypothèses de 2.2.1.

(i) Pour tout 3^-module à gauche ^', F*^ est muni fonctoriellement d'une
structure de ^m+s^-module à gauche induisant la structure de 3^ ) -module définie
en 2.1.1.

(ii) Si y est un S^-module à gauche quasi-niipotent, F*^ est un ^m+s)-
module à gauche quasi-niipotent.

(iii) Soient (U.au^u^u) un troisième schéma muni d'un m-PD-idéal quasi-co-
hérent vérifiant les hypothèses de 2.2.1, Uo le sous-schéma fermé de U définie par au,
ZQ un Uo-schéma lisse, T —^ U un m-PD-morphisme, go : YQ —^ ZQ un Uo-morphisme,
s' un entier, Z" un U-schéma lisse relevant ^s+s/), et G : Y' -^ Z" un U-morphisme
relevant F 8 ^ . o g^ = ̂ s+s/) o F8 . Alors, pour tout 3^-module à gauche

ZQ / UQ YQ / -i-O

y " , Fisomorphisme de transitivité F* o G^" ^ (G o F)*9^ est ^^s)-linéaire.

Le morphisme <Ï> construit en 2.2.2 fournit un diagramme commutatif

^,(771+5) c————> A^,(m+s) ==t X

$ $ F

^W c————> ^v'M ==f Y'.

L'image inverse par $ de la m-PD-stratification (^J de ^ ' munit donc F * ^ ' d'une
(m + 5)-PD-stratification, donc d'une structure de ^m+s) -module à gauche. Si l'on
suppose de plus que ̂  est un ^m)-module à gauche quasi-niipotent, (^) est induite
par un isomorphisme e ' sur Ay/^y^). La (m 4- 5)-PD-stratification de F*^ est alors
induite par l'image inverse de e ' sur ^x^m+s)-, de sorte que F*^ est un ^m+s)-
module quasi-niipotent.

MÉMOIRES DE LA SMF 81



2.2. ÉLÉVATION DU NIVEAU PAR FROBENIUS 41

L'assertion (iii) résulte de ce que, si <Ï>* et ^* sont les factorisations relatives à F
et G, alors, par unicité, <î>* o v^* est la factorisation relative à F* o G* = (G o F)*.

REMARQUE. — II est clair que, si la structure de ̂ m -module de ^ ' est induite par
une structure de Q^ ^-module pour un entier m' > m, la structure de ^m+s^ -module
de F * ^ ' est induite par la structure correspondante de ^m +s^-module.

Lorsque S est de caractéristique p, et que F est simplement la puissance 5-ième
Fj^ig du morphisme de Frobenius relatif de X, il est facile d'expliciter la structure de
^m+s)-module de F*^ :

2.2.4 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 2.2.1, supposons de plus que S = T,
X = Y, que as = 0 et que F = F^,g. Soient X' = X^\ et soient ^i,...,^ des
coordonnées locales sur X , ^,...,^ les coordonnées correspondantes sur X ' , TI =

1 0 ti - ti (g) 1, r[ = 1 (g) t[ - t[ 0 1, c^^5) et 0'^^ les opérateurs différentiels
correspondants. Alors :

(i) L'homomorphisme $* : ^x',{m) —^ ^x,(m+s) défini en 2.2.2 vérifie

(2.2.4.1) $*(^/^(m)) =^{P^}(^+.)

pour tout k ç N^. En particulier, on a alors pour tout n et tout v > 0

(2.2.4.2) ^(J'^^C^'^"-

(ii) Si ê 1 est un S^ -module à gauche, la structure de Q^^ -module à gauche
de F*ê" est caractérisée par les relations

f l6?) /y^^Wp7 ci rr'1 k
(2.2.4.3) ^W.)(l®e')= 10<- e s t p } k '

10 sinon.

Comme 5 = 5o est de caractéristique p, et que -F est le morphisme de Frobenius
relatif de X, on a F*(t[) = t^ , et F^{r[) = rf . Si, pour tout z, on pose ki = .pmç^+y ï^,
avec 0 <, ri < p171, on a alors

^^^}(-)^^^(^m)^^^^(^m+^

d'où l'assertion (i).
Si (6^) est la m-PD-stratification de ^\ et (en) celle de F * < ^ ' ^ on a pour toute

section e' de <^
4(1 0 e1) = ̂ ^^e' ^r^^,

^
et, en posant e == 1 0 e7,

^(l0e) =^9^(-+.)e07:{À}(m+s).
k
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Comme l0e = ^(l^e'), et que e^ = ^*(^) par construction, on voit que la formule
(2.2.4.1) entraîne la formule (2.2.4.3).

2.2.5 PROPOSITION. — Soient F, F' : X —^Y' deux morphismes vérifiant les hypo-
thèses de 2.2.1. Supposons de plus que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

(a) L'idéal as est m-PD-nUpotent ;
(b) ^y est un Qy-module à gauche quasi-niipotent.

Alors l'isomorphisme TF,F' : F^^1 —4 F*^' défini en 2.1.5 est ^m+s) -linéaire.

Comme en 2.1.5, on va vérifier que TF,F' est horizontal. Reprenons les notations de
2.2.1 et 2.2.2, et soit h = (F x F . F ' x F ' ) : X2 -)- Y74. Montrons au préalable que
rhomomorphisme composé

h-1^ -^ ̂  ——^ <^X,(m+.)(l)

se factorise par un unique PD-morphisme encore noté

/l* : h-^Y'^W -^ <^X,(m+.)(l),

envoyant J^ dans J^-\-^s^x,(m^-s}W' C'est une assertion locale sur X, ce qui permet
de se placer à nouveau dans les conditions de la démonstration de 2.2.2. On pose donc

F*(^)=<+a, , F / *(^)=<+^

avec a^, bi G as ̂ x ' Reprenant le calcul fait en 2.2.2, on voit d'abord que

( F x F ' y ( r i ) = ^ + ^

avec ^ e as^x2- Comme ag + pas C 65, on voit ensuite que

( F x F ' r W p m ) = ^ + ' + a ' „

avec (j\ e ^ s ^ ' x 2 ' L'idéal ^3 est engendré par les sections r^, r^? ^[^1 de sorte
que ^Y',(m)W es^ ^a PD-enveloppe (compatible aux puissances divisées de (p)) de
l'idéal engendré par les sections r[^ , r[^ , r[^ . Or on a ^*(ï^i) = ̂ (^[z) = 0,
tandis que h*^^ ) = ̂  + o\^ section dont l'image dans <^x,(m+s) appartient
au PD-idéal J^ + ̂ s^x,{m+s)W' La factorisation annoncée en résulte.

Supposons d'abord que ^l soit un ^n/ -module à gauche quasi-niipotent. Sa m-
PD-stratification (e^) est alors induite par un isomorphisme

e' : 9y', (m) ^^ -4^0 ^y/,(m)
Ô'Y' ^Y'

vérifiant la condition de cocycle, et T F , F ' est l'image inverse de £ ' par le morphisme
X —> ^Y',(rn) factorisant F x F ' . Pour vérifier que T F , F ' est horizontal, il faut prouver
la commutativité du carré analogue à (2.1.5.1) sur les A^ ^15) , et cela résulte comme
en 2.1.5 de la condition de cocycle pour e1', grâce à l'homomorphisme

(2.2.5.1) <^y/,(m)(3) ——^ ^X,(m+.)(l) -^ ^5,(nz+.)(l)
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défini par h*.
Supposons maintenant que as soit m-PD-niIpotent. Par l'argument de 2.1.5, l'hori-

zontalité de T F , F ' résultera encore de la condition de cocycle pour les e'^ si l'on montre
que, pour n' assez grand, l'homomorphisme (2.2.5.1) se factorise par S^^, . J3). Il

suffit pour cela de montrer que, pour n fixé, (F x F7)* ̂ {nt}(m)) e ^{n}(m+s) p^r
n' assez grand. Soit n' = p^q' + r ' un entier, avec 0 ^ r < p171. En notant en-
core (F x F')* rhomomorphisme induit entre les enveloppes à puissances divisées, la
relation (F x F')*(TJ) = <^f + ̂  où ^ <E 05 ̂ x2, entraîne alors

(F x F'rçr^^) = (^f + co^ ((^f + on^=(^+^)r/(^^+â+^m+p^)^,
avec r}\ e 05 ̂ 2. On en déduit :

(F x F')*(^»'}(".)) = ̂ f + < '̂ ^ œr^î^'ecr'")1"21^)1''31

îl+Î2+Î3=?'

=(€?'+en'' E ^p"l+'îl}(•"+•)c,'{^'m<^2}("•)^^g3.
91+92+93=9'

Comme p est niipotent sur 5', as est un nilidéal, et T ] ' ^ = 0 si ^3 est assez grand.

D'autre part, <^x,(m+s) est plâ-t sur 5', de sorte que, d'après A.5(ii), ^p 92^ (m) ç

a^ 92}(m) ̂ x2- L'hypothèse de PD-niIpotence sur as entraîne donc que c^"192^) =
0 si q^ est assez grand. L'assertion en résulte.

2.2.6 COROLLAIRE. — Soient s un entier, S —^ T un m-PD-morphisme de schémas
munis de m-PD-idéaux quasi-cohérents vérifiant les hypothèses de 2.2.1, XQ (resp.
Yo) un So-schéma (resp. To-schéma) lisse, /o : ̂ o —^ YO un To-morphisme, X (resp.
Y' ) un S-schéma (resp. T-schéma) lisse relevant XQ (resp. YQ[8) ).

(i) Si as est m-PD-niipotent, le fondeur (F^^ o /o)* = (fo^ o FJ^^)* défini

en 2.1.6 se factorise canoniquement en un fondeur de la catégorie des S^ -modules
à gauche dans celle des S^ -modules à gauche, suivi de la restriction des scalaires
de2^ àQ^.

(ii) Sans hypothèse de niipotence sur as, le fondeur (F8 ir^ o/o)* se factorise cano-

niquement en un fondeur de la catégorie des Q^ -modules à gauche quasi-niipotents
dans celle des Q^ s -modules à gauche quasi-niipotents, suivi de la restriction des
scalaires de ̂ m+s) à Q^.

(iii) Si, comme en 2.2.3, on suppose donnés un second m-PD-morphisme T —> U,
un Uo-morphisme QQ : YQ —^ ZQ, où ZQ est lisse sur Uo, et un relèvement lisse Z" de
Z^8 s ) , et si l'on suppose de plus remplie l'une des deux conditions suivantes :

(a) Les m-PD-idéaux as et OT sont m-PD-nUpotents,
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(b) On se restreint à la sous-catégorie des Q^i -modules quasi-niipotents,

alors l^isomorphisme canonique de fondeurs sur la catégorie des &^,-modules à
gauche

Wo/To ° A))* ° (^)/^ ° g^r -^ (F^ ° 50 ° /o)*
(cî. 2.1.6) est ^m+s+s ^ -linéaire pour les structures induites respectivement en (i) et
(ii).

Sous chacune des deux hypothèses considérées, le foncteur (-rç/^ ° /o)* est cons-
truit en recollant les fondeurs F* définis localement par le choix d'un relèvement F
de F^ /y o /o grâce aux isomorphismes T F , F ' • Comme ceux-ci sont ^m + / -linéaires
d'après ce qui précède, ces fondeurs se recollent en un fondeur à valeurs dans la
catégorie des ^m+/ -modules à gauche. La dernière assertion est alors conséquence
de 2.2.3(iii).

On remarquera qu'on peut en particulier appliquer l'assertion (iii) aux factorisa-
tions données F^ /^ 0 / 0 = /o'0 ° FXo/So^ de sorte ^^ dans chacun des deux cas^
on dispose d'isomorphismes canoniques de fondeurs à valeurs dans la catégorie des
^m+/ -modules à gauche

(2.2.6.1) (F^ o /o)* ^ /o* o F^ ^ FJ^ o /^*.

En particulier, nous noterons encore F^^,g^ le fondeur de la catégorie des Q^ -
modules à gauche dans la catégorie des ^m+s) -modules à gauche construit sous les
hypothèses de (i) ou de (ii).

2.2.7. Sous les hypothèses de 2.2.1, soit S^y< une ^/-algèbre munie d'une action
compatible de Q^. Comme cette compatibilité est caractérisée par le fait que les
isomorphismes définissant la m-PD-stratification de S^yi sont des isomorphismes d'al-
gèbres, et que la (m + s)-PD-stratification de âêx '= F^âëy' s'en déduit par image
inverse par les morphismes $ : A^ ̂ _^) -^ ^'^m)^ la structure de ^^"^^-module
obtenue sur Sëx est alors compatible à sa structure de ^x-algèbre. Pour la même
raison, si F et F ' : X —^ Y ' sont deux relèvements de F^,g^ o fo, et si l'une des
conditions (a) ou (b) de 2.1.5 est vérifiée, l'isomorphisme T F , F ' '' F^â^y —4 F^Sëyi
est un isomorphisme de ^x-digèbres.

De la même manière, si ^ est un (^y/ 0 ^P^-module, alors F*^ est muni
d'une structure naturelle de (^x 0 ̂ ^^-module ; si F et F1 : X -^ Y ' vérifient
les hypothèses de 2.2.1, et si l'une des conditions (a) ou (b) de 2.2.5 est vérifiée, alors
l'isomorphisme T ^ F ' : F ' ^ ' -^ F^' est (^x 0 ̂ jf^)-linéaire.

Lorsqu'on est sous les hypothèses de 2.2.5, le corollaire 2.2.6 permet de définir glo-
balement une action canonique de ^m+s^ sur l'image inverse (^/^ c/o)*^' • Cette
action étant compatible à sa structure de ^x-algèbre, on obtient encore un faisceau
d'anneaux ^x ^ ^m+s), bien défini même si on ne dispose pas d'un relèvement du
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Frobenius sur X tout entier. De même, on obtient un fondeur (F^ ,g o /o)* de la

catégorie des (Sëyi 0 Sy? ) -modules (resp. quasi-niipotents sous l'hypothèse (iiib))
dans la catégorie des {âëx ^ ̂ m )-modules (resp. quasi-niipotents).

2.2.8 EXEMPLES. — Nous donnons ici deux exemples importants de ^x-algèbres
pour lesquelles l'élévation par F* du niveau de l'action des opérateurs différentiels
apparaît naturellement.

(i) Soient Y C XQ un sous-schéma fermé, et <^x,(m),a(^) l'enveloppe à puissances
divisées de niveau m de l'idéal ^ de Y dans X, compatibles au m-PD-idéal (a, b,a)
de ^ s ' Notons Y ' C X^8 le sous-schéma fermé déduit de Y par changement de
base, J ^ 1 son idéal dans X ' ' , Y " C XQ son image inverse par ^ /^ , dont l'idéal
dans X est l'idéal ^;^ps^ + affx engendré par a et par les puissances p^-ièmes des
sections de ^. Comme F : X —^ X' est un morphisme plat, l'homomorphisme
canonique F*^x/,(m),a(^) ^ ^x^^/^ + ̂ x) = ^(m),^^) est
un isomorphisme (la dernière égalité résultant de la compatiblité des PD-structures à
celle de a). Par construction, <^x,(m),a(^^) est l'enveloppe à puissances divisées
usuelle de l'idéal (^(P5))^) engendré par les puissances pm-lèmes des sections de
^^, avec compatibilité aux puissances divisées de bi = b+pffs' Elle est donc égale
à l'enveloppe à puissance divisées usuelle de l'idéal ^ ^ p ^ avec même condition de
compatibilité. On obtient donc finalement un isomorphisme canonique de ^^-algèbres

(2.2.8.1) ^^(m),^^) -^ <^X,(m+.),a(^).

D'après [5, 2.3.4 (ii)] (qu'on généralise aisément au cas où l'on se fixe un m-PD-
idéal de compatibilité (a,b,a) dans ffs)-, la ^x-algèbre <^x,(m),Q'(^) est canoni-
quement munie d'une structure de &^ ^-module. Grâce à 2.2.3, la source et le but
de (2.2.8.1) sont donc tous deux munis d'une structure de ^^^-module. Il est
alors facile de vérifier que cet isomorphisme est ^m + / -linéaire. En effet, la struc-
ture de ^^-module de <^x,(m),a(^) est définie par la m-PD-stratification qu'on
obtient en montrant que, si (^, / ) est le m-PD-idéal canonique de A^ .^, et f5 la
PD-structure de ^ + bi<^^ ̂ , les homomorphismes canoniques p^<^x,(m),a(^) ~f

^A71 ,(m),/3(pî^ + J^) sont des isomorphismes. L'assertion est donc conséquence de
la commutativité des diagrammes

^(m),^^) == ^X,(m+.),a(^) ————> ^A^,(m+.),/3(P^ +^)

F*| 1 $ *

^X^(m),a(^/) ——————————————————————————> ̂ ,,W^(P^' +^)
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associés aux deux projections de A^ /^ sur X, qui résulte de la fonctorialité des
enveloppes à puissances divisées usuelles sous-jacentes à ces enveloppes à puissances
divisées partielles.

(ii) Supposons que a soit m-PD-niIpotent, et soit Z C XQ un diviseur. Notons
Z ' C X^ l'image inverse de Z ; comme son image inverse dans X est le diviseur p s Z ,
et que X est fidèlement plat sur X^\ Z ' est un diviseur de X ^ ' . Soient / e ffx
une section relevant une équation locale /o de Z , f e ffx' un relèvement de l'image
inverse de fo dans ff^(s). Rappelons que, pour tout entier r tel que p77^1^, on peut

^0
associer canoniquement à Z une ^x-algèbre âêx(Z, r) munie d'une action compatible
de ^m) [5, 4.2.3] : localement, âSx(Z,r) = ̂ xPI/CTT -p), et l'action de ̂ m) est
définie par une m-PD-stratification dont on trouvera la construction dans [5, 4.2.1] ;
on montre ensuite que les algèbres ainsi obtenues peuvent être recollées. Il résulte de
cette construction que les algèbres â§x{Z,r) vérifient les deux propriétés suivantes :

(a) Si a est un entier, ^x(aZ.r) = Sx(Z,ar) en tant que ^x-algèbres munies
d'une action de 3 > ^ ' ;

(b) Si T -^ S est un m-PD-morphisme, Y un T-schéma lisse, u : Y -> X un
5-morphisme tel que Zy = YQ Xxo Z soit un diviseur de Vo, alors u*(â§x(Z, r)) —^
^Y(Zy,r) en tant que ^y-algèbres munies d'une action de ^m).

Appliquées à F : X — X' et au diviseur Z1 C X^, ces propriétés fournissent des
isomorphismes ^^ ^-linéaires

(2.2.8.2) F ^ x ' ( Z ' , r ) -^ ^ x i p ' Z . r ) = ̂ xÇZ.p^).

La proposition 2.2.3 fournit sur F ^ ^ x ^ Z ' ^ ) une structure de ^m+s) -module, et
d'autre part ^x(^P^) possède également une structure de ^m+s) -module puisque
^m+s+i^sy. n y a alors lieu de vérifier la linéarité de cet isomorphisme par rapport à
û^77^5) .-^x

2.2.9 PROPOSITION. — L'isomorphisme (2.2.8.2) est 3 ' ^ ^ /-linéaire.

Pour le vérifier, on montre qu'il commute aux (m + s)-PD-stratifications des deux
membres. C'est une propriété locale, ce qui permet d'expliciter ces algèbres sous la
forme ^ x ' { Z ^ r ) = ̂ /[TW^ - P). ^x^^r) = ^xPW^T - p ) . On a
d'autre part F^Çf) = f^ + h, avec h e a^x. L'isomorphisme (2.2.8.2) est alors
celui qui relie les deux constructions de ^x^Z.r) fourmes par les deux relèvements
fP6 et F*(/7) d'une équation locale de p8Z dans X. D'après [5, 4.2.2 et 4.2.3], c'est
l'isomorphisme

en : W}/{F^frT' - p) -^ WV^^T-p)

tel que

^(T^r^+T^.r',^/')))"1,
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où (^v (^1,^2) ê Z(p)[^i] (^2 — ^i)(yn) est 1e polynôme à puissances divisées défini par
la relation

^-^=^^(^2).
D'autre part, si l'on note Ti, T^ les images inverses de T par les deux projections
A^ . ^ ->• X, /i, /2 celles de /, la (m + s)-PD-stratification (en) de ^x(^P^)
est donnée par

^+.)^)^^^^^+.)^^^^-^

tandis que celle de F * â S x ' ( Z ' ,r) est l'image inverse par $ : A^ /y^^ —^ A^/ .^ de
la m-PD-stratification donnée de même par

el^m\T,)=T[(l^T[^m\f^f,)Yl.

Vérifier que e^ est horizontal revient alors à montrer dans ^r^ (m+s) ^a ̂ l̂ 1011

^+s)(AJ2)+^m)(/2p^(^X^)*(/2)) ̂ ^(/f^^X^^/O+^^^J^))-

Pour prouver celle-ci, on utilise la remarque évidente suivante : si (J, J, 7) est un
(m + 5)-PD-idéal d'un anneau A, et si I^3^ C 1 est l'idéal engendré par les puissances
p^-ièmes des éléments de J, alors (J,7) munit l'idéal J^ + J d'une m-PD-structure.
Pour tout couple (01,02) d'éléments de A tels que ai = 02 mod J, on peut donc
évaluer (/^(af.af). On a alors l'égalité

^+s)(al,a2)=^(af,af).

En effet, il suffit de la vérifier dans le cas universel où A = Z(p)[^i] (t^ — ^i)^^ et
ai = ti. Comme A est alors sans p-torsion, il suffit même de la vérifier dans AQ, et on
a alors

(m+s)/ , , ^ _ 1 /.^r +Psr\_ 1 ( ( f P 8 } 7 ' ( f P ' } 7 ' } - ^(m) (fP3 fP8}
^p-r ^ 1 ^ 2 j — - ^ 2 ~tl )— ^^2 ) ~ \ i l ) j — ^ r ^ 1 ^ 2 ^

D'autre part, si ^ est le (m+5)-PD-idéal canonique de <^^ (m+s)' et ^ son PD-idéal,
la section (F x F)*(/2 -/{) appartient à l'idéal J^^+a^, et le PD-idéal J+b^^
munit ce dernier d'une m-PD-structure. La relation à vérifier peut ainsi s'écrire

^(/f.^) +^m)(/2p^(^ x m/2))=

^(/f.^ x ^)*(/{)) +^m)((^ x F)*(/{),(F x F)*(/2)),

et elle résulte de [5, (4.2.1.3)].

2.3. Descente par Frobenius

Nous revenons maintenant au cas particulier où F est un relèvement de la puissance
5-ième du morphisme de Frobenius relatif, et nous établissons ici le résultat central
de ce mémoire, montrant que le fondeur image inverse par Frobenius F " construit en
2.2.3 est alors une équivalence de catégories.
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2.3.1. Reprenant les notations de 2.2.1, on suppose donc donnés deux entiers m,
s >_ 0, un schéma S muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, a), un 5-schéma lisse
X de réduction XQ sur 5o = VW^ et on suppose toujours vérifiées les conditions
suivantes :

(i) p est niipotent sur S ;
(ii) p e a.
On note bi l'idéal 6 + p^s, muni des puissances divisées prolongeant a et les

puissances divisées canoniques de pffs'
Soient X' un 5-schéma lisse relevant X^\ et F : X —^ X' un 5-morphisme rele-

vant le morphisme de Frobenius relatif F ^ , ^ : XQ -^ X^. Il résulte du critère de
platitude par fibres [EGA, IV, (11.3.10)] que F est un morphisme plat. D'autre part,
a est un nilidéal puisqu'il est muni d'une m-PD-structure, et que p est niipotent sur 5.
Par réduction au cas où S est nœthérien, donc a niipotent, il en résulte que F est un
morphisme fini, et que ffx est un ûx' -module de présentation finie. Par conséquent,
6x est une 6x' -algèbre localement libre, de rang p^ si X est de dimension relative
d sur S.

On suppose donnée de plus une ffx' -algèbre âëx' munie d'une action à gauche
de ^m), compatible à sa structure d'algèbre. On pose âêx = F ^ â ^ x ' , et on munit
Sëx de l'action de ^m+s^ définie plus haut, qui est alors compatible à sa structure
de ^x-algèbre. Comme précédemment, on note ^m) = ^x' ^^, ̂ \ ̂ m+s) =
Sêx ^ûx ^m+s^ les faisceaux d'anneaux correspondants.

Donnons d'abord quelques lemmes.

2.3.2 LEMME. — Soit v >_ 0 un entier. Le carré commutatif

Ax,(m+.)M————>X^1

(2.3.2.1) ^ \Fy

Ax/,wM———>X^1

est cartésien.

D'après [5, 1.5.3], les PD-enveloppes ^(m)W) et <^(yn+s)(^) vérifient automa-
tiquement la condition de compatibilité à la m-PD-structure a de a. Comme F^ est
un morphisme plat, l'homomorphisme canonique

^+1 ^ <^(m),a(^) -^ <^(m),a(^X-+i)
^x/^+i

est un isomorphisme. Or, par construction {cf. [5, 1.4.1]), ^(m),a(^^x-+i) est l'en-
veloppe à puissances divisées usuelle de l'idéal ̂ / = ̂ p ) ^>xv+l + ^l^>xl/+l^ ^ec
compatibilité aux puissances divisées de bi. Pour 1 < j <^ v, on note qj : X^1 —^ X2

la projection sur les facteurs d'indices j — 1 et j. Soient ^ i , . . . , td des coordonnées lo-
cales sur un ouvert de X, de réduction ti dans 0'xo, t [ , . . . , ̂  des coordonnées locales
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sur X' relevant les 1 (g) ti e ^(.o, et posons r^ == 1 0 ̂  — ^ 0 1, r[ = 1 (g) i\ — i\ (g) 1.
En reprenant les calculs de la démonstration de 2.2.2, on déduit de (2.2.2.2) que

^=(<^(rr))^+bi^
l<3<ly

= fo(T^+5+^))l^d+bl^-+l-
l^J^

avec ai e bi^x2 ; on obtient donc

^'-(^^r"))^^^^^.
i^j^

Par conséquent, l'enveloppe à puissances divisées compatibles à celles de 61 de J^
n'est autre que S^{ra^-s},a.^v)i d'où le lemme.

2.3.3 LEMME. — Soient v >_ 0 un entier, X{v) == X x^' ' ' ' Xx' X le produit fibre de
v + 1 copies de X au-dessus de X ' , J^y l'idéal de l'immersion diagonale de X dans
X(v). Alors l'idéal bi^x^DJ^ est un sous-PD-idéal de ̂ \^x{v}^ e^ munit Ĵ , d'une
(m + s)-PD-structure canonique, compatible à a et PD-nUpotente.

Pour tout v, X(r) est plat sur S, de sorte que les puissances divisées de bi s'étendent
à X{v\ Observons alors que la platitude sur us de ff\ = ffx{v}l^v entraîne que
^i^x(^) H ̂  = biJ^,, qui est un sous-PD-idéal de bi^(^). Il est clair que pJ^y C
^i^x(^) n X. Pour vérifier que X^^ C bi^x(i/) ^ X, et que la (m + s)-PD-
structure obtenue est PD-niIpotente, on peut supposer que X est un schéma affine
sur lequel on dispose de coordonnées locales. Avec les notations de 2.3.2, la relation
(2.2.2.2) entraîne que, dans <^x(i)î on a

rprn+s = -a^
m

avec (7i G b^' C bi^(i) n cJ^i. Par conséquent, \>\^x{v} H ̂  munit ̂  d'une
(m+5)-PD-structure, compatible à a par construction. D'autre part bi est un nilidéal
de ^s-, puisque c'est un PD-idéal dans un schéma sur lequel p est niipotent. Les
images des TI dans ^x(i) sont donc niipotentes, et J^î est un idéal niipotent. Puisque
rp e bJ^^ , il en résulte par additivité et homogénéité que r> s = 0 pour k assez
grand. Avec les notations de A.2, il s'ensuit de même que l'idéal J^n est nul si n est
assez grand. Comme p est niipotent sur 5, J^/ est (m + 5)-PD-nilpotent d'après A.6.

2.3.4 LEMME. — Soit^ : ̂ ^^x^m)^) —^ ^x^m+s)^) la factorisation naturelle
de F^ construite en 2.2.2. Pour tout n ̂  0, il existe un entier n' >_ n (ne dépendant
pour S fixé que de n, m, s, v ci de la dimension relative d de X sur S) tel que

^<»'}(^> C^'^)^^.).
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L'assertion étant locale, on peut supposer qu'il existe des coordonnées locales sur
X, et reprendre les notations de 2.3.2. Fixons d'abord un entier n' arbitraire, et posons
n' = p^V + r', avec 0 < r ' < p^8. La relation (2.2.2.2) donne alors

^-W.) , ̂  (̂ [.'l , ̂  (^(^) _ ̂

(2.3.4.1) =TJ-' ̂  ̂ ((rff-^Y-^"^
q"<q'

avec ai ç bJ^^. Comme p est niipotent, l'idéal de type fini ^ engendre un idéal
niipotent dans <^x,(m+s)- Soit N tel que ^Npw <^x,(m+s) = 0. Puisque

^//] ç b^V97^^^ i ^° i v= u ^ •^A^m+s) i

on obtient donc cri9 J = 0 pour q" > N .
Pour n donné, avec n = pmq + r, 0 < r < p171^ posons alors

n1 ^dvp^^q^N).

Si une section ]~[^ • r"1' appartient à j^'h^^ il existe î, j tels que n^. ^
^m+s^ + TV). En posant n^^. = P'71"^5^^ + ^j, avec 0 < r^ < pm+s, on a donc
Q'i • >. q-^-N, et les seuls termes non nuls du second membre de l'égalité (2.3.4.1) pour

^<.W.) sont tels que ̂ ^.-^ ^ ç+1. Comme les (rf7")^-^ = r^9--^}^)
appartiennent alors à j^^71^771)^ on en déduit l'inclusion voulue.

2.3.5 LEMME. — Soient n > 0 un entier, A = ^x,Çm-^-s)? ^f = ^x',Çm)^ ^n =

A^^^^A^A^XA'A. ^
(i) La (m + s)-PD-structure de lUéal J^ passe au quotient, et munit l'idéal de

l'immersion X ̂  A71 d'une (m + s)-PD-structure PD-nUpotente, compatible à a.
(ïï) L'idéal ^ de l'immersion diagonale X ^ A XA' ^(resp. l'idéal J^n de l'im-

mersion X c-)- ^n XA^ ^n) est muni naturellement d'une (m + s) -PD- structure (resp.
d'une (m + s)-PD-structure PD-nUpotente) compatible à a, telle que les deux projec-
tions A XA7 A —)- A (resp. A71 x^'r. ^n —^ ^n) soient des (m + s)-PD-morphismes.

Pour prouver la première assertion, il faut montrer que, si J^ est le sous-PD-idéal
canonique de J^, J^D (J^ <^x,(m+s)) est un sous-PD-idéal de J^. Comme ^ est
un sous-PD-idéal de ^ + bic^x,(m+s)î u sumt ̂  montrer que (J^ 4- bi<^,(m+s)) n

(^/ n ^x,(m+s)) est un sous-PD-idéal de ^ + bi^c,(m+s)- C'est une assertion
locale sur X, de sorte qu'on peut supposer qu'on dispose de coordonnées locales
^ i , . . . ,^. Par construction (cf. [5, 1.4.1]), ^ + bi^x,(m+s) est l'idéal de ^x,(m-}-s)
engendré par 61 et par les sections (rf ) pour i = 1,... ,d, et k > 1. D'après
(2.2.2.2), rf"^ = (F x F)*^^) -a,, avec cr, e b^x2- Or $* est un PD-morphisme
de (<^x /,(m)^+ bi.^x^m)) dans (^x,(m+s)^ + bi^x,(m+s))- Par additivité, il
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en résulte que, pour tout k ^ 1, (TJ^)^ = ^(r^^ mod bi^,(m+^ donc
que ^ C ^^x,(m+s) +bi<^x,(m+s)- Comme <Ï>* est un PD-morphisme, on voit donc
que

(2.3.5.1) j"+ bi^x,(m+.) = (^+ bi^x/,M)^x,(m+.).

Comme, d'après 2.3.2, <^x,(m+s) est plat sur S^x'^m}^ on en déduit que

(J^+ bi^x,(^+.)) n (^/{n+l}^x,(^+.))

= ((^+bi^x/,(m)) n^^)^^).

Or, d'après A.l(iii), (J^1 + bi^x^m)) n ~^1 n est un sous-PD-idéal de J^ +
bi^x^m)^ d'où la première partie de l'assertion (i). La (m 4- ^-PD-structure quo-
tient ainsi obtenue est alors PD-niIpotente grâce à 2.3.4 et A.6(ii). Elle est compa-
tible à a par construction, compte tenu de ce que, grâce à la platitude de X sur 5,
bi^A- nj^A- = bi(^^A"), et est donc un sous-PD-idéal de ~JG^.

Montrons maintenant l'assertion (ii) pour l'immersion X ̂  A x ̂  A. Si ^1 =
Ker(^AxA —^ ^A)î on a ^ = J^AXA + J^7. On dispose alors des PD-structures
suivantes :

(a) Sur J^, l'idéal bi^AxAÏÏJ^ définit une (m + ̂ -PD-structure PD-niIpotente.
En effet, A est plat sur S d'après [5, 1.5.3 (iii)], et il en est de même de A x^' A
grâce à 2.3.2. Par suite, b i^AxA H J ^ ' = biJ^7, et b i^AxA H ^1 est donc un sous-
PD-idéal de b i^AxA- Le fait que J ^ f ' ^ ) C b i^AxA H ̂ 1 se voit comme dans la
démonstration de 2.3.3 : si on se place sur un ouvert où l'on dispose de coordonnées
locales, le lemme 2.3.2 entraîne que ^A est libre sur 6^1 avec pour base les monômes
par rapport aux sections ti 0 1 et 1 0 ̂ , de degré < p8 en chacune des ïd variables ;
par suite, les images des sections ïij de 6^ définies en posant

7-^0 = (1 0 1) (g) (ti (g) 1) - (ti 0 1) 0 (1 0 1),

n^ = (i 01) 0 (i 0 ti) - (10 ti) 0 (101);
engendrent ^1 ; dans ^4, on a encore une relation de la forme

rC'=Wf}-^
avec j == 0,1, et (7ij G b(^ll)pm, où ^" est l'idéal de l'immersion diagonale X2 ^
X2 x X2 ; on conclut alors comme en 2.3.3.

(b) Sur J^AxA? on dispose de la (m + 5)-PD-structure déduite par platitude de
celle de J^. Comme, dans ^A, les puissances divisées de J^ sont compatibles à celles
de bi, il en est de même par platitude pour les PD-idéaux engendrés par J^ et bi
dans ^AxA- Par conséquent, l'idéal ^ = J^AXA + bi^AxA H ^1 est muni d'une
PD-structure prolongeant ces deux PD-structures, ce qui munit ^ == -^^AxA + ̂ 1

d'une (m + 5)-PD-structure, compatible à a comme en (i).
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La (m + 5)-PD-structure ainsi construite utilise la décomposition ̂  = ^^AXA +
J^ fournie par la projection de A x A sur le premier facteur A. Cette projection est
alors un (m + 5)-PD-morphisme par construction. Pour s'assurer que la projection
sur le second facteur A est aussi un (m + 5)-PD-morphisme, il suffit de vérifier que
cette structure coïncide avec celle qu'on construit de la même façon en utilisant la
deuxième projection. Or le PD-idéal / définissant cette (m + ^-PD-structure est
muni de la PD-structure induite par celle de J^AXA + b i^AxA, et ce dernier est
égal à J^AXA + bi^AxA d'après (2.3.5.1), muni de la PD-structure définie par
platitude par J^ + bi^x'^m)- II est donc indépendant de la projection choisie. Il
suffit alors de prouver que, en tant qu'idéal, / = ^AxA-^ + b i^AxA H J^7. Soient
Ti (g) 1 et 1 (g) ri les images inverses de T, dans ^AxA par les deux projections. On a
alors

1 0 Ti = Ti (g) 1 + (7,,l - 7,,o),

d'où
1 0 rf^ = rf^ ^ 1 + r^ - T^ mod P^1^

comme rjÇ s e bJ^ d'après ce qui précède, l'assertion en résulte.
Pour en déduire l'assertion (ii) pour l'idéal /n, on procède comme dans la preuve

de (i). Il faut montrer que l'intersection du sous-PD-idéal canonique / de / avec

~J + ^AxA est un sous-PD-idéal de / . On peut pour cela remplacer / par
^ + b i ^ A x A < D'après ce qu'on a vu dans la preuve de (i),

^+ bi^AxA = (^+ bi<^x/,(m))^AxA,

—— __/{n+l}
et on est de nouveau ramené par platitude au fait que (^/ + bi S^x' ,(m) ) H J^ est
un sous-PD-idéal de J^+ bi^x^m)- D'après A.7(ii), la (m +_^)-PD-structure ainsi
obtenue sur /n est PD-niIpotente, puisque celles de J^' et de J^A" le sont, compte
tenu de (i). Sa compatibilité à a résulte encore de sa construction et de l'argument
de platitude utilisé en (i).

2.3.6 THÉORÈME. — Sous les hypothèses de 2.3.1, le fondeur F* est une équiva-
lence entre la catégorie des Q^-modules à gauche (resp. quasi-cohérents) et celle
des ^m+s^-modules à gauche (resp. quasi-cohérents).

On observera qu'il n'est donc pas nécessaire de se limiter dans cet énoncé au cas
des modules quasi-cohérents.

L'énoncé étant local sur X, il suffit de le démontrer lorsque X est affine et muni
de coordonnées locales. Dans ce cas, ^x-+1 est libre de rang fini sur ^/.+i pour
tout v, et il en est de même des ^x{v} sur ffx pour chacun des homomorphismes
correspondant à l'une des projections.

Il est clair que le fondeur F* est fidèle. Prouvons qu'il est pleinement fidèle. Grâce
à 2.3.3, on observe d'abord que, si v e N, le morphisme canonique X(î^) —^ X^1
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se factorise par un morphisme X(^) —^ ^x (m-\-s}^ pour r assez grand, et cette
factorisation commute aux morphismes de projection. En particulier, il existe un
entier r et un diagramme commutatif

xr . . y U , Ar ^ , \r
A Xx' A —————> ^X^m+s) —————)> ^X^m)

PO Pi PO Pi Pô P'i

^-- , . - •4^^- IT' '4'-^-
X ============ X ———————^ .T

Dans ce diagramme, le morphisme composé <l>on se factorise par l'immersion diagonale
X' <—^ A^/ ^y En effet, $ o n est défini par le PD-morphisme

^,(m)(^) = ̂ X/^^ + bî )/:^"^ -^ ^x,/X

factorisant F x F, morphisme qui s'annule sur les r^, donc sur le PD-idéal engendré
par les r'^ , et par conséquent sur le m-PD-idéal canonique J^ de S^^i (m}^1)'
Soient alors ê1 un ^j^-module à gauche, (e^) sa m-PD-stratification, ê = F^ê"
muni de la structure de ^^+ '-module à gauche qu'on obtient grâce à 2.2.3, (en)
la (m + 5)-PD-stratification correspondante. Comme Er = ^*(e^.), l'isomorphisme
e = u^ër) : PÎ(^) -^ P$(^) déduit de Cr s'identifie, via l'égalité ê = F*^', à
l'image inverse par le morphisme X x ^ ' X —^ X' de l'identité de ^', c'est à dire à la
donnée de descente canonique de X à X' dont est muni € par construction.

Soient alors ê1, ̂ t deux ^m) -modules à gauche, ê = F*<T, ^ = F*^, (p :
ê —^ êf un homomorphisme ^m+/ -linéaire. Alors y commute aux (m + 5)-PD-
stratifications Er et rjr de <? et ^, et, en prenant l'image inverse par n, il s'ensuit que
(p commute aux données de descente canoniques de ê et ̂ . Soient U C X un ouvert,
A' = r([/,^x/), B' = r([/,^x/), A = r([/,^x), B = r(i/,^x), ^/ = r(£/,r),
E = r(£7,^), G' = r([/,^), G = r(£7,^). Alors A est libre de rang fini sur A',
l'homomorphisme A 0A' B' —^ B est un isomorphisme, de même que les morphismes
A 0A7 E ' —^ B 0B' E1 —^ E (resp. G", G'). Par descente fidèlement plate, il existe
un unique homomorphisme ^'-linéaire ^u : E1 —> G' induisant r(î/,(^) : E —^ G
par extension des scalaires de B' à B. Lorsque U varie, les homomorphismes ^u sont
compatibles aux homomorphismes de restriction, de sorte qu'on obtient un morphisme
de faisceaux de âêx' -modules ^ : S1 —^ (ât tel que -F*(^) = (^.

Pour vérifier que ^ est Ql^ -linéaire, il suffit de montrer que '0 commute aux
m-PD-stratifications (e'^) et (^) de ê1 et ( S I . Fixons n, et, comme en 2.3.5, posons
A = Ax,(m+5). A' = A^(^), A^ = A^/^, et A^ = A^XA/A. Alors le morphisme
$ : A71 ^ A^ est fini et libre d'après 2.3.2, de sorte qu'il suffit de montrer cette
commutation après image inverse par <î>. D'après 2.3.4, A71 est contenu dans A^ (rn^s}
pour k assez grand. Comme les (m + 5)-PD-stratifications {en) et (^n) de ê et ^
sont par définition les images inverses par <Ï> des m-PD-stratifications (e^) et (rj^ ),
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les images inverses de e'^ et ^ sur A" sont les restrictions à ^n de 6k et T^;. Elles
commutent alors avecpî((/?) et p$(^) puisque ̂  est ^m+^-linéaire, et par conséquent
e'^ et ̂  commutent avec p'i*(^) et Po*(^ croù la ^js^-linéarité de ^.

Montrons maintenant que F* est essentiellement surjectif. Soient ê un ^m+/-
module à gauche, et {en) sa m-PD-stratification. La condition de cocycle, jointe à
l'existence du morphisme X(2) — A^^_^ (2) pour r assez grand, montre que l'image
inverse e de Cr sur X(l) est une donnée de descente sur ê relativement à X ' , indépen-
dante du choix de r. Soient U C X un ouvert, et reprenons les notations précédentes.
On a alors T(U,p^ë) = E (^A' A, Y(U,p^) = A 0A' E, et e induit une donnée de
descente sur le A-module E relativement à A ' . Par descente fidèlement plate, il existe
donc un unique A^module E' tel que E, muni de e, soit isomorphe à A 0A' E ' , muni
de sa donnée de descente canonique. De plus, la structure de ̂ m + / -module à gauche
de S assure que e est semi-linéaire par rapport à la donnée de descente canonique de
S^x- Sur E, la multiplication par les éléments de B ' est donc compatible à e, ce qui
fournit une structure de B'-module sur E ' définissant la structure de B-module de E
par extension des scalaires.

Pour U variable, on peut associer à chaque E = T(U, €} un F(U, ̂ x^-module
E ' grâce à la construction précédente. Par fonctorialité, les r^U^x'V^o^^ ainsi
obtenus forment un préfaisceau de ^x-modules. Soient (Ui) un recouvrement ouvert
de U, Uij = Ui^Uj, E[ (resp. E'^) le F (L^x/) -module (resp. r^AQ-module)
associéà^ =F(Ui^) (resp. ̂  = r(L^-, <D). Comme A^A'^(V, ^ x ' ) -^ r(y, ̂ x)
pour tout ouvert V C U, l'exactitude de la suite exacte de A-modules

o^E—^n^-^n
Î̂J

^J

entraîne par fidèle platitude celle de la suite de A'-modules

o-^-^n^-^n Ẑ J '

i j

Par conséquent, pour U variable, on obtient un faisceau de Sëx' -modules ^" tel que le
^x-module ê, muni de la donnée de descente de X à X' induite par la (m + ^)-PD-
stratification, soit isomorphe au S§x -module F^ ê1, muni de sa donnée de descente
canonique. Il est clair que, si ê est quasi-cohérent, alors ê1 est aussi quasi-cohérent.

Il faut alors montrer que é" est muni d'une structure naturelle de ̂ / -module
induisant, via l'isomorphisme ê —4 F*<^ et 2.2.3, la structure de t^^-module de
<f. Reprenant les notations précédentes, nous allons pour cela montrer que la (m-}-s)-
PD-stratification de ê se redescend en une m-PD-stratification sur € 9 . Fixons n G N.
Quitte à augmenter r, on peut supposer que A71 est contenu dans A^ rm+s) • ̂ ar sulteî
la (m + 5)-PD-stratification de ^ induit un isomorphisme ?n : P\<S —4 P^ entre les
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images inverses de € sur A77' par les deux projections. Comme ?n s'écrit encore

^ : $*^*^ ̂  $*po*^,

on voit que, si l'on montre que ?n est compatible aux données de descente de A71 à A^
dont on dispose sur p\ê et p^ê grâce aux isomorphismes p'\ê ^ ^p^ê", l'argument
de descente fidèlement plate utilisé plus haut fournira un unique isomorphisme e'^ :
p[*<ê" —^ p'Q^é9' tel que $*(^^) = ?^. De plus, on voit encore par descente fidèlement
plate que cet isomorphisme sera automatiquement semi-linéaire par rapport à la m-
PD-stratification de âëx' 5 puisque les Cr le sont par rapport à celle de Sêx. Il suffira
alors de montrer que les e'^ forment une m-PD-stratification pour obtenir ainsi une
structure de ^m -module sur <§" induisant par F* la structure de Q^ s -module
donnée sur ê'.

Soient 71-0,1 et ^2,3 : A72' x^rz A77' —^ A71 les deux projections, et po, pi les données
de descente canoniques sur p\ê et p^ê'. Il s'agit donc de prouver que le carré

^M^ r ± Y ^*

———^———^0

Pô ^ ,
———^———^^0

,i(pî^)

(

,l(

^l^")

PS<^)

7^,3 (^n) l

^W

est commutatif. Considérons alors le morphisme naturel A71 x^/n A71 —)- X4 induit
par le produit de deux copies du morphisme A71 —)- X2. Ce morphisme commute
aux immersions diagonales de X dans A71 XA/ - A71 et dans X4. Or, d'après 2.3.5,
l'idéal ^n de l'immersion X ̂  A71 x^rz A71 est muni naturellement d'une (m + s)-
PD-structure PD-niIpotente. Si r ' est assez grand, le morphisme A71 XA'" A^ —^ X4

se factorise donc à travers un morphisme v : A71 x^771 ^n —^ A^ ^_^_s\ (3) ; quitte
à augmenter r, on peut supposer que r1 = r. Notons Qij : X4 —^ X2 la projection
sur les facteurs d'indices z, j, ainsi que les morphismes induits entre les enveloppes à
puissances divisées, et considérons le diagramme commutatif

An -^ ^(^^(^^q111^

<T» 7ro 1

A^ <——-—— A" j A71 XA- A71 ——v——> A^.^ (3) —————> ̂ 4n </
7T2,3

- / ^Y <————————— v ^ . ^ "'
< Pi

11
— n >/ , An

^ ^A' ^1- r \\'m-\-s}^ ' '

Po xpo

-^^X,(m+.)W————————>

. A»- . en

90,2PôPô Ç0,2

F
X'^

Par définition, la donnée de descente po : 71-̂ 3 (po<^) -^ ^0,1 (Po^) est l'image inverse
par po x Po de la donnée de descente e de ê\ soit encore (po x Po)*^*(^r) = '^Ço^^)-
De même, on a pi = v*^ s(^r)« D'autre part, Tr^^n) : ^^p\<§ —^ TT^PO^ est

l'image inverse de Cr par le morphisme A71 XA^ A^ —)- ^n
^m^W induit
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par 7T2,3, qui est égal à 92,3 ° v. De même, TT^ ̂ (?n) = v*ç^i(er). En appliquant v*, la
commutativité étudiée résulte donc de l'égalité

^,2(^) 0 Ç2,3(^) = ̂ l(^r) 0 Çî^^r),

elle même conséquence de la condition de cocycle pour (^-r).
L'unicité des isomorphismes e'^ redescendant les ?n entraîne que, pour n variable,

ils forment un système compatible d'isomorphismes. Pour s'assurer qu'ils vérifient
la condition de cocycle, il suffit de montrer que cette condition est satisfaite après
extension fidèlement plate de A^/ ^)(2). Pour cela, on peut utiliser le diagramme
(2.3.2.1) pour v = 2 : puisqu'il est cartésien, la projection

A^)(2) x^^(2) Ax,(^+.)(2) -^ A^(2)

est fidèlement plate. Or, d'après 2.3.4, A^/^(2) x^/ ̂ ^(2) Ax,(m+s)(2) est contenu
dans A^ / ^ i ^ (2) pour k assez grand. Par suite, la condition de cocycle pour e^ sur
A$c fm+s)(^) entrame ̂  condition de cocycle pour ?n sur

A^)(2) XA^^(2) A^+,)(2),

donc e'^ vérifie la condition de cocycle sur A^/ ^)(2). Comme la condition de cocycle
entraîne que CQ est l'identité, les e1^ forment bien une m-PD-stratification sur ê1, et
le munissent donc d'une structure de Q^ -module à gauche, telle que l'isomorphisme
p * ^ ' —4 ^ soit ^m+s^ -linéaire. On obtient ainsi la surjectivité essentielle de F*, ce
qui achève la démonstration.

2.3.7 COROLLAIRE. — Soient s G N, XQ un So-schéma lisse, X et X ' deux S-
schémas lisses relevant respectivement XQ et X ^ ' , âëx' une ff xi-algèbre munie d'une
action à gauche de Q^ compatible à sa structure de 0'x' -algèbre.

(i) Supposons que a soit m-PD-nUpotent, et soit â§x = ̂ ^/So^^^'7 ou ^Jw-^o es^
le fondeur défini en 2.2.6(ï). Alors F^ ,g est une équivalence entre la catégorie des

^y ~modules à gauche et celle des ^m+s} -modules à gauche.
(ii) Supposons que Sëx' soit quasi-niipotente en tant que S ̂ ) -module à gauche,

et soit Sêx = Fy,^Sêx1, où ̂ /^ est le fondeur défini en 2.2.6(11). Alors F^^^

est une équivalence entre la catégorie des ̂ / -modules à gauche quasi-niipotents et
celle des ^m+s) -modules à gauche quasi-niipotents.

Ces deux assertions sont locales. Cela permet de supposer X et X' affines, de sorte
qu'il existe un 5-morphisme F : X —^ X' relevant F^,g^ La première assertion est
alors par construction ramenée au théorème 2.3.6.

D'autre part, nous avons vu en 2.2.3(ii) que, si ê" est quasi-niipotent, alors F ' ^ ê 1

est quasi-niipotent. Il reste donc à vérifier que, réciproquement, ê1 est quasi-niipotent
si F * ^ ' l'est. La quasi-niipotence de € = F * ( ^ ' se traduit par l'existence sur Ajc,(m+s)
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d'un isomorphisme e \ p\€ —^ p^ induisant les isomorphismes On de la (m + ^)-PD-
stratification. Comme ^x,(m+s) est fidèlement plat sur ^x'^m) d'après 2.3.2, et que,
pour i = 0,1, p^ê = ̂ p ' ^ ' , il suffit encore de montrer que e est compatible aux
données de descente canoniques de p\S et p^ pour le redescendre en un isomorphisme
e ' : p ' ^ f f ' —^ p ' Q " g 1 qui induise la m-PD-stratification de ê1, donc pour montrer que
^ est un Q^ -module à gauche quasi-niipotent. Pour vérifier cette compatibilité, il
suffit alors de procéder comme pour la vérification de la compatibilité analogue dans
la démonstration de 2.3.6, en utilisant la (m + ^-PD-structure canonique sur l'idéal
de l'immersion X ̂  ^x,{m^s) XA^/ ̂  ^x,{m-^-s) dont l'existence est assurée par le
lemme 2.3.5(ii).

Notons enfin que le théorème de descente par Frobenius entraîne formellement le
théorème de comparaison suivant au niveau cohomologique :

2.3.8 COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de 2.3.1, soient ê" ç D^ÇS^), ^ C
0(2^), ê = F*(T e D^ÇS^^), ^ = F*J^ ç ̂ (^m+s)).

(i) Le fondeur F* définit des isomorphismes

(2.3.8.1) R^om^)^,^) -^ R^om^+s)(^, ̂ ),
-^x' -^x

(2.3.8.2) RHom^^)(^,^) -^ RHom^^+.)(^,^).
-^x' -^x

(11) Si m = 0, F* définit des isomorphismes

(2.3.8.3) ,̂ 0^, ^ -^ Rj^om^)(^x^),

(2.3.8.4) REdR^7,^) -^ R^om^)(^x^).

-De ̂ ^5, si a est m-PD-nUpotent, ces énoncés restent vrais pour le fondeur F8* ,^ .

Comme F* est une équivalence de catégories, il transforme les résolutions injectives
sur S'y en résolutions injectives sur ^j^^. L'assertion (i) résulte alors de la pleine
fidélité de F* appliquée à une résolution injective de ê1. Pour en déduire (ii), il suffit
d'observer que ffx = F^ ^ et d'utiliser sur °̂? le classique complexe de Spencer de
^x'

0 —^ Q^l 0 X ^x' -^ ' ' ' -^ Q^l 0 STx' —^ S^ —^ ^x' —^ 0,
^x' ^x<

qui, pour m = 0, est une résolution de ffx' (voir 4.3.1 plus bas). On obtient ainsi une
résolution gauche de ffx' localement libre de rang fini sur ^^/\ d'où l'isomorphisme
usuel

(2.3.8.5) R^om^w^x'^1)^^' ^ ^
^x' ^/

grâce auquel (ii) résulte de (i).
Lorsque a est m-PD-niIpotent, le fondeur F^,g est bien défini, et les arguments

précédents restent valables en remplaçant F* par F^,g .

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000



58 CHAPITRE 2. THÉORÈMES DE DESCENTE

REMARQUE. — On observera que, pour m ^ 1, le complexe de Spencer de ffx sur
Q^y reste bien défini, mais n'est plus une résolution de 6\ en général. Sous les
hypothèses de la partie (ii) du corollaire, on peut considérer ê comme un complexe de
^j^-modules par restriction des scalaires, et l'homomorphisme induit par fonctorialité
par F sur la cohomologie de de Rham se factorise alors en

RFdR^7,^) ^RHom^o^x/^) ^RHom^(^x^)

_^ RHom^o)(^x^) ^ RrdR(X,<?)

(le lecteur trouvera en 4.3.5 la démonstration d'un énoncé analogue).

2.4. Cas des ^-modules à droite

Pour construire un fondeur quasi-inverse du fondeur F* étudié dans la section 2.3,
nous aurons besoin d'analogues des résultats précédents pour les modules à droite.

On conserve donc ici les hypothèses de 2.3.1. Comme ffx est localement libre sur
ffx'j on dispose du fondeur exact F^ de la catégorie des ^/-modules dans celle des
^x-inodules, défini pour tout ^x'-module ̂  par

F^' = ̂ fom^(ffx^') = R^om^,^^).

La proposition qui suit est la contrepartie, pour les ^m ̂ -modules à droite, de la
proposition 2.2.3 pour les ^"^-modules à gauche.

2.4.1 PROPOSITION. — Pour tout Q^-module à droite ̂ , F^ ̂ ' est muni d'une
structure naturelle de ^m+s) -module à droite. Si s ' e N, et si F ' : X' -^ X" est
un relèvement de F8'^ , l'isomorphisme de transitivité F^ o F' ^ (F/ o F^ est

XQ /So
^+s+st}-linéaire.

Pour n fixé, soit $ : A^^_^ -^ A^/ ̂  la factorisation de F x F construite
en 2.2.2. Appliquant ^b aux isomorphismes p ' ^ ^ ' -^ p ' ^ ^ ' fournis par la m-PD-
costratification de ^/, on obtient une (m + 5)-costratification sur F^ ̂ ' , donc une
structure de ^m+s) -module à droite sur F ^ ^ ' . La seconde assertion est claire grâce
à la transitivité de cette construction.

2.4.2 LEMME. — Soient S un schéma, F : X —^ X' un morphisme fini localement
libre entre deux S-schémas lisses. Il existe un isomorphisme canonique Sx-linéaire

(2.4.2.1) p.x :^x -^ F ^ x ' -

Soient / : X -> 6', // : X' —^ 5, et supposons d'abord S localement nœthé-
rien. On a alors u^x = f'ffs[~^ où d est la dimension relative de X sur 5, et
^^, = y'^l-^. Comme F est fini, on a F' = F^ de sorte que l'isomorphisme
de transitivité /' ^ F' o /'' fournit un isomorphisme ^x-linéaire ^ x ' Pour montrer
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que p,x est Sx -linéaire, il suffit de vérifier qu'il commute aux costratifications. Or, si
$ : A^ -)- A^/ est le morphisme induit par F x F, et si pi : A^ -)- X, p^ : A^/ -)- X7

sont les projections, la costratification de ujx est par définition donnée par les iso-
morphismes po^x ^ Pof'^s [~d} ̂  Pif' ^s [~d\ ̂  p[^x résultant des propriétés de
transitivité de l'image inverse extraordinaire, et celle de F^^x' est l'image inverse des
isomorphismes analogues par <Ï>. L'assertion résulte alors formellement de ces proprié-
tés de transitivité.

Comme F est un morphisme fini localement libre, on vérifie sans difficulté en
suivant la méthode de [27, III] que le fondeur Fb et l'isomorphisme fJix commutent
aux changements de base 5" —)- 5, où S" est localement nœthérien. On peut alors
déduire le cas général du cas localement nœthérien par les arguments de passage à la
limite habituels.

Grâce à l'énoncé qui suit, les propriétés du fondeur F^ pour les ^--modules à
droite se ramènent à celles du fondeur F* pour les Q^ -modules à gauche.

2.4.3 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 2.2.1, il existe pour tout Q^-module
à gauche ê' un isomorphisme canonique de Q^ s -modules à droite

(2.4.3.1) ^' : ̂ x ^ F^' -^ F\^x' ® S ' } .
Gx ^x'

Nous utiliserons la remarque qui suit. Pour i = 0,1, notons (^ : ̂  —^ S^ l'un des
homomorphismes d'anneaux :

F* : ffx' -^ ffx. P: : ffx -^ y^m^

PF : ex' -> ̂ /,M, ^ : ̂ /,(^) -> ^X^sY

Dans les trois premiers cas, on a ̂  ̂  := RJfom^(e^, ̂ t) = ̂ om^{Sê, ̂ /) pour
tout j^-module ̂ , puisque y est fini localement libre. De plus, pour tout ^-module
ê', on dispose d'un isomorphisme canonique

(2.4.3.2) J^b7rw(^, ̂ ) 0 ê -4 ^om^^Së, ̂  0 <?).
S^ £^

Grâce à la relation de transitivité (1.1.1.1), ces propriétés sont encore vraies dans le
dernier cas si ^ est de la forme p'^} jY', où ^ est un 0x' -module quelconque, et ê
de la forme p'^^\ où ^ est un ^'-module quelconque.

Partant de l'isomorphisme ujx ^ F^u^x' donné par le lemme précédent, on définit
d'abord l'isomorphisme (2.4.3.1) comme étant le composé ^> des isomorphismes ûx-
linéaires

ujx ® F^' ^ ̂ x ® ^ ^ J^om^.^x^x') ^ ê1

Gx ^x' ^x'

-^^om^(ffx^x' 0 ^/).
^x'
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Pour montrer que fi^i est ^m -linéaire, il suffit de vérifier qu'il est compatible
aux costratifications des deux termes, c'est à dire que, pour tout n, le diagramme

P^x 0^x F^'} ——^——>p\(^x 0^x F^'}

(2.4.3.3) P P~v ~v
P^^x' ®^, ̂ ')) —^(F^x- ®^, <?'))

est commutatif. Pour i = 0,1, considérons la suite d'isomorphismes

(2.4.3.4) p\{ujx ® F*S'} -^p^ujx) ®pî(F*<?')0x sy"n
(2.4.3.5) -4^(F^x') ® P:(̂ ')

.33"

^^x')®^*^*^'^(2.4.3.6) -^^(p^x') ® <T( '̂)
^n
^ X

b/^^ ... /o, ^*^^(2.4.3.7) —^^(^^x/ 0 pF^)^/

(2.4.3.8) -^^(F^c^x/ ^ ^/)).v ^/ /
Grâce aux propriétés de fonctorialité et de transitivité de l'isomorphisme (2.4.3.2), on
vérifie facilement que le composé est égal àp^(j^/). Par définition de la costratification
sur le produit tensoriel {cf. 1.1.7(i)), les isomorphismes (2.4.3.4) identifient la ligne
supérieure de (2.4.3.3) à Pisomorphisme

p^x) ^ p5F*(^) -^pÏ(^x) ^ P^W
(JSn ûSn
^x ^ x

défini par le produit tensoriel de la costratification de ujx et de la stratification de
F*<?'. Compte tenu de la définition de celle-ci, et de ce que Pisomorphisme ujx —^
F^ujx' est ^m+s)-linéaire, on obtient en appliquant (2.4.3.5) et (2.4.3.6) le produit
des images inverses par ^b et $* de la costratification T]^ de u^x' et de la stratification
egi de ê1. Utilisant la compatibilité des isomorphismes (2.4.3.2) à Pimage inverse par
^b, on voit que (2.4.3.7) identifie ce produit à Pimage inverse par ^ de la costrati-
fication produit de ̂  et e g i . Comme, par définition, celle-ci s'identifie via (2.4.3.8)
à la costratification de F^(ujx' ^ff^' ^/^ (lui est ^a ^ne inférieure de (2.4.3.3), la
commutativité de ce diagramme en résulte.

2.4.4 COROLLAIRE. — Pour tout S^ -module à droite ^, il existe un isomor-
phisme canonique de ̂ m+/ -modules à gauche

(2.4.4.1) v^' : F ^ ^ ' 0 o;^1) -^ F^{^'} 0 L^1.' 0 ̂ n-^F^ ,
^/ x 1 v ' ûx^ ûvl / ^X

II suffit en effet d'appliquer le résultat qui précède à ê1 == ̂ / 0^/ c^1, puis de
tensoriser Pisomorphisme obtenu par uj~^.
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2.4.5 REMARQUES

(i) Soit S^x' une ffx' -algèbre munie d'une action à gauche de ^m, compatible
avec sa structure d'algèbre, et soit S^x la ^x-algèbre, munie d'une action compatible
de ^m+s), qu'on en déduit d'après 2.2.7. Notons ̂ m) = Sêx' ̂ / ^m), ̂ m+s) =
SSx^ùx ̂ m • D'après 1.1.8, la donnée d'une structure de ^"-module à droite sur
un Sëx' -module ^ ' équivaut à celle d'une m-PD-costratification (e^ ), telle que les
e-^' soient semi-linéaires par rapport aux e^~1. Si ^ ' est un ^"-module à droite,
les images inverses ^(e^ ) sont alors semi-linéaires par rapport aux y(e^~1) =
y(e^)~1^ de sorte que F ^ ^ ' est muni d'une structure canonique de 2^ s -module
à droite.

Si <§' est un i^-module à gauche, ujx' ^^/ ê1 est un i^-module à droite
d'après 1.2.7. D'autre part, il est facile de voir sur sa construction que ^g< est un iso-
morphisme Sêx -linéaire. Comme il est par ailleurs 2^ s -linéaire, il est donc ̂ ^ + / -
linéaire. On voit de même que, si ^ ' est un ^"-module à droite, l'isomorphisme
v^< est l^^-linéaire.

(ii) Supposons que l'une des deux hypothèses suivantes soit satisfaite :
(a) L'idéal a est m-PD-niIpotent ;
(b) Le ^"-module à droite ̂  est quasi-niipotent (cf. 1.2.8).

Alors le ^^"^-module à droite F ^ ^ ' est indépendant, à isomorphisme canonique
près, du choix du relèvement du Frobenius F : on peut soit le vérifier directement en
utilisant la méthode de 2.2.5, soit le déduire de 2.2.5 grâce à 2.4.4 et 2.4.3. Si on ne
dispose plus d'un relèvement global du Frobenius, on peut alors procéder comme en
2.2.6, et recoller les ̂ m+/ -modules à droite ̂ .j^ définis localement par le choix de
relèvements locaux du Frobenius. On définit ainsi un fondeur F^,g^ sur la catégorie
de tous les ^"-modules à droite sous l'hypothèse (iia), et sur la sous-catégorie des
Qy -modules à droite quasi-niipotents sous l'hypothèse (iib). On vérifie aisément que
l'on obtient encore par recollement des isomorphismes canoniques

(2.4.5.1) ^ : ̂ x ^ F ^ / s ^ ' -^ F^/s, {^x' ® ^),
ffx Vx'

(2.4.5.2) v^ : F^s» {^' ® ^x1) -^ ̂ /5o(^') ® ̂
Vx' ^x

pour tout 9 ^ ' -module à gauche ê1 et tout Q'^ -module à droite ̂ /.
Lorsque l'hypothèse (iia) (resp. l'hypothèse (iib) pour Sèx' et ^/) est satisfaite,

on peut encore définir par recollement le fondeur F^,g^ de la catégorie des ^)"-
modules à droite (resp. quasi-niipotents) dans celle des Q^ -modules à droite (resp.
quasi-niipotents), et les isomorphismes précédents sont alors des isomorphismes de
^^-modules.
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2.4.6 COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de 2.3.1, le fondeur F^ est une équiva-
lence entre la catégorie des Q^-modules à droite (resp. quasi-cohérents) et celle des
^m+/ -modules à droite (resp. quasi-cohérents).

C'est une conséquence immédiate de 1.2.7, 2.4.5(i), et 2.3.6.

2.5. Un foncteur quasi-inverse

En restant encore sous les hypothèses de 2.3.1, nous complétons maintenant les
théorèmes de descente 2.3.6 et 2.4.6 en construisant des fondeurs quasi-inverses pour
les fondeurs F* et F^. Pour cela, nous expliciterons d'abord comment ces théorèmes
s'appliquent à ̂ m+s^ vu comme ^^"^-bimodule, puis nous montrerons qu'un fonc-
teur quasi-inverse est donné par une variante de la définition usuelle du fondeur image
directe F+.

Ces résultats montrent également que les conditions de finitude telles que pro-
jedivité locale, cohérence et platitude sur Q^ et ^m+^ se correspondent dans
l'équivalence donnée par F* (resp. F^).

2.5.1. Reprenons les hypothèses de 2.3.1, et considérons ^m) comme un bimodule
sur lui-même. En utilisant sa structure de ^ j 7 -module à gauche, donc la structure
de ffx' -module définie par la multiplication à gauche, on peut former F*^ ) 7 , qui
est muni d'une structure de ^"^-module à gauche grâce à 2.2.3. On obtient donc
ainsi sur

F*^ = ffx 0 ^m)

^x'

une structure naturelle de (^^m+s), ̂ m))-bimodule. S'il y a un risque de confusion,
nous préciserons par la notation F * ^ 7 l'utilisation de la structure gauche de G\<-
modulesur ^m).

D'autre part, on peut utiliser la structure de ^^-module à droite de ^m), donc
la structure de ^'-module définie par la multiplication à droite, pour former F^Q^ .
On obtient alors de même une structure naturelle de (^^, ̂ ^+^-bimodule sur

F^y = ̂ om^, (^^m)) ̂  ̂ m) ^ ^o
^x'

en posant G\ = J^bm^, (ffx-, ffx')' S'il y a un risque de confusion, nous préciserons
par la notation F^Q^ l'utilisation de la structure droite de 6'x1 -module sur ̂ / .

Enfin, on peut appliquer successivement les deux constructions F^ et F^. On ob-
tient alors deux i^^-bimodules Fg^i^ et F^F^S^, isomorphes par un iso-
morphisme \A-Sêx -linéaire

(2.5.1.1) F^F^&y ^ 0x ^ ̂  0 ̂  ^ F^Sy.
^x' ^x'
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Cet isomorphisme est en fait un isomorphisme de ^^"--bimodules : par exemple,
on peut vérifier sa linéarité à gauche en montrant qu'il est compatible aux (m + s)-
PD-stratifications ; pour cela, il suffit d'appliquer à la m-PD-stratification canonique
de ̂ / la fonctorialité de Pisomorphisme

<î>*(F^))^^W)
lorsque ^ varie dans la catégorie des (<^j^/ /y^, ^xQ-bimodules. La linéarité à droite
se voit de la même manière.

L'énoncé qui suit montre alors comment l'action de Frobenius permet de recons-
truire le bimodule ^m+s) à partir du bimodule ^m).

2.5.2 PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme ca-
nonique de S^^'-bimoduîes

(2.5.2.1) ^m+s) -4 F^F^y.

D'après 2.3.2, l'homomorphisme ^2-linéaire

(2.5.2.2) e^ 0 <^x/,(m) —^ <^x,(m+.)
^x'2

induit par $ est un isomorphisme. D'autre part, on vérifie immédiatement en coor-
données locales que l'homomorphisme naturel

ffx ^ ^X/,(m) ^ ^X ——^ ffx^ ® <^X/,(m)
^x' ^x1 ^x'2

est un isomorphisme bi-^x-lméaire. D'après 2.2.2(ii), l'isomorphisme composé se fac-
torise en un morphisme de systèmes projectifs

-^m"^ 0 ^,(m)^ ffx-^^^x^sV
n uxl uxl n

qui induit un isomorphisme de pro-objets grâce à 2.3.4.
En prenant le dual 6x -linéaire pour la structure gauche, et en passant à la limite

inductive, on trouve donc des isomorphismes de ^x-bimodules

^m+s) _^^^m^{ffx 0 ,̂(m) ^ ^X,^x)
n ^x' ' ^x'

^— lim^bm^ (^/ ̂  0 ^x^x)
n ' ffxl

^-limF*J^om^(^/^^0^/ Gx^x'Y
n

Par ailleurs, on dispose pour tout n d'un homomorphisme canonique (^x^^x)-
linéaire

^om^^Çy^^.ffx'} ^ ^omff^{ffx^x')
^Y/

^om^{y^^ 0 ffx^x'}.
û^i
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associant à un couple de morphismes ^'-linéaires u : <^^/ . ^ —^ û x ' , v : ̂ x -^ ^x'
le morphisme composé

^M^x^^,^^.
^x7

En prenant des coordonnées locales sur X, on voit qu'on obtient ainsi un isomorphisme

^n^ ^x-^^om^W^^ ffx^x'}^
û^i u^i

En passant à la limite et en appliquant F*, on obtient par composition Pisomorphisme
(2.5.2.1), dans le cas où Sêx' = ^ x ' -

On vérifie sans difficulté que cet isomorphisme est un isomorphisme de ^m + /-
bimodules en utilisant la compatibilité de Pisomorphisme (2.5.2.2) et de Pisomor-
phisme analogue

^X3 ^ ^x^(m)(2)-:4^X,(m+.)(2)
^X/3

avec les homomorphismes S71^ et 8 " ' ^ ^ utilisés pour définir les structures d'anneaux
de ^m) et ^m+s). Enfin, Pisomorphisme (2.5.2.1) relatif à âëx' se déduit du précé-
dent par tensorisation à gauche par Sêx, compte tenu de Pisomorphisme naturel

Sëx ^ F^F^y -^F^F^^x' ^ ^}-
ûx ^x'

REMARQUE. — A partir des homomorphismes canoniques

6x ^ ^X'^m} ——^ <^X,(m+s)î
^x'

on obtient de même par passage aux quotients et dualité Phomomorphisme canonique

(2.5.2.3) ^m+s) —^ F^^\

factorisation ^^m+s^-linéaire de Phomomorphisme de fonctorialité (2.1.3.1).

2.5.3 COROLLAIRE
(i) Les ^m+s) -modules F*^^ et Fb^m) sont localement projectifs de type fini

(respectivement à gauche et à droite).
(ïï) Un S^-module à gauche <§' (resp. à droite ^') est localement projectif de

type fini si et seulement si F*<§' (resp. F^^' ) est localement projectif de type fini sur
^m+s).

(iii) Si Sêx' est une Gx' -algèbre quasi-cohérente à sections nœthériennes sur les
ouverts affines, un S^i-module à gauche ê" (resp. à droite ^' ) est cohérent si et
seulement si F*^' (resp. F^^1) est un ^m+s)'-module cohérent.
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En effet, ûx est localement libre de rang fini sur 0 ' x ' , et Phomomorphisme 6'x1 —^
ffx est localement scindé. Il en est donc de même de Phomomorphisme dual 6\ —t
ffx' -, et Phomomorphisme naturel (2.5.2.3)

^m+s) ̂ F*^^ 0 ^) -^F*^
^x'

est localement scindé sur i^"^, puisqu'il s'en déduit par tensorisation avec ^m)

et application de F*. Par suite, F*^^ est localement projectif de type fini comme
^m+s) -module à gauche. De même, Phomomorphisme

F^y ̂  F^F^y ^ ^m+s)

est localement scindé sur i^^, et F^Q^ est un ^m+s)-module à droite locale-
ment projectif de type fini.

Il est alors clair que, si é" (resp. ^ ' ) est localement projectif de type fini, donc
localement facteur direct d'un Q^ -module libre de type fini, il en est de même
de ê = F*<T (resp. ^ = F^') en tant que ^m+s) -module. Inversement, Piso-
morphisme (2.5.2.1) montre que le ^j^-module à gauche (resp. à droite) correspon-
dant à ̂ m+s) dans l'équivalence définie par F* (resp. F^) est ^m) 0^/ ̂  (resp.
^x ^^/ S^ h (lm est localement libre de type fini sur Q^\ L'assertion (ii) en ré-
sulte. L'assertion (iii) en résulte aussi, car, si l'on suppose que Sëx' est quasi-cohérente
et à sections nœthériennes sur les ouverts affines (ce qui entraîne que ^x vérifie les
mêmes hypothèses), ^m) et ^m+s) sont des faisceaux d'anneaux cohérents {cf. [5,
3.1.2]), et les fondeurs F* et F^ sont exacts.

Montrons maintenant comment reconstruire le bimodule Q^ à partir du bimodule
^(^+^-^x

2.5.4 LEMME. — Soit ê" un Q^ -module à gauche. Il existe un isomorphisme ca-
nonique de Qi^ s -modules à gauche

(2.5.4.1) ^fom^m)(F^y^1) -4 F*^.

L'isomorphisme canonique

^bm^+.)(^m+s),F*^) -^F*^

est ^m + / -linéaire lorsqu'on munit le terme de gauche de la structure de ^m+s^-
module à gauche définie par la multiplication à droite sur ^m+^. En utilisant 2.5.2,
il s'écrit sous la forme

^om^(^)(F*Fb^m),F*^/) —^ F*<f'.

Comme Phomomorphisme

^om^F^ )̂ -^ ̂ bm^^)(F*Fb^m),F*^)
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est un isomorphisme d'après le théorème de descente 2.3.6, on en déduit Pisomor-
phisme annoncé.

2.5.5 PROPOSITION
(i) II existe un isomorphisme canonique de S>^ -bimodules

(2.5.5.1) F^y ^ 0 F^y -^ ^m).
^(m+s)
-^X

(ii) Pour tout n ^ 1,

yor^^{F^^\F^y) =0.

L'assertion (ii) est conséquence de 2.5.3. Pour prouver (i), on part de Pisomor-
phisme ^^m+^ -linéaire à gauche

(2.5.5.2) ^bm )̂ (F^\^) -24 ̂ g*̂
^/

fourni par 2.5.4 appliqué à Q^ vu comme i^-module à gauche. Par adjonction,
on en déduit l'accouplement (2.5.5.1)

F^ ^ F^y—^^\
^c"^3)

qui est donc ^^-linéaire à gauche par construction. De plus, la fonctorialité en <§"
de Pisomorphisme (2.5.4.1) entraîne que (2.5.5.1) est aussi Qi^ -linéaire à droite.

Pour vérifier que c'est un isomorphisme, il suffit de le faire après avoir appliqué F*
à gauche. On obtient alors un accouplement

F^F^y ^ F^y —^ F^\0 -- —rm-i-.^ 6 6
(m+5)Qi

soit encore, compte tenu de (2.5.2.1),

^s} ^ 0 Fg* ̂ m) -^ Fg* ̂ m) •
^(rrz+s)
-^X

II résulte alors de la construction de (2.5.4.1) que cet accouplement n'est autre que
celui que donne la structure de ̂ m+s) -module de Fg*!̂ , donc que c'est un isomor-
phisme.

Le corollaire suivant montre alors comment construire des fondeurs quasi-inverses
de F* et Fb en utilisant les bimodules F*^!^ et F^^\

2.5.6 COROLLAIRE. — Soient ê1 un S^-module à gauche, ̂  un Q^-module à
droite.

(i) II existe des isomorphismes fonctoriels Q^ -linéaires à gauche

(2.5.6.1) F^y ^ F^'-^F^y 0 p*^^^.
^(m+5) ^m+s)
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(ii) II existe des isomorphismes fonctoriels Q^ -linéaires à droite

(2.5.6.2) F^' ^ F"^ -^ F^' 0 F*^ -4 ̂ 1.
^+-) î n+.) x

La nullité des ^or^+,) résulte encore de 2.5.3. Pour obtenir les isomorphismes
annoncés, il suffit de tensoriser Pisomorphisme (2.5.5.1) à droite par ê1 (resp. à gauche
par ^/), et d'utiliser Passociativité du produit tensoriel.

On obtient également pour le foncteur produit tensoriel un théorème de comparai-
son analogue au théorème 2.3.8 pour le fondeur J^bm :

2.5.7 COROLLAIRE

(i) Un Q^ -module à gauche ê1 (resp. à droite ^ ' ) est plat si et seulement si
F*<T (resp. F ^ ' ) est plat sur ^m+s).

(ii) Soient ê1 e ̂ -(^m)), ̂  ç ^-(^m)d). Si f : X -^ S est le morphisme
structural, il existe dans D'Çf^^s) un isomorphisme canonique

( r ) ^ 7 1 ^ J71^ y//' ^ Z7'* f1 ~V ^/l ~^ 0l[ Z . o . i . i ) r ^n 0 r é ——> ^f 0 é .
^m+^) ^y

Soient ê1 un i^-module à gauche, ̂  un ^j^^module à droite. En tensorisant
Pisomorphisme (2.5.6.2) avec <§", on obtient un isomorphisme

(F^1 0 F*^) 0 ^-^^/ (g) ê1.v ^m+s) /^) ^y
Compte tenu de Pisomorphisme ^m+s) -linéaire F*!̂  0^(m) ê1 -^ F*^, on ob-

X1

tient donc Pisomorphisme

F^' 0 F^' -4^0 ^/.
^+-) ^y

Comme ̂  est une équivalence de catégories, il s'ensuit que <§" est plat sur Q^ si
et seulement si F^' est plat sur ^m+s). On raisonne de même dans le cas de ̂ /.
La dernière assertion en résulte en prenant une résolution plate de ê1 ou de ̂ '.

2.6. Relation avec la descente de Cartier

Nous précisons ici comment le théorème classique de Cartier sur la descente par
Frobenius des ^-modules munis d'une connexion intégrable à p-courbure nulle [29,
th. (5.1)] peut s'interpréter du point de vue de la théorie arithmétique des ^-modules.
Cette interprétation en fournit une démonstration, et permet de considérer le théo-
rème 2.3.6 comme un prolongement du théorème de Cartier.
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2.6.1. Nous supposerons dans cette section 2.6 que S est un schéma de caracté-
ristique p. Soient X un 5-schéma lisse de dimension relative d, X' = X^ le S-
schéma déduit de X par changement de base par le Frobenius absolu de 5. Soient
^ i , . . . , td des coordonnées locales sur un ouvert de X, r^ = 1 0 ti — ti 0 1 ç ffxxsX-,
9i, . . . , Qd les dérivations correspondantes. Considérons d'abord l'homomorphisme ca-
nonique ffxxx —^ <^x,(o)- Comme l'idéal J^ de la diagonale est envoyé par construc-
tion dans un PD-idéal, et que X est de caractéristique p, l'idéal J^^ engendré par les
rf est d'image nulle dans <^x,(o)- O^ 1e quotient ^ ' x x x / ^ ^ s'identifie à 0'xx , x ^
ce qui fournit une factorisation

ffxxsX -^ ffxx^,X ̂  <^X,(0) ̂  <^,(0)-

L'image de ffxx^'x dans <^x,(o) es^ ^a sous-^c-algèbre finie localement libre ayant
pour base locale l'ensemble des r^ = Â^T:^, avec 0 <, ki < p pour tout i (de sorte
que k\ est inversible). En particulier, ffxx^'x H ^ n = 0 pour n ^ d(p — 1), et
l'homomorphisme ^ x x ^ ' x —^ ^$ (o) est alors injectif.

D'autre part, soit J^ le noyau de l'homomorphisme Q^ -> ̂ L\ D'après [5, 2.2.7],
JC' est l'idéal bilatère engendré en coordonnées locales par les opérateurs < 9 f , . . . ,cÇ.
Nous noterons S^ le quotient ^"/JT.

2.6.2 PROPOSITION. — Soit (^ un €^x -module muni d'une connexion intégrable V.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La connexion V est à p-courbure nulle;
(n) La structure de Q^ -module à gauche sur ê correspondant à V est induite par

restriction des scalaires par une structure de S\ -module ;
(iii) La PD-stratification de ê correspondant à V est définie par extension des

scalaires à partir d'une donnée de descente de X à X ' , déterminée de manière unique
par V.

Rappelons que, si V est une connexion intégrable sur un û\ -module <f, la p-
courbure de V est l'application ^ : S^x — ênd^^ê} telle que ^(<9) = V^)^ -
V(<9^), où l'on note V((9) l'action sur € d'une dérivation 9 définie par V (donc la
multiplication par Q pour la structure de ^ 7 -module correspondante), et 9 ̂  ô^
l'opération de puissance p-ième sur l'espace des dérivations. C'est une application
semi-linéaire par rapport à l'endomorphisme de Frobenius absolu de X [29, (5.2)],
si bien que, pour que V soit à p-courbure nulle, il faut et suffit que les opérateurs
9? = V^)^ annulent ^, d'où l'équivalence de (i) et (ii).

La PD-stratification correspondant à V est la famille d'isomorphismes

c- . ̂ n ^ /3 ^ v /? f^> ^n
£n • -"X,(0) J? é ——^ é 0 -^(0)

ffx ^x
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définie localement par
£^(l(S)x)= ̂  9^0^

\k\^n

pour toute section x de ê. Cette expression montre que V est à p-courbure nulle si et
seulement, pour toute section x de ê et pour tout n > d(p— 1), £n(x) est une section
du sous-faisceau ê 0 ^xx^.x C ê 0 S^^ . y L'équivalence de (i) et (iii) en résulte
aussitôt.

2.6.3 COROLLAIRE (Théorème de Cartier). — Le fondeur F^,g induit une équiva-
lence entre la catégorie des 0x'-modules et celle des Ô\ -modules munis d'une conne-
xion intégrable à p-courbure nulle.

Comme le morphisme de Frobenius relatif est localement libre de rang fini, cela
résulte immédiatement par descente fidèlement plate de l'équivalence entre (i) et (iii).

REMARQUE. — Si ê est un Q^ -module, il est à p-courbure nulle en tant que Q^ -
module, puisque les 9f sont d'image nulle dans Q ' ^ ) . On voit donc que, dans cette
situation, la structure de Q^ -module de ê permet de redescendre ê en un 0'x1-
module <ê", grâce au théorème de Cartier, tandis que sa structure de 3>^ ^-module
permet en outre de munir <§" d'une connexion intégrable, grâce au théorème 2.3.6.

Mentionnons enfin que, pour m >_ 1, la condition de nullité de la p-courbure a été
généralisée aux ̂ ^ -modules par Le Stum et Quiros [31] ; ils ont ainsi obtenu un théo-
rème de descente analogue au théorème de Cartier pour les itérés F^/g '' X —)• X^,
fournissant une équivalence de catégories entre S^ -modules à p-courbure nulle et
Ô'^ (m) -modules. On peut bien entendu interpréter ce résultat comme un théorème de
descente fidèlement plate comme nous l'avons fait ici lorsque m = 0.
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CHAPITRE 3

THÉORÈMES DE COMMUTATION
À I/ACTION DE FROBENIUS

Sur C, on dispose en théorie des ^-modules de quatre opérations de base dont on
peut déduire les autres : image directe /+, image inverse extraordinaire /', dual, pro-
duit tensoriel externe. Dans la théorie arithmétique, il y a lieu en outre de considérer
deux opérations supplémentaires :

- le changement de base, le schéma de base n'étant plus nécessairement le spectre
d'un corps ;
- l'extension de l'anneau d'opérateurs différentiels : extension des scalaires d'un

faisceau d'opérateurs de la forme <^0^ ̂ m) à un faisceau de la forme ^' 0^
/^(m'} ^ i°ff^ , avec m < m .

Dans ce chapitre, nous montrons que toutes ces opérations commutent au fondeur
d'image inverse par Frobenius F* défini en 2.2.3. Comme F* est une équivalence de
catégories, ces opérations commutent donc également à la descente par Frobenius.

3.0.1. Précisons d'abord quelques hypothèses et notations que nous adopterons sys-
tématiquement dans les sections qui suivent, et que nous omettrons donc de répéter
explicitement dans les énoncés.

(i) Nous désignerons par S le schéma de base (resp. par S —^ T un morphisme
de changement de base). Pour chacune des opérations considérées, nous rappelerons
au préalable la définition générale. Aucune hypothèse n'est nécessaire sur S lorsque
m = 0 ou m = oo. Si m G N*, nous supposerons que 5' est un Z/ppschéma.

Lorsque nous considérerons un 5'-schéma lisse X, nous supposerons donné sur X un
faisceau de ^-algèbres âêx muni d'une action compatible de Q^', et nous poserons
^^n) = ̂ ^ 0^ ^m). Lorsque nous considérerons un morphisme de schémas / :
X — Y, nous supposerons que â^x = /*^y, muni de l'action de Q^ définie par
image inverse à partir de celle de ^m) sur â^y (voire, s'il y a lieu, de l'action de
^^ / obtenue par application de 2.2.3).
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(ii) Pour mettre en évidence la « nature cristalline » des opérations telles que /'
et /+, nous généraliserons leur construction au cas où S est muni d'un m-PD-idéal
quasi-cohérent (a, b, a), qu'on supposera m-PD-niIpotent, et où les morphismes seront
seulement définis modulo a. Nous noterons 5o = V(a), et, d'une manière générale,
l'indice 0 désignera la réduction d'un 5-schéma modulo a, ou des données définies
au-dessus de SQ. Sous ces hypothèses, les fondeurs image inverse seront les foncteurs
/0' définis en appliquant 2.1.6. En particulier, nous généraliserons ce qui a été dit
plus haut en supposant que, lorsqu'un morphisme /o : ^o ~^ YO ^st donné, on a
^x=/o*^y.

(iii) Pour énoncer les propriétés de commutation à .F*, nous supposerons que p
est niipotent sur 5, et que S est muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a ,b,a) tel
que p G a. Nous supposerons fixé un entier 5, et, si X est un S'-schéma lisse, nous
désignerons par X' un S'-schéma lisse relevant Xg .

Ces propriétés peuvent d'abord être énoncées dans une situation « relevée » : nous
ne ferons pas d'hypothèse de PD-niIpotence sur a, les morphismes de schémas considé-
rés seront des morphismes de S-schémas lisses, et les diagrammes seront commutatifs
sur S. Nous noterons alors F : X —^ X' un S-morphisme relevant le morphisme de
Frobenius relatif F^ ,g .

(iv) Enfin, nous donnerons une variante « cristalline » des énoncés précédents :
nous supposerons alors que S et (a, b, a) vérifient à la fois les hypothèses de (ii) et de
(iii), donc en particulier que a est m-PD-niIpotent. Dans ce cas, il suffit à nouveau que
les morphismes soient donnés entre les réductions sur 5o. Les fondeurs image inverse
seront donc encore définis en appliquant 2.1.6, renforcé par 2.2.6 lorsque, comme
pour le fondeur F^ ,g , il y aura lieu de prendre en compte l'élévation du niveau par
Frobenius.

3.1. Extension de Panneau d'opérateurs

Avec les hypothèses de 3.0.1, nous montrons ici que, pour m' ^ m, le fondeur F*
commute à une extension de l'anneau d'opérateurs différentiels de la forme

^ 0 ^m) _^ 0 ̂ '\
^x> ^x'

La démonstration procède par réduction à la caractéristique p. Pour cela, nous
utiliserons une variante non commutative du lemme de Nakayama :

3.1.1 LEMME. — Soient A un anneau non nécessairement commutatif, a C Z{A) un
nilidéal du centre de A, M un A-module à gauche de type fini. Si M = aM, alors
M =0.

Soient a - i , . . . , Xr des générateurs de M en nombre minimum, et supposons que r >
0. Il existe des éléments ai ç. aA tels que Xr = ̂ [=1 û^, d'où (l—ar)Xr = S[=i a ^ x ^ '
On peut écrire dr comme une somme finie dr = ]>^ o^kbk^ avec a^ G a, 6/e G A. Soit
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a' C a le sous-idéal de Z(A) engendré par les a^. Comme a' est un idéal de type fini
contenu dans le centre de A, c'est un idéal niipotent, et d'autre part a^ ç a^A pour
tout n. Par conséquent, dr est niipotent, et M peut être engendré par r — 1 éléments,
ce qui contredit l'hypothèse.

3.1.2. Sous les hypothèses de 3.0.1 (ni), soient m' > m, Sëx' (resp. ^ x ' ) une G\i-
algèbre munie d'une action compatible de Q ^ ' (resp. ^ / ) , â^x' ~~> ^x' un ho-
momorphisme Q^i -linéaire de ^j^-algèbres. On pose Sê\ = F ^ S ^ x ' - , ^x = F^^x' -,
et on munit ces algèbres des actions respectives de Q^ ) et Q^ + / définies grâce
à 2.2.3. On peut alors considérer les faisceaux d'opérateurs différentiels à coefficients
dans ces algèbres, définis par

^(^) __ ^ /O) ^M <^(^+^) __ ^ _ /O) ^(^+5)
-^•y i — tA? X ^-y -£/V l -i/ Y — iAy X "y -z/ Y f

^x' ^x

Q^ = ̂  ^ ̂ \ ^m/+s) = ̂  0 ̂ J .̂
^ /^f
V x 1 ^X

3.1.3 PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, soit £" ç D'^S^). Il
existe dans D~(ë&^ 8 ) un isomorphisme canonique

(3.1.3.1) ^m/+s) ^ (È) F^1 -^ F*^^ ^ ^).
^(m+s) (^(Tn-)
^X -^x1

Montrons d'abord que, pour tout ^^ -module à gauche ê1 ̂  il existe un isomor-
phisme canonique de Q^ -modules à gauche

(3.1.3.2) ^m/+s) ^ 0 F*<T -^ F^^^ ^ S'Y
^(m+s) ^C777')

^ X '

En appliquant F* à l'homomorphisme d'extension des scalaires <§" —^ 3^, ) 0 <§" ^
^y

on obtient un homomorphisme

F*^ -rF^Q^'^ (g) ê1}
^(m)
^ X '

semi-linéaire par rapport à l'homomorphisme Q^ s —^ 3>^ . Par extension des
scalaires, on obtient l'homomorphisme Q^ s -linéaire voulu.

Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on observe qu'on peut
se ramener au cas où ê1 = 3^, . En effet, cet homomorphisme est fonctoriel en <ê"\
de sorte que l'homomorphisme

(3.1.3.3) ^m/+s) ^ 0 F^y —> F^Q^'^
^çm+s)
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obtenu pour é9' = ̂ m} est ^m) -linéaire à droite. Il est clair d'après sa construction
que l'homomorphisme qu'on en déduit par tensorisation sur Q^ avec un Qt^-
module à gauche ê1 n'est autre que (3.1.3.2).

D'après 2.5.3, la source et le but de (3.1.3.3) sont tous deux localement projectifs
de type fini sur ^m + / . Comme p est niipotent sur 5, l'idéal a C ffs engendre
un nilidéal dans le centre de 3>^ + / , et le lemme précédent entraîne qu'il suffit de
prouver que (3.1.3.3) est un isomorphisme lorsque a = 0. On est ainsi ramené au cas
où S est de caractéristique p, et F le morphisme de Frobenius relatif F^,g : X —> X ' .

L'assertion étant locale, on peut supposer qu'on dispose de coordonnées ^ i , . . . ^td
sur X relativement à S. Pour tout entier m11', soit (cr^^77)) la base correspondante
de ^m//). D'après (2.2.4.3), l'homomorphisme canonique TT^ : ̂ m+s) -^ F"Q^\
envoie Q^^rn+s) gup i ̂ g{b./p }çm) gi chacun des ki est divisible par p5, et sur 0 sinon.
Rappelons (cf. [5, (2.2.5.1)]) que, si m", k ç N, et si k = E^o~1 ̂  + aPm" ^ avec

0 <_ dj < p pour tout j < m11 — 1, alors

m"-l

9^'^n^^ U (^])a.•(^[pm//])û,
j=o

avec Um",k ê Vp\ et 9^ -1 := 9 ' î ( m " ) pour j <^ m". Si k n'est pas divisible par
p5, avec s <^ m11\ il existe un entier j < s tel que aj 7^ 0, et Q^^") est multiple
de ( 9 ^ - 1 . Par suite, le noyau de 7Tm,s est l'idéal à gauche de ^m + / engendré par

les of 1 pour 1 < i < d, et 0 <_ j < s. Comme, pour tout j < s <, m + 5, les

homomorphismes de transition Q^ ' —^ Q^ s ) envoient les Q\ := 9^ (m+s) sur

les Q^ := 9 v / ( 7 n / + s ) , on obtient

^(m/+.) F^y^^y^/ Y ^^aE^
A ^(m+.) x X 1 /_^ X l

^x Ki<d
0<j<s

= ^^/Ke^Tw,,) ^ F^^^),

d'où l'isomorphisme (3.1.3.2).
Grâce à 2.5.7(i), on obtient alors l'isomorphisme (3.1.3.1) en appliquant (3.1.3.2)

à une résolution plate de ê1.

3.1.4 COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de 3.0.1(\\), on pose Sëx = F^ .g S ë x ' ,
^x = F^^^x'' Pour tout ê1 ç D-^Q^), il existe dans D-^^'^) un iso-
morphisme canonique

(^ 1 A ~[\ ^(m/+s) ^ ZT'S* /Pi ^ y nS* ^(m/) /^ /Pl\{6AAA) -^ ^0 ^ X o / S o 0 — — > ^ X o / S o [ - ^ X f 0 é ) '
r̂n+.) ^y

MÉMOIRES DE LA SMF 81



3.2. CHANGEMENT DE BASE ET IMAGE INVERSE EXTRAORDINAIRE 75

Soient F, F ' : U -> X' deux relèvements de Fxo/5o sur un ouvert [7 de X. Pour
tout ^m)-module <T, on dispose des isomorphismes r^^ : F ' ^ ' —^ F*<T, et

Tg^F'*^^ 0 ^-^F*^) ^ ^).
/5>(m) /^(m)^) " ^)

Le carré

^m/+5) ̂ ^) ̂ *^ ——^-^ F'*^^ 0^) <T)

ïd^y i i 4m;+s)
^(m'+s) ^ Z^*/3' ^ 7^*^(m/) ^ ^\
-^X (^^(^+^ -r ^ ————————> r [-^x' ^^W é )

formé à partir des isomorphismes (3.1.3.2) relatifs à F et F7 est commutatif, car il
suffit de le montrer avant de tensoriser la colonne de gauche par S^^'^^. Cela résulte
alors de la fonctorialité de r^^ appliquée à Phomomorphisme S1 -^ ^^n/) 0^(m) ê1,

X 1

et de ce que, si ^ ' est un ^m/)-module, les isomorphismes r^^ et T^pt^ relatifs
à y sont égaux.

Il en résulte que les isomorphismes (3.1.3.2) définis par des relèvements locaux de
Frobenius se recollent, et on obtient ainsi pour tout Qf^ -module un isomorphisme
global

^(m'+s) ^ r5* ^i ^. rs* (St^') ^ JPI\
x ~(^+.) ^/^ ——^Xo/sA-^X' ^G)'

x -// ̂ i

En prenant des résolutions plates sur Q^\ cet isomorphisme s'étend ensuite aux
catégories dérivées.

3.2. Changement de base et image inverse extraordinaire

Nous rappelons d'abord la définition du fondeur de changement de base, et du
fondeur /' pour les ^-modules. Leur compatibilité au fondeur F* est ensuite une
conséquence facile des propriétés de transitivité établies dans la section 2.2.

3.2.1. Considérons le fondeur de changement de base. Avec les hypothèses de 3.0.1(i),
soient S —> T un morphisme de schémas, Y un T-schéma lisse, X = Sx^Y^ f : X —>Y
la projection. L'homomorphisme canonique (2.1.3.1)

^m) _^ ^^m)

est alors un isomorphisme (cf. [5, 2.2.2]). On en déduit un homomorphisme

y-i^W ̂  /*^W _4 ̂ \
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qui est un homomorphisme de faisceaux d'anneaux, grâce à la fonctorialité en Y/T
des homomorphismes 6^ qui définissent la structure d'anneau de Q^. Pour tout
^y777 -module à gauche ̂  on en déduit un isomorphisme canonique de ^m)-modules

^m) ^ r1^ -^ r^
f-ïQ,y

permettant de définir simplement par extension des scalaires le ^j^-module /*^
déduit de ^ par le changement de base S —r T.

Si Sêy est une ^y-algèbre munie d'une action compatible de Q^, et Sëx = /*^v,
on dispose encore d'un homomorphisme de faisceaux d'anneaux f~1^^ — 3)^\
donnant pour tout Q ^ ' -module ^ un isomorphisme

(3.2.1.1) ^m) 0 y-i^_4/*^
/-i^)

qui permet de définir par extension des scalaires le Q^ -module déduit de ^ par
changement de base.

De même, l'extension du fondeur de changement de base aux catégories dérivées
s'interprète comme extension des scalaires grâce à l'isomorphisme

(3.2.1.2) ^m) 0 /-I^-^L/*^,
/-i^)

défini pour ^ e ̂ -(^w), et obtenu en appliquant l'isomorphisme précédent à une
résolution plate de ^'.

3.2.2 PROPOSITION. — Supposons que S et T soient munis de m-PD-idéaux quasi-
cohérents (as,bs,as) et (^T^T^T) vérifiant les hypothèses de 3.0.1(m), et tels que
S —^ T soit un m-PD-morphisme. Soient X' = S XT Y', f : X' —^ Y' la projection,
Sëy une ûyi -algèbre munie d'une action compatible de 2^, Së^< = f*''SSyi.

(i) Si FY : Y -> Y' est un relèvement de F^,^ , soient F\ : X —^ X' le morphisme
déduit de Fy par changement de base, âëy = F y S ï y i , âêx = /*^y ^ F^Sêx' • Pour
tout ̂ / e D~(Qy\ il existe un isomorphisme canonique de D"^^"^)

(3.2.2.1) ^j^ ^ f - ^ F y ^ ' -^F^(sy ^ f^^Y^.-î +.) \ f'-^y )

(ii) Si as et OT sont m-PD-nUpotents, soient ^y = Fy,^ ^y, ^x = f*^Y ^•

F ^ i g ^ x ' ' Pour tout ^ 1 ç D'Ç^Y^ ), il existe un isomorphisme canonique de
^_^n+^

C\ 9 9 9^ ^(m+s) ^ £-l-ps^- ^i _ , rs* ( Sf{rn) L fi~1 ̂ i\
[6.2.2.2) -^ 0 , J "Yo/To^ ——^Xo/So^X' ^ J ^ ) '

f-i^+s) \ f'-^QW ^
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II suffit de prouver les versions non dérivées de ces isomorphismes lorsque J^' se
réduit à un ^m -module, car, d'après 2.5.7, on peut calculer les fondeurs dérivés
en jeu en remplaçant ̂ / par une résolution plate sur ^m . Utilisant l'isomorphisme
(3.2.1.1), on voit qu'il s'agit de définir un isomorphisme ̂ m + / -linéaire f * F ^ ^ ' -1^
Fxf1^1 (^P- Î ^ ^ / T ^ ' -4 ̂ o*/^7*^)- Dans le P̂ 1111^ cas. oiï8i f oFx =
Fyo f', et, grâce à 2.2.3(iii), il suffit d'utiliser l'isomorphisme de transitivité des images
inverses. Dans le deuxième cas, on utilise sa généralisation donnée par (2.2.6.1).

3.2.3. Revenons à la situation générale de 3.0.1(i), et précisons dans ce cadre la
définition du fondeur image inverse extraordinaire.

(i) Soient / : X —^ Y un morphisme de S'-schémas lisses, de dimensions relatives dx
et dy sur 5, d x / y = dx — dy^ Sëy une ^y-algèbre munie d'une action compatible de
^m), S^x = /*^y. Rappelons que, d'après 2.1.4, on dispose sur Q^\y := fQ^
d'une structure canonique de (^m), /"^^^-bimodule.

Suivant les conventions de [12], nous définirons le fondeur image inverse extra-
ordinaire /•' : D-(^) -^ D-(^) par

(3.2.3.1) /'^ = Q^y ^ f-1^ [ d x / y ] .
f-1^^)

Ce fondeur dépend de m en général, et il sera parfois utile de le préciser dans les
notations : nous emploierons alors la notation /' w ^ ' .

Soient ^ G .D"^^), et S^ une résolution de ^ plate sur ^m). On a donc des
isomorphismes de complexes de Q^ -modules

(3.2.3.2) f^=S^ 0 f-1 y [ d x / y }
y-1^^)

^â§x ^ F^^x/y}
f-^^Y)

^Gx ^ î^^^x/v}.
f-1^) '

grâce auxquels on peut aussi calculer f'^ en prenant des résolutions ^m) -linéaires
de J? qui soient plates sur SSy, ou sur ffy.

(ii) Plaçons nous maintenant sous les hypothèses de 3.0.1(ii), et soient fo : XQ —^ YQ
un morphisme de 5o-schémas lisses, X, Y deux 5-schémas lisses relevant Xo et Vo.
D'après 2.1.6, on peut encore définir par recollement un (^^},/o-l^}m})-bimodule
canonique noté QX-^V = fS^y ' O11 P^ donc généraliser la définition de /' en
posant dans ce cas, pour ^ € .D"^}-),

(3.2.3.3) f^ := Q^\y 0 /o-^ [ dx / y ] .
/o-1^^)
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On observera qu'on dispose encore du foncteur /o* de la catégorie des i^-modules
à gauche dans celle des ^m)-modules à gauche, défini par recollement grâce aux
isomorphismes 77 j/ à partir des fondeurs /* associés aux relèvements locaux / de
/o. On dispose aussi du fondeur dérivé correspondant L/g^ calculable en prenant des
résolutions ^m)-linéaires à termes plats sur ùy (ou sur <^y) et en recollant leurs
images inverses locales par les isomorphismes r;^/. Pour tout i^-module à gauche
^', on dispose de même d'un isomorphisme ^j^-linéaire

^\y ^. /o-1^ ̂  /o*^
/o"1^^)

défini par recollement à partir des isomorphismes (3.2.3.2) locaux, et donnant nais-
sance à l'isomorphisme

(3.2.3.4) /o^L/o*^[dx,y].

Par contre, on prendra garde qu'en général le fondeur L/^ ne s'exprime sous la forme
d'un produit tensoriel comme dans les isomorphismes (3.2.3.2) que lorsqu'on dispose
d'un relèvement global de /o en / : X — Y, sinon 0'x n'est pas muni d'une structure
naturelle de /o~1 ̂ y-module à droite.

3.2.4 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de S.O.lÇm), soient fo : XQ ->• YQ un
morphisme de So-schémas lisses, X, Y, X ' , Y ' des S-schémas lisses relevant XQ, YQ,
X^ etY^\

(i) Supposons donnés des S-morphismes f : X — Y, f : X' — Y ' , Fx : X — X ' ' ,
Fy : Y -, Y ' relevant fo, f^, ̂ /^ et ^y,/^. Si Fy o f = f o Fx, il existe pour
tout y e D~(Qy) un isomorphisme canonique de ^-(^m+s))

(3.2.4.1) /^FyJ^ -^ ̂ Cf'^^)-

(ii) Supposons a m-PD-nUpotent. Il existe pour tout ^' e D'ÇS^) un isomor-
phisme canonique de D~{Q^+')

C\ 9 4 9\ ^! (T7^+s)^s* ^i _ . T-^S* //•(s)' (m) ^i\
\6•lA'2à} Jo ^Yo/So^ ——^Xo/S^Jo ^ }'

Notons d'abord que d x ' / y = d x / Y ' Soit <^/ une résolution de ̂  plate sur i^.
Grâce à 2.5.7(i), on est ramené dans le premier cas à construire un isomorphisme
canonique Q^ s -linéaire

(3.2.4.3) fF^y —. F ^ f ' ^ ' .

Cet isomorphisme, valable sans hypothèse sur ^/, s'obtient en appliquant 2.2.3(iii).
Dans le cas (ii), il faut de même construire un isomorphisme canonique ^m+s^-

linéaire
(^ 9 4 A} f* T^5 * ^/ ^ s z^5 * -/'(s) * ô3f'
\ô'z'z±^) Jo^Yo/So^ — — ^ ^ X o / S o f o ^ ^

et cet isomorphisme est alors fourni par 2.2.6(iii).
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REMARQUE. — En appliquant l'assertion (ii) dans le cas particulier où X et Y sont
deux relèvements de XQ, et /o = Idxo? on volt en particulier que les équivalences de
2.1.7 sont compatibles aux fondeurs F*.

3.3. Produits tensoriels interne et externe

La compatibilité du fondeur F* au produit tensoriel externe est analogue à ce que
nous venons de voir pour les images inverses.

Observons d'abord que le produit tensoriel sur ^x est compatible à F* :

3.3.1 LEMME. — On se place sous les hypothèses de 3.0.1(\\\).

(i) SiF : X -> X' est un relèvement de F^/s^ et si ^', ̂ ' ç D-^^), il existe

dans D~~{&^ ) un isomorphisme canonique

(3.3.1.1) F*^ (|) F*^ —> F ' ( ê 1 (1) y\
^x v ^x' /

(ii) Si a est m-PD-mIpotent, et si ê 1 , ̂  ç. D-(3)^\ il existe dans ̂ -(^m+s))
un isomorphisme canonique

(3.3.1.2) F^^' ® F^is^' -^ ^:/so (<" ® ^') •
Ux. v 0x'

Soit y une résolution de ^ ' plate sur Q^ . Comme S^1 est à termes plats sur
ffx'-, la source et le but de (3.3.1.1) sont les complexes de ^m + / -modules donnés
respectivement par F " ê 1 0^ F*^' et F*(^7 (g)^/ ^ ' ) . Il suffit donc de vérifier que
Pisomorphisme Ô'x -linéaire canonique entre ces deux complexes est Qi^ 8 -linéaire.
On peut supposer que € 1 et ^1 sont réduits à un seul module, et on est ramené à
vérifier que cet isomorphisme est horizontal pour les (m + 5)-PD-stratifications de
F*<T (g) F*J^ et F*(^ (g) ̂ /). Si (^J, (^) sont les m-PD-stratifications de ^, ̂ ,
celle de é" 0 ̂ f est alors (^^ (g) ̂ ), et, avec les notations de 2.2.2, Passertion résulte
de ce que les images inverses par les morphismes $ : A^ ( m ^ s } ~^ ^ ' x ' (m} ^mmutent
au produit tensoriel.

Dans le cas (ii), l'assertion résulte du cas (i) une fois observé que les isomorphismes
de recollement T F ^ F ' commutent eux aussi au produit tensoriel, puisqu'ils se déduisent
des m-PD-stratifications en appliquant un fondeur image inverse.

3.3.2. Précisons maintenant la construction du produit tensoriel externe, sous les
hypothèses générales de 3.0.1(i). Soient X, Y deux 5-schémas lisses, Z = X Xs Y,
et notons / : Z —^ X, g : Z —^ Y les deux projections. Soient ê un &^ ^-module
à gauche, J? un Q^ -module à gauche. Les images inverses /*^, g" ̂  possèdent
une structure naturelle de ^7 -module à gauche, et, d'après [5, 2.3.3], il en est de
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même de leur produit tensoriel /*^0<^ ̂ *^. Par définition, c'est le produit tensoriel
externe de ê et ^, qu'on notera

g ̂  ̂  := fg 0 ̂ .
ffs Gz

Lorsque S est le spectre d'un corps, c'est un bifoncteur exact en chacune des variables
<f et ^. En général, ce n'est plus le cas. Néanmoins, si S^ est un ^j^-module plat,
ou plus généralement plat sur ^x, le fondeur ^ i— /*<^ 0^ g" ̂  est exact. Il en
résulte qu'on peut dériver le produit tensoriel externe en un bifoncteur

ê^^ -.D-ÇS^) xD-{^) -^D-[Q^},

calculable en prenant une résolution plate de l'un des deux arguments.
Si ^ (resp. Se) est une ^x-algèbre (resp. ^y-algèbre) munie d'une action com-

patible de ^m) (resp. ^m)), ̂  := ̂  ̂  ̂  est une ^-algèbre munie d'une ac-
tion compatible de ^m\ En notant comme précédemment Q^ = ^ 0^ S^-,
Q^ = ̂  0^ Q^\ Q^ = ̂  0^ ^m), on voit immédiatement que le produit
tensoriel externe se généralise en un bifoncteur D-ÇS^} x ̂ "(i^) — ̂ "(i^).

3.3.3 PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, et sous les hypothèses de
3.0.1(\\i), soient X, Y des S-schémas lisses de réductions XQ, YQ, et X ' , Y ' des
S-schémas lisses relevant X^ et YQ^ . Notons Z = X Xs Y, ZQ = XQ Xso YQ,
Z ' = X ' x s ' Y 1 .

(i) Supposons donnés des relèvements Fx : X —> X' Fy : Y —^ Y ' de F5 /e
Ao/oo 7

^/s^ et P080^ F z = F x x F y : Z -, Z 1 . Si ê1 e D-ÇS^), ^t ç D-Ç^), il
existe dans D~{Q^ s ) ) un isomorphisme canonique

(3.3.3.1) F^ê1 ^ F^y -^ Fz (ê1 ^ ^1}.
Gs ^ 0s )

(ii^ Si a est m-PD-nUpotent, et si ^ ' e D-^^), ̂ 1 ç D-{3>(fn}), il existe dans
D~{<3^ s ) ) un isomorphisme canonique

( ' \ ^ ^ 9^ F8 * /31 M T^5* ^1 ^y j^S* ( r o i ~ ^1\
(6.6.6.2) ^Xo/So0 j| ^Yo/So^ ——> ^Za/So [ô ^ ^ )'

US v Us /

Soient / : Z -, X, g : Z -^ Y, // : Z ' -^ X1, g ' : Z ' -> Y ' les projections, et ^/, ̂
des résolutions plates de ê ' et ^/. Dans le cas (i), il suffit de définir un isomorphisme
^^-linéaire

rF^ 0 g ^ F ^ S ' -^ F^f1^1 0 ^*^),
vz 0^1

et on prend le composé des isomorphismes définis par 2.2.3(iii) et 3.3.1(i) :

r F ^ ^ ' 0 ^F^^ -^ F^f1^1 0 Fy^1 -^ F^r^' 0 g1^1).
^z Gz 0^'

Le cas (ii) se traite de la même manière.
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3.4. Image directe

Après avoir précisé la construction du fondeur image directe /+, nous établissons
maintenant la commutation de /+ à -F*.

3.4.1. Rappelons la construction du bimodule canonique définissant les images di-
rectes. Soient m e N, S un schéma (resp. Z(p)-schéma si m ç Z*).

(a) Sous les hypothèses de 3.0.1(i), soit / : X -> Y un morphisme de 5-schémas
lisses. On peut associer à / u n (f~l^yn\ Q^ ^-bimodule de deux manières :

(i) En tensorisant ^y à droite par CtÇ1, on obtient un Q^ -bimodule à gauche,
auquel on applique /* par la structure tordue. On obtient ainsi un (f~1 S^ , &^ )-
bimodule à gauche, qu'on transforme en {f~^Qy -, Q^ ) -bimodule par tensorisa-
tion à droite par ujx ' On note

^TO)x=/d*(^"^)®^y l)®^
Uy Ux

le bimodule ainsi obtenu.
(ii) On peut aussi appliquer /* à la structure gauche de ^ y 7 0ù;y1, ce qui donne

un (^m), f-1 ̂ m) )-bimodule à gauche. On le transforme alors en (/-1 ̂ m), ̂ m) )-
bimodule en tensorisant à gauche par ujx-, d'où

^m)^ = ̂  0 rA^y 0 ̂ 1).
ûx ^Y

En fait, les bimodules Q1^',^ et Q^^^ sont canoniquement isomorphes. En effet,
on dispose d'après 1.3.4 d'un isomorphisme de transposition

fÏV : ̂ m) 0 C^y1 ̂  ̂ ym) 0 UJy1

ÛY ^Y

échangeant les deux structures de ̂ / -module à gauche de ^ y 7 0^'y ù;y1 (déduit de
(1.3.4.3) par tensorisation avec <^y). En lui appliquant /* à droite sur la source (et
donc à gauche sur le but), on obtient un isomorphisme de (/ - l^y / , ̂ ^^-bimodules
à gauche

/^m) ®ov1 ) -4 r^y 0^).
UY ^Y

En le tensorisant avec u^x^ on obtient l'isomorphisme de ( / - l^y / , Q^ ^-bimodules

^y : ̂ x ̂  ̂ x7.
^(m) _ . ^(m) /
^Y^-X ——^ -^y^X •

Nous utiliserons cet isomorphisme pour identifier ces deux bimodules, que nous note-
rons indifféremment ^y^x-

(b) Sous les hypothèses de 3.0.1(ii), soient X et Y deux ^-schémas lisses de ré-
ductions Xo et YQ sur So, fo : XQ —^ Yo un So-morphisme. Puisque, d'après 2.1.6, on
dispose par recollement d'un fondeur bien défini f^ de la catégorie des ^'-modules
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à gauche dans celle des ^m)-modules à gauche, le bimodule ^m)^ garde un sens si
l'on pose

^X = U^ ^ ^Y1} ^ ^X ^x 0 /o*^ 0 ̂ 1).
^Y GX Gx 0y

Le lemme suivant précise quels sonUes bimodules sur X' qui correspondent par
descente par Frobenius aux bimodules ^(m+s) et ^(m+s)

A —>Y Y ^—X '

3.4.2 LEMME

(i) Avec les notations précédentes, et sous les hypothèses de 3.0.1(m), soient Fx :
X -, X ' , Fy :Y -, Y ' et f : X1 -> Y ' des relèvements de F8 /. , F5 /. et

/ ^ ^o/^o YQ/^O
fç^ tels que Fy o f = f o F\. Il existe alors des isomorphismes canoniques de
^»+ ĵ-î "+.) ̂ modules et de (f-1^^,^^ ) -bimodules

(3.4.2.1) 1^) -^ F^F^\y, := ̂ (/^(^^m))),

(3.4.2.2) ̂  -4 F^FÎ^, := FUf^F^y 0 ^1)) 0 ̂ ).
ÛY' ^Xl /^Y' ^ X 1

(ii) Supposons que a soit m-PD-nUpotent. Il existe alors des isomorphismes cano-
niques de (S^J-^^^-bimodules et de ^-l^m+s\ Q^ )-bimodules

(3.4.2.3) ^ -^ ̂ :/.o^o%o^y/ := ̂ /.o^S*^^^)).

^(m+s) - ^sb ^* ^(^)
^Y^-X —^ ^Xo/^o^yo/^o^y^x7

(3A2>4) :=F^/^o,d(^(s^(^o^o,g(4m)^ ^y1)) ^ ̂ ).
v ^y/ 0^1 /

On observera qu^, dans cet énoncé, on commet un abus de notation en écrivant
F^yQ^\y^ ou F^?^/, dans la mesure où Q^\y, et ^m^, sont des faisceaux
sur X' et non sur Y ' ; on peut le justifier en remarquant que le fondeur /'*, appliqué
pour l'une des structures de Gy -module, commute en un sens évident aux fondeurs
J^om et 0 qu'on applique à l'autre structure pour définir F^i^ et Fy^i^ 0^ ,
0;y1).

D'après 2.5.2, il existe un isomorphisme canonique de ^m+^ -bimodules

(3.4.2.5) ^^ -^ F^F^y.

En lui appliquant^/* pour la structure gauche, et en utilisant l'isomorphisme ̂ m+s)-
linéaire .TF^^ ̂  F^f^F^^ fourni par (3.2.4.3), on obtient (3.4.2.1).

En tensorisant maintenant (3.4.2.5) à droite par c^y1, et en composant l'isomor-
phisme obtenu avec celui qu'on déduit de (2.4.4.1), on obtient un isomorphisme de
^y77^7 -bimodules à gauche

^m+s) ̂  c^1 -, F^{F^y ^ ̂ )) -^ F^{F^y ^^,1)).
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En lui appliquant /* pour la structure droite, et en utilisant Pisomorphisme f*F^ ^
F^/'*, on obtient un isomorphisme de (f-1^^, l^^-bimodules à gauche

r(^^^y1) ̂ F^n{F^y ^ OÇ1)).
ÛY'

Pour obtenir (3.4.2.2), on tensorise celui-ci à droite par ujx, et on le compose avec
Pisomorphisme (2.4.3.1) relatif au ^m)-module à gauche f^(F^ (^w 0 ^y1)).

Ô'Y'

Lorsque a est m-PD-niIpotent, les fondeurs et les isomorphismes mis en jeu dans
les constructions précédentes pour des relèvements locaux de Frobenius se recollent,
ce qui fournit globalement sur X les isomorphismes (3.4.2.3) et (3.4.2.4).

3.4.3. Supposons maintenant que S soit un schéma nœthérien de dimension de Krull
finie, et que f : X —^ Y soit un 5-morphisme quasi-séparé et quasi-compact. Le
fondeur /xe est alors de dimension cohomologique finie sur la catégorie des faisceaux
abéliens sur X. Sous ces hypothèses, on dispose donc, pour tout faisceau d'anneaux Q
sur X, d'un fondeur dérivé Rf* : D~(S) -)- D~{f^S). On définit alors un fondeur
/+ : D-(^) -^ D-(^) en posant, pour ê e D-(S^)

(3.4.3.1) /+(<?) = Rf. (^^ ^ S\\ ^y /

Ce fondeur dépend de m ; si nécessaire, nous le préciserons par la notation /+(m).
Sous les hypothèses de 3.4.1(b), on définit le fondeur /o+ de la même manière.

REMARQUE. — Supposons que S soit un schéma quelconque, que la dimension rela-
tive de X par rapport à S soit constante, et que Pon soit dans Pune des situations
suivantes :

(i) m = 0 ;
(ii) p est localement niipotent sur S.

Nous montrerons dans [7] que, dans ces deux cas, ^"^- est de Tor-dimension
finie sur Q^\ Le produit tensoriel dérivé SYÎ-X ̂ (m) ^ P^ alors être défini pour

^x
ê G ^(^j^), si bien que la formule (3.4.3.1) garde un sens pour ê C I^^^),
et définit un fondeur /+ : ̂ (i^) -^ ̂ (i^) sans hypothèse nœthérienne sur
5'. Néanmoins, pour les théorèmes de changements de base permettant de passer à la
limite projedive sur des quotients d'anneaux de valuation discrète, il est plus naturel
de travailler avec des complexes appartenant à D~(<3^)), de sorte qu'en pratique les
hypothèses faites plus haut seront les plus utiles.

3.4.4 THÉORÈME. — Supposons que les hypothèses de 3.0.1(\\Ï) et de 3.4-3 soient
satisfaites, et soient X , Y deux S-schémas lisses, fo : XQ —^ YQ un So-morphisme
entre leurs réductions modulo a, X ' , Y' des relèvements lisses sur S de X ^ ' , Y ç f ' .
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(i) Soient f : X -)• Y, f : X' -^ Y', Fx : X -^ X ' , Fy : Y -, Y' des relèvements
de /o, /o'\ ̂ /^, ̂ /^. Si Fy o / = f o Fx, il existe pour tout S' G ̂ -(^m))

un isomorphisme canonique de D~' (Q^ s )

(3.4.4.1) /+(»+.) ( F ^ ' ) -^ F^f^ (<?').

(ii) Supposons que a soit m-PD-nUpotent. Pour tout ê1 G D~{Q^), il existe un
isomorphisme canonique de D {Q^ s )

(3.4.4.2) /o+<^+.) (n:/so^) -^ F^sjS^')-

Plaçons nous d'abord sous les hypothèses de (i). Le foncteur exact F^r induit une
équivalence de catégories ̂ -(^m)) -^ ^-(^m+s)), et, d'après 2.5.6(i), un fondeur
quasi-inverse est fourni par <S ^-r F^3>y 0^(^+^ <f. Pour définir 1'isomorphisme

-^Y

(3.4.4.1), il sumt donc de définir un isomorphisme

r-ib /^(7n) /o, f ( ZT'* jp^ ^ ̂  f1 ( y?^
FY-^Y' (g) J+(^+^)(J^Xé ) ———^7+(m)(0 )

^m+s)

dans D-(^m)). Par définition, f^+s) {F^g'} = M/,(^), en posant

^ = Q^ ^ ^ F ^ g ' G D-Çf-1^^).
,(m+s)
XQi

Comme, d'après 2.5.3, F^^ est un i^^-module à gauche localement projectif
de type fini, le morphisme canonique

F^y ^ Rf. (^) -^ Rf. (f~1 (F^^) ^ ^\
^rn+.) \ /-l^Tn+s) /

est un isomorphisme de D'Ç^^). Comme / = // en tant qu'application continue
entre espaces topologiques, on est ainsi ramené à définir un isomorphisme

(3.4.4.3) /-W^) ^ O^^ ^ W) -^ ̂ ix' ^ ^f-l<^(m+s) ^(m+s) ^(m)J -^Y -^X -^X'

dans^-C-1^).
Grâce à (3.4.2.2), on dispose d'un isomorphisme canonique de bimodules

^ -^ FUW^y 0 ^y1)) 0 ̂ ).

\ Uy-l u X 1

En appliquant l'isomorphisme d'invariance du produit tensoriel (2.5.7.1), on obtient
alors dans ^-(/-l^m+5)) l'isomorphisme

^CT ^ W -^ (W^y ^ ^v1)) ^ ̂ /) ^ ^-
/^.(m+.s) V ' 0^1 0vl / f-^C7")
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Le terme de gauche de (3.4.4.3) s'identifie ainsi à

r1^^) ^ (r^^y 0 ^1)) 0 c^/) ^ ^/
^-l^rn+.A ^ ^ /^ ^^

^(rW^) 0 r^g^ 0^)) 0 ^) ^/.
v .f-l^^0 ^/ f-1^, > ^rn)

Or on dispose de l'isomorphisme de ^J^-bimodules (2.5.5.1)

^^m) 0 F^»)^^
^m+s)

qu'on peut tensoriser à droite par ù;y1 pour en déduire un isomorphisme de 3>y-
bimodules à gauche

F^y 0 F^(^y 0 ^1) —> ̂ m) 0 ccÇ1.
^m+â) ' ^y/ ^y,

En lui appliquant /-1, et en tensorisant à droite par u j x ' , on obtient un isomorphisme
de (/-^^^^-bimodules

rW^) 0 r1^^^ 0 ^1)) 0 ^^i^/.
^-1^-+.) 'ë ^^ / f-^Y, Y ^x

II suffit alors de le tensoriser par ê1 pour obtenir Pisomorphisme (3.4.4.3).
Si on suppose que a est m-PD-niIpotent, on peut construire Pisomorphisme (3.4.4.2)

en suivant la même méthode : le lecteur s'assurera que, sous cette hypothèse, cha-
cun des isomorphismes utilisés dans la construction précédente reste bien défini sans
supposer les morphismes relevables (compte tenu de ce que / = f = /o en tant que
morphismes d'espaces topologiques).

3.5. Foncteur dual

Nous complétons cet examen des compatiblités entre le fondeur F* et les opéra-
tions de la théorie des ^-modules en mentionnant le cas du fondeur dual, dû à A.
Virrion (c/. [40], [4l], [42]).

3.5.1. Rappelons d'abord la définition du fondeur dual. On se place sous les hy-
pothèses de 3.0.1(i), et on suppose X de dimension relative constante d sur S. Si
ê ç D~{<3l^)), on définit le complexe dual de S comme étant

(3.5.1.1) D(^) = Rj^om^(^) (<^, ̂ m) 0 ^[d]).
X 0^

Avec cette généralité, le complexe ID)(<f) appartient à ̂ (i^), mais cette défini-
tion est surtout intéressante si <f e ^parf^iT^ auquel cas D(<f) est aussi dans
^parK^^ ) [42, 1 (3.3)]. On remarquera que, grâce à l'involution f3x définie en
(1.3.4.3), on peut indifféremment utiliser la structure gauche de i^-module de
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^x ®^x ^x1 P0^ définir la linéarité dans le foncteur j^bm, et la structure tor-
due pour définir la structure Q^ -linéaire à gauche de B(<f), ou bien l'inverse. Si
nécessaire, nous préciserons le schéma X et le niveau m intervenant dans la définition
de ŒD par une notation telle que D^ .

3.5.2 THÉORÈME ([42, II (3.2)]). —On suppose vérifiées les hypothèses de 3.0.1(iii).
(i) Soit F : X —^ X ' un relèvement de Fj^ ,g . Pour tout ë' G D~(S^n ), il existe

un isomorphisme canonique de D^{Q^ 8 )

(3.5.2.1) D^^F*^ -^ F*?^^).

(ii) Si a est m-PD-nUpotent, il existe pour tout ê" ç. D~{0>^ ) un isomorphisme
canonique de D+^j^^)

/Q f. o o\ T^^(Î7^+S) 17' s * ipi ^ ̂  i7< s * Tn^777') ( y9^
(3-5'2'2) ^X ^Xo/So6 ——> ^ X o / S o ^ X ' ( é ) •

Nous renvoyons à [42] pour la démonstration dans le cas (i). Celle de (ii) est
analogue, les isomorphismes employés restant définis sans hypothèse de relevabilité
sur F^ i g lorsque a est m-PD-niIpotent.
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CHAPITRE 4

F-^t-MODULES

Dans ce chapitre, on fixe un anneau de valuation discrète complet Y d'inégales
caractéristiques, et on note K son corps des fractions, m son idéal maximal, k son
corps résiduel, supposé de caractéristique p. Tous les schémas formels considérés sur
^ sont supposés munis de la topologie m-adique, et localement de type fini sur Y.
L'indice Q désigne la tensorisation d'un faisceau abélien par Q.

Soient y un ^-schéma formel, SK un J^-schéma formel lisse. Nous étendrons
d'abord le théorème de descente par Frobenius aux modules sur les anneaux d'opé-
rateurs complétés ^^n (relatifs à c^), et sur leur limite Q>^ lorsque m —^ oo. Nous
donnerons ensuite deux applications importantes de ces résultats : d'une part, nous
montrerons que l'action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham d'un &Ço-
module est un isomorphisme ; d'autre part, lorsque y = SpfY, ces résultats nous
permettront de calculer la dimension homologique des faisceaux d'anneaux Q^ , et
de borner celle des faisceaux ^^Q et Q^ Q.

Nous introduirons ensuite la notion de F-Q^ ^-module, z.e. de Q^ ^-module muni
d'une action de Frobenius. Dans la dernière section, nous expliquerons comment on
peut considérer cette notion comme la généralisation naturelle dans le cadre de la
théorie arithmétique des ^-modules des notions de F-isocristal convergent et surcon-
vergent.

Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, nous n'étendrons pas ici les théo-
rèmes prouvés dans le chapitre précédent sur la compatibilité de -F* aux opérations
de base sur les ^-modules au cas des 3^ -modules ou des Qr^ ^-modules, renvoyant
pour cela à [7], où nous donnerons une construction systématique de ces opérations
prenant en compte les conditions de complétion nécessaires. Nous expliciterons néan-
moins ici dans le cas des modules cohérents la commutation de F* à l'extension
du faisceau d'opérateurs d'opérateurs (cf. 3.1). C'est en effet cette propriété qui va
nous permettre de ramener l'étude des F-S^- g-modules cohérents à celle des Q ^ ) -
modules cohérents munis d'une action de Frobenius en un sens convenable, grâce au
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théorème d'équivalence 4.5.4. Nous en déduirons alors le corollaire remarquable sui-
vant : bien que, comme nous le verrons en 4.2.3, l'anneau Q^ ^ ne soit pas un faisceau
d'anneaux nœthériens, la catégorie des F-Q^ ^-modules cohérents est une catégorie
nœthérienne.

4.1. Descente des S^ -modules

Rappelons que, si e est l'indice de ramification absolu de Y, on peut munir l'idéal
m d'une m-PD-structure si et seulement si p171 ^ e / ( p — 1). Une telle structure est
alors donnée par un idéal m^, où k est un entier tel que e / ( p — 1) <, k <^ inf(e + l.j/")
(cf. [5, 1.3.1]). De plus, d'après la proposition A.4 de l'appendice, cette structure est
topologiquement m-PD-niIpotente si et seulement si e / ( p — 1) < p171.

Pour ne pas être limités dans certaines applications par des hypothèses sur l'indice
de ramification, nous serons ainsi amenés à considérer non seulement des relèvements
du Frobenius relatif de la réduction modulo m d'un y-schéma formel °K', mais, plus
généralement, des relèvements du Frobenius relatif de la réduction de SK modulo
un sous-idéal de m contenant p. On supposera donc fixés dans la suite un tel idéal
a, et un idéal b C a qui soit un PD-idéal et munisse a d'une m-PD-structure : si
a == m^, b = m^, b munit a d'une m-PD-structure si et seulement si e / ( p — 1) ^
k < inf(e + h.p'^'h), et cette structure est topologiquement m-PD-niIpotente si et
seulement si e / ( p — 1) < p^h (cf. A.4).

4.1.1. Pour tout ^-schéma formel c-^, nous noterons Si la réduction de J^ modulo
a^1. Comme bi = b +pY est principal, la PD-structure de bi s'étend à ffsi' L'idéal
b^Si munit donc affsi d'une m-PD-structure, ce qui nous permettra d'utiliser sur Si
les résultats des chapitres précédents.

Si SK est un ^-schéma lisse, nous noterons ^ ^ ' 1 ^ ' - , ou simplement ̂ / lorsqu'au-
cune confusion n'est possible, le faisceau

^(m) ._ •j,^ ^(m) /n^1^771) ^ •Hm ^m^
-^ •— ^m-/'^•/^'/a -//^/^'—^m-//Xi/Si'

i i

Comme dans les chapitres précédents, nous travaillerons plus généralement avec
des faisceaux d'opérateurs différentiels à coefficients dans une ff^ -algèbre Se ̂  munie
d'une action compatible de Qa^ : si Se ̂  est une telle algèbre, de réduction Sëxi sur
Xi^ nous noterons

&y = ̂ ^y^ := ̂ m(^ ̂  ̂ v^1 (^ ̂  ̂ )
^ Um^x. ^ ^L^- ^ x i 's i

le faisceau d'anneaux séparé complété m-adique du faisceau d'anneaux Se 3^ 0 Q^ .
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Soit s un entier. Si F : ̂  —^ ^ ' est un morphisme de e^-schémas formels lisses
relevant F ^ ^ g ^ , et si ê1 est un ^^-/ -module, nous noterons comme sur les schémas
usuels F*<T = ̂  (g)^, ^/, F^ = ^bm^,(^-,<T). Nous supposerons donnée
une ^-/-algèbre ^g^i munie d'une action de Q^), et nous poserons ̂ '̂  = F*^^-/.
Alors chacune des algèbres F^gê^ est munie d'une action naturelle de ^j^^, de
sorte que, par passage à la limite, on dispose encore d'une structure d'anneau sur
^(m+s) _ ,. ^ ^Çrn^s)
-^jr — 1̂ .111 z<^X, '<y -^Y-

EXEMPLE. — Reprenons la situation considérée en 2.2.8(ii) : on suppose donnés un
diviseur Z C XQ, d'image inverse Z ' C X^\ et un entier r tel que p77^1^. Grâce à
2.2.9, on dispose pour tout i d'un isomorphisme ^m+s) -linéaire F* â § x ' ( Z 1 ' . r ) ̂
âêxAZ.p8^. D'après leur construction, ces isomorphismes sont compatibles pour i
variable, de sorte que, si l'on pose

S ê ^ ' = ̂ ^ ' ( Z ^ r ) = ̂ mA/(^), Sëgc = ̂ (Z.p'r) = ̂ m^x.^P^),

on en déduit un isomorphisme d'algèbres Q^ -linéaire

(4.1.1.1) F^^ÇZ^r) -^ ^(Z.^r).

Les résultats qui suivent s'apliquent donc au couple d'anneaux

^ = ̂ i^xi(Z^r) 0 ̂  et ^+s) = ̂ m^ÇZ^p^) 0 ̂ J .̂

4.1.2 PROPOSITION. — Soient s e N, ^ un ^-schéma formel, ^ un y-schéma
formel lisse, XQ —^ SQ sa réduction modulo a, F : ̂  —^ X 1 un morphisme de y-
schémas formels lisses relevant F8 ,ç . Alors :

(i) F^Qy , F^Qy et F^F^Q^) sont respectivement munis de structures ca-

noniques de (Q^^, ^))-bimodule, de (^ ̂ ^s} )-bimodule, et de ^+s)-
bimodule ; déplus, l'homomorphisme canonique

I^*rb^(m) r*^771) (rpQ'n ^ ̂ (m) _s, 771*7^^(m)^^^^^^' ~ ^ ^ ^ - / / ^ < \yesp. r^^, — ^ ^ ^ b ^ ^ , }

est S ̂ n'~{~s)-linéaire à gauche (resp. à droite), et identifie localement F^Q^) (resp.

F\Q^)) à un facteur direct de F^F^Q^) sur ̂ +s).

(ii) II existe un isomorphisme canonique de ^ v + s -bimodules

(4.1.2.1) ^j^ ̂  F^F^y.

(iii) II existe un isomorphisme canonique de &' -bimodules

(4.1.2.2) F^^ 0 F^^ -^ ̂ ).
^+a)

Si ̂  est un ouvert affine de K tel qu'il existe sur UQ un système de coordonnées
locales relativement à 5o, et si les sections tj e T ( ^ , Ô ' ^ ) relèvent un tel système,
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alors, pour tout i, ffm est libre de type fini sur ffu'., de base les t"- avec 0 <, aj < p8.
Il en résulte que les homomorphismes

r1*^771) __y I™ r* ̂ (m) rb<^W __. i- rb^(m)
"g-^^"/ ^^^g-^X^ •> r^^' ^^^d-^X^ »

î i

77'* 77^ ̂ (m) __s. lim 77'* 77^ ̂ m)^^^^^1 ——^^^g^d^ ^
î

sont des isomorphismes. Par passage à la limite, on en déduit donc les structures
de bimodule annoncées sur Fg*^^, ̂ ^^ et Fg*F^ \̂ et le fait que les homo-
morphismes de (i) soient Q'^ 8 ) -linéaires. Pour en construire localement un scindage
(resp. une rétraction) 3>~^ s -linéaire, il suffit d'observer que la donnée des tj définit
une famille compatible de scindages ffx1. —^ ^x- (^P- rétractions ffx, —^ ^ x ' ) ^ x ' -
linéaires, d'où, par tensorisation avec Q^ et application de F* (resp. F^), une fa-

mille compatible de scindages ^g*^^ -^ F^F^Q^ (resp. rétractions Fg*F^^m) -^

F^x^) ^xm+s)-linéairest

Pour tout z, on dispose de l'isomorphisme de Sf^ s -bimodules (2.5.2.1)

^(m+s) _^^*^b^(m)^
-A. •i ^\ .

Il résulte de la construction de ces isomorphismes qu'ils sont compatibles pour i
variable, ce qui fournit Pisomorphisme (4.1.2.1) par passage à la limite. De même, on
dispose pour tout i de Pisomorphisme de ^m) -bimodules (2.5.5.1)

TT-^W ^ 77'*^^) -24 ^(m)-1- -£/vi yy J- -£/v i 7 -t/-yi ,x- ^(-+.) xi xi
" ^ i

et ces isomorphismes sont compatibles pour i variable. Comme les S^ s -modules
F^y et Fg*!̂ ? sont localement facteurs directs de ^n+s), Phomomorphisme
canonique

fUmF^^) 0 fUmF*^) ^HmfF^^ 0 F*^)
^T i ' ̂ s)^ g i ' ^ i ^m+s) i '

est un isomorphisme, et Pisomorphisme (4.1.2.2) en résulte.

REMARQUE. — Soit SK un Y-schéma formel lisse, de dimension relative d > 0. Il
résulte de Renoncé précédent que, si ^ est un ouvert affine de °K possédant un
système de coordonnées locales i\,.... td, et si m > 1, Panneau r(^, Q^ )) contient
des diviseurs de zéro. En effet, soit F : 3^ —^ 3^1 un morphisme de ^-schémas formels
lisses relevant la puissance m-ième du Frobenius relatif de la réduction de X modulo
p. Les sections ^QL, avec 0 <_ aj < p171^ forment alors une base de 0 ̂  sur ff^i. Si Pon
note (0a)o<^ai<pm la base duale de F^ûg^i = J^om^^, (^^-, ^'^r/), Pisomorphisme
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.(m)(4.1.2.1) s'explicite comme un isomorphisme de 2-^ -modules à gauche

^-^F^.4.

Si 1 = ^^ GQ_ est la décomposition de 1 G Q^ , on a nécessairement e^ 7^ 0 pour
tout a. D'autre part, on en déduit la relation e^ = e^ - 1 = ̂ ^ e^e^, avec e^e^ G
^*^ t êa. ̂ ù e^ = 0 si f3_ ̂  a, e| = e^.

Pour m == 0, r(^,.êy) est par contre un anneau sans diviseurs de 0 lorsque
^ est connexe. En effet, il est sans p-torsion, et séparé pour la topologie p-adique.
Notant ici XQ la réduction de X modulo m, il suffit alors de vérifier que r([/o, Q^))
est sans diviseurs de zéro, ce qui résulte par exemple de ce que, pour la filtration
par l'ordre, grr(Uo^^ ) est une algèbre de polyômes à coefficients dans l'anneau
régulier r([/o,^xo).

Signalons que, pour m >_ 1, la famille d'idempotents considérée ici a été explicitée
par Garnier [24, 2.5], grâce à la construction d'un opérateur différentiel d'ordre infini
H dont l'action sur 6^ fournit la trace relativement à ff^i, divisée par p^.

4.1.3 THÉORÈME. — Supposons les hypothèses de 4 - Î - 2 satisfaites.
(i) Pour tout S^) -module à gauche ê' (resp. S ̂ ) -module à droite ^' ), F*(^'

(resp. F^^' ) est muni d'une structure fonctorielle de Q^-module à gauche (resp.
à droite).

(11) Le fondeur F* (resp. F^) induit une équivalence entre la catégorie des S 1 ^ -
modules à gauche (resp. à droite) et celle des Q^ s -modules à gauche (resp. à
droite).

(lii) Le joncteur qui associe à un 3^ -module à gauche ê (resp. à un Q^ -
module à droite ̂ ) le Q^ -module à gauche F^^^^rn+s)^ (resp. le Q^ -module

à droite ̂  ç^^rn+s) F*Q^i ' ) est quasi-inverse de F* (resp. de F^).

En appliquant F* à l'isomorphisme canonique Qiy 0^(m) ê1 —4 ê1, on obtient
un isomorphisme

(4.1.3.1) F " ^ ) ^ € ' -^ F*^.
^

Grâce à 4.1.2(i), cet isomorphisme permet de munir F*<^ d'une structure de ̂ 7l+/-
module à gauche, fonctorielle en ^/, d'où (i). En tensorisant l'isomorphisme (4.1.2.2)
à droite par ê1, on voit que le foncteur ê >-> F^Q^) (g)^(m+^) ê est quasi-inverse
à gauche de F*. De même, en tensorisant l'isomorphisme (4.1.2.1) à droite par un
^^+s -module à gauche ê', on voit que ce fondeur est quasi-inverse à droite de F*.

Les assertions relatives aux modules à droite se prouvent de la même manière.

4.1.4 REMARQUES
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(i) Supposons que ê1 soit séparé et complet pour la topologie m-adique, de sorte
qu'il en est de même pour F " ê1. Pour tout i, F*(é91 / a ^ é " ) est muni ^}lne structure
canonique de ^m+s^ -module. Par passage à la limite, on obtient donc une structure
de ^7l+s^ -module sur F*^7. Cette structure coïncide avec celle qu'on définit dans
l'énoncé précédent au moyen de l'isomorphisme (4.1.3.1), car il suffit de le vérifier
modulo a^1 pour tout i, et d'appliquer à l'isomorphisme Q^ ^-linéaire

^m) ^ {ë'I^ê') -4 S'I^ë'^y
le fait que F* est un fondeur à valeurs dans la catégorie des Q'^ -modules.

(ii) Si ê1 est un Q^) -module à gauche, la structure de ^n+s) -module à gauche
construite sur F*^7 est indépendante du choix fait pour l'idéal b définissant la m-PD-
structure de a. En effet, il suffit par construction de le vérifier lorsque ê1 est l'un des
i^. Or, si b' est un autre idéal de Y munissant a d'une m-PD-structure, il existe
une relation d'inclusion entre b et b7 , par exemple b' C b, et b' est nécessairement
un sous-PD-idéal de b puisque Y est sans p-torsion. Il en résulte que les opérations
de puissances divisées partielles sur les ^x^m)^) sont indépendantes du choix fait
pour b. Par suite la factorisation ̂  de F^ construite en 2.2.2 ne dépend pas non plus
de ce choix, ce qui entraîne l'assertion.

(iii) Si l'on suppose donné un ^-morphisme de ^-schémas formels lisses G : ̂ / ->
3 K ' " relevant F 8 , . , alors, pour tout i^J-module é " ' , l'isomorphisme canoniqueXQ /So
F* o G * ê " ' —4(GoF)*<? est ^^+s+s/)-linéaire : il suffit encore de le vérifier lorsque
g " = Q^),, et cela résulte alors de 2.2.3(iii) par passage à la limite.

(iv) Si l'on suppose que a est topologiquement m-PD-niIpotent, et si F et F ' sont
deux relèvements du Frobenius relatif FJ^/^, les isomorphismes de recollement T F , F ' ''
F^Q^ —)- F*.^^ définis en 2.1.6 et 2.2.5 sont compatibles pour i variable, et

—l i i

fournissent par passage à la limite un isomorphisme canonique de { Q ^ ^ ' . Q ^ , )-
bimodules T F , F ' : F'*^ -4 F*^. Il en résulte que le (^+s), ̂ ^-bimodule
F*^y reste bien défini à isomorphisme canonique près sans supposer donné un
relèvement global de F^ ,g . On peut alors définir un fondeur Fj^.g^ de la catégorie
des Q^y) -modules à gauche dans celle des ^n+^ -modules à gauche en posant

^o*/^-^*^)^.^:(m)Q;'
3C

et les conclusions du théorème restent valables.
(v) Les conclusions du théorème entraînent formellement les conclusions analogues

pour les i^Q-modules (rappelons que, pour tout X', on note ^^Q = ̂ ^) ^ Q).
Observons qu'on peut étendre au cas formel l'énoncé de commutation 3.1.3 entre

F* et l'extension de l'anneau d'opérateurs différentiels :
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4.1.5 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 4.1.2, soient m' ^ m, ̂ / une 6^1-
algèbre munie d'une action compatible de 3>^, \ âê^i -> V^, un homomorphisme
d'algèbres Q^i-linéaire. Posons

^ = ̂ ^Q^\ ^ = F*^/, ^/+s) = ̂ ê^^).

Pour tout ê1 G D-^Q^)), il existe dans D-^Q^'^^) un isomorphisme canonique

(4.1.5.1) ^(m/+s) ^ F^'-^F^Qy ^ ^V
^(-+-) v ^ ^(-) /-^^- -^^-/

D'après la définition des structures de iÇ^^-module (resp. ^7l/+s) -module) au
moyen de (4.1.3.1), l'isomorphisme à prouver peut encore s'écrire

^'+s) ^ (F^y ^ ^)-4F*^') ^ (^') ^ g'\.
sï^ ^ sy ^ ^;)v ^ %>,) /

Par associativité du produit tensoriel, on est ainsi ramené à définir un isomorphisme
de(^/+s\^))-bimodules

(4.1.5.2) ^/+s) , ̂  F^y ̂  F^y.
^+s)

Comme F*^7 est un Q^ -module localement projectif de type fini, le produit
tensoriel de gauche est complet, et il suffit de passer à la limite projective à partir des
isomorphismes (3.1.3.3) sur les Xi.

REMARQUES

(i) Le lecteur prendra garde que, si l'on ne fait aucune hypothèse de finitude sur
le complexe ê ' ^ les produits tensoriels qui interviennent dans cet énoncé ne sont pas
complets en général. Nous renvoyons à [7] pour les énoncés mettant en jeu des produits
tensoriels dérivés complétés. Lorsque Se g ^ i vérifie les conditions de [5, 3.3.3], de sorte
que Q^) et ^^+s) sont des faisceaux d'anneaux cohérents, et que é" ç D^ÇS^),
les produits tensoriels algébriques considérés ici coïncident avec les produits tensoriels
complétés que nous utiliserons dans [7].

(ii) Lorsque a est m-PD-niIpotent, l'énoncé reste valable pour le fondeur FJ^* ,g
en l'absence d'un relèvement global de Frobenius.

4.2. Descente des ^^-modules

Par passage à la limite pour m variable, nous déduisons maintenant des résultats
précédents des énoncés analogues pour les ^î^-modules.
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4.2.1. Avec les notations de 4.1.1, soit (^^^m^mo un système inductif de G^-
algèbres complètes pour la topologie m-adique. Supposons que, pour tout m, l'algèbre
â§y soit munie d'une action compatible de ̂ ^\ et que l'homomorphisme ̂ ' —t
Sè^^ soit semi-linéaire par rapport à l'homomorphisme Q^ —^ ^7l+/. Nous
noterons encore Q^ = ^^^0^^^ le faisceau d'opérateurs différentiels obtenu
par complétion p-adique de ^^ 0^- S^\ et nous poserons

^=lnn^\ ^^lim^^lim^^ê^^).
m m Tn

Soit a C m un idéal contenant p. Fixons un PD-idéal b C a (par exemple, b = (p)).
Quitte à augmenter mo, on peut supposer que, pour m > mo, b munit a d'une m-
PD-structure. On observera que, quitte à remplacer mo par mo + 1 si nécessaire, on
peut supposer de plus que cette structure est m-PD-niIpotente (cf. A.4). Pour tout z,
nous noterons encore Si la réduction modulo d^1 d'un y-schéma formel V.

Soient s un entier, F : SK —^ 3^' un morphisme de e^-schémas formels lisses
relevant F^ ,g , F*, Fb les foncteurs correspondants (cf. 4.1.1). Nous supposerons
donné sur ^ ' un système inductif d'algèbres (Së^)m>mQ comme précédemment,
et nous poserons Sê^^^ = F*^^?. D'après la remarque de 2.2.3, les homomor-
phismes F*^^? -^ F" Së^^ sont semi-linéaires par rapport à l'homomorphisme
^m) ^ ^n+l). Les ^^+s) forment donc un système inductif de û^ -algèbres
du type précédent. Nous noterons ^J^/, Q^ les faisceaux d'opérateurs différentiels
correspondants.

EXEMPLE. — Les faisceaux de fonctions à singularités surconvergentes le long d'un
diviseur fournissent un exemple type de la situation considérée ici. Reprenons en effet
les hypothèses de l'exemple de 4.1.1, et, pour tout m, posons ^^1 = S Ô ^ ' (Z^p77^1),
de sorte que, avec les notations de [5, 4.2.4 et 4.2.5], on obtient âë^, = ^'r^Z7),
Qi^, = ^,(+Z'). On déduit d'autre part des isomorphismes (4.1.1.1) l'isomorphisme

(4.2.1.1) F^ff^^Z1) -^ ^(+^),

de sorte que l'on obtient également 3^ = ̂ -(+Z).

4.2.2 PROPOSITION. — On suppose satisfaites les hypothèses de 4-2.1.
(i) F*^^ , F^Qy, et F*F^3>^, sont respectivement munis de structures cano-

niques de (Q^,Q^,), (^^^) et Q^- -bimodules. De plus, l'homomorphisme
canonique

F^F^. —. F^, (resp. F^, —. F^F^)

est S^r-linéaire à gauche (resp. à droite) et identifie localement F^SI^, (resp. F^Q^,)

à un facteur direct de F^F^^,.
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(ii) II existe un isomorphisme canonique de 3^ -bimodules

(4.2.2.1) ^-^F^F^,.

(iii) II existe un isomorphisme canonique de Q^,-bimodules

(4.2.2.2) F^, 0 F;^-/ -^ ̂ /.
^

Par passage à la limite inductive, on déduit de 4.1.2(i) les structures de bimo-
dule annoncées. Comme les scindages locaux F*^^, —^ F^F^Qy (resp. les ré-
tractions locales F*F^Qy —^ F^S^, ) construits en 4.1.2 sont déduits du scindage
^ ^ ' —^ ff^ (resp. de la rétraction ff^ —^ ff^i) défini par un système de coordonnées
locales, ils sont compatibles pour m variable, de sorte qu'ils fournissent par passage
à la limite un scindage ^^--linéaire F*Q^, —^ F*F^^/ (resp. une rétraction Q^-
linéaire Fg*F^1^ -> F^^r/).

On obtient de même les isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) par passage à la limite
inductive à partir de (4.1.2.1) et (4.1.2.2).

REMARQUE. — II résulte de la remarque (ii) de 4.1.4 que les structures de bimodules
et les isomorphismes construits ici ne dépendent pas du choix auxiliaire du PD-idéal
6 que nous avons utilisé pour appliquer les résultats de la section 4.1.

4.2.3 COROLLAIRE. — Soit 3^ un ^-schéma formel affine et lisse de dimension re-
lative d ̂  1. Les anneaux F(^, ̂ ) et F(^, ̂ ^) ^ F(^\ ̂ ) (g) Q ne sont pas
nœthériens.

L'assertion relative à F(^, S^-) résulte simplement de ce que sa réduction modulo
a est l'anneau des opérateurs différentiels usuels F(Xo, ^Xo)? q111 n'est pas nœthérien.

Pour montrer l'assertion relative à F(^, S^r o), on peut supposer que a = b = (p).
Choisissons pour tout m > 1 un Y-schéma formel lisse ^m^ relevant X^\ et un
y-morphisme Fm : X^-^ -^ X^ relevant ^(—i)/^ : ̂ m-l) -> X^. Soit

^m '' ^tr(m-i) —^ ^m^^-(m) l'homomorphisme canonique, qui envoie 1 sur 1 0 1.
Posons

F^) = Fm o Fm-1 o ... o Fi : ̂  -^ ̂ M,

Q{m) ̂  F(^-l)*(^) o F^-2)*^.!) o . . . o ̂  : ̂  -> F^)*^^ ,

et soient <, = Ker{0^ 0 Id : ̂ ^ ̂  F^)*^^)^), Am = r(JT,<,). Les Am
forment une suite croissante d'idéaux à gauche de r(^, 3^ ^) , et il suffit de vérifier
qu'elle n'est pas stationnaire.

D'après 4.2.2, 6m est surjectif pour tout m, et son noyau s'identifie à

^(^n) ^ Ker(^^ ̂  ̂ (.))),
^(-)
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rexposant v désignant le dual ^^( m) -linéaire. Comme ^^-(m-i) est localement libre de
rangp^ > 1 sur ^-(m), et ^^-(m) sans p-torsion, Ker(^0ld) est non nul. Puisque les
Fi sont fidèlement plats, les homomorphismes F^'^^^m-i) 0 Id sont également
surjectifs et de noyau non nul, de sorte que les s^rn forment une suite strictement
croissante d'idéaux à gauche de 3>^ ^. Comme ils sont cohérents (et même localement
projectifs de type fini) sur 3>^ Q, l'assertion résulte alors du théorème A [5, 3.6.4].

4.2.4 THÉORÈME. — Sous les hypothèses de ^.2.1, le fondeur F* (resp. F^ ) définit
une équivalence de la catégorie des Q^i-modules à gauche (resp. à droite) avec celle
des Q^-modules à gauche (resp. à droite). Le fondeur ê ^-r F^Q^, (g)^t ê (resp.

^ ^-f- ̂  0^+ F^Q^,) est quasi-inverse de F* (resp. F^).

Soit €1 un ^^-/-module à gauche. Compte tenu de 4.2.2, la structure de .^--module
à gauche de F^ê1 est fournie par l'isomorphisme canonique

F*^/ 0 ^-4F*^.
^

Le fait que le fondeur ê i-> F^Q^, 0^+ ê soit quasi-inverse de F* se déduit encore
des isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) en procédant comme en 4.1.3.

REMARQUES

(i) Comme on l'a observé en 4.2.1, la m-PD-structure de a est m-PD-niIpotente
pour m > mo + 1. Il s'ensuit que, si F et F1 sont deux relèvements de Frobenius,
les isomorphismes T F , F ' '' F ' * Q^) —^ F*^77 sont définis dès que m > mo + 1.
On obtient donc, sans hypothèses sur Y ni sur a, un isomorphisme canonique de
(^^-,^^/)-bimodules T F , F ' '' F^S^r, —^ F*i^-/. En recollant par ces isomor-
phismes les bimodules F*^J^/ définis par des relèvements locaux de Frobenius, on
obtient donc un bimodule qu'on notera encore F*^^-/, bien défini même s'il n'existe
pas de relèvement global du Frobenius relatif. En utilisant le bimodule F*^^-/ ainsi
obtenu, on peut procéder comme en 4.1.4(iv) et généraliser la construction du fondeur
F* de la catégorie des ^-/-modules dans celle des ^^--modules sans supposer l'exis-
tence d'un relèvement global F ; le théorème précédent reste alors valable. On notera
que le fondeur F^* ,g ainsi obtenu est encore indépendant du choix du PD-idéal
b C a.

(ii) Le théorème implique formellement l'énoncé analogue obtenu en remplaçant
^/ et ̂  par Q^,^ et ^Î^Q.

Notons enfin que le fondeur F* (resp. F^/^) commute à l'extension du faisceau
d'opérateurs différentiels au sens suivant :
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4.2.5 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 4.2.1, soit ê1 e D-^Q^)). Il existe
dans D~(g(3^) un isomorphisme canonique

(4.2.5.1) ^ ^ F*^ -^ F ' ^ ' ^ ^Y^(m+s) ^(m)^se -t' x<

Utilisant l'associativité du produit tensoriel, on se ramène encore à prouver l'énoncé
dans le cas où ê ' = Q ̂ i - II résulte alors de (4.1.5.2) par passage à la limite inductive
lorsque m1 —> oo.

4.3. Action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham

Nous explicitons maintenant quelques conséquences des théorèmes de descente qui
précèdent, en montrant notamment que les flèches de fonctorialité induites par Fro-
benius sur la cohomologie de de Rham d'un Q^^ -module ou d'un Q^ ^-module
sont des isomorphismes. Ce résultat généralise le théorème classique sur l'action de
Frobenius en cohomologie cristalline [9, 1.3].

Dans cette section et dans la suivante, nous aurons à utiliser le complexe de Spencer,
qui sert en caractéristique 0 à fournir une résolution de ffx localement libre de rang
fini sur Sx- Nous préciserons donc d'abord dans quelle mesure il peut encore être
employé à cet effet sur les anneaux d'opérateurs différentiels considérés ici.

4.3.1 PROPOSITION. — Soient X —^ S un morphisme lisse entre deux schémas quel-
conques (resp. entre deux "^-schémas formels), d la dimension relative de X sur S,
y^ = (fî^^ le faisceau tangent de X relativement à S.

(i) II existe un homomorphisme canonique S^x -^ ^x ^ induisant un isomorphisme

(4.3.1.1) S^-^gr^

entre l'algèbre symétrique de S^x et le gradué associé à Q^ pour la filtration par
l'ordre.

(ii) L'application Q^ —> ûx envoyant un opérateur P sur P ' 1 fait du complexe
de Spencer

^0) ^ ̂  ̂  ... ̂  ̂ °) ® ̂  ̂  ̂ °),
0'x ^X

une résolution Q^ -linéaire de ffx-

On sait (voir par exemple [1, ch. II, prop. 2.1.5]) que l'homomorphisme canonique
Q^ -> 3>x induit entre les opérateurs d'ordre < 1 un isomorphisme Q^i —^ ^x,i-
On en déduit l'existence d'un homomorphisme ^jc-linéaire S^x —^ ^x factorisant
l'homomorphisme usuel e^x -> ^Xi et induisant un isomorphisme S^x —^ g^i ^ x '
Pour vérifier que l'homomorphisme §(<%) —^ gr^y qui en résulte est un isomor-
phisme, on peut se placer sur un ouvert où X possède des coordonnées locales, et cela
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résulte de la description de la structure d'anneau de Q^ donnée dans [1, ch. II, cor.
4.2.6], ou [5, 2.2.4].

Rappelons que la différentielle du complexe de Spencer est donnée par

P 0 (ui A • - • A Uk) '—> ̂ (-lY^Pui 0 (^i A • • • A Ui A • • • A Uk)
i

+ y^-l)^? 0 ([ui.Uj] /\u-t A — f\Ui A -• /\Uj A — A^fe) .
i<j

Comme dans le cas classique [28, 1.6], on voit qu'il donne une résolution de ^x en
munissant le terme Qf^ 0 A^^ de la filtration produit tensoriel de la filtration par
l'ordre sur Q^\ et de la filtration de A^^ égale à 0 en degrés < A-, et à A^x en
degrés >_ k, puis en passant au gradué associé, ce qui ramène au complexe de Koszul
d'une algèbre de polynômes.

REMARQUE. — En général, la flèche §(<%:) —^ gr S^ n'est pas un isomorphisme
pour m > 1, et, de même, le complexe de Spencer sur ̂ / n'est pas une résolution
de G\ : on s'en convaincra immédiatement à partir des relations de [5, 2.2.4].

4.3.2 COROLLAIRE. — Soient ̂  un anneau de valuation discrète complet d'inégales
caractéristiques (0, p), ^ un y-schéma formel, SK un ^-schéma formel lisse. Alors
le complexe de Spencer Q^/ 0 A* <%- est une résolution ^^) -linéaire de 6^.

En notant Xi —^ Si la réduction modulo m^1 de ^ —f ̂ , le complexe

^0A-^- -t G^

est la limite projective des complexes Q^. (g) A* e^ —> ffxi • Or chacun de ces com-
plexes est acyclique d'après la proposition, et ils forment un système projectif de
complexes à termes quasi-cohérents, et à morphismes de transition surjectifs, donc
acy cliques pour le fondeur Uni. Par passage à la limite, on obtient donc encore un
complexe acyclique.

Comme dans le cas algébrique, le complexe de Spencer ^7l) 0 A*<%- n'est pas en
général une résolution de 6^ si m > 0. Par contre, l'énoncé suivant montre que l'on
obtient une résolution après tensorisation par Q.

4.3.3 PROPOSITION (cf. [3, 3.2.2]). — Soient"^ un anneau de valuation discrète com-
plet d'inégales caractéristiques (0, p), <y un ^-schéma formel, SK un ^-schéma for-
mel lisse. Pour tout m, le complexe de Spencer S^^q 0 A'<%- est une résolution

S^-linéaire de ^jr,Q- De même, le complexe S^ Q 0 A'<%- est une résolution

Q^ ^-linéaire de ^-,Q.

Pour tout m, l'homomorphisme canonique Q^) —> Q^ donne un isomorphisme
après tensorisation par Q. D'autre part, comme ^7l est à sections nœthériennes
sur les ouverts affines, ^7l) est plat sur ^7l) (cf. [5, 3.2.3]). Par conséquent, Q^\
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est plat sur ^^Q. Le complexe de Spencer usuel étant une résolution de ^r,Q sur
^ï\^ le complexe ̂ M 0 A'^ est une résolution de ^(m) (g)-.(o) ^r o. Le calcul5 ' se o 5

en coordonnées locales ramène alors à vérifier que l'homomorphisme canonique
^(m) / V-^ ^(m) a __^ ^

-<-r,Q/ Z^ -^^^ûi —^ ^^Q
î

est un isomorphisme, ce qui résulte de [3, (3.2.1)].
L'assertion relative à S^r^ (g) A"^- résulte alors de la précédente par passage à

la limite.

4.3.4. Revenons maintenant aux conséquences des théorèmes de descente. A partir
de 4.1.2 et 4.1.3, on peut reprendre les raisonnements de 2.3.8, 2.5.3 et 2.5.7, et en
déduire que les énoncés analogues sont valables sur ^(m) et ^(m+s) ainsi que sur•~( \ •~~' i \
^^,0 et ^^,Q • De même, grâce à 4.2.2 et 4.2.4, on peut étendre ces propriétés à
S>^, et i^-, ainsi qu'à ̂ / Q et 3>^ ̂  Pour abréger, nous les énoncerons simplement
sur Q^) et ̂ ^ :

(i) Les ^+s)-modules F*^^ et F^S^} sont localement projectifs de type fini
(respectivement à gauche et à droite). Un Q^) -module à gauche ê1 (resp. à droite
^/) est localement projectif de type fini si et seulement si F*ê1 (resp. F ^ ^ ' ) est
localement projectif de type fini sur ^n+/.

(ii) Si ^^i est telle que, pour tout i, ^^ soit une ^/-algèbre quasi-cohérente
à sections nœthériennes sur les ouverts affines, un Q^) -module à gauche ê ' (resp. à
droite ̂ /) est cohérent si et seulement si F*^' (resp. F^') est un i^^-module
cohérent.

(iii) Un ^^-module à gauche ê1 (resp. à droite ^/) est plat si et seulement si
F*<T (resp. F^') est plat sur ̂ +s).

(iv) Soient ê1 e D-^Q^\ ̂  e ̂ -(^/)d). Si / : ̂  -, y est le morphisme
structural, il existe dans D~(f~1^'^) un isomorphisme canonique

(4.3.4.1) F^1 ^ (t) F*^ -^ ̂  ^ <r.
^+s) ^y

(v) Si <T G ^+(g^)) et ^1 e D^&^), le foncteur F* induit des isomorphismes

(4.3.4.2) R^om^)(^,^) -^ R^om^^)^*^,^*^),
- "3C 1 -^ 3C

(4.3.4.3) RHom^)Gr,<?') -4 RHom^+.)(F*^',F*<?').
^"/ •^ SC

En particulier, lorsque m = 0, ces isomorphismes fournissent des isomorphismes

(4.3.4.4) ^, 0 ^/ ̂ R^o^^(^^*^
6' SKI ^

(4.3.4.5) R^dR(^ /,^ /) -^ RHom^)(^,F*^).
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Comme toujours, l'hypothèse d'existence d'un relèvement global de Frobenius peut
être supprimée si la m-PD-structure de a est niipotente.

Lorsque l'on tensorise par Q, l'isomorphisme (4.3.4.2) entraîne que l'action de Fro-
benius sur la cohomologie de de Rham d'un ^^/^-module est un isomorphisme :

4.3.5 THÉORÈME. — Sous les hypothèses de 4.1.2, soit ê1 e D^^Qi^,}^) (resp.
^(ë<^^r' o))' Alors le morphisme induit par fonctorialité par F entre les complexes
de de Rham

(4.3.5.1) f^/ (g) ê1 —> ̂  0 F*^
0^, Ggc

est un quasi-isomorphisme. Lorsque <§" ç D^^Q^, ̂ ), ou lorsque ê1 ç D^^Qy^
et que a est m-PD-nUpotent, ce quasi-isomorphisme reste bien défini dans la catégorie
D^~(f~l(Ô>^)) sans supposer qu'il existe un relèvement global de Frobenius (en notant
f : % -^ ^).

Comme F*ff^-' = 6^, on déduit de (4.3.4.2) l'isomorphisme

Rjfom^) (^/,Q,^) ̂ R^om^+^^^F*^).
-%',Q -^^-.Q

D'après 4.3.3, on peut calculer ces fondeurs dérivés en prenant d'une part la résolution
de Spencer de ff^i^ sur 2 g^i 9, d'autre part la résolution de Spencer de ^^,Q sur

^^0 ^n °btient ainsi des isomorphismes

l y , 09 ê1—t n^ orn^rrz) ^^',Q,<n^/ 0 ^'-^R^torn^) (^/,Q,^),
Ggç, ^/,Q

n^ (g) F*^ ^4RJ^om^(^+.)(^,Q,F*^/),
0^ -^^-,Q

d'où par composition un isomorphisme dans la catégorie dérivée

(4.3.5.2) Q^/ 0 ê1 -^ n^- 0 F^',
ff^i ^x

qui reste bien défini globalement sans hypothèse sur l'existence de F lorsque a est
m-PD-niIpotent, car c'est le cas pour l'isomorphisme (4.3.4.2).

Il reste à s'assurer que cet isomorphisme est bien celui que définit F par fonctorialité
entre les complexes de de Rham. Par construction, (4.3.5.2) est le quasi-isomorphisme

n^/ (g) ê1 —4- J^bm-(^) (^Q ̂  A" y^', ̂ )
%' ,Q '

-^^am^^^^^W^F^1}.

Pour le comparer à (4.3.5.1), on construit un morphisme de complexes

^y ® A- ̂  -^ F * (^SQ ® A- ̂  )
de la manière suivante. Pour tout k, on dispose d'un homomorphisme canonique

^y ® A^^y ̂  ̂ +s} ® F* ^k gr^.
' ^ se ' ^ %
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Grâce Pisomorphisme (4.1.2.1), on obtient ensuite les homomorphismes

^y ^ ̂  ̂  ̂  -^ ^So 0 ̂  ^ F* ̂  y^,
GX ' 0gçl Ggç

-4 F^^Q 0 ^ - 0 ^k^,
6%< ff S K >

ev!. P^W (0) / . k ^
~ ° € ' ' ,Q) ^ A ^ ^ ' i

^ %'

le dernier étant défini par l'évaluation en 1 sur G\ = J^om^ .{ff^^^'Y Pour
vérifier qu'on obtient bien un morphisme de complexes, on peut procéder par réduc-
tion modulo m^1 pour tout i, puis passer aux duaux ^-linéaires en utilisant la
filtration par l'ordre : en revenant à la construction donnée en 2.5.2, on voit alors
facilement d'une part que le dual de l'homomorphisme ainsi construit est défini par
les homomorphismes ̂ '^ 0 ̂ / ->• ^ï^Çm+s) 0 ̂  induits par F, et d'autre
part que les différentielles de ces complexes correspondent par dualité aux linéarisa-
tions des différentielles des complexes de de Rham (au sens de [26, 6.2] et [1, ch. IV,
3.1]). L'assertion en découle, d'où l'énoncé relatif à ̂ j^. L'énoncé relatif à 3>^ ^ se
prouve de la même manière.

4.4. Dimension homologique

Soient X un /.--schéma lisse, 5^ un y-schéma formel lisse de dimension relative d.
Le théorème de descente par Frobenius va nous permettre ici de ramener l'étude de
la dimension homologique des faisceaux d'anneaux Q^ et 3>y à celle de Q^ et^/o\ ^ A

Q ̂  ' Nous en déduirons que, si JT est affine, la dimension homologique des anneaux
r(Jr, ̂ )) est égale à 2d+ 1, et que celle des anneaux r(JT, Q^) et r(Jr, ̂  ̂ )
est respectivement majorée par 2d et 2d + 1.

4.4.1 LEMME. — Soient S un schéma quelconque, et X un S-schéma lisse purement
de dimension relative d sur S.

(i) Le morphisme ujx ®ffx ^^ —^ ^x défini par la structure de Q^ -module à
droite de ujx fait du complexe de de Rham f^ 0 Q^ de Q^ (vu comme Q^ -module
à gauche) une résolution S^ -linéaire à droite de u^x placé en degré d.

(ii) Pour i / d, (^xt1' ^{Ô'x-, S ^ x ) = ̂  et ^ ^^te un isomorphisme canonique de
-^x

S^ -modules à droite

(4.4.1.1) ^^(^^^))_^^.
-^x

Pour prouver (i), on procède comme pour l'énoncé analogue 4.3.1 relatif au com-
plexe de Spencer : on filtre le complexe ̂ t\ 0 Qf^ en utilisant la filtration par l'ordre,
et, en passant au gradué associé, on se ramène au complexe de Koszul de (^^(gr 0'^)
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par rapport à la suite régulière formée par les classes d'une base locale de dériva-
tions (cf. [28, 1.6]). L'assertion (ii) en résulte en utilisant la résolution de Spencer de
^x pour calculer Rj^om^(o) (^x, ̂ 0)) ^ le complexe J^om^w (^0) (g) A'^x, ̂ 0))

s'identifie alors au complexe de de Rham f^ 0 ̂ j^-

4.4.2 COROLLAIRE. — Soient Y un anneau de valuation discrète complet d'inégales
caractéristiques (0,p), J^ un "^-schéma formel, 3^ un ^-schéma formel lisse pure-
ment de dimension relative d sur ^.

(i) Si l'on munit ujg^ de la structure de S^ -module à droite définie par passage à

la limite à partir de 1.2.6, le complexe de de Rham f^ ^0% ^^ es^ une résolution
^ (o\
Sy -linéaire à droite de ujgç placé en degré d.

(ii) Pour i / d, êxi1 (o)(^^ i ^ ^ ) = O? e^ ii existe un isomorphisme canonique de
-^ 9C

•^ lr\\
Q^) -modules à droite

(4.4.2.1) ^(o)(^,^) -^^.

L'assertion (i) résulte de l'énoncé précédent par passage à la limite comme en 4.3.2,
et l'assertion (ii) s'en déduit aussitôt.

4.4.3 PROPOSITION. — Soient R un anneau nœthérien régulier de caractéristique p,
f : X = Spec A -> S = Spec R un morphisme affine et lisse, dont les fibres sont de
dimension d, r = sup^/j^ dim ^s,s' Pour tout m >0, l'anneau D^ = F(X, Q^)
est de dimension homologique égale à 2d+r.

Soient X' = X^ l'image inverse de X par le m-ième itéré du morphisme de
Frobenius absolu de 5, F = F^ig : X —> X' le morphisme de Frobenius relatif cor-
respondant. Comme un ffx' -module <§1 est quasi-cohérent si et seulement si F * ê est
un ^-module quasi-cohérent, F* induit d'après 2.3.6 une équivalence de catégories
entre la catégorie des 2^-modules à gauche et celle des D^ ^-modules à gauche. Les
dimensions homologiques de Dy, et D^ sont donc égales, de sorte qu'il suffit de
montrer l'énoncé lorsque m = 0.

Dans ce cas, le gradué associé à la filtration par l'ordre sur Dy s'identifie à l'algèbre
symétrique du A-module projectif de type fini F(X, <%:), où 3'x est le faisceau tangent
sur X relativement à S. Comme A est régulier de dimension d+r , et ^x localement
libre de rang d, gr Dy est un anneau régulier de dimension 2d+ r. D'autre part, un
argument classique basé sur l'utilisation de résolutions filtrées libres (voir par exemple
[10], [28], [39], ou le Séminaire Malgrange [32, exp. IV], ou encore [34]) montre qu'on
a l'inégalité

dimD^ < dimgvD^ = 2d + r.

Pour achever la démonstration, il suffit alors de donner un exemple de D^ -module
E tel que Ext^^ÇE, D^) / 0. Soient y e f(X) un point tel que dim ^s,y = r,

u y
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s i , . . . , Sr G m.s'̂  C ^5^ une suite régulière de générateurs. On peut alors trouver
un point fermé x ç X , d'image y dans S et de codimension d dans sa fibre, tel qu'il
existe dans v^x.x un système de coordonnées locales ^ i , . . . , td en x relativement à S.
Les sections ^ i , . . . , Sr-, t^..., t^ appartiennent au centre de Q^ ^, de sorte que le ^\-
module à support ponctuel ê = ^x,a;/(^i? • " ^r,t^,... ,t^) a une structure naturelle
de Q^ ^-module. En utilisant Pisomorphisme é)xtd (o)(^x? ^x ) ^ UJ^-, et le fait que

^x
la suite 5 i , . . . , Sr^ t^..., t^ est une suite régulière sur (^x,x^ o11 vérifie facilement que
êxi^^ê, Q^} -^ 0, de sorte que E = F(X^) fournit l'exemple cherché.

^x

REMARQUE. — Pour m ^ 1 et d ^ 1, les classes Si des dérivations Oi associées à un
système de coordonnées locales vérifient la relation 6^ = 0 dans gr S^ (la filtration
étant toujours la filtration par l'ordre). Par suite, gr D^ n'est pas un anneau régulier,
et n'est pas de dimension homologique finie.

4.4.4 PROPOSITION. — Soient Y un anneau de valuation discrète complet d^inégales
caractéristiques (0,p), ^r un ^-schéma formel affine et lisse, de dimension relative d
sur Y. Pour tout m ̂  0, l'anneau D^' = r(<^, Q^ )) est de dimension homologique
égale à 2d + 1.

Soient m l'idéal maximal de Y ^ k son corps résiduel. L'anneau D^ est un anneau
nœthérien [5, 3.2.2], séparé et complet pour la topologie m-adique. En passant au
gradué associé à la filtration m-adique, il en résulte que

dimD^ ^dimgrÔ^

(voir par exemple [34, D, Cor. 7.11]). Soient X la fibre spéciale de ^r, et posons
D^ = nX,^^) ^ g^D^\ Comme D^\ est sans p-torsion, on définit un iso-
morphisme de A'-algèbres graduées

Dy^k[t}^gvDy
en envoyant t sur la classe dans gr1 D^ d'une uniformisante TT de Y. Si T = Spec k [t],
et Y = X x T, l'homomorphisme naturel

D^Â^^ny,^)
k '

est un isomorphisme, de sorte que, d'après 4.4.3, dimgrD^^ = 2c?+ 1.
On obtient donc ainsi la majoration

dim^y < 2 d + l .

Pour montrer qu'il existe sur D ̂  un module de dimension projective 2d + 1, on
peut, comme dans la démonstration de 4.4.3, utiliser la descente par Frobenius pour
se ramener au cas où m = 0. En effet, soient 5o = Spcc^/pY), XQ la réduction de 5^
modulo p, et F : 3^ —f 5 ^ ' un morphisme de ^-schémas formels lisses relevant F^ ,g .
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^^ fn^Grâce au théorème 4.1.3, il suffit alors de montrer que D'^i est de dimension homo-
logique 2d+ 1. Supposons donc que m = 0. On choisit alors un point fermé x ç. X de
codimension d, tel qu'il existe une suite régulière de paramètres i\,..., ̂  ^ mx,x qui
soit un système de coordonnées locales, et on pose E = ̂ x,a;/(^\ • • • ? ^)? vu comme
.Dy -module. Soit S le ^"-module à support ponctuel correspondant. A partir de
Pisomorphisme (4.4.2.1) et de la suite exacte longue définie par la multiplication par

^ (ç\\TT sur ^r, on obtient un isomorphisme de 5y-modules à droite

ëxt^^x^^}-^^.
-£/ 3C

Comme le complexe de Koszul de la suite (^ , . . . , t^) sur 0'x est une résolution Q>'^-
linéaire de g, on en déduit que êxi^^ê, ̂ ))) ^ 0.

^(0)-^^-
4.4.5 PROPOSITION. — Soient 3^ un "^-schéma formel affine et lisse de dimension
relative d, D^ = F(^, Q^ )), E un D^ -module de type fini sans p-torsion. Alors
E possède une résolution projective de type fini sur D'^ de longueur < 2d.

Comme D'^ est sans p-torsion, il en est de même de tout D'y -module projec-
tif. Soient P9 une résolution projective de type fini de E, et N = Z'^+^P'). Le
complexe

0 —> N —> P-2^1 —^ . . . —^ P° —^ E —> 0
est alors un complexe acy clique, à termes sans p-torsion. Par réduction modulo m,
on obtient donc un complexe acy clique dans lequel les termes P^/mP^ sont projectifs
de type fini sur D^/mD^ ^ FÇX,^) = D^. D'après 4.4.3, E/mE est de
dimension projective < 2d, de sorte que N/mN est un D^ ^-module projectif de type
fini.

Il suffit donc de prouver que, si N est un D^-module de type fini sans p-torsion,
et tel que N/mN soit projectif sur D^\ alors N est projectif sur D ^ ) . Soient
u : L —> N un morphisme surjectif, où L est un D^ -module libre de type fini,
et M = Ker(n). Puisque 7V est sans p-torsion, M/mM est le noyau de la réduction
de u modulo m. La projectivité de N/mN entraîne qu'il existe un isomorphisme
.D^-linéaire N/mN 6) M/mM —4 L/mL. On est alors ramené à prouver que si N
vérifie les conditions précédentes, et si de plus N/mN est libre sur D^\ alors N est
libre sur D ' . Soient e i , . . . .e^ des éléments de N relevant une base de TV/mJV, et
u : L = {D'^Y —f N Phomomorphisme défini par les ci. Comme N est séparé et
complet pour la topologie m-adique, u est surjectif. Son noyau M a pour réduction
modulo m le noyau de la réduction de u, qui est nul. Or, D^ étant nœthérien, M
est également séparé et complet. Par suite, M = 0, et N est libre.

4.4.6 PROPOSITION. — Sous les hypothèses précédentes, soit D ̂ ) = D ̂  0 Q c^

F(^, ̂ m ) ) . Alors D • ) est de dimension homologique finie d!, avec d < d! < 2d.
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La minoration d <_ d' résulte de ce que F(^, ̂ ^,o) est de dimension projective d
sur ^^n} comme le montre le calcul des Ext^ par la résolution de Spencer.

D'après [EGA, Oiv (17.2.3)] (qui reste valable dans le cas non commutatif), il
suffit, pour obtenir la majoration d' <, 2d, de vérifier que, pour tout D^Q-module E
de type fini (ou même monogène), et tout jD^ ^-module M, on a

Ex4^)(£;,M)=0
u3C ,Q

pour i > 2d. En utilisant une présentation de E sur D'^^ on peut trouver un Dé-
module de type fini E° tel que E ^ EQ, et, quitte à diviser E° par son sous-module
de p-torsion, on peut supposer que E° est sans p-torsion. La proposition précédente
entraîne que E° possède une résolution projective sur D^ de longueur au plus 2d.
Par suite, il en est de même pour E sur D'^^ d'où l'assertion.

REMARQUE. — II paraît vraisemblable que la majoration fournie par l'énoncé 4.4.5
ne soit pas optimale, et qu'un .D^-module de type fini sans p-torsion soit en fait
de dimension projective au plus égale à d. Dans ce cas, la dimension homologique de
D^Q serait égale à d.

4.4.7 PROPOSITION. — Sous les hypothèses précédentes, soit D^^ = Hm^Ô^Q ^
r( ̂  ^ D ̂  ^}.

(i) Tout D^ ^-module cohérent est de dimension projective au plus égale à 2d.

(h) L'anneau D^ ^ est de dimension homologique finie d " , avec d < d" < 2d-\- 1.

Soit E un D^ ^-module cohérent. Il existe alors un entier m et un I^^Q-module
cohérent E^ tels que E ^ D^ ̂  0^) E^. D'après 4.4.6, ^(m) possède une

9C ,Q

résolution projective de longueur < 2d sur Ô^Q. Comme Q^ ̂  est plat sur S'^^
[5, 3.5.4], il s'ensuit par extension des scalaires que E possède une résolution projective
de longueur ^ d.

La relation d < d" résulte encore de ce que 6^ ,Q est de dimension projective d sur
Qi^ ̂ . Pour prouver que d" <_ 2d + 1, il suffit de prouver que

Ext-f (^M)=0
uSC ,Q

pour tout D^ ^-module monogène E, tout D^ Q-module M et tout i > 2d+ 1. Soit
E ^ D^ (Q)/J une présentation de E^ et, pour tout m, posons

Im = D'^-^(1 H D^-^), Em = D^-^/Im-

On a alors I = \J^ Im, E ^ lim^E^, et, pour tout M, un isomorphisme

Hom^+ (E, M) —4 l^m Hom^+ (Em, M),
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d'où résulte une suite spectrale

E^ = JT Um Ext3 (Em, M)=^En = Ext^ (£7, M).
^ ,̂0 ^^Q

Or, pour tout m, 7y^ est un idéal à gauche de type fini de D^ ^, puisque D^^
est nœthérien. Par conséquent, Em est cohérent sur D^ 9, et les Ext'7 ^ (Em,M)

' ^^-,0
sont nuls pour '̂ > 2d d'après (i). Comme les dérivés J^Um^ sont nuls pour i > 1,
l'assertion (ii) en découle.

Grâce au théorème A pour les différents types de modules considérés [5, 3.3.9, 3.4.6
et 3.6.4], les énoncés précédents entraînent immédiatement le corollaire :

4.4.8 COROLLAIRE. — Soit SK un ^-schéma formel lisse de dimension relative d.

(i) Tout Q g^ -module cohérent possède localement une résolution localement pro-
jective de type fini de longueur < 2d + 1.

(ii) Tout Q^-module cohérent sans p-torsion possède localement une résolution
localement projective de type fini de longueur < 2d.

(iii) Tout Q^(Q -module cohérent possède localement une résolution localement pro-
jective de type fini de longueur < 2d.

(iv) Tout Q^ ^-module cohérent possède localement une résolution localement pro-
jective de type fini de longueur <_ 2d.

(v) Les catégories D^^S^), ^oh^î^o) et ^oh(^lr,Q) sont respectivement
égales à D^^), D^(Q^) et D^(Q^^.

4.5. Descente des F-Q^ Q-modules

Nous introduisons ici la notion de F-Q^ ^-module, qui formalise la donnée d'une
action de Frobenius sur un Q^ o-module. Comme nous le verrons dans la section
suivante, cette notion constitue une généralisation naturelle, dans le cadre de la théo-
rie des ^-modules arithmétiques, de la notion de .F-isocristal. Nous montrons dans
cette section comment les théorèmes de descente par Frobenius permettent de l'inter-

^(0\
prêter en termes de ây^-modules. Une première conséquence intéressante de cette
interprétation est la nœthérianité de la catégorie des F-Q^ g-modules cohérents.

4.5.1. Soient k un corps parfait de caractéristique p, Y un anneau de valuation
discrète complet de corps résiduel k^ d'idéal maximal m, dont le corps des fractions
K est de caractéristique 0, s > 1 un entier, a : Y —)- Y un automorphisme relevant
la puissance 5-ième de l'automorphisme de Frobenius de k. Dans ce qui suit, nous
considérerons s et a comme fixés.

Si £K est un Y-schéma lisse, nous noterons û^1 = ̂ a le Y-schéma formel déduit de
SK par le changement de base défini par a. Rappelons que, d'après 4.2.4, on dispose
d'une équivalence de catégories naturelle -F* entre la catégorie des Ql^i ^-modules
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et celle des 3>^ ^-modules, définie par recollement des fondeurs F* fournis par des
relèvements locaux de FJ^, où X est la réduction de SC modulo m. Si ê est un
Q^ o-module, nous commettrons ici l'abus de notation consistant à désigner par F * €
le Q^ ^-module F*ê° ' , où ê0' est le Q^, ^-module déduit de ê par le changement
de base a.

On peut itérer le fondeur F* de la manière suivante. Pour tout n ^ 0, soit SK^
le Y-schéma formel déduit de °K par le changement de base a71. Si F : SK —^ S K 1

est un relèvement de FJ^, soit F^ : ̂ ^ —^ ^^+1^ le morphisme déduit de F par
changement de base. Pour tout n > 0, on pose F71 = F^-1) o . . . o F : 3^ -r ^n).
Le fondeur F71* est une équivalence entre la catégorie des ^ T ^ ) ..-modules et celle
des ^+ ..-modules. Pour tout ^+ ^-module ê, nous noterons F^ê le ^+ ..-module

tX/ ,\^ ^ i\£_ t"-' îV

F72*^0"71. Par transitivité des images inverses, le fondeur F71* est canoniquement iso-
morphe au fondeur (F*)"^ = F* o • • • o F* obtenu en itérant n fois le fondeur F*. Il
est indépendant à isomorphisme canonique près du choix du relèvement F de Fy/^.

DÉFINITION. — Avec les notations précédentes, on appelle F - S'^-q-module (ou F5-
Q^ g-module s'il y a risque de confusion) la donnée d'un Q^ ^-module ê et d'un
isomorphisme Q^ ^-linéaire <î> : € —4 F*^. Un morphisme de F- Q^ ̂ -modules
u : (ê\ ̂ ) -> (^, ̂ ) est un morphisme Q^ Q-linéaire u : ê —r ^ tel que ^ o u =
F*(n) o $. Nous dirons qu'un F-^J^ ^-module ( ^ , <i>) est cohérent si <f est cohérent
en tant que Q^ ^-module. Nous noterons F^ÇS^) (resp. FS^(^)) la catégorie
des F-Q^ ^-modules (resp. cohérents).

Si KQ est le sous corps de K formé des éléments invariants par a, la platitude de
F entraîne que les catégories F ^ ( S ^ ) et F^^(^) sont des catégories abéliennes
JCo-linéaires, la formation des noyaux et conoyaux commutant à l'oubli de <î>.

Si (<?, <Ï>) est un F-Q^ ^-module, on dispose pour tout n d'un isomorphisme ^'^Q-
linéaire ^n : ê —4 F^ê\ défini comme le composé

^n ̂  ^-1*($) o . . . o $ .

EXEMPLES

(i) Comme F*^^-,Q = ^^",Q? y compris en tant que ^^-^-module, l'identité de
^r,Q définit sur ^^-,Q une structure canonique de F-.^'^Q-module.

(ii) Soit Z C X un diviseur. Il résulte de l'isomorphisme (4.2.1.1) que le faisceau
ff^-^ Z) des fonctions sur SK à singularités surconvergentes le long de Z possède
une structure canonique de F-^^- ^-module.

(iii) Nous verrons dans la section 4.6 comment la catégorie des F-isocristaux con-
vergents (resp. surconvergents le long d'un diviseur Z C X) peut être identifiée à une
sous-catégorie de la catégorie des F-S^r ^-modules (resp. des F-^^r ̂ (^-modules).
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(iv) Nous montrerons dans [7] que la catégorie des F-Q^ ^-modules cohérents est
stable par image directe par un morphisme propre.

REMARQUE. — Le lecteur familier avec le point de vue des F-isocristaux s'interro-
gera probablement sur le choix du sens de la flèche dans la définition de la notion
de F-Q^ ^-module : il pourrait sembler plus naturel de se donner un isomorphisme
F * ê —> ê. Bien que la distinction puisse paraître formelle, puisqu'il s'agit d'isomor-
phismes, les différences de variance entre cristaux et ^-modules rendent plus naturel
le choix fait ici. Sans développer ici ce point en détail, nous nous contenterons d'ob-
server qu'on peut généraliser la structure de F-Q^ ^-module en imposant seulement
la donnée d'un homomorphisme ^ —^ F " ê \ le faisceau Q^ ^ lui-même est alors
muni naturellement d'une telle structure, définie par l'homomorphisme canonique
^r Q —> ^*^^ Q étudié plus haut, qui est surjectif, mais non injectif.

4.5.2. On se propose maintenant d'interpréter la catégorie des F-Q^ ^-modules
cohérents au moyen de structures définies sur les anneaux d'opérateurs différentiels
de niveau fini. Pour cela, fixons un entier m tel que m possède une m-PD-strudure.
Supposons de plus que l'on soit dans l'une des deux situations suivantes :

(i) m est m-PD-niIpotent ;
(ii) On a fixé un relèvement F : ̂  —^ 5^1 de F^i^.

Lorsque Y est absolument non ramifié, le choix le plus intéressant est de prendre
m = 0. On observera que l'hypothèse (i) est alors satisfaite dès que p > 2, ce qui
permet d'éviter de faire l'hypothèse (ii).

Sous ces conditions, on dispose pour tout m' >_ m du fondeur F* de la catégorie
des Q^, ) -modules dans celle des ^^o -modules. Poursuivant l'abus de notation
fait en 4.5.1, nous noterons encore F*<f le Q^'^ -module F*<f°", où ê est un Q^\-
module, et ê^ le Q^i o -module qui s'en déduit par le changement de base cr.

On peut itérer comme plus haut le fondeur F*. Le fondeur F^ est alors une
équivalence entre la catégorie des S^^ ..-modules et celle des ^^q -modules.
Pour tout i^Q-module <?, nous noterons F71*ê le ^^ns) -module F71*^71. Par
transitivité des images inverses, ce fondeur est canoniquement isomorphe au fondeur
çp^^n ^ p^ Q . . . Q p^ ob^^ ̂  composant n fois les fondeurs F* de niveau adéquat.
Lorsque m est m-PD-niIpotent, il est indépendant à isomorphisme canonique près du
choix du relèvement F de F^,^.

Nous considérerons les couples (^(m), $(m+s)), formés d'un iÇ^-module ê^, et
d'un isomorphisme Q^ s -linéaire

^^ : ̂ +s) (g) ^(m) —— F*^).
^'v ^(-)

$(
-^^,0
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Ils forment une catégorie FQ^Ç^), en prenant pour morphismes (^(m), $(m+s)) -4-
(^M^(^Q) dans F^)^) les morphismes ^^-linéaires u^ : ê^ -^ ^{m}

tels que ^{m^^ o (Id^n^) = F^n^) o $(m+s). Compte tenu de la platitude de
^Ï^ sur ^^OP cîest aussi une ̂ ^ê01^ abélienne JCo-linéaire sur laquelle le fonc-
teur d'oubli de $(m+s) est exact.

On définit un foncteur de FQ^^) dans F ^ ( ^ ) en associant de la manière
suivante un F-^^-module (<?,$) à un couple (<f(m)^(m+s)) :

(a) On pose <f = ̂  ̂  (g) ^^m) ;
' ^À

(b) On définit $ comme Pisomorphisme composé

^ g^<~> ^ < ^,(%;-'g.^'">)
-^^-.Q ^^-,Q -"^,Q

Id^(^^ ^ ^^
' (^(rr^+•s)

-^^-,Q

-, F*(^^^"1)),
^^•,Q

dans lequel le dernier isomorphisme est fourni par (4.2.5.1). Nous dirons simplement
que (^,^) est déduit de (^(m)^(m+s)) par extension des scalaires.

4.5.3. Nous aurons à utiliser un fondeur similaire de F&^Ç^) dans FQ^'^^Y
Pour tout m' >_ m, et tout ^Q-module ̂ m\ nous noterons ^m^ le ^^-module

S'^'i ̂ ^(-) ^(m) ; de même, nous noterons ^m/) : ^(m/) ^ ^(m/) le morphisme
^ 'v -^^-,0

déduit d'un morphisme i^Q-linéaire ^^m) : ^(m) =^ ^(m) par extension des sca-
laires.

Soient m' > m, et (^(m)^(m+s)) un objet de FQ^^). Pour associer un objet
de F^^f^) à ((f^, $(m+s)), il peut y avoir a priori plusieurs façons de procéder ;
en fait, elles s'identifient canoniquement les unes aux autres :

(a) On munit ^m) d'un isomorphisme i^^-linéaire $(m+s) : ^f^5) -^
p*^(m'^ défini comme le composé

^(m'+s) . ̂ (m'+s) _^ ^^m+s) (g) ^(^^O
tz ̂  ^(-+.)

-^^-,0

-^ î ^ 0 F*<f^ -^ F*^^
'v ^(-+^)

-^^-,0

où le dernier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1).
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Si m" > m ' , les propriétés de transitivité évidentes des isomorphismes (4.1.5.1)
fournissent le carré commutatif

(g^^)
-^,Q ^(^) ^(m+s)———^———> <f(-/+^)

~.%-,0 I

(4.5.3.1) Id^^5) ? ? $(m//+s)

^(^//+5)
-^'âr n ^^) F*^')——^——^^m"

^,Q

(b) Pour tout n ^ 0, on peut aussi munir F^ff^ d'une structure naturelle d'objet
de FQ^^^^SK^ en lui associant l'isomorphisme composé

^(m+(n+l)s) . ^(m+(n+l)s) ^ nn*^)(m) ^. z7'n*/z>(m+s) ^. m+l*^(m)
n < ^'Q ^rm+n^ '^(m+n^)

-^^-,Q

où le premier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1), et le second est F71*^777^5)).
(c) En utilisant (a), on peut définir pour tout n ^ 0 un isomorphisme

(RU,(m7 +ns) . ipÇm' +ns) ^ . rTn^^Çm'}

en procédant par récurrence : on pose (I)0'^7) = Id, et

(4.5.3.2) ^n,Çm'-\-ns) ^ p^ /^n-l^m'+^-l)^) \ ^ ^(m'+ns)

(d) Si l'on munit ^C771^715) et ^m/) des isomorphismes $(^'+(^+1)5) ^ ^{m'+s)
définis en (a), et F^^) de l'isomorphisme $^^/+^+l)s) qu^on en déduit par (b),
l'isomorphisme $n'(m/+r^) ̂  m^ isomorphisme de F^m/+ns)(^). Pour le vérifier,
il suffit grâce à (4.5.3.1) de le faire lorsque m' = m. Il s'agit alors de prouver la
commutativité du diagramme

^(m+(n+l)5) .-, ^m+ns) $(^+^+1)^)
^Jr,Q 0^(m+n.) é ̂ Tn^ns) ——————^——————^ ^*^(m+ns)0^(m+n5)

-^^-,Q

^ P*^n,{m-{-ns)\

-A Z7'n+l*j^(m.)

U^^Çm^ns) ^

^v"'-^'<a^
(m+(n+l)s)

^(m+(n+l)s)
pn*^>{m) ^-n________

>)^(m+n^)
-^^-,Q

ce qui s'énonce encore, compte tenu de (4.5.3.2),

(4.5.3.3) ^n+l,(m+(n+l)s) ^ ^(m+(n+l)s) Q /j^ ̂ ^n,(m+ns) \

On procède par récurrence sur n. Dans la définition de cl^+i^+^+i)^ on peut
alors remplacer F*^^^^)) par F*^^^) o F*(Id0^n-l'(m+(n-l)s)). On se
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ramène ainsi à vérifier la commutativité du diagramme

^(m+(n+l)s)

(j>(m+(n+l)s) (

F*g{rn-\-ns}

F^Id^71-1'^^"1^) \î
-4--

7-̂  / ^(m+ns) .ç. m—l*/z>(m)\
F (^r,0 ^(-+(n-l)^ ^ v /;

:^
(m+(n+l)s)

'^',Q

g(m+(n+l)s)
^r,Q

^+n.) <?(-+^)

î Id (g)^^^)
-4^

x m* .^(ïn)
^(m+n5) r é ^ 7

-^^-,0

''̂ ',0 ^
_^*^n-l*^(m+5)^

qui résulte sans difficulté de (4.5.3.1) et des propriétés de transitivité et de fonctorialité
des isomorphismes (4.1.5.1) en explicitant la définition de $n'(m+ns) via (4.5.3.2).

4.5.4 THÉORÈME. — Sous les hypothèses précédentes, le fondeur construit en 4-5.2
induit une équivalence entre la catégorie FS^(^) des F-Q^ ̂ -modules cohérents

et la catégorie FS^W des couples (<f(m)^(m+s)), où ê^ est un S^-module
cohérent, et

^(m+s) . IK^ (g) ê^ —^ F*^)
cz 'v ^(m)<^(m)

-^^-,Q

un isomorphisme ^<^Q -linéaire.

Supposons d^abord donnés deux couples (^m), ̂ (m+s)) et (^(m)^(m+s)), dé-
finissant des F-S^r ^-modules (ê\ $) et (J^, ̂ ) par la construction de 4.5.2. Soit
^(m) ^ ^>(m) _^ ^(m)j ̂  morphisme de F^^^^) induisant le morphisme nul de
ê dans ^'. Comme ^^m^ et ^(m) sont de présentation finie, il existe localement sur
% un entier n ^ 0 tel que î^^^5) == 0. La compatibilité de n^ aux isomorphismes
(^(m+s) ^ ^r(m+s) fournit un diagramme commutatif

^(m+ns)
'̂(m+ns) ————————>• pn*^{m)

^(m+ns) ^n*^(m)^

•̂  ^(m+ns) ^
^-(m+ns) ————————>. J7'n*^"(m)

d'où l'on déduit que F^î/77^) = 0. Comme F71* est localement défini par extension
des scalaires par un morphisme ff^- -^ ff^ libre de rang fini, il en résulte que -a^ =
0. Le fondeur est donc fidèle.

Montrons maintenant qu'il est pleinement fidèle. Puisqu'il est fidèle, c'est une as-
sertion locale sur SK', qu'on peut donc supposer affine. Soit u : ê -f ^ un morphisme
de F-Q^ ..-modules. Comme S et ^ sont de présentation finie, il existe un entier
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n ^ 0 et un morphisme ^^ns)-linéaire v^^ : ^(m+ns) ^ ^-(m+ns) ^ ^ç
n = Id^i/^^. Comme n est un morphisme de F- Q^ ^-modules, les deux mor-
phismes ̂ ^l)s) -linéaires

^(m+(n+l)s) <n(m+(n+l)s)
/a(m+(n+l)s) ———————————). ^Cm+Cn+l)s) —_________). r* ^(m+ns)
t-7 C^ ^S ,̂ ' -t. <L^ ,

^(m+(n+l)s) ^*(^(m+ns)\
^>(m+(n+l)s) ———————————). z^*j^(m+ns) ___________). ̂ *^(m+ns)

donnent le même morphisme par tensorisation avec Q^ ̂  II existe donc n' > n
tel que ces deux morphismes donnent le même morphisme après tensorisation par
^^,Q + 1 / ) . Quitte à remplacer n par n ' , on obtient ainsi un morphisme i/^^) de
F S ^ ^ ' Ç ^ ' ) donnant u après tensorisation par Q^ (Q).

Comme o- est un automorphisme, le théorème de descente 4.1.3 fournit alors un
morphisme de ^^-modules u^ : ê^ -, ^(m) tel que F^Çu^) s'identifie à
^(m+ns) ^^ ^g isomorphismes

^n,(m+ns) . ^>(m+ns) ^, rn*^)(m) ^yn,(m+ns) . ^-(m+ns) ^. rm* ^•Ç'rn)

Le morphisme ^m) ainsi obtenu est un morphisme de F^^(^) : pour vérifier que
^+^) on^5) = F*(^(m)) o ^(^+^), il suffit en effet de le faire après avoir appliqué
F71*. On considère alors le diagramme

(m+(n+l)s)
^(m+(n+l)s) ————————————————————————). ^(m+(n+l)s)

Id (gxl^^^^ ? ? Id0^n'(m+ns)
->-- ^

^Ï1^"'^^^ ® r"*^^) ——^——> ̂ yy1^ 0 ̂ »*^("1)
'Q Id®F»*(u("1)) ^•Q

(4.1.5.1) ( ; (4.1.5.1)
X -^

pn*g>{m-\-s} ———————————r^———————————)> rn* ^(m+s)
^n*(^(m+.))

^n* (<I>(m+s) \ ^ J ̂ n* ̂ (m+s) '\

^^ ^
rn+l*^>(m) ———————————^———————————). rn+1* ^(m)

^n+l*^(m)) JL ^

Le carré du haut commute par définition de u^, et celui du milieu par fonctorialité
des isomorphismes (4.1.5.1) ; il suffit donc de vérifier la commutativité du rectangle
extérieur du diagramme. D'après (4.5.3.3), les isomorphismes de gauche et de droite
sont respectivement égaux à ^+U^+(n+i)s) ^ ^n+i,(^+(n+i)5) Qn est ainsi ramené
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à vérifier la commutativité du diagramme

^(m+(n+l)5) F* ̂ {m-^ns} )
^>(m+(n+l)s) ——————————————). ^*^>(m+ns) ———————————————). ^n+l*^>(m)

^(m+(n+l)s) ( F*(^+^ ^ F^+1*(^W) (

^(m+(n+l)s) - p^^n,{m-^ns^
<^{m-\-{n-\-l}s) —————————————). pi* ^(m+ns) —————————————^ ZT'n+1* ^{fn)

Or le carré de gauche commute parce que y^171-^^ est un morphisme de FS^ (J(T),
et celui de droite par défiinition de u^. Ce dernier est donc bien un morphisme de
F^^jT).

Reste à voir que le morphisme Idc^i/77^ déduit de u^ par tensorisation avec
3>^ Q est égal à u. Mais, puisque u^ est un morphisme de FQ^^), il s'ensuit
que Vl/7^77^715) o ^(m+ns) = Fn*(^(m)) o $^»(^+^) = ^rn,(m+ns) Q ^(m+ns)^ ^Q^ç q^g

^(m+n^) ^ ^(m+ns)^ ^^ù Passertion.
Montrons enfin que le fondeur est essentiellement surjectif. Grâce à la pleine fi-

délité, c'est encore une question locale sur J^'. Supposons donc SK affine, et soit
(<f,<ï>) un objet de F S ^ ( ^ ' ) . Puisque € est un Q^ ^-module cohérent, il existe
un entier n >_ 0, un S^'Q -module cohérent ^(m+ns) et un isomorphisme Q^ (Q-
linéaire ̂  ̂  0^(-+n.) ^(m+ns) —^ S. Grâce à Pisomorphisme (4.2.5.1), et à la
cohérence de F*^, on peut supposer, quitte à augmenter n, que Pisomorphisme
$ : S —^ F * ê provient par extension des scalaires d'un isomorphisme ^(m+(n+l)s) :
^(m+(n+i)5) _^ ^*^(m+ns) ^ théorème de descente fournit alors un ^(m)-moduletX/ ^\j)_
cohérent ê^ et un isomorphisme ^^ns)-linéaire ^(m+ns) —4 Fn*^(m). De plus,
grâce à (4.1.5.1), ^(^+(^+1)^) se descend alors par Fn en (T^^, et le théorème de
descente permet aussi de descendre ^(m+(n+l)s) en un isomorphisme Q^~^ -linéaire
^(m+s) ^ ^(m+s) _^ F*^(m).L'isomorphisme^(m+ns) -^ Fn*^(m) est alors un iso-
morphisme (J^+^^+^+l)^)) -^ (^n*^M^^+(^+l)^)) ^ F^(^+^)(^).

D'après 4.5.3(d), on dispose par ailleurs de Pisomorphisme
^n,(m+ns) . /^(m+ns) ^(m+(n+l)s)\ _^ /^n* ̂ '(m) ^(m+(n+l)s)\

dans F^(m+ns)(^). On obtient donc dans F^^^)^) un isomorphisme
/j^(m+ns) ^(m+(n+l)s)\ ^^ /^>(m+ns) ^(m+(n+l)s) \

d'où l'on déduit par extension des scalaires un isomorphisme de F ^ ( S ^ ) entre {ê', ̂ )
et le F-^^-module défini par (^(m), $(m+s)).

REMARQUE. — II résulte donc de l'énoncé que, pour m' > m, le fondeur d'extension
des scalaires est une équivalence entre les catégories FS^Çâ") et FS^^ÇS"). Pour
tout n > 0, il en est de même du fondeur F^ entre F^M^) et F^^^)^),
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ce foncteur étant par ailleurs isomorphe au fondeur d'extension des scalaires grâce à
l'isomorphisme $n'(m+ns).

4.5.5 COROLLAIRE. — Sous les hypothèses précédentes, supposons de plus ^ quasi-
compact. La catégorie des F-3>^ ^-modules cohérents est alors une catégorie nœthé-
rienne.

L'hypothèse de quasi-compacité permet de supposer que SK est affine. Comme la
formation des noyaux commute à l'oubli de $ (resp. $(m+s)) sur F ^ ( ^ ) (resp.
FQ^ÇS^)), un morphisme de F^{3^) (resp. FS^Ç^)) est un monomorphisme
si et seulement si le morphisme de Q^ ^-modules (resp. ^ /-modules) sous-jacent
est un monomorphisme. Grâce au théorème A et à l'énoncé précédent, l'assertion
résulte alors de ce que l'anneau F(^, ̂ ^ 0 ) est un anneau nœthérien [5, 3.3.4].

4.5.6. Sous certaines hypothèses, les résultats de cette section s'étendent aisément
au cas de faisceaux d'opérateurs différentiels à coefficients dans une G gç -algèbre sur
laquelle ils opèrent. On suppose pour cela qu'on dispose des données suivantes :

(a) un système inductif de ^--algèbres (<^Ç )m^moî te! çi^ chaque âêg^ soit
complète pour la topologie m-adique ;

(b) pour tout m, une structure de Q^ ^-module (donc, par continuité, de Q ^ -
module) sur Së^\ compatible à sa structure de ^--module, et telle que l'homomor-
phisme ̂  -r ̂ +1) soit ^^-linéaire;

(c) une famille d'isomorphismes Q^ -linéaires

( A K a 1 \ 77* ^?(m) ^v ^z>(m+s)(4.5.0.1) r sê^ ——> <%>^ ,

compatibles pour m variable.
On pose alors, comme en 4.2.1, Q^ = ̂ ^ê^-^^, 3>^ = lim^i^. Les

isomorphismes (4.5.6.1) fournissent des isomorphismes de faisceaux d'anneaux

(F*^)^^^-^^^

compatibles pour m variable, d'où l'isomorphisme de faisceaux d'anneaux

Im^F^)®^^)-^.

Si ê est un Q^ ^-module, la proposition 4.2.2 appliquée à ê^ permet de mu-
nir F*<? d'une structure de module sur l'anneau liinyn((F*^^ê^^'0). Grâce
à l'isomorphisme précédent, on obtient donc sur F^ê une structure naturelle de
3>^ ^-module. Généralisant 4.5.1, on peut alors définir la notion de F-S^r ^-module
comme constituée par la donnée d'un S^r ^-module ê et d'un isomorphisme Q^^-
linéaire $ : ê —^ F*<?. Le théorème 4.5.4 reste alors valable pour les F-S^r Q-
modules de présentation finie, fournissant une équivalence avec la catégorie des couples

MÉMOIRES DE LA SMF 81



4.6. RELATION AVEC LES F-ISOCRISTAUX 115

(^(^$(^+^ où ^m) est un iÇ^-module de présentation finie, et $(m+s) :
^y (g)^(m) ê^ —^ F*^) un isomorphisme ^^s)-linéaire.

«%' lO

De même, si l'on suppose que les homomorphismes S^^Q) —^ ^Ço son^ plats,
et que les faisceaux d'algèbres â^^ /m^^7 sont quasi-cohérents, à section nœthé-
riennes sur les ouverts affines, le corollaire 4.5.5 reste valable.

On observera que toutes ces hypothèses sont satisfaites lorsqu'on se donne un divi-
seur Z C X, et qu'on prend âë^ = ̂ r(^,pm+l), de sorte que ̂ ^ = ̂ ^Z).
Les énoncés 4.5.4 et 4.5.5 s'appliquent donc aux F-Q^ ^C^-modules.

4.6. Relation avec les F-isocristaux

Soit ^ un Y-schéma formel lisse, de fibre spéciale X. Dans [3] et [5], nous avons
montré comment la catégorie des isocristaux convergents sur X (resp. surconver-
gents le long d'un diviseur Z C X) peut s'interpréter en termes de S^r ^-modules
(resp. Q^ (Q)('*'Z)-modules). Nous étendons ici cette interprétation à la structure de
F-isocristal, en la reliant à celle de F-3>^ ^-module. Nous supposons encore fixé un
entier s > 1, et nous considérerons plus généralement la catégorie des F^-isocristaux ;
pour simplifier, nous les appelerons simplement F-isocristaux dans ce qui suit.

Nous noterons S^K la fibre générique de SK (au sens des espaces analytiques ri-
gides), et sp : (^K^^K^ ~^ (^^^,0) 1e morphisme de spécialisation correspon-
dant (qui est un morphisme de sites annelés).

Nous traiterons d'abord le cas des F-isocristaux convergents, pour lesquels l'énoncé
est plus simple. Les résultats qui suivent nous permettront d'identifier la catégorie des
F-isocristaux convergents sur X à une sous-catégorie pleine de la catégorie FQ^{S^)
des F-Q^ ^-modules cohérents.

C^C ,̂

4.6.1. Rappelons que la donnée du relèvement 3^ de X permet de décrire la catégorie
des isocristaux convergents sur X comme équivalente à la catégorie des ff^ -modules
cohérents E munis d'une connexion V intégrable et convergente, i.e. telle que la série
de Taylor définissant la stratification associée soit convergente sur le tube de la dia-
gonale de X dans °K x S K . Le ^^Q-module ê = sp^ E possède alors une structure
naturelle de 3>^ o-module, définie de la manière suivante [3, (3.1.1)] : si ̂  C X est
un ouvert affine,'la finitude de T(^K,E) sur r(^, ̂ J fournit sur r(%:,F) une
topologie naturelle d'espace de Banach ; si % est muni de coordonnées locales défi-
nissant des dérivations 9z, la condition de convergence signifie que, pour tout 77 < 1,
llâ^e^ll^l —^ 0 pour |^| —)- oo, la norme étant l'une quelconque des normes de Ba-
nach sur F(^/K,E) ; la donnée de la connexion détermine l'action de r(%", ̂ ^-,0), et
cette action se prolonge alors par continuité en une action de F(^, Q^ ^) grâce à la
condition de convergence de la connexion.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000



116 CHAPITRE 4. F-^-MODULES

D'après [5, 4.1.4], le foncteur sp^ définit ainsi une équivalence entre la catégorie des
isocristaux convergents sur X et celle des Q\^ ^-modules ^^Q-cohérents (qui sont
alors automatiquement Q ̂  ^-cohérents).

4.6.2 LEMME. — Soient F : SK —r 3^' un morphisme de ^-schémas formels lisses
relevant F^,^, et E' un ff^i -module cohérent, muni d'une connexion intégrable et

convergente. Il existe un isomorphisme canonique Q^ ^-linéaire

(4.6.2.1) F* sp^/, E1 -4 sp^, F ^ E ' .

Observons d'abord que, pour tout morphisme de Y-schémas formels / : SK —^ S K 1 ^
et tout ff^i -module cohérent E ' , il existe un isomorphisme canonique ^^Q-linéaire

(4.6.2.2) /* sp^/, E1 -4 sp^, W.

En effet/les théorèmes de Kiehl [30] et la construction du morphisme sp^-i en-
traînent que le ^-/^-module sp^-/^E / est cohérent, et le morphisme canonique
sp^/ sp^-/^ E1 —^ E1 un isomorphisme. Compte tenu de la fonctorialité du morphisme
de spécialisation, on en déduit 1 isomorphisme

sp*̂  F sp^/, E1 -4 fî, sp* /̂ sp^,, E1 -^ f^E'.

Comme le ^^-^Q-module ^ = /* sp^-/^ E ' est cohérent, on voit de même que le mor-
phisme ê —r sp^ sp^- ê est un isomorphisme, ce qui donne l'isomorphisme cherché :

/* sp^-/, E1 -4 sp^, sp*̂  /* sp^/, E1 -4 sp^-, î ^ E ' .

Supposons maintenant que S K 1 soit lisse, et que E' soit muni d'une connexion inté-
grable et convergente. D'après 4.6.1, le ^^Q-module sp^-/^ E1 est alors muni d'une
structure naturelle de Q^, ̂ -module. Sous les hypothèses de l'énoncé, la méthode de
4.2.4 permet de munir F ^ s p ^ - ^ E ' d'une structure de S^r ^-module. D'autre part,
l'image inverse d'une connexion convergente est encore convergente, de sorte que
sp^ F ^ E ' possède également une structure de 2^ ^-module.

La Q^ ^-linéarité de l'isomorphisme (4.6.2.1) est une propriété locale sur SK', ce qui
permet de supposer que SK est affine et possède un système de coordonnées locales
^ i , . . . , ^ , définissant des dérivations (9 i , . . . ,<9d . On vérifie d'abord facilement que
(4.6.2.1) commute à l'action des dérivations Qi : il suffit de considérer le morphisme
FI : PJ^- —^ P]^i induit par F x F entre les voisinages infinitésimaux du premier
ordre de SK et S K ' 1 ' , et d'appliquer à la stratification définissant la connexion de E' la
fonctorialité de l'isomorphisme (4.6.2.2) correspondant à ̂ i. L'action de r(<^, Q^ ^)
sur r(e^, sp^ F ^ E ' ) est déterminée par continuité à partir de celle des Qi grâce à la
topologie de Banach de r(^,sp^-^ F^E1), définie par sa structure de r(<^, ff^-^)-
module. D'autre part, nous avons défini la structure de ^J^- ^-module de F* sp^-/^ E1
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par réduction au cas de S ̂ , (Q, grâce à l'identification

^sp^F'^F*^^) 0 sp^F'.
^,Q

Un opérateur P e r(<^,^^Q) appartient au sous-anneau r Ç ^ . ^ ^ ^ ' ) pour m
assez grand, et son action sur -F* sp^-/^ F' peut aussi être décrite par l'identification

^sp^F'^F*^^) 0 sp^F'.
(m)^ar^Q

Comme sp^-/^ F' est aussi cohérent sur 3>^,) il s'ensuit que

(F*^) 0 sp^F'
^Q

est cohérent sur i^Q^. Par suite, r(^", (F*!^^) ̂ (m) sp^ F') est un module

de type fini sur l'algèbre de Banach nœthérienne F(^, ^ ^ ( Q ) ? ce Q111 permet de le
munir d'une topologie de module de Banach. De plus, pour tout e' ç. T { £ ^ ' , sp^-/^ E1),
l'application r^.F*^/^) -^ r(^, (F*^^) ^^(-) sp, E1) définie par la ten-

sorisation avec e1 est continue pour les topologies de r(<^r, ̂ ^Q ^-modules [13,
3.7.3]. Il en résulte que l'action de r^,^^^) sur r(^,F* sp^-/^ £") est déter-
minée par celle des <9^, par continuité pour cette topologie. Or, d'après le lemme
4.1.2 de [5], les topologies de r(^, ̂ jr^-module et de F(^, i^^-module sur
r(^, F* sp^-/^ E1) coïncident. Par conséquent, la compatibilité de (4.6.2.1) à l'action
des Qi entraîne que c'est un isomorphisme r(^, S^ <o5 ) -linéaire pour tout m, d'où
le lemme.

4.6.3 PROPOSITION. — Le fondeur sp^ induit une équivalence entre la catégorie des
F-isocristaux convergents sur X et celle des F-Q'^ ^-modules Ô'^^-cohérents.

Soient SK1 = S K ' 0 ' le Y-schéma formel déduit de 3K par changement de base par
a, et Fx l'endomorphisme de Frobenius absolu de X. Supposons d'abord donné un
morphisme de Y-schémas formels lisses F : SK —^ S K ' relevant F^,^. La donnée de
F permet de décrire le foncteur image inverse F? sur la catégorie des isocristaux
convergents comme étant le composé de l'extension des scalaires par a et du fondeur
image inverse usuel F^ pour les modules à connexion intégrable (ces deux opérations
préservant la condition de convergence). Si E est un isocristal convergent sur X, la
donnée d'une structure de -F-isocristal convergent sur E est la donnée d'un isomor-
phisme horizontal <j) : F^E0^ —4- E. Puisque sp^ est une équivalence de catégorie
entre isocristaux convergents sur X et 9 ̂  ^-modules ^^Q-cohérents, on voit grâce
au lemme 4.6.2 que la donnée de (f> équivaut à celle du morphisme <^^ ^-linéaire défini

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000



118 CHAPITRE 4. ^-^-MODULES

par sp^-^-1)

^ : sp^, F -̂  sp^, FĴ  -̂  F* sp^/, F" -4 F*(sp^ F)",

soit encore à la donnée d'une structure de F-Q^ Q-module sur ê = sp^ E.
Soient F, F ' deux relèvements de Fy/^. Par la construction précédente, on ob-

tient alors deux isomorphismes $ : sp^ E —4 F*(sp^ EY et ^ ' : sp^ F —4
F^sp^ F)^. Comme nous l'avons observé dans la remarque (i) de 4.2.4, on dispose
d'autre part d'un isomorphisme canonique de Q^ ^-modules T F , F ' '- F'* sp^-/^ E0 —4
F* sp^-/^ Ea. Pour prouver que la structure de F-S^r Q-module de ê est indépendante
du choix de F, il faut prouver l'égalité T F , F ' o ^/ = $. Les morphismes $ et $' sont
définis par les lignes du diagramme

sp^, E ——^——> sp^ F^E- ——^——> F'* sp^,, E- ——^——> F7* (sp^, E)a

l sp,(^,r/) l ^F' î \rF^'

sp^-, E ——^——> sp^-, F^E- ——^——> F* sp^/, E- ——^——> F* (sp^, F)'

dans lequel l'isomorphisme e F , F ' : F ' ^ E " —4 F^F0' est défini grâce à la convergence
de la stratification de E^. Le fait que le carré de gauche commute est conséquence de
la fonctorialité de la catégorie des isocristaux convergents par rapport aux morphismes
définis sur la fibre spéciale : l'isomorphisme E F , F ' est l'isomorphisme canonique qui
identifie les deux réalisations du fondeur FJ^ fournies par F^ et F^*, isomorphisme
grâce auquel la notion de F-isocristal convergent possède un sens intrinsèque. Le carré
de droite étant trivialement commutatif, on est ramené à prouver la commutativité
de celui du centre.

C'est une assertion locale, ce qui permet de supposer que SK est affine et que
S K 1 possède un système de coordonnées locales t[,... ,^, définissant des dérivations
^,...,^. Soient eer^^,^), et

F^*(e) € r^F^F") = njT.sp^F^).

L'élément £F,F'(F^(e)) (E r^j^F^^) est défini par

EF,F'(F^{e)) = ̂ (F^) - FJ^)^^),
k

série qui converge pour la topologie naturelle d'espace de Banach de r^^F^F^)
(définie par sa structure de F ( XK, ̂ ^) -module de type fini). D'autre part, nous
avons défini en 4.2.4 l'isomorphisme TF,F' par réduction au cas de S ̂ 1^1 grâce aux
identifications

F^sp^^-^F'*^-^) 0 sp^E"
' ^/,Q
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(resp. F*), et à Pisomorphisme TF.F' relatif à Qi^, ^. Ce dernier est obtenu par passage
à la limite inductive pour m variable à partir des isomorphismes

(m+s) . ^/*^(m) _ . i-^^(m)
' F . F ' ' r -^^Q ——' r -^^'^•>

définis pour 771 assez grand. On a alors

TF,F, (F^(e)) = Q^(F'*te') - F^t'^F- {9:^)) 0 e;
k

dans cette expression, la série est convergente pour la topologie naturelle d'espace de
Banach sur r(c^,I^*^^/o), définie par sa structure de module de type fini sur l'al-
gèbre de Banach nœthérienne r(^, ̂ ^Q^). Comme r(^r, (F*Q^)^) 0 sp^ E " )
est également un r(<^, ̂ ^o8 )-module de type fini, il possède lui aussi une topologie
naturelle de module de Banach, et l'homomorphisme

W,F^^ -^ r(^,(F*^Q) ®sp^.^)

défini par la tensorisation par e est continu pour ces topologies. Il en résulte que

TF,F'(^(e)) = ^((F'*a') -F^f^F^O'^) 0e)
k

=^((Ff\t_l)-F^t_t)){k}F^l09!{k}e))^
h.

où la somme converge ici pour la topologie de Banach de r(^r, (F^^^^sp^-/^ E0'),
définie par sa structure de r(^, ̂ ^Q^) -module. Or, d'après [5, 4.1.2], les topolo-
gies sur r(<^, (^^^Q) 0 sp^ E " ) ̂  r(^j<, F ^ E " ) définies par les structures de
r^.l^^-module et de F (<%:, ̂ ,o) -module coïncident. Avec l'identification
(4.6.2.1), il s'ensuit que T F , F ' = sp^*(£j^/), d'où la commutativité voulue.

Nous avons donc ainsi obtenu l'équivalence de catégories annoncée lorsque Fj^,^ se
relève sur ^\ et montré que celle-ci ne dépend pas, à isomorphisme canonique près,
du choix de ce relèvement. Par recollement, on en déduit alors l'énoncé dans le cas
général.

4.6.4 REMARQUE. — Dans le cas des isocristaux convergents, le théorème 4.5.4 s'ex-
plicite de manière tautologique. En effet, si ê est un isocristal convergent, l'homomor-
phisme canonique ê —f ^^9 ̂ ^gc o ^ es^ un isomorphisme pour tout m [3, (3.1.4)].
Il en résulte que, quels que soient m <_rn' ^ l'homomorphisme

(4.6.4.1) ^M (g) ê - ^ ê ,
' (^(m)

-^.%".o

défini par l'action de Q ^ ' ) sur <?, est un isomorphisme 2^ ^-linéaire, inverse de
l'isomorphisme d'extension des scalaires. Si <I> : S —^ F*(^ munit S d'une structure
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de F-Q^ ^-module, l'objet de F^^(^) qui lui correspond par 4.5.4 est alors sim-
plement constitué de ê lui-même, qui est cohérent sur ̂ / d'après [3, (3.1.4)], muni
de l'isomorphisme

^(m+.) . ̂ (m+s) ^ g _4 g _4 ̂ *^.

"'Q ^(-)
-^^-,0

En effet, la structure de 3>^ ^-module de ê fournit un homomorphisme Q^ ^-linéaire
Qr^ ^ 0^(m) ê —t ê ^ qui est un isomorphisme par passage à la limite à partir de

<%" i0
(4.6.4.1). On vérifie immédiatement que cet isomorphisme identifie la structure de
F-3>^ ^-module sur Q^ ^ ^(m) ê déduite de <ï>(m+s) par extension des scalaires à
la structure $ donnée sur ê'.

4.6.5. Voyons maintenant comment les résultats précédents se généralisent aux F-
isocristaux surconvergents. On suppose donc donné un diviseur Z dans X, et on note
respectivement Y et W les complémentaires de Z dans X et dans °K\ On reprend les
notations de [5], ainsi que de 2.2.8(ii), 4.1.1 et 4.2.1, et, pour tout entier m > 0, on
pose

^\Z) = ̂ (Z.p^1), ^%(Z) = ̂ y(Z) 0Q,

^,Q(+Z) = lirn^^(Z), Q^^Z) = ̂ ây(Z)^^^.
m m

Soient j l'inclusion de Y dans X, et ]Y[= sp^^Y) C ^K le tube de Y dans ^.
Si f est un relèvement dans 6) ̂  d'une équation locale de Z dans X, nous noterons
Ur l'ouvert de S^K défini localement par la condition |/(a')| >, p ~ l / P : si r est assez
grand, il ne dépend pas du choix de /, et les ouverts Ur ainsi définis localement se
recollent, de sorte que cet ouvert est bien défini. Pour r variable, les Ur forment un
système fondamental de voisinages stricts de }Y[ dans °KK (cf. [2] ou [4]). On note jr
l'inclusion de Ur dans °KK, et, pour tout faisceau abélien M sur S^Ki on pose

j^M =lnn^ '̂;M.
r

Par construction, on a sp^^'y.*^ = ^^^(Z), d'où, compte tenu de la quasi-
compacité du morphisme sp^-, sp^j1'^^ = ff^-^Z). D'après [5, 4.4.2], le fonc-
teur sp^ induit une équivalence entre la catégorie des jr^^Ur. -modules (resp. j^^~
modules) cohérents, et celle des â§'^ ^(Z)-modules (resp. ff^-^ Z)-modn\es) cohé-
rents.

Sous les présentes hypothèses, la catégorie des isocristaux sur Y surconvergents le
long de Z est équivalente à la catégorie des ^ 6 3^^ -modules localement libres de rang
fini £', munis d'une connexion V intégrable et surconvergente le long de Z, i.e. telle
que la série de Taylor définissant la stratification correspondante soit induite par un
isomorphisme de j^ ff^x^K -modules sur le tube de X dans 3K x S K . En explicitant
la condition de surconvergence en coordonnées locales, on voit alors que, pour tout
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isocristal E sur Y, surconvergent le long de Z, le ^-,Q (^-module sp^ £' est muni
d'une structure naturelle de Q^ Q^ Z) -module [5, 4.4.3].

4.6.6 LEMME. — Soient Z' C X^ le diviseur déduit de Z par changement de base
par le Frobenius absolu F^ j ' : Y^ ̂  X^\ F : 3K -^ ^' un morphisme de Y-
schémas formels lisses relevant F^^, W = 3K'1 \Z'. Si E1 est un j'^^' -module
cohérent muni d'une connexion intégrable et surconvergente le long de Z 1 , il existe un
isomorphisme canonique S^-^ Z)-linéaire

(4.6.6.1) F* sp^/, E ' -^ sp^, F ^ E ' .

Considérons d'abord plus généralement un morphisme de schémas formels / : 3K ->
S K ' et un diviseur Z' C X' tel que Z " = X X x ' Z ' soit un diviseur de X. La
compatibilité des algèbres â§x'{Z1'.p^1) aux images inverses (voir 2.2.8(iib)) permet
de considérer / comme un morphisme d'espaces annelés

( ( y ^(r) ('7"\\__\ ( or1 ^(r) ( 71\\\^,^^^Zj ))——> [^ ,^^,^L ) ) ^

et aussi, par passage à la limite inductive, comme un morphisme {SK\ ff^^Z")) —^
{S'1\ff^i ̂ (^Z1)). Considérons alors les morphismes sp^- et sp^-/ comme des mor-
phismes d'espaces annelés

Sp^ : {^Kj^) -^ (^^^(Z")),

(resp. (^,J//+^^) -^ (Jr^^+Z"))),

sp^, : WJ^) -^ (^^^^(Z')),

(resp. (^,/+^) -^ (^^^^(tZ7))),

où j^ : V[ C SK^, j^ : U^! C SKK sont les immersions ouvertes définies à partir de Z '
et Z11 comme jr l'a été plus haut à partir de Z. Comme les fondeurs sp^ et sp^-
sont des équivalences de catégories quasi-inverses entre les catégories des j'^^u"-
modules cohérents et des ^^^(Z77)-modules cohérents (resp. j ' ^ ff^ -modules co-
hérents et ^^o^Z^-modules cohérents), et de même sur S K 1 , l'argument du lemme
4.6.2 s'étend tel quel, et fournit pour tout j^ ̂ -module cohérent E' (resp. j ' ^ f f ^ - ' -
module cohérent) un isomorphisme âë^ ^(Z") -linéaire (resp. ff^^ Z")-\méme)

(4.6.6.2) /* sp^/, E1 ̂  sp^ f^E^

les fondeurs /* et f^ étant pris pour les morphismes d'espaces annelés considérés ici.
Si l'on revient au cas du morphisme F : 3^ —r 3K1 considéré dans l'énoncé, et d'un

J^^^-module E ' cohérent muni d'une connexion intégrable surconvergente le long
de Z', on a alors Z " = j^Z, /' = j, ̂  = Ur^ ^Ï\q(Z11) = ̂ Ï^\Z) (d'après
(4.1.1.1)), ff^-^Z") = ff^^Z). On voit encore en passant par les stratifications
associées à la connexion que cet isomorphisme est (ff^-^Z)^^^ ^^-)-linéaire. Pour
prouver qu'il est ^^-^Z) -linéaire, on utilise [5, 4.4.5] pour passer par continuité
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de l'action de ^ ^ ^ Z ) ^G% €^ ̂  a cene de ^^-oC^Z) de la manière suivante. Il
existe un entier r'Q et un 6)^-' -module localement libre de rang fini EQ sur U ' ^ i , muni
d'une connexion intégrable surconvergente, tel que E ' c^ j EQ en tant que module à
connexion. Si ^o = SP^'/*^/*-^'o? ^o es^ ai01*8 un ^g^i g (^/)-module cohérent, et il
existe pour r ^ r'o des isomorphismes

(4.6.6.3) ^Q(^) 0 ^o —^ sp^^j;^ li^ ̂ Ï\^') ̂  ̂  -^ sp^/, E1,
r>r'Q

respectivement â§^, ^ { Z ' ) et ff^-'^ Z ' ) -linéaire ; de plus, il existe une suite d'entiers

r^, avec r'^ > max(m,r^_i), et une structure de (^^^Q^O^^^/ )Q)-module sur

^ ^ ^ ( Z ' ) (g) ê^ telles que les homomorphismes

^(^m) / 7^\ /o. j^/ ___. ^rm+1^7/^ ̂  /a/

^3^'^,Q^ /' '9 0 ——^ ^^"^Q V^ / (0) ^0

soient (^m)Q(^/)ê^^)Q)-linéaires, et l'isomorphisme (4.6.6.3) ^/^(^^-linéaire.

Comme F^^^Z') ̂  ̂ ^(Z), F^â^^Z') (g) ^o) est muni d'une structure

naturelle de ^^s)(^)ê^^s)-module. De même, EQ = F^EQ est un module
localement libre de type fini à connexion intégrable et surconvergente sur L^+g, tel
que F ^ E ' ^ J^(EQ) ; de plus, si <% = sp^-^(£'o)î <% satisfait de manière naturelle la
condition analogue à celle de ̂  pour la suite d'entiers rm+s-, avec m > 0, telle que
rm+s = r'm + s ' pour prouver que (4.6.6.1) est Q^r^Z) -linéaire, il suffit alors de
prouver que, pour tout m, l'isomorphisme

F* ( ÛS^'m) ('7^ ̂  X^^ ^ ^ û^^m+s) ( r7\ ^ fQ
[^^•'^z ) (g) ^o) ——> ^^,Q ( z / ) (g) ^0

défini également par (4.6.6.1) est (^mQS)(Z)ê.^^lQS))-linéaire. Or, pour tout ou-
vert affine ^ C 3^, l'action de ^(^,^mQâ)(Z)ê^^s)) sur le terme de droite
prolonge par continuité celle de r(^<, ̂ ^^(Z) 0 S^-^) grâce à la topologie de
Banach définie sur r^,^^^ (g) <%) par sa structure de module de type fini sur
l'algèbre de Banach nœthérienne r^.^^Q^Z)). Sur le terme de gauche, on voit
comme dans la démonstration de 4.6.2 que l'action de T(^ ̂ Ïm^s\Z)^^^s))
prolonge par continuité celle de F(^, ̂ y^ÇZ) 0 ^^,q) grâce à la topologie de

Banach définie sur F(^<, F*^^^^) 0<?o)) P^ sa structure de module de type fini
sur l'algèbre de Banach nœthérienne ^(^,^^s)(Z)ê^^^QS)). Comme ces deux
topologies coïncident d'après [5, 4.1.2], le lemme en résulte.

4.6.7 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 4-6.5, soient E un isocristal sur Y,
surconvergent le long de Z. La donnée d'une structure de F-isocristal (surconvergent
le long de Z ) sur E équivaut à celle d'une structure de F-Q^ ̂  Z)-module sur
^ = sp^ E.
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Soient Z' l'image inverse de Z dans X^\ j ' : Y^ ̂  X^\ Fx le Frobenius absolu
de X, S K 1 = S K ° ' . Supposons d'abord qu'il existe un ^-morphisme F \ 3^ —> S K 1

relevant FJ^. Le foncteur F^ sur la catégorie des F-isocristaux sur Y surconver-
gents le long de Z est alors obtenu par composition de l'extension des scalaires par
(T, et du fondeur image inverse F^ de la catégorie des j ' ^ ff^ -modules à connexion
intégrable et surconvergente dans celle des j^ G gc^ -modules à connexion intégrable
et surconvergente. Or, d'après [5, 4.4.5], le fondeur sp^ est un fondeur pleine-
ment fidèle de la catégorie des isocristaux sur Y surconvergents le long de Z dans
la catégorie des Qr^ g (^Z)-modules. La donnée d'une structure de -F-isocristal sur
un tel isocristal E est par définition la donnée d'un isomorphisme (j) : F^E^ —)- E.
Elle équivaut donc à la donnée de Pisomorphisme 3>^ g ("^-linéaire sp^-^"1) :
spj^(F) —4 sp^(F^F°"). Comme, d'après 4.6.6, on dispose d'un isomorphisme
canonique Q^ o^ Z) -linéaire sp^(F^F°") —4 F* sp^-/^ E0', on voit que la donnée
de (j) équivaut à celle d'une structure de F-S>^ ̂  Z)-modu\e sur ê = sp^(E).

Pour en déduire l'énoncé dans le cas général, on procède comme dans la démons-
tration de 4.6.3. Il faut encore vérifier que, si l'on se donne deux relèvements locaux F,
F ' de FJ^, les isomorphismes canoniques € F , F ' '' F'^ Ea —^ F^E0 qui permettent
de définir par recollement la structure de F-isocristal de E correspondent, au moyen
des identifications

(4.6.7.1) sp^. F^F" -4 F* sp^,, F" -^ (F*^, ̂  Z1)) 0 sp^/, F",
^(tz/)

(resp. F1) aux isomorphismes T F , F ' '' F ' * sp^-/^ E0' —)- F* sp^-/^ F0" qui permettent
de définir la structure de F-3>^ Q^ Z) -module de spj^ F. Comme ces identifica-
tions sont 3>^ oC^-linéaires, de sorte que les isomorphismes S P ^ - ^ ( £ F , F ' ) d T F , F '
sont localement définis comme en 4.6.3 par des séries de Taylor dont les termes gé-
néraux se correspondent, il suffit de vérifier que ces séries convergent pour des to-
pologies qui se correspondent dans les identifications. Si û^ est un ouvert affine de
^r, on ne dispose plus comme en 4.6.3 de topologies de Banach sur les modules
de sections pour lesquelles ces séries convergent, mais on peut se ramener à une li-
mite de situations analogues en choisissant un voisinage strict Uro du tube de Y
dans S^K-, d un ff^ -module Fo localement libre de rang fini sur Uro, muni d'une
connexion intégrable sur convergente, tel que F c^ j^EQ en tant que j^ ff^ -module
à connexion. Si l'on pose ëro = spj^j^Fo, <§r = spj^jV^Fo ^ ^y^(Z) 0 ê^,
alors il existe comme dans la démonstration de 4.6.6 une suite croissante d'entiers
ry^ > m telle que le ^ '"-(Z)-module de type fini S'rm s01^ aussl muni d'une struc-
ture de (^^(^êiÇ^-module de type fini, et les flèches ̂  — ^+1 soient

(^^O^^^^o)"^1116^1'08' ^es Identifications (4.6.7.1) et les isomorphismes e p ^ F '
et TF F ' proviennent alors d'identifications et d'isomorphismes analogues pour chaque
m par passage à la limite pour m —)- oo. Pour m fixé, on peut raisonner comme en
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4.6.3 pour vérifier que les séries de Taylor définissant S P ^ - ^ ( £ F , F ' ) et TF.F' convergent
vers des éléments de r^^j^+^j^^F^Eo) et r(^,F*<^) qui se correspondent
via (4.6.7.1), et l'assertion en résulte ensuite par passage à la limite.
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Soient R une Z(p)-algèbre, (a, 6,0) un m-PD-idéal de J?, A une J?-algèbre, 1 C A
un idéal muni d'une m-PD-structure (J, 7) compatible à (b, a). Cette m-PD-structure
permet de munir A d'une filtration par des sous-idéaux 1^ de J, appelée filtration
m-PD-adique, dont une définition est donnée dans [5, 1.3.7]. Sous les hypothèses où
cette définition est utilisée dans [5] (essentiellement celles de [5, 1.5.3]), elle fournit
bien le résultat voulu. Sous des hypothèses plus générales, il s'avère qu'elle ne possède
pas toujours les propriétés de niipotence que l'on souhaite. En particulier, si p = 2,
l'exemple de [5, 1.3.7] n^est pas correct. En effet, supposons que A = Za, 1 = 2A,
et que J C 1 définisse une m-PD-structure sur 1 pour un certain m > 0. Alors
2 ç (J+pA) DJ, de sorte qu'avec la définition de [5], on obtient que 2^ e 1^ pour
tout n, d'après [5, 1.3.8 (i)]. Or 2^ ne tend pas vers 0 pour n —^ oo, si bien que, quel
que soit m, la filtration ainsi définie n'est pas topologiquement niipotente.

Nous allons donc introduire ici une définition légèrement modifiée, fournissant une
filtration plus fine que celle de [5]. Avec cette définition, l'exemple de [5, 1.3.7] devient
valable, ainsi que toutes les autres propriétés démontrées dans [5] - à l'exception de la
première assertion de [5, 1.3.8 (i)], que l'on veut précisément invalider. En particulier,
les deux définitions fournissent la même filtration sous les hypothèses de [5, 1.5.3],
de sorte que, dans le cas lisse, cette modification ne change pas les faisceaux de
parties principales à puissances divisées partielles [5, 2.1], ni les faisceaux d'opérateurs
différentiels correspondants.

A.l. Notons f3 la PD-structure de bi = b + pR prolongeant a et la PD-structure
canonique de (p), et f3 l'extension de /3 à biA. L'idéal Ji = J + biA est muni d'une
PD-structure canonique prolongeant 7 et /?, et, pour y ç Ji, et a G N, nous noterons
y^ les puissances divisées correspondantes. Pour x ç /, nous noterons comme d'ha-
bitude x^ les puissances divisées partielles de x. Soit ^ l'ensemble des filtrations
décroissantes (FnA)n>_o de A qui vérifient les propriétés suivantes :

(i) F^ = A, F\ = J, et, quels que soient n,n' > 0, ^ n 'A • F " ' A C i^+^A.
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(ii) Quels que soient n ^ 1, x e J^A et k ^ 0, a-W e F^A.
(iii) Quel que soit n >_ 0, Ji D FnA est un sous-PD-idéal de Ji.
L'idéal J H FnA = J H (Ji H ̂ A) est alors un sous-PD-idéal de Ji, et, pour tout

n >_ 1, il définit sur FnA une m-PD-structure. Elle est compatible à (b,a), car d'une
part blAnFnA = biAn (Ji HF^) est un sous-PD-idéal de Ji, donc de biA, d'autre
part les PD-structures de bi et J D FnA sont compatibles, puisque celles de bi et J
le sont par hypothèse.

A.2 PROPOSITION. — Dans l'ensemble ^ des filtrations vérifiant les conditions (i),
(ii) et (iii) de A. 1, il existe une filtration (I^n^)n>o plus fine que les autres.

Observons que le PD-idéal J\ est stable à la fois par les opérations de puissances
divisées y^ et par les opérations de puissances divisées partielles y^. On introduit
la notation suivante : si a = (a i , . . . , o^), b = ( & i , . . . , bf) sont deux suites d'entiers
^ 1, on pose

^}-((•••(((.[ol]){&l})[a2]){&2}•••)[at]){M.
On a donc en particulier y^ = y^, yW = yW ^ ^ ^ ^ ̂  y g^ j^g
suites d'entiers comme plus haut, et si l'on pose a = ( a^ , . . . .a^a'/,... , a^ / / ) , b =
(&i , . . . , ^ ,y / , . . . , ^ / ) , on a (^[a/^})[a// '&//} = ̂ }. On remarquera que, quels que
soient x € A, y ç Ji, on a

(xy)^ =xalbl"•atbty^.

Comme dans [5], on note In l'idéal de A engendré par les produits de la forme
.z*} • • ' x " 1 " , avec Xi ç. 1 pour tout î, et ^n^ >_ n. On définit alors 1^ comme
l'idéal de A engendré par les produits de la forme

(A.2.1) xin^...x^y^...y[a"b-\

où Xi ç J, yj ç Ji n Idj pour certains entiers

dj, âj == (a^i... . . a^^. ). bj = (&^i . . . . . &^^. ).

avec ^ > 1. a^k > l? ^J,Â; > 1^ et
r s

^ n, + ̂  d î. • • bj^ ^ n.
î=l J=l

Comme JiDJ est un sous-PD-idéal de J\ grâce à [5, (1.3.2.2)]. les 1^ forment bien
une filtration d'anneau de A telle que 1^ = J. donc vérifiant (i). Les propriétés des
puissances divisées partielles montrent que, pour vérifier (ii), il suffit de le faire pour
un générateur de la forme (A.2.1), et cela résulte encore de ces propriétés. Pour vérifier
(iii), on observe qu'un élément z G Ji FiJ^ peut s'écrire comme somme d'un élément
z ' ç. In et d'une combinaison linéaire d'éléments z'^ qui sont de la forme (A.2.1) avec
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5 ^ 1 . Les éléments z^ étant dans Ji H J"^, l'élément z ' est dans Ji H Ini et, par
définition, ^/[/l] = ^/[/l;l} appartient à Z^ pour tout h ^ 1. D'autre part, si ̂  est
de la forme z'^ = u^y^ , on voit que z1^ J = (^o,)^^ '-'1J est aussi dans 1^ pour
tout h ̂  1. Il en résulte que Ji H 1^ est un sous-PD-idéal de Ji. A fortiori, JD 1^
est un sous-PD-idéal de J, qui munit alors 1^ d'une m-PD-structure, et biAnJ"^
est un sous-PD-idéal de biA, ce qui entraîne que cette structure est compatible à
(b,a).

Si (F^) est une filtration de ^, alors a^^ e F^A pour tout a; e Z et tout n,
d'après (i) et (ii). Il résulte alors de (i) que Id C FdA pour tout d ^ 0. Si y e JifiF^A,
la condition (iii) entraîne que y^ ç Ji n FdA pour tout a ^ 1, et la condition (ii)
entraîne que (^)W ç Ji DF^A pour tout b ̂  1. Appliquant encore (i), on voit que
jM c FnA pour tout n.

Nous adopterons désormais les définitions suivantes :

A. 3 DÉFINITION. — Sous les hypothèses de A.l, la filtration m-PD-adique de A est
la filtration par les idéaux 1^ dont l'existence est assurée par la proposition A.2. Il
est clair qu'elle est fonctorielle par rapport à (A,J,J,7). Cette filtration dépend du
choix de m, et, si nécessaire, nous le préciserons par la notation I^hm).

Nous dirons désormais que / est m-PD-nUpotent si, avec la définition de A.2, il
existe un entier n tel que 1^ = 0 ; lorsqu'aucune confusion n'est possible, nous dirons
plus simplement que I est PD-niIpotent (cf. la remarque (vi) plus bas). De même,
lorsque I ' est un idéal quelconque d'une ^-algèbre A7, les enveloppes à puissances
divisées partielles niipotentes P?^\ ^(1') seront désormais définies comme étant les
quotients de P(^)^(J') par la filtration m-PD-adique au sens de la présente définition.

REMARQUES

(i) On observera qu'on ne modifie pas l'idéal 1^ en restreignant la famille de
générateurs considérés en (A. 2.1) de la manière suivante :

(A.3.1) Si n > 0, on peut supposer n^ ^ 1, dj ^ 1.

(A.3.2) On peut supposer bj^k >. p171^1 pour tout j et tout k < tj.

En effet, si z e Ji, et si b < p77^1, on a z^ = uzb^ avec u e Z T y II s'ensuit que, si
y G Ji H I d , et si la suite b est telle que bk < p"7^1, on peut écrire y^^ sous la forme

^.;y,,(^[a/;5/})^;l}y^-l)--b-•••ûtbt^[a/^})[o//^

avec c e Z(p), a' = (a i , . . . ,0^-1), &' = ( & i , . . . A-i)î 0" = (0^0^+1,... ,a^), b" =
(^+1,..., bt). L'assertion en résulte.

(ii) La filtration ainsi définie coïncide encore avec la filtration PD-adique pour
m, = 0, et avec la filtration J-adique en caractéristique 0.
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(iii) Notons 1^' la filtration définie en [5, 1.3.7]. Il résulte de [5, 1.3.8] que cette
filtration est dans ^. A fortiori, on a In C 1^ C 1^' pour tout n. On obser-
vera qu'on peut avoir 1^ ^ 1^', comme le montrent la remarque initiale et la
proposition A.4 plus bas.

(iv) Supposons que A soit l'algèbre R{ t ^ , . . . ,td)^ des polynômes à puissances
divisées de niveau m en d variables [5, 1.5.1], et 1 son m-PD-idéal canonique, engendré
par les ^{n}, pour 1 < i < d, n > 1. Alors on a In = 1^ = 1^\ et J<^ est donc le
^-module libre de base les produits ^n1^ • • • ̂ nd^ avec ̂  ni ^ n : en effet, on a dans
ce cas 1^' = In, d'après [5, 1.5.1]. L'assertion (ii) de [5, 1.5.1] reste donc valable
avec la définition de la filtration m-PD-adique donnée ici.

(v) Pour m' > m, considérons (<7,7) comme définissant une m/-PD-structure sur
I . Si J^^) et I ^ ( r r z ' ) sont respectivement les filtrations m-PD-adique et m'-PD-
adique, on a I ^ ( ^ ' ) c J^^) pour tout n.

(vi) On prendra garde que la condition de m-PD-niIpotence sur I n'implique pas
que J soit PD-niIpotent au sens classique, c'est à dire qu'il existe un entier n' tel que
JPJ = 0 : un exemple en est fourni par l'anneau Z^^Z, pour n ^ 2, dans lequel
l'idéal maximal m = 2Z/2nZ possède une PD-structure canonique non PD-niIpotente ;
par contre, si l'on considère m comme définissant une 1-PD-structure sur lui-même,
celle-ci est 1-PD-nilpotente d'après l'exemple qui suit.

Précisons en effet la filtration obtenue dans le cas d'un anneau de valuation discrète.

A. 4 PROPOSITION. — Soient Y un anneau de valuation discrète d'inégales caracté-
ristiques (0,p), m son idéal maximal, e son indice de ramification, TT une uniformisante
de ̂ , a = mh un idéal de Y, b = m^ un sous-idéal de a, m un entier. On suppose que
k et m sont tels que b soit un PD-idéal de Y et définisse une m-PB-structure sur a.

(i) La filtration m-PD-adique de a est donnée par

aW=an={^n'})^.

Elle est indépendante du choix de b, et elle est m-PD-niîpotente si et seulement si

pmh>e/(p-l).

(ii) Soient A une "^-algèbre, I = aA, J = bA. Alors J, muni de la PD-structure
prolongeant celle de b, définit une m-PD-structure sur I, et la filtration m-PD-adique
correspondante est donnée par 1^ = a^A.

En particulier, on voit que m possède une m-PD-structure topologiquement m-PD-
niîpotente si et seulement si p771 > e / ( p — 1), de sorte que, avec la définition adoptée
ici, l'exemple de [5, 1.3.7] est valable.

Compte tenu des relations entre les opérations de puissances divisées partielles, la
définition de On entraîne que cet idéal est engendré par les éléments (TT^)^^, avec
n' > n. De même, il est clair que In = a^A, que les In vérifient les conditions (i) et
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(ii) de A.l, et que la filtration par les In est plus fine que toute filtration vérifiant les
conditions (i) à (iii) de A.l. Comme la filtration m-PD-adique est la plus fine de celles
qui vérifient ces conditions, il suffit de s'assurer que, si </i == J + pA, alors Ji H OnA
est un sous-PD-idéal de Ji. Or on a d'une part Ji = TT^A, avec k' = mm(e,k),
d'autre part On = (^cn) pour un certain entier Cn-, de sorte que J\ H a^A = TT^A, avec
d = max(cyz, k1). Si Cn ^ A-', Ji DOnA = Ji, et l'assertion est claire. Sinon, un élément
x G Ji D dnA s'écrit a; = TT^, et, pour i > 1, x^ = {^TC)^y^ ; l'assertion résulte alors
de ce que (^c1)^ e (TT^).

Comme Y est sans p-torsion, la PD-structure d'un idéal de Y est unique lorsqu'elle
existe. Il s'ensuit que, sur a, les opérations x ̂  x^ sont idépendantes du PD-idéal 6
définissant la m-PD-structure de a. Ce qui précède entraîne qu'il en est alors de même
pour la filtration 1^. Enfin, puisque a^ = ((TT^)^)^^, la m-PD-structure de
a est topologiquement m-PD-niIpotente si et seulement si (TT^)"^ tend vers 0 pour
n -^ oo. Or, si n = p'^q + r, avec 0 < r < p"1, on a (TT^)^^ = Tr^Ti-^71)^, et
(^pmh)^ —^ 0 pour q —^ oo si et seulement si p^h > e / ( p — 1).

Montrons maintenant qu'avec la présente définition, la proposition [5, 1.3.8] reste
vraie (à l'exception de la première assertion de (i)). Compte tenu de ce que les 1^
vérifient les conditions (i) à (iii) de A.l, il reste à vérifier :

A. 5 PROPOSITION. — Avec les notations et les hypothèses de A. 3, la filtration m-
PD-adique de A vérifie les propriétés suivantes :

(i) Soient n >_ 1, A = A/I^, TT : A —)- A l'homomorphisme canonique, I = IA,
J = JA, ̂  la PD-structure quotient sur J. Alors (J^) définit sur I une m-PD-
structure compatible à (b,a), TT est un morphisme strict pour les filtrations m-PD-
adiques, et TT est universel pour les m-PD-morphismes de (A,J,J,7) dans une R-
algèbre A' munie d^un m-PD-idéal (7', J1',7/) compatible à (b.a) et tel que J'17^ = 0.

(ii) Soient A —^ A7 un homomorphisme plat, I' = IA', muni de la m-PD-structure
(J' = JA'',7') étendant celle de I (cL [5, 1.3.2 (i)]/ La filtration m-PD-adique de A'
est donnée par I ' ^ 1 = iW A'.

La condition (iii) de A.l entraîne que la PD-structure 7 passe au quotient sur
J, et que la PD-structure 7 obtenue est strictement compatible à (b,a). Elle munit
donc I d'une m-PD-structure compatible à (b, a), pour laquelle on a 7r(Id) = Id pour
tout d. En particulier, In = 0. Pour prouver que TT est strict, il suffit de montrer
que, si y (E 7i H 7^, alors y^ ç 7r(J^1'"^) pour tout a et tout b = ( & i , . . . ,^).
On peut supposer que d < n, et écrire y = ^ ( y ' ) = 7r(z), avec y ' ç J^, z G Ji,
et y ' - z e 1^ C 1^. Par suite, z e Ji H /W ; n résulte alors de (i) et (ii) que
^{a,b} ç ^{db^-bt} ^ (R^ Passertion. Puisque TT est strict, on a 7 = 0, et le quotient
A / I ^ possède la propriété universelle voulue.

La dernière assertion se voit comme en [5, 1.3.8].
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REMARQUE. — Sous les hypothèses de [5, 1.5.3], les enveloppes à puissances divisées
partielles niipotentes ne changent pas si l'on remplace dans leur définition la filtration
de [5, 1.3.7] par celle que nous considérons à présent. En effet, compte tenu de (iv) plus
haut, l'argument de platitude de [5, 1.5.3] ramène au cas d'une algèbre de polynômes,
qui résulte de la remarque faite en A.3, (iv).

A.6 PROPOSITION
(i) Pour tout i € N^ la filtration m-PD-adique définie sur Ai = A/p^A par

l'image I de I, munie de la m-PD-structure quotient, est l'image de la filtration m-
PD-adique de A. En particulier, la filtration m-PD-adique de A est topologiquement
m-PD-nUpotente si et seulement si, pour tout i G N, la filtration m-PD-adique de Ai
est m-PD-nUpotente.

(11) Supposons que p soit niipotent dans A. Alors la filtration m-PD-adique de A
est m-PD-nUpotente si et seulement s'il existe un entier n tel que In = 0.

Soient TT : A —^ A^, Ji l'image de Ji dans A^. Si y G J\ H J^? oi1 peut écrire
y = 7 r ( y ' ) = TT(^), avec y ' G J^, z G Ji, et y1 - z G p^A C Ji. Par suite, y ' G Ji H I d ,
et l'assertion (i) est claire.

Comme In C J"^, la condition de (ii) est nécessaire. Pour prouver qu'elle est
suffisante, on peut supposer m >_ 1. Fixons un entier n tel que In = 0, et considérons
l'ensemble E des familles d'entiers de la forme

A = fr,n= (ni,...,nr)^,d= (di,... ,ds),t = (^i,... ,ts),b = {bj^) i^j^s Y
v - i<^<^

où r, s > 0, ni, dj, tj, b^tj > 1, et bj^ ^ p77^1 pour tout (j, k) avec k < tj. Soit Eo C E
le sous-ensemble des familles A telles qu'il existe des éléments xi G J, yj G Ji H J^.,
et des suites a = {aj^)i<j<s,i<k<tj;? avec aj^ > 1 pour tous j, k, tels que l'élément
(A.2.1) correspondant soit non nul. Alors Eo est un ensemble fini. En effet, on observe
d'abord que l'on a r < n, s < n, puisque chaque élément a" , V^3^3 appartient à J.
De même, on a ni < n, dj < n, bj^ < n pour tous z, j, k. Il suffit donc de montrer que
les tj sont uniformément bornés. Si l'on pose bj^ = pmqj,l + r^i, avec 0 < r^i < p171,
on a O/^'11)^!} = (^i!/^,!!)^'11)^'11. Or, si t, > 1, on a ^,1 > p^1 ^ p, et
bj,i\/qj^ est divisible par p. Par suite, ( y ^ 3 )^bj^ est de la forme p z , avec z G Ji,
ce qui entraîne que y ^ est divisible par paJ,2&;^2•••aJ,t^,^ où t = tj. Comme a^ > 1,
bj,tj ^ 1 pour tous j, k, et bj^ > p^1^1 > p2 pour tout k < tj, il en résulte que
p2(tj-2) < ç^ où c est tel que p° = 0 dans A.

Soit alors no le maximum des valeurs de n(A) = ^^n^ + ^ - rij^j',1 • • • ^j',^ pour
A G Eo, et soit n1 > no. Comme, d'après (A.3.1) et (A.3.2), l'idéal J^ possède
un système de générateurs qui correspondent tous à une famille A G E \ Eo, ces
générateurs sont tous nuls, et I est m-PD-niIpotent.
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A.7 COROLLAIRE

(i) Soit A —> A' un homomorphisme d'anneaux tel que 7 s'étende strictement à A'
(relativement à (bi,/3) [5, 1.2.2]/ Si I est m-PD-nUpotent, et si p est niipotent dans
A', alors I' = IA', muni de la m-PD-structure définie par JA' (qui est compatible à
(b^a)), est m-PD-nUpotent.

(11) Soient {!', J 1 ^ 1 ) , { I " , J " ^ " ) deux m-PB-idéaux de A, tels que ̂  et ^" soient
strictement compatibles (relativement à (61, /3) [5, 1.2.2]/ Si I' et I " sont m-PD-
niipotents, et si p est niipotent dans A, alors I = I' + I " , muni de la m-PD-structure
définie par J = J' + J " (qui est compatible à (b,a)), est m-PD-nUpotent.

Compte tenu de A. 6, la première assertion résulte de ce que 1^ = In A ' , et la seconde
de Ce que In = En/+n//=n ïn'rnl"

A.8 PROPOSITION. — Sous les hypothèses de A.l, soient A = R {t\,... •,td)(m\ ^-
gèbre de polynômes à puissances divisées de niveau m à coefficients dans R, I =
(^i,..., td) son m-PD-idéal canonique, J C I le sous-PD-idéal canonique, I' = I-\-aA,
J 1 = J + bA. On fixe un entier no, et on note A = A/I^0^, I' et J les image de
I' et J' dans A. On munit J' et J de l'unique PB-structure prolongeant celles de J
et de b, ce qui munit I' et I de m-PD-structures. Les filtrations m-PD-adiques de I'—f
et I sont alors données par

(A.8.1) 1'^ = {^a^lVA^e a^-'^l,
l k )

(A.8.2) Ï^ = { ̂  a^k^_ G a^-l^l.
l|Â^no )

Soit Fil71 A la filtration de A définie par le second membre de (A.8.1). Par fonctoria-
lité et multiplicativité, il est clair que FiF A C I ' ^ 1 pour tout n. La caractérisation
des I ' ^ donnée en A.2 entraîne alors qu'il suffit de vérifier que la filtration FiP A
satisfait les conditions (i)-(iii) de A.l. La condition (i) est évidente. Comme FiF A
est un idéal gradué, les propriétés d'additivité et d'homogénéité des opérations x^
ramènent la vérification de la condition (ii) au cas d'un élément de la forme a^t^,
qui est clair. Pour vérifier (iii), posons bi = b + pR, J[ = J ' + biA. Il faut alors
s'assurer que, pour tout n ^ 1, J[ D FiF A est un sous-PD-idéal de J[. Comme J[
et FiF A sont gradués, on se ramène encore à montrer que les puissances divisées de
tout élément de J[ H Fil71 A de la forme akt^ sont dans FiP A, ce qui résulte des
propriétés analogues de a^"!^ et des t^.

L'assertion relative à A se montre de la même manière.

A.9 COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de A. 8, I est m-PD-nUpotent si et seule-
ment si a est m-PD-nUpotent.

Cela résulte aussitôt de A. 8.
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