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2-MODULES ARITHMETIQUES II
DESCENTE PAR FROBENIUS

Pierre Berthelot

Résumé. — En géométrie algébrique, sans hypothése de caractéristique, la théorie des
modules sur des anneaux d’opérateurs différentiels convenables, appelés d’une ma-
niére générique « Z-modules », est un outil essentiel pour ’étude de la cohomologie
de de Rham et des cohomologies qui en dérivent (cristalline, rigide). Dans ce mémoire,
nous étudions plus particuliérement les propriétés spécifiques de I’action d’un reléve-
ment du morphisme de Frobenius sur la catégorie des Z-modules, lorsque la base est
un schéma annulé par une puissance d’un nombre premier p fixé, ou un schéma formel
p-adique. Le résultat principal est un théoréme de descente par Frobenius, grace au-
quel I’étude des modules munis d’une action des opérateurs différentiels usuels d’ordre
< p™ se raméne i celle des modules munis d’une action des dérivations. Nous éta-
blissons la compatibilité de cette descente & toutes les opérations cohomologiques de
la théorie des Z-modules, ce qui montre que tout Z-module d’origine géométrique
peut étre muni en un sens convenable d’une action naturelle de Frobenius, et nous en
donnons diverses applications.

Abstract (Arithmetic Z-modules II. Frobenius descent). — In algebraic geometry, re-
gardless of the characteristic, the theory of modules over suitable rings of differential
operators, generically called “ Z-modules”, is an essential tool in the study of de Rham
cohomology and other theories deriving from it (crystalline and rigid cohomologies).
In this memoir, we study more specifically the particular properties of the action of
a lifting of the Frobenius morphism on the category of Z-modules, when the base is
a scheme annihilated by a power of a fixed prime p, or a p-adic formal scheme. The
main result is a descent theorem for the Frobenius morphism, allowing to reduce the
study of modules endowed with an action of usual differential operators of order < p™
to that of modules endowed with an action of derivations. We prove the compatibility
of this descent with all cohomological operations from Z-module theory, which shows
that any 2-module of geometric origin can be endowed in a suitable sense with a
natural Frobenius action, and we give some applications.
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, nous poursuivons ’étude  de la théorie des 2-modules sur des
bases « arithmétiques » (en caractéristique p, en inégale caractéristique,...), commen-
cée dans [5]. Notre objectif est ici d’analyser certaines propriétés spécifiques aux
Z /p™Z-schémas, ou aux schémas formels sur une base p-adique, liées & Paction de
Frobenius.

Pour un schéma X propre et lisse sur un corps parfait k de caractéristique p, une
différence essentielle entre la cohomologie cristalline et la cohomologie ¢-adique pour
¢ # p se situe au niveau de I'action de Frobenius : sur les groupes H}, (X, Z;), c’est un
isomorphisme, alors que c’est seulement une isogénie sur les groupes H. . (X/W (k),
17 X/W). Bien stir, ce comportement particulier n’est pas un défaut, mais est au
contraire & la base de nombreuses applications spécifiques & la cohomologie cristalline,
et est en réalité I'une des propriétés qui en font tout l'intérét.

Nous examinons ici une propriété de méme nature, au niveau des catégories de
coefficients : alors que 'image inverse par le morphisme de Frobenius est une équi-
valence de la catégorie des faisceaux étales sur X avec elle-méme [SGA4, VIII, 1.1},
il n’en est pas de méme pour la catégorie des cristaux. Le premier résultat qui met
en évidence ce type de phénoméne est probablement le théoréme classique de Cartier
([14], [15]) sur la descente par Frobenius des &'x-modules munis d’une connexion
intégrable & p-courbure nulle : si S est un schéma de caractéristique p, X un S-schéma
lisse, F' : X — X' le morphisme de Frobenius de X relativement & S, I'image inverse
& = F*&' d'un Ox.-module &' est munie d’une connexion intégrable canonique, qui
est & p-courbure nulle, et le foncteur F* établit une équivalence entre la catégorie des
Ox:-modules et celle des &x-modules munis d’une connexion intégrable & p-courbure
nulle [29, th. 5.1].

Lorsque &' est lui-méme muni d’une connexion intégrable V', 'image inverse de V'
par F' n’est autre que la connexion canonique & p-courbure nulle de . On pourrait
donc avoir I'impression que toute information relative & V' a été perdue en prenant
I'image inverse par F'. Une conséquence des résultats de ce mémoire est qu'’il n’en
est rien. Pour garder trace de la connexion V', il faut utiliser la famille de faisceaux
d’opérateurs différentiels @g(m) construite dans [5]. Rappelons que le faisceau @ﬁ?) est
engendré librement sur &x par les dérivations, que la donnée d’une structure de _@gg)-
module & gauche sur un &x-module équivaut a celle d’une connexion intégrable, et que



2 INTRODUCTION

les faisceaux 9&"‘) forment un systéme inductif dont la limite est le faisceau 2x des
opérateurs différentiels usuels [EGA, IV, (16.8.1)]. Dans la présente situation, nous
montrerons que la structure de 2% -module a gauche de &' permet de munir F*&”
d’une structure naturelle de Qg(l)—module & gauche, et notre théoréme de descente
2.3.6 entrainera que le foncteur F* induit une équivalence entre la catégorie des @g?,) -
modules & gauche et celle des Qg)-modules a gauche. C’est cet énoncé qu’on peut
considérer comme ’analogue cristallin (de caractéristique p) du théoréme d’invariance
par F* du topos étale.

Le théoréme de descente par Frobenius 2.3.6, qui est au cceur de ce mémoire, se
situe dans un contexte plus général qui permet de remonter de la caractéristique p &
une situation d’inégales caractéristiques. Nous nous plagons en effet sur un schéma S
annulé par une puissance de p, sur lequel est donné un idéal a contenant p et muni
d’une structure partielle d’idéal & puissances divisées de niveau m. Si X est un S-
schéma lisse, de réduction Xg sur Sp = V(a), et si F': X — X' est un morphisme de
S-schémas lisses relevant une puissance F' f(o /S0 du morphisme de Frobenius relatif,

(77) 5

nous montrons d’abord que, pour tout 25, ’-module & gauche &', F*&' est muni

d’une structure naturelle de 9§m+s)—module a gauche, puis que le foncteur F* induit

une équivalence de catégories entre 2\"-modules 4 gauche et 2" modules a
gauche. La démonstration procéde par réduction au théoréme de descente fidélement
plate pour le morphisme F', grace & l'interprétation des structures de Qg(m)—module a
gauche en termes de stratifications [5].

Nous donnons ensuite en 2.5.6 une construction d’un foncteur quasi-inverse a F*
qui se révéle d’une grand utilité. Pour cela, nous établissons pour les _@,((m)—modules a
droite un théoréme de descente analogue au précédent, en considérant le foncteur F®
défini par F*.# = Home,,(Ox, #), introduit par Grothendieck et Hartshorne pour
la théorie de la dualité pour les &x -modules quasi-cohérents [27]. Nous utilisons ici
une interprétation infinitésimale de la structure de Qg(m)—module a droite en termes de
« costratifications » (c¢f. 1.1.3), qui constitue l’analogue pour les modules & droite de la
notion de stratification pour les modules & gauche. Cette interprétation est développée
dans la premiére partie du mémoire; en caractéristique nulle, elle est probablement
connue des spécialistes, mais elle ne semble pas figurer dans la littérature. Sur un
schéma de base quelconque, elle permet de munir le faisceau wy des différentielles
de degré maximum sur X d’une structure de Px-module & droite, grace & la théorie
du foncteur image inverse extraordinaire f' pour les @x-modules quasi-cohérents
développée dans [27]. Le théoréme 1.2.3 montre que la structure ainsi définie de
maniére intrinséque s’explicite en coordonnées locales par la formule usuelle de ’action
par l'opérateur adjoint.

Rappelons que, pour m > 1, les faisceaux 9&"” ne sont pas engendrés par les
dérivations, de sorte que munir un &x-module d’une structure de Qg(m)—module est en
général plus délicat qu’en caractéristique nulle ; le recours a ’interprétation en termes
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INTRODUCTION 3

de stratifications et costratifications est alors souvent la maniére naturelle de procéder.
C’est donc aussi de cette maniére que nous définissons dans la premiére partie des
structures de @&m)-modules (a droite ou & gauche selon les cas) sur les produits
tensoriels et les modules d’homomorphismes. A I'aide de la structure de 2x-module
& droite construite sur wyx, on en déduit le procédé habituel de passage des 9&’”’-
modules & gauche aux Qg(m)—modules a droite, et réciproquement, par tensorisation
avec wyx ou w}l.

Apreés avoir établi les théorémes de descente dans la deuxiéme partie, nous consa-
crons la troisiéme partie de ce mémoire & montrer la compatibilité du foncteur F*
aux opérations cohomologiques de base de la théorie des Px-modules, généralisées
ici aux Qg(m)-modules. Les conventions et notations que nous employons sont celles
de Bernstein et Borel [12]. Si les cas de l'image inverse f' et du produit tensoriel
externe résultent facilement des propriétés de fonctorialité de F™*, celui de 'image
directe fi est plus intéressant, et constitue une application du théoréme de descente
par Frobenius (c¢f. 3.4.4). Il en est de méme pour le cas du foncteur de dualité lo-
cale, da & Virrion, pour lequel nous renvoyons & [42]. Une autre propriété importante
établie ici est la commutation de F* aux extensions du faisceau d’opérateurs différen-
tiels au moyen des homomorphismes 9§(m) - 9)(("1’), pour m' > m, qui servira dans
la derniére partie pour redescendre les F —9‘%7Q—modules. Toutes ces compatibilités
sont essentielles pour assurer la permanence de ’action de Frobenius & travers toutes
les opérations cohomologiques; elles entraineront que tout Qk’Q—module d’origine
géomeétrique est muni d’une structure naturelle de F—@%,Q—module [7].

Signalons aussi que les différents résultats mentionnés ici sont en fait établis sous
des hypothéses un peu plus générales :

(a) Lorsque l'on suppose que la PD-structure donnée sur a est m-PD-nilpotente,
il n’est pas nécessaire de disposer d’'un relévement F' de Frobenius globalement sur
X pour définir le foncteur F™* et établir ses propriétés. On peut en effet utiliser la
technique cristalline standard pour recoller au moyen d’une stratification les images
inverses définies par des relévements locaux de Frobenius.

(b) Nous avons systématiquement utilisé des faisceaux d’opérateurs différentiels
déduits des faisceaux @g{m) par extension des coefficients & une &x-algébre sur laquelle
Qg(m) opére. Rappelons qu’une des motivations pour l'introduction de cette généralité
supplémentaire — qui n’offre pas d’autre difficulté que I’alourdissement des énoncés
qui en résulte — est de pouvoir obtenir des résultats sur les algébres de fonctions a
singularités surconvergentes, et sur les modules sur ces algébres, par réduction modulo
p" et passages 4 la limite. Le lecteur trouvera dans [6] un exemple de I'utilisation de
ces techniques, pour prouver le théoréme de cohérence sur 9}[@ d’un tel faisceau
d’algébres.

Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques, d’in-
dice de ramification e, de corps résiduel parfait k, et m un entier tel que on ait
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4 INTRODUCTION

p™(p — 1) > e. Le début de la derniére partie est consacré & étendre par passage
a la limite les théorémes de descente au cas des faisceaux d’opérateurs différentiels
complétés @Eagb) sur un ¥-schéma formel lisse 2", puis au faisceau 9}5 limite inductive
de ceux-ci lorsque m — co. En particulier, le foncteur F* induit une équivalence de la
catégorie des QQ’Q—moduleS cohérents avec elle-méme. Il apparait ainsi que, lorsqu’on
tensorise par Q et qu'on passe & la limite pour m — oo, on retrouve des propriétés
d’invariance topologique analogues & celles des faisceaux étales. Pour ne pas allonger
exagérément ce texte, nous n’y avons par contre pas inclu 'extension au cas des
@%n)-modules, ni & celui des Qg-modules, des théorémes de compatibilité de F* aux
opérations cohomologiques montrés dans la troisiéme partie : en effet, la définition de
ces opérations pose alors des problémes assez délicats liés aux complétions, que nous
traiterons dans [7].

Observons ici que, lorsqu’on tensorise par @, les théorémes de descente obtenus sont
liés & différents résultats connus. Ainsi, compte tenu des relations entre QQ’Q—modules
cohérents et isocristaux convergents explicitées dans [3] et [5], le dernier énoncé peut
étre vu comme une extension a des coefficients plus généraux, mais ici sur un schéma
lisse et pour le morphisme de Frobenius, du théoréme d’invariance topologique de
la catégorie des isocristaux convergents prouvé par Ogus [36, 4.10]. De méme, via
le dictionnaire qu’on peut établir entre action de @ﬁ;"?Q sur un fibré & connexion
intégrable et rayon de convergence sur le disque générique des solutions des systémes
différentiels p-adiques (voir notamment la thése de Gernier [23]), les théorémes de
descente établis ici apparaissent dans le cas formel comme une généralisation des
résultats de Dwork et Christol sur l'existence de structures de Frobenius faibles sur les
systémes complétement solubles dans le disque générique (voir par exemple [22], [16],
[17], [18]). Rappelons que c’est précisément ce type de structures qu’utilisent Christol
et Mebkhout pour définir les exposants des systémes différentiels p-adiques [19]. A cet
égard, on notera que les formules obtenues par Garnier ([24], [25]), pour expliciter
le théoréme de descente par Frobenius pour les @fggfz@—modules et les QQ,Q-modules
a gauche, permettent de préciser les liens entre les méthodes algébro-géométriques
employées ici et celles de ’analyse p-adique.

Les théorémes de descente par Frobenius sont un des outils essentiels dont on
dispose dans la théorie arithmétique des Z-modules, et seront trés utilisés dans les
articles qui suivront ([7], [8]). Nous en donnons déja ici plusieurs applications impor-
tantes. Mentionnons en particulier les suivantes :

(i) Supposons que l'automorphisme de Frobenius de k se reléve en un automor-
phisme o de ¥. Soit alors F': £ — 2 un relévement du morphisme de Frobenius
absolu de la fibre spéciale X de 2" (si e < p™(p — 1), cette hypothése d’existence de
F globalement sur 2 est inutile, grace a la méthode évoquée en (a) plus haut). Pour
tout @g’%—module &, le morphisme de fonctorialité

Hip(#2,8) — Hip(2, F" &)

MEMOIRES DE LA SMF 81



CONVENTIONS GENERALES 5

est alors un isomorphisme (th. 4.3.5). On notera que, pour m = 0 et & = €4, on
retrouve ainsi, comme conséquence trés simple des théorémes de descente, le fait que
l’action de Frobenius sur la cohomologie cristalline de X est un isomorphisme aprés
tensorisation par Q [9, th. 1.3.1].

(ii) Le théoréme de descente permet de ramener le calcul de la dimension homo-
logique des anneaux @gfn) a celui de @(0), qu’on peut traiter par les techniques de
filtration habituelles. Nous montrons ainsi que chacun des @%n) est de dimension
2d + 1, ou d est la dimension relative de £~ sur ¥, et nous bornons respectivement
celles de ég”n?il et 93,’@ par 2d et 2d + 1 (voir 4.4.4 & 4.4.7). Rappelons que 'on
conjecture que ces derniéres sont en fait égales a d. Un résultat de ce type avait été
annoncé, prématurément semble-t-il, par Mebkhout et Narvaez [33] (voir [5, 2.2.7]).

Notant encore F* I'image inverse par le morphisme de Frobenius absolu, nous in-
troduisons dans la section 4.5 la notion de F—@}x’@-module, qui consiste en la donnée
d’un Q%Q-module & et d’un isomorphisme Q;Q—Iinéaire & =5 F*&. Cette notion
peut étre considérée comme généralisant les notions de F-isocristal convergent et sur-
convergent sur X, ainsi que nous ’expliquons dans la section 4.6. Le résultat principal
établi ici, grace au théoréme de descente 2.3.6, est que tout F' —Qjogﬂ—module cohérent
se descend canoniquement avec son isomorphisme sur @fg?@ Une conséquence remar-
quable de ce théoréme de descente est que la catégorie des F—Q‘T%’Q—modules cohérents
est une catégorie noethérienne, alors que ’analyse de ’action de F' sur 9}5’(@ montre
que @;’,Q n’est pas un faisceau d’anneaux noethériens (cf. 4.2.3). Signalons aussi que
ce résultat de descente pour les F—@}K’Q—modules est & la base de la construction
de la variété caractéristique que nous donnerons dans [8], et de la caractérisation
homologique de I’holonomie pour les F—@f%,@—modules obtenue par Virrion [42].

Enfin, nous revenons dans un appendice sur la construction de la filtration m-
PD-adique, définie par un idéal I muni d’une structure partielle d’idéal & puissances
divisées de niveau m. En effet, 'une des conditions imposées dans [5] s’avére trop
contraignante, et ne fournit pas la propriété de nilpotence voulue pour m > 1 lorsque
p = 2. La définition adoptée ici vérifie les bonnes propriétés de nilpotence, et n’induit
aucune modification dans les cas ou cette filtration était employée dans [5]; en par-
ticulier, elle ne modifie pas les voisinages & puissances divisées nilpotentes de niveau
m dans le cas d’une immersion fermée entre schémas lisses, donc laisse inchangés les
faisceaux de parties principales, et les faisceaux d’opérateurs différentiels qu’on en
déduit.

Conventions générales

0.1. Dans tout le mémoire, on désigne par p un nombre premier fixé, et par Z,) le
localisé de Z par rapport & l'idéal premier (p).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



6 INTRODUCTION

0.2. Sauf mention expresse du contraire, les modules considérés sur un faisceau d’an-
neaux non commutatifs & seront des modules & gauche, les résultats énoncés restant
valables en échangeant droite et gauche. Si & — 2 est un homomorphisme d’anneaux,
nous considérerons en général ¥ comme &-module grace & la multiplication & gauche.
Si * est ’'un des symboles &, +, —, ou b, D*(2) désigne comme d’habitude la catégorie
dérivée des complexes de Z-modules & gauche vérifiant les conditions correspondantes
d’annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsqu’il y aura lieu de distinguer expli-
citement entre droite et gauche, nous utiliserons des notations telles que D(8Z) ou
D(2%). Nous noterons D_, (2) (resp. Dgarf(@)) la sous-catégorie pleine de D~ (2)
dont les objets sont les complexes & cohomologie cohérente (resp. parfaits & cohomo-
logie bornée [SGAG6]). Si X est un schéma, et 2 un faisceau d’anneaux sur X muni
d’un homomorphisme &x — 2, nous désignerons par D}.(2) la sous-catégorie pleine
de D*(2) formée des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont &x-quasi-
cohérents.

0.3. Soient A, B deux anneaux. Nous adopterons la terminologie suivante pour dé-
signer les bimodules :

(a) Nous dirons que E est un (A, B)-bimodule si E est muni de deux structures
compatibles de A-module & gauche et de B-module & droite. Un morphisme de (A4, B)-
bimodules f : E — F est un morphisme linéaire a la fois pour les structures de A-
module & gauche et pour les structures de B-module & droite. Lorsque A = B, nous
dirons simplement que E est un A-bimodule (resp. f un morphisme de A-bimodules).

(b) Nous dirons que E est un (A, B)-bimodule & gauche (resp. & droite) si E est
muni de deux structures compatibles de A-module & gauche et de B-module & gauche
(resp. de A-module & droite et de B-module & droite). Lorsque A = B, nous dirons
simplement que E est un A-bimodule & gauche (resp. & droite). On définit comme
précédemment les morphismes de bimodules & gauche, ou de bimodules & droite.

0.4. Nous reprendrons les définitions de [5, 1.1.2] concernant les coefficients bino-
miaux modifiés : rappelons que, si m est un entier fixé, et si k = k' +k", ou k = p™q+r,
k= pmq/ + rl, k' = pmqn + 7‘", avec 0 < 7, 7", P! < p™ — 1, on pose

(e, = a0, =@},
k! (m)' q/!qu!’ k! (m)' k! k! (m)'

Nous étendrons ces notations en posant, pour m = 400,

R A )]

Lorsqu’aucune confusion n’en résultera, nous omettrons de noter 'indice m.

MEMOIRES DE LA SMF 81



CHAPITRE 1

2-MODULES A DROITE

Soient X — .S un morphisme lisse entre deux schémas, .# l'idéal de la diagonale
dans X xg X, t1,...,tq des coordonnées locales au voisinage d’'un point z € X,
O1,...,0q les dérivations correspondantes. Passons briévement en revue les différents
faisceaux d’opérateurs différentiels dont on dispose sur X (relativement a S) :

(i) Sans hypothése sur S, le faisceau Zx des opérateurs différentiels usuels est
défini & partir des algébres P% = Oxxx /I "+l des voisinages infinitésimaux de la
diagonale de X dans X xg X, en posant

9x = | Homoy (2%, 0x);

n>0

au voisinage de z, il posséde une base sur &x formée d’opérateurs notés Q[M, tels que
k0% = 9% [EGA, 1V, (16.8.4)];

(ii) Toujours sans hypothéses sur S, le faisceau Qﬁ?) des opérateurs différentiels
de niveau 0 (appelés « PD-différentiels » dans [1, II, 2.1.3]), est défini de maniére
similaire par

2% = | Homo (P (o), Ox),
n>0
ol 9?(,(0) = Px,wo/F [n+1] est I’algebre du n-iéme voisinage infinitésimal a puis-
sances divisées de la diagonale ; il a pour base au voisinage de z les puissances usuelles
A% des dérivations 9;.

(iii) Si I'on suppose maintenant que S est un Z(;,)-schéma, on dispose pour tout
m € N du faisceau @;{m) des opérateurs différentiels de niveau m [5, 2.2.1], obtenu
en remplacant les enveloppes & puissances divisées précédentes par les enveloppes a
puissances divisées partielles ‘@.;L{,(m) = Px,(m) /?{nﬂ} définies en [5, 2.1.2] :

2 = | Homey (P

n>0

Ox);

m)’
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au voisinage de z, ce faisceau posséde une base d’opérateurs notés Q@(’"), ou simple-
ment Q@, tels que (k! /g!)Q@ = 8% ou q est le quotient de la division euclidienne de
k par p™.

Les résultats de ce chapitre s’appliqueront & chacun des ces faisceaux. Pour unifier
les notations, il est commode d’adjoindre Zx (resp. 2%) A la famille des anneaux
20 (resp. P% (my) en posant N = N U {oo}, 2 = 9x et Pio0) = Pk
Lorsque nous fixerons m € N, il sera toujours sous-entendu que, si m # 0, oo, on
suppose que S est un Zp)-schéma; lorsque m = 0 ou m = oo, on pourra prendre
pour S un Z-schéma quelconque. Rappelons que, pour m < m' € N, il existe un
homomorphisme canonique Qg{m) - Qg(ml), et que li_n}meNQE(m) - 9)(((”). Nous
emploierons également la notation N* = N\ {0}.

Soit m € N. Nous commencerons par introduire la notion de costratification, qui
fournit pour les 9§(m)-modules & droite une description analogue & celle que donne la
notion de stratification pour les Qg(m)—modules a gauche. Cette description nous servira
ensuite pour montrer que, sur une base quelconque, le module wx des différentielles de
degré maximum posséde une structure naturelle de Zx-module, fournie par la théorie
du foncteur image inverse extraordinaire f' pour les &x-modules quasi-cohérents.
En coordonnées locales, elle correspond & ’action habituelle par ’opérateur adjoint.
Comme en caractéristique 0, elle permet de transformer un @&m)—module a gauche en
Qg(m)—module a droite, et réciproquement. Nous expliciterons enfin les isomorphismes
de transposition qui permettent d’échanger les structures de &x-module utilisées sur
9§(m) lorsqu’on effectue certains produits tensoriels avec un Qg(m)—module.

1.1. Interprétation infinitésimale des Z-modules a droite

Lorsque S est un Zj,)-schéma, et m > 1, 9&”) n’est pas engendré par les dériva-
tions, mais par les opérateurs 35”]) pour j < m, et il ne suffit donc pas en général
de se donner ’action des dérivations pour munir un &x-module & d’une structure de
@g{m)-module. Dans le cas des modules & gauche, la notion de m-PD-stratification in-
troduite en [5, 2.3.1] fournit une interprétation infinitésimale de ce type de structure,
qu'il sera souvent nécessaire d’utiliser pour définir une action de Qg(m) : une structure
de Qg(m)—module a gauche sur & est déterminée par la donnée d'une famille compatible
d’isomorphismes entre les images inverses p} & de & sur les voisinages infinitésimaux &
puissances divisées de niveau m de la diagonale dans X x g X. On montre ici qu’il existe
une description analogue pour la donnée d’une structure de Qﬁ{m) -module & droite, en
remplagant les images inverses ordinaires p} & par les images inverses extraordinaires
p.& construites par Grothendieck et Hartshorne pour les complexes quasi-cohérents
de Ox-modules [27]. On en déduit Dexistence des structures habituelles (voir par
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exemple [35, 2.4] ou [11, 1.3.1]) sur les produits tensoriels et modules d’homomor-

phismes sur &x de Qg(m)—modules, complétant ainsi ce qui était établi dans [5, 2.3.3]
(m)_ N

dans le cas des Yy ’-modules & gauche.

1.1.1. Rappelons d’abord quelques résultats de [27] concernant le foncteur image
inverse extraordinaire dans le cas des morphismes finis.

(a) Soit ¢ : & — % un homomorphisme de faisceaux d’anneaux. Le foncteur ¢,
de restriction des scalaires de & & & posséde un adjoint & droite, associant & un
&/-module A le #-module Som (B, #) : pour tout B-module A, ’évaluation en
1 € & fournit un isomorphisme canonique d’adjonction

Hom gy (N, M) < Homg(N , Hom.g (B, H)).

Nous noterons ¢” : Dt (&) — D*(£) le foncteur dérivé droit correspondant, qui
est défini par @’ # = RA#om (B, #) pour M € Dt (7). Sip: B — € est un
deuxiéme homomorphisme, il existe un isomorphisme naturel de foncteurs () o )° ~
Y ogob, car d’une part on dispose d’un tel isomorphisme entre les foncteurs non dérivés,
d’autre part ¢° transforme les o/-modules injectifs en %-modules injectifs.

(b) Soit f: X — Y un morphisme fini entre deux schémas. Suivant [27, III, §6],
nous noterons alors f* : D1 (Y) — D*(X) le foncteur défini par

Pt =T R#omey (f.Ox, M),

oti f désigne le morphisme (plat) d’espaces annelés (X, Ox) — (Y, f.€x). Si de plus f
est un homéomorphisme (resp. un homéomorphisme fini localement libre), on a donc
simplement f>.# = R ome, (f.Ox, #) (resp. Home, (f«Ox,.H#)), et cette nota-
tion est compatible avec la précédente. Lorsque X et Y sont localement ncethériens,
le foncteur f* envoie D}.(Y) (resp. DY\ (Y)) dans D (X) (resp. D, (X)).

(¢)Sif: X —=Yetg:Y — Z sont deux morphismes finis, et si .# € DV(0y),
on dispose d’un isomorphisme fonctoriel

(1.1.1.1) (9o f) (M)~ f(g(A))
dans les deux cas suivants :
(i) Si X, Y et Z sont localement noethériens, et si .4 € D;rC(Z), d’aprés [27, 11,
6.2];
(ii) Si f et g sont des homéomorphismes, car les foncteurs ?* et g* sont alors
les foncteurs identité, et on est ramené & la situation de (a).

1.1.2. Fixons maintenant quelques notations. Dans ce qui suit, on suppose donnés un
entier m € N, et un morphisme lisse X — S de dimension relative d. Pour 0 <14 < r,
on note p; : X /r;l — X les projections. Chacune d’entre elles munit les enveloppes a
puissances divisées 371’,}’(m)(r) [5, 2.1.2] d’une structure de €x-algébre; si nécessaire,
nous emploierons la notation p;. c@;’(y(m)(r) pour préciser la structure utilisée, et nous
adopterons une convention analogue pour les produits tensoriels de tels faisceaux.
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10 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

Pour 0 <4 < j < 2, nous noterons p;; : X xg X xg X — X xg X la projection
correspondant aux indices i, j.

Siti,...,tq sont des coordonnées locales sur un ouvert de X, nous poserons comme
d’habitude 7; = p}(t;) — p§(t;) € Oxxx, et nous noterons 7k} = Tl{kl} "'Tikd} les
puissances divisées partielles de niveau m des 7; dans (@;’(m) [5, 1.3.5]. Rappelons
que, pour |k| < n, ces sections forment une base de .@;‘(’(m) [5, 2.1.2], et que, par
définition, les _8_(@ en sont la base duale dans 9§§”n = Homey (Pox P (m)> Ox). On
note d’autre part ) )

nynl . n+ ! !
Sm)  Pxim) — Pxm) £ PX,(m)
le m-PD-morphisme canonique défini en [5, 2.1.3], et ¢;* ™ Jes morphismes composeés :

q(r)t,n : 9?(-;21) — <@?{,(m) - gz;l(,(m) }X)){ y;},(m)’

ou la premiére fléche est le morphisme de passage au quotient et la seconde le mor-
phisme d’extension des scalaires.

1.1.3 DEFINITION. — Sous les hypothéses de 1.1.2, soit .# un &x-module. Une m-
PD-costratification (ou simplement une costratification si m = 0o, ou si aucune confu-
sion n’en résulte) sur . relativement & S est la donnée d’une famille d’isomorphismes
W}}’(m)-linéaires
en : Pyt = HoMpy (Pox Py 1y, M) — HoMpy (D1a PR (1, M) = DM,

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) eo =Id.y; ,

(ii) Si A?{,(m) = Spec @;‘(’(m), et si i p A},(m) < A}’(m) est I'immersion cano-
nique, alors &, = i‘;,m(an/) pour n < n' (on dira que les €, forment une famille

compatible d’isomorphismes) ;
(iii) Pour tous n, n’, le diagramme

(1.1.3.1)

Jn,n'lz (€n+n’ )

Homox (0o (P%,m) & P )4 ) T Aomeo (p2e (P ) 2 P (y)s M)
X

' n'b
™" l7(6n+n’) 0" " (ntn’)
Homox (P1re( P (m) & P, m)H)
X

est commutatif.
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On vérifie facilement que cette derniére condition est équivalente a la condition de
cocycle suivante : pour tout n, le diagramme

(1.1.3.2)

b
En
Homepy (pO* g}’(m) (2), ~///) pozi )

» Homox (D2 P () (2), M)

~ ~

P51(5n) p‘i2(€n)

Home (p1* 9;,(,,” (2), '//{)

est commutatif.

Comme d’habitude, un homomorphisme &x-linéaire entre deux &'x-modules munis
de m-PD-costratifications sera dit horizontal s’il induit des morphismes commutant
aux €, pour tout n.

L’énoncé suivant montre que la notion de costratification est bien ’analogue pour
les Y-modules & droite de la notion de stratification pour les Z-modules & gauche.

1.1.4 PROPOSITION. — Soient .4 un Ox-module, et m € N. Il y a équivalence entre
les données suivantes :

(a) Une structure de @;m)-module G droite sur A prolongeant sa structure de
O'x -module ;

(b) Une famille compatible d’homomorphismes
Hn - jfomﬁx (pO* ‘@;,(m)a'ﬁ) — '/ﬂ»

Ox -linéaires pour la structure de Ox -module définie par la multiplication & droite sur
44 (m)> telle que po = Id_y, et que, pour tous n, n', on ait un diagramme commutatif

’ u ’
Home (Pox P (1my ) = > M

(1.1.4.1) ﬁnT , LMW
, 571;;111 ,
jfomﬁx (pO*(‘@f)},(m) g ‘@;{,(m)L '///) L} %”omax (pO* @?{ifn),%),

~ . ’ . , . . .
ol [in, est ’homomorphisme % (m)-lmeazre correspondant par adjonction au mor-
,
phisme composé

Home (Pox (P (m) 2 P (my)s M) — Homg (Dos Py (), M) — M
p.e

(qui est Ox -linéaire pour la structure définie par p; sur Py (m) ®0x g;’(m)) ;
(c) Une m-PD-costratification (en) sur A .
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12 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

De plus, un homomorphisme Ox -linéaire entre deux Qg(m)-modules a droite est

9&"’) -linéaire si et seulement s’il commute aux homomorphismes iy, (resp. aus iso-
morphismes ep,).

Comme po. e@)’é’(m) est localement libre de rang fini sur €x, on peut écrire
H0M G 00 P gy M) = M O Hom (P P (), Ox) = M © D).
X X

La donnée des applications pu,, s’interpréte donc comme la donnée d’une famille com-
patible d’accouplements .# ® ¢ 9&"2 — ./, donc comme une action & droite de @&m),
et on vérifie que la commutativité des diagrammes (1.1.4.1) équivaut a la condition
d’associativité de cette action, donc au fait que les p,, définissent une structure de
2™ -module 4 droite.

D’autre part, la donnée d’une famille (p,,) d’homomorphismes €x-linéaires pour
la multiplication & droite sur .@;’{7(7”) correspond par adjonction & la donnée d’une
famille d’homomorphismes .@;’(’(m)—linéaires

Enp %Omﬁx (pO*t@;lﬂ(m),%) — %Omé’x (pl*e@;’(m),%)

Il est alors facile de s’assurer que la commutativité de (1.1.4.1) équivaut par adjonction
a celle de (1.1.3.1). Comme la commutativité de (1.1.3.1) pour tous n, n' équivaut
a celle de (1.1.3.2) pour tout n, les ¢, sont automatiquement des isomorphismes.
En effet, on dispose de ’homomorphisme 7 : 9;’(7(m)(2) — 393‘(7“”) correspondant a
l'immersion X2 < X3 donnée par (z,y) — (z,y,z), et, en appliquant 7" a la relation
(1.1.3.2), on voit que €, admet pour inverse ’homomorphisme o”c,, qu’on en déduit
par 'automorphisme de symeétrie o : ,@}’(m) = 9?(,(711)' Par suite, la donnée des
11, est bien équivalente & celle d’une m-PD-costratification. L’assertion relative aux
homomorphismes se voit de la méme maniére.

1.1.5 COROLLAIRE. — Supposons S localement neethérien. Alors la donnée d’une
structure de @&m)-module a droite sur un Ox-module M , prolongeant sa structure de
Ox -module, équivaut o celle d’une famille compatible d’isomorphismes e, : py M —
P sur les A% (m)» telle que g0 =1d g, et que p!m(sn) o py,(en) = p!w(sn) sur les
A}’(m)(Q),

En effet, les morphismes p; et p; ; sont finis et plats. D’aprés la théorie du foncteur
image inverse extraordinaire [27, III, 8.7], on a alors

Dol = prtl = Homgy (pis P 1y M).

De méme, p; = p‘z’» j» de sorte que les données du corollaire constituent exactement
une m-PD-costratification.

1.1.6 LEMME. — Soient .# un @g(m)—module a droite, et (£,) la costratification qui
lui correspond d’aprés 1.1.4. Si ty,...,tq sont des coordonnées locales sur un ouvert
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~(k
de X, et si (Q<_>) constitue la base duale de (r{%}) dans Home, (P1+ % (m)? Ox),
on a pour tout x € A et tout k € N?

(1.1.6.1) en(z@d®) =3 {%}5@ © 29k

avec les identifications
(1.1.6.2)

%Omﬁx (pO* e@;L(?(m)’ %) ~ M ? ‘}fomﬁx (pO* '@},(m)v ﬁX) =M ? @ggz,
X X

(1.1.6.3) Homeoy (D1 PX (my, M) = Homoy (P1x DX (> OX) gi M.
En particulier, on a
(1.1.6.4) en(z @ 0%))(1) = 200

D’aprés 1.1.4, ¢, est 'unique morphisme (@;}’(m)-linéaire tel que le composé

3
n - r}fomﬁx (pO*c@?{’(m),%) —n) ﬁomﬁx (pl*g;l(v(m),.ﬁ) i %

ol ev; est le morphisme d’évaluation en 1, corresponde par l'identification (1.1.6.2)
a laction de 95("2 Si Ok,e € Homey (Pox Py (1) #) correspond & z @ o™ on
a pn(Ok,z) = z0® . D’autre part, il résulte des relations entre puissances divisées
partielles [5, 1.3.6] que, pour tout h, on a

(1.1.6.5) riBloy . = {ﬁ}%—m-
Si 'on pose )
n(0k,z) Z 5" e Th,
on a donc pour tout h
2 = en(0pe) (T) = (1Wen(0.0)) (1) = e (2B 0.2) (1)
= (215, = {—}xém—m,

Cela fournit en particulier la relation (1.1.6.4).

[ fo

REMARQUE. — L’isomorphisme inverse de €, est alors fourni par
(1.1.6.6) et 8 ®:17 =y (-1l h'{ } kR & plk)
h<k

1.1.7 PROPOSITION. — Soient & un Qg(m)-module a gauche, A, N deux @&’"’-
modules a droite.
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14 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

(i) Il existe sur M Qg & (resp. Home, (&, H)) une unique structure de Qg(m)—
module & droite telle que, pour tout systéme de coordonnées locales sur un ouvert
UCX,ettouske N', 2 e (U,&), y e (U, M), (resp. p: &, — M, ), on ait

(1.1.7.1) (yoz)d® = 3 (~1) {f}yéw—m 59,

(1.1.7.2) (@) (@) =" {%}SO(Q<M$)Q<E_E)~
h<k

(ii) Il existe sur Home, (N, M) une unique structure de Qg(m)—module a gauche
telle que, pour tout systéme de coordonnées locales sur un ouvert U C X, et tous

keN, ze(U,N), ¢ : M, = M,, on ait

(1.1.7.3) O® ) (z) = Z(_l)lk—ﬁl {E}w(ZQ@ )otk—h)

h<k h

On utilise I'interprétation des structures de 9§<m)—m0dules en termes de stratifica-
tions et costratifications donnée en [5, 2.3.2] et en 1.1.4.

Notons #% pour 32’}’("1). Comme &% est localement libre de rang fini, on dispose
pour ¢ = 0,1 des isomorphismes canoniques

Homeo, (pin T, M) @ (P @ E) <5 Home, (pin Py, M) & &
9)"( Ox Ox

= %omﬁx(pi*@},//lgb &).
X

Si (¢2) (resp. (;%)) est la m-PD-stratification (resp. costratification) de & (resp.
M), cette identification permet de munir 4 ®4, & d’une m-PD-costratification en
posant £;79¢ = ¢ @ (¢£)~!. En coordonnées locales, on déduit alors de (1.1.6.4) la

relation
(yo)d® =94 (yor2a%®)(1).

Compte tenu de |5, 2.3.2.3], on a

el (yoroa®) w%(y@@”)g;(si’)‘%x@l)

X

_ k) 50 o otk il {i} & 5
= Z{Q}Q @yd® | o [ Y (DM s

h<k Zx \

Comme I{i}'é(ﬁ) = {ﬁ}é ">, et que Q@_i)(l) = 0 pour i # h, la formule (1.1.7.1)
en résulte.
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Gréce aux isomorphismes d’adjonction
Homey (pin Py, Homey (€, M)) = Homey (zg’é@ Pix P%, M)
‘l> %Dmy; (gg) pi*g;’(,%omﬁx(pi*yﬁ'aﬁ))a
b,

on peut munir S = Sfomeg, (&, .#) d'une m-PD-costratification en posant ¢ =
Hom(e€ &;7). Pour l'expliciter en coordonnées locales, fixons ¢ € J#, et, comme
en 1.1.6, notons 0y, € Sfome, (pox P%, #) 'homomorphisme tel que o (r1) =
ik @, o0 d; 1, est le symbole de Kronecker. Par les isomorphismes d’adjonction, il lui
correspond ’homomorphisme & ® ¢, pox P% — Home, (poxr P%, M) défini par

vt (i) — {’ ' 1}5&1&@(3:)) - {%}@(l«) © ok,

En appliquant €. & ce dernier, on obtient alors ’homomorphisme

o Z {l';ﬁ}{ k }{E—i.—b_}é(&—i—ﬁ—g)®LP(Q@$)Q<1>‘

0<h<k—i = ith Y

L’homomorphisme p1,.P% — Homey (&, #) qui lui correspond via les isomor-
phismes d’adjonction est défini par la valeur en 1 du terme de droite, qui est le coeffi-
cient correspondant & j = k —i— h. D’aprés (1.1.6.4), (apQ@)(x) = (7% (6k,0) (1)) (),
de sorte que (LpQ@)(x) est le coefficient obtenu en prenant de plus i = 0 dans la
formule précédente, ce qui donne la relation (1.1.7.2).

Sous les hypothéses de (ii), on dispose par fonctorialité et extension des scalaires
des homomorphismes canoniques

Home (N, M) 2 Pix PX
X
— Hom g (Homey (pin P%, N ), Homey (pix DX, M)).

Ceux-ci sont des isomorphismes, car, par composition avec les isomorphismes cano-
niques

Jfomg)} (‘%ﬂomﬁx (pi*'@?(v‘/)v')fomﬁx (pz*ggl(v'///))
L> jfomﬁx (ﬂomﬁx(pz*'@?(w/‘/),%)
— Homey (N, pix P¥ })’8 M)
X
= Home, (/V,///)gb Pix P%
X

(ot le second isomorphisme repose sur I’isomorphisme de bidualité pour p;. £%), on
obtient I'identité. Grace & ces identifications, on peut munir % = Some, (AN, M)
d’une m-PD-stratification en posant £ = om(e;” , (77)71).
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16 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

Pour I'expliciter en coordonnées locales, on remarque d’abord grace a (1.1.6.5)
que, si 1 = 0 et Yy € X, 'image de ¢ ® 718} par Didentification précédente est le
morphisme ¥;, défini par

29 ,_>{ }¢k(2) Hi—k)

Pour tout morphisme P%-linéaire ¥ : A @4, (Pox P%)" — M Q65 (Pox P%)Y, il
existe donc une unique famille d’homomorphismes &x-linéaires ¢ : A — A telle
que ¥ = ¥, ¥y, ou ¥y est défini comme plus haut. On applique cette remarque au
morphisme ¥ = & (1 ® 1Y) € X Qpy Pos P%, correspondant &

V' = () o(Md(py, g v @)oey) 2 Homoy (pox PR, N ) = Homey (pos P, M).

On peut écrire ¥ = > k& YV ® {&} | avec Y = _8_@ ¥ € J. Pour calculer les 93, on

considére une section de la forme z@)Q@> € N ®oy (Pox PR)Y > Home, (Dox Py, N ).
Compte tenu de (1.1.6.6) et (1.1.6.1), son image par ¥’ est donnée par

V(oa®) =3 {i}( T (—p)lkn {i - %}¢(zg<a>)g<&—a> 96

h<i *—7 h<k<i -

On vérifie aisément que les applications

e Y (-1l h|{ }¢(ZQ<@>)Q<&—Q>
h<k

sont bien des morphismes &x-linéaires; d’aprés ce qui précéde, cela entraine que ce
sont les morphismes ¥y, = 8%y, d’ou (1.1.7.3).

1.1.8. Soit & une Ox-algébre commutative. Rappelons qu’une structure de _@g(m) -
module & gauche sur & est dite compatible & sa structure de Ox-algébre si elle induit
cette derniére, et si les isomorphismes ¢ : P%(m) ©0x B > B ey D% m)
définissant la m-PD-stratification correspondante sur & sont des isomorphismes de
,@§7(m)—algébres; il est équivalent de demander que ’action de @g{m) sur A vérifie
la formule de Leibnitz [5, 2.3.4]. On peut alors munir & ®¢y 9&"” d’une structure
de faisceau d’anneaux telle que les applications naturelles & — % Q¢ Qg(m) et
@)((m) — B Qox 9&”” soient des homomorphismes d’anneaux, et la donnée d'une
structure de (# Qg @&m))—module a gauche sur un #-module &, prolongeant sa
structure de #-module, est équivalente & la donnée d’une m-PD-stratification (¢¢)
sur & telle que les isomorphismes sﬁ soient semi-linéaires par rapport aux % [5,
2.3.5].

Ce dernier résultat s’étend aux Qg(m)—modules a droite de la maniére suivante. On
observe d’abord que, si &/ est une &x-algébre commutative, et .# un %-module,
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alors % opére par fonctorialité sur #ome, (o, #), de maniére Ox-linéaire, de sorte
que Homey (, A) est muni d’une structure canonique de (& ® 4, #)-module. On
applique alors cette remarque & & = p;. P (m)* Lorsque la structure de #-module de

M est induite par une structure de (B®g, @gfm) )-module & droite, ce qui fait a fortiori
de ./ un @)((m)—module a droite, la m-PD-costratification ; correspondante est semi-
linéaire par rapport a (¢2)~1 : par un calcul direct en coordonnées locales, on le déduit
de la formule de Leibnitz. Réciproquement, si .# est un #-module muni d’une m-PD-

costratification &;” semi-linéaire par rapport & (¢Z)~1, il posséde une unique structure

n
de (B @4y @&m))—module a droite correspondant & cette costratification. En effet, il
est muni d’une structure de Qg(m)—module 4 droite par 1.1.4. Comme % ®¢y Qﬁ(m)
est engendré comme anneau par & et @g(m), M posséde au plus une structure de
(B @6y @&m))—module a droite prolongeant ’action de ces anneaux, de sorte que,
pour vérifier son existence, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées locales, et

cela résulte encore de la formule de Leibnitz.

1.2. Action par l'opérateur adjoint

Sur un schéma X lisse sur un corps de caractéristique 0, il est classique que le
faisceau wy des formes différentielles de degré maximum est muni d’une structure
canonique de Zx-module & droite. Grace & la théorie du foncteur image inverse
extraordinaire f' pour les &x-modules quasi-cohérents, et a l'interprétation d’une
structure de 9x-module & droite en termes de costratification donnée dans la section
précédente, nous montrons ici qu’une telle structure existe sur wx sans hypothése de
caractéristique, pour tout morphisme lisse X — S. En explicitant les isomorphismes
de [27], nous montrons ensuite que cette structure, construite de maniére intrinseque,
est comme d’habitude donnée en coordonnées locales par ’action de Zx par 'opéra-
teur adjoint.

Comme on dispose d’homomorphismes canoniques @g{m) — Dx, il suffit dans cette
section d’étudier I'action du faisceau Zx des opérateurs différentiels usuels.

1.2.1. Soit f: X — S un morphisme lisse de dimension relative d entre deux sché-
mas. On suppose dans un premier temps que S est localement noethérien, ce qui
permet d’utiliser les résultats de [27]. On munit alors le faisceau wx = Q% /g d'une
structure de 2x-module & droite de la maniére suivante.

On note Ay = SpecP% le voisinage infinitésimal d’ordre n de X plongé diagona-
lement dans X xg X, p; : A% — X les projections. Comme f est lisse, la construction
du foncteur f' pour les complexes 4 cohomologie quasi-cohérente [27, III, th. 8.7
montre que wy = f'(Os[—d]). Comme fopy = f opi, on en déduit un isomorphisme
canonique

(12.1.1)  en:phwx = powx = pof (Os[—d]) = p} f(Os]—d]) ~ pjwx = pjwx.
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18 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

La transitivité du foncteur f' par rapport & f entraine que, pour n variable, les ¢,
forment une famille compatible d’isomorphismes, avec g9 = Id, et qu’ils satisfont
la condition de cocycle de 1.1.5. Par conséquent, ils munissent wyx d’une structure
canonique de Zx-module & droite.

1.2.2. Soit U C X un ouvert sur lequel il existe un systéme de coordonnées locales
t1,...,tq relativement & S. Pour tout m € N, on peut définir comme en caractéristique
nulle I’adjoint d’un opérateur différentiel P =", a0 e D(U, 9§<m)) en posant

(1.2.2.1) tp= S (~1)Ea® g,
k

On vérifie immédiatement que, pour tous P, @ € I'(U, 9&"’) ), on a {PQ) = QP.
On obtient ainsi une anti-involution de ’anneau 9§§"’, qui dépend du choix des co-
ordonnées ¢; (il en existe néanmoins une généralisation intrinséque, cf. 1.3.4).

1.2.3 THEOREME. — Soient S un schéma localement ncethérien, f : X — S un
morphisme lisse de dimension relotive d, wx = Q‘f( /89 U C X un ouvert possédant un
systéme de coordonnées locales t1,. .., tq, et a € T'(U, Ox). Alors, pour la structure de
Dx-module & droite sur wx définie en 1.2.1, on a

(1.2.3.1) (adty A---Adtg) - P=('P-a)dt; A--- Ndtg
pour tout P € T'(U, 9x).

Par associativité, on se raméne & vérifier la relation :
(1.2.32) Vk#0, (dt; A~ Adtg)d™ = 0.

Soient Y = X x5X, qo,q1 : Y = X les projections, t; = q5(t;), ti = qf (t;), s = ti —t}.

Comme plus haut, on note Q[E] (resp. é{ M) la base duale de la base des £ dans

Homey (pox Py, Ox) (resp. Homey (p1+P%,0x)). En posant w = dty A --- A dtg,
il suffit d’aprés (1.1.6.1) de prouver que, si &, est l'isomorphisme défini par (1.2.1.1),
on a pour tout n, et tout k tel que |k| < n,

(1.2.3.3) sn(w®_8_[&]) =_5_{M®w.

Comme les p; sont finis et plats, on a pwx = Homey (Pjx P%,wx). Soit X, CY le
sous-schéma fermé défini par l'idéal # = (r"*1,..., 77*"). Pour prouver les relations
(1.2.3.3), les surjections ¢ — Ox, — P% permettent de remplacer le systéme
projectif des &% par celui des fx, , qui sont encore finis et plats sur &x.

Soit alors n = (n,...,n). On vérifie immédiatement que, pour tout k, T&Q[ﬂ] =
O El (resp. Tﬁé[ﬂ] = é[ﬂ_m), de sorte que phwx (resp. piwx) est un Ox, -module

libre de rang 1, de base w ®Q[ﬁ] (resp. é[m ®w). Par linéarité, il suffit donc de prouver
(1.2.3.3) pour k = n.
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La démonstration (1) de cette relation est 'objet des sections qui suivent.

1.2.4. Notons également p; les projections de X, sur X, et ¢, les isomorphismes
induits par les isomorphismes (1.2.1.1) sur les X,,. On peut aussi les décrire de la ma-
niére suivante : si u : X,, — Y est 'immersion canonique, €, est égal & I'isomorphisme
composé

(1.24.1) phwx ~ u'ghwx ~ ulwyld] ~ u'iwx ~ plwx,

avec p!ij = Homey (pjxOx, ,wx) = Homey (pjxOx,,0x) ®6x wx.

D’autre part, les formes différentielles ' = gfw et w"” = gfw forment respective-
ment des bases de qgwx ~ wy,1/x, et ¢fwx ~ wyo/x, en notant wy ; x le faisceau
des formes différentielles de degré maximum relatif & ¢;. Comme les g; sont lisses, on
a, avec les notations de [27, III 2],

Gwx = lwx = wx 3 wy,j/xd],
Y
et, d’apres [27, III 2.2], les isomorphismes q;w x[—d] ~ wy sont les isomorphismes

(1.2.4.2) qjwx g? Wy,j/x —F Wy
Y

envoyant respectivement w’ ® w" et w” ® W' sur W' AW" et W’ Aw' = (=1)%W' A W".
Les isomorphismes u!q;w x ~ u'wyl[d] se déduisent par décalage et fonctorialité des
isomorphismes (1.2.4.2). Comme .# est un idéal régulier, les J#9(u'&€[d]) sont nuls
pour tout @y-module plat & et tout ¢ # 0, et S#°(u'&[d]) peut étre calculé au moyen
de I'isomorphisme local fondamental [27, III 7.2]

~ d
A (W' &d) = Exts (Ox,,E) — gga (AF |2V,
Y
Si on note ; la classe de 7/"*' dans .#/.#2, les isomorphismes u!q}wx ~ v'wyld]
s’identifient donc aux isomorphismes

d ~ d
Gjwx ® wyj/x @ (A I I Swy @ (ANF)I%)Y
Oy Oy Oy

(DDans cette démonstration, nous suivons les définitions de [27] concernant les foncteurs f¥ et fb,
et les isomorphismes reliant ces foncteurs. Dans un preprint récent [20], Conrad signale que, avec ces
définitions, les relations de transitivité du type de [27, III, 1.6 et 8.6] relatives aux composés de 3
morphismes nécessitent dans certains cas 'introduction de signes correcteurs, et il propose d’autres
conventions de signe pour y remédier (différentes de celles de ’appendice de [21]). Les modifications
qu’il introduit ne dépendent que de la dimension relative des morphismes considérés lorsqu’ils sont
lisses, ou de leur codimension lorsqu’il s’agit d’immersions réguliéres. En particulier, ce sont les mémes
modifications qui interviendraient dans le calcul qui suit de ’isomorphisme pf)w x ~ ulwy [d] et dans
celui, totalement symétrique, de ’isomorphisme p’lw x ~ ulwy [d]. Par suite, bien que leur adoption
aménerait & modifier les signes de certaines des formules intermédiaires utilisées en 1.2.4 et 1.2.5, ces
changements de signe se compenseraient dans le calcul de 'isomorphisme composé p})wx ~ p!lwx,
et n’affecteraient pas la formule (1.2.3.1). C’est pourquoi, pour la commodité des références, nous
avons conservé ici les conventions de [27].
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20 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

envoyant respectivement w' @ w” @ (01 A+ A0g)Y et (=1)W" @w' @ (B A--- A b)Y
sur (W' Aw") @ (01 A -+ ABg)Y. Pour prouver 1.2.3, il suffit donc de vérifier que les
isomorphismes p!jw X ~ u’q;-w x sont respectivement donnés par

(1.2.4.3) w5 W W R (B A Aby)Y,

(1.2.4.4) o w s (1) @ W © (B A A ).

1.2.5. L’isomorphisme pjwx =~ u'gjwx est lisomorphisme résidu [27, II 8.2] :
p;wx = Homey (pjxOx, ,wx) — ubqgwx ~ gjwx é@ wy,j/x g@ (A f/ﬂ2)v.
Y Y

Rappelons sa construction, pour j = 0. On considére le diagramme commutatif

Y, € > X3 2 Ly
(1251) q6 Vg qo1 So [qo
X, ¢ u_ v do y X

ou les carrés sont cartésiens. Les morphismes qo; et go2 sont les projections sur les
facteurs correspondant aux indices, et la section sy est définie par les 7;' = 1®7;. On
a po = qo © u, et on note hg le morphisme composé Yy — Y, qui est donc fini et plat.
Par construction, I'isomorphisme résidu est le composé des trois isomorphismes
bbb b brb # bt
Powx =~ Vg oPowx = Uphgdowx ~ uqwx,
qui s’explicitent comme suit.

(a) Soit _# 1'idéal de vg. L’isomorphisme ¢/ _#2 = O, @ Q%,O, /x,, défini par la
dérivation relativement a X,, induit une trivialisation

Ox, — vhwyy/x, ® (N 7] F2)V.

Pour tout &x,-module plat &, I'isomorphisme

d *
&~ E@vywyyx, @ (A I I ~ R%ﬂomaYO, (Ox.,q'o& @wyy x,[d]) = v'{,q’gé?

est obtenu en composant cette trivialisation avec 'isomorphisme local fondamental. Si
on note encore 7;’ la classe de 7' dans _#, cet isomorphisme envoie donc une section
ede &sure® (dr' A---ANdty) @ ({' A--- A1)V, Comme dr}" = d(h§t}), 'image de

w ® 0™ dans vig'iphwx est donc la section

(1.2.5.2) (w© ) @ (dr§t!) A--- Ad(hgt)) @ (7' A---ATH)Y.
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(b) L’isomorphisme

¢bphwx[—d] = ¢’y Home, (O, wx) B WYX,
¥

~ Homoy (O, diwx @ wyo/x) = hghwx[—d]
Y

résulte des isomorphismes de commutation aux changements de base du dual sur
Ox d'un Ox-module localement libre de rang fini, et du module des différentielles
relatives. Par conséquent, I'isomorphisme 'v(")q’ gp{’)w X~ vgh}’,qgw X, qui s’en déduit par

décalage et fonctorialité, envoie la section (1.2.5.2) sur
(1.2.5.3) (W ow" @g@™) e (@ A---ATH)

(c¢) L’isomorphisme v'(’,h'(’,qgw X ~ u"qgw x est défini par I'isomorphisme de transiti-
vité v3hl ~ u’ pour le composé de deux morphismes finis. Si ’on choisit une résolution
injective £* de qgw X, c’est 'isomorphisme canonique

%”omayé (Ox,, Home, (O, I*)) — Homey (Ox,,5").
On peut également le décrire en utilisant des résolutions localement libres de type fini
de Ox, sur Oy et Oy; :si 2", £'* sont de telles résolutions, et si ¢ : Z* — £’ est
un morphisme semi-linéaire par rapport & &y — Oy, induisant l'identité sur Ox,,,
cet isomorphisme s’identifie au quasi-isomorphisme

%Om'ﬁyé (j/g,}f’omﬁy(é’yé’yo)) AN Homy, (L, 7)) — Homly, (2, 7).

Comme Oy est localement libre de type fini sur Oy, ce dernier s’identifie encore au
quasi-isomorphisme

Home,, (L, Homey (Oy;, gwx 2 wy,0/x))[d]
Y
(1.2.5.4) = Homp, (L', qgwx o wy,o/x)1d]
Y

— Homp, (L, @Gwx 29 wy,o/x)[d].
Y

Prenons pour .Z° le complexe de Koszul de la suite 71""'1, e ,T;”'l sur Oy, et pour
£'* celui de la suite 77',...,7; sur Oy;. On remarque alors que hi(r;) = 7/ + 7/, en

notant 7; I'image dans Oy, de la section 7; ® 1 de Oxs. Comme on a 7; = q'o(m), et
que Ti"'H = 0 dans O, , on peut écrire dans Oy;

n
ho(r ) = (] + 7)™ -t =1 (Z h3(ﬁ)"”'“f£’°> :
k=0

Posons a; = Y. yp_o hg(Ti)" *7/k. On définit de la maniére suivante un morphisme
de complexes ¢ : £* — &' induisant 'identité sur O, : si l'on écrit .£* (resp.
Z'*) comme produit tensoriel des complexes & : Oy — Oy (resp. Z/* : Oy; —
Oyy), placés en degrés [—1,0], et ayant pour différentielle la multiplication par ot
(resp. 7;'), ¢ est le produit tensoriel des morphismes ¢; donnés par hj en degré 0,
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et par a;hg en degré —1. Soit ey A --- Aeg (resp. €] A --- A e)) la base canonique
de £~ (resp. #'~%). Dans lisomorphisme (1.2.5.4), le premier isomorphisme est
induit par I'évaluation en 1 € Oy;. Si ¢ est 'homomorphisme Oy;-linéaire qui envoie
eqN-Nepsurw @w’ @ gh (8), son image est donc I’homomorphisme &y -linéaire
qui prend la valeur ' ® w” sur T2 @ (e} A -+ A e!) lorsque k = n, et 0 lorsque
k # n. Comme p(e1 A--- Aeg) = (ar---aq)el A--- Aelj, et que le coefficient de 7'*
dans a; - - - aq est égal & 1, 'image de ¢ par (1.2.5.4) est donc ’homomorphisme &y -
linéaire qui envoie e; A - - - Aeg sur w’ @w”. Or I'isomorphisme local fondamental relatif
a I'immersion u (resp. vg) envoie par construction la classe de w' @wW" @ (e; A-+-Aeg)V
sur w' @w” @ (61 A---ABg)V (resp. la classe de (W' @ w” ®q6(Q[ﬂ])) @ ey A---Aeh)Y
sur (W' ®@w” @ g5 (™)) @ (! A+ ATY)Y), ce qui achéve d’établir la formule (1.2.4.3).

On explicite de la méme maniére 'isomorphisme piwx ~ u'qjwx, en utilisant le
diagramme cartésien

Y1' ¢ , X3 qo2 'y
(1.2.5.5) g | |v Q12 || S1 ‘/‘11
Xp 2y T x

dans lequel la section s; est maintenant définie par les 77 = 7;®1. Soit hy le morphisme
composé Y{ — Y. Dans le calcul de Iisomorphisme pjwy =~ v'l’qiup'{w x analogue &
celui fait en (a) plus haut, on observe que dr} = —d(t;®1®1) = —d(h{t}). Il en résulte
que é{m ®w a pour image (—l)d(é{m Qw) @ (d(hit) A---Ad(hity)) @ (T{ A~ '/\Té)v.
Le reste du calcul s’effectue comme dans le cas précédent. La formule (1.2.4.4) en
découle, achevant ainsi la démonstration du théoréme 1.2.3.

1.2.6 COROLLAIRE. — Pour tout morphisme lisse X — S, il existe sur wx une
unique structure de Px-module & droite prolongeant sa structure de Ox-module, et

telle que, pour tout systéme de coordonnées locales t1,- - ,tq sur un ouwvert U de X,
toute section a € T'(U, Ox), et tout opérateur P € T'(U, Dx), on ait
(1.2.6.1) (adty A -+~ Adtg)P = ('P-a)dt; A+ Adtg.

Comme la condition de I’énoncé caractérise de maniére unique la structure de Zx-
module & droite de wy, il suffit de faire la construction localement sur X. On peut
donc supposer X et S affines. D’autre part, si S’ — S est un morphisme de schémas,
et si X' = §' x5 X, une structure de 2x-module & droite sur wy vérifiant la condition
de I’énoncé définit par extension des scalaires une structure de Zx/-module & droite
sur wy-, vérifiant (1.2.6.1) pour tout systéme de coordonnées locales provenant de
X : cela résulte de ce que g est dans le centre de Zx, et Dx' ~ Os1 Qps Px. Or le
théoréme 1.2.3 montre qu’une telle structure existe lorsque S est noethérien, et qu’elle
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commute aux changements de base S’ — S, ou S’ est ncethérien. Le corollaire en
résulte par 'argument usuel de passage & la limite.

1.2.7. La structure de Zx-module & droite sur wx que fournit le théoréme 1.2.3
permet d’étendre sans hypothése de caractéristique la méthode usuelle pour transfor-
mer un Zx-module & gauche en Px-module & droite, et réciproquement : il s’agit de
donner un sens intrinséque global 4 ’action par 'opérateur adjoint. Soit donc m € N :

(a) Si & est un 9§<m)—module & gauche, alors wx ®g, & posséde d’aprés 1.1.7
une structure canonique de @&m)-module 4 droite, définie en coordonnées locales par
(1.1.7.1). En notant w = dt; A- - -Adtg la base locale de wx définie par des coordonnées
t1,...,tq, et en identifiant wx @, & et & au moyen de cette base, il résulte de (1.1.7.1)
et (1.2.3.2) que la structure de @&m)—module a4 droite de wx ®¢, & s’identifie & celle
qu’on définit sur & par

(P,z) — P - 2.
Nous dirons souvent que la structure ainsi définie sur wx ®g, & est la structure tordue
de .@&m)-module a droite.

(b) Si A est un @g{m)—module a droite, alors ./ ®¢, wy' ~ Home, (wx, H)
posséde d’aprés 1.1.7 une structure canonique de @&m)-module & gauche, définie en
coordonnées locales par (1.1.7.3). Localement, on peut encore identifier /# ®g, wy'
et ./ grace A la base duale wV de w;{l, et cette structure correspond alors a celle
qu’on définit sur .# par

(P,x) — x - 'P.
Nous dirons encore que la structure obtenue sur .4 ®g, wy' est la structure tordue
de 2{™-module & gauche.

(c¢) De ces descriptions locales résulte que les isomorphismes canoniques

-1 ~
wy Qlwx ® & — &,
X ﬁx( Xﬁ'x )
(M ® wy') @ wx — M
Ox Ox

sont Qg(m)—linéaires, de sorte qu’on obtient des équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de Pautre entre la catégorie des Qﬁ(m)—modules a gauche et la catégorie des Q&m)-
modules & droite.

Soient % une Ox-algébre commutative, munie d’une action a gauche de @g{m) com-

patible avec sa structure d’algébre, et B¢, @ﬁ(m) le faisceau d’opérateurs différentiels
associé (cf. 1.1.8). Les constructions précédentes s’étendent alors aux % ® ¢y 9&’”)-
modules. En effet, si & est un & Repy Qg(m)—module a gauche, les isomorphismes
¢ formant la m-PD-stratification de & sont semi-linéaires par rapport aux isomor-
phismes 5,%3 définissant celle de 4. La costratification de wx ®¢, & étant donnée par

ev®€ — cv @ (€)1, il s’ensuit que e2®¥ est semi-linéaire par rapport a (%), donc
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que wx ®p, & est muni d’une structure naturelle de & ® 4, Qﬁgm)-module 4 droite.
On voit de méme que, si # est un B gy 9§<m)-module & droite, A Qg w;(l est
un £ Qey 9§m)—module & gauche, et que les isomorphismes de (c) sont & ® ¢y Qf,(m)-
linéaires.

Supposons maintenant que m € N. Par passage de gauche & droite, on peut alors

étendre aux 9§m)-modules & droite les conditions de nilpotence introduites dans [5,
2.3.7] :

1.2.8 PROPOSITION. — Soit X — S un morphisme lisse de dimension relative d, tel
que p soit nilpotent sur S.

(1) Il existe un entier N tel que, pour tout ouwvert U C X, tout systéme de coor-
données relatives ty,...,tq sur U, et toute section w € I'(U,wx), on ait wQ@ =0
pour |k| > N.

(ii) Soit A un 9§{m)-module G droite. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un recouvrement de X par des ouverts U; possédant un systéme de
coordonnées relatives tel que, si on note Q@ les opérateurs différentiels correspon-
dants, il existe pour toute section e de A sur un ouvert de U; un entier N tel que
ed'® = 0 pour |k| > N.

(b) La condition d’annulation précédente est valable pour tout ouvert U C X,
tout systéeme de coordonnées locales sur U, et toute section de A sur U.

(c) Le @)((m)-module G gauche A Qg w}l est quasi-nilpotent.

L’assertion (i) résulte de ce que la structure de @)((m)—module de wx est induite par
sa structure de Px-module, et de ce que Q@ = Q!Q[M, ol g est défini par k = p™q+r,
avec 0 < r; < p™ pour tout i. Compte tenu de [5, 2.3.7], Passertion (ii) en résulte
grace aux formules (1.1.7.1) et (1.1.7.3).

DEFINITION. — Nous dirons qu’'un @;m)—module a droite est quasi-nilpotent s’il vé-
rifie les conditions de la proposition, et nilpotent si 'entier N peut étre choisi indé-
pendant de e.

Cette derniére condition est indépendante du systéme de coordonnées locales con-
sidéré : pour le vérifier, on peut se ramener par suites exactes au cas ou .# est annulé
par p, soit encore au cas ou S est de caractéristique p; d’aprés [5, 2.2.7], les opérateurs
8Z~(p ™ engendrent alors un idéal bilatére ¢ C Qf\,m), indépendant du systéme de
coordonnées choisi, et la condition de nilpotence équivaut & dire que .# est annulé
par une puissance de ¢ .

1.3. Isomorphismes de transposition

Par multiplication & droite ou & gauche, 'anneau 9)(("‘) est muni d’une structure
naturelle de bimodule sur lui-méme. Les sections qui précédent montrent que, par
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tensorisation avec un .@g(m)—module & gauche ou & droite, on peut obtenir selon les cas
une nouvelle structure de bimodule sur le produit tensoriel. Il est parfois nécessaire
de pouvoir échanger les structures ainsi obtenues, et nous explicitons ici les isomor-
phismes qui permettent de telles transformations. En particulier, nous donnons une
forme intrinséque de I’automorphisme de passage a ’adjoint, qui intervient souvent
dans la construction des morphismes canoniques de la théorie des Z-modules. Cu-
rieusement, ce point semble quelque peu négligé par certains auteurs, ce qui donne
parfois lieu & des constructions incomplétes ou incorrectes.

1.3.1 PROPOSITION. — Soient & un Qg(m)—module a gauche, et @&m) ®ox €, ERpy
@&m) les faisceaux obtenus en prenant respectivement le produit tensoriel pour la mul-
tiplication a droite et 4 gauche sur @g('"’. Ces faisceaux sont tous deur munis d’une

structure canonique de 9§(m)-bimodule, et il existe un unique isomorphisme de @&m)-
bimodules

ve : D ©py & =5 € @0, DI

tel que vs(1®e) = e®1 pour toute section e de &. En coordonnées locales, on a alors

k
(k) — 2\ 9(k—h) (h)
(1.3.1.1) 16(0%® @ e) = h§<k: {Q}Q e®d®.

L’isomorphisme ¢ sera appelé isomorphisme de transposition relatif & &.

La structure de Qg(m)—module a gauche de @&m) ®gy & provient de la multiplication
& gauche sur @g(m), et sa structure de @&m)-module a droite est la structure produit
tensoriel définie par 1.1.7 & partir de la multiplication & droite sur Qg(m). De méme, la
structure de @((Xm)—module a droite de & ®g, @&m) est donnée par la multiplication
4 droite sur .@ﬁfm), et sa structure de _@&m)—module & gauche est la structure produit
tensoriel définie en [5, 2.3.3] & partir de la multiplication & gauche sur Qg(m). Que
ces structures soient compatibles résulte de la fonctorialité des structures produit
tensoriel.

Gréce la structure de @&m)—module a gauche de & Qgy Qg(m), il existe un unique
morphisme de ka)—modules a gauche vg : Qg(m) Ry E = EQpy 9§(m) envoyant une
section de la forme PQ®e, P € @&m), e € &, sur P(e ® 1). Comme 9§(m) ®ey 6 et
ERepy @&m) sont des _@&m)-bimodules, on est ramené, pour vérifier la 9§(m)-linéarité 3
droite de ¢, & montrer que, pour tout ) € 9)(('”), onavs((1®e)Q) =vs(1®e)@. On
peut supposer qu’on dispose d’'un systéme de coordonnées locales sur X, et il suffit
alors de le faire d’une part dans le cas ot Q = a € fx, ce qui est clair, d’autre part
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lorsque @ est de la forme 8®". On a dans ce cas

15 ((1® )2®)
e <§(_1)|g—m {i}Q@ ® Q@—me) _ ’;c(_l)m—m {i}Q@ (@5 Peo1)
_ ;2 (__l)w—m {i} (g {f} =D g(k—h) —(;aw)
22 o e eeat
—ewo®

la derniére égalité résultant de 0.4 et des relations classiques entre coefficients bind-
miaux.

En sens inverse, on définit un morphisme & ®4, @&m) - @&m) ®gy & en envoyant
une section de la forme e ® P sur (1 ® e) P, et on vérifie de méme les linéarités néces-
saires. Compte tenu de celles-ci, il est clair que ces deux morphismes sont réciproques
l'un de Pautre, et qu'ils sont caractérisés par la relation v¢(1® €) = e® 1. La formule
(1.3.1.1) résulte immédiatement de la Qg(m)—linéarité a gauche de v¢.

1.3.2. Soit &£ une Ox-algébre commutative munie d’une structure compatible de
Qg(m)—module & gauche. On dispose alors d’une structure d’anneau canonique sur
B R6x @&m), telle que les morphismes & — % ®¢x 9§(m) et Qg(m) — B Qe6x ngm)
donnés respectivement par b — b® 1 et P — 1® P soient des morphismes d’anneaux,
que (b®1)(1® P) = b® P, et que, en coordonnées locales, le produit (1 8%)(b®1)
soit donné par la formule de Leibnitz [5, 2.3.5]. D’autre part, la proposition précédente

fournit un isomorphisme de ngm)-bimodules

va: D @y B2 B Doy DT,

de sorte qu’on obtient par transport de structure une structure d’anneau sur ngm) ®Rex
A. Elle s’explicite comme suit, :

(a) Par construction, y2(1 ® b) = b ® 1. 1l en résulte que le morphisme & —
9&"‘) ®epx % donné par b — 1 ® b est un morphisme d’anneaux.

(b) De méme, y2(P®1) = P(1®1). Comme ’action de 9§(m) sur 4 est compatible
avec son action sur €y, on voit qu’en coordonnées locales on a Q@ -1 = 0 pour
tout k # 0. Il en résulte que P(1® 1) = 1 ® P, de sorte que le morphisme 9&"“ —
gﬁ(m) ®pyx # donné par P — P ® 1 est un morphisme d’anneaux.

(c) Comme yg est par construction un isomorphisme d’anneaux, on a

1®b)(P®1) =75'(b® P).
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D’aprés la construction de v}, on obtient, pour P = 8% .

1)@ e1) = 3 (-1)k {f}Q@ a0y,

i<k -

(d) Puisque v4((P®1)(1®b)) = 72(P®1)y2(1®b) = (1@ P)(b®1), il résulte de
la formule de Leibnitz et de la définition de yg que Y2((P®1)(1Q® b)) = v2(P ®b),
si bien que (P®1)(1®b) =P ®b.

(m)

Nous identifierons systématiquement 2y’ ®g, & et B oy 9§(m) au moyen de
I'isomorphisme vg. Lorsque ’anneau & sera fixé, et qu’aucune confusion n’en résul-
tera, nous emploierons la notation

3 =B 0 90 ~ 9 © B.
Ox

Ox

Pour tout é&m)-module 4 gauche &, on voit facilement que I’isomorphisme

v6: P @& 5 £ P

B B
défini par
I a6 59 © 6560 I s 60 I
Ox Ox B

est un isomorphisme de é&m)-bimodules.

1.3.3 PROPOSITION (cf. [37, 2.4.2] ou [38, 1.7]). — Soient .4 un 9\ -module a
droite, et M Rpy Qj((m) le faisceau obtenu en prenant le produit tensoriel pour la
multiplication & gauche sur 9§<m). Ce faisceau est muni d’une structure canonique de
@g(m)-bimodule a droite, et il existe une unique involution

Syl @D M@ P
Ox Ox

échangeant les deux structures de 9)((m)—module a droite de M @¢y 9&"‘), et telle que
d.u(x®1) =2 @1 pour toute section x de M. En coordonnées locales, on a alors

(1.3.3.1) b.ue®d®) = 3 (~1)ltd {%}eQ@—m ® o,

h<k .

Comme en 1.3.1, isomorphisme 6_4, sera appelé isomorphisme de transposition
relatif & A .

L'une des structures de 2™-module & droite de .# @4, 25" est fournie par
la multiplication & droite sur @&m), et Pautre est la structure produit tensoriel dé-
finie par 1.1.7 & partir de la multiplication & gauche sur Qg{m) ; nous les appelerons
respectivement structure droite et structure gauche. La fonctorialité de la structure
produit tensoriel entraine encore que ces deux structures munissent .# ®g, Qg(m)
d’une structure de bimodule & droite.
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Comme ’application canonique # — 4 Q¢ @g(m) est Ox-linéaire pour la struc-
ture gauche de #Z ® ¢y 9&’”’, elle se factorise de maniére unique par un morphisme
b s M Doy D — M @ DI qui soit, 2¢-linéaire pour la structure droite
sur la source et la structure gauche sur le but. On vérifie que 6 4 est aussi Qg(m)-
linéaire pour la structure gauche sur la source et la structure droite sur le but par un
calcul en coordonnées locales analogue & celui qui a été fait en 1.3.1. Il s’ensuit que
040064 =1d, dot ’énoncé.

REMARQUES

(i) L’isomorphisme de transposition ¢ 4 peut aussi étre décrit de la maniére sui-
vante. La costratification € 4 fournit des isomorphismes &% (m)-linéaires

M Dy D) = Homoy (Pos P (s M) > Homgy (Prx Py (mys M)

D’autre part, 'involution ¢ échangeant les deux facteurs de X xg X définit un iso-
morphisme o*-semi-linéaire

Homey (p1+ Py ( //{)i)%omﬁx(po,ﬁﬂg( M).

m)’ m)’
Par passage & la limite inductive pour n variable, on obtient donc ainsi un isomor-
phisme
MDD oo 9.
ﬁx ﬁX

Pour vérifier qu’il est bien égal & §_z, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées
locales. On reprend alors les notations de 1.1.6. Comme o*(71%}) = (=1)Ikl7{k} on a
~(k
0*(Q<_>) = (=1)!219%®) et Passertion résulte de (1.1.6.1) et (1.3.3.1).

(ii) Sous les hypothéses de 1.3.2, soit .# un @&m)—module a droite. On vérifie encore
que l'involution

S MDD ot @ D = @ I s 0 DY,
B Ox Su Ox 2

est 2\ -linéaire & droite.

1.3.4. En appliquant ce qui précéde au cas ou .# = wx, on obtient une forme
intrinséque de I’automorphisme de passage & ’opérateur adjoint, qui s’exprime classi-
quement en coordonnées locales comme une anti-involution d’anneau @ﬁ(m) = Qg(m)
dépendant du choix des coordonnées (cf. 1.2.2). En effet, la structure de 9§<m)-module
& droite de wx définit grace & 1.3.3 une involution canonique que nous noterons
(1.3.4.1) 5x twx ® 9 D wx @ 28,
Ox Ox

échangeant les deux structures de Qg(m)-module a droite. En tensorisant par w}l a
droite sur la source et & gauche sur le but, on obtient un isomorphisme canonique de
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o, 9;”) )-bimodules
(1.3.4.2) ax :wx @ 28 ® wit = 2.
Ox Ox

Enfin, en tensorisant ce dernier par w}l & gauche sur la source et & droite sur le but,
on obtient une involution canonique

(1.3.4.3) Bx : 9 @ wi' =5 2T ® wi
0){ 0X

échangeant les deux structures de @&m)—module a gauche.

Sur un ouvert U C X muni de coordonnées locales t1,- - - , tg4, on peut identifier wx
a Ox grace alabase dt;A---Adtg, et w}l a Ox grace ala base duale. La source et le but
des isomorphismes ax, Bx et dx s’identifient alors & @;’m). Avec ces identifications, il
résulte alors de (1.2.3.2) et (1.3.3.1) que ces isomorphismes associent & un opérateur
P=3%, a&Q@ I’opérateur zk(——l)lﬁ‘Q@a& = 'P. Ces isomorphismes fournissent
donc une expression globale, ir_ldépendante des coordonnées, de l’isomorphisme de
passage & l’adjoint. Ils seront encore appelés isomorphismes de transposition.
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CHAPITRE 2

THEOREMES DE DESCENTE

N

Ce chapitre est consacré & la démonstration des théorémes de descente par un
relévement du morphisme de Frobenius, et & la construction d’un foncteur quasi-
inverse & F™*. Nous donnerons d’abord la définition générale du foncteur f* pour les
Qg(m)—modules a gauche, en mettant en évidence sa nature cristalline. Nous montre-
rons ensuite que, dans le cas d’un relévement F : X — X' de la puissance s-iéme
du morphisme de Frobenius relatif, il se produit un phénoméne d’élévation du ni-
veau : 'image inverse F*&' d’un 2{™ _module est munie d’une structure naturelle de
9§(m+s)—m0dule. Le théoréme de descente pour les 9§{m)-modules a gauche, que nous
établirons ensuite, s’énonce alors en disant que, vu comme foncteur de la catégorie des
2\M-modules vers celle des 9§(m+s)—modules, le foncteur F'* est une équivalence de
catégories. Aprés avoir donné un résultat analogue pour les @g(m)-modules & droite,
nous montrerons que le (257, 2{"")-bimodule F*2{™ permet de construire un
foncteur quasi-inverse de F*. Enfin, nous préciserons le lien entre le théoréme de des-
cente pour les 9§<m)—m0dules a gauche, et le théoréme de Cartier sur la descente des

Ox-modules munis d’une connexion intégrable & p-courbure nulle.

2.1. Foncteur image inverse

Pour la commodité des références, nous donnons d’abord ici la définition générale
du foncteur image inverse pour les @g{m)-modules a gauche, ainsi que quelques pro-
priétés de base de ce foncteur. En particulier, nous mettons en évidence sa nature
cristalline, ainsi que celle de la catégorie des 9)(('") -modules & gauche elle-méme.

Dans cette section, m désigne un élément de N ; lorsque m € N*, on suppose comme
d’habitude que les schémas considérés sont des Zp)-schémas.
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2.1.1. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas de la forme

X f Y gﬁZ
S > T > U

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. Soient d’autre part
A')’(7(m), A;l/,(m)v A%,(m) les voisinages infinitésimaux & puissances divisées de niveau
m et d’ordre n de X, Y, Z dans X xs X, Y xr Y, Z xy Z. Par fonctorialité (cf. [5,
2.1.4]), on en déduit le diagramme commutatif

n fxf gxg n
A% (m) > AT (m) » A% (m)
(2.1.1.1) poupl qOHfh H
X Y 7z

ou les fléches verticales sont les projections naturelles.

On notera pour simplifier 9&"’), ,(,m) et Qém) pour 9;,'73;, 9&,77), et @(ZTI)J Si

Z est un Oy-module, la donnée d’une structure de 9,(,7”) -module & gauche sur &
prolongeant sa structure de &y-module équivaut a celle d’'une m-PD-stratification,
c’est & dire d’une famille compatible d’isomorphismes 7, : ¢f# — ¢}.& vérifiant
la condition de cocycle [5, 2.3.2]. Le diagramme (2.1.1.1), ainsi que le diagramme
analogue formé avec les produits triples, montre que f*# est alors muni de la m-
PD-stratification image inverse, définie par les €, = (f X f)*(n,). On obtient donc
ainsi une structure canonique de Qg(m)—module a gauche sur f*#. De plus, si F' est
un second _@é,m)-module a gauche, un morphisme Oy -linéaire ¢ : & — F' est @}(,m)—
linéaire si et seulement s’il est compatible aux m-PD-stratifications. On voit ainsi que
le foncteur f* s’étend de maniére naturelle en un foncteur, que nous noterons encore
f*, de la catégorie des @}(,m)—modules & gauche dans celle des Qg(m)—modules a gauche.

La commutativité du diagramme (2.1.1.1) entraine alors que, pour tout @gm)—
module & gauche ¢, l'isomorphisme de transitivité (f* o ¢*)(¢) ~ (g o f)*(¥) est
9§(m)—linéaire.

2.1.2 PROPOSITION. — Supposons que p soit localement nilpotent sur T, et que F
soit un @g,m)-module d gauche quasi-nilpotent [5, 2.3.7]. Alors f*F est un ngm)—

module & gauche quasi-nilpotent.

Soient Ax (m) et Ay, (m) les voisinages infinitésimaux & puissances divisées de ni-
veau m (sans condition de nilpotence) de X et Y dans X xg X et Y x7 Y. Notons
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encore p;, g; leurs projections sur X et Y. Pour tout n, on dispose du carré commutatif

A% (m) ———— B (m)

Lol

Ax,(m) ———— Ay,(m)

et, d’aprés [5, 2.3.7], & (resp. f*F) est un Qg,m)-module a gauche (resp. 9§(m)-
module & gauche) quasi-nilpotent si et seulement si les isomorphismes 7, (resp. €,)
définissant la m-PD-stratification de & (resp. f*#) sont induits par un isomorphisme
n:@GF = @¢F (resp. € : pif*F = p§f*F) vérifiant la condition de cocycle.
L’énoncé en résulte aussitot.

2.1.3. Comme en caractéristique 0, la structure de @g(m)—module de f*# peut éga-
lement étre décrite en utilisant un bimodule canonique. En effet, si I’on pose

oy = 194,

9&"1)”, est muni d’une structure naturelle de (Qg{m), f ‘19,(,m))-bimodule : sa structure
de Qg(m)—module & gauche se déduit de celle de @,E,m) par 2.1.1, et sa structure de
f _19}(,m)-m0dule a droite est définie par fonctorialité (ce qui entraine que ces deux
structures commutent). On dispose alors de 'isomorphisme d’associativité

2y o flF=(0x o fNY) o flF

f—l@;m) f_lﬁy f—lgg,m)
~0x © ['F=[fF,
f~1oy

dont on vérifie aisément la @g{m)—linéarité.
Le bimodule @;"i),y est muni d’un homomorphisme naturel

(2.1.3.1) 2™ — 2™, = o™,
qui est obtenu & partir des homomorphismes de fonctorialité
F 2% (m) — PX,(m)

par dualité et passage & la limite inductive. En observant que les homomorphismes
68;:;/ : 9}‘&%) — P% (m) OOx ,@;‘(/’(m) utilisés pour définir la multiplication sur
Qg(m) [5, 2.1.3] commutent aux homomorphismes de fonctorialité, on voit que I’homo-
morphisme (2.1.3.1) est Qg(m)-linéaire a gauche. Il est par ailleurs facile de voir qu’il
envoie la section 1 € 2™ sur la section 1® 1 de f*2{™.
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2.1.4. Soient Py une Oy-algébre commutative munie d’une action compatible de
9,(,"1), (N : ¢t By — q} Py )n la m-PD-stratification correspondante. Les 7, sont des
isomorphismes d’algébres, de sorte qu’il en est de méme de leurs images inverses par
les morphismes A%(m) - A},(m)’ 11 en résulte que 'action de Qg(m) sur Bx = f*By
est compatible & sa structure de &x-algébre.

Nous noterons alors @&m) = By Roy ,(/m), @&m) = Bx oy 9&"’). En utilisant
[5, 2.3.5 (ii)], on voit de méme que, si F est un @,(,m)—module a gauche, f*% est
muni d’une structure naturelle de @g(m)—module a gauche. En particulier, si ’on pose
2\, = 9™ la structure naturelle de 2{™-bimodule de Z{™ fournit une

structure canonique de ( ~§(m), f _1§,(,m))-bimodule sur %g’ﬁy

2.1.5 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.1.1, soient (a,b,a) C Os un m-PD-
idéal quasi-cohérent, Sy le sous-schéma fermé de S défini par a, Xo la réduction de X
sur So, f, f': X =Y deux T-morphismes ayant la méme restriction fo : Xg - Y a
Xo. Soit F un @f,m)-module G gauche. On suppose vérifiée l'une des deux conditions
suivantes :

(a) Le m-PD-idéal a est m-PD-nilpotent (cf. A.3);
(b) p est localement nilpotent sur T', et le @,(,m)-module F est quasi-nilpotent.

1l existe alors un isomorphisme Qg(m)—linéaire canonique
Ty ITF S

tel que 75 ¢ =1d, et que, si f"" : X =Y est un troisiéme morphisme de restriction fo
a XO; on ait Tff1 = Tf,f OTfr .

Par platitude, la m-PD-structure de a s’étend & X, et munit donc l'idéal a&x de
Xo dans X d’une m-PD-structure. La propriété universelle des voisinages & puissances
divisées entraine que le morphisme (f, f') : X — Y?2 se factorise par un unique PD-
morphisme g : X — Ay, tel que f =goog, f' = q1 0 g. Si la m-PD-structure de a
est m-PD-nilpotente, il en est de méme par platitude de celle de a€x, de sorte que
g se factorise par A;’(m) pour r assez grand. Dans ce cas, on pose 7¢ ¢ = g*(n,), ou
nr est isomorphisme fourni par la m-PD-stratification de % ; I'isomorphisme 7y s/
ne dépend pas du choix de r. Sous les hypothéses de (b), & est un Qﬁm)-module
quasi-nilpotent, et la m-PD-stratification (n,) est induite par un isomorphisme 7 :
G F == @¢F sur Ay, (m) ; on pose alors 7¢ g = g*(n). Il est clair que ces définitions
sont compatibles, et on obtient ainsi un isomorphisme Ox-linéaire f'*.F — f*&,
qui satisfait les conditions de transitivité voulues grace & la condition de cocycle.

Il reste & voir que 7y ¢ est Qﬁfm)-linéaire. Il revient au méme de montrer que 7y, ¢
est horizontal pour les m-PD-stratifications (g,,) et (e!,) de & := f*F et &' := f'* Z,
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soit encore que, pour tout n, le diagramme

oy (ff) oy

(2.1.5.1) el 1|€n

pyé&" ————) pyE
P5(77.5)

est commutatif sur A% . Fixons l'entier n. D’aprés [5, 1.5.3], la m-PD-structure
canonique de I'idéal de X dans A% J(m) ©st compatible & celle de a, de sorte que
I'idéal de Xy dans A?{,(m) est aussi canoniquement muni d’une m-PD-structure.
De plus, celle-ci est nilpotente lorsque celle de a ’est, d’aprés A.9. Le morphisme
A% my X2 - Y? x Y2 défini par (f x f, f' x f') se factorise donc par un mor-
phisme h : A'}{’(m) — Ay (m)(3); lorsque a est m-PD-nilpotent, h se factorise de
plus par Ai,’(m) (3) pour un entier s assez grand, qu’on peut choisir au moins égal a
max(n,r). Supposons d’abord qu’on soit dans ce dernier cas. Pour ¢, j € {0,1,2,3},
1 < j, soit g;; : A{,’(m) 3) — Ai,v(m) le morphisme induit par la projection sur les
facteurs d’indices ¢ et j. On obtient alors

po(T1,5) = po (9" (ns)) = h*(g5.2(ns)),

et, de méme, pi(7s /) = h*(gf 3(ns)). D’autre part, on a par définition

en = (f X f)*(ns) = h*(g5,1 (ms)),

et, de méme, e}, = h*(g5 3(ns)). Il suffit donc de s’assurer que g5 ;(7s) © g7 3(ns) =
45.2(ns) © g3 3(ns), ce qui résulte de ce que les deux membres sont égaux a g 3(ns)
d’aprés la condition de cocycle. Si ’on se place sous les hypothéses de (b), I'isomor-
phisme 7 vérifie lui-méme la condition de cocycle, et le raisonnement est le méme, en
se plagant sur Ay, (,,)(3) au lieu de §,,(m)(3).

REMARQUE. — Si &y est une Oy-algébre munie d’une action compatible de 9§,m),
et si l'on pose Bx = f*By, By = "By, l'isomorphisme 77, : By — Bx est un
isomorphisme Qﬁfm)—linéaire de Ox-algébres, puisque les i, sont des isomorphismes
de &y (m) -algébres. Par suite, Tﬁf, s’é¢tend en un isomorphisme d’anneaux 'rf@: ot
By 9™ = Bx @ 9.

Si Z est un By @ @&m)-module, Visomorphisme 77, : f'*# — f*Z est alors

semi-linéaire par rapport & 7']? Iz

2.1.6. L’énoncé qui précéde permet alors d’étendre la construction du foncteur image
inverse pour les @)(,m)—modules au cas d’un morphisme non nécessairement relevable.
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(a) Supposons d’abord comme dans ’énoncé précédent que S est muni d’un m-
PD-idéal quasi-cohérent (ag,bs,as), qu’on suppose m-PD-nilpotent. Soient Sy C S
le sous-schéma fermé défini par ag, X un S-schémas lisse, de réduction Xg, ¥ un T-
schéma lisse, et fo : Xo — Y un T-morphisme. Soit % un @,(,m)—module a gauche. Tout
point & € X posséde un voisinage U sur lequel il existe un prolongement f : U — Y de
la restriction de fo & XoNU. D’aprés 2.1.5, le Qg(m)—module a gauche f*.Z ne dépend
pas, & isomorphisme @&m)—linéaire canonique preés, du choix fait pour f. Grace a la
relation de transitivité pour les isomorphismes 7y, on peut alors recoller les 9§(m) -
modules définis localement par le choix d’un prolongement de fo, et obtenir ainsi &
partir de la donnée de .Z et de fo un Qg(m)—module A gauche canonique. Avec un abus
de notation évident, nous le noterons fj.%# ; lorsque fo se prolonge en f, on a donc
par construction une identification canonique f§.% ~ f*%

En particulier, supposons donné un m-PD-idéal quasi-cohérent (ar,br,ar), tel
que S — T soit un m-PD-morphisme. Soient Ty C T' le sous-schéma fermé défini par
ar, Yy la réduction de Y sur Tp, et fo : Xo — Yo un Tyo-morphisme. La construction
précédente s’applique au morphisme (encore noté fo) Xo — Y défini par fo. Si Z est
un U-schéma lisse, et si go : Yo = Z est un Sp-morphisme, on dispose encore pour
tout Q(Zm)-module a gauche g d’'un isomorphisme canonique @}m)-linéaire

13(969) — (90 0 fo)"9
Cette construction s’applique en particulier au Qi(/m)—r 10dule & gauche Qi(,m) . Comme
l'action & droite de Q(m) est 9y (m) Jinsaire & gauche, elle est compatible aux iso-

m)

morphismes de recollement, si bien que f;%y ~ est encore de maniére naturelle un

(2, £7' 28™)-bimodule. On conservera la notation

X—>Y - fO (m),

et, pour tout Qém)-module a gauche #, on a encore un isomorphisme canonique de
2™ modules a h
p gauche

9§ﬂyf ®(m)f F 5 7

Si By est une Oy-algébre munie d’une action compatible de @,(,m), il résulte de la
remarque de 2.1.5 que Bx = f§PBy est une Ox-algébre, munie d’une action compa-
tible de 2{™. Le faisceau d’opérateurs différentiels 27 = Bx @p, 2" est donc
bien défini, et, si ’on étend la construction précédente en posant

9X—)Y - fO@(m)7

2™, est de maniére naturelle un (2¢", f5 2U™)-bimodule.

(b) Si on ne suppose plus ag m- PD nilpotent, mais qu’on suppose par contre p
localement nilpotent sur 7', la construction précédente garde un sens pour % lorsque
Z est quasi-nilpotent, et permet de construire le foncteur fJ sur la sous-catégorie
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pleine des Qg,m)—modules quasi-nilpotents. On prendra garde néanmoins que @)(,m)
lui-méme n’est pas un @g,m)-module quasi-nilpotent, de sorte que la construction du
bimodule 9&"3,, n’a de sens que si ag est m-PD-nilpotent, ou si ’on se donne un
relévement f : X — Y de fo; dans ce cas, elle dépend en général de ce relévement.

En considérant le cas ot S = T, et ou X et Y sont deux relévements de Xy sur
S, on déduit formellement de ces constructions le corollaire suivant, qui précise les
conditions sous lesquelles la catégorie des @g(m)—modules a gauche ne dépend que de
XO :

2.1.7 COROLLAIRE. — Soient (ag,bs,as) C Os un m-PD-idéal quasi-cohérent, Sy
le sous-schéma fermé de S défini par a, Xg la réduction de X sur Sp.

(i) Sias est m-PD-nilpotent, la catégorie des @g{m)-modules & gauche ne dépend, a
équivalence canonique pres, que de (Xo,S,as,bs,as), et est fonctorielle par rapport
a ces données.

(ii) Sans hypothéses de nilpotence sur ag, les conclusions de (i) restent valables
st p est localement nilpotent sur S, et si Uon se limite 4 la sous-catégorie pleine des
@&m)-modules G gauche quasi-nilpotents.

2.2. Elévation du niveau par Frobenius

Nous étudions maintenant plus spécifiquement le foncteur image inverse associé a
un S-morphisme F' : X — X' dans le cas ou F' est un relévement de la puissance s-
iéme du morphisme de Frobenius relatif. Nous montrons qu’il existe alors sur 'image
inverse d’un 9&'7)—module a gauche une action naturelle du faisceau d’opérateurs
différentiels @&"H's) induisant par restriction des scalaires I’action de @&m) construite
en 2.1.1.

Pour mettre en évidence ses propriétés de fonctorialité, nous serons en fait amenés
A construire cette action dans une situation plus générale, ou F' est un relévement

d’un morphisme de schémas se factorisant par une puissance du Frobenius relatif.

2.2.1. Soient m > 0 un entier, S, T' deux schémas munis de m-PD-idéaux quasi-
cohérents (as, bs,as) et (ar,br,ar), S = T un m-PD-morphisme. On suppose vé-
rifiées les conditions suivantes (qui impliquent les conditions analogues sur S) :

(i) p est nilpotent sur T';

(ii) p € ag.

On note b’y le sous-PD-idéal bg + pfs C ag, muni des puissances divisées (g
prolongeant ag et les puissances divisées canoniques de (p); on définit de méme le
sous-PD-idéal b/, C ag.

Soit Sy le sous-schéma fermé de S défini par ag, qui est donc de caractéristique p;
si X est un S-schéma, on note Xy sa réduction sur Sp. Pour tout s > 0, on désigne
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par X(()s) le Sp-schéma déduit de X par le s-iéme itéré du Frobenius absolu de Sy, de
sorte que le s-iéme itéré du Frobenius absolu de X définit un diagramme commutatif

Fx
/5.
o ———— X » Xo

| o

So——— So
dans lequel le carré est cartésien. Si Yy est un Tp-schéma, on définit de fagon analogue
le Ty-schéma Y. *) et le Ty-morphisme Fy r, Yo = v,

Dans ce qui suit, on suppose donnés :

(a) Un Sp-schéma lisse Xg, un Tp-schéma lisse Yy, de dimension relative d sur Ty,
et un To-morphisme fy : Xg — Yoy ;

(b) Un S-schéma lisse X relevant Xo;

(c) Un entier s > 0, et un T-schéma lisse Y’ relevant Yo(s) ;

(d) Un T-morphisme F : X — Y relevant le To-morphisme FYy, /1, © fo = és) o
F%, /500 O ) x5 ¥ est deduit de fo par fonctorialité.

Soit v > 1 un entier. Nous noterons X’*+! = X}';'l, Yyt = Y'ﬁl, F,: Xv+t
Y'"**! le morphisme induit par F, ., (resp. .#!) I'idéal de la diagonale dans X"*!
(resp. Y''*1), et (Px (mts)(¥), Zu, F) (resp. (ﬁ’y,’(m)(y),?;,flj)) l’enveloppe a
puissances divisées partielles de niveau m + s (resp. m) de .#, (resp. .#,). Pour v = 1,
nous omettrons en général de préciser v dans les notations.

2.2.2 PROPOSITION
(i) Sous les hypothéses précédentes, I’homomorphisme F, induit un unique PD-
morphisme
&) F Pyt (m) (V) — Px (mis) (V)
envoyant F; 1.9 dans 9, + b5,
(ii) Pour toutn >0, on a

o (F;17’,{,"} (’"’) c Fimen,

Rappelons que, d’aprés [5, 1.5.3], les puissances divisées de Z sont automatique-
ment compatibles avec celles de b's. En particulier, on dispose ainsi d’une PD-structure
canonique sur l'idéal .%, + bg.#,, ce qui donne un sens a D'assertion (1).

L’énoncé est local sur X, de sorte qu’on peut supposer que X et Y’ sont affines,
et qu'’il existe des coordonnées locales t1,. .., ¢4 sur Yy. Soient ¢, ...t des sections
de Oy relevant les sections 1 ®@¢; de ﬁyo(s)‘ Les sections t1, ..., t, sont alors des coor-
données locales sur Y. Soient d’autre part 1, ...,zq des sections de &x relevant les
sections f3(Z;) de Ox,. Posons 7/ = 1@t —t,@1€ Oyi2, & =10z — 2, @1 € Oxo.
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Puisque F est un relévement de Fy, /Ty © fo, il existe des sections a; € asOx telles
que

Ft) =22 +a;, i=1,...,d.
On en déduit les relations
Frr) =102’ - ©1+10a-a;®1
:(xi®1+5)1’3—xfs®1+1®ai—ai®1
p°—1

=& 4 Z ( )xf"’“gf+1®ai—a,~®1.

Comme p € ag et & € Z, et que d’autre part a; € ag€fx, on voit que Fy(7]) est de
la forme

(2.2.2.1) Fr(r)) =€ + ¢,
avec (; € ag#. On obtient alors
m m+s m
@7 )=+ +pm,
avec 1; € agFP" | puisque & € & et (; € ag#. Comme pas C bg, puisque bg
définit une m-PD-structure sur ag, on voit que pn; € bg#P" . D’autre part, on a

aussi C” € bg9?" | car (G €Eag s et a(s ) + pag C bg. On obtient donc finalement
une relation de la forme

(2.2.2.2) Frr®y=¢"" 44,

avec o; € bg FP" .
Pour j =0,...,v, soit ¢} la projection d’indice j de Y sur Y. Lidéal & est
engendré par les sections

Ti=dit) —dit)=1e- - ®lerele el i=1,...,d j=1,.. v
Le calcul précédent montre que I’homomorphisme composé
F—lﬁy/u+1 —_ é)X”"'l —_ .@X J(m+s) (V)

envoie les sections TzI; dans le PD-idéal ., + bs#,. Comme Py, ,(m)(V) est par

construction ’enveloppe & puissances divisées usuelle de 'idéal engendré par les TZI;
[6, 1.4.1], il existe un unique PD-morphisme

@) F Py (m) (V) — PX (mets) (V)

factorisant F}.

. —1 {n}(m
D’aprés |5, 1.5.3] et la remarque de A.5, l'idéal & :, et engendré en tant
que Oy:-module par les sections [], ; 7; J{”’ item) avec >-n;; > n. Pour prouver

(ii), il suffit donc de montrer que, pour tout n, &*(r/{™™) ¢ 7 pogons
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n=pmq+r, avec 0 < r < p™. Par définition, Ti’{"}("” = T{T(Ti’pm)['ﬂ. Les relations
(2.2.2.1) et (2.2.2.2) donnent donc

& (T;{n}(m)) — 3* (Ti:r)q)* (Tilp"')[tﬂ _ (gzps 4 Q)T(&pm"" + Ji)[lI]
s r m+s g "
=@ +6)" X (@),

a'+q"=q

Comme §; € F et (; € ag?, le terme (st + Cz')r est dans # C 7{T}(m+3). D’autre

m+s ! m+s !  [,m+s M
part, le terme (€7 )[Q] = §fp TYmte) ot dans F L LTk o g ombe)

la"]

M—p™q" _ —{p™q¢"}
! lq"] cCF (mts)

Enfin, puisque o; € bg#?" | le terme 0! ' appartient a b g
L’assertion (ii) en résulte.

Nous noterons @, : Ax (ms) (V) = Ay (m) (V) (resp. @ : Ax (mis) = Ayr (m)) le
morphisme défini par @} (resp. ®*), ainsi que les morphismes induits par passage aux

voisinages infinitésimaux.

2.2.3 PROPOSITION. — On suppose vérifiées les hypothéses de 2.2.1.

(i) Pour tout @&T)—module G gauche F', F*F' est muni fonctoriellement d’une
structure de D¢ -module & gauche induisant la structure de 9™ -module définie
en 2.1.1.

(ii) Si F' est un 9§,@—module @ gauche quasi-nilpotent, F*Z' est un 9&"”3)—
module & gauche quasi-nilpotent.

(iii) Soient (U,ay,by,ay) un troisiéme schéma muni d’un m-PD-idéal quasi-co-
hérent vérifiant les hypothéses de 2.2.1, Uy le sous-schéma fermé de U définie par ay,
Zo un Ug-schéma lisse, T — U un m-PD-morphisme, go : Yo — Zy un Uy-morphisme,
s' un entier, Z' un U-schéma lisse relevant Z°™*), et G : Y’ — Z" un U-morphisme

s’ (s) _ (s+s") s’
relevant FZC(.S)/U0 °9go = 9o o FYO(”/TO

@" | Uisomorphisme de transitivité F* o G*¥9'" ~ (G o F)*¥4" est 9§m+s+sl)-lme’air6.

. Alors, pour tout @g,'f)-module 4 gauche

Le morphisme ® construit en 2.2.2 fournit un diagramme commutatif

A% (mts) > DX (mts) /3 X

@l ‘I)l Fl
AV (m) —— Ayr (m) /3 V"
L’image inverse par ® de la m-PD-stratification (e},) de #' munit donc F*#' d'une
(m + s)-PD-stratification, donc d’une structure de @g(m“)-module & gauche. Si 'on
suppose de plus que #' est un 91(/'7)-module a gauche quasi-nilpotent, (¢],) est induite
par un isomorphisme &' sur Ay (). La (m + s)-PD-stratification de F*.#' est alors
induite par l'image inverse de &’ sur Ax (m,4s), de sorte que F*Z' est un Qg(m“)-
module quasi-nilpotent.
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L’assertion (iii) résulte de ce que, si ®* et ¥* sont les factorisations relatives a F
et G, alors, par unicité, ®* o U* est la factorisation relative & F* o G* = (G o F))*.

REMARQUE. — Il est clair que, si la structure de 9,(,77)—module de #' est induite par
une structure de 9,(,7,” )_module pour un entier m' > m, la structure de @g(m“Ls)—module
de F*.#' est induite par la structure correspondante de 9§(m *9)_module.

Lorsque S est de caractéristique p, et que F' est simplement la puissance s-iéme
F3 /s du morphisme de Frobenius relatif de X, il est facile d’expliciter la structure de

2" module de F*.Z' :

2.2.4 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.2.1, supposons de plus que S =T,
X =Y, queag = 0 et que F' = F)"}/S. Soient X' = X&) et soient t1,...,tq des
coordonnées locales sur X, t,...,t, les coordonnées correspondantes sur X', 7; =
lot—tol, =10t -ticl, 8% mw o 3T les opérateurs différentiels
correspondants. Alors :

(i) L’homomorphisme ®* : Px/ (m) = Px (m+s) défini en 2.2.2 vérifie
(2.2.4.1) o+ (7' Wemy = 200 et
pour tout k € N¢. En particulier, on a alors pour tout n et tout v > 0

(2.2.4.2) &: (7, ¢ e,

v

(i) Si & est un D\ -module & gauche, la structure de 9V -module o gauche
de F*&' est caractérisée par les relations

I(E/ps>(m) ! . s
(2.2.4.3) Q<E>(m+s)(1 ®e') = {(1)@)@ e sip’lk,

sinon.

Comme S = Sy est de caractéristique p, et que F' est le morphisme de Frobenius
relatif de X, on a F*(t}) =¥ , et Fy*(r}) = 77 . Si, pour tout ¢, on pose k; = p™q;+r;,
avec 0 < r; < p™, on a alors

@ () = @ (1 (@) ) = ) = AR e,

(3 (3 (3 (3

d’ou Dassertion (i).
Si (el,) est la m-PD-stratification de &’ et () celle de F*&”, on a pour toute

n
section e’ de &’

g(loe)= ZQ’@ML)@/ ®I/{E}<m)7
&

et, en posant e = 1 @ €/,

en(l@e) = Z Q(E)(m+s)e ® I{E}(m+s) )
k
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Comme 1®e = ®*(1Q¢€'), et que €, = ®*(&),) par construction, on voit que la formule
(2.2.4.1) entraine la formule (2.2.4.3).

2.2.5 PROPOSITION. — Soient F, F' : X — Y’ deuz morphismes vérifiant les hypo-
théses de 2.2.1. Supposons de plus que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :
(a) L’idéal ag est m-PD-nilpotent ;
(b) F' est un 9}(,17)-module G gauche quasi-nilpotent.

~

Alors Uisomorphisme T g : F'* F' = F*Z' défini en 2.1.5 est @&m“)-linéaire.

Comme en 2.1.5, on va vérifier que 77 g est horizontal. Reprenons les notations de
2.2.1 et 2.2.2, et soit h = (F x F,F' x F') : X2 - Y'*. Montrons au préalable que
I’homomorphisme composé

h_lﬁyul —}‘L—> ﬁx2 — QX,(mq-s)(l)
se factorise par un unique PD-morphisme encore noté
h*: h_l'@y/,(m)(3) — Px (m+s)(1),

envoyant }37 dans . +bg P x,(m+s)(1). C’est une assertion locale sur X, ce qui permet
de se placer & nouveau dans les conditions de la démonstration de 2.2.2. On pose donc

Frt) =20 +a;, F"(t) =2 +b,

i i
avec a;, b; € asOx. Reprenant le calcul fait en 2.2.2, on voit d’abord que
(Fx F')y"(r}) = & +,
avec (] € agOx2. Comme afgpm) + pas C bg, on voit ensuite que
(Fx F)y(x""y =™ 1o,

avec 0; € bgOx2. L’idéal jg est engendré par les sections 7], 7/,, 7;3, de sorte
que Py (m)(3) est la PD-enveloppe (compatible aux puissances divisées de (p)) de
l'idéal engendré par les sections 7{,” , 7/, , 73" . Oron a h*(7],) = h*(r{3) =0,

tandis que h* (Ti”z”m) = gfmﬂ + 03, section dont I'image dans #x () appartient
au PD-idéal . + bg P x,(m+s)(1). La factorisation annoncée en résulte.
Supposons d’abord que #' soit un 20™ module a gauche quasi-nilpotent. Sa m-

PD-stratification (e],) est alors induite par un isomorphisme
g yyl’(m) ® F' = F' ® gyl’(m)
ﬁyl 6}//
vérifiant la condition de cocycle, et 7p g est 'image inverse de €' par le morphisme
X — Ay (m) factorisant F' x F'. Pour vérifier que 7r, r est horizontal, il faut prouver

la commutativité du carré analogue & (2.1.5.1) sur les A% (mts)> € cela résulte comme
en 2.1.5 de la condition de cocycle pour €', grace & 'homomorphisme

(2.2.5.1) Py1(m)(3) — Px (mts)(1) — PX (m1s)(1)
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défini par h*.

Supposons maintenant que ag soit m-PD-nilpotent. Par ’argument de 2.1.5, ’hori-
zontalité de 7r r+ résultera encore de la condition de cocycle pour les ¢/, si ’on montre
que, pour n' assez grand, ’homomorphisme (2.2.5.1) se factorise par 32’{}’,7("1)(3). i

suffit pour cela de montrer que, pour n fixé, (F x F')*(Ti’{n’}("”) e Fems pour
n' assez grand. Soit n' = p™q’ + r’ un entier, avec 0 < r < p™. En notant en-
core (F' x F')* P’homomorphisme induit entre les enveloppes & puissances divisées, la
relation (F' x F')*(1}) =& + ¢}, ou (] € agOx2, entraine alors
(F x By (0 = (& + Q) (@ + ™))
S 2 m—+ts m ’
=€+ E T+ e,
avec 1} € agOx2. On en déduit :
(Fx Py @™y =@ +q) Y (@
q1+a5+95=¢q'

s / P q Y mats) 1 {P™ab}m) [qh]. 195
=€+ ), gn BIemrogreiem plalyits,
¢ +a5+a5=q'

m-+s

)[qi](gl’ )[qlzl(pn::)[qg]

Comme p est nilpotent sur S, ag est un nilidéal, et ngqg = 0 si ¢g§ est assez grand.
D’autre part, &x (m4s) est plat sur S, de sorte que, d’apreés A.5(ii), C,f{pqu}"") €
aép 2o g L’hypothése de PD-nilpotence sur ag entraine donc que ¢! maakom) =

0 si ¢} est assez grand. L’assertion en résulte.

2.2.6 COROLLAIRE. — Soient s un entier, S — T un m-PD-morphisme de schémas
munis de m-PD-idéauz quasi-cohérents vérifiant les hypothéses de 2.2.1, Xq (resp.
Yo) un So-schéma (resp. To-schéma) lisse, fo : Xo — Yo un To-morphisme, X (resp.
Y') un S-schéma (resp. T-schéma) lisse relevant Xq (resp. YO(S)).

(i) Si as est m-PD-nilpotent, le foncteur (Ff,o/T0 o fo)* = (fés) o F)S(O/So)* défini
en 2.1.6 se factorise canoniquement en un foncteur de la catégorie des 20 -modules

G gauche dans celle des 9§(m+s)-modules G gauche, suivi de la restriction des scalaires

de 27 4 2,

(ii) Sans hypothése de nilpotence sur ag, le foncteur (Ff,0 /To° fo)* se factorise cano-
niquement en un foncteur de la catégorie des 9,(/'7) -modules & gauche quasi-nilpotents
dans celle des 9§(m+s)-modules 4 gauche quasi-nilpotents, suivi de la restriction des
scalaires de 9" o 9.

(iii) Si, comme en 2.2.3, on suppose donnés un second m-PD-morphisme T — U,
un Ug-morphisme go : Yo — Zg, ot Zy est lisse sur Uy, et un relévement lisse Z" de
Z(()s"'s'), et si l'on suppose de plus remplie l'une des deux conditions suivantes :
(a) Les m-PD-idéaux ag et ap sont m-PD-nilpotents,
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(b) On se restreint & la sous-catégorie des @gff)—modules quasi-nilpotents,

alors lisomorphisme canonique de foncteurs sur la catégorie des 20 modules a
gauche

(Y, © Jo)* o (Fio 0 0967)7 = (g, 0 900 fo)”

(cf. 2.1.6) est 9§<m+s+s ) _linéaire pour les structures induites respectivement en (i) et
(ii).

Sous chacune des deux hypothéses considérées, le foncteur (F}s,0 /Ty © fo)* est cons-
truit en recollant les foncteurs F™* définis localement par le choix d’un relévement F
de Fy, Ty © fo grace aux isomorphismes 7p . Comme ceux-ci sont @g(m”)-linéaires
d’aprés ce qui précéde, ces foncteurs se recollent en un foncteur & valeurs dans la
catégorie des Qg(m“)—modules & gauche. La derniére assertion est alors conséquence
de 2.2.3(iii).

On remarquera qu’on peut en particulier appliquer l'assertion (iii) aux factorisa-
tions données Fy, /Ty © fo = fés) o Fg. /807 de sorte que, dans chacun des deux cas,
on dispose d’isomorphismes canoniques de foncteurs & valeurs dans la catégorie des
2\ )-modules & gauche

(2.2.6.1) (Fy 10 © fo)" = f3 0 F¥ b, = Fisy 0 £

En particulier, nous noterons encore ;0*/ s, le foncteur de la catégorie des 9(”})—

modules & gauche dans la catégorie des @&mﬂ) -modules & gauche construit sous les

hypothéses de (i) ou de (ii).

2.2.7. Sous les hypothéses de 2.2.1, soit Ay une Oy:-algébre munie d’une action
compatible de 9;77). Comme cette compatibilité est caractérisée par le fait que les
isomorphismes définissant la m-PD-stratification de %y sont des isomorphismes d’al-
gebres, et que la (m + s)-PD-stratification de Bx := F*PBy: s’en déduit par image
inverse par les morphismes ® : A% .o — A}, . la structure de @&mﬂ)-module
obtenue sur #x est alors compatible & sa structure de Ox-algébre. Pour la méme
raison, si F et F' : X — Y’ sont deux relévements de F)s,0 /S0 © fo, et si 'une des
conditions (a) ou (b) de 2.1.5 est vérifiée, 'isomorphisme 7 g : F'* By — F* By
est un isomorphisme de &'x-algébres.

De la méme maniére, si %' est un (%By' @ Q(T))-module, alors F*.%' est muni
d’une structure naturelle de (Zx @ Qggn“))-module; si Fet F': X — Y’ vérifient
les hypothéses de 2.2.1, et si 'une des conditions (a) ou (b) de 2.2.5 est vérifiée, alors
I'isomorphisme 7p g : F'*F' — F*Z' est (Bx @ @&m“))—linéaire.

Lorsqu’on est sous les hypothéses de 2.2.5, le corollaire 2.2.6 permet de définir glo-
balement une action canonique de Qg{m“) sur l'image inverse (Fy, /80 © fo)* By . Cette
action étant compatible & sa structure de &x-algébre, on obtient encore un faisceau

d’anneaux Bx @ @ﬁ(mﬂ) , bien défini méme si on ne dispose pas d’un relévement du
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Frobenius sur X tout entier. De méme, on obtient un foncteur (Fy, /S0 © fo)* de la

catégorie des (By' ® 9,(/77))-m0dules (resp. quasi-nilpotents sous I’hypothése (iiib))

dans la catégorie des (Bx ® Qg(mﬂ))—modules (resp. quasi-nilpotents).

2.2.8 EXEMPLES. — Nous donnons ici deux exemples importants de &x-algébres
pour lesquelles I’élévation par F* du niveau de l'action des opérateurs différentiels
apparait naturellement.

(i) Soient Y C Xo un sous-schéma fermé, et Px ().« (#) I'enveloppe & puissances
divisées de niveau m de I'idéal ¢ de Y dans X, compatibles au m-PD-idéal (a, b, o)
de Os. Notons Y' C Xés) le sous-schéma fermé déduit de Y par changement de
base, #' son idéal dans X', Y" C X, son image inverse par Fy /5, dont lidéal
dans X est l'idéal _# () 4 afx engendré par a et par les puissances p*-iémes des
sections de #. Comme F' : X — X' est un morphisme plat, ’homomorphisme
canonique F* '@X’,(m),a(/,) — WX7(m),a(/(ps) + aé’x) = Wx,(m)’a(/(ps)) est
un isomorphisme (la derniére égalité résultant de la compatiblité des PD-structures &
celle de a). Par construction, Px (m).a(? (")) est Penveloppe & puissances divisées
usuelle de I'idéal (_# (»*))(P™) engendré par les puissances p™-iémes des sections de
4 (»°) avec compatibilité aux puissances divisées de by = b+ p&s. Elle est donc égale
a Penveloppe & puissance divisées usuelle de 'idéal _# (#™**) avec méme condition de
compatibilité. On obtient donc finalement un isomorphisme canonique de &' x-algébres

(2.2.8.1) F*Zx (m),a( L") = Px (m+s),a( )

D’aprés [5, 2.3.4 (ii)] (qu'on généralise aisément au cas ou 'on se fixe un m-PD-
idéal de compatibilité (a,b,a) dans Os), la Ox-algébre Px (1) o(#) est canoni-
quement munie d’une structure de Qg(m)—module. Grace & 2.2.3, la source et le but
de (2.2.8.1) sont donc tous deux munis dune structure de 23" *)-module. T est
alors facile de vérifier que cet isomorphisme est @&mﬂ)-linéaire. En effet, la struc-
ture de @g(m)—module de Px (m),o( F) est définie par la m-PD-stratification qu’on

obtient en montrant que, si (7, F ) est le m-PD-idéal canonique de A&,(m)v et B la
PD-structure de .# + by Wﬁ’(m), les homomorphismes canoniques pf @x(m).o( f) =

WA},(m),ﬁ(pf G+ #) sont des isomorphismes. L’assertion est donc conséquence de
la commutativité des diagrammes

yx,(m),a(/(ps)) = ‘@X,(m+8),a(/) — ‘@A},(m+S),ﬁ(p?/ + 7)
F*T T@*
Pxr myal F) » Pan, (myp 0 I+ T)
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associés aux deux projections de A’)‘(’(m) sur X, qui résulte de la fonctorialité des
enveloppes & puissances divisées usuelles sous-jacentes & ces enveloppes & puissances
divisées partielles.

(ii) Supposons que a soit m-PD-nilpotent, et soit Z C Xy un diviseur. Notons
7' C Xés) I'image inverse de Z ; comme son image inverse dans X est le diviseur p*Z,
et que X est fidélement plat sur Xés), Z' est un diviseur de Xés)‘ Soient f € Ox
une section relevant une équation locale fy de Z, f' € €x/ un relévement de 'image
inverse de fo dans € X+ Rappelons que, pour tout entier r tel que p™*!|r, on peut
associer canoniquement & Z une €x-algébre £ x (Z,r) munie d’une action compatible
de 2™ [5, 4.2.3] : localement, Bx (Z,1) = Ox[T)/(f"T — p), et laction de 2™ est
définie par une m-PD-stratification dont on trouvera la construction dans [5, 4.2.1];
on montre ensuite que les algébres ainsi obtenues peuvent étre recollées. Il résulte de
cette construction que les algébres Bx (Z,r) vérifient les deux propriétés suivantes :

(a) Sia est un entier, Bx (aZ,r) = Bx(Z,ar) en tant que Ox-algébres munies
d’une action de 2™ ;

(b) Si T — S est un m-PD-morphisme, Y un T-schéma lisse, v : Y — X un
S-morphisme tel que Zy = Yp X x, Z soit un diviseur de Yy, alors u*(%8x(Z,r)) —
Py (Zy,r) en tant que Oy-algébres munies d’une action de 93(,"”.

Appliquées & F : X — X' et au diviseur Z' C X(()s)7 ces propriétés fournissent des
isomorphismes _@g(m)-linéaires

(2.2.8.2) F*Bx/(Z',r) = Bx(p°Z,r) = Bx(Z,p°r).

La proposition 2.2.3 fournit sur F*#@x.(Z',r) une structure de 27" **-module, et
d’autre part Bx (Z,p°r) posséde également une structure de @&mﬂ)-module puisque

p™ Tt psr. Il y a alors lieu de vérifier la linéarité de cet isomorphisme par rapport a
@(m"'s) .
X :

2.2.9 PROPOSITION. — L isomorphisme (2.2.8.2) est 2\ -linéaire.

Pour le vérifier, on montre qu’il commute aux (m + s)-PD-stratifications des deux
membres. C’est une propriété locale, ce qui permet d’expliciter ces algébres sous la
forme Bx:(Z',r) = Ox: [T/ (f"T" — p), Bx(Z,p°r) = Ox[T]/(f*"T — p). On a
d’autre part F*(f') = fP" + h, avec h € aOx. L'isomorphisme (2.2.8.2) est alors
celui qui relie les deux constructions de #x (p®Z,r) fournies par les deux relévements
fP" et F*(f') d’une équation locale de p*Z dans X. D’aprés [5, 4.2.2 et 4.2.3], c’est
I'isomorphisme

en: O[T/ (F*(f))'T" — p) = Ox[T)/(f*'"T - p)
tel que
-1
en(T) = T(1+Tpl™ (£, F*(£))

MEMOIRES DE LA SMF 81



2.3. DESCENTE PAR FROBENIUS 47

ol <p$,m)(t1,t2) € Zplt] (t2 — t1) (m) ©st le polynome a puissances divisées défini par
la relation

ty — t7 = pe\™ (t1,ta).
D’autre part, si 'on note T, T> les images inverses de T par les deux projections
A% mis) = X, f1, fa celles de f, la (m + s)-PD-stratification (¢,) de #x(Z,p°r)
est donnée par

-1
6slm+s)(T2) T1(1+T1</?(m+s (f1,f2)) )

tandis que celle de F*%x/(Z’',r) est 'image inverse par ® : A% (mts) = D% (my de
la m-PD-stratification donnée de méme par

5;(m)(T2) T1(1+T180 (flaf2))

Vérifier que €, est horizontal revient alors & montrer dans &% (m+s) la relation

G (fr, Fo) o™ (57 (FXF)*(f3)) = o™ (F27, (F X F)* (1)) +@* (o™ (f1, f2))-

Pour prouver celle-ci, on utilise la remarque évidente suivante : si (I, J,7y) est un
(m+ s)-PD-idéal d’un anneau A, et si [ ) C Test]’ idéal engendré par les puissances
p*-iémes des éléments de I, alors (J,) munit 1'idéal 1) + J d’une m-PD-structure.
Pour tout couple (a1, as) d’éléments de A tels que a; = as mod I, on peut donc
évaluer ap(r )(al ,a;) On a alors I'égalité

@;E)mr-’_ )(alva2) = Sos*m) (a{) 7ag )-

En effet, il suffit de la vérifier dans le cas universel ou A = Zy)[t1] (t2 — t1>(m +s) €f
a; = t;. Comme A est alors sans p-torsion, il suffit méme de la vérifier dans Ag, et on
a alors

Lpémr—’_S) (tl yta) =

1 s s ]_ s s s s
BT =8)= () = (1)) = o™ (1,82,
D’autre part, si .# est le (m+ s)-PD-idéal canonique de 5”;‘(7(7” +s) €t & son PD-idéal,
la section (F x F)*(f5— fi) appartient a 1'idéal .#(P*) 4 022" et le PD-idéal TP
munit ce dernier d’'une m-PD-structure. La relation & vérifier peut ainsi s’écrire

P (I F) + e (S5 (F x F)*(f3) =

O (f17(F x F)*(f]) + ™ ((F x F)*(f1), (F x F)*(f3)),

et elle résulte de [5, (4.2.1.3)].

2.3. Descente par Frobenius

Nous revenons maintenant au cas particulier ou F' est un relévement de la puissance
s-iéme du morphisme de Frobenius relatif, et nous établissons ici le résultat central
de ce mémoire, montrant que le foncteur image inverse par Frobenius F* construit en
2.2.3 est alors une équivalence de catégories.
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2.3.1. Reprenant les notations de 2.2.1, on suppose donc donnés deux entiers m,
5 > 0, un schéma S muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, @), un S-schéma lisse
X de réduction Xg sur So = V(a), et on suppose toujours vérifiées les conditions
suivantes :

(i) p est nilpotent sur S';

(ii) p € a.

On note by l'idéal b + pfs, muni des puissances divisées prolongeant « et les
puissances divisées canoniques de pOs.

Soient X' un S-schéma lisse relevant Xés), et F': X — X' un S-morphisme rele-
vant le morphisme de Frobenius relatif Fy o : Xo — Xés). Il résulte du critére de
platitude par fibres [EGA, IV, (11.3.10)] que F est un morphisme plat. D’autre part,
a est un nilidéal puisqu’il est muni d’une m-PD-structure, et que p est nilpotent sur S.
Par réduction au cas ol S est ncethérien, donc a nilpotent, il en résulte que F' est un
morphisme fini, et que Ox est un Ox -module de présentation finie. Par conséquent,
Ox est une Oy -algébre localement libre, de rang pds si X est de dimension relative
dsur S.

On suppose donnée de plus une Ox-algébre #x munie d'une action a gauche
de 9)(' , compatible & sa structure d’algébre. On pose Zx = F*Hx:, et on munit
PBx de laction de @&mﬂ) définie plus haut, qui est alors compatible a sa structure
de &x-algebre. Comme précédemment, on note 2™ = Bx oy @X, , 9(m+s =
Bx @6y 9(m+s) les faisceaux d’anneaux correspondants.

Donnons d’abord quelques lemmes.

2.3.2 LEMME. — Soit v > 0 un entier. Le carré commutatif
Ax (mis) (V) —— X1
(2.3.2.1) éyl le
Axr (m) (V) —— X"

est cartésien.

D’aprés [5, 1.5.3], les PD-enveloppes &,y (F)) et P (myq)(F,) vérifient automa-
tiquement la condition de compatibilité a la m-PD-structure a de a. Comme F,, est
un morphisme plat, ’homomorphisme canonique

Oxvi1 @ .@(m)ya(f,,') — g(m)ya(eﬂiﬁxy+l)
Oxivt1
est un isomorphisme. Or, par construction (cf. [5, 1.4.1]), P(1).a(F, Oxv+1) est 'en-
veloppe & puissances divisées usuelle de 'idéal ) = f,j(p Vo xv+1 + b1 Oxvt1, avec
compatibilité aux puissances divisées de b;. Pour 1 < j < v, on note ¢; : X! — X2
la projection sur les facteurs d’indices j — 1 et j. Soient t1,...,ts des coordonnées lo-

cales sur un ouvert de X, de réduction #; dans Ox,, ti,...,t, des coordonnées locales
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sur X' relevant les 1 ®@ ¢, € & (shet posons 7; =1®t; —t, @1, 7/ =19t —t; Q1.
En reprenant les calculs de la demonstratlon de 2.2.2, on déduit de (2.2.2.2) que

I, = (‘I;Fl* (/" ))1<z’<d + 010+

152w
+s
— (o (2" )
= (qj (Ti +U’))1§i§d+blﬁx”+1’
1353w

avec 0; € by Ox2 ; on obtient donc

m+s
S = (q;‘ (rf )) 1<ica T 010xv+1.
155w
Par conséquent, ’enveloppe & puissances divisées compatibles & celles de by de &)
n’est autre que P14 o(F), d’ott le lemme.

2.3.3 LEMME. — Soient v > 0 un entier, X (v) = X Xx/ -+ - X x: X le produit fibré de
v+ 1 copies de X au-dessus de X', ., lidéal de l'immersion diagonale de X dans
X (v). Alors l'idéal by Ox (,) N, est un sous-PD-idéal de b1 Ox (., et munit K, d’une
(m + s)-PD-structure canonique, compatible & o et PD-nilpotente.

Pour tout v, X (v) est plat sur S, de sorte que les puissances divisées de by s’étendent
a X (v). Observons alors que la platitude sur &s de &x = Ox(,)/ X, entraine que
b1Ox () N X, = b1, qui est un sous-PD-idéal de by Oy (,). Il est clair que p.%, C
b1Ox () N ;. Pour vérifier que %(perS) C b1O0x) N A, et que la (m + s)-PD-
structure obtenue est PD-nilpotente, on peut supposer que X est un schéma affine
sur lequel on dispose de coordonnées locales. Avec les notations de 2.3.2, la relation
(2.2.2.2) entraine que, dans Ox (1), on a

pm+s

T; = —0y,

avec o; € b%pm C b1Ox(1) N . Par conséquent, by Ox(,) N &, munit %, d'une
(m+ s)-PD-structure, compatible & a par construction. D’autre part by est un nilidéal
de Os, puisque c’est un PD-idéal dans un schéma sur lequel p est nilpotent. Les
images des 7; dans €x(q) sont donc nilpotentes, et J#1 est un idéal nilpotent. Puisque
T’ " e bt P ™ il en résulte par additivité et homogénéité que Ti{k} = ( pour k assez
grand. Avec les notations de A.2, il s’ensuit de méme que 'idéal %, ,, est nul si n est
assez grand. Comme p est nilpotent sur S, J, est (m + s)-PD-nilpotent d’aprés A.6.

2.3.4 LEMME. — Soit ®} : F;7 ' Px1 () (V) = Px (m+s)(v) la factorisation naturelle
de F} construite en 2.2.2. Pour tout n > 0, il existe un entier n' > n (ne dépendant
pour S fizé que de n, m, s, v et de la dimension relative d de X sur S) tel que

?y{n }(m+b c q)* (fl{ }(m))yx,(m-‘rs) (V)
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L’assertion étant locale, on peut supposer qu'il existe des coordonnées locales sur
X, et reprendre les notations de 2.3.2. Fixons d’abord un entier n’ arbitraire, et posons
n' =p™tiq' + 1’ avec 0 < r' < p™Té. La relation (2.2.2.2) donne alors

Tjnl}(m+5) — TZJ (Tiz,M+s)[¢1I] = T.TI (Fl* (T{pm) - O'i)[ql]
(2.3.4.1) 73 e () o,

IISq
avec 0; € b.#P". Comme p est nilpotent, I'idéal de type fini .# engendre un idéal
nilpotent dans Px (4. Soit N tel que SN Px (m+s) = 0. Puisque

I ¢ pld"] gd'p™ Px (mis)s

on obtient donc i} = 0 pour ¢" > N.
Pour n donné, avec n = p™q+r, 0 < r < p™, posons alors

n' = dvp™ (g + N).

{ "ibom) appartient a Z{7}m+s) | il existe i, Jj tels que n! , >

Si une section [[, ; 7; ; i
p™t#(qg + N). En posant n}; = p™+°q} ; +r;, avec 0 < r}; < p™**, on a donc
q, ; = g+ N, et les seuls termes non nuls du second membre de 'égalité (2.3.4.1) pour

Ti{ni‘j}(’"+3) sont tels que ¢; ;—¢" > g+1. Comme les (1P ldis ="l = TZ.’{” (@5~} )

appartiennent alors a & ’{"}("‘), on en déduit 'inclusion voulue.

2.3.5 LEMME. — Soient n > 0 un entier, A = Ax (mis), A = Axi (m), A, =
A?(',(m)’ et A" = A" xar A

(i) La (m + s)-PD-structure de l’idéal ¥ passe au quotient, et munit I'idéal de
Uimmersion X < A™ d’une (m + s)-PD-structure PD-nilpotente, compatible a a.

(ii) L’idéal # de l'immersion diagonale X — A xar A(resp. Uidéal #, de l'im-
mersion X < A" X an A™) est muni naturellement d’une (m+ s)-PD-structure (resp.
d’une (m + s)-PD-structure PD-nilpotente) compatible & ., telle que les deuz projec-
tions A Xar A = A (resp. A™ xam A" — A™) soient des (m + s)-PD-morphismes.

Pour prouver la premiére assertion, il faut montrer que, si 7 est le sous-PD-idéal
{n+1} L —~ —~
canonique de .#, 7N ( 7' Px (m+s)) est un sous-PD-idéal de .#. Comme £ est

un sous-PD-idéal de .# + b1 ZX (m+s), il suffit de montrer que (ﬂ + 01 Px (m+s) ) N

—{n+1
(ﬂ'{ + }Wx,(m+s)) est un sous-PD-idéal de .Z + b1 Px (m+s)- C'est une assertion

locale sur X, de sorte qu'on peut supposer qu’on dispose de coordonnées locales
t1,...,tq. Par construction (cf. [5, 1.4.1]), & + b1 Px (m+s) est I'idéal de Px (s
engendré par b; et par les sections (Tf’m+5)[k] pour ¢ = 1,...,d, et k > 1. D’aprés
(2.2.2.2), Tipm+s = (FxF)* (Ti’pm) — 0, avec 0; € bOx2. Or ®* est un PD-morphisme
de (Zxr (m), £+ 01Px: (m)) dans (Px (m+s), & + b1 Px (m+s)). Par additivité, il
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en résulte que, pour tout k > 1, (Tipm“)[k] = &* (Ti’pm)[k] mod by Px (;m+s), donc
que I C I'Px (m+s) +b1 PX (m+s)- Comme @* est un PD-morphisme, on voit donc
que

(2.3.5.1) S+ bng,(m-l-s) = (jT-I- by *@X’,(m))gx,(mﬁ-s)'
Comme, d’aprés 2.3.2, Px (mys) €st plat sur Px: (1), on en déduit que

(:dv+ by WX’(ers)) N (7’{"+1}9x,(m+s))
/{n+1})

= ((j'/+ b13’xr,(m)) Nng
Or, d’aprés A.1(iii), (] + b1 Px (m)) N ?I{ & est un sous-PD-idéal de &' +
b1 Px: (m), d’ol1 la premiére partie de 'assertion (i). La (m + s)-PD-structure quo-
tient ainsi obtenue est alors PD-nilpotente grace & 2.3.4 et A.6(ii). Elle est compa-
tible & a par construction, compte tenu de ce que, grice a la platitude de X sur S,
b1Oan N I Oan = b1 (FOan), et est donc un sous-PD-idéal de £ Oan.

Montrons maintenant ’assertion (ii) pour I'immersion X — A xar A. Si ¥ =
Ker(Oaxa = Oa),ona ¢ = FOpaxn + X'. On dispose alors des PD-structures
suivantes :

(a) Sur 7, Vidéal by Oaxa NX' définit une (m + s)-PD-structure PD-nilpotente.
En effet, A est plat sur S d’aprés [5, 1.5.3 (iii)], et il en est de méme de A xar A
grace & 2.3.2. Par suite, by Oaxa N H' = b1, et b1Oaxa N K’ est donc un sous-
PD-idéal de by Oaxa. Le fait que Jéf’(pm“) C 510axa N X' se voit comme dans la
démonstration de 2.3.3 : si on se place sur un ouvert ou ’'on dispose de coordonnées
locales, le lemme 2.3.2 entraine que €A est libre sur &a/ avec pour base les monoémes
par rapport aux sections t; ® 1 et 1 ® t;, de degré < p® en chacune des 2d variables;
par suite, les images des sections 7; ; de & x4 définies en posant

ro=(10)etol) - (tLel)e(1el),
ii=191)1et)-(10t)(1a1);

engendrent ' ; dans Ox4, on a encore une relation de la forme

‘@X,(m-l—s)'

+s m
p™ (1P .
N Fy (Tz',j ) — 04,55

avec j = 0,1, et o;; € b(H")P", ott H" est l'idéal de 'immersion diagonale X2 —
X? x X?; on conclut alors comme en 2.3.3.

(b) Sur £ Oaxn, on dispose de la (m + s)-PD-structure déduite par platitude de
celle de .#. Comme, dans &, les puissances divisées de # sont compatibles & celles
de by, il en est de méme par platltude pour_ les PD-idéaux engendrés par I et by
dans Oaxa. Par conséquent, 1’idéal j ﬂﬁ’AxA 4+ b10axA N K" est muni d’'une
PD-structure prolongeant ces deux PD-structures, ce qui munit ¢ = 7 Oaxn + X'
d’une (m + s)-PD-structure, compatible & & comme en (i).
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La (m + s)-PD-structure ainsi construite utilise la décomposition ¢ = FOaxn +
" fournie par la projection de A x A sur le premier facteur A. Cette projection est
alors un (m + s)-PD-morphisme par construction. Pour s’assurer que la projection
sur le second facteur A est aussi un (m + s)-PD-morphisme, il suffit de vérifier que
cette structure coincide avec celle qu’on construit de la méme fagon en utilisant la
deuxiéme projection. Or le PD-idéal j définissant cette (m + s)-PD-structure est
muni de la PD-structure induite par celle de 7 Oaxn + b10axn, et ce dernier est
égal a ﬁﬁAxA + b10axa d’aprés (2.3.5.1), muni de la PD-structure définie par
platitude par I+ b1 Px: (m)- 1l est donc indépendant de la projection choisie. Il
suffit alors de prouver que, en tant qu’idéal, j: ﬁAxA]+ b10AxA N ', Soient
7 @1 et 1 ® 7; les images inverses de 7; dans &axa par les deux projections. On a
alors

17 =701+ (Ti1 — Tip),
d’ou

+s m+s m+s m-+s
pmTE __ _p P - 1,
1®7 =T ®@1+7;, Tio mod pJ;

m+s . L. . ,
comme 77 ; €bX " d’aprés ce qui précéde, ’assertion en résulte.
Pour en déduire ’assertion (ii) pour 'idéal _#Z,, on procéde comme dans la preuve

de (i). I1 faut montrer que l'intersection du sous-PD-idéal canonique j de # avec
—{n+1} . =~ ~
7" Oaxa est un sous-PD-idéal de #. On peut pour cela remplacer ¢ par

j+ b1OAxa. D’aprés ce qu'on a vu dans la preuve de (i),

F +0.0axa =(F + b1 Px (m))Oaxa,

. . ~ —{n+1}
et on est de nouveau ramené par platitude au fait que (ﬂ '+, %2 Xry(m)) ns' est

un sous-PD-idéal de &' + b1 Px: (m). D'aprés A.7(ii), la (m + s)-PD-structure ainsi
obtenue sur _#, est PD-nilpotente, puisque celles de J¢" et de # Oan le sont, compte
tenu de (i). Sa compatibilité & « résulte encore de sa construction et de I'argument
de platitude utilisé en (i).

2.3.6 THEOREME. — Sous les hypothéses de 2.3.1, le foncteur F* est une équiva-
lence entre la catégorie des 2\™ -modules a gauche (resp. quasi-cohérents) et celle
des 9§(m+s)-modules a gauche (resp. quasi-cohérents).

On observera qu’il n’est donc pas nécessaire de se limiter dans cet énoncé au cas
des modules quasi-cohérents.

L’énonceé étant local sur X, il suffit de le démontrer lorsque X est affine et muni
de coordonnées locales. Dans ce cas, Oxv+1 est libre de rang fini sur &x/v+1 pour
tout v, et il en est de méme des Ox(,) sur &x pour chacun des homomorphismes
correspondant & ’'une des projections.

Il est clair que le foncteur F* est fidéle. Prouvons qu’il est pleinement fidéle. Grace

a 2.3.3, on observe d’abord que, si ¥ € N, le morphisme canonique X (v) — X ;’;‘ 1
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se factorise par un morphisme X (v) — A% (m+ s)(r/) pour r assez grand, et cette
factorisation commute aux morphismes de projection. En particulier, il existe un
entier r et un diagramme commutatif

(]
X X x X L> A7)‘(,(m+s) — AS(’,(m)

A <l

X— X —— X!
Dans ce diagramme, le morphisme composé ®ou se factorise par 'immersion diagonale
X' —= A%, (m)* En effet, ® o u est défini par le PD-morphisme

. m {41}
Py (I = Pxrp(#'77) 40,0x2) [ F — Ox i x

factorisant F' x F', morphisme qui s’annule sur les 7/, donc sur le PD-idéal engendré
par les 7/” m, et par conséquent sur le m-PD-idéal canonique 7 de gzg(,’m)(ﬂ .
Soient alors &' un 2{™-module a gauche, (e],) sa m-PD-stratification, & = F*&"
muni de la structure de 2" "*-module & gauche qu’on obtient grace a 2.2.3, (c,)
la (m + s)-PD-stratification correspondante. Comme &, = ®*(e}.), 'isomorphisme
e = u*(e;) : P}(&) — p§(&) déduit de e, s’identifie, via égalite & = F*&', a
I'image inverse par le morphisme X X x: X — X' de 'identité de &', c’est & dire a la
donnée de descente canonique de X & X' dont est muni & par construction.

Soient alors &', ¥’ deux @;",‘) -modules & gauche, & = F*&', ¥ = F*9', ¢ :
& — % un homomorphisme @&mﬂ)—linéaire. Alors ¢ commute aux (m + s)-PD-
stratifications €, et 7, de & et ¢, et, en prenant I’image inverse par u, il s’ensuit que
¢ commute aux données de descente canoniques de & et ¢. Soient U C X un ouvert,
A =T(U,6x), B = T(U,%x'), A =T(U,0x), B=TU%RBx), E' =TU,E",
E =T(U,¢), G' =T(UY¥Y"), G =T(U,¥9). Alors A est libre de rang fini sur A’,
I’homomorphisme A ® 4+ B' — B est un isomorphisme, de méme que les morphismes
A®au E' - Bep E' — FE (resp. G', G). Par descente fidélement plate, il existe
un unique homomorphisme B'-linéaire ¢y : E' — G' induisant I'(U,y) : E — G
par extension des scalaires de B’ & B. Lorsque U varie, les homomorphismes %y sont
compatibles aux homomorphismes de restriction, de sorte qu’on obtient un morphisme
de faisceaux de Bx,-modules ¢ : & — ¥’ tel que F*(y) = o.

Pour vérifier que v est é§(”,‘) -linéaire, il suffit de montrer que v commute aux
m-PD-stratifications (g],) et (n;,) de &' et ¢'. Fixons n, et, comme en 2.3.5, posons
A=Ax (mis) A =Axr (m), A" = A% (mys €8 A" = A" x arA. Alors le morphisme
® . A" = A'™ est fini et libre d’aprés 2.3.2, de sorte qu’il suffit de montrer cette
commutation aprés image inverse par ®. D’aprés 2.3.4, A™ est contenu dans A’)“(,( m+s)
pour k assez grand. Comme les (m + s)-PD-stratifications (¢,,) et (1,) de & et ¢
sont par définition les images inverses par ® des m-PD-stratifications (g/,) et (n},),
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les images inverses de ¢, et 7, sur A" sont les restrictions & A™ de €y, et 7. Elles
commutent alors avec p} () et pi(p) puisque ¢ est @&mﬂ)—linéaire, et par conséquent
el, et n, commutent avec p}* () et p)” (), d’ot la 2\™ linearité de 1.

Montrons maintenant que F™* est essentiellement surjectif. Soient & un é&"ﬁs) -
module & gauche, et (g,) sa m-PD-stratification. La condition de cocycle, jointe a
Pexistence du morphisme X (2) — A% . (2) pour r assez grand, montre que 'image
inverse € de &, sur X (1) est une donnée de descente sur & relativement & X', indépen-
dante du choix de r. Soient U C X un ouvert, et reprenons les notations précédentes.
On a alors T'(U,p§é) = E@a A, T(U,p;&) = A®4 E, et ¢ induit une donnée de
descente sur le A-module E relativement & A’. Par descente fidélement plate, il existe
donc un unique A’-module E’ tel que E, muni de ¢, soit isomorphe & A ® 4+ E', muni
de sa donnée de descente canonique. De plus, la structure de @g(ers)—module a gauche
de & assure que ¢ est semi-linéaire par rapport a la donnée de descente canonique de
PBx . Sur E, la multiplication par les éléments de B’ est donc compatible & ¢, ce qui
fournit une structure de B'-module sur E’ définissant la structure de B-module de E
par extension des scalaires.

Pour U variable, on peut associer & chaque E = I'(U, &) un T'(U, $Bx:)-module
E' grace a la construction précédente. Par fonctorialité, les I'(U, % x)-modules ainsi
obtenus forment un préfaisceau de #x-modules. Soient (U;) un recouvrement ouvert
de U, U;; = U;NUj, E; (vesp. Ej;) le T'(U;, Zx)-module (resp. I'(U;;, Zx)-module)
associé & B; = I'(U;, &) (resp. E;j = I'(U;j,&)). Comme A® 4 T'(V, Ox:) — ['(V, Ox)
pour tout ouvert V' C U, 'exactitude de la suite exacte de A-modules

0—E—[][E— [[E4
i i

entraine par fidéle platitude celle de la suite de A’-modules

0— E' — HE{ — HE;J
i ij

Par conséquent, pour U variable, on obtient un faisceau de #x -modules &' tel que le
Px-module &, muni de la donnée de descente de X & X' induite par la (m + s)-PD-
stratification, soit isomorphe au #x-module F*&', muni de sa donnée de descente
canonique. Il est clair que, si & est quasi-cohérent, alors &' est aussi quasi-cohérent.

1l faut alors montrer que &' est muni d’une structure naturelle de éﬁ(",z)-module
induisant, via 'isomorphisme & — F*&' et 2.2.3, la structure de éﬁ(mdrs)-module de
&. Reprenant les notations précédentes, nous allons pour cela montrer que la (m + s)-
PD-stratification de & se redescend en une m-PD-stratification sur &”. Fixons n € N.
Quitte & augmenter r, on peut supposer que A" est, contenu dans AS{,(m +s)° Par suite,

la (m + s)-PD-stratification de & induit un isomorphisme &, : p;& — p§& entre les
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images inverses de & sur A" par les deux projections. Comme &, s’écrit encore
En: @78 T B p 6,

on voit que, si ’'on montre que &, est compatible aux données de descente de A™ 3 A"
dont on dispose sur p{& et p& grace aux isomorphismes p;& ~ ®*pl* &', Pargument
de descente fidélement plate utilisé plus haut fournira un unique isomorphisme &, :
P " & =5 ppx&' tel que ®*(¢)) = &,. De plus, on voit encore par descente fidélement
plate que cet isomorphisme sera automatiquement semi-linéaire par rapport a la m-
PD-stratification de #x, puisque les €, le sont par rapport a celle de Bx. 1l suffira
alors de montrer que les ¢/, forment une m-PD-stratification pour obtenir ainsi une
structure de 2\7-module sur &' induisant par F* la structure de 235""*-module
donnée sur &.

Soient mo 1 et ma 3 : A" xam A™ — A" les deux projections, et po, p1 les données
de descente canoniques sur p;& et pi&. Il s’agit donc de prouver que le carré

* * P1
7"2,3(171‘5‘7) — < 778,1 (pi&)
73 3(En) 2 1751 (En)

* * Po * *
a3 (P5€) —=T0,1 (P5 &)

est commutatif. Considérons alors le morphisme naturel A™ xam A" — X* induit
par le produit de deux copies du morphisme A™ — X?2. Ce morphisme commute
aux immersions diagonales de X dans A" xam A" et dans X*. Or, d’aprés 2.3.5,
l'idéal #, de 'immersion X < A™ xa» A™ est muni naturellement d’une (m + s)-
PD-structure PD-nilpotente. Si r' est assez grand, le morphisme A™ x am A™ — X4
se factorise donc & travers un morphisme v : A" xam A" — A’X"(m +5) (3); quitte
A augmenter r, on peut supposer que r' = r. Notons ¢;; : X* = X? la projection
sur les facteurs d’indices 4, j, ainsi que les morphismes induits entre les enveloppes &
puissances divisées, et considérons le diagramme commutatif

To,1
A2 An — - A" xam A" — s A o (3) ———— x4
2,3
Do Do Po X Po lqM qo,2
Po
X’ ——X (__—p__X X xr X -—)A&’(m_‘_s)(l) 4)X2.
1

Par définition, la donnée de descente po : 75 3(p5&) — 7§ 1 (p§&) est Pimage inverse
par po X po de la donnée de descente € de &, soit encore (po X po)*u*(er) = v*qg 5(€r).
De méme, on a p; = v*qf 3(e,). D’autre part, w5 3(En) : 75 3pfE — 75 3pf& est

l'image inverse de &, par le morphisme A™ xam A™ — A" — AT (m+s)(1) induit
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par 72,3, qui est égal & g3 0 v. De méme, 75 ,(€,) = v*qg ,(¢,). En appliquant v*, la
commutativité étudiée résulte donc de I’égalité

qg,2(5r) o q;,3(57‘) = qS,l(Er) o qr,3(5r),

elle méme conséquence de la condition de cocycle pour (&;).

L’unicité des isomorphismes ¢!, redescendant les &, entraine que, pour n variable,
ils forment un systéme compatible d’isomorphismes. Pour s’assurer qu’ils vérifient
la condition de cocycle, il suffit de montrer que cette condition est satisfaite aprés
extension fidélement plate de A%, ) (2). Pour cela, on peut utiliser le diagramme
(2.3.2.1) pour v = 2 : puisqu’il est cartésien, la projection

A}',(m)(Z) XAx1 (my(2) AX»(m-!—S)(z) - A}’,(m)@)

est fidélement plate. Or, d’aprés 2.3.4, A% ,)(m)(2) XAt omy (2) Ax, (m+s)(2) est contenu
dans A’)‘(’(m +s) (2) pour k assez grand. Par suite, la condition de cocycle pour & sur
A’)“(’( et s)(2) entraine la condition de cocycle pour &, sur

ASl(':(m) (2) XAx"(m)(Q) AX,(m+s) (2)7

donc €/, vérifie la condition de cocycle sur A% (m) (2). Comme la condition de cocycle
entraine que &g est l'identité, les ¢}, forment bien une m-PD-stratification sur &”, et
le munissent donc d’une structure de @g{"f)—module & gauche, telle que l'isomorphisme
F*&' =5 & soit é&mﬂ)—linéaire. On obtient ainsi la surjectivité essentielle de F™*, ce
qui achéve la démonstration.

2.3.7 COROLLAIRE. — Sotent s € N, Xy un Sg-schéma lisse, X et X' deux S-
schémas lisses relevant respectivement Xg et Xés), RBx une Oxi-algébre munie d’une
action & gauche de (™ compatible & sa structure de Ox: -algébre.

(i) Supposons que a soit m-PD-nilpotent, et soit Bx = F)s(;/so*%X’? ol F;{;/So est
le foncteur défini en 2.2.6(i). Alors F X /s, €st une équivalence entre la catégorie des
ég("f)-modules a gauche et celle des é&mﬂ)—modules a gauche.

(ii) Supposons que Bx: soit quasi-nilpotente en tant que 9&77)—module a gauche,
et soit Bx = F)‘}:/SO%X/, ou Fy? g, est le~f0ncteur défini en 2.2.6(ii). Alors Fj{;/so
est une équivalence entre la catégorie des 2™ _modules a gauche quasi-nilpotents et
celle des 9§{m+s)~modules 4 gauche quasi-nilpotents.

Ces deux assertions sont locales. Cela permet de supposer X et X' affines, de sorte
qu’il existe un S-morphisme F : X — X' relevant F %o /S0 La premiére assertion est
alors par construction ramenée au théoréme 2.3.6.

D’autre part, nous avons vu en 2.2.3(ii) que, si & est quasi-nilpotent, alors F*&”
est quasi-nilpotent. Il reste donc & vérifier que, réciproquement, &' est quasi-nilpotent
si F*&"' Iest. La quasi-nilpotence de & = F*&” se traduit par I'existence sur Ax, (ms)
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d’un isomorphisme ¢ : p{& — p;& induisant les isomorphismes &, de la (m + s)-PD-
stratification. Comme A x (m+s est fidelement plat sur Ay () d’aprés 2.3.2, et que,
pour ¢ = 0,1, pf& = ®*p,"&”, il suffit encore de montrer que ¢ est compatible aux
données de descente canomques de pi & et p§& pour le redescendre en un isomorphisme
e pi* & =5 ph* &' qui induise la m-PD-stratification de &, donc pour montrer que
&' est un @g(",z)—module a gauche quasi-nilpotent. Pour vérifier cette compatibilité, il
suffit alors de procéder comme pour la vérification de la compatibilité analogue dans
la démonstration de 2.3.6, en utilisant la (m + s)-PD-structure canonique sur 'idéal
de 'immersion X < Ax (45 XAy,
lemme 2.3.5(ii).

Notons enfin que le théoréme de descente par Frobenius entraine formellement le
théoréme de comparaison suivant au niveau cohomologique :

() Ax (m+s) dont existence est assurée par le

2.3.8 COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de 2.3.1, soient &' € D+(§('7)), F' €
D(Y"), & = F*6' € DH(IY™), # = F* 2" € D(GY™).

(i) Le foncteur F* définit des isomorphismes

(2.3.8.1) R om g (F', 6") — RAom zm+e) (F,E),
X' X
(2382) RHOHI@;T) (ﬂl, gl) L) RHom%{mﬂ)(y, 6”)
(if) Si m =0, F* définit des isomorphismes
(2.3.8.3) Q}(: 6y & = ijom%:)(ﬁx, (g’),
(2.3.8.4) RFdR(X,,gI) —N—) R.%”omg(s)(ﬁx,éz’).
X

De plus, si a est m-PD-nilpotent, ces énoncés restent vrais pour le foncteur F%: /S0

Comme F* est une équivalence de categories il transforme les résolutions injectives
sur @X, en résolutions injectives sur 9}( mF5) 1 assertion (i) résulte alors de la pleine
fidélité de F™* appliquée & une résolution injective de &’. Pour en déduire (ii), il suffit

d’observer que Ox = ng, , et d’utiliser sur @)(?,) le classique complexe de Spencer de
Ox

d
0— 9(0) o-® ANTxr — -+ —> 2\ 0’® TIx1 —> 20 — Ox — 0,
X! X!
qui, pour m = 0, est une résolution de & (voir 4.3.1 plus bas). On obtient ainsi une

résolution gauche de €x localement libre de rang fini sur @Q?, d’ott 'isomorphisme
usuel

(2385) ijom@(o)(ﬁxr y 5‘”) ~ QTX' ﬁ® &'
X' x!
grace auquel (ii) résulte de (i).

Lorsque a est m-PD-nilpotent, le foncteur F'§* X /S0 €St bien défini, et les arguments
précédents restent valables en remplacant F'* par F3* /So"
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REMARQUE. — On observera que, pour m > 1, le complexe de Spencer de €x sur
9/(\,"”‘) reste bien défini, mais n’est plus une résolution de &x en général. Sous les
hypothéses de la partie (ii) du corollaire, on peut considérer & comme un complexe de
_@Q) -modules par restriction des scalaires, et ’homomorphisme induit par fonctorialité
par F sur la cohomologie de de Rham se factorise alors en

RIGr (X', &) ~ RHom@g)(ﬁ’x',cg”) ~ RHomggg)(ﬁx,é")
— RHom@?)(ﬁx,é”) ~ RFdR(X, é”)

(le lecteur trouvera en 4.3.5 la démonstration d’un énoncé analogue).

2.4. Cas des Z-modules a droite

Pour construire un foncteur quasi-inverse du foncteur F™* étudié dans la section 2.3,
nous aurons besoin d’analogues des résultats précédents pour les modules & droite.

On conserve donc ici les hypothéses de 2.3.1. Comme &x est localement libre sur
O, on dispose du foncteur exact F* de la catégorie des Oy -modules dans celle des
O x-modules, défini pour tout &x:-module .#' par

oA = Home,, (Ox, M) = R#¥ome,, (Ox, A').

La proposition qui suit est la contrepartie, pour les Q;T)—modules a droite, de la
proposition 2.2.3 pour les 2 -modules gauche.

2.4.1 PROPOSITION. — Pour tout 2™ -module & droite M, F° A" est muni d’une
structure naturelle de D\ -module & droite. Si ' € N, et si F' : X' — X" est

un relévement de F* Visomorphisme de transitivité F* o F"° ~ (F' o F) est

X((’s)/so)

!
24 linéaire.

Pour n fixé, soit ® : A?(’(m +s) A},,(m) la factorisation de F' x F' construite
en 2.2.2. Appliquant ®” aux isomorphismes p' %/// N l;‘/// " fournis par la m-PD-
costratification de .#", on obtient une (m + s)-costratification sur F*.#', donc une

structure de Qg(mﬂ)—module a droite sur F”.#'. La seconde assertion est claire grace
a la transitivité de cette construction.

2.4.2 LEMME. — Soient S un schéma, F : X — X' un morphisme fini localement
libre entre deux S-schémas lisses. Il existe un isomorphisme canonique Px -linéaire

(2.4.2.1) HUx twWx L) Fwal.
Soient f : X — S, f' : X' = S, et supposons d’abord S localement ncethé-
rien. On a alors wxy = f'Og [=d], ou d est la dimension relative de X sur S, et

wxr = f’!ﬁ’s [~d]. Comme F est fini, on a F' = F”, de sorte que 'isomorphisme
de transitivité f' ~ F' o f’! fournit un isomorphisme €&x-linéaire ux. Pour montrer
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que px est Px-linéaire, il suffit de vérifier qu’il commute aux costratifications. Or, si
®: A% — A%, est le morphisme induit par F'x F, et sip; : A%y — X, p,: A%, — X'
sont les projections, la costratification de wx est par définition donnée par les iso-
morphismes pwx ~ phf Os [—d] ~ p\ f'Os [~d] ~ p\wx résultant des propriétés de
transitivité de I'image inverse extraordinaire, et celle de FPwxi est I'image inverse des
isomorphismes analogues par ®. L’assertion résulte alors formellement de ces proprié-
tés de transitiviteé.

Comme F' est un morphisme fini localement libre, on vérifie sans difficulté en
suivant la méthode de [27, III] que le foncteur F” et l'isomorphisme pux commutent
aux changements de base S’ — S, ou S’ est localement noethérien. On peut alors
déduire le cas général du cas localement ncethérien par les arguments de passage a la
limite habituels.

Grace & I’énoncé qui suit, les propriétés du foncteur F” pour les @&T)-modules a
droite se raménent & celles du foncteur F* pour les 2™ _modules a gauche.

2.4.3 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.2.1, il existe pour tout 9&"7)-module
& gauche &' un isomorphisme canonique de 9§(m+s)—modules a droite

Ox

(2.4.3.1) per twx ® F*& =5 F* (wx ke &".
x/!

Nous utiliserons la remarque qui suit. Pour ¢ = 0,1, notons ¢ : & — % 'un des
homomorphismes d’anneaux :

F*: 0x — Ox, p; 1 O0x — ‘@;,(m+s)’
B Ox = Py PR ) = PR (k)

Dans les trois premiers cas, on a @’ #' := R om (B, M') = Hom (B, #") pour
tout &/-module ., puisque ¢ est fini localement libre. De plus, pour tout &/-module
&, on dispose d’un isomorphisme canonique

(2.4.3.2) Hom e (B, M) © E 5 Home (B, M SE).

Grace a la relation de transitivité (1.1.1.1), ces propriétés sont encore vraies dans le
dernier cas si . est de la forme pgb,/V , ol A est un Ox/-module quelconque, et &
de la forme p,*.#, ou Z est un Ox/-module quelconque.

Partant de Pisomorphisme wx ~ F’wx: donné par le lemme précédent, on définit
d’abord 'isomorphisme (2.4.3.1) comme étant le composé pg des isomorphismes &'x-
linéaires

wx @ F*&' ~wx ® &'~ Jfomﬁx,(ﬁx,wxl) ® &

Ox X/ x!

= )fomﬁx,(ﬁx,u)xf ﬁ® é").

x/!
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Pour montrer que e est @§m+s) -linéaire, il suffit de vérifier qu’il est compatible
aux costratifications des deux termes, c’est a dire que, pour tout n, le diagramme

P (wx ®oy F*&'") — Pl (wx @y F*&')

(2.4.3.3) lz le

) (F" (wx' ®o,, é‘")) —3 (Fh (wx' @y, é”'))

est commutatif. Pour ¢ = 0,1, considérons la suite d’isomorphismes

(2.4.3.4) pi(wx @ F*&') =5 pl(wx) @ p;(F*&")
Ox Py

(2.4.3.5) = pi(Fwx) @ pi(F¢)
X

(2.4.3.6) = @ (p} wx) o @ (n¢)
X

(2.4.3.7) = @ (pwx 2 p'E)
X/

~ b b '
(2.4.3.8) =5 0 (P (wx 2. € ))-

Gréace aux propriétés de fonctorialité et de transitivité de I'isomorphisme (2.4.3.2), on
vérifie facilement que le composé est égal & p’ (s ). Par définition de la costratification
sur le produit tensoriel (c¢f. 1.1.7(i)), les isomorphismes (2.4.3.4) identifient la ligne
supérieure de (2.4.3.3) & Iisomorphisme

ph(wx) @ pyF* (&) =5 pi(wx) ® piF*(&")
Zn o

défini par le produit tensoriel de la costratification de wx et de la stratification de
F*&'. Compte tenu de la définition de celle-ci, et de ce que Iisomorphisme wy —
FPwyx: est 9§m+s)—linéaire, on obtient en appliquant (2.4.3.5) et (2.4.3.6) le produit
des images inverses par ®” et ®* de la costratification 7, de wx: et de la stratification
eg de &'. Utilisant la compatibilité des isomorphismes (2.4.3.2) & I'image inverse par
®”, on voit que (2.4.3.7) identifie ce produit & I'image inverse par ®” de la costrati-
fication produit de n,, et eg. Comme, par définition, celle-ci s’identifie via (2.4.3.8)
4 la costratification de F”(wx' ®¢,, 6”), qui est la ligne inférieure de (2.4.3.3), la
commutativité de ce diagramme en résulte.

2.4.4 COROLLAIRE. — Pour tout 2" -module & droite M, il existe un isomor-
phisme canonique de 9§(m+3) -modules & gauche

N ! -1 ~ b ! -1
(2.4.4.1) v F* (A 2 wit) S F (') © vy

Il suffit en effet d’appliquer le résultat qui précéde a &' = 4’ ®¢,, w}}, puis de

tensoriser I'isomorphisme obtenu par wy'.
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2.4.5 REMARQUES

(i) Soit #x: une Ox:-algébre munie d’une action & gauche de @;Z’), compatible
avec sa structure d’algébre, et soit B x la Ox-algébre, munie d’une action compatible
de 9§(m+s), qu’on en déduit d’aprés 2.2.7. Notons é&",’) =P%Bx ® 9&'7), 9(m+s)
Bx ey 9(m+s) D’aprés 1.1.8, 1a donnée d’une structure de %;7 —module a droite sur
un Bx:-module .#' équivaut 4 celle d’une m-PD-costratification (e:%'), telle que les
el " soient semi-linéaires par rapport aux €21, Si A" est un M )—module a droite,
les images inverses ®°(e;’ () sont alors semi-linéaires par rapport aux ®*(e2~') =

(m+s)

®* (%)=, de sorte que F*.#' est muni d’une structure canonique de 9 -module

a droite.

Si & est un 2\™-module a gauche, wx' ®g,, &' est un é("f)-module 4 droite
d’apreés 1.2.7. D’autre part, il est facile de voir sur sa construction que pg/ est un iso-
morphisme Zx-linéaire. Comme il est par ailleurs 9 mts) -linéaire, il est donc 9(m+s)
linéaire. On voit de méme que, si .#' est un é("f)—module a droite, I'isomorphisme
vy est @g(m“)-linéaire.

(ii) Supposons que I'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite :

(a) L’idéal a est m-PD-nilpotent ;
(b) Le 2{"™-module & droite .#' est quasi-nilpotent (cf. 1.2.8).

Alors le 9 (m+4)_module & droite F*.#"' est indépendant, & isomorphisme canonique
prés, du choix du relévement du Frobenius F' : on peut soit le vérifier directement en
utilisant la méthode de 2.2.5, soit le déduire de 2.2.5 grace & 2.4.4 et 2.4.3. Si on ne
dispose plus d’un relévement global du Frobenius, on peut alors procéder comme en
2.2.6, et recoller les Qﬁ(mﬂ)—modules a droite F®.#' définis localement par le choix de
relévements locaux du Frobenius. On définit ainsi un foncteur F' )S(Z /s, Sur la catégorie

de tous les @ﬁ(",l)—modules a droite sous ’hypothése (iia), et sur la sous-catégorie des
9&'7)—modules a droite quasi-nilpotents sous ’hypothése (iib). On vérifie aisément que
I’on obtient encore par recollement des isomorphismes canoniques

(2.4.5.1) U WX g@ Fiy 15,6 — Ff(z/so (wx ﬁ@ &',
X x!

— ~ sb —
(2.4.5.2) L Fl s, (A ﬁ% wyr) = Fg) /s, (M) 2 wy's

pour tout @g{@)—module a gauche &' et tout 9&7)—m0dule a droite 4.
Lorsque I’hypothése (iia) (resp. ’hypothése (iib) pour #x: et #') est satisfaite,
on peut encore définir par recollement le foncteur F§<b /s, de la catégorie des 9&777)-

" modules a droite (resp. quasi-nilpotents) dans celle des 9(m+3) modules & droite (resp.

quasi-nilpotents), et les isomorphismes précédents sont alors des isomorphismes de
2™+ _modules
X .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



62 CHAPITRE 2. THEOREMES DE DESCENTE

2.4.6 COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de 2.3.1, le foncteur F° est une équiva-
lence entre la catégorie des 9&",1) -modules & droite (resp. quasi-cohérents) et celle des

éﬁ{m“Ls)-modules a droite (resp. quasi-cohérents).

C’est une conséquence immédiate de 1.2.7, 2.4.5(i), et 2.3.6.

2.5. Un foncteur quasi-inverse

En restant encore sous les hypothéses de 2.3.1, nous complétons maintenant les
théorémes de descente 2.3.6 et 2.4.6 en construisant des foncteurs quasi-inverses pour
les foncteurs F* et F*. Pour cela, nous expliciterons d’abord comment ces théorémes
s’appliquent & 9§(m+s) vu comme 9§(m+8)—bimodule, puis nous montrerons qu’un fonc-
teur quasi-inverse est donné par une variante de la définition usuelle du foncteur image
directe F.

Ces résultats montrent également que les conditions de finitude telles que pro-
jectivité locale, cohérence et platitude sur 9;7) et @&mﬂ) se correspondent dans
’équivalence donnée par F* (resp. F”).

2.5.1. Reprenons les hypothéses de 2.3.1, et considérons éggl) comme un bimodule
sur lui-méme. En utilisant sa structure de 95("7)—m0du1e a gauche, donc la structure
de Ox/-module définie par la multiplication & gauche, on peut former F*@g(",l), qui

est muni d’une structure de @g{m”)—module a gauche grace & 2.2.3. On obtient donc

ainsi sur
F*9\'™ = g4 @ 9
Oy

une structure naturelle de (2{"**) %{™)-bimodule. $'il y a un risque de confusion,
nous préciserons par la notation Fy 9&77) 'utilisation de la structure gauche de Ox:-
module sur 2.

D’autre part, on peut utiliser la structure de 9&77)—module a droite de 9&”7), donc
la structure de &x,-module définie par la multiplication & droite, pour former F” 9&'7).

On obtient alors de méme une structure naturelle de ( ~§Z‘), é&m”))-bimodule sur
PP = Aome,, (0x, 90) = 770 © 0%,
X!

en posant Oy = some,, (Ox,O0x). S'il y a un risque de confusion, nous préciserons
par la notation 22" I'utilisation de la structure droite de @x:-module sur 247,

Enfin, on peut appliquer successivement les deux constructions Fy et F g. On ob-
tient alors deux 2" *)-bimodules Fg*Fgé(",z) et FyFy 2™ | isomorphes par un iso-
morphisme bi-#x-linéaire

(25.1.1) RRIE ~0x o 90 © 0% ~RRI.
X! x!
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Cet isomorphisme est en fait un isomorphisme de @&mﬂ) -bimodules : par exemple,
on peut vérifier sa linéarité & gauche en montrant qu’il est compatible aux (m + s)-
PD-stratifications ; pour cela, il suffit d’appliquer & la m-PD-stratification canonique
de é&"p la fonctorialité de I’isomorphisme

" (F3()) = Fy(2°())
lorsque & varie dans la catégorie des (.@;},,(m), Ox)-bimodules. La linéarité a droite

se voit de la méme maniére.

L’énoncé qui suit montre alors comment ’action de Frobenius permet de recons-
(m+s)

truire le bimodule @X a partir du bimodule 2.
2.5.2 PROPOSITION. — Avwec les notations précédentes, il existe un isomorphisme ca-
. S(m+s) 4.
nonique de Dy ' -bimodules
(2.5.2.1) 0 = e g,
D’aprés 2.3.2, ’homomorphisme &x2-linéaire
(2.5.2.2) Ox> ﬁ®2 Pxi (m) = PX,(m+s)
XI

induit par ® est un isomorphisme. D’autre part, on vérifie immédiatement en coor-
données locales que ’homomorphisme naturel

Ox @ Pxi(m) @ Ox — Ox2 @ Pxi ()
6y Oy Vi

XIZ
est un isomorphisme bi-&x-linéaire. D’aprés 2.2.2(ii), I'isomorphisme composé se fac-
torise en un morphisme de systémes projectifs

MmOy © Py () @ Ox — “Um" Py (i),
n 0X' ﬂxl n

qui induit un isomorphisme de pro-objets grace a 2.3.4.
En prenant le dual &x-linéaire pour la structure gauche, et en passant a la limite
inductive, on trouve donc des isomorphismes de &x-bimodules

@g(m-‘-s) l) ]_.ig%omﬁx (ﬁX (5‘® e@?{/,(m) 0@ ﬁx, ﬁX)
n X! x!
(L li%%omﬁx, (g;}/’(m) 0%’ ﬁX, ﬁx)
(L ll_In}F* %Omﬁx, (g?(’,(m) ®ﬁx, ﬁX, ﬁXr).

Par ailleurs, on dispose pour tout n d’un homomorphisme canonique (O, Ox)-
linéaire

Jf’omﬁx, (9;},,("1), ﬁx/) ﬁ® JfOMgX, (ﬁx, ﬁx:)
xl

— Jf’omﬁx, (9?{:’("1) 6‘® Ox, ﬁX/)v

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



64 CHAPITRE 2. THEOREMES DE DESCENTE

associant & un couple de morphismes O -linéaires u : 2%, (m) Oxi,v:0x = Ox
le morphisme composé

n I n
gXI,(m) 0@ ﬁX M} ‘@X',(m)' _I_l_) ﬁxl,
XI

En prenant des coordonnées locales sur X, on voit qu’on obtient ainsi un isomorphisme
9(”,"‘7)71 ﬁ@ oy = Home,, (.@;,y(m) 0® Ox, é’X,).
x! x!

En passant 4 la limite et en appliquant F™*, on obtient par composition I’isomorphisme
(2.5.2.1), dans le cas o Bx' = Ox:.

On vérifie sans difficulté que cet isomorphisme est un isomorphisme de Qg(m"'s)—
bimodules en utilisant la compatibilité de ’isomorphisme (2.5.2.2) et de I'isomor-
phisme analogue

ﬁxs ® ,@X:’(m)(Q) = '@X,(m+s)(2)
x'3
avec les homomorphismes 58;:;' et (5("7;";_ 5) utilisés pour définir les structures d’anneaux
de 907 et 9"**). Enfin, lisomorphisme (2.5.2.1) relatif 4 B se déduit du précé-
dent par tensorisation & gauche par #Bx, compte tenu de l'isomorphisme naturel

Bx ® F*FP 9 = F*F (Bx © 95V).
Ox Oxi

REMARQUE. — A partir des homomorphismes canoniques

Ox 2 Pxi(m) = PX (m+s)>

x!

on obtient de méme par passage aux quotients et dualité ’homomorphisme canonique

(2.5.2.3) 2y — o,
factorisation 2{""*)-linéaire de I’'homomorphisme de fonctorialité (2.1.3.1).

2.5.3 COROLLAIRE

(i) Les é&m“)-modules F* é&",z) et F*9\™ sont localement projectifs de type fini
(respectivement & gauche et & droite).

(ii) Un 2\ -module a gauche &' (resp. & droite A') est localement projectif de
type fini si et seulement si F*&' (resp. F° . #') est localement projectif de type fini sur
é§m+s)'

(iil) St Bx: est une Ox:-algébre quasi-cohérente & sections neethériennes sur les
ouverts affines, un Qg{"f)—module a gauche &' (resp. a droite M') est cohérent si et
seulement si F*&' (resp. F*.#') est un 9§(m+s)-module cohérent.
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En effet, &x est localement libre de rang fini sur €., et ’homomorphisme &x+ —
Ox est localement scindé. Il en est donc de méme de I’homomorphisme dual Y —
Ox, et ’homomorphisme naturel (2.5.2.3)

G = F(P © O%) —» F' 95
x!

est localement scindé sur é&mﬂ), puisqu’il s’en déduit par tensorisation avec é(@
et application de F™*. Par suite, F™* @&"7) est localement projectif de type fini comme

@(ers -module & gauche. De méme, I’homomorphisme

FPI) — F P90 = 98

est localement scindé sur 9(m+s) t F "Q(m) est un 9Y (m+9)_module 4 droite locale-
ment projectif de type fini.

Il est alors clair que, si & (resp. .#') est localement projectif de type fini, donc
localement facteur direct d’un 2\-module libre de type fini, il en est de méme
de & = F*&' (vesp. M = F°.4") en tant que .@&mﬂ)—module. Inversement, I'iso-
morphisme (2.5.2.1) montre que le éggl)—module a gauche (resp. a droite) correspon-

é&m“) dans I’équivalence définie par F'* (resp. F”) est 7 ®eo,, Ox (resp.

dant a
Ox oy, é,((",%)), qui est localement libre de type fini sur @;7) . L’assertion (ii) en ré-
sulte. L’assertion (iii) en résulte aussi, car, si I’'on suppose que #x est quasi-cohérente
et & sections noethériennes sur les ouverts affines (ce qui entraine que #Bx vérifie les

mémes hypothéses), 2\ et 9(m+s sont des faisceaux d’anneaux cohérents (cf. [5,
3.1.2]), et les foncteurs F* et F' ) sont exacts.

Montrons maintenant comment reconstruire le bimodule @g(",l) a partir du bimodule
9(m+s)

2.5.4 LEMME. — Soit &' un ég(",z)-module G gauche. Il existe un isomorphisme ca-

nonique de 9(m+5)

2.5.4.1 Hom om) (FP D, &) =5 F*&'.
2 X
X’

modules & gauche

L’isomorphisme canonique
Hom smin (5, F*6') =5 F*&'
X
est @&m“)-hnéaire lorsqu’on munit le terme de gauche de la structure de ég(ers)-

module & gauche définie par la multiplication & droite sur é&mﬂ). En utilisant 2.5.2,
il s’écrit sous la forme

Hom g (F*F* GG F8') = F*6".
Comme ’homomorphisme

Hom (F* 9, 8") = Homggn (F*F* I F* &)
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est un isomorphisme d’aprés le théoréme de descente 2.3.6, on en déduit I'isomor-
phisme annoncé.
2.5.5 PROPOSITION

(i) Il existe un isomorphisme canonique de %Z‘) -bimodules

(2.5.5.1) PPy o From = 90,
9(m+3)

(ii) Pour toutn > 1,
90T%§{m+s) (Fbé("tl)7F*§§g7)) = 0.

L’assertion (ii) est conséquence de 2.5.3. Pour prouver (i), on part de l'isomor-
phisme 2{™"*)-linéaire & gauche

(2.5.5.2) Homgm (FADE, D) —+ Fy 75

fourni par 2.5.4 appliqué a é&’i’) vu comme 2{™-module & gauche. Par adjonction,
on en déduit l'accouplement (2.5.5.1)
Q(m) ® F*@(m) — g(m)
9( m+s) ’
qui est donc ég(",z)—linéaire a gauche par construction. De plus, la fonctorialité en &”
de lisomorphisme (2.5.4.1) entraine que (2.5.5.1) est aussi 9&'7)—linéaire a droite.
Pour vérifier que c’est un isomorphisme, il suffit de le faire aprés avoir appliqué F*
& gauche. On obtient alors un accouplement

PRI © F9% — Frofy,
9( +s)

soit encore, compte tenu de (2.5.2.1),

= (m+s) * ;5(m) 7 (m)
Dx g(gs)F Dy’ — Fg Dx.”.
11 résulte alors de la construction de (2.5.4.1) que cet accouplement n’est autre que
celui que donne la structure de 9§{m+s) module de F *@ X s ). donc que c’est un isomor-
phisme.
Le corollaire suivant montre alors comment construire des foncteurs quasi-inverses
de F* et F* en utilisant les bimodules F* %{7" et F° é)(;'f).

2.5.6 COROLLAIRE. — Soient &' un ég(",z)-module & gauche, A' un 2™ -module a
droite.

(i) Il existe des isomorphismes fonctoriels ™ _linéaires a gauche

(2.5.6.1) F"é&, @ F*(g’L)Fbg(m) ® F*& 25 &'
9(m+") 9§m+3)
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(ii) Il existe des isomorphismes fonctoriels 2 linéaires a droite

L ~ ~ ~ ~
(2.5.6.2) FPa & FI0) P4 o F90 5.4
@g(m-l-s) é;{m-}-s)

La nullité des 7 or%mﬂ) résulte encore de 2.5.3. Pour obtenir les isomorphismes
X

annoncés, il suffit de tensoriser I'isomorphisme (2.5.5.1) & droite par &’ (resp. & gauche
par #'), et d’utiliser I’associativité du produit tensoriel.

On obtient également pour le foncteur produit tensoriel un théoréme de comparai-
son analogue au théoréme 2.3.8 pour le foncteur s#om :

2.5.7 COROLLAIRE

(i) Un ég("f)-module @ gauche &' (resp. a droite M') est plat si et seulement si
F*&' (resp. F*.#') est plat sur @&mﬂ).

(it) Soient &' € D—(gé(@), M' € D“(é("f)d). Si f: X = S est le morphisme
structural, il eziste dans D~ (f~10s) un isomorphisme canonique

L ~ L
(2.5.7.1) A @ F&Sa o &.
Gt e

Soient &' un 2\"™-module & gauche, .#' un 2\ _module & droite. En tensorisant
I’isomorphisme (2.5.6.2) avec &”, on obtient un isomorphisme
(Fa o FI) 0 8 o &
G(m+s) &(m) )
X x! x!

Compte tenu de I’isomorphisme @}mﬂ)-linéaire F*om Bzwm &' —= F*&', on ob-
xl

tient donc I'isomorphisme

FPa o F& 5S4 o &.
F(m+e) 5
Comme F” est une équivalence de catégories, il s’ensuit que & est plat sur 20 si
et seulement si F*&" est plat sur 2{" . On raisonne de méme dans le cas de ..
La derniére assertion en résulte en prenant une résolution plate de &' ou de .#".

2.6. Relation avec la descente de Cartier

Nous précisons ici comment le théoréme classique de Cartier sur la descente par
Frobenius des &x-modules munis d’une connexion intégrable & p-courbure nulle [29,
th. (5.1)] peut s’interpréter du point de vue de la théorie arithmétique des 2-modules.
Cette interprétation en fournit une démonstration, et permet de considérer le théo-
réme 2.3.6 comme un prolongement du théoréme de Cartier.
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2.6.1. Nous supposerons dans cette section 2.6 que S est un schéma de caracté-
ristique p. Soient X un S-schéma lisse de dimension relative d, X' = X@) le S-
schéma déduit de X par changement de base par le Frobenius absolu de S. Soient
t1,...,tq des coordonnées locales sur un ouvert de X, 7, =1® ¢ —t; @ 1 € Oxxx,
01, - .., 04 les dérivations correspondantes. Considérons d’abord ’homomorphisme ca-
nonique Ox xx — Px (o). Comme I'idéal # de la diagonale est envoyé par construc-
tion dans un PD-idéal, et que X est de caractéristique p, I'idéal #(?) engendré par les
Tip est d'image nulle dans Py (g). Or le quotient Oxx x /S (®) g’identifie a Oxx . X,
ce qui fournit une factorisation

Oxxsx — Oxx 0 x = Px 0) = PX0)

L’image de Ox « ., x dans Px (g est la sous-Ox-algébre finie localement libre ayant
pour base locale ’ensemble des & = k'rF avec 0 < k; < p pour tout i (de sorte
que k! est inversible). En particulier, Oxx ., x N 7[n+l]

I’homomorphisme Ox x ., x — P% 0) est alors injectif.

=0 pour n > d(p — 1), et

D’autre part, soit £ le noyau de ’homomorphisme 9@ — 9&1). D’apreés [5, 2.2.7],
J est I'idéal bilatére engendré en coordonnées locales par les opérateurs 97, ...,0%.
Nous noterons @S?) le quotient 9@ /X

2.6.2 PROPOSITION. — Soit & un Ox-module muni d’une connezion intégrable V.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La connexion V est & p-courbure nulle ;

(ii) La structure de QQ)—module G gauche sur & correspondant ¢ V est induite par
restriction des scalaires par une structure de @gg)-module ;

(iii) La PD-stratification de & correspondant a V est définie par extension des
scalaires a partir d’une donnée de descente de X a X', déterminée de maniére unique
par V.

Rappelons que, si V est une connexion intégrable sur un &x-module &, la p-
courbure de V est 'application ¢ : Ix — &ndeg (&) telle que () = V(9)? —
V(9®), ot I'on note V(8) l'action sur & d’une dérivation & définie par V (donc la
multiplication par 9 pour la structure de QQ)-module correspondante), et 9 +— 9(P)
lopération de puissance p-iéme sur ’espace des dérivations. C’est une application
semi-linéaire par rapport a I’endomorphisme de Frobenius absolu de X [29, (5.2)],
si bien que, pour que V soit & p-courbure nulle, il faut et suffit que les opérateurs
0? = V(9;)P annulent &, d’ou I'équivalence de (i) et (ii).

La PD-stratification correspondant & V est la famille d’isomorphismes

Eng?{’(o)g{g:—)ggg;’(o)
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définie localement par
2(l®z) Z ok @ rlk]
|k|<n
pour toute section x de &. Cette expression montre que V est & p-courbure nulle si et
seulement, pour toute section x de & et pour tout n > d(p— 1), £,,(z) est une section
du sous-faisceau & @ Oxx,, x C & ® 9”}}’(771). L’équivalence de (i) et (iii) en résulte
aussitot.

2.6.3 COROLLAIRE (Théoréme de Cartier). — Le foncteur F /s induit une équiva-
lence entre la catégorie des Ox:-modules et celle des Ox -modules munis d’une conne-
zion intégrable & p-courbure nulle.

Comme le morphisme de Frobenius relatif est localement libre de rang fini, cela
résulte immédiatement par descente fidélement plate de I’équivalence entre (i) et (iii).

REMARQUE. — Si & est un @g)—module, il est & p-courbure nulle en tant que 9(0)
module, puisque les 87 sont d’image nulle dans 9&1). On voit donc que, dans cette

. . —(0

situation, la structure de Qg()—modu]e de & permet de redescendre & en un Ox:-
module &, grace au théoréme de Cartier, tandis que sa structure de @g})-module
permet en outre de munir &’ d’une connexion intégrable, grace au théoréme 2.3.6.

Mentionnons enfin que, pour m > 1, la condition de nullité de la p-courbure a été
généralisée aux Qg(m)-modules par Le Stum et Quiros [31] ; ils ont ainsi obtenu un théo-
réme de descente analogue au théoréme de Cartier pour les itérés }?/ g: X=X (m),

fournissant une équivalence de catégories entre @(m) modules & p-courbure nulle et
O x(my-modules. On peut bien entendu interpréter ce résultat comme un théoréme de
descente fidélement plate comme nous 1’avons fait ici lorsque m = 0.
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CHAPITRE 3

THEOREMES DE COMMUTATION
A L’ACTION DE FROBENIUS

Sur C, on dispose en théorie des 2-modules de quatre opérations de base dont on
peut déduire les autres : image directe f,, image inverse extraordinaire f', dual, pro-
duit tensoriel externe. Dans la théorie arithmétique, il y a lieu en outre de considérer
deux opérations supplémentaires :

— le changement de base, le schéma de base n’étant plus nécessairement le spectre
d’un corps;

— ’extension de ’anneau d’opérateurs différentiels : extension des scalaires d’un
faisceau d’opérateurs de la forme # @4, 9§{") a un faisceau de la forme %' @4,
2™, avec m < m'.

Dans ce chapitre, nous montrons que toutes ces opérations commutent au foncteur
d’image inverse par Frobenius F™* défini en 2.2.3. Comme F* est une équivalence de
catégories, ces opérations commutent donc également & la descente par Frobenius.

3.0.1. Précisons d’abord quelques hypothéses et notations que nous adopterons sys-
tématiquement dans les sections qui suivent, et que nous omettrons donc de répéter
explicitement dans les énoncés.

(i) Nous désignerons par S le schéma de base (resp. par S — T un morphisme
de changement de base). Pour chacune des opérations considérées, nous rappelerons
au préalable la définition générale. Aucune hypothése n’est nécessaire sur S lorsque
m =0 oum = oo. Si m € N*, nous supposerons que S est un Z )-schéma.

Lorsque nous considérerons un S-schéma lisse X, nous supposerons donné sur X un
faisceau de Ox-algébres Zx muni d’une action compatible de Qg(m), et nous poserons
9?;”) = Bx Qoy @&m). Lorsque nous considérerons un morphisme de schémas f :
X — Y, nous supposerons que Zx = f*Py, muni de I'action de @)((m) définie par
image inverse & partir de celle de Qé,m) sur By (voire, s’il y a lieu, de l’action de
Qg(m“) obtenue par application de 2.2.3).
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(i) Pour mettre en évidence la « nature cristalline » des opérations telles que f'
et fi, nous généraliserons leur construction au cas ou S est muni d’'un m-PD-idéal
quasi-cohérent (a, b, &), qu’on supposera m-PD-nilpotent, et ot les morphismes seront
seulement définis modulo a. Nous noterons Sy = V(a), et, d’'une maniére générale,
Iindice 0 désignera la réduction d’'un S-schéma modulo a, ou des données définies
au-dessus de Sp. Sous ces hypothéses, les foncteurs image inverse seront les foncteurs
f& définis en appliquant 2.1.6. En particulier, nous généraliserons ce qui a été dit
plus haut en supposant que, lorsqu’un morphisme fo : Xo — Yy est donné, on a
Bx = f§By.

(iii) Pour énoncer les propriétés de commutation & F*, nous supposerons que p
est nilpotent sur S, et que S est muni d’'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a,b, ) tel
que p € a. Nous supposerons fixé un entier s, et, si X est un S-schéma lisse, nous
désignerons par X' un S-schéma lisse relevant Xés).

Ces propriétés peuvent d’abord étre énoncées dans une situation « relevée » : nous
ne ferons pas d’hypothése de PD-nilpotence sur a, les morphismes de schémas considé-
rés seront des morphismes de S-schémas lisses, et les diagrammes seront commutatifs
sur S. Nous noterons alors F : X — X' un S-morphisme relevant le morphisme de
Frobenius relatif F§0 /S0

(iv) Enfin, nous donnerons une variante « cristalline » des énoncés précédents :
nous supposerons alors que S et (a, b, &) vérifient 4 la fois les hypothéses de (ii) et de
(iii), donc en particulier que a est m-PD-nilpotent. Dans ce cas, il suffit & nouveau que
les morphismes soient donnés entre les réductions sur Sy. Les foncteurs image inverse
seront donc encore définis en appliquant 2.1.6, renforcé par 2.2.6 lorsque, comme
pour le foncteur Fy /S0’ il y aura lieu de prendre en compte 1’élévation du niveau par
Frobenius.

3.1. Extension de ’anneau d’opérateurs

Avec les hypothéses de 3.0.1, nous montrons ici que, pour m' > m, le foncteur F*
commute & une extension de 'anneau d’opérateurs différentiels de la forme
B o2 e o ).
Oxi 6y
La démonstration procéde par réduction & la caractéristique p. Pour cela, nous
utiliserons une variante non commutative du lemme de Nakayama :

3.1.1 LEMME. — Soient A un anneau non nécessairement commutatif, a C Z(A) un
nilidéal du centre de A, M un A-module & gauche de type fini. Si M = aM, alors
M =0.

Soient z1, ..., x, des générateurs de M en nombre minimum, et supposons que r >
. 12 . -1
0. Il existe des éléments a; € aA tels que z, = >_;_, a;x;, d’ou (1—ay)z, = > i, a;;.

On peut écrire a, comme une somme finie a, = >, apbi, avec ay € a, by € A. Soit
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a’ C a le sous-idéal de Z(A) engendré par les ay. Comme a’ est un idéal de type fini
contenu dans le centre de A, c’est un idéal nilpotent, et d’autre part a” € a’'" A pour
tout n. Par conséquent, a, est nilpotent, et M peut étre engendré par r — 1 éléments,
ce qui contredit I’hypothése.

3.1.2. Sous les hypothéses de 3.0.1(iii), soient m' > m, Bx: (resp. €x:) une Ox-
algébre munie d’une action compatible de @g(",l) (resp. 9(77’)), PBx' — €x un ho-
momorphisme Q(T)—linéaire de Ox:-algébres. On pose Bx = F*Bx, €x = F*€x:,
et on munit ces algébres des actions respectives de 2" et 2"+ definies grace
4 2.2.3. On peut alors considérer les faisceaux d’opérateurs différentiels & coefficients
dans ces algébres, définis par

@&77) =%Bx @g(n?), é§m+s) = PBx 2 9§m+s)’
XI

I =¢x ® 90, ) =gy @ 2.
ﬁxl ﬁX

3.1.3 PROPOSITION. — Awec les notations précédentes, soit &' € D’(gé)(?,l)). Il
eziste dans D~ (9™ ™) un isomorphisme canonique

~ ’ L ~ ~(m/ L
(3.1.3.1) e © P S P98 6 &),

ég(m+s) g(m)

Montrons d’abord que, pour tout éggl)—module a gauche &7, il existe un isomor-

phisme canonique de @)((m'+s) -modules & gauche
(3.1.3.2) I o P& S P90 o &)
Hm+s) &(m)
X x!

En appliquant F* 4 ’homomorphisme d’extension des scalaires &' — 20 g & ,

on obtient un homomorphisme

F*&' - (98 o &)
7

semi-linéaire par rapport & I’lhomomorphisme éﬁ(m“) — @&m +9)_ Par extension des

)_linéaire voulu.

~ !
scalaires, on obtient I'homomorphisme 2" **
Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on observe qu’on peut
se ramener au cas ou &' = 9;,",1) . En effet, cet homomorphisme est fonctoriel en &”,

de sorte que ’homomorphisme

(3.1.3.3) '+ & )F*%{?) — F* (™))
Gt
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obtenu pour &' = é§§7) est é("f)—linéaire a droite. Il est clair d’aprés sa construction
que 'homomorphisme qu’on en déduit par tensorisation sur é&",l) avec un é&"f’-
module & gauche &' n’est autre que (3.1.3.2).

D’aprés 2.5.3, la source et le but de (3.1.3.3) sont tous deux localement projectifs
de type fini sur é&m%s)' Comme p est nilpotent sur S, I'idéal a C s engendre
un nilidéal dans le centre de é&ml-"s), et le lemme précédent entraine qu’il suffit de
prouver que (3.1.3.3) est un isomorphisme lorsque a = 0. On est ainsi ramené au cas
ol S est de caractéristique p, et F' le morphisme de Frobenius relatif F'y s X=X "

L’assertion étant locale, on peut supposer qu’on dispose de coordonnées ty,...,%tq
sur X relativement & S. Pour tout entier m", soit (Q@> (m) la base correspondante
de Qg(m”). D’aprés (2.2.4.3), I'homomorphisme canonique 7y, : 257 - P+,
envoie Q@(mﬂ) sur 1® 88/P)em) si chacun des k; est divisible par p®, et sur 0 sinon.
Rappelons (cf. [5, (2.2.5.1)]) que, sim"”, k € N, et si k = Emll_l a;jp’ + ap™’, avec

Jj=0
0 < aj < p pour tout j < m" — 1, alors
’ITL”—-]. ) Y
8(k>(m”) = Um" k H (a[p]])aj (a[p ])a,
=0

avec umn € Z7., et alr']l .= 8<p]>("1") pour 5 < m''. Si k n’est pas divisible par
J (p)
p°, avec s < m", il existe un entier j < s tel que a; # 0, et kY m) est multiple
de 8P’]. Par suite, le noyau de Tm.s st Vidéal & gauche de 9{""*) engendré par
i
les 8.[p] our 1 < i <d,et 0 < j < s. Comme, pour tout j < s < m + s, les
i P )

(7))

, j
27+ 5 9™ envoient les 8i[p Vo 0;

homomorphismes de transition sur

les 81-[ ] 8i< o "+ on obtient

%(murs) ® F*@(m) @(m +s/ Z 9(m +5) [ d
@("14'5) 1<i<d
0<j<s

= QT [ Ker(mm 5) = F*(I0)),
d’ou l'isomorphisme (3.1.3.2).

Grace & 2.5.7(i), on obtient alors ’isomorphisme (3.1.3.1) en appliquant (3.1.3.2)
a une résolution plate de &”.

3.1.4 COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de 3.0.1(iv), on pose Bx = F)*(O/SO,%X/,

Cx = Fx, /5,€x . Pour tout &' € D=(82™), il existe dans D‘(gé§m/+s)) un iso-
morphisme canonique

~ ' L ~ ~ ' L
(3.1.4.1) P 58 TRy = Filys, (9% & &),
X b
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Soient F', F' : U = X' deux relévements de Fx, /S, sur un ouvert U de X. Pour

~

tout 2™ -module &, on dispose des isomorphismes TI(;'}’,LS) CFE S5 FE et
T PN @ &) S FH () e &),
Le carré

'+ © e P 6 — (90 Ot &")

e [ rimte)

é&m’+s) ®§&m+” F*& ___l_) F*(@E{"} ) ®§¥7) éal)

formé a partir des isomorphismes (3.1.3.2) relatifs & F et F’ est commutatif, car il

suffit de le montrer avant de tensoriser la colonne de gauche par 9&’” +9)_ Cela résulte

alors de la fonctorialité de TI(J"F,FS) appliquée 3 ’homomorphisme &' — 2™ e sm &',
: o

et de ce que, si Z' est un 9\ -module, les isomorphismes TI(,','}JTS) et T}"},’L *) relatifs

a F' sont égaux.

Il en résulte que les isomorphismes (3.1.3.2) définis par des relévements locaux de
Frobenius se recollent, et on obtient ainsi pour tout 9&'7)—module un isomorphisme
global

=(m'+s) s * )~ s * ~(m’) '
QX ~(§+s) FXO/S[)éo __) XO/SO (QX’ ~%)g).
D% Dy
En prenant des résolutions plates sur ég("f) , cet isomorphisme s’étend ensuite aux
catégories dérivées.

3.2. Changement de base et image inverse extraordinaire

Nous rappelons d’abord la définition du foncteur de changement de base, et du
foncteur f' pour les 2-modules. Leur compatibilité au foncteur F* est ensuite une

.....

3.2.1. Considérons le foncteur de changement de base. Avec les hypothéses de 3.0.1(i),
soient S — T un morphisme de schémas, Y un T-schémalisse, X = Sx7Y, f: X - Y
la projection. L’homomorphisme canonique (2.1.3.1)

9 — fr ol
est alors un isomorphisme (¢f. [5, 2.2.2]). On en déduit un homomorphisme

From — oy = 29,
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qui est un homomorphisme de faisceaux d’anneaux, grace a la fonctorialité en Y /T
des homomorphismes 6("7;3 qui définissent la structure d’anneau de @1(,7"). Pour tout

Qém)—module a gauche .Z, on en déduit un isomorphisme canonique de Qg(m)-modules

2y« S
oy
permettant de définir simplement par extension des scalaires le ngm)—module 7
déduit de & par le changement de base S — T
Si By est une Oy-algébre munie d’une action compatible de 2 m), et Bx = f*PBy,
on dispose encore d'un homomorphlsme de faisceaux d’anneaux f~ 1@,(,7") — @g(m ,
donnant pour tout @x(, -module % un isomorphisme

(3.2.1.1) 2™ o 7S
f—lég,m)

qui permet de définir par extension des scalaires le Q(m)—module déduit de % par
changement de base.

De méme, l’extension du foncteur de changement de base aux catégories dérivées
s’interpréte comme extension des scalaires grace a I'isomorphisme

Sm) B e1gp o~
(3.2.1.2) Dy ® [ F —=SLfFF,
g
défini pour Z € D‘(@&m)), et obtenu en appliquant I’isomorphisme précédent & une
résolution plate de #

3.2.2 PROPOSITION. — Supposons que S et T soient munis de m-PD-idéaur quasi-
cohérents (ag,bs,as) et (ar,br,ar) vérifiant les hypothéses de 3.0.1(iii), et tels que
S — T soit un m-PD-morphisme. Soient X' = S xpY', f': X' =5 Y' la projection,
By une Oy:-algébre munie d’une action compatible de .@,(,77), Bx = " By:.

(i) Si Fy : Y = Y' est un reléevement de F,S,O/To, soient Fx : X — X' le morphisme
déduit de Fy par changement de base, By = Fy By, Bx = [*PBy ~ FxBx:. Pour

tout F' € D‘(é,(f?)), il existe un isomorphisme canonique de D~ (@ m+s))
~ L - ~ L _
(3.2.2.1) ) ¢ R g F;;(@("?) ® f b@").
f—1§;m+5) fr-1 @g:;z)

(ii) Si ag et ap sont m-PD-nilpotents, soient By = F{*,O*/Toﬂy/, Bx = [*PBy ~
;(;/SO%XI Pour tout F' € D‘(@,(}?)), il existe un isomorphisme canonique de

(@(m+s )

~ L - ~m L _
(3222) I & R S Frs, (98 o ple).
f_19§,m+s) f/—l@i,r;l)
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Il suffit de prouver les versions non dérivées de ces isomorphismes lorsque %' se
réduit & un é,(ﬂl)—module, car, d’aprés 2.5.7, on peut calculer les foncteurs dérivés
en jeu en remplacant #' par une résolution plate sur 2U™ . Utilisant I’isomorphisme
(3.2.1.1), on voit qu’il s’agit de définir un isomorphisme §§m+s)-linéaire [y =
F} f'""F' (vesp. f* Yorr,? — = F)’*{;‘/sof’*f'). Dans le premier cas, on a f' o Fx =
Fyof,et, grace a 2.2.3(iii), il suffit d’utiliser I'isomorphisme de transitivité des images
inverses. Dans le deuxiéme cas, on utilise sa généralisation donnée par (2.2.6.1).

3.2.3. Revenons A la situation générale de 3.0.1(i), et précisons dans ce cadre la
définition du foncteur image inverse extraordinaire.

(i) Soient f : X — Y un morphisme de S-schémas lisses, de dimensions relatives dx
et dy sur S, dx/y = dx —dy, By une Oy-algébre munie d’une action compatible de
Qym) PBx = f*Py. Rappelons que, d’aprés 2.1.4, on dispose sur QX Yy = f*@g,m)
d’une structure canonique de (9)(('"), f- 1@Ym))-blmodule.

Suivant les conventions de [12], nous définirons le foncteur image inverse extra-

ordinaire f': D~ (9(m)) (Q(m)) par
! ~S(m L —
(3.2.3.1) FZE=9, & fF[dxy].
FU@)

Ce foncteur dépend de m en général, et il sera parfois utile de le préciser dans les
notations : nous emploierons alors la notation f 1 g

Soient F € D~(Z\™), et P une résolution de . plate sur 2™ . On a donc des
isomorphismes de complexes de é&m)-modules

(3.2.3.2) FFZ=90y © f12dxy]
1 9('"))
jad e@x ® f 19; [dx/y]
f~Y(&v)

jand ﬁ ® f 1@ [d X/y]
f=1(oy)
grace auxquels on peut aussi calculer f'.# en prenant des résolutions @,(,m)-linéaires
de % qui soient plates sur By, ou sur Oy.

(ii) Plagons nous maintenant sous les hypothéses de 3.0.1(ii), et soient fo : Xo — Yo
un morphisme de Sp-schémas lisses, X, Y deux S-schémas lisses relevant Xo et Yj.
D’aprés 2.1.6, on peut encore définir par recollement un (é(m), fo 1§(m)) bimodule
canonique noté 9 _)Y = 0@("‘) On peut donc généraliser la définition de f' en

posant dans ce cas, pour & € D™ (2 (m)),

! L —
(3.2.3.3) o F = 9™, (@( ) fo ' F ldx/v] -
-1 gym
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On observera qu’on dispose encore du foncteur f§ de la catégorie des @&m)—modules
& gauche dans celle des @&m)—modules & gauche, défini par recollement grace aux
isomorphismes 7¢ ¢ & partir des foncteurs f* associés aux relévements locaux f de
fo. On dispose aussi du foncteur dérivé correspondant Lf§, calculable en prenant des
résolutions @,(,m)-linéaires a termes plats sur Oy (ou sur Hy) et en recollant leurs
images inverses locales par les isomorphismes 7¢, . Pour tout é,(,m)—module & gauche
%, on dispose de méme d’un isomorphisme ég{m)—linéaire
77" X_>y ®©  fo'F=foF
o @Y™
défini par recollement & partir des isomorphismes (3.2.3.2) locaux, et donnant nais-
sance a ’isomorphisme

(3.2.3.4) foF ~Lf; Fldxy].

Par contre, on prendra garde qu’en général le foncteur Lfj ne s’exprime sous la forme
d’un produit tensoriel comme dans les isomorphismes (3.2.3.2) que lorsqu’on dispose
d’un relévement global de fo en f: X — Y, sinon €x n’est pas muni d’une structure
naturelle de f; L gy -module a droite.

3.2.4 PROPOSITION. — Sous les hypotheses de 3.0.1(iii), soient fo : Xo — Yo un
morphisme de So-schémas lisses, X, Y, X', Y' des S-schémas lisses relevant Xy, Yo,
x§ et v,

(1) Supposons donnés des S morphismes f: X =Y, f' X' =>Y' Fx : X - X/,
Fy :Y = Y' relevant fo, fo , XO/S , et Fy /S Si Fy o f = f' o Fx, il existe pour

tout F' € D=(2™) un isomorphisme canonique de D~ (")

(3.2.4.1) F R S Ry (1 ).

(m+s)

(ii) Supposons a m-PD-nilpotent. Il existe pour tout F' € D‘(é(’,")) un i80Mmor-
phisme canonique de D‘(@<m+s))

1(m+s)

(3.2.4.2) P ()t

Yo/SoyI l) FXO/SO (f f’)

Notons d’abord que dx//y: = dx/y. Soit &' une résolution de .#' plate sur 728
Grace & 2.5.7(1), on est ramené dans le premier cas & construire un isomorphisme
canonique 2{"*)-linéaire
(3.2.4.3) [*Fy P = Fyf o
Cet isomorphisme, valable sans hypothése sur &', s’obtient en appliquant 2.2. 3(iii)

Dans le cas (ii), il faut de méme construire un isomorphisme canonique 9 (mts)_

linéaire
(3.2.4.4) fo Py, P — Fxo/sofos)*gzl

et cet isomorphisme est alors fourni par 2.2.6(iii).
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REMARQUE. — En appliquant l’assertion (ii) dans le cas particulier ou X et Y sont
deux relévements de Xy, et fo = Idx,, on voit en particulier que les équivalences de
2.1.7 sont compatibles aux foncteurs F™.

3.3. Produits tensoriels interne et externe

La compatibilité du foncteur F™* au produit tensoriel externe est analogue & ce que
nous venons de voir pour les images inverses.
Observons d’abord que le produit tensoriel sur &x est compatible & F* :

3.3.1 LEMME. — On se place sous les hypothéses de 3.0.1(iii).
(i) SiF: X — X' est un relévement de Fg /s , et si &', F' € D‘(é(@), il existe
dans D”(é&mﬂ)) un isomorphisme canonique
L - L
(3.3.1.1) F*&' & F* &' = F* ((5’ ® y)
6x O

(ii) Sia est m-PD-nilpotent, et si &, F' € D~ (™), il existe dans D‘(@&m”))
un isomorphisme canonique

L N . L
(3.3.1.2) Fi/s6' & FXoyse®' = Fiyys, (& 9 7).
X X/

Soit &' une résolution de F' plate sur 2\ Comme &' est & termes plats sur
Ox, la source et le but de (3.3.1.1) sont les complexes de é&m”)—modules donnés
respectivement par F*&' ®@g, F*P' et F*(6' ®¢,, #'). Il suffit donc de vérifier que
I’isomorphisme €x-linéaire canonique entre ces deux complexes est éﬁ(m“)—linéaire.
On peut supposer que &' et %’ sont réduits & un seul module, et on est ramené a
vérifier que cet isomorphisme est horizontal pour les (m + s)-PD-stratifications de
F*&' @ F*F' et F*(&' @ F'). Si (e],), (n,,) sont les m-PD-stratifications de &', #’,
celle de &' @ F' est alors (], ® n,,), et, avec les notations de 2.2.2, I'assertion résulte
de ce que les images inverses par les morphismes @ : A}’(m ts) A’)‘(,7(m) commutent
au produit tensoriel.

Dans le cas (ii), ’assertion résulte du cas (i) une fois observé que les isomorphismes
de recollement 75 p commutent eux aussi au produit tensoriel, puisqu’ils se déduisent
des m-PD-stratifications en appliquant un foncteur image inverse.

3.3.2. Précisons maintenant la construction du produit tensoriel externe, sous les
hypothéses générales de 3.0.1(i). Soient X, Y deux S-schémas lisses, Z = X xg VY,
et notons f : Z — X, g: Z — Y les deux projections. Soient & un Qg(m)—module
a gauche, # un @}(,m)-module a gauche. Les images inverses f*&, g*.% possédent
une structure naturelle de Q(Zm)—module a gauche, et, d’aprés [5, 2.3.3], il en est de
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méme de leur produit tensoriel f*&®p, g* % . Par définition, c’est le produit tensoriel
externe de & et %, qu’on notera
ERF =fEQ@gF.
Os Oz

Lorsque S est le spectre d’un corps, c’est un bifoncteur exact en chacune des variables
& et & . En général, ce n’est plus le cas. Néanmoins, si & est un Qg(m) -module plat,
ou plus généralement plat sur Ox, le foncteur F — f*P @4, g*F est exact. Il en
résulte qu’on peut dériver le produit tensoriel externe en un bifoncteur

L
ERF: D (9¢) x D~ (2{™) — D~ (95™),
S
calculable en prenant une résolution plate de 'un des deux arguments.

Si & (resp. $B) est une Ox-algébre (resp. Oy-algeébre) munie d’une action com-
patible de @g(m) (resp. @(m)) € = of oy B est une Oz-algébre munie d’une ac-
tion compatible de 9; En notant comme précédemment 9( m = Q(m),
éx(,m) = & Qoy 93(/”1), Qém) =% ®6, 9Z , on voit 1mmedlatement que le produ1t
tensoriel externe se généralise en un bifoncteur D~ (@(m)) - (@,(,m)) — D~ (@(Zm)).
3.3.3 PROPOSITION. —  Awec les notations précédentes, et sous les hypothéses de
3.0.1(iii), soient X, Y des S-schémas lisses de réductions Xo, Yo, et X', Y' des
S-schémas lisses relevant X(gs) et YO(S). Notons Z = X xsY, Zg = Xo xs, Yo,
Z'=X'xgY'

(i) Supposons donnés des relevements Fx : X — X', Fy : Y = Y' de FRo/500
FY, /5,0 €t posons Fz = Fx x Fy : Z — Z'.S5i & e D‘(é('tl)), F' € D‘(é(rft)), il

existe dans D‘(éémﬂ)) un isomorphisme canonique
* gl L * 1~ * J L !
(3.3.3.1) FL6' R Fp 7 = FZ(é" F )
ﬁs ﬁS
(ii) Si a est m-PD-nilpotent, et si &' € D‘(ég("f)), F' e D_(é,(,r,n)), il existe dans
D= (2™)) un isomorphisme canonique
(3.3.3.2) Fi/506' B |z| 55 T F5l s (g" 5 52)

Soient f: Z —+ X,9:Z =Y, f :Z' - X' ¢ :Z"— Y'les projections, et &', 2'
des résolutions plates de &’ et %'. Dans le cas (i), il suffit de définir un isomorphisme
é(m—l—s) linéai

o -linéaire
Ry P @ ¢ Fy 2 S Fi(f" 9 o ¢ 2,
07 O
et on prend le composé des isomorphismes définis par 2.2.3(iii) et 3.3.1(i) :
f FXW, ® g*F*gl _:_> F*fl*gl F*gl*gl ; FZ(fl*gl ® gl*gl)

Le cas (ii) se traite de la méme maniére.
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3.4. Image directe

Aprés avoir précisé la construction du foncteur image directe fi, nous établissons
maintenant la commutation de fi a F*.

3.4.1. Rappelons la construction du bimodule canonique définissant les images di-
rectes. Soient m € N, S un schéma (resp. Z(py-schéma si m € Z*).
(a) Sous les hypothéses de 3.0.1(i), soit f : X — Y un morphisme de S-schémas

lisses. On peut associer a f un (f~1 ~(m) éh(m))—bimodule de deux maniéres :

(i) En tensorisant é,(, a droite par wy, ', on obtient un @(m) bimodule & gauche,
auquel on applique f* par la structure tordue. On obtient ainsi un (f~! é&m), é&m) )-
bimodule & gauche, qu’on transforme en (f~ 19(m Q(m )-bimodule par tensorisa-
tion & droite par wx. On note

Wlx =R & wy') © wx
Oy Ox
le bimodule ainsi obtenu.

(ii) On peut aussi appliquer f* & la structure gauche de é,(/m) ®w;1, ce qui donne
un (2, £~ 2™ )-bimodule & gauche. On le transforme alors en (f = 20™, Z{™)-
bimodule en tensorisant & gauche par wx, d’ou

Wix' =wx 2 (R 2w,

En fait, les bimodules Q(m _x et @Y - x' sont canoniquement isomorphes. En effet,
on dispose d’aprés 1.3.4 d’un isomorphisme de transposition

By @<y>®w —>9<’">®w

échangeant les deux structures de é,(,m)-module a gauche de é,(,m) Doy wy ' (déduit de
(1.3.4.3) par tensorisation avec Py ). En lui appliquant f* & droite sur la source (et
donc & gauche sur le but), on obtient un isomorphisme de (f~1Z\™ Q(m)) bimodules
& gauche

B @ wy') = f (R @ wph).
Y Y

En le tensorisant avec wy, on obtient I'isomorphisme de (f —1§§/m)’ ég(m) )-bimodules

Bxy KDy = WDy
Nous utiliserons cet isomorphisme pour identifier ces deux bimodules, que nous note-
rons indifféeremment 9}/ ox-
(b) Sous les hypothéses de 3.0.1(ii), soient X et ¥ deux S-schémas lisses de ré-
ductions X et Yy sur Sy, fo : Xo — Yo un Sp-morphisme. Puisque, d’ apres 2.1.6, on
dispose par recollement d’un foncteur bien défini f; de la catégorie des @)(, -modules
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& gauche dans celle des é&m)-modules 4 gauche, le bimodule QY  x garde un sens si
I’on pose
Wex =154 R 8 wy') @ wx 2wx © fi (T © wit).
Oy Ox Ox Oy

Le lemme suivant précise quels sont les bimodules sur X' qui correspondent par

descente par Frobenius aux bimodules é&"ﬂ'ﬁ) et 2\mFY)

YX -
3.4.2 LEMME
(i) Avec les notations précédentes, et sous les hypothéses de 3.0.1(iii), soient Fx :
X - X', Y > Y et f': X' = Y' des relévements de Fio/ser F¥y/s, €

fo %) tels que Fy of = floFx. Il existe alors des isomorphismes canoniques de
(D7) 7190 )-bimodules et de (£~ 2™ 9\ )-bimodules

(3.4.2.1) IV = Fy Ry 98,y = Fe (fa(FLDUY)),
(3.4.22) 9D 2 PR E 0T o, o= Fx,d( d(Fy’g(Qy,)ﬁ(@ wyl) @ wa).
YI XI

(ii) Supposons que a soit m-PD-nilpotent. Il existe alors des isomorphismes cano-
niques de (9(m+s) f‘lg(m+s))—bimodules et de (f‘lg)(,mﬂ) 29 )-bimodules

m+s b ~(m * s) * m
(3.423) @g(_)y) —) FXO/SOF;O/SO @g(ll)yl = )S(O/SO.( é,g) (FYO/SO 9&1 ))),

(m+s)
gyn(l—; —_>FX0/SO Yc)/S'()9 '(—X’

F Xo/So,d (éi; ( Yo/So,g(QY' Q;IUJ)_/})) ® (UXI).

O

(3.4.2.4)

On Observera que dans cet énoncé, on commet un abus de notation en écrivant
FYQ Y,, ou Fy Qy, x+, dans la mesure ol 9)((,_”, et AT X, sont des faisceaux
sur X' et non sur Y'; on peut le justifier en remarquant que le foncteur f'*, appliqué
pour 'une des structures de &y -module, commute en un sens évident aux foncteurs
%”cim et ® qu’on applique & 'autre structure pour définir F{’, 9}(,7‘) et F{}(Q(T) ®6,
wyr ). B

D’aprés 2.5.2, il existe un isomorphisme canonique de 9)(,m+s)—bimodules

(3.4.2.5) AT =y prFL i,

En lui appliquant f* pour la structure g.':;muche7 et en utilisant ’isomorphisme éﬁ(m*’s)—
linéaire f* F*Fy@(m) — F% f’*Fy@ ™ fourni par (3.2.4.3), on obtient (3.4.2.1).

En tensorisant maintenant (3.4.2.5) a droite par wy!, et en composant 'isomor-
phisme obtenu avec celui qu’on déduit de (2.4.4.1), on obtient un isomorphisme de
gt *)_bimodules & gauche

9)(/m+s) ® wy _)Fyg(FYd(@)(}?) ® wy/)) _)FYd(Fyg(Q(T,n) ® wy ))
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En lui appliquant f* pour la structure droite, et en utilisant 'isomorphisme f*Fy ~

F3 ', on obtient un isomorphisme de (f~12{™"* 2{™**)_bimodules & gauche
P @0y wy') = Fy af a(FY g (947 2 wyr)).
YI

Pour obtenir (3.4.2.2), on tensorise celui-ci & droite par wx, et on le compose avec
I'isomorphisme (2.4.3.1) relatif au 9;;7)—module a gauche f'} (F}i’g(%@) 2 wyl)).
Y'

Lorsque a est m-PD-nilpotent, les foncteurs et les isomorphismes mis en jeu dans
les constructions précédentes pour des relévements locaux de Frobenius se recollent,
ce qui fournit globalement sur X les isomorphismes (3.4.2.3) et (3.4.2.4).

3.4.3. Supposons maintenant que S soit un schéma ncethérien de dimension de Krull
finie, et que f : X — Y soit un S-morphisme quasi-séparé et quasi-compact. Le
foncteur f, est alors de dimension cohomologique finie sur la catégorie des faisceaux
abéliens sur X . Sous ces hypothéses, on dispose donc, pour tout faisceau d’anneaux 2
sur X, d’un foncteur dérivé Rf, : D~ (2) = D~ (f«2). On définit alors un foncteur
fr : D=(2{™) » D=(2{™) en posant, pour & € D~(2{V)

~ L
(3.4.3.1) F1(8) = Rf. (%"2)( © g’).
25"
Ce foncteur dépend de m ; si nécessaire, nous le préciserons par la notation f(m).
Sous les hypothéses de 3.4.1(b), on définit le foncteur fo, de la méme maniére.

REMARQUE. — Supposons que S soit un schéma quelconque, que la dimension rela-
tive de X par rapport & S soit constante, et que ’on soit dans 'une des situations
suivantes :

(i) m=0;

(ii) p est localement nilpotent sur S.

Nous montrerons dans [7] que, dans ces deux cas, @3:‘_) x est de Tor-dimension
L
3%
&€ D+(§§(m)), si bien que la formule (3.4.3.1) garde un sens pour & € D+(_@§(m)),
et définit un foncteur f : D+(9§(m)) — D*(2U™) sans hypothése ncethérienne sur
S. Néanmoins, pour les théorémes de changements de base permettant de passer a la
limite projective sur des quotients d’anneaux de valuation discréte, il est plus naturel
de travailler avec des complexes appartenant & D~ ( &m)), de sorte qu’en pratique les
hypothéses faites plus haut seront les plus utiles.

finie sur %}”). Le produit tensoriel dérivé é)(f(n_) x® & peut alors étre défini pour

3.4.4 THEOREME. — Supposons que les hypothéses de 3.0.1(iii) et de 8.4.3 soient
satisfaites, et soient X, Y deux S-schémas lisses, fo : Xo — Yo un So-morphisme
entre leurs réductions modulo a, X', Y' des relévements lisses sur S de Xés) s YE,(S) .
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(i) Soient f XY, f:X'5Y ,Fx: X -5 X', Fy : Y =Y’ des relévements
de fo, fé F3 /560 £y /50 Si Fy o f = f' o Fx, il existe pour tout & € D‘(.@("f))
un isomorphisme canonique de D~ (.@(m+s )

(3.4.4.1) Fromsa) (FXE') = Fy o (6").

(ii) Supposons que a soit m-PD-nilpotent. Pour tout &' € D‘(é(@), il existe un

isomorphisme canonique de D_(él(,mﬂ))

~

(3.44.2) for(m+s) (F§:/Sog/) — F; o/So f(j_)(m) (&").

Plagons nous d’abord sous les hypotheses de (i). Le foncteur exact Fy induit une
équivalence de catégories D~ (Z7) =5 D= (2U™F9)), et, d’apreés 2.5.6(i), un foncteur
quasi-inverse est fourni par & — FY Qy,) L Gimto) &. Pour définir I'isomorphisme

(3.4.4.1), il suffit donc de définir un 1somorphlsme

~ L ~
F}bfg(y?) é(§+s) f+('"+s)(F)*<‘gol) - f—li-('") (gl)
Y

dans D‘(é(rfl)). Par définition, f,m+s (Fx&") = Rf«(F), en posant

L ~
F =9 © Fpé eD (f190m).

9( m+s)

Comme, d’aprés 2.5.3, F2 27 est un 9™ **)_module & gauche localement projectif
de type fini, le morphisme canonique

~(m L — o(m L
B S RLE) D RE(SURSAY)  2)

§§m+5) fF-1 (

est un isomorphisme de D‘(é(r,")). Comme f = f’ en tant qu’application continue
entre espaces topologiques, on est ainsi ramené a définir un isomorphisme

~ L L

(34.43)  fUFLIEY) 6 (B & FRE) I . 6 &
f_1§§,m+8) é(m‘f-s 9("1)
XI

dans D= (f~19{™M).
Grace a (3.4.2.2), on dispose d’un isomorphisme canonique de bimodules

9}(fn<l—+)?) FXd(f’* (FYg(@ ® wy:)) ® wx')-
xl

En appliquant I'isomorphisme d’invariance du produit tensoriel (2.5.7.1), on obtient
alors dans D~ (f _19)(,’""'3)) 'isomorphisme

~ L ~ * ~ _ L
G S Fr8 S (Fi(Fg(@ @ wih) @ we) © &'
@X ﬁyl x! @E{";‘)
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Le terme de gauche de (3.4.4.3) s’identifie ainsi &

~ L ~ L
“1(Fb () ® ( PF (P @ wih) @ wy ) ® &
f ( Y ) f—lé;m+3) d( Y’g( Y Oy Y )) Oxi X ) é(m)

~ (FHFL P E (P © wyt ) & &
(f ( Y@Y ) f_1§m+s) f (FY,g(@ ﬁ%l wY )) f_%yr wX ) é%’[l) g

Or on dispose de I'isomorphisme de é&ﬁ -bimodules (2.5.5.1)
RO o F 0 2 o,

@gfm+.s)

qu’on peut tensoriser a droite par w;,l pour en déduire un isomorphisme de @)(,17)-
bimodules & gauche

o) ® Fy (900 @ wyl) =5 900 @ wil.
Gyt ’ Oyt Oy

En lui appliquant f !, et en tensorisant & droite par wx-, on obtient un isomorphisme
de (f~1 é,(f?) , é;@ )-bimodules
FURGYY) o RO @ wil) @ wx =5 G0 4.
fFo1gint Oy 10y
11 suffit alors de le tensoriser par &’ pour obtenir I'isomorphisme (3.4.4.3).

Si on suppose que a est m-PD-nilpotent, on peut construire I’isomorphisme (3.4.4.2)
en suivant la méme méthode : le lecteur s’assurera que, sous cette hypothése, cha-
cun des isomorphismes utilisés dans la construction précédente reste bien défini sans
supposer les morphismes relevables (compte tenu de ce que f = f' = fo en tant que
morphismes d’espaces topologiques).

3.5. Foncteur dual

Nous complétons cet examen des compatiblités entre le foncteur F* et les opéra-
tions de la théorie des Z-modules en mentionnant le cas du foncteur dual, da a A.
Virrion (cf. [40], [41], [42]).

3.5.1. Rappelons d’abord la définition du foncteur dual. On se place sous les hy-
pothéses de 3.0.1(i), et on suppose X de dimension relative constante d sur S. Si
& e D ( g(m)), on définit le complexe dual de & comme étant

(3.5.1.1) D(&) = R omgem (&, 7\ k) Wit [d]).

Avec cette généralité, le complexe (&) appartient & D+(é§(m)), mais cette défini-
tion est surtout intéressante si & € Dparf(ég(m)), auquel cas (&) est aussi dans
Dparf(ég{m)) [42, T (3.3)]. On remarquera que, grace & linvolution Bx définie en
(1.3.4.3), on peut indifféremment utiliser la structure gauche de é&m)—module de

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



86 CHAPITRE 3. THEOREMES DE COMMUTATION A L’ACTION DE FROBENIUS

@&m) Q6% w}l pour définir la linéarité dans le foncteur J#om, et la structure tor-
due pour définir la structure Qg(m)—linéaire a gauche de (&), ou bien inverse. Si

nécessaire, nous préciserons le schéma X et le niveau m intervenant dans la définition

de D par une notation telle que ]D)(X',") .

3.5.2 THEOREME ([42, II (3.2)]). —On suppose vérifiées les hypothéses de 3.0.1(iii).
(i) Soit F': X — X' un relévement de Fy /g . Pour tout & € D‘(é(@), il existe
un isomorphisme canonique de D+(§§(m+s))
(3.5.2.1) DY Fret s DY (&),
(ii) Si a est m-PD-nilpotent, il existe pour tout &' € D‘(é&@) un isomorphisme
canonique de D+(9§(m+3))
(3.5.2.2) DTt Ryt 6,6 5 Fit s, DY (6).
Nous renvoyons & [42] pour la démonstration dans le cas (i). Celle de (ii) est

analogue, les isomorphismes employés restant définis sans hypothése de relevabilité
sur g /So lorsque a est m-PD-nilpotent.
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CHAPITRE 4

F-2'-MODULES

Dans ce chapitre, on fixe un anneau de valuation discréte complet ¥ d’inégales
caractéristiques, et on note K son corps des fractions, m son idéal maximal, k& son
corps résiduel, supposé de caractéristique p. Tous les schémas formels considérés sur
¥ sont supposés munis de la topologie m-adique, et localement de type fini sur ¥.
L’indice QQ désigne la tensorisation d’un faisceau abélien par Q.

Soient . un ¥-schéma formel, Z un .#-schéma formel lisse. Nous étendrons
d’abord le théoréme de descente par Frobenius aux modules sur les anneaux d’opé-
rateurs complétés é‘(o}n) (relatifs & ), et sur leur limite 9?‘%, lorsque m — oo. Nous
donnerons ensuite deux applications importantes de ces résultats : d’une part, nous
montrerons que ’action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham d’un @gg’?@-
module est un isomorphisme ; d’autre part, lorsque . = Spf ¥/, ces résultats nous
permettront de calculer la dimension homologique des faisceaux d’anneaux @g)7 et
de borner celle des faisceaux @5{76 et 9“;&/’@.

Nous introduirons ensuite la notion de F-@%’Q-module, i.e.de QQ’Q-module muni
d’une action de Frobenius. Dans la derniére section, nous expliquerons comment on
peut considérer cette notion comme la généralisation naturelle dans le cadre de la
théorie arithmétique des 2-modules des notions de F-isocristal convergent et surcon-
vergent.

Comme nous ’avons expliqué dans 'introduction, nous n’étendrons pas ici les théo-
rémes prouvés dans le chapitre précédent sur la compatibilité de F* aux opérations
de base sur les Z2-modules au cas des @fag”)—modules ou des Q:LKQ—modules, renvoyant
pour cela & [7], ou nous donnerons une construction systématique de ces opérations
prenant en compte les conditions de complétion nécessaires. Nous expliciterons néan-
moins ici dans le cas des modules cohérents la commutation de F* & l’extension
du faisceau d’opérateurs d’opérateurs (cf. 3.1). C’est en effet cette propriété qui va
nous permettre de ramener I’étude des F* —Q:L&f’@-modules cohérents a celle des 25

Z,Q"
modules cohérents munis d’une action de Frobenius en un sens convenable, grace au
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théoréme d’équivalence 4.5.4. Nous en déduirons alors le corollaire remarquable sui-
vant : bien que, comme nous le verrons en 4.2.3, ’anneau 9:'% @ he soit pas un faisceau

d’anneaux noethériens, la catégorie des F—g:"%' g-modules cohérents est une catégorie
K
ncethérienne.

4.1. Descente des @Ea?)-modules

Rappelons que, si e est I'indice de ramification absolu de ¥, on peut munir I’idéal
m d’une m-PD-structure si et seulement si p™ > e/(p — 1). Une telle structure est
alors donnée par un idéal m*, ot k est un entier tel que e/(p—1) < k < inf(e +1,p™)
(cf. [5, 1.3.1]). De plus, d’aprés la proposition A.4 de Pappendice, cette structure est
topologiquement m-PD-nilpotente si et seulement si e/(p — 1) < p™.

Pour ne pas étre limités dans certaines applications par des hypothéses sur 'indice
de ramification, nous serons ainsi amenés & considérer non seulement des relévements
du Frobenius relatif de la réduction modulo m d’un ¥-schéma formel 2, mais, plus
généralement, des relévements du Frobenius relatif de la réduction de 2 modulo
un sous-idéal de m contenant p. On supposera donc fixés dans la suite un tel idéal
a, et un idéal b C a qui soit un PD-idéal et munisse a d’'une m-PD-structure : si
a = mh, b = mF, b munit a d’une m-PD-structure si et seulement si e/(p — 1) <
k < inf(e + h,p™h), et cette structure est topologiquement m-PD-nilpotente si et
seulement si e/(p — 1) < p™h (cf. A.4).

4.1.1. Pour tout ¥-schéma formel ., nous noterons S; la réduction de . modulo
aitl. Comme b; = b + p¥ est principal, la PD-structure de b; s’étend & Os,. L’idéal
bOs, munit donc afs, d’'une m-PD-structure, ce qui nous permettra d’utiliser sur S;
les résultats des chapitres précédents.

Si 4 est un .#-schéma lisse, nous noterons @f;} &> Ou simplement égfn) lorsqu’au-
cune confusion n’est possible, le faisceau

ggfn) = @1 @%n/)y/ai+19fe;n/)y = @1 @ggl/)sy
2 1

Comme dans les chapitres précédents, nous travaillerons plus généralement avec
des faisceaux d’opérateurs différentiels & coeflicients dans une & ¢ -algébre % ¢ munie
d’une action compatible de 9‘(%”) : 81 B4 est une telle algebre, de réduction HBx, sur
X;, nous noterons

Z(m) _ Sgm (m) i+1 (m)
Dx —%ﬂfﬁ%@x/gﬂ = lim (B2 & D))o (%&“oﬁ%’r@%/y’)

(2

~ lim Bx, @ 2™
% Xi g2 IXils:

le faisceau d’anneaux séparé complété m-adique du faisceau d’anneaux B2 Q@ @%").
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Soit s un entier. Si F' : £ — £ est un morphisme de .#-schémas formels lisses
relevant F )3(0 /S0? et si & est un &4 -module, nous noterons comme sur les schémas
usuels F*&' = Oq ®¢,, &, FPE& = Homg,, (O ,8'"). Nous supposerons donnée
une 0 g -algébre & 4+ munie d’une action de @gv";), et nous poserons Bao = F*Bag.
Alors chacune des algébres F*%x; est munie d’'une action naturelle de 9§(T+S), de

sorte que, par passage a la limite, on dispose encore d’une structure d’anneau sur
@ (m+s) _ lez'«%'xi ® 9;7-}—3)'

EXEMPLE. — Reprenons la situation considérée en 2.2.8(ii) : on suppose donnés un
diviseur Z C Xp, d’image inverse Z' C Xés), et un entier r tel que p™*!|r. Grace &
2.2.9, on dispose pour tout i d’un isomorphisme .@;?Jrs)-linéaire F*Bx,(Z',1) —
PBx,(Z,p°r). D’aprés leur construction, ces isomorphismes sont compatibles pour i
variable, de sorte que, si ’on pose

Bor = Ba(2',7) =lim i Bx,(Z',1),  Ba = Ba(Z,p'r) =lim:Bx, (Z,p°r),
on en déduit un isomorphisme d’algébres éigﬂ)—linéaire
(4.1.1.1) F*By(Z' 1) = Bar (Z,p°r).
Les résultats qui suivent s’apliquent donc au couple d’anneaux
725 = im; Bx,(Z',r) ® @(m) et PP = Wm; Bx, (Z,p°r) ® @&’f*s?

4.1.2 PROPOSITION. — Soient s € N, ¥ un ¥ -schéma formel, & un & -schéma
formel lisse, Xo — Sy sa réduction modulo a, F : & — Z' un morphisme de .-
schémas formels lisses relevant F5, /S0 Alors :

(i) Fy éﬁ(“g’); Fgéfgflet FgFgé‘(%T,) sont Cespectivement munis de structtires ca-
noniques de (92,?“), @gn,))-bimodule, de (Qg),ﬁgﬂ))-bimodule, et de 9‘({?“)-
bimodule ; de plus, I’homomorphisme canonique

F;Fgégﬁ) - Fg*é‘(g,) (resp. Fg@ggl,) — Fg*Fgég?,))
est é‘(%nﬂ)-linéaire G gauche (resp. a droite), et identifie localement Fg*égl,) (resp.
Fgég?,)) @ un facteur direct de Fg*Fgégl,) sur §$+s).

ii) Il eziste un isomorphisme canonique de 2 -bimodules
(ii) p q X

(4.1.2.1) PG 2 FrF9GY.
(iii) Il existe un isomorphisme canonique de é(m,) -bimodules
(4.1.2.2) 237 _® )F*Q(m =5 9.
PGte

Si % est un ouvert affine de 2 tel qu'il existe sur Uy un systéme de coordonnées
locales relativement & S, et si les sections t; € I'(%, O a) relévent un tel systéme,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



90 CHAPITRE 4. F-2'-MODULES

alors, pour tout 4, Oy, est libre de type fini sur Oy, de base les t* avec 0 < a; < p°.
Il en résulte que les homomorphismes

Fro9%) — ;1_ m Fy 9, F395) — im R 950,
[

FIF95) — ;1_ m Fy F3 97,

sont des isomorphismes. Par passage ala hmlte, on en déduit donc les structures
de bimodule annoncées sur F*@ ‘%, , F"@ ) et Fy Fg @g), et le fait que les homo-
morphismes de (i) soient 9%"+8)—11nealres. Pour en construire localement un scindage
(resp. une rétraction) ng"“)—linéaire, il suffit d’observer que la donnée des ¢; définit
une famille compatible de scindages € x; = ﬁ)v(i (resp. rétractions Ox, — ﬁxg) Ox:-
linéaires, d’ou, par tensorisation avec @;’7) et application de F* (resp. F”), une fa-
mille compatible de scindages F* 9&77) — F;F} @ﬁ(,) (resp. rétractions Fy F"Q(m)
F} 9&?) ) @&T-"s)—hnealres.

Pour tout 4, on dispose de 'isomorphisme de égﬁs)—bimodules (2.5.2.1)
e o
Il résulte de la construction de ces isomorphismes qu’ils sont compatibles pour %
variable, ce qui fournit I'isomorphisme (4.1.2.1) par passage a la limite. De méme, on
dispose pour tout i de 'isomorphisme de 9;7)-bimodules (2.5.5.1)

P9y o F9¢ = 3%,
i é;17+3)

et ces isomorphismes sont compatibles pour ¢ variable. Comme les é(m“) modules
Fg@%n,) et Fy 92,?, sont localement facteurs directs de 9‘% ™+%)  ’homomorphisme

canonique

(imr3 ) o, (mFay) —im(Pogy o rayy)

Gy
est un isomorphisme, et I'isomorphisme (4.1.2.2) en résulte.

REMARQUE. — Soit Z  un ¥ -schéma formel lisse, de dimension relative d > 0. Il
résulte de 1’énoncé précédent que, si % est un ouvert affine de 2 possédant un
systéme de coordonnées locales t1,...,tq, et si m > 1, Panneau I'(%, @fg)) contient
des diviseurs de zéro. En effet, soit F' : 2" — £’ un morphisme de ¥ -schémas formels
lisses relevant la puissance m-iéme du Frobenius relatif de la réduction de X modulo
p. Les sections 2, avec 0 < a; < p™, forment alors une base de &g sur f4. Si 'on
note (0a)o<a;<pm la base duale de F*Oq = Home,, (Oa,04), 'isomorphisme
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(4.1.2.1) s’explicite comme un isomorphisme de @g{")-modules & gauche

2 = o F 50 g,
; .

Sil=7",eq estla décomposition de 1 € é(m), on a nécessairement e, # 0 pour .
tout a. D’autre part, on en déduit la relation eg =eg-1= de@_eg, avec egeq €

F*9) -0,, d'ott egeq = 05i f # a, €3 = ep.

Pour m = 0, I'(#, @ég)) est par contre un anneau sans diviseurs de 0 lorsque
% est connexe. En effet, il est sans p-torsion, et séparé pour la topologie p-adique.
Notant ici X¢ la réduction de X modulo m, il suffit alors de vérifier que I'(Uy, 9?0))
est sans diviseurs de zéro, ce qui résulte par exemple de ce que, pour la filtration
par Dordre, grI'(Uy, 9)(?0)) est une algébre de polydomes & coefficients dans I’anneau
régulier I'(Uy, Ox,).

Signalons que, pour m > 1, la famille d’idempotents considérée ici a été explicitée
par Garnier [24, 2.5], grace a la construction d’un opérateur différentiel d’ordre infini
H dont Paction sur &4 fournit la trace relativement & &4, divisée par p?s.

4.1.3 THEOREME. — Supposons les hypothéses de 4.1.2 satisfaites.

(i) Pour tout éggﬁ)-module a gauche &' (resp. égfrﬁ)-module a droite A'), F*&'
(resp. F* #') est muni d’une structure fonctorielle de éngs) -module & gauche (resp.
a droite).

(ii) Le foncteur F* (resp. F”) induit une équivalence entre la catégorie des égg‘,)-
modules o gauche (resp. & droite) et celle des §$+s)—modules G gauche (resp. a
droite).

(iii) Le foncteur qui associe @ un _@gfnﬂ)-module a gauche & (resp. G un §$+3)-
module a droite M ) le é(%"f)-module a gauche Fgé(@@@f;ﬂ) & (resp. le @%)-module

a droite M @ z(m+s) Fgég)) est quasi-inverse de F* (resp. de F*).
x

En appliquant F* & I'isomorphisme canonique égfn) ®g(m &' — &', on obtient
%I
un isomorphisme
(4.1.3.1) F9\ © & 5 Fre
7
Grace & 4.1.2(i), cet isomorphisme permet de munir F*&” d’une structure de é‘(;-rs) -

module & gauche, fonctorielle en &', d’ou (i). En tensorisant I’isomorphisme (4.1.2.2)
a droite par &', on voit que le foncteur & Fg@gﬁf) @ gim+s) & est quasi-inverse
a gauche de F*. De méme, en tensorisant I’isomorphisme (351.1.2.1) & droite par un
é‘({f“)-module a gauche &, on voit que ce foncteur est quasi-inverse & droite de F™*.

Les assertions relatives aux modules & droite se prouvent de la méme maniére.

4.1.4 REMARQUES
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(1) Supposons que & soit séparé et complet pour la topologie m-adique, de sorte
qu’il en est de méme pour F*&'. Pour tout i, F*(&'/ait1&") est muni d’'une structure
canonique de 9§T+s)-module. Par passage a la limite, on obtient donc une structure

de .@ggﬂﬂ)-module sur F*&'. Cette structure coincide avec celle qu’on définit dans
I’énoncé précédent au moyen de 'isomorphisme (4.1.3.1), car il suffit de le vérifier
modulo a™*! pour tout i, et d’appliquer & 'isomorphisme 9("}) -linéaire

75 @ (6'/a18) = &' fatts!
i é m)

x/
i

le fait que F* est un foncteur & valeurs dans la catégorie des égg”s)—modules.

(ii) Si &' est un égﬁ)-module a gauche, la structure de @gﬁlﬂ)-module a gauche
construite sur F*&” est indépendante du choix fait pour I'idéal b définissant la m-PD-
structure de a. En effet, il suffit par construction de le vérifier lorsque & est 'un des
é("f)‘ Or, si b’ est un autre idéal de ¥ munissant a d’'une m-PD-structure, il existe
une relation d’inclusion entre b et b’ , par exemple b’ C b, et b’ est nécessairement
un sous-PD-idéal de b puisque ¥ est sans p-torsion. Il en résulte que les opérations
de puissances divisées partielles sur les Px; (m)(v) sont indépendantes du choix fait
pour b. Par suite la factorisation ®} de F,’ construite en 2.2.2 ne dépend pas non plus
de ce choix, ce qui entraine I’assertion.

(iii) Sil’on suppose donné un .#-morphisme de ¥-schémas formels lisses G : 27 —

/ = m . . .
Z" relevant F'$ , alors, pour tout 2" module &" , 'isomorphisme canonique
(s) P p q
x§2/Sq

F*oG*&" = (Go F)*& est ég?lﬂﬂ/)—linéaire - il suffit encore de le vérifier lorsque
&' = éfggﬁa , et cela résulte alors de 2.2.3(iii) par passage a la limite.

(iv) Silon suppose que a est topologiquement m-PD-nilpotent, et si F' et F' sont
deux relévements du Frobenius relatif F)s(O /S0 les isomorphismes de recollement 7¢ fr :

F’*ég',l) - F *ég(”f) définis en 2.1.6 et 2.2.5 sont compatibles pour ¢ variable, et

fournissent par passage & la limite un isomorphisme canonique de (égﬁl“), égf,) )-
bimodules 7p g F”"@gﬁ,) — F* 9%). Il en résulte que le (9%n+s),9f$))-bimodule
F* 92?,) reste bien défini & isomorphisme canonique prés sans supposer donné un

relevement global de F§| /S0 On peut alors définir un foncteur F* /56 de la catégorie

des @f{fl,)—modules a gauche dans celle des ég”Ls)-modules a gauche en posant

— Z(m)
%orso = (FF) © &
D g
et les conclusions du théoréme restent valables.
(v) Les conclusions du théoréme entrainent formellement les conclusions analogues
pour les Q%EQ—moduleS (rappelons que, pour tout 2", on note 9&% = ng) ® Q).
Observons qu’on peut étendre au cas formel ’énoncé de commutation 3.1.3 entre
F* et extension de I’anneau d’opérateurs différentiels :
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4.1.5 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 4.1.2, soient m' > m, € a1 une Oq--
algébre munie d’une action compatible de 9% ), Bar — Cqr un homomorphisme
d’algebres 9‘(;,) -linéaire. Posons

I =589, Co =F %y, I =%6a090+
Pour tout &' € D"(gé‘(gﬁ)), il existe dans D‘(g@fg’+s)) un isomorphisme canonique

~ (o] L ~ ~(o L
(4.1.5.1) g § P& S (95 6 8.

S(m+s) &(m)
Dy’ D

D’aprés la définition des structures de ég,mrs)-module (resp. @gfnurs)—module) au
moyen de (4.1.3.1), I'isomorphisme & prouver peut encore s’écrire

~fo 1 L ~ L ~ ~ (! L ~(m!y L
GE & (FI) & &) HF 9T @ (9% & 6.
@‘(%'r'n+s) @.(%/""1/) @‘(QT/HI ) 9;’7’1’)
Par associativité du produit tensoriel, on est ainsi ramené & définir un isomorphisme
de (ng o), @g’,))-bimodules

(4.1.5.2) G+ @ R s prgin).

Z(m+s)
DT

Comme F™* é(éf,) est un éggﬂﬂ)—module localement projectif de type fini, le produit
tensoriel de gauche est complet, et il suffit de passer 4 la limite projective & partir des
isomorphismes (3.1.3.3) sur les X;.

REMARQUES

(i) Le lecteur prendra garde que, si on ne fait aucune hypothése de finitude sur
le complexe &', les produits tensoriels qui interviennent dans cet énoncé ne sont pas
complets en général. Nous renvoyons a [7] pour les énoncés mettant en jeu des produits
tensoriels dérivés complétés. Lorsque &g vérifie les conditions de [5, 3.3.3], de sorte
que ég?,) et égﬁ”‘s) sont des faisceaux d’anneaux cohérents, et que &' € Dz’oh(ég,?,)),
les produits tensoriels algébriques considérés ici coincident avec les produits tensoriels
complétés que nous utiliserons dans [7].

(ii) Lorsque a est m-PD-nilpotent, I’énoncé reste valable pour le foncteur F' ;: /So
en I'absence d'un relévement global de Frobenius.

4.2. Descente des Qk-modules

Par passage a la limite pour m variable, nous déduisons maintenant des résultats
précédents des énoncés analogues pour les Qk-modules.
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4.2.1. Avec les notations de 4.1.1, soit (%%n) )m>me un systéme inductif de &g -
algébres complétes pour la topologie m-adique. Supposons que, pour tout m, 1’algébre
%%) soit munie d’une action compatible de 9‘(9?), et que 'homomorphisme 33(3?) —
%fgﬂ) soit semi-linéaire par rapport & ’homomorphisme @gﬁn) — 9‘(;”1). Nous
noterons encore é%") = %gﬁ@ax @gfn) le faisceau d’opérateurs différentiels obtenu
par complétion p-adique de 335%’7) 6 g @gﬁ”, et nous poserons

By =l B, Ty = lig B = (B By P).
m m m

Soit a C m un idéal contenant p. Fixons un PD-idéal b C a (par exemple, b = (p)).
Quitte & augmenter mg, on peut supposer que, pour m > mg, b munit a d'une m-
PD-structure. On observera que, quitte & remplacer mg par mg + 1 si nécessaire, on
peut supposer de plus que cette structure est m-PD-nilpotente (cf. A.4). Pour tout 1,
nous noterons encore S; la réduction modulo a**! d’un ¥-schéma formel .#.

Soient s un entier, F : & — £ un morphisme de .#-schémas formels lisses
relevant F§ /S0 F*, F” les foncteurs correspondants (cf. 4.1.1). Nous supposerons

donné sur 2" un systéme inductif d’algébres (%%))mZmo comme précédemment,
et nous poserons ,%’(ﬁ;”s) = F*%%n,). D’aprés la remarque de 2.2.3, les homomor-
phismes F*%gﬁ) - F *%’f;‘,“) sont semi-linéaires par rapport & I’homomorphisme
@S%n) — Qg»nﬂ). Les 93’;?“‘3) forment donc un systéme inductif de &4 -algébres
du type précédent. Nous noterons éz,,,f,, é];[ les faisceaux d’opérateurs différentiels
correspondants.

ExXEMPLE. — Les faisceaux de fonctions & singularités surconvergentes le long d’un
diviseur fournissent un exemple type de la situation considérée ici. Reprenons en effet
les hypothéses de ’exemple de 4.1.1, et, pour tout m, posons 932?,) =% a(Z' pmtl),
de sorte que, avec les notations de [5, 4.2.4 et 4.2.5], on obtient %T%f, =0 (12",
2%, = 9%,.,(tZ'). On déduit d’autre part des isomorphismes (4.1.1.1) 'isomorphisme

(4.2.1.1) F*Ca (12 = 09 (12),
de sorte que I'on obtient également 2%, = 9%, (12).

4.2.2 PROPOSITION. — On suppose satisfaites les hypothéses de 4.2.1.

(i) Fg*éjag,, F3 Y, et Fg*FgéJr . sont respectivement munis de structures cano-
niques de (@T ,éfgg, ), (é‘t%,,é;; ) et é}x -bimodules. De plus, I’homomorphisme
canonique

FIF DYy — Fi DYy, (resp. FiDly, — FiFDY)
est @};K-linéaire G gauche (resp. a droite) et identifie localement Fgé)r . (resp. Fgé%,)
G un facteur direct de Fg*F,tj’é1L '
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(i) Il existe un isomorphisme canonique de é‘gf—bimodules
(4.2.2.1) P4 = FIF 9.
(iii) Il existe un isomorphisme canonique de 9%, -bimodules

(4.2.2.2) Fi 9%, 2 Fr Dy = Dy
x

Par passage a la limite inductive, on déduit de 4.1.2(i) les structures de bimo-
dule annoncées. Comme les scindages locaux Fy @gf‘,) — Fg*Fg .@g,",) (resp. les re-
tractions locales Fy F Q(m) — F "@(m,)) construits en 4.1.2 sont déduits du scindage
Oq1 — O (resp. de larétraction €g — Og) défini par un systéme de coordonnées
locales, ils sont compatlbles pour m variable, de sorte qu’ils fournissent par passage
a la limite un scindage 2! o--linéaire Fy 2%, > F ¢ by 9:[,3, (resp. une rétraction 9*

linéaire F Fj vt — F"@Jr /).
On obtient de méme les isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) par passage a la limite
inductive & partir de (4.1.2.1) et (4.1.2.2).

REMARQUE. — Il résulte de la remarque (ii) de 4.1.4 que les structures de bimodules
et les isomorphismes construits ici ne dépendent pas du choix auxiliaire du PD-idéal
b que nous avons utilisé pour appliquer les résultats de la section 4.1.

4.2.3 COROLLAIRE. — Soit Z un ¥ -schéma formel affine et lisse de dimension re-
lative d > 1. Les anneauz I'(Z", 9}5) et (%, 955’ o) =I(Z, 7 2) ® Q ne sont pas
nethériens.

L’assertion relative a I'( 2", 9;%) résulte simplement de ce que sa réduction modulo
a est 'anneau des opérateurs différentiels usuels I'( Xy, Zx, ), qui n’est pas noethérien.

Pour montrer assertion relative 4 T'(Z", @;LQ)’ on peut supposer que a = b = (p).
Choisissons pour tout m > 1 un ¥-schéma formel lisse 2 (™) relevant Xém)7 et un
¥ -morphisme F,, : 2 (™1 — 2 (M) relevant Fym-1 g, x\m D 5 x§™ . Soit

0
O : @;\,(m N Ju 93/,(,") I’homomorphisme canonique, qui envoie 1 sur 1 ® 1.
Posons
FM) = F oF, 10---0F : % — %™,

g(m) = pim=1x@g Yo Fm=2*(4, _1)o---06; : g’r F(m)*g}(m),
et solent &, = Ker(0(™ @ 1Id : 2}, o — F(™* 1, ) o) Am = D(Z, o). Les An,
forment une suite croissante d’idéaux & gauche de I'(Z", 2 %’Q), et il suffit de vérifier
qu’elle n’est pas stationnaire.

D’aprés 4.2.2, 6, est surjectif pour tout m, et son noyau s’identifie &

F (@Iwm ® Ker(Og -y = ﬁ%(m))’

x(m)
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I exposant V désignant le dual & 4 (m)-linéaire. Comme & ¢ (m—1) est localement libre de
rang p¢ > 1 sur 04 (m), et 7t o (m) Sans p-torsion, Ker(6,, ®1d) est non nul. Puisque les
F; sont fidélement plats, les homomorphismes F(m~=i=1*(9,. ) ® Id sont également
surjectifs et de noyau non nul, de sorte que les &, forment une suite strictement
croissante d’idéaux & gauche de -@;r,@ Comme ils sont cohérents (et méme localement

projectifs de type fini) sur @];LY’Q, Passertion résulte alors du théoréme A [5, 3.6.4].

4.2.4 THEOREME. — Sous les hypothéses de 4.2.1, le foncteur F* (resp. F”) définit

une équivalence de la catégorie des 9‘%,-modules a gauche (resp. & droite) avec celle

des 9};{ -modules & gauche (resp. a droite). Le foncteur & — F"@}g, ®@gt & (resp.
x

M = jﬁg@& F*éi;g/) est quasi-inverse de F* (resp. F*).

Soit &' un 2,,-module & gauche. Compte tenu de 4.2.2, la structure de é}X -module
a gauche de F*&' est fournie par I'isomorphisme canonique

F*9%, ® & = F* 6.
P
Le fait que le foncteur & — F” él)x' ®97§r & soit quasi-inverse de F™* se déduit encore
des isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) en procédant comme en 4.1.3.

REMARQUES

(i) Comme on ’a observé en 4.2.1, la m-PD-structure de a est m-PD-nilpotente
pour m > mg + 1. Il s’ensuit que, si F' et F' sont deux relévements de Frobenius,
les isomorphismes 7p g/ : F' *égﬁ) = F*ég?,) sont définis dés que m > mg + 1.
On obtient donc, sans hypothéses sur ¥ ni sur a, un isomorphisme canonique de
(QJr ,@T ,)-bimodules 7p g/ : ot = F*é“;(, En recollant par ces isomor-
phismes les bimodules F™* 2%, définis par des relévements locaux de Frobenius, on
obtient donc un bimodule qu’on notera encore F™* 7 41, bien défini méme s’il n’existe
pas de relévement global du Frobenius relatif. En utilisant le bimodule F™* 9., ainsi
obtenu, on peut proceder comme en 4.1.4(iv) et généraliser la construction du foncteur
F* de la catégorie des 9 ﬂ/,-modules dans celle des QT -modules sans supposer 'exis-
tence d’un relévement global F'; le théoréme précédent reste alors valable. On notera
que le foncteur Fg* /S0 ainsi obtenu est encore indépendant du choix du PD-idéal
bCa.

(ii) Le théoréme implique formellement ’énoncé analogue obtenu en remplagant
9];2,/' et 2‘;; par 9},7(@ et 9}@‘

Notons enfin que le foncteur F™* (resp. F'g" / s,) commute & l'extension du faisceau
d’opérateurs différentiels au sens suivant :
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4.2.5 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 4.2.1, soit &' € D‘(gé‘g{m,)). Il existe
dans D~ (8 @1@;) un isomorphisme canonique
ot L * pl ™~ * (ot L !
(4.2.5.1) D% © F& S F (2, © &).
Fin+o) P
Utilisant I’associativité du produit tensoriel, on se raméne encore & prouver I’énoncé

dans le cas ou &' = ég?,) Il résulte alors de (4.1.5.2) par passage a la limite inductive
lorsque m' — oo.

4.3. Action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham

Nous explicitons maintenant quelques conséquences des théorémes de descente qui
précédent, en montrant notamment que les fleches de fonctorialité induites par Fro-
benius sur la cohomologie de de Rham d’un @%’L’g-module ou d’un @%’Q—module
sont, des isomorphismes. Ce résultat généralise le théoréme classique sur l'action de
Frobenius en cohomologie cristalline [9, 1.3].

Dans cette section et dans la suivante, nous aurons 4 utiliser le complexe de Spencer,
qui sert en caractéristique 0 & fournir une résolution de &x localement libre de rang
fini sur 2x. Nous préciserons donc d’abord dans quelle mesure il peut encore étre
employé & cet effet sur les anneaux d’opérateurs différentiels considérés ici.

4.3.1 PROPOSITION. — Soient X — S un morphisme lisse entre deux schémas quel-
conques (resp. entre deux ¥ -schémas formels), d la dimension relative de X sur S,
Ix = (Q%)V le faisceau tangent de X relativement a S.

(i) 1l existe un homomorphisme canonique Ix — 9§?), induisant un isomorphisme
(4.3.1.1) S(Tx) = gr 7Y

entre l'algebre symétrique de Tx et le gradué associé a 9§?) pour la filtration par
Uordre.

(ii) L’application 9§?) — Ox envoyant un opérateur P sur P -1 fait du compleze
de Spencer

d
@g?)gz) Aﬂx—>~~~—>9§?)g§> .?X—>9§?),
X

X

; , 0) 5. . .
une résolution Qg{)-lmeazre de Ox.

On sait (voir par exemple [1, ch. II, prop. 2.1.5]) que ’homomorphisme canonique
@ﬁ” — Px induit entre les opérateurs d’ordre < 1 un isomorphisme 9;9’)1 = Dx 1.
On en déduit ’existence d’un homomorphisme €x-linéaire Ix — 9;?) factorisant
’homomorphisme usuel Jx — Py, et induisant un isomorphisme Jx — gr, @g?).

Pour vérifier que ’homomorphisme S(Jx) — gr @g?) qui en résulte est un isomor-
phisme, on peut se placer sur un ouvert ot X posséde des coordonnées locales, et cela
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résulte de la description de la structure d’anneau de 9;?) donnée dans [1, ch. II, cor.
4.2.6], ou [5, 2.2.4].
Rappelons que la différentielle du complexe de Spencer est donnée par

P& (ug A--- Auy) »—>Z (=)' Pu; @ (ug A~ ATy A Aug)

+ 3 (DHP O (lus,u] Aug A AT Ao AT A Aug).
i<j
Comme dans le cas classique [28, 1.6], on voit qu'il donne une résolution de £x en
munissant le terme 9(0) ®@ Ak Fx de la filtration produit tensoriel de la filtration par
lordre sur @g(), et de la filtration de A*¥ Iy égale & 0 en degrés < k, et & A¥ Ty en
degrés > k, puis en passant au gradué associé, ce qui raméne au complexe de Koszul
d’une algébre de polynomes.

REMARQUE. — En général, la fleche S(Ix) — gr Qg(m) n’est pas un isomorphisme
pour m > 1, et, de méme, le complexe de Spencer sur Qg(m) n’est pas une résolution
de Ox : on s’en convaincra immédiatement & partir des relations de [5, 2.2.4].

4.3.2 COROLLAIRE. — Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0, p), & un ¥ -schéma formel, Z un .#-schéma formel lisse. Alors

(0)

le complexe de Spencer @Q; ® N* Ta est une résolution @ng)-line’aire de O .

En notant X; — S; la réduction modulo mi*! de 2" — ., le complexe
ég) QN T = Og

est la limite projective des complexes @§?} @ N Ta, — Ox,. Or chacun de ces com-
plexes est acyclique d’aprés la proposition, et ils forment un systéme projectif de
complexes & termes quasi-cohérents, et & morphismes de transition surjectifs, donc
acycliques pour le foncteur @ Par passage & la limite, on obtient donc encore un
complexe acyclique.

Comme dans le cas algébrique, le complexe de Spencer @g;n) ® A*T9 n’est pas en
général une résolution de &4 si m > 0. Par contre, I’énoncé suivant montre que 1’on
obtient une résolution aprés tensorisation par Q.

4.3.3 PROPOSITION (cf. [3, 3.2.2]). — Soient ¥ un anneau de valuation discréte com-
plet d’inégales caractéristiques (0, p), & un ¥ -schéma formel, Z un .#-schéma for-
mel lisse. Pour tout m, le complexe de Spencer 9;{1% ® N T est une résolution
@E{Z’,?Q-linéaire de O . De méme, le complezxe @j’%’@ ® AN Ta est une résolution
Q%Q-linéaire de O o.

Pour tout m, I’homomorphisme canonique 9‘(93) — 95%”) donne un isomorphisme
aprés tensorisation par Q. D’autre part, comme 9("’ est & sections noethériennes
sur les ouverts affines, @‘(%, est plat sur Q(m) (cf. |5, 3.2.3]). Par conséquent, Q(m)
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est plat sur 9‘(;)@. Le complexe de Spencer usuel étant une résolution de &g o sur
.@‘(o,g)’@, le complexe QSJ?EQ ® A* T est une résolution de éfﬁfm}@ ® ?2® O 4 - Le calcul
en coordonnées locales raméne alors & vérifier que ’homomorphisme canonique

D0 S D00 — Oz

est un isomorphisme, ce qui résulte de 3, (3.2.1)].
L’assertion relative & 9}“@ ® A*Tq résulte alors de la précédente par passage a
la limite.

4.3.4. Revenons maintenant aux conséquences des théorémes de descente. A partir
de 4.1.2 et 4.1.3, on peut reprendre les raisonnements de 2.3.8, 2.5.3 et 2.5.7, et en
déduire que les énoncés analogues sont valables sur é%’f) et @g/nﬂ), ainsi que sur
égﬁ)Q et égﬁgs). De méme, grace a 4.2.2 et 4.2.4, on peut étendre ces propriétés a
é;z-, et éjag, ainsi qu’a é‘;f, oet @}Q Pour abréger, nous les énoncerons simplement
sur ég/ri) et ég?'m :

(i) Les @;;nﬂ)—modules F* é‘(%m,) et F* 9% sont localement, projectifs de type fini
(respectivement & gauche et a droite). Un égff)—module a gauche &' (resp. a droite
M") est localement projectif de type fini si et seulement si F*&' (resp. F*.#') est
localement projectif de type fini sur é‘(gﬁs).

(ii) Si B4 est telle que, pour tout i, & x; soit une 0 Xlg—algébre quasi-cohérente
a sections noethériennes sur les ouverts affines, un égﬂ,)-module a gauche & (resp. a
droite .#") est cohérent si et seulement si F*&' (resp. F*.#") est un @%"H)—module
cohérent,.

(iii) Un 2™ _module & gauche &' (resp. & droite .#") est plat si et seulement si
F*&" (vesp. F°.#") est plat sur égfnﬁ).

(iv) Solent &' € D‘(gé(éfn,)), NANS D‘(.@é?,)d). Sif: 2 — & estle morphisme
structural, il existe dans D~ (f '€ ) un isomorphisme canonique

L ~ L
(4.3.4.1) Fa o F&u @ &.

Fym+o) F0m

(v) Si&' e DT (8 @gﬁ,)) et ' € D(8 égfl,)), le foncteur F* induit des isomorphismes

(4.3.4.2) ijomé(m)(ﬂ’, & = R.}fomé(ers)(F*ﬁ?',F*é”’),

2z x
(4.3.4.3) RHoméé’;,) (F',8") = RHoméf;+s)(F*ﬁ’, F*&").
En particulier, lorsque m = 0, ces isomorphismes fournissent des isomorphismes
(4.3.4.4) v 2 E = R%om@é;)(ﬁ’gg,["*g’),

x!
(4.3.4.5) RL4r(2,€") = RHomy) (Oa , F*&").

x
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Comme toujours, I’hypothése d’existence d’un relévement global de Frobenius peut
étre supprimée si la m-PD-structure de a est nilpotente.

Lorsque 'on tensorise par @, I'isomorphisme (4.3.4.2) entraine que I'action de Fro-
benius sur la cohomologie de de Rham d’un @gfn,) g-module est un isomorphisme :

4.3.5 THEOREME. — Sous les hypothéses de 4.1.2, soit &' € D+(g@$)@) (resp.

D"’(gQJr 1)) Alors le morphisme induit par fonctorialité par F entre les complezes
de de Rham

(4.3.5.1) 0y @ & — QY © F*&
O o O

est un quasi-isomorphisme. Lorsque &' € DT (8 9};{,,@), ou lorsque &' € D+(g§gﬁ)@)
et que a est m-PD-nilpotent, ce quasi-isomorphisme reste bien défini dans la catégorie
DT (f~Y(Os)) sans supposer qu’il existe un relevement global de Frobenius (en notant

& ->9).
Comme F*O g+ = Og4, on déduit de (4.3.4.2) I'isomorphisme
R#om 5(m) (ﬁggr Q,(p“") l) R#om A(m+s)(ﬁgy’Q,F*éa').
93‘?"0 ’ Do

D’aprés 4.3.3, on peut calculer ces foncteurs dérivés en prenant d’une part la résolution

de Spencer de &g g sur @%{Q, d’autre part la résolution de Spencer de &g ¢ sur

@ m+s . On obtient ainsi des isomorphismes

Q}g, ® & = R%Om@\(m) (ﬁ@’g@,é‘ﬂ),
ﬁ_‘xr x',Q
F*&" = R omzm+e)(Oa o, F*E"),
w2 omgemin (O 0 )

d’ou par composition un isomorphisme dans la catégorie dérivée

(4.3.5.2) e ® E 5 Ny ® F*&',
%

O g
qui reste bien défini globalement sans hypothése sur l'existence de F' lorsque a est
m-PD-nilpotent, car c¢’est le cas pour I'isomorphisme (4.3.4.2).

Il reste & s’assurer que cet isomorphisme est bien celui que définit F' par fonctorialité
entre les complexes de de Rham. Par construction, (4.3.5.2) est le quasi-isomorphisme

Vi © 8= Homizm (D5 g @A Ta, &)
~ 3 * A( ) . *
— %Om@g?,g” (F (@éxn',’(@ & A ngl),F éol)
Pour le comparer & (4.3.5.1), on construit un morphisme de complexes
PG ON Ty — F* (DY) @ N Tar)
de la maniére suivante. Pour tout k, on dispose d’'un homomorphisme canonique

PG © N Ta = DL © F* NF T
ze 2 e
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Gréace I'isomorphisme (4.1.2.1), on obtient ensuite les homomorphismes

G o F N Tor 2 F*@("‘)Q ® 0% ®

@ F*A¥ Tg
a O

F*@ Q@é’v ®/\%g/
O o

X!

b P9y © ATy,
%‘I

le dernier étant défini par I'évaluation en 1 sur €% = Home, (Oa,049). Pour
vérifier qu’on obtient bien un morphisme de complexes, on peut procéder par réduc-
tion modulo m*! pour tout i, puis passer aux duaux €x,-linéaires en utilisant la
filtration par 'ordre : en revenant & la construction donnée en 2.5.2, on voit alors
facilement d’une part que le dual de ’homomorphisme ainsi construit est défini par
les homomorphismes ,@}}L(m) @ Ok X = PR (mis) © Q% induits par F, et d’autre
part que les différentielles de ces complexes correspondent par dualité aux linéarisa-
tions des différentielles des complexes de de Rham (au sens de {26, 6.2] et [1, ch. IV,
3.1]). L’assertion en découle, d’out I’énoncé relatif a é‘(%’f"?Q L’énoncé relatif a @iﬁr,o se
prouve de la méme maniére.

4.4. Dimension homologique

Soient X un k-schéma lisse, Z un ¥-schéma formel lisse de dimension relative d.
Le théoréme de descente par Frobenius va nous permettre ici de ramener 1’étude de
la dimension homologique des faisceaux d’anneaux Qﬁ(m) et égfn) a celle de @;?) et
@g). Nous en déduirons que, si 2 est affine, la dimension homologique des anneaux
(%, @gf")) est égale & 2d + 1, et que celle des anneaux I'(Z", @?6) et (2, 9&@)
est respectivement majorée par 2d et 2d + 1.

4.4.1 LEMME. — Soient S un schéma quelconque, et X un S-schéma lisse purement
de dimension relative d sur S.

(i) Le morphisme wx ® gy 95?) — wx défini par la structure de Qf)-module a
droite de wx fait du complexe de de Rham Q% ®9§?) de @g’) (vu comme @g?)—module
G gauche) une résolution Qgp)-linéaz’re 4 droite de wx placé en degré d.

(il) Pouri #d, éaxtg(o)(ﬁx, @ﬁ))) =0, et il existe un isomorphisme canonique de

QX -modules a droite
(4.4.1.1) Eatd o, (Ox, 2Y)) = wx.
X
Pour prouver (i), on procéde comme pour 1'énoncé analogue 4.3.1 relatif au com-

plexe de Spencer : on filtre le complexe Q% ® @ﬁ?) en utilisant la filtration par ’ordre,
et, en passant au gradué associé, on se rameéne au complexe de Koszul de wx @ (gr 9?))
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par rapport a la suite réguliére formée par les classes d’une base locale de dériva-
tions (c¢f. [28, 1.6]). L’assertion (ii) en résulte en utilisant la résolution de Spencer de
Ox pour calculer Rc%ﬂom%?) (Ox, 9;?)) ; le complexe jfom'gf‘?)(ﬁgg) QN Ix, @)((0))

s’identifie alors au complexe de de Rham Q% ® 9§?).

4.4.2 COROLLAIRE. — Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0,p), & un ¥ -schéma formel, X un .#-schéma formel lisse pure-

ment de dimension relative d sur .
(i) Si Uon munit wg de la structure de @‘(ﬁe)-module a droite définie par passage a
la limite a partir de 1.2.6, le compleze de de Rham Q% Qg 9? est une résolution

Qg)-linéaire a droite de wg placé en degré d.
(ii) Pouri # d, (fxt"@gg) (O, @g?) =0, et il existe un isomorphisme canonique de

@fgg) -modules a droite

(4.4.2.1) é’xt‘%g})(ﬁ%, 729) = war.

L’assertion (i) résulte de I’énoncé précédent par passage a la limite comme en 4.3.2,
et 'assertion (ii) s’en déduit aussitot.

4.4.3 PROPOSITION. — Soient R un anneau neethérien régulier de caractéristique p,
f: X =8SpecA — S = Spec R un morphisme affine et lisse, dont les fibres sont de
dimension d, r = sup,¢ ¢ x) dim Og 5. Pour tout m > 0, l'anneau D(Xm) =I(X, Qg(m))
est de dimension homologique égale a 2d + r.

Soient X' = X(™) Dimage inverse de X par le m-iéme itéré du morphisme de
Frobenius absolu de S, F = F )'("/ s : X = X' le morphisme de Frobenius relatif cor-
respondant. Comme un &x-module &' est quasi-cohérent si et seulement si F*& est
un &x-module quasi-cohérent, F™* induit d’aprés 2.3.6 une équivalence de catégories

entre la catégorie des D()?,) -modules & gauche et celle des D(Xm)—modules 4 gauche. Les

dimensions homologiques de Dg?,) et D(Xm) sont donc égales, de sorte qu’il suffit de

montrer 1’énoncé lorsque m = 0.

Dans ce cas, le gradué associé a la filtration par I’ordre sur D()?) s’identifie & I’algébre
symétrique du A-module projectif de type fini I'( X, Ix ), ou Ix est le faisceau tangent
sur X relativement 4 S. Comme A est régulier de dimension d + r, et Jx localement
libre de rang d, gr D()?) est un anneau régulier de dimension 2d + r. D’autre part, un
argument classique basé sur 'utilisation de résolutions filtrées libres (voir par exemple
[10], 28], [39], ou le Séminaire Malgrange [32, exp. IV], ou encore [34]) montre qu’on
a 'inégalité

dim DE,?) < dimgr Dg?) =2d+r.
Pour achever la démonstration, il suffit alors de donner un exemple de Dg?)—module

E tel que Ext?(t)’"(E,DS?)) # 0. Soient y € f(X) un point tel que dim &g, = r,
X
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51,...,8, € mgy C Os, une suite réguliére de générateurs. On peut alors trouver

un point fermé z € X, d'image y dans S et de codimension d dans sa fibre, tel qu’il

existe dans mx , un systéme de coordonnées locales t1,...,tq en x relativement a S.

Les sections s1,..., sy, t}, ..., th appartiennent au centre de @gg}z, de sorte que le Ox-

module & support ponctuel & = Ox ,/(s1,...,5,,1],...,t5) a une structure naturelle

de Qgg)—module. En utilisant I'isomorphisme &mfd9 0 (Ox, Qgg)) ~ wy, et le fait que
X

la suite sq,...,s,,t},...,t} est une suite réguliére sur wx ., on vérifie facilement que

é"xt;d(ﬁf(é’ , @g?)) # 0, de sorte que E = I'(X, &) fournit ’exemple cherché.
X

REMARQUE. — Pour m > 1 et d > 1, les classes ; des dérivations 0; associées & un
systéme de coordonnées locales vérifient la relation 67 = 0 dans gr 27" (la filtration
étant toujours la filtration par ’ordre). Par suite, gr D(Xm) n’est pas un anneau régulier,

et n’est pas de dimension homologique finie.

4.4.4 PROPOSITION. — Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0,p), Z un ¥ -schéma formel affine et lisse, de dimension relative d
sur V. Pour toutm > 0, l'anneau ﬁgvn) =T(Z, @gfn)) est de dimension homologique
égale a 2d + 1.

Soient m 'idéal maximal de ¥, k son corps résiduel. L’anneau ﬁgf) est un anneau
neethérien [5, 3.2.2], séparé et complet pour la topologie m-adique. En passant au
gradué associé a la filtration m-adique, il en résulte que

dim ﬁfg) < dimgr ﬁ(;y")
(voir par exemple [34, D, Cor. 7.11]). Soient X la fibre spéciale de Z°, et posons
Dg(m) = I'(X, Qg(m)) ~ gr¥ ﬁg/n) Comme ﬁ%) est sans p-torsion, on définit un iso-
morphisme de k-algébres graduées

Dfxm) (% k[t] = gr ﬁfgf)

en envoyant ¢ sur la classe dans gr! 13(5;") d’une uniformisante = de ¥. Si T = Spec k [t],

et Y = X x T, ’homomorphisme naturel

Dy Ok[f] —T(Y, A7)
est un isomorphisme, de sorte que, d’aprés 4.4.3, dim gr 13(3?) =2d+ 1.
On obtient donc ainsi la majoration

dim DY < 2d + 1.

Pour montrer qu’il existe sur ﬁfgg’) un module de dimension projective 2d + 1, on
peut, comme dans la démonstration de 4.4.3, utiliser la descente par Frobenius pour
se ramener au cas ou m = 0. En effet, soient Sop = Spec(¥ /p¥'), Xo la réduction de 2

modulo p, et F: 2 — Z"' un morphisme de ¥ -schémas formels lisses relevant F)’}’O /So"
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Grace au théoréme 4.1.3; il suffit alors de montrer que D9 est de dimension homo-

'%'l
logique 2d + 1. Supposons donc que m = 0. On choisit alors un point fermé z € X de
codimension d, tel qu’il existe une suite réguliére de paramétres ¢1,...,tq € mx , qui
soit un systéme de coordonnées locales, et on pose E = Ox ,/(t},...,t}), vu comme

ﬁg)—module‘ Soit & le @gg)-module a support ponctuel correspondant. A partir de
l’isomorphisme (4.4.2.1) et de la suite exacte longue définie par la multiplication par
m sur &g, on obtient un isomorphisme de Qgg)—modules A droite

éaxt%-g)(ﬁx,é‘(gg)) AdN wx.

Comme le complexe de Koszul de la suite (¢}, ..., tg) sur Ox est une résolution @2)—
linéaire de &, on en déduit que g'xt%‘g)l(g , @g)) # 0.

4.4.5 PROPOSITION. — Soient Z un ¥ -schéma formel affine et lisse de dimension
relative d, DE%”) =T(Z, 92;”), E un D%)-module dAe type fini sans p-torsion. Alors
E posséde une résolution projective de type fini sur D(g?) de longueur < 2d.

Comme 132?) est sans p-torsion, il en est de méme de tout ﬁ(é,?)-module projec-

tif. Soient P* une résolution projective de type fini de E, et N = Z~2+1(P*). Le
complexe
0—N—PpP2! ... P 3E——0

est alors un complexe acyclique, & termes sans p-torsion. Par réduction modulo m,
on obtient donc un complexe acyclique dans lequel les termes P!/mP? sont projectifs
de type fini sur ﬁ%)/mﬁfgfl) ~ (X, _@§(m)) = Dg(m). D’aprés 4.4.3, E/mE est de
dimension projective < 2d, de sorte que N/mN est un D(Xm)—module projectif de type
fini.

11 suffit donc de prouver que, si N est un ﬁg}n)—module de type fini sans p-torsion,
et tel que N/mN soit projectif sur D&m), alors N est projectif sur ﬁ%") Soient
u : L — N un morphisme surjectif, oi L est un ﬁ%n)—module libre de type fini,
et M = Ker(u). Puisque N est sans p-torsion, M/mM est le noyau de la réduction
de u modulo m. La projectivité de N/mN entraine qu’il existe un isomorphisme
D$™-linéaire N/mN & M/mM 5 L/mL. On est alors ramené & prouver que si N
vérifie les conditions précédentes, et si de plus N/mN est libre sur D(Xm), alors N est
libre sur 13%") Soient ey, ..., e, des éléments de N relevant une base de N/mN, et
u: L = (ﬁgg))" — N I’homomorphisme défini par les e;. Comme N est séparé et
complet pour la topologie m-adique, u est surjectif. Son noyau M a pour réduction
modulo m le noyau de la réduction de u, qui est nul. Or, ﬁ(g?) étant noethérien, M
est également séparé et complet. Par suite, M = 0, et N est libre.

4.4.6 PROPOSITION. — Sous les hypothéses précédentes, soit 132?)@ = 13(5?) ®Q ~
N, Qgrn?Q) Alors ng?)@ est de dimension homologique finie d', avec d < d' < 2d.
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La minoration d < d' résulte de ce que I'(2", &2 ) est de dimension projective d
sur ﬁ(g?)Q, comme le montre le calcul des Ext® par la résolution de Spencer.

D’aprés [EGA, Oy (17.2.3)] (qui reste valable dans le cas non commutatif), il
suffit, pour obtenir la majoration d' < 2d, de vérifier que, pour tout ﬁ(g’)@-module E
de type fini (ou méme monogeéne), et tout ﬁ%",)(@—module M, on a

Extlsm) (E,M) =0
X ,Q

pour ¢ > 2d. En utilisant une présentation de E sur ﬁg}z)@, on peut trouver un ﬁgf)—
module de type fini £° tel que E ~ Ep, et, quitte & diviser E° par son sous-module
de p-torsion, on peut supposer que E° est sans p-torsion. La proposition précédente

entraine que E° posséde une résolution projective sur 13(%’,”) de longueur au plus 2d.

Par suite, il en est de méme pour E sur D;?)Q, d’onl Passertion.

REMARQUE. — Il parait vraisemblable que la majoration fournie par I’énoncé 4.4.5
ne soit pas optimale, et qu'un D(ﬁ?)—module de type fini sans p-torsion soit en fait
de dimension projective au plus égale & d. Dans ce cas, la dimension homologique de

13(5?,)@ serait égale a d.{

4.4.7 PROPOSITION. — Sous les hypothéses précédentes, soit DL@{,Q = li_n_}mﬁ(g?’)(@ ~
[(Z,DY o).
(i) Tout D}’Q-module cohérent est de dimension projective au plus égale a 2d.

(ii) L’anneau DT%,@ est de dimension homologique finie d', avec d < d" < 2d+ 1.

Soit £ un DT%YQ-module cohérent. Il existe alors un entier m et un ﬁf%'%—module
cohérent E(™) tels que E ~ DT%Q Q@ pim) EM) D’aprés 4.4.6, E(™) posséde une
résolution projective de longueur < 2d sur D(}")Q Comme @}{’Q est plat sur @gg%
[5, 3.5.4], il s’ensuit par extension des scalaires que E posséde une résolution projective
de longueur < d.

La relation d < d" résulte encore de ce que &4 g est de dimension projective d sur

9;5,@' Pour prouver que d’ < 2d + 1, il suffit de prouver que
Ext: (E,M)=0

X ,0Q
pour tout Di’%,@-module monogéne E, tout D:@[’Q—module M et tout ¢ > 2d + 1. Soit
E~ D;K,Q /I une présentation de E, et, pour tout m, posons

Im = DYy o(UNDY)),  Em =Dy o/ Im.
Onaalors I =, Im, E ~ li_rr_;mEm, et, pour tout M, un isomorphisme
Hothjr (E,M) — %nHomDL-;,Q(Em’M)’

,Q
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d’ou résulte une suite spectrale

Ey! = RUmExt! (B, M) = E" =Ext?, (E,M).
- x.0 .0
Or, pour tout m, I, est un idéal & gauche de type fini de Dt@,@, puisque ﬁ(g?)Q

est neethérien. Par conséquent, F,, est cohérent sur Dj'%, o €t les Ext’b ¢+ (BEm, M)
. ’ x’Q
sont nuls pour j > 2d d’aprés (i). Comme les dérivés Rz@m sont nuls pour ¢ > 1,

l’assertion (ii) en découle.
Grace au théoréme A pour les différents types de modules considérés [5, 3.3.9, 3.4.6
et 3.6.4], les énoncés précédents entrainent immédiatement le corollaire :

4.4.8 COROLLAIRE. — Soit & un ¥ -schéma formel lisse de dimension relative d.

(i) Tout @ggfn)-module cohérent posséde localement une résolution localement pro-
jective de type fini de longueur < 2d + 1.

(ii) Tout @g‘)-module cohérent sans p-torsion posséde localement une résolution
localement projective de type fini de longueur < 2d.

(iil) Tout @f;é}-module cohérent posséde localement une résolution localement pro-
jective de type fini de longueur < 2d.

(iv) Tout 9;77Q-module cohérent posséde localement une résolution localement pro-
jective de type fini de longueur < 2d.

(v) Les catégories Dsoh(_@gfn)), Db @‘%n?Q) et Dz’oh(g‘%@) sont respectivement

égales Dgarf(g(gm)), Dgarf(g(ﬁ%) et Dgarf(g}g’@).

4.5. Descente des F-.@%YQ-modules

Nous introduisons ici la notion de F' —@}’Q—module, qui formalise la donnée d’une
action de Frobenius sur un QEKYQ—mOdule. Comme nous le verrons dans la section
suivante, cette notion constitue une généralisation naturelle, dans le cadre de la théo-
rie des Z-modules arithmétiques, de la notion de F-isocristal. Nous montrons dans
cette section comment les théorémes de descente par Frobenius permettent de 'inter-
préter en termes de ég))@-modules. Une premiére conséquence intéressante de cette

interprétation est la ncethérianité de la catégorie des F' -Qk@-modules cohérents.

4.5.1. Soient k un corps parfait de caractéristique p, ¥ un anneau de valuation
discréte complet de corps résiduel &, d’idéal maximal m, dont le corps des fractions
K est de caractéristique 0, s > 1 un entier, 0 : ¥ — ¥ un automorphisme relevant
la puissance s-iéme de I’automorphisme de Frobenius de k. Dans ce qui suit, nous
considérerons s et o comme fixés.

Si £ est un ¥-schéma lisse, nous noterons 2"/ = 27 le ¥-schéma formel déduit de
Z par le changement de base défini par o. Rappelons que, d’aprés 4.2.4, on dispose
d’une équivalence de catégories naturelle F'* entre la catégorie des @:[%,,Q—modules
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et celle des QQ’Q—mOduleS, définie par recollement des foncteurs F* fournis par des
relevements locaux de F'y Ik ol X est la réduction de £ modulo m. Si & est un
Q}K’Q—module, nous commettrons ici 'abus de notation consistant & désigner par F*&
le QQ’Q—module F*&° ou &7 est le QQ,YQ—module déduit de & par le changement
de base o.

On peut itérer le foncteur F* de la maniére suivante. Pour tout n > 0, soit 2 (")
le #-schéma formel déduit de 2" par le changement de base ¢". Si F : & — 2/
est un relévement de F'g ;. , soit FO . 20 5 2@+ Je morphisme déduit de F' par
changement de base. Pour tout n > 0, on pose F" = Fo Do .oF . & - 2,

Le foncteur F™* est une équivalence entre la catégorie des -@;;(n) g modules et celle
des 9%’Q—modules. Pour tout Qk@-module &, nous noterons F™*& le QQYQ-module
F™ &7 . Par transitivité des images inverses, le foncteur F™* est canoniquement iso-
morphe au foncteur (F*)" = F* o --- 0 F* obtenu en itérant n fois le foncteur F*. 1l

est indépendant & isomorphisme canonique prés du choix du relévement F' de F§ Ik

DEFINITION. — Avec les notations précédentes, on appelle F —@j'%@-module (ou F-
QQ’Q—module s’il y a risque de confusion) la donnée d’un Q;K’Q—module & et d'un
isomorphisme QQ’Q-linéaire ® : & — F*&. Un morphisme de F—@f@’@—modules
u: (&,9) - (£,7¥) est un morphisme @‘T%’@—linéaire u:8 — F tel que PVou =
F*(u) o ®. Nous dirons qu’un F' —QQ‘Q—module (&, ®) est cohérent si & est cohérent
en tant que @};K,Q—module. Nous noterons F2t(2) (resp. F@goh(% )) la catégorie
des F-@},Q—modules (resp. cohérents).

Si K est le sous corps de K formé des éléments invariants par o, la platitude de
F entraine que les catégories F91(%) et F 2t (X ) sont des catégories abéliennes

coh
Ky-linéaires, la formation des noyaux et conoyaux commutant & ’oubli de .
Si (&, ®) est un F—@}KVQ—module, on dispose pour tout n d’un isomorphisme 9}{’@—

linéaire " : & — F™* &, défini comme le composé

" = F" 1% (®)o---0&.

EXEMPLES

(i) Comme F*@gq ¢ = O« ¢, y compris en tant que Qk’Q-module, lidentité de
O 4 @ définit sur &4 g une structure canonique de F—@}’Q-module.

(ii) Soit Z C X un diviseur. Il résulte de I’isomorphisme (4.2.1.1) que le faisceau
O o(1Z) des fonctions sur 2~ & singularités surconvergentes le long de Z posséde
une structure canonique de F' -QQYQ—module.

(iii) Nous verrons dans la section 4.6 comment la catégorie des F-isocristaux con-
vergents (resp. surconvergents le long d’un diviseur Z C X) peut étre identifiée & une
sous-catégorie de la catégorie des F-@];X,Q-modules (resp. des F-@j’%,@(fz )-modules).
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(iv) Nous montrerons dans [7] que la catégorie des F —93‘%’ g-modules cohérents est
stable par image directe par un morphisme propre.

REMARQUE. — Le lecteur familier avec le point de vue des F-isocristaux s’interro-
gera probablement sur le choix du sens de la fleche dans la définition de la notion
de F-@%@—module : il pourrait sembler plus naturel de se donner un isomorphisme
F*& =5 &. Bien que la distinction puisse paraitre formelle, puisqu’il s’agit d’isomor-
phismes, les différences de variance entre cristaux et 2-modules rendent plus naturel
le choix fait ici. Sans développer ici ce point en détail, nous nous contenterons d’ob-
server qu’on peut généraliser la structure de F'- @Ef @—module en imposant seulement
la donnée d’'un homomorphisme & — F*&; le faisceau 9 2@ lui-méme est alors
muni naturellement d’une telle structure, définie par I’homomorphisme canonique
@ 20— F*@ 2@ €tudié plus haut, qui est surjectif, mais non injectif.

4.5.2. On se propose maintenant d’interpréter la catégorie des F—@}K,Q-modules
cohérents au moyen de structures définies sur les anneaux d’opérateurs différentiels
de niveau fini. Pour cela, fixons un entier m tel que m posseéde une m-PD-structure.
Supposons de plus que 1’on soit dans I'une des deux situations suivantes :

(i) m est m-PD-nilpotent ;
(ii) On a fixé un relévement F' : 2" — 2"’ de F§

Lorsque ¥ est absolument non ramifié, le choix le plus intéressant est de prendre
m = 0. On observera que ’hypothése (i) est alors satisfaite dés que p > 2, ce qui
permet d’éviter de faire I’hypothése (ii).

Sous ces conditions, on dispose pour tout m’' > m du foncteur F* de la catégorie

des 9‘%, Q" -modules dans celle des @(m +s)—modules. Poursuivant ’abus de notation

fait en 4.5.1, nous noterons encore F*& le 9 e +S -module F*&7, o & est un @gﬁé-

module, et &7 le 9%,1(@—m0dule qui s’en dedult par le changement de base o.
On peut itérer comme plus haut le foncteur F*. Le foncteur F™* est alors une

équivalence entre la catégorie des 27, g modules et celle des @(m+"s)-modules.

Pour tout 9% Q—module &, nous noterons F™*& le @ m+ns -module F"*é""n. Par
transitivité des images inverses, ce foncteur est canomquement isomorphe au foncteur
(F*)™» = F*o---0 F* obtenu en composant n fois les foncteurs F™* de niveau adéquat.
Lorsque m est m-PD-nilpotent, il est indépendant & isomorphisme canonique prés du
choix du relévement F' de F'y Ik

Nous considérerons les couples (&™), ®(m+9)) formés d'un @%?@—module &M et

y . . A(m—‘,—s) e, .
d’un isomorphisme Py "~ -linéaire

Bmts) G g gm) =y prglm).

2 5om)
P20
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Ils forment une catégorie F2(™) (2"), en prenant pour morphismes (<§’ (m) plm+s)y
(Fm) §(m+s)) dans FP(™) (2") les morphismes 9 —lmealres ulm . m - gm)
tels que ‘I'(m+s) o (Idou(™) = F*(u(™) o <I>(m+3). Compte tenu de la platitude de
@(m+s) sur 9" pé Qv c’est aussi une catégorie abélienne Kjy-linéaire sur laquelle le fonc-
teur d oubli de ®(™+2) est exact.

On définit un foncteur de F2(™ (%) dans FP1(2) en associant de la maniére
suivante un F—@:r%f g module (&, ®) a un couple (&) pmts)y .

(a) On pose & = @%@@((Ei) &M

(b) On définit ® comme I’ 1somorphisme composé

Py © 6™ 5 gy o (97 o &m)

@ggl,)h Z(mts) ? '@\g;l)
(m+s)
Mo, 9l o © Fr&m
@ gien
= (9 o &)
s

dans lequel le dernier isomorphisme est fourni par (4.2.5.1). Nous dirons simplement
que (&, ®) est déduit de (&™) ®(m+9)) par extension des scalaires.

4.5.3. Nous aurons & utiliser un foncteur similaire de F2(™) (%) dans F2(m) ().
Pour tout m’ > m, et tout @glzz@-module &™) nous noterons &™) le @f;’&—module
@gfng @(m) &™) . de méme, nous noterons u(m) o gm) 5 gm') e morphisme
déduit d’un morphisme 9 -hnealre ulm . £m) =— Z(M) par extension des sca-
laires.

Soient m’ > m, et (&™) ®(m+3)) un objet de F2(™)(Z). Pour associer un objet
de F2M) () a (&™), §(m+5)) il peut y avoir a priori plusieurs facons de procéder ;
en fait, elles s’identifient canoniquement les unes aux autres :

(a) On munit &) d’un isomorphisme %" +s) -linéaire ®(m'+s) . glm'+s) =,

F*&m) | défini comme le composé

g +e) . plm'+s) 2y AT E) g glmts)
T ooy
9P TY @ Frem 2 pretm),
gy

ou le dernier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1).
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Si m" > m/, les propriétés de transitivité évidentes des isomorphismes (4.1.5.1)
fournissent le carré commutatif
g(m +s) @(MIH) Elm'+s) ___ ~ | om"+3)

(4.5.3.1) Id @®(m'+3) |1 U §(m"+s)

TFG O F*6)— gl

(b) Pour tout n > 0, on peut aussi munir F™*&(™) d’une structure naturelle d’objet
de F@(m+18) (%), en lui associant I'isomorphisme composé

(I)Slm—l—(n—l—l)s) . @%ng(n+1)s) ® Fn*(go(m) -~ Fn*éa(m+s) adN Fn+1*éa(m)’

ol le premier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1), et le second est F™*(®(m+5)),
(c) En utilisant (a), on peut définir pour tout n > 0 un isomorphisme

q)n,(m'—l-ns) :g(m'-i—ns) adN Fn*g)(m')
en procédant par récurrence : on pose 30(m") =14, et

n,(m'+ns) _ pxgn—1,(m'+(n—1)s)y o G(m'+ns)
(4.5.3.2) ® Fr (@ )od .

(d) Si l'on munit &' +75) et £() des isomorphismes ®(m +(n+1)s) ot G(m'+s)
définis en (a), et F™* &) de lisomorphisme &\ ("9 quon en déduit par (b),
Iisomorphisme ®™(™'+75) est un isomorphisme de F2(m'+n9)( 2. Pour le vérifier,
il suffit grace a (4.5.3.1) de le faire lorsque m’ = m. Il s’agit alors de prouver la
commutativité du diagramme

+(n+1)s)
9(m—{- n+1)s) ®@(m+m) & (m+ns) (I)(m ’(:L )s %F*g(m_'_ns)
Zx,Q
1d @™ |7 V| F* ((I)n,(m-i—ns))
. Q(m-i—(n—i-l)s)
@‘(%/myg(n-ﬂ-l)s) ®§§n’$ns) Fn*g(m) —LN—_‘_) Fn+1*éa(m)’

ce qui s’énonce encore, compte tenu de (4.5.3.2),

(4.5.3.3) gnt1(mt(nt1)s) = gm+(n+1)s) o (14 @™ (mFne)).

On procéde par récurrence sur n. Dans la définition de ®"+L(m+(n+1)s) on peut
alors remplacer F*(®m(m+ns)y par F*(<I>(m+ns)) o F*(Id @®"~1.(m+(n=1)s))  Op ge
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raméne ainsi & vérifier la commutativité du diagramme

£lm+(n+1)s) _@Eg’g(n+l)3) %g;gm £(m+ns)
$(m+(nt+1)s) [ 1| Id @®™(m+ns)
e glmns) GGErDe ®;§;$na) Fregm
F*(1d ®<I>"‘1’(m+("‘1)3))J ! )
F (958" %g:,a"“-w Proegm) L pa(pnisgtnio)

qui résulte sans difficulté de (4.5.3.1) et des propriétés de transitivité et de fonctorialité
des isomorphismes (4.1.5.1) en explicitant la définition de ®™(™+7%) via (4.5.3.2).

4.5.4 THEOREME. — Sous les hypothéses précédentes, le foncteur construit en 4.5.2
induit une équivalence entre la catégorie Fﬁé’oh(% ) des F-@J’%,Q-modules cohérents
et la catégorie F@C(:;)(%) des couples (&™), ®(m+3)) o £(™) est un @%’%-module
cohérent, et

p(m+s) . Grtd g glm) 2y pretm)

Z(m)

Z,Q

un isomorphisme 9‘(;63)—11736'(111‘6.

Supposons d’abord donnés deux couples (&™) (m+s)) et (F(m) wim+s))  do-
finissant des F—@;,Q—modules (&,®) et (F,7) par la construction de 4.5.2. Soit
ulm ;. £0m) 5 Z(™] un morphisme de F2(™ (') induisant le morphisme nul de
& dans Z. Comme &™) et #(™) sont de présentation finie, il existe localement sur
& un entier n > 0 tel que u{™*+"9) = (. La compatibilité de u(™ aux isomorphismes
®(m+s) et (m+9) fournit un diagramme commutatif

(m+ns)
(go(m+ns) _— Fn*év(m)
y(m+ns) Fn*(u(m))
P (m+ns)

y(m—{—ns) —_— Fn*y(m)

d’ott on déduit que F™*(u(™) = 0. Comme F™* est localement défini par extension
des scalaires par un morphisme &2 — €4 libre de rang fini, il en résulte que u(™ =
0. Le foncteur est donc fidéle.

Montrons maintenant qu’il est pleinement fidéle. Puisqu’il est fidéle, c’est une as-
sertion locale sur 2", qu’on peut donc supposer affine. Soit v : & — & un morphisme
de F-@I,a,’@—modules. Comme & et & sont de présentation finie, il existe un entier
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n > 0 et un morphisme @ggfans)—linéaire pmtns) . glmtns) _, g(m+ns) (o] que
u = Id@v(™+t"%) . Comme u est un morphisme de F -@T% Q—modules, les deux mor-

phismes @%E("H) *)_linéaires

plm+(n+1)s) P (m+(n+1)s)
é,”(m-l—(n-{—l)s) _ y(m+(n+1)s) —_— F*ﬁ(m—i—ns)’

P(m+(n+1)s) F*(v(m+ns))
£(m+(n+1)s) _— F*éa(m-i-ns) _ F*ﬁ(m+ns),

donnent le méme morphisme par tensorisation avec 2*% o- 1I existe donc n >n
tel que ces deux morphismes donnent le méme morphisme aprés tensorisation par

égia(" +D9) Quitte 4 remplacer n par n’, on obtient ainsi un morphisme v(™+75) de

F 95:;"’"”(% ) donnant u aprés tensorisation par 9}3,@.
Comme ¢ est un automorphisme, le théoréme de descente 4.1.3 fournit alors un
morphisme de Qgg—modules ul™ . &M F(m) tel que F™ (ul™) s’identifie 3

v(M+715) via les isomorphismes

q)n,(m-i-ns) :éa(m—i-ns) adN Fn*g(m)’ ,I,n7(m+ns) :f(m-i—ns) el F"*f(m).

Le morphisme u(™) ainsi obtenu est un morphisme de F @C(gfl)(% ) : pour vérifier que
P(m+s) o q(mts) = f*(y(m)) o ®(m+5) il suffit en effet de le faire apreés avoir appliqué

F™ . On considére alors le diagramme

p(mt(n+1)s)

&£(m+(n+1)s) — s F(m+(n+1)s)

Id @@ (mtns) ) U Id @ I (m+ns)
@(m+(n+1)s\)’® For g(m) ~ @(m+(n+1)s; & Fr Z(m)
e Id@F™(um) ~*°
(4.1.5.1) 2 1 (4.1.5.1)

Fn*é\or(m+s) - (A(J " )) y fox g (m+s)

Tn* u m-s
Fn*(q,(m+s)) l l Fn*(\I,(m—i—s))
n+1x @(m) ~ n+1x g (m)
Frtisg T (o) i g

Le carré du haut commute par définition de u(™), et celui du milieu par fonctorialité
des isomorphismes (4.1.5.1); il suffit donc de vérifier la commutativité du rectangle
extérieur du diagramme. D’aprés (4.5.3.3), les isomorphismes de gauche et de droite
sont respectivement égaux a ®nFL(m+(n+1)s) of gn+l.(m+(n+1)s) Op est ainsi ramené
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a vérifier la commutativité du diagramme

(m+(n+1)s) F*(p™(mtns)
£(m+(n+1)s) e — ’ > fr* L(mAns) ( = 5 Fntlx o(m)
p(m+(nt1)s) ) F*(v(mtns)) Iy Frtt (ym)
P (m+(n+1)s) F*(\I,n,(m+ns))
Fmt(ntl)s) ———— 3 px g(m+ns) ——— " pntls g(m)

Or le carré de gauche commute parce que v("™+") est un morphisme de F Qc(gfrns) (Z),

et celui de droite par défiinition de u("™). Ce dernier est donc bien un morphisme de
F™ ().

Reste & voir que le morphisme Id @u(™ déduit de u{™ par tensorisation avec
9}&@ est égal & u. Mais, puisque u(™ est un morphisme de F2("™ (%), il s’ensuit
que (mtns) o g (m+ns) — pnx(y(m)) o gro(mtns) — gn.(m+ns) o (m+ns) done que
ulm+ns) — y(m+ns) - Poy Passertion.

Montrons enfin que le foncteur est essentiellement surjectif. Grace & la pleine fi-
délité, c’est encore une question locale sur Z . Supposons donc Z affine, et soit
(&,®) un objet de F@C(:l?(ﬁl” ). Puisque & est un @:‘ag’@—module cohérent, il existe
un entier n > 0, un @%6"8)—module cohérent Z(™1+75) et un isomorphisme @EK’Q-
linéaire 9}{,@ ®gintne) Fmtns) £ Grace a l'isomorphisme (4.2.5.1), et & la
cohérence de F*& ,Non peut supposer, quitte & augmenter n, que l'isomorphisme
® : & =5 F*& provient par extension des scalaires d’un isomorphisme ¥(m+(n+1)s) .
F(mt(nt1)s) 2y px g(mtns) [e théoréme de descente fournit alors un @QQ—module
cohérent £(™) et un isomorphisme @gﬁans)—linéaire F(mins) =, pxe(m) De plus,
grace a (4.1.5.1), Z(m+(n+1)s) ge descend alors par F™ en &™mF9) et le théoréme de
descente permet aussi de descendre ¥(™+(n+1)s) on un isomorphisme @‘(zgas)-linéaire
plmts) . gmts) =y = g(m) 1 igomorphisme Z (7M7) =, prx£(m) est alors un iso-
morphisme (F(m+19) Flm+(n+1)s)) =y (pnxp(m) gmHn+Ds)y g4 pylmens) (g,
D’apreés 4.5.3(d), on dispose par ailleurs de I'isomorphisme

@n,(m-}—ns) . (éd(m+ns),‘1,(m+(n+1)s)) adN (Fwn*g(m)7 q,%m—l—(n-{-—l)s))
dans F2(m+15)(Z°). On obtient donc dans F2(™+"%)(2) un isomorphisme

(y(m+ns)’ \I,(m+(n+1)s)) adN (o(a(m+ns), (I)(m+(n+1)s))7

d’ou 'on déduit par extension des scalaires un isomorphisme de F 2%(2°) entre (&, ®)
et le F—@%’Q—module défini par (&™), d(mts)),

REMARQUE. — Il résulte donc de I’énoncé que, pour m' > m, le foncteur d’extension
des scalaires est une équivalence entre les catégories F2(™) (&) et FP(™)(Z'). Pour
tout n > 0, il en est de méme du foncteur F™* entre F2(™) (2) et F@(m+ns) (%),
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ce foncteur étant par ailleurs isomorphe au foncteur d’extension des scalaires grace a
I'isomorphisme & (m+ns),

4.5.5 COROLLAIRE. — Sous les hypothéses précédentes, supposons de plus X quasi-
compact. La catégorie des F' -Q‘T%’Q—modules cohérents est alors une catégorie neethé-
rienne.

L’hypothése de quasi-compacité permet de supposer que Z est affine. Comme la
formation des noyaux commute & P'oubli de & (resp. ®(™+2)) sur F@T(Z") (resp.
F2™) (%)), un morphisme de F21(2") (resp. F2™ (%)) est un monomorphisme
si et seulement si le morphisme de Q‘EKYQ-modules (resp. @fog"g—modules) sous-jacent
est un monomorphisme. Grace au théoréme A et & I’énoncé précédent, 1’assertion
résulte alors de ce que 'anneau I'( 2", @%%) est un anneau necethérien [5, 3.3.4].

4.5.6. Sous certaines hypothéses, les résultats de cette section s’étendent aisément
au cas de faisceaux d’opérateurs différentiels & coefficients dans une & 4--algébre sur
laquelle ils opérent. On suppose pour cela qu’on dispose des données suivantes :

(a) un systéme inductif de € g -algébres (%%n))mz,no, tel que chaque ,@fg) soit
compléte pour la topologie m-adique;

(b) pour tout m, une structure de Qg»n)-module (donc, par continuité, de @E%T)—
module) sur ,93(3;"), compatible & sa structure de & 2 -module, et telle que I’homomor-
phisme 93(3?) — %é}"“) soit Qg)—linéaire;

(c) une famille d’isomorphismes 9<m+s) -linéaires
(4.5.6.1) ) = Bt
compatibles pour m variable.

On pose alors, comme en 4.2.1, @E%n) = %(3?)(%&%@ @f = l_;gm ™) Les
isomorphismes (4.5.6.1) fournissent des isomorphismes de falsceaux d’anneaux

(P B)BHGH =5 G+
compatibles pour m variable, d’ou 'isomorphisme de faisceaux d’anneaux
lim  (F*BG)BDG ) =5 Gy
Si & est un 2! -module, la proposition 4.2.2 appliquée a é”" permet de mu-
Z,Q

nir F*& d’une structure de module sur anneau lin ,, ((F *.93 G 9(m+s)) Grace
A llsomorphlsme précédent, on obtient donc sur F*& une structure naturelle de
7} o g-module. Généralisant 4.5.1, on peut alors définir la notion de F-2 P Q—module

comme constituée par la donnée d’un 9 g-module & et d’un isomorphisme 7 % Q"

linéaire & : & =+ F*&. Le théoréme 4. 5 4 reste alors valable pour les F'- @% 0
modules de présentation finie, fournissant une équivalence avec la catégorie des couples

MEMOIRES DE LA SMF 81



4.6. RELATION AVEC LES F-ISOCRISTAUX 115

(&) @(m+9)) ou &M est un é‘(ggg-module de présentation finie, et ®(m+s)
é%gs) ® ) &™) =5 F*£(m) un isomorphisme é%gs)—linéaire.
De méme, si l'on suppose que les homomorphismes @gg — égﬁ?&l) sont plats,

et que les faisceaux d’algébres L@g?) / mi%gg) sont quasi-cohérents, & section noethé-
riennes sur les ouverts affines, le corollaire 4.5.5 reste valable.

On observera que toutes ces hypothéses sont satisfaites lorsqu’on se donne un divi-
seur Z C X, et qu'on prend ,93(;) = ﬂ?gg(Z,pm"’l), de sorte que étj{@ = @EX’Q(TZ).
Les énoncés 4.5.4 et 4.5.5 s’appliquent donc aux F' -@f@’@(fZ )-modules.

4.6. Relation avec les F-isocristaux

Soit £ un ¥-schéma formel lisse, de fibre spéciale X. Dans [3] et [5], nous avons
montré comment la catégorie des isocristaux convergents sur X (resp. surconver-
gents le long d’un diviseur Z C X)) peut s’interpréter en termes de .@}y(@-modules
(resp. QLEZYQ(TZ )-modules). Nous étendons ici cette interprétation a la structure de

F-isocristal, en la reliant & celle de F° —QQ’Q-module. Nous supposons encore fixé un
entier s > 1, et nous considérerons plus généralement la catégorie des F'*-isocristaux ;
pour simplifier, nous les appelerons simplement F-isocristaux dans ce qui suit.

Nous noterons £ la fibre générique de £ (au sens des espaces analytiques ri-
gides), et sp : (Zk,O2) = (Z,02 ) le morphisme de spécialisation correspon-
dant (qui est un morphisme de sites annelés).

Nous traiterons d’abord le cas des F-isocristaux convergents, pour lesquels I’énoncé
est plus simple. Les résultats qui suivent nous permettront d’identifier la catégorie des
F-isocristaux convergents sur X & une sous-catégorie pleine de la catégorie F @goh(d”&” )
des F-_@%’Q—modules cohérents.

4.6.1. Rappelons que la donnée du relévement 2" de X permet de décrire la catégorie
des isocristaux convergents sur X comme équivalente & la catégorie des & ¢, -modules
cohérents E munis d’une connexion V intégrable et convergente, i.e. telle que la série
de Taylor définissant la stratification associée soit convergente sur le tube de la dia-
gonale de X dans & x Z . Le 4 g-module & = sp 4, E posséde alors une structure
naturelle de Qk,Q—module, définie de la maniére suivante [3, (3.1.1)] : si Z C 2 est
un ouvert affine, la finitude de I'(%k, E) sur I'(%k, € 2. ) fournit sur I'(%g, E) une
topologie naturelle d’espace de Banach; si % est muni de coordonnées locales défi-
nissant des dérivations J;, la condition de convergence signifie que, pour tout n < 1,
|]Q[&]e£ 7'kl — 0 pour |k| — oo, la norme étant I'une quelconque des normes de Ba-
nach sur I'(%x, E) ; la donnée de la connexion détermine 'action de I'(%, P4 ), et
cette action se prolonge alors par continuité en une action de I'(%, 9}5,@) grace a la
condition de convergence de la connexion.
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D’aprés [5, 4.1.4], le foncteur sp, définit ainsi une équivalence entre la catégorie des
isocristaux convergents sur X et celle des QQ,Q—modules O 2 @-cohérents (qui sont

alors automatiquement Qgg-cohérents).

4.6.2 LEMME. — Soient F' : ' — £’ un morphisme de ¥ -schémas formels lisses
relevant F'§ ko et B' un O 2, -module cohérent, muni d’une connexion intégrable et

convergente. Il existe un isomorphisme canonique QQ,Q-linéaire
(4.6.2.1) F*spg, E' =5 spy, FRE'.

Observons d’abord que, pour tout morphisme de ¥-schémas formels f : 2" — 27/,
et tout & X -module cohérent E’, il existe un isomorphisme canonique &g g-linéaire

(4.6.2.2) [ spg B' = spa. fRE'.

En effet, les théorémes de Kiehl [30] et la construction du morphisme spg/ en-
trainent que le €4 g-module sp 4, E' est cohérent, et le morphisme canonique
Sp%s SP 41, E' — E' un isomorphisme. Compte tenu de la fonctorialité du morphisme
de spécialisation, on en déduit I'isomorphisme

Py f*span B — flspy spg. B — fRE'.

Comme le &4 g-module & = f*sp 4, E' est cohérent, on voit de méme que le mor-
,Q p,%' *
phisme & — sp o, sp%y & est un isomorphisme, ce qui donne 'isomorphisme cherché :

f*spa B' —>Spa.spy f*spa  B' — spa, [KE'".

Supposons maintenant que 2"’ soit lisse, et que E' soit muni d’une connexion inté-
grable et convergente. D’aprés 4.6.1, le &4 g-module sp 4, E' est alors muni d’une
structure naturelle de @Lg,’@—module. Sous les hypothéses de I’énoncé, la méthode de

4.2.4 permet de munir F*sp g, E' d'une structure de @}(’Q—module. D’autre part,
I'image inverse d’une connexion convergente est encore convergente, de sorte que
Sp g« Fic E' posséde également une structure de QQYQ—module.

La kaQ—linéarité de lisomorphisme (4.6.2.1) est une propriété locale sur Z°, ce qui
permet de supposer que Z est affine et posséde un systéme de coordonnées locales
t1,...,tq, définissant des dérivations di,...,04. On vérifie d’abord facilement que
(4.6.2.1) commute & action des dérivations 8; : il suffit de considérer le morphisme
Fy : Py — P}, induit par F' x F' entre les voisinages infinitésimaux du premier
ordre de & et &', et d’appliquer & la stratification définissant la connexion de E’ la
fonctorialité de I'isomorphisme (4.6.2.2) correspondant & Fj. L’action de I'( 2", 9};&@)
sur [(Z,sp g, Fj E') est déterminée par continuité & partir de celle des 9; grace a la
topologie de Banach de I'( 2, sp o, Fc E'), définie par sa structure de I'(Z", O« q)-
module. D’autre part, nous avons défini la structure de @:‘%’Q-module de F*sp g, E'
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par réduction au cas de @&,’Q, grace a l'identification

F*spg, B' =5 (F* 9%, o) L o E'.

x',Q

Un opérateur P € I'(Z, 9% @) appartient au sous-anneau I'(Z’, 9(m+s ) pour m
assez grand, et son action sur F™* sp o, E' peut aussi étre décrite par I’ 1dent1ﬁcation

F*spy, B' = (F* 957 o) _© g E
9111

Z',Q

Comme sp 4, E' est aussi cohérent sur @gg’,)@, il s’ensuit que

(F*Q(m)) ®@ spgi. E
@(m)
x',Q

est cohérent sur 9% as) Par suite, ['(Z", (F* %, Q) ®9<m> Sp g1« E') est un module

de type fini sur algébre de Banach ncethérienne I'( 2", 9(m+s ), ce qui permet de le
munir d’une topologie de module de Banach. De plus pour tout e el(Z' spgi, E'),
lapplication I'(Z", F*@gﬁ) ) - (&2, (F*@ Q) ®9(m) sp, E') définie par la ten-

sorisation avec e’ est continue pour les topologies de I‘(ﬁ&” 9(m+s )-modules [13,
3.7.3]. Il en résulte que l'action de I'(Z", 9‘(;68)) sur I'(Z, F*sp g1, E') est déter-
minée par celle des 9;, par continuité pour cette topologie. Or, d’aprés le lemme
4.1.2 de [5], les topologies de I['(Z", €4 o)-module et de T'(Z, _@(m+s)) module sur

(%, F*sp 4, E'") coincident. Par conséquent, la compatibilité de (4 6.2.1) a 'action
des 9; entraine que c’est un isomorphisme I'(Z", 9(m+s )-linéaire pour tout m, d’ou
le lemme.

4.6.3 PROPOSITION. — Le foncteur sp, induit une équivalence entre la catégorie des
F-isocristauz convergents sur X et celle des F —@%’Q—modules O o @-cohérents.

Soient 2" = Z7 le ¥-schéma formel déduit de £ par changement de base par
o, et F'x 'endomorphisme de Frobenius absolu de X. Supposons d’abord donné un
morphisme de ¥-schémas formels lisses F' : 2 — 2/ relevant F§ e La donnée de
F permet de décrire le foncteur image inverse F'5* sur la catégorie des isocristaux
convergents comme étant le composé de I’extension des scalaires par o et du foncteur
image inverse usuel Fj; pour les modules & connexion intégrable (ces deux opérations
préservant la condition de convergence). Si E est un isocristal convergent sur X, la
donnée d’une structure de F-isocristal convergent sur E est la donnée d’un isomor-
phisme horizontal ¢ : Fj; E° — E. Puisque sp 4, est une équivalence de catégorie
entre isocristaux convergents sur X et @%’Q-modules O o p-cohérents, on voit grace

au lemme 4.6.2 que la donnée de ¢ équivaut a celle du morphisme QT%,Q—linéaire défini
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par sp g, (¢7")
¢ :5pay E > spg, FRE? — F*spg, E° =5 F*(spg, E)°,
soit encore & la donnée d’une structure de F° —9}5 g-module sur & =sp 4, E.

Soient F', F' deux relévements de F§ k- Par la construction précédente, on ob-
tient alors deux isomorphismes @ : spg, E — F*(spg, E)° et ® : spy, E
F'*(sp 4, E)?. Comme nous I’avons observé dans la remarque (i) de 4.2.4, on dispose
d’autre part d’un isomorphisme canonique de QQYQ-modules T F'* spg, BE7 5

F* sp 41, E?. Pour prouver que la structure de F-@%’Q-module de & est indépendante
du choix de F, il faut prouver I'égalité 7p r» 0 &' = &. Les morphismes ® et ®' sont
définis par les lignes du diagramme

SPas E—"—spg, Fi" B ——— F'™* sp g1, B ———— F"*(sp 4, E)°

llsp* (er,Fr) ZlTF,F’ le P F

SPgs E—————spg  FREO —~ 3 F*spg., Eo — = 5 F* (spars E)°

dans lequel I'isomorphisme ep g : Fy,"E° =5 F3 E° est défini grace & la convergence
de la stratification de E?. Le fait que le carré de gauche commute est conséquence de
la fonctorialité de la catégorie des isocristaux convergents par rapport aux morphismes
définis sur la fibre spéciale : 'isomorphisme g g est I'isomorphisme canonique qui
identifie les deux réalisations du foncteur F' 5"(*/ . fournies par Fy et F I'(*, isomorphisme
grace auquel la notion de F-isocristal convergent posséde un sens intrinséque. Le carré
de droite étant trivialement commutatif, on est ramené & prouver la commutativité
de celui du centre.

C’est une assertion locale, ce qui permet de supposer que £ est affine et que
Z' posséde un systéme de coordonnées locales t}, ..., ¢!, définissant des dérivations
01,...,04. Soient e € I'(Zy,E7), et

Fi*(e) € T( Xk, Fi"E°) = T(Z ,spg. Fi ' E°).
L'élément ep g (Fy " (€)) € T(Zk, Fi E°) est défini par
* * * k * k
err (Fic"(€) = S (F"(t') - Fre(t) ¥ i (8"e),
k

série qui converge pour la topologie naturelle d’espace de Banach de I'( 2k, Fi E?)
(définie par sa structure de I'(Z¥k, &2, )-module de type fini). D’autre part, nous
avons défini en 4.2.4 I'isomorphisme 7¢ ps par réduction au cas de 9},’@ grace aux
identifications

F" spgi, B° = (F'*Q}M,Q) 9t® Spgr. E7

x',Q
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(resp. F*), et & I'isomorphisme 7 g relatif a @;/r, - Ce dernier est obtenu par passage
4 la limite inductive pour m variable & partir des isomorphismes
T G s Fr9G o,

définis pour m assez grand. On a alors

TEF (FII{*(G)) — (Z(F’*(f) _ F*(tl)){E}F* (Ql(&))) ®6;
k

dans cette expression, la série est convergente pour la topologie naturelle d’espace de
Banach sur I'( 2", F* 95%'3) ), définie par sa structure de module de type fini sur ’al-

gébre de Banach ncethérienne I'( 2, @(m+s)) Comme I'( %, (F* @%)Q) ®@spg. E7)
est également un I'(Z", 9(m+s )-module de type fini, il posséde lui aussi une topologie
naturelle de module de Banach et ’homomorphisme

D(Z,F*95) ) — T(Z,(F* PG ) ©sp i, E)

défini par la tensorisation par e est continu pour ces topologies. Il en résulte que

TF,F’ (F}I(*(e)) = Z<(FI*(LI) _ F*(f)){k}F* (Ql(&)) ® 6)
k
= Z((F!*(il) _ F*(il)){E}F*(l ®Ql<&>€)),
k

ou la somme converge ici pour la topologie de Banach de I'( %, (F™* @E{lﬁ)‘@)@sp 2. E7),
définie par sa structure de I'(Z', @(m+s)) module. Or, d’aprés [5, 4.1.2], les topolo-
gies sur ['(Z", (F* 9%,’(@) ®Spgi, E7) ~T(Zk, Fj; E7) définies par les structures de
Nz, @(m+s)) module et de ['(Zk, 02 g)-module coincident. Avec l'identification
(4.6.2.1), 11 s’ensuit que T, = Sp g« (€F,F), d’0ou la commutativité voulue.
Nous avons donc ainsi obtenu I’équivalence de catégories annoncée lorsque F'5 /k S€
reléve sur ¥, et montré que celle-ci ne dépend pas, & isomorphisme canonique prés,

du choix de ce relévement. Par recollement, on en déduit alors ’énoncé dans le cas
général.

4.6.4 REMARQUE. — Dans le cas des isocristaux convergents, le théoréme 4.5.4 s’ex-
plicite de maniére tautologique. En effet, si & est un isocristal convergent, ’lhomomor-
phisme canonique & — @fé/n?@ ®94 o € est un isomorphisme pour tout m (3, (3.1.4)].
Il en résulte que, quels que soient m < m', ’homomorphisme

(4.6.4.1) 5 2 &6,
9 m

défini par l'action de @%6 sur &, est un isomorphisme @%&-linéaire, inverse de
’isomorphisme d’extension des scalaires. Si ® : & —+ F*& munit & d’une structure
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de F—_@%Q—module, I'objet de Fﬁ(m)( Z') qui lui correspond par 4.5.4 est alors sim-

coh
plement constitué de & lui-méme, qui est cohérent sur @;??Q d’aprés [3, (3.1.4)], muni
de l'isomorphisme
pmts) G @ & 25 6 FrE.

5
S

En effet, la structure de ngQ—module de & fournit un homomorphisme @}K’Q—linéaire
.@;;’Q (@@‘(‘;?Q & — &, qui est un isomorphisme par passage & la limite & partir de
(4.6.4.1). On vérifie immédiatement que cet isomorphisme identifie la structure de
F —Q}K,Q—module sur 92\;7@ Te) & déduite de () par extension des scalaires

x,Q
la structure ® donnée sur &.

4.6.5. Voyons maintenant comment les résultats précédents se généralisent aux F-
isocristaux surconvergents. On suppose donc donné un diviseur Z dans X, et on note
respectivement Y et # les complémentaires de Z dans X et dans 2. On reprend les
notations de [5], ainsi que de 2.2.8(ii), 4.1.1 et 4.2.1, et, pour tout entier m > 0, on
pose

BGN2) = B (2™, BG(2) =BG (2)0Q

Ox o(12) =lig B50(2), DYy o(12) =lig BG)(2)80, 75",
m m

Soient j l'inclusion de Y dans X, et [Y[= sp,} (Y) C &k le tube de Y dans £
Si f est un relévement dans &4 d’une équation locale de Z dans X, nous noterons
U, ouvert de &k défini localement par la condition | f(x)| > p~*/ P sir est assez
grand, il ne dépend pas du choix de f, et les ouverts U, ainsi définis localement se
recollent, de sorte que cet ouvert est bien défini. Pour r variable, les U, forment un
systéme fondamental de voisinages stricts de |Y[ dans Zk (cf. [2] ou [4]). On note j,
Iinclusion de U, dans £k, et, pour tout faisceau abélien M sur £k, on pose

jTM = hﬂ]T*J:M
T

Par construction, on a sp g, jr«0v, = t%’?gf)@(Z ), d’ot, compte tenu de la quasi-
compacité du morphisme sp 4, sp 4, i 02y = Oa (T Z). D’aprés [5, 4.4.2], le fonc-
teur sp, induit une équivalence entre la catégorie des j,. &y, -modules (resp. jt O -
modules) cohérents, et celle des 9?;2@(2 )-modules (resp. &2 (' Z)-modules) cohé-
rents.

Sous les présentes hypothéses, la catégorie des isocristaux sur Y surconvergents le
long de Z est équivalente & la catégorie des jt € 4, -modules localement libres de rang
fini F, munis d’une connexion V intégrable et surconvergente le long de Z, i.e. telle
que la série de Taylor définissant la stratification correspondante soit induite par un
isomorphisme de j' €4, x 2 -modules sur le tube de X dans 2 x 2. En explicitant
la condition de surconvergence en coordonnées locales, on voit alors que, pour tout

MEMOIRES DE LA SMF 81



4.6. RELATION AVEC LES F-ISOCRISTAUX 121

isocristal E sur Y, surconvergent le long de Z, le &4 o('Z)-module sp 4, E est muni
d'une structure naturelle de 2} o(fZ)-module [5, 4.4.3).

4.6.6 LEMME. — Soient Z' C X le diviseur déduit de Z par changement de base
par le Frobenius absolu Fj, j' : Y6 5 X6 F: % — &' un morphisme de ¥ -
schémas formels lisses relevant FY ko ' = Z'\Z'. Si E' est un j'Tﬁ%Ir{ -module
cohérent muni d’une connexion intégrable et surconvergente le long de Z', il existe un
isomorphisme canonique QT% Q()’Z )-linéaire

4.6.6.1 F*spa, E' = spy, FRE'.
X X+ K

Considérons d’abord plus généralement un morphisme de schémas formels f : & —
Z' et un diviseur Z' C X' tel que Z" = X Xx+ Z' soit un diviseur de X. La
compatibilité des algébres Bx:(Z',p"*!) aux images inverses (voir 2.2.8(iib)) permet
de considérer f comme un morphisme d’espaces annelés

(2,85 0(2") — (2,85, o(2),

et aussi, par passage 4 la limite inductive, comme un morphisme (2", &9 o(tZ2")) —
(X', 091 o(tZ")). Considérons alors les morphismes sp 4- et spg comme des mor-
phismes d’espaces annelés

D (Zic, i Our) — (.85 o(2"),

(resp. (Zic,i" On) — (2,02 0(12"))),

Dot (ZirinOuy) — (X, 8% o(2),

(resp. (%’I'{,j'fﬁgg/) — (2,09 0(12))),
ou j.: Ul C X, ji : U} C Zk sont les immersions ouvertes définies & partir de Z’
et Z'" comme j, la été plus haut & partir de Z. Comme les foncteurs sp 4, et sp%y
sont des équivalences de catégories quasi-inverses entre les catégories des j;, Oy -
modules cohérents et des c@fg,@(Z” )-modules cohérents (resp. j" TﬁggK -modules co-

hérents et €4 g(fZ")-modules cohérents), et de méme sur 2™/, 'argument du lemme
4.6.2 s’étend tel quel, et fournit pour tout j,.,&y:-module cohérent E' (resp. j' 17 -

module cohérent) un isomorphisme @%)Y@(Z "")-linéaire (resp. &4 o(fZ")-linéaire)
(4.6.6.2) f*spai  B' = spa, [RE',

les foncteurs f* et fz étant pris pour les morphismes d’espaces annelés considérés ici.

Si I'on revient au cas du morphisme F : 2" — £ considéré dans ’énoncé, et d’un
7' fo 2y -module E' cohérent muni d’une connexion intégrable surconvergente le long
de Z', on a alors Z" = p*Z, j" = j, U! = Upys, Q%{Q(Z”) (T+s)(Z) (d’aprés
(4.1.1.1)), Oa o(tZ2") = Oa o(fZ). On voit encore en passant par les stratifications
associées & la connexion que cet isomorphisme est (€2 ¢(Z) ® g, 24 )-linéaire. Pour
prouver qu’il est QQ’Q(TZ)—linéaire, on utilise [5, 4.4.5] pour passer par continuité
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de l'action de O g(12) ®p, P2 & celle de 9, ¢(1Z) de la maniére suivante. Il
existe un entier ry et un &4 -module localement libre de rang fini Ej sur U '/‘6’ muni

d’une connexion intégrable surconvergente, tel que E' ~ j' TE(') en tant que module &

connexion. Si & = sp g, j;,{)*E(), &y est alors un @(T",)’Q(Z’ )-module cohérent, et il

existe pour r > r{ des isomorphismes

(4.6.6.3) B, o(2)© 8 < D jredi By, lim B, o(2') © 6 > sp g, B,
r>7

respectivement @%),’Q(Z ") et O (T Z")-linéaire ; de plus, il existe une suite d’entiers

., avec ry, > max(m,r,,_;), et une structure de (QAE’(TT‘?Q(Z’)@@%)YQ)—mOduIe sur

Q@(ﬁg”,"g(Z ") @ &3, telles que les homomorphismes
B (2) @ & — B (2) 0 &

soient (@%L??Q(Z' )A@(m)@) linéaires, et I’ 1somorphlsme (4.6.6.3) 9! ., (TZ )-linéaire.
Comme F*ﬂ?(r’ﬁ") (Z2') ~ 93” +8)( Z), F*(%%,YQ(Z’) ® &) est muni d’une structure

naturelle de % m +S)(Z)®@gl’?(53)-module. De méme, Ey = Fj Ej est un module
localement hbre de type fini & connexion intégrable et surconvergente sur Upyts, tel
que FLE' ~ j1(Ey); de plus, si & = spa,(Eo), & satisfait de maniére naturelle la
condition analogue & celle de &§ pour la suite d’entiers r,,4s, avec m > 0, telle que
Tm+s = Th, + 8. Pour prouver que (4.6.6.1) est QQ’Q(fZ)—linéaire, il suffit alors de
prouver que, pour tout m, l'isomorphisme

F (#5202 0 &) = 85730(2) 0 &

défini également par (4.6.6.1) est (ﬂ?%’”@s (zZ )®9(m+s )-linéaire. Or, pour tout ou-
vert affine  C %, l'action de I'(%, ﬂz(rm“ (Z )®9(m+s ) sur le terme de droite
prolonge par continuité celle de I'(%, %’(T"‘“ (Z) @ 92 @) grace a la topologie de
Banach définie sur I'(%, L%’m"*“) ® &) par sa structure de module de type fini sur
lalgébre de Banach ncethérienne I'(%, %(T’"“ (Z)). Sur le terme de gauche, on voit
comme dans la démonstration de 4.6.2 que 'action de I'(% %’(rm“ (Z )®9 m+s))
prolonge par continuité celle de T'(% ,337%”76 s)(Z ) @ Pa ) grace a la topologie de
Banach définie sur I'(%, F* (%(r m) o(Z") ® &) par sa structure de module de type fini

sur l'algébre de Banach noetherlenne (% ,Q%’"@ N(2)89Y m+3)) Comme ces deux
topologies coincident d’aprés [5, 4.1.2], le lemme en résulte.

4.6.7 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 4.6.5, soient E un isocristal sur Y,
surconvergent le long de Z. La donnée d’une structure de F-isocristal (surconvergent
le long de Z) sur E équivaut & celle d’une structure de F-@z@@("Z)-module sur
& =spqg, E.
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Soient Z' 'image inverse de Z dans X(®), j' : Y(8) < X () Fy le Frobenius absolu
de X, 2" = Z?. Supposons d’abord qu’il existe un ¥-morphisme F' : 2" — 2’
relevant Fy .. Le foncteur F sur la catégorie des F-isocristaux sur Y surconver-
gents le long de Z est alors obtenu par composition de ’extension des scalaires par
o, et du foncteur image inverse Fj; de la catégorie des j’fﬁ 2 -modules a connexion
intégrable et surconvergente dans celle des j'& 4, -modules & connexion intégrable
et surconvergente. Or, d’aprés [5, 4.4.5], le foncteur sp 4-, est un foncteur pleine-
ment fidéle de la catégorie des isocristaux sur Y surconvergents le long de Z dans
la catégorie des QQ,Q(TZ )-modules. La donnée d’une structure de F-isocristal sur
un tel isocristal E est par définition la donnée d’un isomorphisme ¢ : Fj EY — E.
Elle équivaut donc & la donnée de l'isomorphisme Q;LVQUZ)—linéaire P (@71) ¢
Pa+(E) — spg.(FrE). Comme, d’aprés 4.6.6, on dispose d'un isomorphisme
canonique 9“;{’@(*Z )-linéaire sp g, (Fje E7) — F*sp g4, E°, on voit que la donnée
de ¢ équivaut & celle d’une structure de F‘@t&”,@(tz )-module sur & = sp 4, (E).

Pour en déduire I’énoncé dans le cas général, on procéde comme dans la démons-
tration de 4.6.3. Il faut encore vérifier que, si I’on se donne deux relévements locaux F',
F' de F§ Ik les isomorphismes canoniques ep pr : Fj."E° — F}E° qui permettent
de définir par recollement la structure de F-isocristal de E correspondent, au moyen
des identifications

(4.6.7.1) spy. FRE” =5 F*spy, BY 5 (F* 9%, ((12")) O s BT
2%, (12

(resp. F') aux isomorphismes 7p g/ : F'"sp g, B — F*sp g4, E° qui permettent
de définir la structure de F' -Q‘T%’Q(TZ)—module de spg, E. Comme ces identifica-
tions sont _@T&/,Q(TZ )-linéaires, de sorte que les isomorphismes sp ¢-,(¢F,F') €t Tr pr
sont localement définis comme en 4.6.3 par des séries de Taylor dont les termes gé-
néraux se correspondent, il suffit de vérifier que ces séries convergent pour des to-
pologies qui se correspondent dans les identifications. Si % est un ouvert affine de
&, on ne dispose plus comme en 4.6.3 de topologies de Banach sur les modules
de sections pour lesquelles ces séries convergent, mais on peut se ramener & une li-
mite de situations analogues en choisissant un voisinage strict U,, du tube de Y
dans Zk, et un &4, -module Ey localement libre de rang fini sur U,,, muni d'une
connexion intégrable surconvergente, tel que E ~ j1Ey en tant que j!& 4, -module
& connexion. Si 'on pose &y = SP gy JroxE0, 6r = SP gy JrsdrEo =~ ﬂ?(ﬁr)’Q(Z) ® Eros
alors il existe comme dans la démonstration de 4.6.6 une suite croissante d’entiers

rm > m telle que le ,@g/"‘é(Z )-module de type fini &, soit aussi muni d’une struc-

ture de (ﬂ?g}m&(Z )@@%6)-module de type fini, et les fleches &, — &,
(@%’"&(Z )@9%6)—linéaires. Les identifications (4.6.7.1) et les isomorphismes ep g
et 7p g proviennent alors d’identifications et d’isomorphismes analogues pour chaque
m par passage & la limite pour m — oo. Pour m fixé, on peut raisonner comme en

ma1 SOlEN
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4.6.3 pour vérifier que les séries de Taylor définissant sp o, (€F,F/) €t TF, g convergent
vers des éléments de I'(%x, jr,,+s+Jr.,, + s Fic Eo) et T'(% ,F*&,.,.) qui se correspondent
via (4.6.7.1), et lassertion en résulte ensuite par passage & la limite.
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Soient R une Z;)-algebre, (a,b, @) un m-PD-idéal de R, A une R-algébre, I C A
un idéal muni d’une m-PD-structure (J,~) compatible & (b, ). Cette m-PD-structure
permet de munir A d’une filtration par des sous-idéaux 11"} de I, appelée filtration
m-PD-adique, dont une définition est donnée dans [5, 1.3.7]. Sous les hypothéses ou
cette définition est utilisée dans [5] (essentiellement celles de [5, 1.5.3]), elle fournit
bien le résultat voulu. Sous des hypothéses plus générales, il s’avére qu’elle ne posséde
pas toujours les propriétés de nilpotence que l'on souhaite. En particulier, si p = 2,
lexemple de [5, 1.3.7] n’est pas correct. En effet, supposons que A = Zy, I = 24,
et que J C I définisse une m-PD-structure sur I pour un certain m > 0. Alors
2 € (J +pA)N1I, de sorte qu'avec la définition de [5], on obtient que 2" € 11"} pour
tout n, d’aprés [5, 1.3.8 (i)]. Or 2!l ne tend pas vers 0 pour n — oo, si bien que, quel
que soit m, la filtration ainsi définie n’est pas topologiquement nilpotente.

Nous allons donc introduire ici une définition légérement modifiée, fournissant une
filtration plus fine que celle de [5]. Avec cette définition, I’exemple de [5, 1.3.7] devient
valable, ainsi que toutes les autres propriétés démontrées dans [5] - & I’exception de la
premiére assertion de [5, 1.3.8 (i)], que 'on veut précisément invalider. En particulier,
les deux définitions fournissent la méme filtration sous les hypothéses de [5, 1.5.3],
de sorte que, dans le cas lisse, cette modification ne change pas les faisceaux de
parties principales & puissances divisées partielles [5, 2.1], ni les faisceaux d’opérateurs
différentiels correspondants.

A.1. Notons 8 la PD-structure de by = b + pR prolongeant a et la PD-structure
canonique de (p), et B Vextension de 8 a by A. L’idéal J; = J + b; A est muni d’une
PD-structure canonique prolongeant v et 3, et, pour y € Ji, et a € N, nous noterons
ylel les puissances divisées correspondantes. Pour z € I, nous noterons comme d’ha-
bitude z{"} les puissances divisées partielles de z. Soit .# 1’ensemble des filtrations
décroissantes (F™A)p>o de A qui vérifient les propriétés suivantes :

i) FQ = A, F! =1, et, quels que soient n,n’ >0, F"A- F"' A C Fntn' A,
A A
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(ii) Quels que soient n > 1,z € F"A et k > 0, ztk} € Fkn 4,

(iii) Quel que soit n > 0, J; N F™A est un sous-PD-idéal de J;.

L’idéal JN F™A = JN (J; N F™A) est alors un sous-PD-idéal de Ji, et, pour tout
n > 1, il définit sur F™ A une m-PD-structure. Elle est compatible & (b, a), car d’une
part by ANF™A = b AN (Jy NF™A) est un sous-PD-idéal de Jy, donc de by A, d’autre
part les PD-structures de b; et J N F™A sont compatibles, puisque celles de by et J
le sont par hypothése.

A .2 PROPOSITION. — Dans l’ensemble F des filtrations vérifiant les conditions (i),
(i) et (iii) de A.1, il existe une filtration (I{™),> plus fine que les autres.

Observons que le PD-idéal J; est stable & la fois par les opérations de puissances
divisées yl® et par les opérations de puissances divisées partielles y{**. On introduit
la notation suivante : si @ = (aj,...,a¢), b = (by,...,bs) sont deux suites d’entiers

> 1, on pose
{6}
. {b2} o]
y[a_.g}z((...(((y[azl){bl})lazl) ) ) .

On a donc en particulier yl® = gyl oI} = 4L} S o/ b, o, b” sont des
suites d’entiers comme plus haut, et si 'on pose a = (a},...,a},af,...,a},), b =
by, ..., b, bY,...,b}), on a (y[g it })[2 '} yl®8}  On remarquera que, quels que

soient x € A, y € J1, on a
(xy)[g;é} — zalbl“‘atbty[QQQ}.
Comme dans [5], on note I, I'idéal de A engendré par les produits de la forme

xf'“} —ozi™} avec z; € I pour tout 4, et S n; > n. On définit alors I{"} comme
Iidéal de A engendré par les produits de la forme

H H
(A.2.1) B M ST S
ou z; € I, y; € J1 NIy pour certains entiers
dj Q] = (aj,l7"'7aj,tj)7 b] = (bj,lv"'7bj,tj)7

avect; > 1, a5 > 1, b1 > 1, et

T s
E?’Li + Zdjb"l c ’bj,tj Z n.
=1 j=1

Comme J; NI est un sous-PD-idéal de J; grace & [5, (1.3.2.2)], les I} forment bien
une filtration d’anneau de A telle que I{1} = I, donc vérifiant (i). Les propriétés des
puissances divisées partielles montrent que, pour vérifier (ii), il suffit de le faire pour
un générateur de la forme (A.2.1), et cela résulte encore de ces propriétés. Pour vérifier
(iii), on observe qu'un élément z € J; NI{"} peut s’écrire comme somme d’un élément
2" € I, et d’'une combinaison linéaire d’éléments z/! qui sont de la forme (A.2.1) avec
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s > 1. Les éléments z/ étant dans J; N1 {n} Pélément z' est dans Jy N I,,, et, par

définition, 2’ (Bl — yrihil} appartient & I{"} pour tout h > 1. D’autre part, si 2/ est
de la forme 2] = uayg%;h} , on voit que zg[h] = (ua)hytlf’h;é’l} est aussi dans It} pour

tout h > 1. Il en résulte que J; N 11"} est un sous-PD-idéal de J;. A fortiori, J N I{n}
est un sous-PD-idéal de J, qui munit alors I{"} d’une m-PD-structure, et by AN "}
est un sous-PD-idéal de b; A, ce qui entraine que cette structure est compatible &
(b, ).

Si (F™A) est une filtration de %, alors z{"} € F™A pour tout z € I et tout n,
d’aprés (i) et (ii). Il résulte alors de (i) que I; C F%A pour tout d > 0.Siy € JiNF4A,
la condition (iii) entraine que yl € J; N F?A4 pour tout a > 1, et la condition (ii)
entraine que (y(4){®} € J; N F4 A pour tout b > 1. Appliquant encore (i), on voit que
I{"} ¢ F™ A pour tout n.

Nous adopterons désormais les définitions suivantes :

A .3 DEFINITION. — Sous les hypothéses de A.1, la filtration m-PD-adique de A est
la filtration par les idéaux I{"} dont Pexistence est assurée par la proposition A.2. Il
est clair qu’elle est fonctorielle par rapport a (A, I, J,7). Cette filtration dépend du
choix de m, et, si nécessaire, nous le préciserons par la notation I {ntm

Nous dirons désormais que I est m-PD-nilpotent si, avec la définition de A.2, il
existe un entier n tel que I1"} = 0; lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous dirons
plus simplement que I est PD-nilpotent (cf. la remarque (vi) plus bas). De méme,
lorsque I’ est un idéal quelconque d’une R-algébre A’, les enveloppes & puissances
divisées partielles nilpotentes P(';n)’a(I ") seront désormais définies comme étant les
quotients de P, o(I') par la filtration m-PD-adique au sens de la présente définition.

REMARQUES

(i) On observera qu’on ne modifie pas I'idéal 11"} en restreignant la famille de
générateurs considérés en (A.2.1) de la maniére suivante :

(A.3.1) Sin > 0, on peut supposer n; > 1, d; > 1.

m+1

(A.3.2) On peut supposer b;; > p pour tout j et tout k < t;.

En effet, si z € Jy, et si b < p™*!, on a 21} = uzb, avec u € Z* |. 1l s’ensuit que, si
y € Jy NI, et si la suite b est telle que by < p™*1, on peut écrire yl%2} sous la forme

y[ﬂ;é} — c((y[g/;g'})[ak;l})(bk—l)ak+1bk+1.,.atb¢ (y[l'&/})[ﬁ”@"}’

avec ¢ € L), @' = (a1,...,ak-1), V' = (b1,...,bx1), &' = (arary1,...,a), b" =
(bk+1,---,bt). L’assertion en résulte.

(ii) La filtration ainsi définie coincide encore avec la filtration PD-adique pour
m = 0, et avec la filtration I-adique en caractéristique 0.
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(iii) Notons 71"} la filtration définie en [5, 1.3.7]. Il résulte de [5, 1.3.8] que cette
filtration est dans .%. A fortiori, on a I, C I'" ¢ I{"}" pour tout n. On obser-
vera qu'on peut avoir I{"} #£ T {"}I, comme le montrent la remarque initiale et la
proposition A.4 plus bas.

(iv) Supposons que A soit 'algébre R (ty,...,tq) (m) des polynomes & puissances
divisées de niveau m en d variables [5, 1.5.1], et I son m-PD-idéal canonique, engendré
par les t;{"}, pour 1 <i<d, n>1 Alorson a I, = I"} = [{n}' et 11"} est donc le
R-module libre de base les produits t‘l{"l} = -t‘{ind}, avec Y. n; > n : en effet, on a dans
ce cas I{"}' = I,,, d’aprés [5, 1.5.1]. L’assertion (i) de [5, 1.5.1] reste donc valable
avec la définition de la filtration m-PD-adique donnée ici.

(v) Pour m' > m, considérons (J,v) comme définissant une m’'-PD-structure sur
I. Si I'"fem) et T8} em) sont respectivement les filtrations m-PD-adique et m/-PD-
adique, on a I c ™o pour tout n.

(vi) On prendra garde que la condition de m-PD-nilpotence sur I n’implique pas
que J soit PD-nilpotent au sens classique, c’est & dire qu’il existe un entier n' tel que
J (] = 0 : un exemple en est fourni par Panneau Z/2"Z, pour n > 2, dans lequel
l'idéal maximal m = 27 /2™Z posséde une PD-structure canonique non PD-nilpotente ;
par contre, si I’on considére m comme définissant une 1-PD-structure sur lui-méme,
celle-ci est 1-PD-nilpotente d’aprés 'exemple qui suit.

Précisons en effet la filtration obtenue dans le cas d’un anneau de valuation discréte.

A .4 PROPOSITION. — Soient ¥ un anneau de valuation discréte d’inégales caracté-
ristiques (0, p), m son idéal maximal, e son indice de ramification, ™ une uniformisante
de ¥, a =ml un idéal de ¥, b = m* un sous-idéal de a, m un entier. On suppose que
k et m sont tels que b soit un PD-idéal de ¥ et définisse une m-PD-structure sur a.

(i) La filtration m-PD-adique de a est donnée par
alnt =g, = ((Wh){n’})

n'>n’

Elle est indépendante du choix de b, et elle est m-PD-nilpotente si et seulement si
p"h>el/(p—1).

(i1) Soient A une ¥ -algébre, I = aA, J = bA. Alors J, muni de la PD-structure
prolongeant celle de b, définit une m-PD-structure sur I, et la filtration m-PD-adique
correspondante est donnée par I{"} = aln} A,

En particulier, on voit que m posséde une m-PD-structure topologiquement, m-PD-
nilpotente si et seulement si p™ > e/(p — 1), de sorte que, avec la définition adoptée
ici, exemple de [5, 1.3.7] est valable.

Compte tenu des relations entre les opérations de puissances divisées partielles, la
définition de a,, entraine que cet idéal est engendré par les éléments (77){"'} avec
n' > n. De méme, il est clair que I, = a,A, que les I,, vérifient les conditions (i) et
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(ii) de A.1, et que la filtration par les I,, est plus fine que toute filtration vérifiant les
conditions (i) & (iii) de A.1. Comme la filtration m-PD-adique est la plus fine de celles
qui vérifient ces conditions, il suffit de s’assurer que, si J; = J + pA, alors J; Na,A
est un sous-PD-idéal de J;. Or on a d’une part J; = 7F A, avec k' = min(e, k),
d’autre part a, = (7°") pour un certain entier c,, de sorte que J; Na, A = 7r°IA, avec
¢ = max(cp, k). Sic, <K J1 Na,A=Jp,et l’assertion est claire. Sinon, un élément
z € JiNapA sécrit £ = 7y, et, pour i > 1, 2zl = (7)ldy?; Iassertion résulte alors
de ce que (7<) € (z¢).

Comme ¥ est sans p-torsion, la PD-structure d’un idéal de ¥ est unique lorsqu’elle
existe. Il s’ensuit que, sur a, les opérations z — z{"} sont idépendantes du PD-idéal b
définissant la m-PD-structure de a. Ce qui précéde entraine qu’il en est alors de méme
pour la filtration 71"}, Enfin, puisque a{™} = ((z"){n'} Jn'>n, la m-PD-structure de
a est topologiquement, m-PD-nilpotente si et seulement si (7"){"} tend vers 0 pour
n — o00. Or,sin = pmg+r, avec 0 < r < p™, on a (7h){rt = g7h(gp"h)ld] et
(w?"M)ld] — 0 pour ¢ — oo si et seulement si p™h > e/(p — 1).

Montrons maintenant qu’avec la présente définition, la proposition [5, 1.3.8] reste
vraie (& 'exception de la premiére assertion de (i)). Compte tenu de ce que les 717}
vérifient les conditions (i) & (iii) de A.1, il reste & vérifier :

A.5 PROPOSITION. — Awvec les notations et les hypothéses de A.3, la filtration m-
PD-adique de A vérifie les propriétés suivantes :

(i) Soient n > 1, A = A/I"} 7 : A — A ’homomorphisme canonique, T = IA,
J = JA, 7 la PD-structure quotient sur J. Alors (J,7%) définit sur T une m-PD-
structure compatible & (b, a), ™ est un morphisme strict pour les filtrations m-PD-
adiques, et ™ est universel pour les m-PD-morphismes de (A, I,J,v) dans une R-
algebre A’ munie d’un m-PD-idéal (I', J',~") compatible ¢ (b, a) et tel que rint =,

(ii) Soient A — A' un homomorphisme plat, I' = I A', muni de la m-PD-structure
(J' = JA',~") étendant celle de I (cf. [5,1.3.2 (i)]). La filtration m-PD-adique de A’
est donnée par rint = pink g,

La condition (iii) de A.1 entraine que la PD-structure - passe au quotient sur
J, et que la PD-structure 7 obtenue est strictement compatible & (b, ). Elle munit
donc I d’une m-PD-structure compatible & (b, «), pour laquelle on a 7(I4) = I4 pour
tout d. En particulier, I, = 0. Pour prouver que 7 est strict, il suffit de montrer
que, si y € Jy N1g, alors ylatt ¢ x(I{db1be}) pour tout a et tout b = (by,...,b).
On peut supposer que d < n, et écrire y = 7w(y') = w(z), avec y' € Iz, z € J1,
et y' —z € 11"} ¢ M9, Par suite, z € J; N I14}; il résulte alors de (i) et (ii) que
Zlaby ¢ pldbi-bi} Pou Dassertion. Puisque 7 est strict, on a I'~ = 0, et le quotient
All {n} possede la propriété universelle voulue.

La derniére assertion se voit comme en [5, 1.3.8].
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REMARQUE. — Sous les hypothéses de [5, 1.5.3], les enveloppes & puissances divisées
partielles nilpotentes ne changent pas si ’'on remplace dans leur définition la filtration
de [5, 1.3.7] par celle que nous considérons & présent. En effet, compte tenu de (iv) plus
haut, ’argument de platitude de [5, 1.5.3] raméne au cas d’une algébre de polynémes,
qui résulte de la remarque faite en A.3, (iv).

A .6 PROPOSITION

(i) Pour tout i € N, la filtration m-PD-adique définie sur A; = A/p'*'A par
Uimage I de I, munie de la m-PD-structure quotient, est limage de la filtration m-
PD-adique de A. En particulier, la filtration m-PD-adique de A est topologiquement
m-PD-nilpotente si et seulement si, pour tout i € N, la filtration m-PD-adique de A;
est m-PD-nilpotente.

(il) Supposons que p soit nilpotent dans A. Alors la filtration m-PD-adique de A
est m-PD-nilpotente si et seulement s’il existe un entier n tel que I, = 0.

Soient 7 : A — A;, J; limage de J; dans A;. Si y € J, N I4, on peut écrire
y=n(y") =n(z),avecy’ € I, z € J1, et y' —z € p"*1 A C J;. Par suite, y' € J; N1y,
et I'assertion (i) est claire.

Comme I, C I{"} la condition de (ii) est nécessaire. Pour prouver qu’elle est
suffisante, on peut supposer m > 1. Fixons un entier n tel que I,, = 0, et considérons
I’ensemble E des familles d’entiers de la forme

A= (T,QZ (n1,...,np),8,d=(di,...,ds),t = (ty,...,t5),b= (bj,lc)1<j§s)a

our,s>0,ng,dj, tj, b, > 1, et bjx > p™! pour tout (4, k) avec k < t;. Soit Ey C E
le sous-ensemble des familles A telles qu’il existe des éléments z; € I, y; € Jy N Iy,
et des suites @ = (a;k)1<j<s1<k<t;, avec aj > 1 pour tous j, k, tels que I'élément
(A.2.1) correspondant soit non nul. Alors Eg est un ensemble fini. En effet, on observe
d’abord que l'on a r < n, s < n, puisque chaque élément a:l{""}, yggj ;) appartient & I.
De méme, on an; < n, d; < n, b;, < n pour tous ¢, j, k. Il suffit donc de montrer que
les t; sont uniformément bornés. Si I'on pose b;1 = p™g;1 + 71, avec 0 < rj1 < p™,
on a ()b} = (b;11/g;u) L)l Or, sity > 1, on a bjy > p™*! > p, et
bj1!/gja! est divisible par p. Par suite, (ygaj’l]){bf’l} est de la forme pz, avec z € Jy,
ce qui entraine que ygg;g} est divisible par p%i:2bi2%itbic on t = t;. Comme ajj, > 1,
bj;, > 1 pour tous j, k, et bjr > p™*t' > p* pour tout k < tj, il en résulte que
p2(ti=2) < ¢, ou ¢ est tel que p¢ = 0 dans A.

Soit alors ng le maximum des valeurs de n(A) = 37, n; + 3, d;jbj1---bj,; pour
A € Ky, et soit n’ > ng. Comme, d’aprés (A.3.1) et (A.3.2), idéal It} possede
un systéme de générateurs qui correspondent tous a une famille A € E \ Ey, ces
générateurs sont tous nuls, et I est m-PD-nilpotent.
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A.7 COROLLAIRE

(i) Soit A — A" un homomorphisme d’anneauz tel que v s’étende strictement ¢ A’
(relativement & (by, ) [5, 1.2.2]). Si I est m-PD-nilpotent, et si p est nilpotent dans
A", alors I' = TA', muni de la m-PD-structure définie par JA' (qui est compatible d
(b,a)), est m-PD-nilpotent.

(it) Soient (I',J',~"), (I",J",~") deur m-PD-idéauz de A, tels que ' et " soient
strictement compatibles (relativement a (b1,3) [5, 1.2.2]). Si I' et I" sont m-PD-
nilpotents, et si p est nilpotent dans A, alors I = I' + I", muni de la m-PD-structure
définie par J = J' 4+ J" (qui est compatible & (b,«)), est m-PD-nilpotent.

Compte tenu de A.6, la premiére assertion résulte de ce que I, = I, A’, et la seconde
de ce que I, = > I

n'+n'=n‘n'tn'""

A.8 PROPOSITION. — Sous les hypotheéses de A.1, soient A = R (tq,.. .,td)(m) Dal-
geébre de polynéomes a puissances divisées de niveau m & coefficients dans R, I =
(t1,...,tq) son m-PD-idéal canonique, J C I le sous-PD-idéal canonique, I' = I+aA,
J' = J+bA. On fize un entier ng, et on note A = A/I{no+1} T ¢t T les image de
I' et J' dans A. On munit J' et J de lunique PD-structure prolongeant celles de J
et de b, ce qui munit I' et T de m-PD-structures. Les filtrations m-PD-adiques de I'
et T sont alors données par

(A.8.1) = {Z aptEHVk, af € a{n_lkl}},
k
(A.8.2) Tl{n} = { Z a&t{k}w&, ax € a{n—IM}}‘
[k|<no

Soit Fil"™ A la filtration de A définie par le second membre de (A.8.1). Par fonctoria-
lité et multiplicativité, il est clair que Fil® A C I' {n} pour tout n. La caractérisation
des I''™ donnée en A.2 entraine alors qu’il suffit de vérifier que la filtration Fil™ A
satisfait les conditions (i)—(iii) de A.1. La condition (i) est évidente. Comme Fil" A
est un idéal gradué, les propriétés d’additivité et d’homogénéité des opérations zint
raménent la vérification de la condition (ii) au cas d'un élément de la forme agt{k}
qui est clair. Pour vérifier (iii), posons by = b+ pR, J; = J + b1 A. 1l faut alors
s’assurer que, pour tout n > 1, J| N Fil" A est un sous-PD-idéal de J;. Comme J|
et Fil™ A sont gradués, on se raméne encore 4 montrer que les puissances divisées de
tout élement de J; N Fil” A de la forme axtt} sont dans Fil™ A, ce qui résulte des
propriétés analogues de al"~ &1} et des t{&}.

L’assertion relative & A se montre de la méme maniére.

A.9 COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de A.8, T est m-PD-nilpotent si et seule-
ment si a est m-PD-nilpotent.

Cela résulte aussitot de A.8.
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