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GÉOMÉTRIE D^ARAKELOV DES VARIÉTÉS TORIQUES
ET FIBRES EN DROITES INTÉGRABLES

Vincent Maillot

Résumé. — Notre but, dans ce mémoire, est double. Nous étendons tout d'abord la
théorie de l'intersection arithmétique de Gillet-Soulé afin qu'elle englobe les fibres en
droites intégrables. Pour ce faire, nous utilisons de manière essentielle une théorie du
produit pour les courants positifs due à Bedford-Taylor et Demailly.

Dans un second temps, nous appliquons cette construction aux variétés toriques
projectives lisses. Dans ce cadre, nous montrons entre autres choses que les hauteurs
canoniques des hypersurfaces sont reliées à leur mesure de Mahler, et à partir de l'en-
semble des résultats obtenus nous établissons un analogue arithmétique du théorème
de Bernstein-Koushnirenko.
Abstract (Arakelov geometry of toric varieties and integrable line bundies)

Our aim in this paper is twofold. Firstly, we extend thé Gillet-Soulé arithmetic
intersection theory, so that it encompasses integrable line bundies. In so doing, we use
as an essential tool a product theory for positive currents developed by Bedford-Taylor
and Demailly.

Secondiy, we apply this construction to smooth projective toric varieties. In this
framework, we prove among other things that canonical heights of hypersurfaces are
related to their Mahler measure. As a conséquence of our results, we prove an arith-
metic analogue of thé Bernstein-Kushnirenko theorem.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Grâce à Demazure [Dema], on sait associer à tout éventail A de Z^ un schéma
TT : P(A) —^ SpecZ que l'on appelle variété torique associée à A. On trouve dans
la littérature (cf. [Da], [Oda] et [Fu2] pour des références précises) une description
explicite de la variété P(A) sur C en terme des propriétés combinatoires de A. Re-
venant au point de vue originel de Demazure, nous montrons que cette description
s'étend sans difficulté à la situation sur Z. En particulier, on dispose lorsque P(A) est
projective et lisse, d'une description agréable basée sur un théorème de Jurkiewicz
et Danilov, de l'anneau de Chow (^^(^(A)) en terme de générateurs et relations
(théorème 2.5.7). Plus précisément, nous montrons que C7Iï*(P(A)) est engendré en
tant qu'anneau par la première classe de Chern ci(L) e CH1^^)) des fibres en
droites L sur P(A).

Afin de donner pour l'anneau de Chow arithmétique CJî* (T(/\)) un analogue de
cette description, il nous est nécessaire de munir tout fibre en droites L sur F(A) d'une
métrique | | .HL,OO « canonique » permettant entre autres choses le calcul explicite du
produit :

ci(L,||.||^)^eGy(P(A)),

où ci (L, ||.||L,oo) désigne la première classe de Chern arithmétique de (L, ||.||L,oo)
(comparer avec [Mal] où un point de vue analogue est développé pour les grassman-
niennes).

Nous donnons plusieurs constructions d'une métrique | | .HL,OO qui est canonique
dans le sens où l'application L \-^ | | .HL,OO possède des propriétés fonctorielles (pro-
position 3.3.2) qui permettent de la caractériser entièrement. Malheureusement, la
métrique ainsi construite n'est pas C°° en général. La première « forme » de Chern
ci(L, ||.||L,oo) est un courant réel de bidegré (1,1), et donc le produit ci(L, ||.||L,oo)^
et a fortiori le produit ci(L, ll . l lz^oo)^ ne sont pas définis.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Nous sommes donc amenés dans un premier temps à étendre sur certains points la
théorie développée dans [GS1], afin de pouvoir considérer en géométrie d'Arakelov des
fibres en droites munis de métriques non-nécessairement C°°. Comme, pour autant
qu'il nous soit permis d'en juger, ces développements possèdent un intérêt propre,
nous avons choisi d'en donner une exposition valable en toute généralité.

Quittons donc un instant l'univers torique, et considérons X une variété arithmé-
tique quelconque de dimension absolue d+ 1. Reprenant une terminologie introduite
par Zhang [Zha], nous dirons d'un couple (L, ||.||) formé d'un fibre en droites L sur X
et d'une métrique hermitienne continue ||.|| sur L(C) qu'il est admissible si L est en-
gendré par ses sections globales, ||.|| est positive et peut être approchée uniformément
sur X(C) par des métriques positives C°°. Plus généralement, un fibre en droites sur
X sera dit intégrable s'il est différence de deux fibres en droites admissibles. Tout fibre
en droites L sur P(A) muni de sa métrique canonique | | .HL,OO est intégrable (exemple
4.7.2).

Nous développons alors sur X(C) un formalisme de formes différentielles géné-
ralisées ; en particulier la première « forme » de Chern ci (L) d'un fibre en droites
intégrable L est une forme différentielle généralisée à notre sens. En nous appuyant
sur une théorie développée par Bedford-Taylor [BeT] puis Demailly [De2], nous mon-
trons comment l'on peut donner un sens au produit de deux telles formes (proposition
4.3.7).

Nous construisons ensuite un groupe gradué CH^(X) contenant l'anneau de Chow
arithmétique usuel CH (X), de telle sorte que pour tout fibre en droites intégrable
L sur X, on ait ci(L) e CH^(X). Nous étendons alors partiellement le formalisme
développé dans [GS1] au groupe CH^(X), ce qui nous permet de retrouver certains
résultats de Zhang [Zha] concernant les fibres intégrables. Notre principal résultat
dans cette direction est le suivant (théorème 5.4.1). Il existe un accouplement :

CÎÎ^X) 0 CH^(X) -^ CH^ÇX)^

qui prolonge celui défini par Gillet-Soulé sur CH (X) et qui munit CH^(X) d'une
structure d'anneau commutatif, associatif et unifère. De plus, on dispose d'un mor-

-̂ -~ ^~—d+l
phisme deg : CH^ (X) —^ R qui prolonge celui défini dans [GS1], et tel que (théo-
rème 5.5.6) si L i , . . . . Lrf+i sont des fibres intégrables sur X et h-^ -^ (X) est la
hauteur de X relativement à L i , . . . , 1^4-1 telle qu'elle est définie dans [Zha], alors :

.̂..J^W = deg(W) • • •ci(Id+i)).

Revenons au cas particulier des variétés toriques : Soient L i , . . . , ~Lq des fibres en
droites sur P(A) munis de leur métrique canonique ; nous donnons une formule ex-
plicite pour le produit généralisé ci(Li) « • -ci(Lç) en terme de la combinatoire de A

MÉMOIRES DE LA SMF 80



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

(théorème 6.3.1). Nous montrons que cette formule conduit à un algorithme parti-
culièrement simple pour le calcul du volume mixte de polytopes convexes (remarque
6.3.7).

Lorsque q = d + 1, nous montrons que la hauteur canonique h-^ r (P(A)) est
nulle (proposition 7.1.1), puis nous approfondissons ce résultat en montrant (théo-
rème 7.4.1) que le sous-anneau de C7f^(IP(A)) engendré par les premières classes
de Chern arithmétiques ci(L, ||.||L,oo) des fibres en droites L sur P(A) est isomorphe
canoniquement à C7:r(IP(A)). Ce résultat est l'analogue arithmétique du théorème
de Jurkiewicz et Danilov. Nous en déduisons que la hauteur canonique d'une hyper-
surface dans P(A) (i.e. sa hauteur relativement à des fibres en droites sur P(A) munis
de leur métrique canonique) est donnée essentiellement par la mesure de Mahler du
polynôme qui la définit (proposition 7.2.1).

En nous appuyant sur les résultats précédents, nous concluons cet article par la
démonstration d'un analogue arithmétique du théorème de Bernstein-Koushnirenko
(théorème 8.2.1 et corollaire 8.2.3) donnant une majoration de la hauteur des points
d'intersections de d hypersurfaces de F(A) en fonction de leur hauteur canonique et
de leur polyhèdre de Newton. Ce résultat étend aux variétés toriques projectives et
lisses (mais pour des métriques différentes) un analogue arithmétique du théorème de
Bézout dû à Bost, Gillet et Soûle [BGS].

Passons maintenant en revue l'organisation de cet article.

Le chapitre 2 est consacré aux variétés toriques sur SpecZ. Nous rappelons au 2.1
quelques propriétés simples des cônes et des éventails, et au 2.2 la construction d'après
Demazure des variétés toriques et de leurs morphismes canoniques. Nous introduisons
au 2.3 la notion de diviseur invariant et de fonction support associée. Nous rappelons
en les adaptant à la situation sur Z certains critères pour l'amplitude d'un diviseur
invariant. Au 2.4 nous montrons comment l'on peut construire de manière canonique
une variété torique projective à partir d'un polytope convexe entier. Enfin le 2.5 est
consacré à la structure de l'anneau de Chow d'une variété torique projective lisse.
En utilisant une décomposition cellulaire sur Z d'une telle variété, nous montrons
comment la plupart des résultats classiques (sur C) s'étendent à la situation sur Z ;
nous en profitons pour prouver un théorème d'annulation des groupes CJP^"1 (IP(A)).
C'est là le seul point vraiment nouveau de ce chapitre.

Au chapitre 3 nous nous intéressons plus particulièrement aux variétés toriques
complexes. La variété torique à coin P(A)^ est définie au 3.1. Nous présentons au 3.2
un recouvrement canonique de P(A)(C) introduit par Batyrev et Tschinkel [BaT] puis
étudions certaines de ses propriétés. Nous utilisons ce recouvrement pour construire au
3.3 la métrique canonique | | . H L , O O - Nous montrons que cette métrique vérifie certaines
propriétés de multiplicativité et de fonctorialité (proposition 3.3.2). Nous en donnons
ensuite deux autres constructions, l'une basée sur un théorème de Zhang (théorème
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

3.3.3), l'autre par image inverse (proposition 3.3.8). Nous déduisons de cette dernière
construction un théorème d'approximation globale pour | [ . H L , O O (proposition 3.3.12).

Le chapitre 4 est centré sur l'étude des formes différentielles généralisées sur une
variété complexe arbitraire. Après avoir rappelé au 4.2 la théorie développée par
Bedford-Taylor [BeT] puis Demailly [De2], nous définissons au 4.3 et au 4.4 plusieurs
types remarquables de courants qui, grâce à cette théorie, peuvent être multipliés.
Nous introduisons aux sections 4.5 et 4.7 les notions de fibres en droites admissibles
et de fibres en droites intégrables, et montrons au 4.6 que tout fibre en droites ample
muni d'une métrique positive sur une variété projective est admissible.

Nous abordons au chapitre 5 le cœur de notre sujet, à savoir la construction de
l'anneau CH^ÇX) pour toute variété arithmétique X. Après avoir rappelé au 5.1 la
théorie classique de Gillet-Soulé et introduit au 5.2 le groupe de Picard arithmétique
généralisé Pic^t(X), nous définissons au 5.3 les groupes de Chow arithmétiques gé-
néralisés CH^(X) (définition 5.3.11) puis nous construisons au 5.4 l'accouplement
CH^(X)0CH^(X) —)- CH^ (^OQ. Finalement nous relions au 5.5 cette construc-
tion à celle de Zhang [Zha] (théorème 5.5.6), puis nous démontrons un résultat général
de positivité (proposition 5.5.7) qui nous servira au chapitre 8 lors de la démonstration
d'un analogue arithmétique du théorème de Bernstein-Koushnirenko.

Nous retournons à partir du chapitre 6 aux variétés toriques. Après avoir donné
au 6.2 une expression explicite, pour tout fibre en droites L sur P(A) muni de sa
métrique canonique, du courant Ci(L), nous généralisons ce résultat en donnant au 6.3
une formule explicite pour le produit généralisé de tels courants de Chern (théorème
6.3.1). Nous démontrons enfin au 6.4 un résultat d'annulation pour un tel produit
(corollaire 6.4.2).

Le chapitre 7 est consacré à l'étude de la géométrie d'Arakelov des variétés toriques.
Nous démontrons au 7.1 un théorème d'annulation des multihauteurs canoniques de
IP(A) (proposition 7.1.1) et établissons au 7.2 une formule reliant la hauteur canonique
d'une hypersurface dans F(A) à la hauteur de Mahler du polynôme qui la définit
(proposition 7.2.1). Le 7.3 présente un exemple intéressant : le calcul de la mesure
de Mahler d'une droite dans IP2. Nous exhibons au 7.4 une section canonique du
morphisme d'anneaux application cycle C : CÎ^(IP(A)) -^ CIï*(P(A)).

Au 8.1, nous associons de manière fonctorielle une constante réelle positive L(V) à
tout polytope convexe entier V de W1, puis nous en donnons une majoration explicite
lorsque V est absolument simple (proposition 8.1.6). Finalement nous démontrons par
récurrence au 8.2 un analogue arithmétique du théorème de Bernstein-Koushnirenko
faisant intervenir dans son énoncé les constantes -£/(V) précédemment introduites
(théorème 8.2.1 et corollaire 8.2.3).

Ce texte constitue une version remaniée d'une partie de la thèse de l'auteur [Ma3].
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Certains des résultats présentés ici avaient été annoncés dans [Ma2].

L'auteur tient à exprimer sa profonde gratitude à J.-B. Bost sans l'aide duquel
ce travail n'aurait jamais vu le jour. Il lui est également agréable de remercier J.
Cassaigne, A. Chambert-Loir, D. Harari, M. Laurent, E. Leichtnam, J. Pfeiffer, C.
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texte pour de nombreuses remarques.
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CHAPITRE 2

VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPEC Z

Nous rappelons dans ce chapitre la construction de leurs propriétés les plus impor-
tantes qui nous serons utiles par la suite. Nous suivrons [Dema] dans la mesure du
possible, ainsi que [Oda], [Fu2], [KKMS], [Br], [Da] ou [Lau] lorsque l'exposition le
rendra nécessaire, avec l'inconvénient pour ces dernières références que leurs auteurs
ne considèrent que des variétés toriques sur C. Le lecteur pourra également consulter
[FC, §IV, section 2] avec profit.

2.1. Cônes et éventails

Pour plus de détails sur les définitions et les démonstrations des propositions énon-
cées ici, on peut consulter [Oda, §1.1] et aussi [Fu2, §1.1 et 1.2].

Soit N ^ Z^ un Z-module libre de rang d dans lequel on a choisi une base e\..... e^.
On note M = Homz(A^Z) son Z-module dual. On dispose de l'accouplement non
dégénéré :

( , ) : M x 7 V — . Z .

On pose TV]R = N^R et MR = M(g)zR; ce sont des R-espaces vectoriels de dimension
d. L'accouplement ci-dessus s'étend en une forme bilinéaire non-dégénérée :

( , ) : MR x N^ —^ R.

DÉFINITION 2.1.1. — On appelle cône polyhèdral rationnel dans N ou plus simple-
ment cône tout ensemble a Ç N^ de la forme :

a = ̂ R+n,,
ici

où {rii)i^i est une famille finie d'éléments de N . La dimension de a est définie comme
la dimension de l'espace vectoriel réel engendré par les points du cône a :

dimcr = dimiR(Vect(a)) = dim^Ça + (-cr)).
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REMARQUE 2.1.2. — On définit de la même façon les cônes polyhèdraux rationnels
dans M.

DÉFINITION 2.1.3. — On définit le dual a* (resp. l'orthogonal a^) du cône cr de la
façon suivante :

a* ={v e MR : (v,x) ^ 0, \/x ç a} Ç MR,

a-1- ={v e Mp : (v,x) =0, \fx e cr} ç MR.

DÉFINITION 2.1.4. — On dit que r C a- est une face de a, et l'on note r < a, si l'on
peut trouver v ç. a* tel que :

r = crn^}^-.

REMARQUE 2.1.5. — Dans une telle situation, on peut toujours choisir v ç a* D M
(voir par exemple [Oda, prop. 1.3] ou [Fu2, p. 13]).

DÉFINITION 2.1.6. — Un cône a est dit strict s'il ne contient aucune droite réelle.

Les assertions suivantes découlent aisément des définitions :

PROPOSITION 2.1.7
- Toute face d'un cône est un cône.
- Le dual d'un cône a est un cône, et de plus (cr*)* = a.
- Pour tout cône strict a, dimcr* = n.
- On a dimcr + dimcr^ = n pour tout cône a.

DÉFINITION 2.1.8. — Un éventail de TVp est une famille finie A = {cr} de cônes
stricts de N^ telle que :

1. Si a G A, alors toute face r de a appartient à A.
2. Si a, a ' G A, alors a n a1 est une face à la fois de a et de a ' .

La réunion |A| = Uo-eA a est appelée support de A. On note :

A(j) = M açA ,
dirn a=j

le j- squelette de A. On notera également Amax = A(d).

DÉFINITION 2.1.9. — Soit a un cône strict de N^, on note ̂  = M H cr*.

La proposition suivante donne une caractérisation algébrique des ensembles c^- ''

PROPOSITION 2.1.10. — Soit a un cône strict de N^. L'ensemble ̂  est un semi-
groupe (additif), saturé, de type fini. De plus, ^y- engendre M en tant que groupe.
Réciproquement, si ^ C M est un tel semi-groupe, alors il existe a- un cône strict de
TVp tel que ̂  = ̂ .
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2.2. CONSTRUCTION DES VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPEC Z 9

Dans toute la suite du texte, N est un Z-module libre de rang d fixé une fois
pour toute.

2.2. Construction des variétés toriques sur Spec Z

On suit essentiellement [Dema, §4]. Demazure ne s'intéresse qu'aux variétés to-
riques lisses, mais les démonstrations données par lui des propositions citées ici .s'éten-
dent immédiatement au cas général. On peut également consulter [Oda, §1] et [Fu2,
§1 et §2] pour les démonstrations de ces mêmes propositions lorsque le corps de base
est C.

DÉFINITION 2.2.1. — Soit (7 un cône strict de N^. On appelle variété torique affine
associée au cône a et l'on note Ua le Z-schéma :

^=Spec(Z[J^]).

PROPOSITION 2.2.2. — Le Z -schéma Ua est affine, normal, plat sur Spec 1^ et à fibres
géométriquement intègres.

PROPOSITION 2.2.3. — Soit T < a, l'inclusion ^a Ç ^r induit un morphisme ca-
nonique Ur —> Ua ; c 'est une immersion ouverte de Z -schémas.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, lemme 1] et aussi [Oda, th. 1.4]. D

EXEMPLE 2.2.4. — Prenons a = {0}, on obtient [/{Q} = T, le Z-tore dual de N .

Soient a et a ' deux cônes d'un même éventail A. Comme a H a1 est lui-même un
élément de A, on dispose grâce à la proposition (2.2.3) des immersions ouvertes :

c^-^
UaHa'

^^
qui nous permettent de recoller Ua et Ua1 le long de Uana' ' On pose alors la définition
suivante :

DÉFINITION 2.2.5. — Soit A un éventail. On appelle variété torique associée à l ' é -
ventail A et l'on note F (A) le schéma obtenu par recollement des Ua pour a parcourant
A, à l'aide des immersions ouvertes Uana' ^ Ua et Uana' ^ Ua' et ce pour tous a,
a' G A.

PROPOSITION 2.2.6. — Le ^-schéma P(A) est plat sur SpecZ, normal, séparé, in-
tègre, de dimension absolue d + 1 et à fibres géométriquement intègres.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, prop. 1] et aussi [Oda, th. 1.4] ; on peut égale-
ment consulter [Fu2, §1.4] sur certains des points abordés ici. D
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10 CHAPITRE 2. VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPECZ

La proposition suivante justifie le nom de variété torique pour un Z-schéma de la
forme P(A) :

PROPOSITION 2.2.7. — Notons T le ^-tore dual de N ; l'action :

T XspecZ ^{0} ^ T XspecZ T ——> T,

de T sur ^{o}? définie par la structure de schéma en groupe de T, se prolonge en une
action :

rxspeczP(A)-^]P(A),

de T ^rP(A).

Démonstration. — Voir [Dema, p. 559]. On peut également consulter [Oda, p. 9]. D

Comme T = U^ est un ouvert dense de P(A), tout monôme X'171 pour m ç M
s'étend en une fonction rationnelle sur P(A). On note ^m cette fonction que l'on
appelle caractère associé à m. La proposition suivante est une conséquence immédiate
de la définition de P(A) :

PROPOSITION 2.2.8. — Soit ( T ç / \ e t m e M ^ } o • l ' = ̂ -, alors ^m est régulière sur
U^. De plus si m ' , m" ç ̂  alors ^m/+m// = ̂ m\rn" sur Ua.

Les deux propositions suivantes donnent des critères simples sur A pour que F(A)
soit propre (resp. lisse) :

PROPOSITION 2.2.9. — La variété torique P(A) est propre surSpec^ si et seulement
si l'éventail A est complet (i.e. |A| = N^).

PROPOSITION 2.2.10. — La variété torique P(A) est lisse ^rSpecZ si et seulement
si tout cône a ç A est engendré par une partie d'une base de N. Dans ce cas, l'éventail
A est dit régulier.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, prop. 4] et [Dema, §4, def. 1 et prop. 1]. On
peut également consulter [Oda, th. 1.10] et [Fu2, §2.1 et 2.4]. D

REMARQUE 2.2.11. — Soit k un corps quelconque et notons :

F(A)^ =F(A) XspeczSpecA-,

la variété torique sur k associée à A comme dans [Da]. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Le schéma P(A) est régulier.
2. Le schéma P(A) est lisse sur SpecZ.
3. La variété torique P(A)j^ est lisse sur k.

EXEMPLE 2.2.12. — On prend N = Z2. On note eo = -ei - 62 et on pose cri =
R+ei + M+<°2, 0-2 = S^eo + IR+e2 et ^3 = R+eo + R+ei.
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2.2. CONSTRUCTION DES VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPEC 11

O'I
<°2

^2

<°1

eo
^"3

En prenant a\, 0-2, 0-3 ainsi que leurs faces I^eo, I^ei, R^e^ et {0}, on obtient un
éventail complet et régulier As. Dans M, les cônes duaux sont donnés par :

îl:llll%: M

lilil

Les ouverts Ua^, Ua^ et ^/o-g sont des plans affines que l'on recolle par les applications :

Ql,2:U^ -^ U^ Oi,3:^ ^ ^3 ©2,3:^ ^ ^3

M^A (^^^f^1), ^^^('i^y\^ ^7 \y y } \x x )
On en déduit que ]P(A2) s'identifie au plan projectif P|.

La proposition suivante donne une décomposition de P(A) sous forme d'une réunion
disjointe de tores :

PROPOSITION 2.2.13. — Soit A un éventail de N^ et P(A) la variété torique asso-
ciée. Pour tout a G A on considère le tore :

ff(a) =Spec(Z [Mn^]).
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12 CHAPITRE 2. VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPECZ

Le tore ^{o~) se plonge de manière canonique dans l'ouvert Ua (et donc dans IP(A)^
par le morphisme :

^ : ̂ (a) =Spec(Z [MH^]) ^—.Spec(Z[Mn<7*]) = Ua,

obtenu par prolongement par zéro (i.e. induit par le morphisme ia : Z [M D cr*] —>
Z [M n cr^] rfe^m ^ar iaÇx1^} = X771 stl m e a± e^ ^(x771) = 0 sinon). De plus :

1. 5W À; ^n œrp5 algébriquement clos, toute T(k)-orbite de P(A)(Â-) est de la
forme ff(o-)(k) avec a ç F(A).

2. Le schéma P(A) e^ réunion disjointe des sous-schémas localement fermés ^(cr)
pour a parcourant A et cette décomposition est respectée par l'action de T.

3. On a :
- G ({0}) = U^o} =T_
- r <a^ ^(cr) C ^(r).

-^=U.<^M-
4. Pour tout a ç A, notons V(a) = ff{<J) ; c'est une variété torique et l'on a :

V(a) = (J W.
a<T

Démonstration. — Voir [Dema, §4, prop. 2]. On pourra également consulter [Oda,
prop. 1.6] et [Fu2, §3.1]. D

REMARQUE 2.2.14. — Soient a C A et Na C N le Z-module engendré par a D N .
On note N(a) le Z-module quotient N / N a et M(a-) = a1- H M son dual.

On appelle étoile du cône a l'ensemble des cônes r ç. A contenant a. Soit r un tel
cône ; on note ~f son image dans N(a)^, c'est-à-dire :

T=( ï+(A^)R) / (A^)RC7V(a)R.

L'ensemble {T : r e A, a < r} forme un éventail de N(a) que l'on note A(cr). On
dispose de l'inclusion canonique ff(o') C P(A(cr)) correspondant au cône {0} G A (a).

On peut montrer (voir [Fu2, §3.1] ou [Oda, cor. 1.7]) que le morphisme ia- : ff(o') ̂
Ua introduit à la proposition (2.2.13) s'étend de manière canonique en une immersion
fermée ia : P(A(cr)) ̂  P(A) qui a pour image V(a). Dans toute la suite, on identifie
P(A((7)) à V(a) par cet isomorphisme canonique.

La définition et la proposition suivantes décrivent les morphismes naturels entre
variétés toriques :

DÉFINITION 2.2.15. — Soient (A^A) et ( N ' , / \ ' ) deux éventails, avec N ^ Z^ et
N ' ^ Z^' ; un morphisme d'éventails y : (TV7, A7) —> (N, A) est un morphisme de
Z-module y : N ' —^ N telle que l'application induite : (^R : N^ —> N^, définie par
extension des scalaires à partir de (/?, vérifie : pour tout a1 G A', il existe a ç. A tel
que ^(a1) C (T .
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2.2. CONSTRUCTION DES VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPEC Z 13

Soit (p : (TV', A') —, (7V, A) un tel morphisme d'éventails. On construit à partir
de (/? un morphisme équivariant ^ : ^(A') -. F(A) de la façon suivante : On note
^ : M -. M' la transposée de (^ et ^R : MR -> M^ l'application définie par
extension des scalaires à partir de V Soient a ' ç A' et a ç A tels que ^pÇcr') C a.
De l'inclusion ^(cr*) C (a7)*, on tire que ^(^) C ^/. On dispose donc d'une
application t^ : ̂  —, ̂ / qui induit un morphisme équivariant (^ : Ua' — Ua. En
particulier, si l'on prend c^ = {0'} et a- = {0}, on obtient le morphisme de tore :

^ : T1 = Spec(Z[M7]) —, Spec(Z[M]) = F,

induit par l'application ^ : M — M7. La proposition suivante affirme qu'on peut
recoller ces constructions locales pour obtenir un morphisme global équivariant (^ et
donne une condition nécessaire et suffisante sur ^ pour que (y^ soit propre :

PROPOSITION 2.2.16. — Soit y : (A^,A') -, (A^A) un morphisme d'éventails. Le
morphisme de tore algébrique :

^ : T' = Spec (Z[M']) —^ Spec (Z[M]) = F,

induit par l'application duale t(^ : M —, M1 se prolonge en un morphisme :

^: ^(A^—^A).

Le morphisme (/^ est équivariant sous l'action de T' et T. De plus, (̂  est propre si
et seulement si :

^([AD^IAZ

Démonstration. — On peut consulter [Oda, prop. 1.13 et 1.15] et aussi [Fu2, §1.4 et
2.4]. D

EXEMPLE 2.2.17. — Soit p un entier supérieur ou égal à un, prenons N1 = N et
A' = A, et soit [p] le morphisme d'éventail défini par :

[p] : N —>N

n i—>pn.

On note encore [p] l'endomorphisme de P(A) induit par [p]. D'après la proposition
précédente, le morphisme [p] est propre. Sa restriction à chacun des tores ^(cr) est le
morphisme puissance p-ème :

[p] : W —,ff(a)
x i—> xp.

On en déduit que pour tout corps A-, le morphisme [p}k : IP(A)^ —, P(A)^ obtenu par
extension des scalaires est fini de degré pd.
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14 CHAPITRE 2. VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPECZ

DÉFINITION 2.2.18. — Soient A et A' deux éventails de N . On dit que A' est plus
fin que A ou encore que A' est un raffinement de A si pour tout a ' ç A7 il existe
a G A tel que a1 C cr, et si de plus A7] = |A[. L'inclusion induit un morphisme
équivariant propre canonique i^ : P(A') —)- P(A).

2.3. Diviseurs invariants sur IP(A)

On considère A un éventail complet, de sorte que la variété torique associée P(A)
est propre. On note TI, . . . , Tr les éléments de A(l), c'est-à-dire les demi-droites de A
et ^ i , . . . , Ur leur générateur dans N , c'est-à-dire les éléments de N tels que TI D N =
Nui. A tout Ti on a associé précédemment V(ïi) = ^{r^} un schéma irréductible de
codimension 1 invariant sous l'action de T.

DÉFINITION 2.3.1. — On appelle diviseur invariant élémentaire ou plus simplement
diviseur élémentaire et l'on note Di le cycle donné par V{ïi).

PROPOSITION 2.3.2. — Tout diviseur de Weil D sur P(A) horizontal invariant par
T (i.e. dont la restriction à la fibre générique est laissée invariante par Tq) est de la
forme :

r

D=^aiDi (a,eZ).
i=l

Démonstration. — Cela découle directement de la décomposition donnée dans la pro-
position (2.2.13). D

PROPOSITION 2.3.3. — Soit m CL M et \m le caractère associé ; l'ordre de ̂ m en Di
est donné par :

ord^O^) = (m,Ui).

Démonstration. — Voir par exemple [Fu2, lemme p. 61]. D

DÉFINITION 2.3.4. — On dit qu'une fonction ^ : N^ —^ R est linéaire par morceaux
sur A (ou plus simplement linéaire par morceaux) si la restriction de ^ à chacun des
cônes de A est définie par une forme linéaire m^o- 6 M.

PROPOSITION 2.3.5. — Un diviseur de Weil horizontal T-invariant D = ̂ [^i o^2^
sur P(A) provient d'un diviseur de Cartier si et seulement s'il existe une fonction
^ : N^ —^ R continue et linéaire par morceaux sur A telle que ^{u^) = —ai pour
(1 ^ i ^ r). Si elle existe, une telle fonction ̂  est unique.

Démonstration. — Voir [Oda, prop. 2.1] et [Fu2, p. 66]. D
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DÉFINITION 2.3.6. — Soit D un diviseur de Cartier sur P(A) horizontal et T-inva-
riant, on appelle fonction support associée à D et l'on notera ^o la fonction définie
par la proposition ci-dessus. On notera rriD.a la forme linéaire définissant ̂  sur
a- e A.

REMARQUE 2.3.7. — Lorsque P(A) est lisse, tout diviseur de Weil est un diviseur de
Cartier. On remarquera que sous cette hypothèse, l'existence d'une fonction support
découle du critère de lissité (2.2.10).

PROPOSITION 2.3.8. — Si y : (TV7, A') -)- (A^A) est un morphisme d'éventails et D
un diviseur de Cartier T-invariant 5^rP(A) de fonction supportée, alors le diviseur
de Cartier T-invariant ((^)*(D) sur F(A7) admet iRo o ̂  comme fonction support.

Démonstration. — Soient a ' e A' et a ç A tels que ^(o-7) C a. On pose D ' =
((^)*(D) et l'on note mo^a (resp. m o ' ^ ' ) la forme linéaire définissant ̂  sur a
(resp. ^D ° y sur a'). D'après la proposition (2.3.3) le diviseur D est de la forme
divO^0-") sur Ua, et donc D' est de la forme div^^ o ̂ ) sur ^/. II suffit alors
de remarquer que :

^m^ Q ^ ^y{mD,a) ̂  ^rn^,^,

et d'appliquer une nouvelle fois la proposition (2.3.3) pour conclure. D

Le lemme suivant est une simple conséquence de la proposition (2.3.3).

LEMME 2.3.9. — Soit D == ̂ ^i ciiDi un diviseur de Cartier horizontal T-invariant
et 0(D) le faisceau inversible associé à D. Pour tout a e A, on pose :

PDW = {v e MR : (v,u) ^ ^D(u), Vn G a} = a* +mz^.

Le ^-module des sections de 0(D) sur Ua est donné par :

F(U^O(D))= g) z^.
mePo((T)nM

La proposition suivante, qui décrit les sections globales d'un diviseur de Cartier
T-invariant, découle directement du lemme précédent :

PROPOSITION 2.3.10. — Soit D = ELi^A un diviseur de Cartier horizontal T-
invariant et 0(D) le faisceau inversible associé à D. On note KD le polytope convexe
de M^ défini par les inéquations suivantes :

KD ={v e MR, (v, Ui) ^ -ai, 0 ̂  i ^ r}

={v G M^{v,u) ̂  ̂ D{u), Vue N^}.

Le Z -module des sections globales de 0(D) est donné par :

r(P(A),o(^))= (9 z^.
mçKD(~}M
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16 CHAPITRE 2. VARIÉTÉS TORIQUES SUR SPECZ

Pour plus de détails, on peut consulter [Oda, lemme 2.3] et [Fu2, p. 66], les argu-
ments donnés sur C s'étendant immédiatement à la situation sur SpecZ.

DÉFINITION 2.3.11. — Une fonction ip : N^ —^ IR est dite concave si pour tous x^
y € N^ et tout t ç. [0,1] l'inégalité suivante est vérifiée :

t^(x) + (1 - t)^(y) ̂  ^(tx + (1 - t)y).

DÉFINITION 2.3.12 (Minkowski). — Soit K un compact convexe non vide de MR.
On appelle fonction d'appui associée à K et l'on note ^K la fonction Z^K '' ^VR —^ ^
définie par :

^K(u) = mî{(v,u), v C K},

pour tout u C N^.

L'énoncé suivant (voir par exemple [Oda, th. A. 18]) montre qu'un compact convexe
est entièrement caractérisé par sa fonction d'appui :

THÉORÈME 2.3.13. — Soit C(M^) l'ensemble des compacts convexes non vides de
M\n et notons S(N^) l'ensemble des fonctions ^ : N^ —^ R positivement homogènes
(i.e. telles que ïp(cu) == cip(u) pour tout c 6 R"̂  et u e N]^) et concaves. Pour tout
^ ç. S(N^), notons K^ le compact connexe associé à ip par les inégalités suivantes :

K^ = {v e MR : {v,u) ^ ^(n), Vn € N^}.

On a :

1. Les applications C{M^) —^ S(N^) et S(N^) —^ C(M^) qui envoient respective-
ment K sur ^K ^t ip sur K^ sont réciproques l'une de l'autre.

2. Par la correspondance biunivoque décrite ci-dessus, la somme de Minkowski K-\-
K' de deux compacts convexes K^K' e C(M^) (resp. le dilaté cK, c ç. R"̂  ) est
associée à la somme ^K + ̂ K' (resp. à C^K)'

Nous pouvons alors énoncer :

THÉORÈME 2.3.14. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal T'-invariant sur^P(A).
Le faisceau inversible 0(D) est engendré par ses sections globales si et seulement si
Î^D lo> fonction support de D est concave. De plus, si pour tout cône a ç A on note
^D,cr Isolément de M définissant la restriction de ^D à a, le polytope convexe KD
associé à D est alors l'enveloppe convexe des mr)^ dans M^ pour a parcourant Amax-
En particulier, KD est à sommets entiers. Enfin KD et I^D sont images l'un de l'autre
par la correspondance définie à la proposition (2.3.13).

Démonstration. — Voir [Oda, th 2.7] ou [Fu2, p. 68]. D
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PROPOSITION 2.3.15. — Soient D et D' deux diviseurs horizontaux T-invariants et
engendrés par leurs sections globales. Soit D" = D + D1, on a :

^D" = ^D + ^D'

KD" = KD + KD' .

Démonstration. — C'est une conséquence des énoncés précédents. On peut consulter
[Fu2, p. 69] pour plus de détails. D

REMARQUE 2.3.16. — On remarquera que l'on a pas nécessairement :

KD" n M = (KD n M) + (KD' n M).
DÉFINITION 2.3.17. — Soit ^ une fonction concave linéaire par morceaux sur un
éventail A complet. On dit que '0 est strictement concave relativement à A (ou plus
simplement strictement concave lorsque aucune confusion n'est à craindre) si et seule-
ment si A est l'éventail complet le plus grossier dans N tel que la restriction de ^ à
a soit linéaire pour tout a ç A.

THÉORÈME 2.3.18. — SoitD un diviseur de Cartier horizontal T'-invariant sur'IP(A)
et Ï/^D la fonction support associée. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le diviseur D est ample.
2. La fonction support Z^D est strictement concave relativement à A.
3. Le polytope KD est de dimension d, et si pour tout a ç A, on note mD,a

l'élément de M donnant la restriction de ^D à a, alors les sommets de KD sont
donné par {m^o-.cr G Amax}- De plus rriD^a i=- ^D,r pour a, r e Amax dès que
a ^ r .

Démonstration. — Comme Spec Z est un schéma affine, le diviseur D est ample sur
P(A) si et seulement s'il est ample relativement à SpecZ d'après [EGA2, cor. 4.6.6].

Par ailleurs, d'après [EGA2, cor. 4.6.4] et le critère d'amplitude donné dans
[EGA3, th. 4.7.1], l'amplitude de D sur P(A) relativement à SpecZ est équivalente
à l'amplitude de D sur ^(A)^ pour tout nombre premier p.

Enfin pour tout corps À-, [Oda, cor. 2.14] ou [Fu2, p. 70] modifiés de façon évidente
montrent que les trois assertions du théorème sont équivalentes sur IP(A)^. D

On remarque en particulier que sur une variété torique propre, tout diviseur de
Cartier horizontal T-invariant ample est engendré par ses sections globales.

Concernant les fibres très amples, on a le :

THÉORÈME 2.3.19. — SoitD un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A)
et Î/^D sa fonction support associée. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le diviseur D est très ample (relativement à SpecZ^).
2. La fonction ^D est strictement concave relativement à A. De plus, pour tout

o' ê Amax, l'ensemble (M H KD) —^D,o- engendre le semi-groupe MDcr* = y y .
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3. Le polytope KD est de dimension d, l'ensemble de ses sommets est donné par
{^D,a^ ^ Amax}- De plus, (M r\ Ko) ~ ^D,(T engendre le semi-groupe M n
cr* = y y pour tout a G Amax-

Démonstration. — II suffit de modifier de façon évidente la preuve de [Oda, th 2.13].
D

Enfin lorsque P(A) est lisse, on peut préciser les deux résultats qui précèdent :

THÉORÈME 2.3.20 (Demazure). — Soit P(A) une variété torique propre et lisse de
dimension relative d. Soit D un diviseur horizontal T-invariant sur P(A) et ïpr> sa
fonction support associée. Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le diviseur D est ample.
2. Le diviseur D est très ample.
3. La fonction Î^D est strictement concave relativement à A.
4. Le polytope KD est de dimension d, et si pour tout a ç A, on note mD,a

l'élément de M donnant la restriction de I^D à a, alors les sommets de KD sont
donnés par {m 0^10^ C Amax}- De plus mo.o / ^D,r pour a, r G Amax dès que
a^r. '

Lorsque ces conditions sont satisfaites, le polytope KD est absolument simple dans le
sens où chaque sommet mr>,a rencontre exactement d arêtes et où, si mi^,... ,m^o-
sont les points de M les plus proches de mp^o- sur chacune de ces différentes arêtes,
alors {m\^ — rnr>,(Ti - - ' ^irid,a ~ ̂ D^a} es! une base de M.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, th. 2 et cor. 1] et aussi [Oda, cor. 2.15]. D

2.4. Variété torique et fibre en droites associé à un polytope

Dans ce paragraphe, on suit [Lau] ; on peut également consulter [Oda, th. 2.22] et
[Fu2, §5.5].

On a vu comment associer à tout diviseur de Cartier horizontal T-invariant D
sur une variété torique propre P(A) un polytope convexe KD C MR. Inversement le
problème suivant se pose : étant donné un polytope convexe à sommets entiers K C
MR, peut-on construire une variété torique propre P(Aj^) et un diviseur horizontal
r-invariant E sur P(AA') tels que le polytope KE soit égal à J<? La réponse est
donnée par le théorème suivant :

THÉORÈME 2.4.1. — Soit K C MK un polytope convexe d'intérieur non vide dont les
sommets sont dans M. Il existe un unique éventail complet A dans N^ et un unique
diviseur de Cartier E horizontal T-invariant sur P(A) tels que :

1. KE = K.
2. Le diviseur E est ample.
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L'éventail A est le plus petit éventail complet tel que la fonction d'appui ̂ K ^st linéaire
par morceau relativement à A. De plus, P(A) est lisse si et seulement si le polytope
K est absolument simple ; dans ce cas, le diviseur E est très ample.

Démonstration. — On suit ici [Oda, th. 2.22] et [Lau, §3, th. 1]. On définit l'éventail
A comme dans le dernier alinéa de l'énoncé. La fonction d'appui ^K est continue et
concave. Soient n i , . . . , Ur les générateurs dans N des demi-droites TI, . . . , Tr de A(l) ;
le diviseur :

r

E=-^K{ui)VÇr,)^
i=l

est un diviseur de Cartier horizontal T-invariant engendré par ses sections globales
d'après (2.3.14). De plus, par construction, ^K est strictement concave relativement
à A, donc E est ample et A est l'unique éventail à satisfaire cette condition. On a
KE = K-^K = ^' ' Enfin, P(A) est lisse si et seulement si K est absolument simple
d'après (2.2.10) et (2.3.20). D

EXEMPLE 2.4.2. — Lorsque d = 2, considérons K^ C MR = R2 le polytope convexe
absolument simple défini par les inéquations :

x\ ^ 0, a*2 ^ 0 et x\ + x^ ^ 1.

L'éventail complet de TVp associé à K^ est l'éventail Aa déjà considéré à l'exemple
(2.2.12) dont la variété torique associée est le plan projectif P|. La fonction ^K^ es^
définie sur ai, 02 et 03 par respectivement mi = (0,0), m^ = ( l ^O) et ms = (0,1).
En particulier ̂ K^i) = ̂ K^ï) = 0 et '0^ (eo) = —1. On en déduit que le diviseur
E sur P| associé à K^ par le théorème (2.4.1) est un hyperplan coordonné. On a
notamment 0(E) ̂  0(1).
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Plus généralement, considérons I\d C MR = R^ le simplexe standard défini par les
inéquations :

^i ^ 0 , . . . , Xd ^ 0 et x^ + • - + Xd ^ 1.

C'est un polytope convexe absolument simple. La variété torique associée P(J<d)
s'identifie avec l'espace projectifIF^. Le diviseur E sur P^ associé à Kd par le théorème
(2.4.1) est un hyperplan coordonné. On a donc 0{E) ̂  0(1) (cf. [Oda, §2.4] et aussi
[Fu2, §1.4 et 1.5]).

Si l'on considère plusieurs polytopes convexes, on a le résultat suivant :

THÉORÈME 2.4.3. — Soient J<i,...,J<^ des polytopes convexes de M]R à sommets
dans M. Posons K = J<i + • • • + Km- On suppose que l'intérieur de K est non vide.
Soient A l'éventail de N^ et E le diviseur de Cartier horizontal T'-invariant 5^rP(A)
associés à K. Il existe des diviseurs de Cartier horizontaux T-invariants Ej pour
(1 ^ j ^ m) tels que K.Ej = Kj et les faisceaux inversibles 0(Ej) soient engendrés
par leurs sections globales. On a de plus E = E\ + • • • + Em-

Démonstration. — II suffit de remarquer que les fonctions ^ K - sont linéaires par
morceaux sur A. On pose alors :

^ = - E ̂  (^)y(^) (1 ^ ̂  m)'^ = - 2^ ̂ K.{ui

i=l

Comme les fonctions z^Kj sont concaves, Ej est un diviseur de Cartier horizontal
T-invariant et engendré par ses sections globales; de plus, K^^ = K j ' Enfin, on a
^K = ̂ R\ + • • • + ̂ K^ , et donc E = Ei + • • • + Em d'après (2.3.15). D

REMARQUE 2.4.4. — Reprenons les hypothèses et les notations du théorème (2.4.3).
D'après le théorème de résolution torique des singularités (cf. [KKMS, th. 11, p. 94],
voir aussi [Br, th. 11, p. 273]) il existe un raffinement A/ de A tel que ^(A^ est projec-
tive et lisse. Si l'on note ̂  : P(A7) — P(A) le morphisme propre équivariant induit par
l'inclusion i : A7 c— A comme à la définition (2.2.18) alors les diviseurs E ' = (^)*(E),
E[ = (^)*(^i) , . . . , E'^ = (i^(Em) sont tels que K E ' = K, KE[ = K\,..., KE'^ =
Km d'après (2.3.8), et les faisceaux inversibles 0(E1), 0 (E[ ) , . . . . O(E^) sont engen-
drés par leurs sections globales (mais E ' n'est pas nécessairement ample). De plus
^=^+ ' "+< .

2.5. Groupe de Picard et anneau de Chow d^une variété torique projective
lisse

2.5.1. Préliminaires. — On démontre une légère généralisation d'un théorème dû
à Gillet et Soûle [GS2, prop. 3.1.4].
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THÉORÈME 2.5.1. — Soit X un schéma quasi-projectif sur SpecZ admettant une
décomposition cellulaire, c'est-à-dire tel qu'il existe une suite :

X = Xn D Xn-i D • • • D Xo D X_i = 0,

de sous-schéma fermés tels que (X^ — X^_i) soit réunion finie disjointe d'ouverts
affines Uij isomorphes à A^.

1. Pour tout l entier positif, on a des isomorphismes de groupes :

CH\X) ̂  CH\X^) ^ CH\Xc) ^ ^2n-2^(C),Z),

où les isomorphismes b et V sont déduits des morphismes de changement de base
XQ —^ X et Xc —^ Xq et où cl est l'application cycle. De plus, CH^X) est un
^-module libre de type fini, et I:Zinipair(^(C),Z) = 0.

2. Pour tout couple (r,s) d'entiers positifs tels que r > s, on a CHr^(X) = 0, les
groupes (7ffr''<î(X) étant ceux définis dans [Gi, §8].

Démonstration. — On commence par démontrer l'assertion 2. Du fait de l'invariance
des groupes CH7'^ par homotopie (cf. [Gi, th. 8.3]), on a pour tout r > s ^ 0 :

r^ Tjr^s ( A Ï \ r^ Tjr^s ( A O \ r\
Un [^-z) = L/11 [^z) = u^

et donc pour tout i G { 1 , . . . , n},

(1) CH^ÇX, - X,_i) = Ç^CH^^) = 0.
j

Par ailleurs, d'après la longue suite exacte d'excision [Gi, th. 8.1], on a :

.. . -^ CH^^X^ - X,) -^ CH^^X,) -^

CH^ÇX^) —^ CH^ÇX^ - Xi) -^ CH^^X,) -^ • • .

On tire de (1) que pour tout r > s ^ 0,

CH^ÇX^^CH^ÇXi).

Par récurrence, on est donc ramené à montrer le résultat pour XQ, ce qui est immédiat
car XQ est réunion finie disjointe de A^ = SpecZ.

On montre maintenant que b est un isomorphisme. Pour cela, on suit [GS2, prop.
3.1.4] et l'on effectue une récurrence sur la dimension. On remarque que le même rai-
sonnement que précédemment appliqué à XQ et à sa décomposition cellulaire montre
que CH^^ÇÇXn — Xn-i)q) = 0 pour tout entier positif l. On a le diagramme com-
mutatif suivant, formé de deux suites exactes :

CH(Xn^) ————> CH(Xn) ————> CH(Xn - X^-i} ———> 0

M 0 ———> CH((Xn,^) ———> CH((Xn)^) ———> CH((Xn - X,_i)o) ———> 0
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où les flèches verticales sont induites par le morphisme Xq -^ X et ses restric-
tions et où la ligne (^} est une suite exacte du fait de la longue suite exacte d'ex-
cision [Gi, th. 8.1] et de la nullité du groupe C^+u((Xn - Xn-i)q). Puisque
Xn-i est encore un schéma sur SpecZ admettant une décomposition cellulaire, la
flèche CH(Xn-i) —^ CH((Xn-i)<^) est un isomorphisme par hypothèse de récur-
rence. Comme les groupes CH sont invariants par homotopie [Gi, th. 8.1], la flèche
CH(Xn — Xn-i) —^ CH({Xn — Xn-i)q) est également un isomorphisme, et donc
CH(Xn) —> CH((Xn)q) est un isomorphisme. De la suite exacte (^), on tire immé-
diatement que CH(Xq), et donc CH(X), est un Z-module libre de type fini. Enfin
b' et cl sont des isomorphismes d'après [Fui, §1.9.1 et §19.1.11], ce résultat pouvant
par ailleurs se montrer par le même argument que précédemment. D

Le résultat suivant (voir [Eh, p. 144] ou encore [Fu2, §5.2], la démonstration sur C
s'étendant immédiatement à la situation sur SpecZ) nous permet d'appliquer ce qui
précède aux variétés toriques projectives lisses :

THÉORÈME 2.5.2. — Toute variété torique projective lisse P(A) sur SpecZ admet
une décomposition cellulaire.

On déduit immédiatement des deux théorèmes précédents le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.5.3. — Soit IP(A) une variété torique projective lisse.

1. Pour tout entier l positif, C^(IP(A)) est un Z -module libre de type fini et on a
les isomorphismes de groupes suivants :

C^(F(A)) ^ C^(P(A)o) ^ C^(P(A)c) ^ ^^(AKQ.Z),

où b et b' sont donnés par changement de base de Z à Q et de Q à C, et où cl
est l'application cycle.

2. Pour tout r entier strictement positif, on a :

CHr-r-l(]P^))=0.

REMARQUE 2.5.4. — Tous les isomorphismes de groupes introduits au corollaire
(2.5.3) sont compatibles avec l'intersection ; ce sont donc des isomorphismes pour
les anneaux gradués associés aux groupes considérés.

2.5.2. Groupe de Picard. — La proposition suivante caractérise les diviseurs de
Cartier horizontaux T-invariants principaux sur une variété torique complète :

PROPOSITION 2.5.5. — Soit P(A) une variété torique complète et soit D un diviseur
de Cartier horizontal T-invariant sur P(A). Le diviseur D est principal si et seulement
si ^r> est linéaire sur tout N]^.
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Démonstration. — En reprenant les notations de (2.3.2), on écrit D sous la forme
D = ̂ ^i ciiDi. Si D est principal sur IP(A), alors De = S[=i a'i(Di)c est principal
sur P(A)c et d'après [Oda, prop. 2.4] il existe donc m e M tel que m(ui) = —ai pour
tout 1 ̂  i ^ r. On en déduit que D = div(^771). La réciproque est immédiate. D

PROPOSITION 2.5.6. — Soit IP(A) une variété torique projective lisse. On note TI,
..., ïr les éléments de A(l) et ni,.. .^Ur leur générateur dans N. On a la suite
exacte :

r

0 —^ M -^ (]) ZY(T,) -4 Pic(IP(A)) —^ 0,

la flèche L étant donnée par i : m —^ ][^[=i(^^)^(^) et la flèche s désignant la sur-
jection canonique 5^rPic(P(A)) vu comme groupe quotient par l'équivalence linéaire.
Donc Pic(T(A)) est un ^-module libre de rang (#A(1) - d).

Démonstration. — C'est une conséquence directe de [Oda, cor. 2.5] et de l'isomor-
phisme b : CH1^^)) ^ CH1^^)^) donné par le corollaire (2.5.3). On peut éga-
lement consulter [Fu2, §3.4]. D

2.5.3. Anneau de Chow. — On décrit maintenant un théorème de Jurkiewicz et
Danilov [Da, th. 10.8 et rem. 10.9] donnant la structure de l'anneau de Chow (et donc
de l'anneau d'homologie) d'une variété torique projective lisse :

THÉORÈME 2.5.7. — Soient P(A) une variété torique projective lisse, TI, ..., ïr les
éléments de A(l) et ni,... ̂ Ur leurs générateurs respectifs dans N. Considérons l'an-
neau de polynômes en r indéterminées :

S=^[tr,]^r'

Soient T l'idéal de S engendré par la famille :

{tpïtp2 " 'tps : Y9! 5 • • • ? Ps ^ ^(1) aeux à aeux distincts et pi + • • • + ps ^ A},

et J l'idéal de S engendré par :
r

^{m,Uj
.i=l

Y^{m,Ui)tn, m ç M > .

Soit [ ] : S —)- CTï^S^A)) le morphisme d'anneau défini par :

[4]:-[V(T)]eC^r(P(A)),
pour tout T G A(l). On a Ker[ ] = (î + J ) et le morphisme :

5/(î+J)^Cff*(P(A)),

est un isomorphisme d'anneaux gradués.

Démonstration. — C'est une conséquence de [Da, th. 10.8] ou encore de [Oda, p.
134]. On peut également consulter [Fu2, p. 106]. D
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CHAPITRE 3

VARIÉTÉS TORIQUES COMPLEXES

Ce chapitre est consacré à l'étude de certaines des propriétés analytiques des va-
riétés toriques complexes. En particulier, nous donnons plusieurs constructions équi-
valentes d'une métrique canonique sur les faisceaux inversibles équivariants au-dessus
de celles-ci.

3.1. Variété à coin associée à une variété torique

Dans cette section, on suit essentiellement [Fu2, §4]. On peut également consulter
[Oda, prop. 1.8] et [GM].

Soit A un éventail de 7V. On rappelle que R"^ C M désigne l'ensemble des réels
positifs ou nuls muni de la topologie induite par la topologie habituelle sur R. Pour
tout cône a de A on note :

([7^=Homsg(a*nM,R+),

l'ensemble des morphismes de semi-groupe avec élément neutre de cr*nM vers (IR"^, x ).
Du fait de l'inclusion ffi^ C C, l'ensemble (Ua)^ peut être vu comme sous-ensemble
fermé de Ua(C). En effet, on a :

(U^ =Homsg(cr*nM,IR+)

C Homsg((7* H M,C) = Home-algèbre (C[cr* n M],C) = Ua(C).

L'application module | | : C —> R^ induit par composition une rétraction :

Ua(C) = Homsg(a* nM.C) —> Homsg(a* nM,R+) = (U^,

que l'on note encore |. Si a- et a1 sont deux éléments de A, alors (Ua)^ H (Ua>)^ =
(Uana')^' II existe donc une partie fermée ^(A)^ de P(A)(C) telle que pour tout
a G A on ait IP(A)^ H UaÇC) = (Ua}^.

L'application | | s'étend en une rétraction continue :

| : P ( A ) ( C ) — > P ( A ) ^ .

PROPOSITION 3.1.1. — Si A est régulier, P(A)^ est une sous-variété à coins analy-
tique réelle de P(A)(C), de dimension réelle d.
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Démonstration. — C'est une conséquence directe des définitions (voir par exemple
[Oda, prop. 1.8]). D

EXEMPLE 3.1.2. — On note T^ = (£/{o})^ = Honisg(M,R+). On vérifie que T^ est
dense dans IP(A)^.

Soient T(C) le tore analytique complexe associé à T et SN le tore compact :

SN = Hom(M,5i) c Hom(M,C*) = T(C),

où Si C C est le cercle unité. C'est le sous-groupe compact maximal de T(C) ; on a :

SN = Hom(M, 5i) = N 0z Si ^ S^ C T(C) = Hom(M, C* ) = N ̂  C* ^ (C* )d.

L'action naturelle de T(C) sur IP(A)(C) induit une action de SN sur P(A)(C). La
décomposition polaire C* = <?i x M+* et l'isomorphisme log : ffi^* —^ M déterminent
un isomorphisme SN -équi variant :

log : T(C) = SN x Hom(M, IR+* ) —> SN x Hom(M, M) = SN x TV-p.

On note pra : <?N x N^ —^ N^a la seconde projection. Le diagramme suivant commute :
loscr (c)——°——>SNXN^

| | | |pr2

T log ^i^ ———————————————^A^R

et les flèches horizontales sont des isomorphismes de groupes de Lie réels.
On note « orb » la surjection canonique :

orb : ]P(A)(C) —> ^ ( ^ ) ( C ) / S N .

On remarque qu'on peut identifier de manière canonique :

T^ =Homsg(M,M+)=Hom(M,IR+*) = T ( C ) / S N ^

cette identification s'étend à IP(A)^ toute entière de la façon suivante :

THÉORÈME 3.1.3. — II existe un unique homéomorphisme fï entre IP(A)> et le quo-
tient ]P(A)(C)/<?/v tel que le diagramme suivant commute :

P(A)(C)
1 I/ ^orb

P(A)^ ——————^————> P(A)(C)/5^

De plus, la restriction de K à T^ coïncide avec l'identification ci-dessus.

Démonstration. — Voir [Fu2, p. 79] et [Oda, prop. 1.8]. D
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3.2. Un recouvrement canonique de P(A)(C)

On étudie en détail les propriété d'un recouvrement canonique de P(A)(C) introduit
pour la première fois par Batyrev et Tschinkel dans [BaT].

DÉFINITION 3.2.1 (Batyrev et Tschinkel). — Pour tout a e A, on définit Ça C
F(A)(C) de la façon suivante :

C^ = [x C P(A)(C) : Vm e ^a = a* H M, ^m est régulier en x et 1x^)1 ̂  1}.

PROPOSITION 3.2.2. — Pour tout a G A, on a Ça C Ua(C) et Ça est compact. De
plus, si r, r ' ç. A, alors :

Cr H Cr' == Cr(-}r' -

Démonstration. — Soit x G Ça, la fonction ^m est définie en x pour tout m G ^a =
o-* H M, et donc a; (E ^(C).

Soit { m i , . . . , niq} une famille génératrice du semi-groupe ^a' On dispose de l'im-
mersion fermée :

y : Ua(Q —^0
x ^(X^),—^^)).

On remarque que (p(Ca) = ^p(Ua{C)) H B(0,l)9. Comme (^(Ua{C)) est un fermé
analytique, on conclut que (^(Ca), et donc Ça, sont compacts.

Enfin la dernière assertion résulte de l'identité T* + r7* = (r D T'Y (voir [Oda, th.
A.l]). D

PROPOSITION 3.2.3. — Si A est complet, alors les compacts Ça- forment un recou-
vrement de P(A)(C) lorsque a parcourt Amax-

Démonstration. — On suit ici [BaT]. Puisque T(C) est dense dans IP(A)(C), il suffit
de démontrer que les Ça, lorsque a parcourt Amax? recouvrent T(C). Soit x G T(C) ;
puisque A est complet, il existe a ê Amax tel que —log|.z*| ç a. Pour tout m 6 S^a,
on a :

{m,-\og\x\)=-\og\xm{x)\^0.

On en conclut que l^771^)] ^ 1 pour tout m ç ̂ , c'est-à-dire que x C Ça' D

Les compacts de la forme Ça sont globalement invariants sous l'action de S N ' Pour
mieux comprendre la structure des Ça, on peut étudier l'image de Ça H T(C) dans
N^ par l'application log |.|. C'est l'objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2.4. — Pour tout a G A, notons Ca= Ça DT(C). On a :

-log|C^ | =a.
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Démonstration. — Soit x e T(C). On tire de l'égalité (m,-log|.r|) = -log Ix771^)!
0

valable pour tout m ç. M, que ^ appartient à Ça si et seulement si :

(m,-log |^|) ^0 Vme^,

ce qui est équivalent à :
-log H G (a*)* =a. D

L'étude des Ça est donc ramenée à l'étude de A « plongé » dans IP(A)^.

EXEMPLE 3.2.5. — On a représenté ici ^(Q/SN ''

PROPOSITION 3.2.6. — Soit p un entier strictement positif. L'endomorphisme [p] :
P(A)(C) —^ P(A)(C) envoie IP(A)^ dans lui-même. Pour tout o- ç A, le compact Ça
est laissé stable par \p}. Enfin le diagramme suivant commute :

\p\LtJ > rri//n\-^T(C)r(C)

-log|
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où exp e5^ l'inverse du morphisme log : T^ —)• TV]R, e^ [p] : A^ —)- 7ViR désigne la
multiplication par p.

Démonstration. — La première partie de la proposition est une conséquence de l'éga-
lité \p](x) = xp valable pour tout x G T(C) (on peut également consulter [Fu2, p. 80]).
Soient a ç A et x <E Ça ; pour tout m e ̂  on a ^(b]!^))! = k^)^ ^ 1^ c^ qui
montre que [p](^) e Co- et donc que Ça est laissé stable par [p\. Enfin la commutativité
du diagramme résulte des propositions énoncées au paragraphe précédent. D

DÉFINITION 3.2.7. — Pour tout a ç A, on pose :

cy = {x e C, : Ix^)! < l, Vm e (a* - (7^) n M}.
La proposition suivante rassemble diverses propriétés des ensembles Ça- et Cy

PROPOSITION 3.2.8
1. Pour tout a G A, on a -loglC^ H T(C)| =o~, où a est l'intérieur relatif du

cône a.
2. Les ensembles Cy sont deux à deux disjoints. Pour tout a € A, on a :

(2) G, = U C'Y.
r<a

3. Si l'éventail A est complet, alors les Cy pour r parcourant A forment une
partition de IP(A)(C).

Démonstration. — Démontrons tout d'abord l'assertion (1). Soit x e r(C) H C^.
Pour tout m G (cr* - a^) H M, on a (m, - log \x\) > 0, ce qui équivaut à écrire que
- log \x\ ça. On en déduit que - log \C^ H T(C)| =S-.

On s'intéresse maintenant à l'assertion (2). On reprend ici les notations de la re-
marque (2.2.14). Soient r et r' deux cônes distincts de A. D'après l'assertion (1), on
a - log \Cy H C'y H T(C)| =î H ï ' = 0, ce dont on déduit que les ensembles C^ et
C^ sont disjoints sur T(C). En remarquant que pour tout a ç A, on a :

C^ H V(a)(C) = C^\ (resp. C'y H V(a){C) = C'y)

où T e A(<r) (resp. ^ e A(a)) et où C'y C P(A)(A(a))(C) = V{a)ÇC) (resp.
C^ C V(a){C)), on obtient la relation :

cy n cy n v(a)(C) = c'y n c'y.
Pa récurrence, on déduit de cela, de la décomposition en tores disjoints donnée à
la proposition (2.2.13) et de la remarque (2.2.14) que C'Y et C'y sont disjoints sur
P(A)(C). La décomposition (2) se montre par récurrence de façon similaire en utilisant
la relation a = UT«T ^ et ^a proposition (3.2.4).

Il reste à prouver l'assertion (3). D'après ce qui précède, il suffit de montrer que les
Cy pour r e A forment un recouvrement de P(A)(C) ; or ceci se déduit directement
de la décomposition (2) et de la proposition (3.2.3). Q
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Lorsque l'éventail A est complet et régulier, on peut préciser la structure des en-
sembles Ça et C^ :

PROPOSITION 3.2.9. — Soient A un éventail complet et régulier et a un élément de
A.

1. L'ensemble C^ est une sous-variété analytique réelle lisse de dimension réelle
d+dima de P(A)(C).

2. Le compact Ça est une sous-variété réelle à coins de dimension réelle d+dimcr
de F(A)(C), et son bord 9Ca est une variété à coins vérifiant la relation :

QCa =Ca- C^ = |j C^
r<a-
r^a

Démonstration. — On pose q = dimcr. Soit T e Amax tel que a < r. D'après la pro-
position (2.2.10), on peut trouver { m i , . . . . m^} une base de M telle que { m i , . . . , mq}
(resp. { m i , . . . .m^}) soit une famille génératrice du semi-groupe ^a (resp. J^r).

Dans la carte affine ^p : Ur(C) -4- C^ donnée par (^(x) = (^ml ( x ) , . . . , x^W), les
ensembles Ça et C^ sont définis par les conditions :

Ça = {X G C^ : |^l| ^ \,...,\Xd-q\ ̂  IJ^d-g+ll = 1, . . . J^dl = 1}

et

C'^ ={xeCd : \X^\ < 1, . . . , \Xd-q\ < 1, \Xd-^l\ = 1, . . . , \Xd\ = 1}.

On en déduit directement les assertions énoncées. Q

3.3. Métriques canoniques sur les faisceaux inversibles équivariants au-
dessus de P(A)(C)

Dans toute cette section, A désigne un éventail complet de 7V. Pour tout diviseur
de Cartier D horizontal et T-invariant sur IP(A), on construit de manière canonique
une métrique sur le faisceau inversible 0(D)(C}.

Plusieurs constructions équivalentes sont indiquées.

3.3.1. Construction de Batyrev et Tschinkel. — On présente ici, sous une
forme légèrement différente de [BaT, §2.1], une construction due à Batyrev et Tschin-
kel.

PROPOSITION-DÉFINITION 3.3.1. — Soit s une section holomorphe de 0(D){C) au-
dessus d'un ouvert H C P(A)(C). Pour tout x C H, soit a C A tel que x C Ça C
Ua (C), et mD,a ^ M la restriction de I^D à a. Le quotient :

(3) II^)HBT = ———W ,
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est bien défini et est appelé norme de s au point x au sens de Batyrev-Tschinkel.
Cette norme définit une métrique continue SN-invariante sur 0(D)(C), que l'on note
I I - U B T .

Démonstration. — L'existence du quotient est une conséquence directe du lemme
(2.3.9). Enfin, le second membre de (3) est indépendant du choix de a car :

\XrnD-aW\=\XmD-a'^

pour tout x ç Ça H Ca> du fait de la continuité de la fonction support ̂  sur A^, et
le même argument montre que ||.HBT est bien continue sur P(A)(C). D

On donne dans la proposition suivante quelques propriétés de la construction de
Batyrev-Tschinkel :

PROPOSITION 3.3.2

1. (Multiplicativité). Soient A un éventail complet dans N^ et D^, D^ deux divi-
seurs de Cartier horizontaux et T'-invariants ^rIP(A). L'isomorphisme :

<W) 00(^2)^0(^1+^2),
est compatible aux métriques de Batyrev-Tschinkel.

2. (Fonctorialité). Soient (p : Ai —^ A 2 un morphisme d'éventails complets et
^ : IP(Ai) -)- P(A2) le morphisme de variétés toriques associé. Soient également
D^ un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A2) et ^2 sa fonction
support, et notons D^ = (^p^YD^ le diviseur de Cartier T-invariant ^rIP(Ai)
dont la fonction support est donnée par ^i = ̂  o (p . L'isomorphisme :

0(.Di) ^ (^)*0(^2),

est une isométrie lorsque O(D^) et 0(7^) sont munis de leur métrique de
Batyrev- Tschinkel.

Démonstration. — On démontre tout d'abord l'assertion (1). Soient 5i et s^ des sec-
tions holomorphes, sur un ouvert ïï c P(A)(C), des faisceaux O(D^) et O(D^) res-
pectivement. Pour tout x e n, soit a e A tel que x C Ça. On a :

II / Ml ^.ll / \n s! ̂  S2(x) Si 0 S'>(x}
1|^)||BT®||^)||BT= ̂ ,̂ ;̂  = ̂ .̂̂  =|kl®^)||BT,

ce qui établit l'énoncé recherché.
On s'intéresse maintenant à l'assertion (2). Soit s^ une section holomorphe du fais-

ceau O(D^) sur un ouvert ïï C IP(A2)(C) et notons 5i =s^o^ la section holomorphe
de O(D^) au-dessus de ((^"^(n) obtenue par image réciproque de 52 par (</^)*.

Pour tout x ç ((p^)-1^), soit cri e Ai tel que x ç C^ et choisissons 0-2 G Â2 tel
que (p(o-i) C 0-2. D'après la proposition (2.3.8), on sait que ̂  = ̂  o (p , et donc
que mDi,o-i = ̂ (mjr^,^)-
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On déduit de la proposition (3.2.4) et du fait que (^ est T-équi variant, l'inclusion

^(Ti(C) nc^) c T2(C) nc^,
ce qui, comme ^>* est continue, montre que :

<^(C^) CC^-

On peut donc écrire :

I / MI ^l^) S^O^^X) S2 0^^(x) , ^,,
^)HBT= ^-„ = ^_ ^ . = ..mn^^ ̂  =||^(^*(^))||BT,Ix77101'"^)! |^(^2^)(a;)| 1^^^ o^(.r)

ce qui termine la démonstration. Q

3.3.2. Construction d'après Zhang. — Dans ce paragraphe on suit [Zha, th.
2.2] (on peut également consulter [FoSI] pour des idées voisines de celles exposées
ici).

Soient p un entier supérieur ou égal à 2 et D un diviseur de Cartier horizontal
T-invariant sur P(A). Comme \p] est Pendomorphisme équivariant de F(A) associé à
Pendomorphisme de A défini par la multiplication par p, on a d'après (2.3.8) Pégalité
des diviseurs de Cartier :

[pVD=pD^

et donc un isomorphisme de faisceaux sur P(A) :

^ : 0{DY = 0(pD) ̂  \pYO{D).

Comme P(A)(C) est compacte, on peut munir 0(D){C) d'une métrique continue
que Pon notera ||.||o. On définit alors par récurrence une suite de métriques (||.| |n)neN
sur 0(D)(C) de la façon suivante (n ^ 1) :

ll.lln-^pbril-lln-l)17'-

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 3.3.3
1. La suite des métriques \\.\\n converge uniformément vers une métrique ||.||zh,p sur

P(A)(C) (i.e. la suite de fonctions log U21- converge uniformément sur P(A)(C)

l̂ogM^.
2. La métrique ||.||zh,p est l'unique métrique continue sur 0{D)(C) telle que :

ii.iizh^^^pbrii.iizh^1^.
Démonstration. — C'est une conséquence directe de [Zha, th. 2.2]. D

REMARQUE 3.3.4. — Zhang raisonne pour des variétés projectives, mais son argu-
ment ne nécessite en fait que la compacité.
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Le théorème suivant nous permet d'identifier les deux métriques introduites précé-
demment :

THÉORÈME 3.3.5. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal et T-invariant sur
P(A). Pour tout entier p ^ 2, on a l'égalité des métriques :

II-HBT = IM|zh,p

sur le faisceau inversible O(D)ÇC).

Démonstration. — II suffit de vérifier que ||.HBT satisfait à la condition donnée au (2)
du théorème (3.3.3). Cela découle des propriétés de multiplicativité et de fonctorialité
énoncées à la proposition (3.3.2). D

3.3.3. Construction par image inverse. — Dans ce paragraphe, on suppose de
plus que A possède une fonction support strictement concave, en conséquence de quoi
la variété torique IP(A) est alors projective.

Soit D un diviseur de Cartier T-invariant sur P(A) et 0(D) le faisceau inversible
associé. On suppose dans un premier temps que 0(D) est engendré par ses sections
globales. Le choix d'un ordre sur les éléments de KD H M permet de définir un mor-
phisme T-équivariant associé à D, que l'on note <^p, de la façon suivante :

^D : IP(A) —^ P^

x —>{xm(x))meKDnM,

où ko est un entier positif défini par ko = #(KD H M) - 1. On note 0(1) le fibre de
Serre sur P^° et on le munit de la métrique définie pour toute section méromorphe
de 0(1) (C) par :

/ / i \ i i / \ i i \ /
(4) IK^Iloo = — — — — I I .

^Pl^î^D+l Fîl

Cette métrique est la métrique de Batyrev-Tschinkel ou de Zhang pour le faisceau
0(1) sur IP^ considérée comme variété torique comme dans l'exemple (2.4.2). On
note 0(1)^ le faisceau 0(1) muni de cette métrique. Comme ||.||oo est invariante si
l'on permute les éléments de KD H M, la métrique sur 0(D) définie par :

|M|D,oo = <^b 1 1 - l l œ ,

est indépendante de l'ordre choisi pour définir (pn. On note 0(D)^ le faisceau 0(D)
muni de la métrique | | .HD,OO- On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 3.3.6. — Soient D et E deux diviseurs T'-invariants surT(^) dont les
faisceaux associés sont engendrés par leurs sections globales, on a :

0(D)^(^0(E)^=0(D+E)^

Démonstration. — On démontre tout d'abord le lemme suivant :
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LEMME 3.3.7. — Soit D un diviseur T-invariant sur F(A). On notera Kr)(0) les
points entiers extrémaux du polytope KD- Pour tout x G P(A)(C), on a :

sup 1x^)1= sup 1x^)1.
mex^nM me7<r>(o)

Démonstration. — Soient mo , . . . ^rriq les éléments de JCo(O) et m un élément quel-
conque de KD H M. Comme KD est convexe, on peut trouver des réels positifs
OQ , . . . , Oq tels que :

m = aomo + • • • + aqiriq et ao + • • • + Oq = 1.

On en déduit l'inégalité :

1X^)1^ sup 1x^)1,
Of^i^q

ce qui joint à l'inclusion KD(O} C KD n M donne le résultat annoncé. D

On passe maintenant à la démonstration de la proposition. Soit s (resp. r) une sec-
tion holomorphe de 0(D)(C) (resp. de 0(E)(C)) au-dessus d'un ouvert H de P(A)(C).
Pour tout x G fî, on a :

\s(x)\ ( \f(x)\ \
IK^)||D,oo = ——————, ^ r ^ i resp. ||r(a')||^oo = ————————. „,. ^ •

sup^ç^n^ 1^(^)1 \ ^PmçK^M 1X^)1 )
En utilisant le lemme (3.3.7) et le fait que :

KD^EW = (Ko + KE)W Ç KoW + KEW Ç Ko + KE = KD^-E.

on obtient l'égalité :

sup 1x^)1 = ( sup 1x^)1) f sup Ix7"^)!') ,
m^KD+E \meKD / \mçKE /

et la proposition est démontrée. D

PROPOSITION-DÉFINITION 3.3.8. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal et T-
invariant sur P(A). Il existe E et F des diviseurs de Cartier horizontaux et T-
invariants sur IP(A), dont le faisceau associé est engendré par ses sections globales, et
tels que :

D = E - F.

La métrique \\.\\E,oo ̂  IMI^oo induite sur 0(D) = 0(E) (g) 0(F)~1 par les métriques
canoniques ||.||^,oo ^ H-ll^oo ^st indépendante de E et de F. On note ||.HD,OO cette
métrique et l'on note 0(D)^ le faisceau 0(D) muni de la métrique ||.HD,OO-

Démonstration, — La première partie de l'énoncé est classique (Serre) et est très
facile à généraliser dans le cadre équivariant (prendre H diviseur de Cartier T-
invariant tel que 0(H) est engendré par ses sections globales et considérer E = nH
et F = —D + nH pour n assez grand). Soient E, F, E' et F ' des diviseurs de Cartier
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T-invariants dont les faisceaux associés sont engendrés par leurs sections globales et
tels que :

D = E - F = E f - F f .

On tire E + F ' = E ' + F, et donc des isomorphismes isométriques :

Woo ̂  ̂ Ooo = <W ^ 0(^)00 = O(^) ̂  <Woc = WL ̂  Woo-

on conclut que :

0(^oc ^ (WJ-1 ^ W)oc ̂  (O^oo)^

ce qui termine la démonstration. D

PROPOSITION 3.3.9. — Soient E et F deux diviseurs de Cartier horizontaux et T-
invariants 5^rP(A). On a un isomorphisme isométrique :

0{É)^ ® 0(F)^ ̂  0(E+F)^.

Démonstration. — La proposition est vraie lorsque 0{E) et 0(F) sont engendrés par
leurs sections globales. Le cas général s'obtient par différence à partir des propositions
(3.3.6) et (3.3.8). D

La construction qui vient d'être donnée coïncide avec les deux autres présentées
précédemment :

THÉORÈME 3.3.10. — Pour tout diviseur de Cartier horizontal T-invariant D sur
P(A), les métriques ||.HBT; 1 1 - l l z h ^t ||.||D,oo sur 0(D) coïncident.

Démonstration. — Cela découle directement des propriétés de multiplicativité et de
fonctorialité de la métrique ||.HBT énoncées à la proposition (3.3.2), ajouté au fait que
||.HBT et | | .HD,OO coïncident par construction lorsque P(A) est l'espace projectifP^ et
que 0(D) = 0(1). D

Dans toute la suite de ce paragraphe, P(A) est supposée projective et lisse.

On constate que les métriques canoniques définies précédemment ne sont pas C°°
en général (considérer par exemple IP(A) = rç et 0{D)^ = 0(1)^). On a néanmoins
le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.11. — SoientT(^) une variété torique projective et lisse, et D un
diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A) tel que 0(D) soit engendré par
ses sections globales. Pour tout ouvert fî C P(A)(C) et pour toute section holomorphe
s de 0(D)(C) sur fî ne s'annulant pas, la fonction x \—^ — log ll^^)]]^ ̂  est continue
et pîurisousharmonique sur H.
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Démonstration. — La continuité découle des définitions. Comme la condition de plu-
risousharmonicité est préservée par changement de variable holomorphe (voir par
exemple [De3, th. 1.5.9]), il suffit de démontrer le résultat pour le faisceau 0(1)^ sur
P^; et d'après la formule (4) cela résulte de [De3, th. 1.5.6 et exemple 1.5.10]. On
peut également consulter [Del, §3]. D

On montre maintenant un théorème d'approximation des métriques canoniques par
des métriques C°° sur P(A)(C) :

PROPOSITION 3.3.12. — 5ozen^P(A) une variété torique projective et lisse, et D un
diviseur de Cartier horizontal T-invariant 5nrP(A) tel que 0(D) soit engendré par ses
sections globales. Il existe une suite de métriques (\\.\\n)ne^ sur ^(^X^) convergeant
uniformément vers ||.HD,OO surT(^)(C) et vérifiant les conditions suivantes :

1. Les métriques ||.||n sont C°°.
2. Si fî C P(A)(C) est un ouvert et s une section holomorphe de 0(D)(C) sur fl ne

s'annulant pas, la fonction x i-> log ||5(.K)||^ est continue et plurisousharmonique
sur n ; en particulier le courant :

c,(0{D){C^\\.\\n)=-ddc\og\\s{x)\\^

est positif.
3. Pour tout x C f^ la suite (~\og\\s(x)\\^)nç^ est décroissante et converge vers

-iog|K^)lli,oo-
Démonstration. — La condition de plurisousharmonicité étant préservée par chan-
gement de variable holomorphe, il suffit d'après la construction par image inverse
de démontrer la proposition pour 0(1)^ sur P^. On considère alors la famille de
métriques ||.||n définies par :

II.MII.- "Ml^
12-^=0 \'L^ )

pour toute section locale holomorphe s de (9(1)(C). Les métriques ||.||n sont C°° sur
P(A)(C). De plus, la fonction :

{x^...,Xm)^^g(exo+'"+exm),

étant convexe et croissante en chacun des xi et la fonction t ̂  log \t\ étant soushar-
monique, la fonction log(^^o kd^) est plurisousharmonique (voir par exemple
[De3, th. 1.5.6] et [Del, §3]). Enfin la suite (^m^ \Xi n) l /n, (n e N), est décroissante
et converge vers s\ipo<i<m l^h et ^a positivité de ci(0(l)(C), ||.||n) découle directe-
ment de [De3, exemple 3.1.18]. û
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3.4. Métriques canoniques sur les fibres en droites sur P(A).

Dans cette section, A désigne un éventail complet et régulier de N possédant une
fonction support strictement concave. En d'autres termes, on suppose que P(A) est
une variété torique projective lisse.

Pour tout fibre en droites L sur IP(A), on construit de manière canonique une
métrique sur L(C).

PROPOSITION-DÉFINITION 3.4.1. — Soit L un fibre en droites 5^rP(A). Il existe un
diviseur horizontal T-invariant D sur P(A) et un isomorphisme :

^ : L —> 0(D).

La métrique ^*||.HD,OO sur L est indépendante des choix de D et <Ï>. On l'appelle mé-
trique canonique sur L et on la note ||.HL,OO; ou plus simplement ||.||oo îorsqu 'aucune
confusion n'est à craindre. On note Loo = (L, ||.||L,oo) ^ fibre L muni de sa métrique
canonique.

Démonstration. — L'existence de D et $ est une reformulation de la surjectivité de
s proposition (2.5.6). Soit maintenant D' un second diviseur horizontal T-invariant
de P(A) tel qu'il existe un isomorphisme ^ ' : L ^ 0(D'}. Le diviseur D — D ' est
principal, et il existe un unique élément m G M tel que D — D ' = div;^ d'après la
proposition (2.5.6).

Comme les unités globales sur IP(A) sont {1, —1}, les isomorphismes $ et $' sont
uniques au signe près. Pour montrer que :

^||.||o,oo=$'*||.||o-,co

il suffit donc de vérifier que l'isomorphisme :

O(D') ̂  0(D),

défini par la multiplication par ^m transporte H.HD^OO sur ||.||D,oo- Cela découle de
l'expression (3) de Batyrev et Tschinkel pour ces métriques. D

La proposition suivante est une conséquence immédiate du théorème (3.3.3).

PROPOSITION 3.4.2. — Soit p un entier supérieur ou égal à 2. Pour tout fibre en
droites L 5HrIP(A), on a un isomorphisme isométrique :

[pHioo) ̂  (ïoo)^
^t ||.HL,OO Gst l'unique métrique continue telle que Loo = (^J|-||L,oo) vérifie cette
propriété.
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CHAPITRE 4

PRODUITS DE COURANTS

4.1. Motivation

Soient P(A) une variété torique projective lisse et I/oo un fibre en droites engendré
par ses sections globales sur P(A) et muni de sa métrique canonique. Soit s une
section holomorphe de L sur un ouvert U C F(A)(C). En général la fonction x \-^
—log||5(a')||i^ n'est pas de classe C°° mais seulement plurisousharmonique sur U
(cf. prop. (3.3.11)) ; la première « forme » de Chern Ci(Loo) = -c^log \\s\\^ ̂  n'est
alors définie qu'au sens des distributions (c'est un courant de bidegré (1,1)). On ne
peut espérer définir en toute généralité le produit de deux courants ; ici néanmoins,
ci(^oo) est un courant positif (voir [De3, prop. 3.1.18 et 3.1.14]). Une construction
due à Bedford et Taylor [BeT] permet d'associer à des fibres en droites I / i^oo , . . . , Lp^
engendrés par leurs sections globales sur P(A) et munis de leur métrique canonique,
un produit :

ci (^1,00) ' " c i Ç L p ^ ) ,

possédant des propriétés satisfaisantes.
Les constructions présentées dans ce qui suit étant tout à fait générales, on aban-

donne dans ce chapitre et le suivant le point de vue particulier des variétés toriques.

4.2. Théorie de Bedford- Taylor-Demailly

On suit l'exposé donné dans [Del, §3], [De2, §1 et §2] et [De3, §3.3]. Tous les
résultats présentés ici sont dus à Bedford et Taylor [BeT] et Demailly (cf. [Del], [De2]
et [De3]). Pour des énoncés proches ainsi qu'un historique détaillé des différentes
contributions sur ce sujet, on peut consulter [FoS2].

On rappelle tout d'abord quelques définitions et notations.
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Dans toute cette partie, X désigne une variété analytique complexe de dimension
complexe d. On note AP^ÇX) (resp. D^^X)) l'espace vectoriel des formes diffé-
rentiables C°° complexes (resp. l'espace vectoriel des courants complexes) de type
(p, q) sur X. Soit Y C X un cycle analytique irréductible de codimension p, on note
ÔY e DP-PÇX) le courant d'intégration sur Y. Pour tout élément T e DP^(X), on
note SuppT C X le support de T. Enfin pour tout ouvert U C X, on notera Psh([/)
l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques de U vers [—00,4-00 [ semi-continues
supérieurement.

La notion de positivité que nous utiliserons ici a été introduite initialement par P.
Leiong [Lei].

DÉFINITION 4.2.1 (Leiong). — Soit p un entier positif et U un ouvert de X. Un
courant T ç DP'P(U) est dit positif (ou faiblement positif) et l'on note T ^ 0, si et
seulement si pour tout choix de (1,0) formes a i , . . . ,ad-p de classe C°° à support
compact sur U , la distribution :

T A (mi A ai) A — A (iad-p A a^-p),

est une mesure positive sur U. On note D^ÇU) C DP^ÇU) l'ensemble des courants
positifs de type (p,p) sur [7.

Suivant Bedford et Taylor, on pose alors :

DÉFINITION 4.2.2 (Bedford-Taylor). — Soit T ç D^ÇU) un courant positif fermé
de type (p,p) et u e Psh([7) une fonction plurisousharmonique localement bornée sur
U un ouvert de X. Le produit {d^u) A T est défini par la formule :

(ddcu)/\T=ddc(uT).

REMARQUE 4.2.3. — Le produit uT est bien défini puisque u est localement bornée
et T est d'ordre 0, i.e. à coefficients mesures (pour une démonstration de ce fait, voir
par exemple [De3, 3.1.14]).

PROPOSITION 4.2.4. — Le produit (dd°u) f\T défini ci-dessus est un courant positif
fermé de bidegré (p + l,p + 1). Il étend la définition usuelle du produit (dc^n) A T
lorsque u est une fonction C°° sur U.

Démonstration. — Voir par exemple [Del, prop. 5.1], [De2, prop. 3.3.2] ou [De3,
prop. 1.2]. 0

De manière plus générale, étant données T e D^dJ) et n i , . . . ,Uq des fonctions
plurisousharmoniques localement bornées sur [7, on peut définir par récurrence sur q
le courant :

(d^i) A • - A (dd0^) A T = dd^u^dd0^) A - • A (dd'Uq) A T).

C'est encore un courant positif fermé, de bidegré (p + q,p + ç).
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Le produit ainsi défini a un comportement agréable vis-à-vis de la limite uniforme :

THÉORÈME 4.2.5. — Soient ni,... ,Uq des fonctions plurisousharmoniques continues
sur U. Soient (u^ )kç^, • . • , (u\ )kçN, q suites de fonctions plurisousharmoniques
localement bornées sur U convergeant uniformément sur tout compact de U vers
HI,...,HÇ respectivement, et (Tk)keN une suite de courants positifs fermés conver-
geant faiblement vers T sur U. Alors :

u^Çd^u^) A — A (dcf^)Ar^ tend vers u^dd'u^) A — A (dd'Uq) A T

et (dcf^) A — A (dd^)^ vers (dd î) A — A (dd^q) A T,

au sens de la convergence faible des courants.

Démonstration. — Voir [De2, cor. 1.6] ou [De3, cor. 3.3.6]. D

Au vue de la prop. (3.3.12), on souhaite affaiblir les hypothèses du théorème pré-
cédent et remplacer la convergence uniforme par la convergence simple décroissante ;
c'est l'objet du théorème suivant :

THÉORÈME 4.2.6 (Bedford-Taylor). — Soient u^,...,Uq appartenant à Psh(U) et
localement bornées sur U, et n^\... ,n^\ q suites décroissantes de fonctions dans
Psh([/) localement bornées sur U et convergeant simplement sur U vers HI,...,^
respectivement. On a :

u^Çdd^^) A — A (dcf^)Ar tend vers u^Çdd0^) A — A (dd^q) A T

et {dd0^^) A — A (dcf^)Ar vers (dd0^) A - . A (dd^q) A F,

au sens de la convergence faible des courants.

Démonstration. — Voir par exemple [De2, §1.7] ou [De3, th. 3.3.7]. D

Par régularisation (voir par exemple [De3, th. 1.5.5]), on déduit immédiatement
de ce théorème le corollaire :

COROLLAIRE 4.2.7. — Soient U ] _ , . . . ,Uq des fonctions plurisousharmoniques locale-
ment bornées sur U et T e D^ÇU) un courant positif fermé ; le produit u^Çdd0^) A
• « • A (dd°Uq) AT (resp. le produit (dd0^) A - - A (ddcUq)/\T) est indépendant de l'ordre
des u^,..., Uq (resp. de l'ordre des u\,..., Uq).

DÉFINITION 4.2.8. — Soit U un ouvert de X et u e Psh([/). On appelle lieu non
borné de u dans U et l'on note L(u) l'ensemble des points x ç. U tels que u n'est
bornée sur aucun voisinage de x dans U.

Le résultat suivant, dû à Demailly, montre que sous certaines conditions, on peut
abandonner l'hypothèse selon laquelle les fonctions plurisousharmoniques ^ i , . . . ,Uq
dans les énoncés (4.2.6) et (4.2.7) doivent être choisies localement bornées.
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THÉORÈME 4.2.9 (Demailly). — Soit U un ouvert de X et soientT e D^ÇU) fermé
et HI, ..., Uq appartenant à Psh(U). On suppose que q <^ d — p et que pour tout choix
d'indices j i < ' ' ' < jm dans {1 , . . . ,ç} l'intersection L(uj^) n • • « H L(v,j^) n SuppT
est contenue dans un ensemble analytique de dimension complexe inférieure ou égale
à (d—p—m). On peut construire des courants ^(dc^i^A- - '/\{ddcUq)/\T et (dc^n^A
• • • A (ddcUq) A T de masse localement finie sur U et caractérisés de manière unique

par la propriété suivante : Pour toutes suites décroissantes (u^^ke^^'-^^q )kç^
de fonctions plurisousharmoniques convergeant simplement vers HI, ..., Uq respective-
ment, on a :

u^Çd^u^) A — A (dd^^AT tend vers u^dd0^) A — A (dd^q) A T

et (d^u^) A — A (drf^^AT vers (dd î) A — A (d^Uq) A F,

au sens de la convergence faible des courants sur U.

Démonstration. — Voir [De2, th. 2.5 et prop. 2.9] et [De3, th. 3.4.5 et prop. 3.4.9].
On peut aussi consulter [Del, th. 5.4]. D

On déduit immédiatement du théorème précédent les corollaires suivants :

COROLLAIRE 4.2.10. — Soient ni,..., Uq et T comme au théorème (4-2.9) ; le pro-
duit u-iÇdd0^) A — A {ddcUq) A T (resp. le produit (d^u-t) A - - A {ddcUq} A T) ne
dépend pas de l'ordre de u^,..., Uq (resp. de l'ordre de ni,... Uq).

COROLLAIRE 4.2.11. — Soient u ^ ^ . . . ^ U q plurisousharmoniques sur U et telles que
pour tout 1 ^ i ^ q, L(ui) est contenu dans un ensemble analytique Ai C U. Si pour
tout choix d'indices j'i < .. .jm dans {1, . . . , q}, on a :

codim Aj^ H • • • H Aj^ ^ m,

alors les courants u^dd0^) A • < • A (ddcUq) et (dd°u^) A • • • A (ddcUq) sont bien définis
et vérifient les propriétés d'approximation énoncées au théorème (4-2.9).

On expose enfin une construction due à Gillet et Soûle [G SI, §2.1.5] :

Soient X une variété projective complexe, Z un cycle de codimension g de X et
gz un courant de Green localement L1 pour Z (i.e. un élément de DP~1'P~1(X)^
localement L1 sur X, C00 sur X - \Z\ et tel que dd°gz + Sz = ̂ z est C°° sur X).
Faisons le choix d'une métrique riemannienne sur X, notons d { ' , •) la distance sur X
induite par celle-ci, puis posons pour tout e e M"^* :

N,(Z) = [x e X : d(x, Z) < e}.

Pour tout e G I4'*, soit pe : X —^ R une fonction C°° telle que :
- 0 ^ pe ^ 1 sur X,
- ps = 1 en dehors de A^(Z),
- pe = 0 sur A^/2(^),
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et posons g'^ = p^gz-

PROPOSITION 4.2.12. — Pour toute e R+\ les assertions suivantes sont vérifiées :
1. g ' ^ est une forme C°° sur X.
2. On a : dd^g^ + 6^ = ̂ z , où 6^ est une forme fermée C°° dont le support

est contenu dans Nç(Z).
De plus, on a les limites suivantes :

Hin g^ = gz et lim S^ = ôz,

au sens de la topologie faible des courants.

Démonstration. — Voir [GS1, §2.1.5]. Q

4.3. Formes différentielles généralisées

Les résultats énoncés section précédente motivent la définition suivante :

DÉFINITION 4.3.1. — Soit U un ouvert de X et u^,...,Uq des fonctions de U -^
[-00, +oo[. Le ç-uplet (^ i , . . . , Uq) est dit admissible sur U si et seulement si :

1. Les fonctions n i , . . . , Uq sont des éléments de Psh(^7).
2. Pour tout 1 ̂  i ^ q, l'ensemble L(ui) est contenu dans un ensemble analytique

Ai CU.
3. Pour tout choix d'indices ji < ' - < jm dans { 1 , . . . , ç}, on a :

codim A ^ r \ ' " r \ A^ ^ m.

Pour tout ç-uplet (n i , . . . , Uq) admissible sur un ouvert U C X, le corollaire (4.2.11)
nous permet de définir sur U les courants u^dd0^) A • • • A (dd°Uq) et (dd0^) A • • < A
(dd^q}.

On pose :

DÉFINITION 4.3.2. — Soit p un entier positif. On note T^ÇX) C DP1P(X) (resp.
AogW C DP-PÇX)) l'espace vectoriel complexe formé des éléments de DP-PÇX) qui,
sur tout ouvert U d'un recouvrement suffisamment fin de X, peuvent s'écrire sous la
forme :

n

Y,^i{ddcu^)^'"/\{ddcUi^)
i=l
n

(resp. ^^iUi^Çdd0!!^) A • • • A (c?cT^)),
2=1

où pour tout 1 ̂  i ^ n, on a ̂  ç AP-^^P-^ÇU) (resp. ̂  e A^^^-P-^^ÇU)) et le
ç.-uplet (^,1,... ,Ui^) est admissible sur l'ouvert U considéré.

On pose aussi la définition suivante :
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=PiP
DÉFINITION 4.3.3. — Soit p un entier positif. On dit que a € A (X) est une forme
différentielle généralisée de type (p,p) si et seulement si sur tout ouvert U d'un re-
couvrement suffisamment fin de X, on peut écrire la restriction de a à U sous la
forme :

n

a/u = ̂ ^(dcTz^i) A — A (dd°Ui^),
i=l

où pour tout 1 ̂  i ^ n, on a ̂  e Ap-ç^'p-9^([/) et n^ i , . . . ,n^ sont plurisoushar-
moniques et localement bornées sur [7. On note A^'^X) l'espace vectoriel complexe
des formes différentielles généralisées de type (p,p) sur X.

On pose également :

A*(X)=9A^(X), J\X)=(^TP(X)^ et XgW-QX^W
p^o p^o p^o

REMARQUE 4.3.4. — On a immédiatement les inclusions suivantes :

A*(X) c Ï(X) c XogW C IT(X).

REMARQUE 4.3.5. — L'opérateur dd° : D^ÇX) -^ .DP+1'P+1(X) induit par restric-
=p,p ^p+i,p+i

tion une application dd° : A^g(X) —)- A^g (X).

Soient a; e ^^(X) et y e A^g(X). Sur tout ouvert U C X assez petit, on peut
écrire :

n

x = V^î(dcFi^i) A • • • A {dd^Ui^i)
i=l
m

et y = ̂  ̂ ^,1 (dd°Vj^) A 1 1 • A (dd'^Vj^j ),
j=i

où pour tout 1 ̂  î ^ n, on a ̂  ç Ap-r^'p-r^([/) et n^ i , . . . ,n^ sont des fonctions
plurisousharmoniques localement bornées sur U ; et où pour tout 1 ̂  j ^ m, on a
.̂ ç Ag-s-'+l'9-SJ+l([/) et le multiplet (^-,i, . . . ̂ j,s,) est admissible sur [7.

D'après le théorème (4.2.9), l'expression :
n m

^ ̂ ^^•^•^(dd0^,!) A • • • A (dcFn^) A (dd°Vj^) A • • • A (W^s,),
î=l J=l

a bien un sens et définit sur U un courant de type (p + ç,p + g) que l'on note provi-
soirement [x ' y\{U).

PROPOSITION 4.3.6. — Le courant [x ' y\(U) défini ci-dessus ne dépend que de x et
de y .
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Démonstration. — Soient x ' et y ' deux courants sur U tels que x ' = x/jj et y ' = y / u ,
et tels qu'on puisse écrire :

n

xl=^[{ddcu^)^...^{ddcul^
i=l

m'

et y' = E^Xi^^) A • • • A (dd .̂),
j'=i

où pour tout 10'^ n1, on a ̂  e A^-^-^ ([/) et u'^ . . . , u\ ̂  sont des fonctions
plurisousharmoniques localement bornées sur [7; et où pour tout 1 ̂  j ^ m7, on a
.̂ ç A9-^'9-^ ([/) et le multiplet (^,... ,^/ ) est admissible sur [7.

On définit les courants :
n' m

[^ • V}(U) = ̂  ̂ ^^(c^i) A — A (d^^) A (dcf^) A — A (^f^,,,)
î=l J=l

et

n7 Tn7

[̂  • ^/K^) = ̂  ̂ ^Xi^^i) A • • < A (ddc^,^) A (^^,2) A • • • A (dd^,).
i=l j=l ' z ' ',

On veut démontrer que le courant 6 défini sur U par l'égalité :

S = [ x ' . y'}(U) - [x . y}(U) = {[x1 • y^U) - [ x ' . y}(U)) + ([^ • ^](^) - [x . î/]([/)),

est nul. On va prouver pour cela que [x' • y](U) - [x • y\(U) = 0. On démontrerait de
même que [ x ' ' y'}(U} - [ x ' ' y](U) = 0.

Par régularisation, on peut trouver pour tout 1 ̂  j ^ m et 1 ̂  k ^ sj, une suite
décroissante (v^)n^ d'éléments de Psh([7) H C°° (U) convergeant simplement sur U
vers Vj^' Pour tout n e N, on note y^ la forme différentielle C00 de type (q,q) sur
U définie par :

m

V^ = ̂ ^(dd^g) A . . . A (dcf^).
J=l

De l'égalité x = x ' , on déduit que x . y^ = x ' • y^ pour tout n e N, le produit étant
le produit habituel d'un courant par une forme différentielle. Or, d'après (4.2.9), on
a :

x ' y ^ tend vers [x • y\(U)

et x ' ' y^ tend vers [ x ' ' y\(U},

au sens de la topologie faible. On en conclut que [ x ' . y\(U) - [x . y](U) = 0 et la
proposition est démontrée. Q

L'assertion suivante est une conséquence directe de ce qui précède.
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PROPOSITION 4.3.7. — Soient x e A^ÇX) et y e A^g(X). // e:m^e îm (unique)
•==p-\- q ip~\~ ç

élément de A^ (X) que l'on notera x ' y et dont la restriction à tout ouvert
U C X assez petit coïncide avec le courant [x ' y](U) défini à la proposition (4.3.6).

DÉFINITION 4.3.8. — Soient x e A^\X) et y e A^g(X). On appelle produit de x
==p-\-q,p-\-q

et de y le courant x ' y e A^ (X) défini à la proposition précédente.

Plus généralement, soient x e A*(X) et y G A^g(X), on appelle produit de x et de
y et l'on note encore x ' y le produit gradué de x et de y .

Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates des définitions :

PROPOSITION 4.3.9. — Soient x^ ç A^X) et x^ ç A^pC) C ~À^(X) ; on a :
- -TP+^P+9/^x\ - x^ e A (A).

PROPOSITION 4.3.10. — Soient x\ et x^ des éléments de A {X) et y G A^(X) ; on
a les relations suivantes :

1. x\ - (^2 • y ) = (a'i • ^2) • y (associativité).
2. x\ • x'2 = a-2 • ^i (commutativité).

PROPOSITION 4.3.11. — Le produit défini à la proposition (^.^.P) munit A (X) d'u-

ne structure d'algèbre associative commutative unifère et graduée et A^ (X) d'une

structure de A* (X) -module, qui étend sa structure usuelle de A* (X) -module. La res-
triction à A*(X) de la structure d'algèbre sur A (X) coïncide avec la structure d'al-
gèbre usuelle sur A*(X).

Soient X et Y deux variétés complexes et / : Y —^ X un morphisme lisse de variétés
analytiques (i.e. une submersion holomorphe). On considère U C X et V C Y deux
ouverts tels que f(V) C U. Un résultat classique (voir par exemple [De3, th. 1.5.9])
affirme que si u ç Psh(U) alors /*(n) = u o f ç Psh(V). Plus généralement, on a le
résultat suivant :

PROPOSITION 4.3.12. — Soit (14,... ,Uq) un q-uplet admissible de fonctions réelles
sur U ; le q-uplet (u^ o / , . . . , Uq o f) est admissible sur V.

Démonstration. — D'après la remarque ci-dessus, on sait que les fonctions HI o / , . . . ,
Uq o f sont plurisousharmoniques sur V. Pour tout 1 ̂  i ^ ç, on a : L(ui o f) =
/^(LÇui)) C f^ÇAi). Enfin, du fait de la lissité de /, les ensembles /^(A^) sont
analytiques et on a pour tout choix d'indices ji < " - < jm dans { 1 , . . . . q} :

codim /^(A^) n • t « H /^(A^J = codimA^ H • • • H A^ ^ m,

dès que les intersections considérées sont non vides. D

La proposition suivante montre que l'image inverse du courant u^dd^u'z^' ' '/\ddcUq
s'exprime simplement :

MÉMOIRES DE LA SMF 80



4.4. CONVERGENCE AU SENS DE BEDFORD-TAYLOR ET IMAGE INVERSE 47

PROPOSITION 4.3.13. — Soit (^i,... ,Uq) un q-uplet admissible de fonctions réelles
sur U ; on a sur V l'égalité :

/*(nidcfn2 A — A dd°Uq) = (^i o /)(dcf^2 o /) A • • • A (dd°Uq o f).

Démonstration. — Par régularisation, on peut trouver pour tout 1 ̂  i <^ q une suite
décroissante (^ ) d'éléments de Psh(U)r\C°°(U) convergeant simplement sur U

\ f neN
vers Ui. Pour tout n ç. N on note x^ la forme différentielle C°° de type (q — 1, q — 1)
sur U définie par :

x^ = u^dd^ A — A dd^y.

D'après (4.2.9) la suite x^ (resp. la suite f*(x^)) tend vers u^dd0^ A • • • A ddcUq
(resp. vers (u\ o f)(dd°u^ o f) A • * • A (ddcUq o f)) au sens de la convergence faible des
courants quand n tend vers +00. Le résultat découle alors de la continuité faible de
r. n

On déduit de ce résultat que toute application analytique lisse / : Y —> X induit—pfp —pip
un morphisme de groupes /* : A^g(X) —)- Aiog(V), qui induit un morphisme gradué

/*:XgW^Xg(n-
Les deux propositions suivantes sont des conséquences directes de (4.3.13) :

PROPOSITION 4.3.14. — On a : /* (T(X)) C 3*(V) et /* (~Â\X)\ C A* (Y).

PROPOSITION 4.3.15. — Soient x G A*(X) et y ç. A^ (X), on a :

r ( x ' y ) = r { x ) ' r ( y ) .
En particulier, le morphisme /* : A (X) —^ A (Y) est un morphisme d'algèbres.

Enfin les deux propositions suivantes sont valables en toute généralité :

PROPOSITION 4.3.16. — Soient g : Z —^ Y et f :Y —^ X deux morphismes lisses de
variétés complexes, on a l'identité : (/ o g)* = g* o /*.

PROPOSITION 4.3.17. — Soient a e A^(Y) et x ç A^g(X), on a :

A(a./*(^))=/.(a).^

l'image directe f^ (a ' f*(x)) étant prise au sens des courants.

4.4. Convergence au sens de Bedford-Taylor et image inverse

On introduit dans ce paragraphe de nouvelles classes remarquables de courants.
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DÉFINITION 4.4.1. — Soit p un entier positif et Z un cycle de codimension q de X.
On note BP-P(X) (resp. B^(X), resp. B^(X), resp. B^(X)) l'espace vectoriel
complexe formé des éléments de DP^PÇX), qui, sur tout ouvert U d'un recouvrement
suffisamment fin de X, peuvent s'écrire sous la forme :

n

^^(dcf'u^i) A — A (dd°Ui^),
i=i

/ n \
( resp. Y^ ̂ iUi^ (dd°Ui^) A • • • A (dcfn^ ) ),
v 2=1 /

, n x
( resp. Y^LJiÇdd0^^) A — A {dd°Ui^) /\Sz, ),
^ 2=1 /

/ n \
( re^j). ^^iUi^{dd°Ui^) A • • < A (dd°Ui^) /\8z, j,
v î=l /

où pour tout 1 ̂  i ^ n, on a ̂  e A^-^-^l/) (resp. ̂  e AP-^+^^-^+^I/), resp.
^ ç A^-9-91^-9-9^^), resp. ujz e AP-9-^^+15p-9-9^+l(î7)) et ^,1,... ,H^ sont des
fonctions plurisousharmoniques continues sur [7.

REMARQUE 4.4.2. — On déduit des définitions les inclusions BP'P(X) C B^(X) et
B^ÇX) C B^X)^ et l'égalité B^X) = B^X).

En reprenant les hypothèses et les notations de la définition précédente, on pose
également :

DÉFINITION 4.4.3. — On note B^ÇX) (resp. B^ÇX), resp. B^X), resp.
^tîo oW) le sous-espace vectoriel complexe de B^PÇX) (resp. de B^ÇX), resp.
de B^X), resp. de B^ (X)) formé des éléments qui, sur tout ouvert U d'un re-
couvrement suffisamment fin de X, peuvent s'écrire sous la forme :

n

V^(d6fz^i) A • • • A (dd°Ui^),
î=l

/ n \

( resp. V^ ̂ iUi^ (dd°Ui^) A • • • A {dd°Ui^ ) j,
v 1=1 /

( n \( resp. ^u;i(ddcUi^) A • - A (dd°Ui^) /\6z, j,
^ 1=1 /

/ n \

( resp. ^^iUi^(ddcUi^) A • • • A (d^n^gj A (îz, j,
^ î=i /

où les Uij et les ̂  sont comme à la définition (4.4.1) et où de plus, pour tout 1 ̂  i ^ n,
la forme uji est fermée.
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REMARQUE 4.4.4. — On a les inclusions B^P{X) C B^FÇX) = B^ ^(X) et
WX)CB^(X).

DÉFINITION 4.4.5. — Soit (x^)keN une suite d'éléments de B^^(X). On dit que
(x^)kçN converge vers x G B^^ÇX) au sens de Bedford- Taylor (en abrégé au sens
BT) si pour tout ouvert U d'un recouvrement suffisamment fin de X, on peut écrire :

xW = E^M'iW^g) A • • - A (cfef^) A ̂
i=l
n

-E
i=l

et x = ̂ ^^Ui^Çd^Ui^) A — A (dd°Ui^) A Sz,

où n est indépendant de k et où, pour tout 1 ̂  i ^ n et tout À; G N, on a uj^ G
AP-^+I^-^+I(^ ^ G A^-^1'^-^1^) et ^\... ,^^i,...^
sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur [7 ; que ù;^ tend vers uji au
sens des formes C°° quand A* tend vers +00 et que de plus (u^)keN, • • • , (n^.^GN
convergent uniformément sur U vers n^ i , . . . ,n^ respectivement quand A; tend vers
+00.

DÉFINITION 4.4.6. — Soit (x^)k^ une suite d'éléments de B^ÇX). On dit que
(x^)k^ converge vers x e Bpzp{X) au sens BTR, si pour tout ouvert U d'un recou-
vrement suffisamment fin de X, on peut écrire :

xW = fy^Af^) A • • • A (dd ;̂,) A Sz
i=l
n

et x = ̂ ^(dd^i) A • • • A (dd°Ui^) A S z ,
î=l

où n est indépendant de k et où, pour tout 1 ̂  i ^ n et tout À; G N, on a ù/^ G
A^-^-^O/). ̂  G A^-^-^(U) et ^i\...^^^u--^^ soni des
fonctions plurisousharmoniques continues sur U ; que cî  ; tend vers uji au sens des
formes C°° quand k tend vers +00 et que de plus ( u [ ' ) k ^ , . . . , (u^^kç^ convergent
uniformément sur U vers n^ i , . . . ,Uz^ respectivement quand k tend vers +00.

En reprenant les hypothèses et les notations de la définition précédente, on pose
également :

DÉFINITION 4.4.7. — Soit (x^)kç^ une suite d'éléments de B^ o(X). On dit que
(x^)^^ converge vers x G B^og,oW fortement au sens BT si pour tout ouvert U
d'un recouvrement suffisamment fin de X, il existe n G N* tel que pour tout A- G N
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on puisse écrire :

x^ = ̂ W^^g) A ... A (dd^) A 6z
i=l
n

et x = Y^'u^i^cfu^) A — A (d^Ui^) A Sz,
i=l

où pour tout 1 ̂  i ^ n, c ^ 7 tend vers ̂  dans A*(LQ quand A* tend vers +00 et
u\^,..., u\ . converge uniformément sur U vers n^ i , . . . , 'u^ respectivement quand
k tend vers +00, et où pour tout 1 ̂  i ^ n et tout À; G N les formes o^ ' et uj^ sont
/ermée5.

DÉFINITION 4.4.8. — Soit (x^)ke^ une suite d'éléments de B^(X). On dit que
(x^)ke^ converge vers x ç. B^ÇX) fortement au sens BTR si pour tout ouvert U
d'un recouvrement suffisamment fin de X, il existe n G N* tel que pour tout k e N
on puisse écrire :

x^ = ̂ ^(dd^g) A • • • A (^c^) A 6z
2=1

n

et x = Y^ujÇd^Ui^) A • • « A (dd0^^) A ̂
î=l

où pour tout 1 ̂  i ^ n, uj" tend vers uji dans A*([7) quand A- tend vers +00 et
u\^\..., u\ . converge uniformément sur U vers n^ i , . . . , n^g^ respectivement quand
k tend vers +00, et où pour tout 1 ̂  i ^ n et tout A* G N les formes c<^ et cc^ sont
/ermee^.

REMARQUE 4.4.9. — D'après le théorème (4.2.5) les quatre notions de convergence
introduites aux définitions (4.4.5), (4.4.6), (4.4.7) et (4.4.8) sont plus fortes que la
convergence faible au sens des courants.

REMARQUE 4.4.10. — L'application dd6 : B^(X) -^ B^^^X) envoie l'en-
semble des suites convergeant fortement au sens BT dans l'ensemble des suites conver-
geant fortement au sens BTR.

REMARQUE 4.4.11. — L'application dd° : B^ÇX) -)- B^1^1^) envoie l'ensemble
des suites convergeant au sens BTR dans l'ensemble des suites convergeant fortement
au sens BTR.

DÉFINITION 4.4.12. — On note C^(X) (resp. C^ÇX)) l'ensemble des limites des
suites de A^(X) convergeant dans BP-P{X) (resp. dans B^(X)) au sens BTR (resp.
au sens BT).
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On note C^ÇX) (resp. G^o(X)) l'ensemble des limites des suites de AP-P{X)
convergeant fortement dans B^Ï)(X) (resp. dans B^^(X)) au sens BTR (resp. au
sens BT).

Soient x e BP-P(X) et y ç 5^g(X). Sur un ouvert U C X assez petit, on peut
écrire

n"l
i=l
m

= ^^(dcfz^i) A — A (d^u^)

et ^ = ̂  ̂ -,1 (d^Vj^) A — A (Aft;^. ) A 8z,
j=i

où pour tout 1 <^ i ^ n, ̂  e AP-^-P-^ÇU) et ^,1,...,^ sont des fonctions
plurisousharmoniques continues sur [/; et où pour tout 1 ^ j ^ n, on a rjj ç
^p-q-rj+i,p-q-rj-^-i^ ^ v^i,..., Vj^j sont des fonctions plurisousharmoniques con-
tinues sur [/. A partir de ces données, on définit un courant de ^^'p+r\U) que l'on
note provisoirement [x « y](U), par la formule :

[ x ' y } ( U ) =
n m

^ ̂ ^^1(^^,1) A - • A {dd^i^} A (dd^j^) A • • • A (dd^j^) A 5z.
î=l J=l

PROPOSITION 4.4.13. — Le œ^mr^ [.r • ^/](£/) ainsi défini ne dépend que de x et de
y'

Démonstration. — Par linéarité, on peut supposer que Z est effectif. Le problème
étant local, on se restreint à un ouvert U ' C U tel qu'il existe une suite (6^)^^ de
formes C°° fermées et positives sur U ' convergeant faiblement au sens des courants
vers ô z ' On suit alors mutatis mutandis la démonstration de la proposition (4.3.6) en
utilisant le théorème (4.2.5). Q

On déduit immédiatement de ce qui précède :

PROPOSITION-DÉFINITION 4.4.14. — Soient x ç BP-P(X) et y e B^g(X). Il existe
un unique élément de B^^ÇX) que l'on note x • y et qu'on appelle produit de x
et de y , dont la restriction à tout ouvert U C X assez petit coïncide avec le courant
[x « y]{U) défini à la proposition (^.J^A3).

Plus généralement, soient x e B*{X) et y e B^^(X), on appelle produit de x et
de y et l'on note encore x • y le produit gradué de x et de y .

REMARQUE 4.4.15. — On définit de façon similaire un produit :

( ' ) : B ^ ( X ) x B ^ X ) - ^ B ^ ( X ) .
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REMARQUE 4.4.16. — Du fait de l'inclusion B^X) C B^(X) = ^rjogW^ on

dispose d'un produit ( • ) : B*{X) x B^ (X) —^ B^ (X). Ce produit coïncide avec le
produit défini à la proposition (4.3.7).

La proposition suivante est une conséquence directe des définitions :

PROPOSITION 4.4.17. — Le produit défini à la proposition (4.4'U) munit B*(X)
d'une structure d'algèbre associative commutative unifère et graduée et B^^(X)
d'une structure de B^ÇX)-module qui étend sa structure usuelle de A* (X) -module.

La proposition suivante montre que le produit défini à la proposition (4.4.14) se
comporte bien vis-à-vis des convergences ordinaires ou fortes au sens BT et BTR :

PROPOSITION 4.4.18. — Le produit :

( . ) : 5*(X) x B^(X) -^ %ogW.

est compatible avec les convergences au sens BTR et BT sur B*(X) et B^^g(X)
respectivement. Sa restriction :

( • ) : BW x B^fl(X) -^ B^fl(X),

est compatible avec les convergences fortes au sens BTR et BT sur les espaces B^(X)
etB^^ Q^X) respectivement.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate des définitions. D

REMARQUE 4.4.19. — Soient y G C^^X), ̂  ç. C^^X) et ip" G C^(X), on a

^dV e C^^^W et w" e ci^W.

THÉORÈME 4.4.20. — Soit f : X —^ Y un morphisme de variétés projectives com-
plexes. Il existe un unique morphisme de groupes gradués :

/*:%g(y)^B^(x),
tel que les assertions suivantes soient vérifiées :

1. /* restreint à A* (Y) coïncide avec l'application image inverse usuelle.
2. /* respecte la convergence au sens BT.
3. On a r(B^(Y)) C B*(X), /^(V)) C B^(X) et r(B^(Y)) C B^(Y).
4. /* restreint à B*(Y) (resp. à B^(Y), resp. à B^^ÇY)) respecte la convergence

au sens BTR (resp. la convergence forte au sens BTR, resp. la convergence forte
au sens BT).

5. Si x G 5*(V) et y e B^{Y), alors on a :

r ( x ' y ) = r ( x ) ^ r ( y ) .
6. Soit g : V —> X un autre morphisme de variétés projectives complexes. On a :

( / 0 ^ *=^ *0 / * .
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Démonstration. — Le morphisme / : X -> Y peut se factoriser comme la composition
d'une immersion fermée i : X ̂ fy pour n assez grand, et de la projection TV : P^ ->
Y qui est un morphisme lisse. On va définir TT* et z*. puis poser /* = i* o TT*.

Comme TT est lisse, TT* : D*(Y) — D*(X) est défini en toute généralité et sa
restriction à B^ (Y) vérifie les assertions (1) à (6) d'après les propositions (4.3.13),
(4.3.15), (4.3.16) et (4.3.17).

On donne à présent une construction de z*. Soit x e B^ (Y) ; sur tout ouvert U
d'un recouvrement suffisamment fin de Y, on peut écrire :

n

x = ̂ ^LJjUj^(ddcUj^) A « - A {ddcUj^),
j=i

où pour tout 1 ̂  j ^ n, ujj ç A*([7) et uj^,... ,Uj^ sont des fonctions plurisoushar-
moniques continues sur U . On pose :

n

î^x}(z-\U)) = ̂ r(^)(^,i o i^dd^ o i) A . . . A (dd^ o i) e B^(i-\U)).
i=l

Le morphisme image directe i^ : D*(X) —> D*(Y) étant injectif, le courant i*(x) est
l'unique courant tel que :

i^i^x}) = x ' 6 i ç x ) .

ce qui montre que le morphisme z* est bien défini. On déduit aisément des définitions
que i* vérifie les assertions (1) à (6).

Les morphismes TT* et z* étant définis, on pose /* = z* o TT*. Par composition, /*
vérifie les assertions (1) à (5). Il faut montrer que /* ne dépend pas de la décomposition
/ = TT o i utilisée pour le définir. Pour cela, on montre que les assertions (1) et (2)
caractérisent /* de manière unique.

Soit x e B^(X). En utilisant une partition de l'unité associée à un recouvrement
suffisamment fin de Y, on peut supposer que le support de x est contenu dans un
ouvert U C X tel que l'on puisse écrire :

n

x = ̂ l ^ ( J J j U j ^ ( d d c U j ^ ) A • • • A (ddcUj^j),
.7=1

où pour tout 1 ̂  j ^ n, ujj est une forme C00 dont le support est contenu dans U
et H^i , . . . ,Uj^ sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U. Par régu-
larisation, on peut trouver pour tout 1 ̂  j ^ n des suites ( u ' ^ k ç ^ ^ - ' - ^ u ' ^ k ^
de fonctions plurisousharmoniques C°° convergeant uniformément vers n^i , . . . ,^j,<^
respectivement sur £7.

Posons, pour tout k ç. N,
xw = E^S^S) A • • - A (^&-

J=l
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On déduit de l'assertion (2) que la suite (/*(^^))fe(EN converge faiblement vers f*(x).
Comme d'autre part les formes images inverses f^(x^) pour k e N ne dépendent
pas, d'après l'assertion (1), de la décomposition choisie, il en est de même pour f(x),

L'assertion (6) se montre de façon similaire. D

REMARQUE 4.4.21. — Les opérateurs /* et dd° commutent.

REMARQUE 4.4.22. — Si (^ e B^{X), alors /*(<^) =^o f.

REMARQUE 4.4.23. — Si i : X ̂  Y est une immersion fermée et y ç £^* (Y), on
déduit de la construction donnée au théorème (4.4.20) que :

^(T(^)) = ̂ -^(x).

4.5. Métriques admissibles

Dans cet article, on appellera fibre en droites hermitien sur X tout couple L =
(L, 1 1 . 1 1 ) formé d'un fibre en droites holomorphe L sur X et d'une métrique hermitienne
continue sur L.

On considère U C X un ouvert et 5i et 53 deux sections holomorphes de L ne
s'annulant pas sur U. Il existe alors une fonction h holomorphe et ne s'annulant pas
sur U telle que s^ = h ' 5i. On en déduit que :

dcf(- log ||^||2) = -d^ log \h\2 + dd^- log ||^||2) = dcf(- log \\s, ||2).

Cette remarque justifie la définition suivante :

DÉFINITION 4.5.1. — Soit L = ( I / . I I . H ) un fibre en droites hermitien sur X. On
appelle premier courant de Chern de L et l'on note ci(L) ç .D151^) le courant défini
localement par l'égalité :

c^L^d^-loglHI2),

où s est une section locale holomorphe et ne s'annulant pas du fibre L.

PROPOSITION 4.5.2. — Soient L\ et L^ des fibres en droites hermitiens sur X . On
a la relation :

ci (Li (g) L2) =ci(Li) +ci(L2).

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la définition (4.5.1). D

L'énoncé suivant est une extension immédiate de la formule de Poincaré-Lelong clas-
sique au cas des fibres hermitiens quelconques :
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PROPOSITION 4.5.3 (Formule de Poincaré-Lelong généralisée)
Soit L = (L, 1 1 . 1 1 ) un fibre en droites hermitien sur X et s une section méromorphe

de L sur X non identiquement nulle sur chaque composante connexe de X. On a
F égalité entre courants :

^(-logll^ll^+Jdiv^Ci^).

DÉFINITION 4.5.4. — Soit L = (I/J|.||) un fibre en droites hermitien. La métrique
1 1 . 1 1 est dite positive (resp. strictement positive) si et seulement si ci(LJ|.||) ^ 0 sur
X (resp. pour toute forme de Kàhler a sur X et tout ouvert U d'un recouvrement
suffisamment fin de X, il existe e e R+* tel que ci(L, ||.||) ^ ea sur U).

DÉFINITION 4.5.5. — Soit L un fibre en droites holomorphe sur X. Une métrique
1 1 . 1 1 continue et positive sur L est dite admissible s'il existe une suite (||.||n)^^ de
métriques positives de classe C°° sur L, convergeant uniformément vers ||.|| sur X.
On appelle fibre admissible sur X un fibre en droites holomorphe muni d'une métrique
admissible sur X.

PROPOSITION 4.5.6. — Soient Li = (Li, ||.||i),... ,Lq = (Lq,\\.\\q) des fibres en
droites admissibles sur X et 5i,... ^Sq des sections méromorphes non identiquement
nulles, sur chaque composante connexe de X , de Li,...,Lç respectivement, et telles
que les cycles div 5i,..., div Sq soient d ̂ intersection propre (i.e. tels que codim(div sj^
D • • • H div Sj^) ^ m pour tout choix d'indices j\ < - ' ' < jrn dans {!,..., q}). Pour
tout 1 ^ i ^ q, le courant :

(-log||^| |?)ci(Li)--Ci(L,_i) ^divs,+i -^div^

==g-l,ç-l
est bien défini et est un élément de A^ (X).

Démonstration. — Le problème étant local, on peut supposer par linéarité que les
sections 5 i , . . . , Sq sont holomorphes au-dessus d'un ouvert £7. La proposition est alors
une conséquence directe de la formule de Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3), du fait
que pour tout 1 ̂  i ^ q, ci(L^) e A ' (X), et des définitions. D

PROPOSITION 4.5.7. — Soit ~L = (I/JI.II) un fibre admissible sur X compacte. Il
existe une suite croissante de métriques C°° positives convergeant uniformément vers

Démonstration. — Soit (||.||n)nçN une suite de métriques C°° positives sur L conver-
geant uniformément vers ||.||. Pour tout n G N, on note (p(n) le plus petit entier positif
tel que :

IMI^n) ^ ^ 1
2n+2
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On choisit alors un réel \n dans ]0,1[ tel que :

l \ n < ."^<fi- '2^ n 1 1 . 1 1 Y 2n+ly '
On a donc construit une application croissante ̂  : N —^ N et une suite de réels (AyjneN
dans ]0,1[ tendant vers 1 tels que la suite des métriques ||.||^ = ArJ|.||^(^) pour n ç N
soit croissante sur X. Comme ci(L, ||.||^) = c\(L, ||.||^(n)) ^ 0 pour tout n e N et que
( I M I n ) n e N converge uniformément vers ||.|| sur X , la proposition est démontrée. D

EXEMPLE 4.5.8
1. Toute métrique positive C°° est admissible (prendre [|.| |n = ||.||).
2. Soient P(A) une variété torique projective lisse et L un fibre en droites engen-

dré par ses sections globales au-dessus de P(A) ; la métrique canonique | | .HL,OO
introduite à la proposition (3.4.1) est admissible (voir prop. 3.3.12).

3. Plus généralement, soit L un fibre en droites holomorphe engendré par ses sec-
tions globales holomorphes au-dessus d'une variété X que l'on suppose com-

^Lpacte. Soit (p : X —> X un morphisme surjectif tel que ^(L) ^ L"', avec k un
entier > 1 ; on munit L d'une métrique de Zhang ||.||zh pour (p (z.e. une métrique
continue telle que ̂  (L, ||.||zh) ̂  (L, l l . l l z h ) ^ ) . Le fibre hermitien (L, ||.||zh) est
admissible. (Prendre sur L une métrique ||.||o positive G00, puis considérer la
suite de métriques (||. | |n)neN définie par la récurrence :

ll.lln^^ll.lln-l)17'.

Les métriques \\.\\n sont positives et (7°°, et la suite (||. | |n)neN converge unifor-
mément vers ||.||zh sur X d'après [Zha, th. 2.2]).

4.6. Un théorème d'approximation globale

Le théorème suivant montre que pour un fibre ample, les notions de métriques
positives et de métriques admissibles sont équivalentes :

THÉORÈME 4.6.1. — Soit X une variété complexe projective et L un fibre en droites
ample sur X . Toute métrique positive sur L est admissible.

Pour démontrer le théorème (4.6.1) on utilise une méthode de régularisation et de
recollement essentiellement due à Richberg [Ri]. On s'inspire ici de la présentation
donnée dans [De3, §1.5.C].

Soit 0 : R —> R^ une fonction C°° dont le support est inclus dans [—1,1] et telle
que 4 0{t) dt = 1 et ̂  t0(t) dt = 0.

LEMME 4.6.2. — Pour tout rj = ( 7 7 1 , . . . , r ]p ) ç ]0,+oop, la fonction :

Mr,(ti,...,tp) = max{^i + / i i , . . . , ^+/^} JJ 0(hj/rjj) dh^ . . . d h p ,
JRP I^P
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vérifie les propriétés suivantes :

1. My^i,... ,tp) est croissante en chacune des variables et est convexe et C°° sur
W.

2. On a ;max{^...^} ^ M^i,... ,tp) ̂  max{^i + 7 7 1 , . . . ,tp + r ]p } .
3. On a : M^,...,tp) = M(^,^,^)(^I, ... ,Ç,... ,tp) dès que tj + rfj ^

max^{^ - r )k } .
4. M^(t\ + a,... ,tp + a) = My^i,... ,tp) + a pour tout a G R.
5. 5î ni,...,^p 5on^ plurisousharmoniques sur X et vérifient dd°Uj ^ a, où a ç.

A151^), alors u = M^(ni,... ̂ Up) est plurisousharmonique et satisfait à l'in-
égalité dd^u ^ a.

Démonstration. — Voir [De3, lemme 1.5.16]. D

Nous passons maintenant à la démonstration du théorème. — On note ||.|| la métri-
que positive considérée. Quitte à considérer une puissance tensorielle assez grande de
L, on peut supposer L très ample.

On suppose dans un premier temps que la métrique ||.|| est strictement positive. On
note a une forme de Kàhler sur X telle que ci(LJ|.||) ^ a. On choisit S = { ^ i , . . . , S N }
une Z-base des sections holomorphes de L au-dessus de X. Pour tout i G { 1 , . . . , N}
on note Ui = — log ||^||2 ç Psh(X). Pour i et j éléments de {! , . . . , N}, on note fzj
la fonction méromorphe définie par Si = fzjSj. Pour tout couple (fl,x) formé d'un
point x G X et d'un ouvert fî C X le contenant, on dit que ^ est une boule centrée
en x de rayon r s'il existe une carte (Y, y) de X contenant Q telle que ^p(x) = 0 et
que (^(fî) soit une boule centrée en 0 de rayon r dans O11"1 x.

On choisit (^a)açA un recouvrement ouvert fini de X vérifiant les propriétés sui-
vantes :

1. Pour tout a G A, l'ouvert f^ est une boule centrée en un point Oa ê ^a de
rayon r^ dans une carte (Va-,^a) de X.

2. Pour tout a G A, il existe 5^ ç 5' qui ne s'annule pas sur un voisinage Ua de
H^.

Comme L est très ample et donc engendré par ses sections globales, un tel recouvre-
ment existe toujours.

On choisit A un élément de ]0,1[. Pour tout a G A, on peut construire par régu-
larisation (voir par exemple [De3, th. 1.5.5]) une famille (u^ ) d'éléments de

V /£çR+*

Psh(fî^) n (7°°(^a) telle que u'c^ soit une fonction croissante de e et que :

V^eiR-^ IK-^ll^oo^.
Pour tout a G A, on choisit fî^ C f^ C fîa des boules concentriques de rayon respectif
r'^ <r'^ < r^ carte Vcn et telles que la famille (^'a)açA ̂ orme encore un recouvrement
deX.
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Soient Ça et 7^ deux nombres réels strictement positifs que l'on fixera par la suite.
Pour tout z C Ha, on pose (dans le système de coordonnées relatif à la carte (Va, ̂ a))?

.,(£co7a)/y\ _ ^(^)f^ 1 ^ /^2 _ |^|2\
^a \ ^ / — ^a W ' 7 a V Q p| ,'-

Pour 6-^ < ^a,o et 7a < 7a,o assez petits, on a ̂ Q ^ u^ + À/2 et dd0^'^ ^
(1 — \)a sur HQ. On pose :

t(£al7a) ^ ̂  + A/2 et dd^^ ^

./2 / /2 . 2 /2^=7amin{^-r / /^(^-^)/2}

On choisit tout d'abord 7^ < 7o,^ tel que r]a < A/2, puis on choisit ëa < £a,o
suffisamment petit pour que l'on ait :

u^ ^ u^ < n^ +??a,

sur ^a- Comme 7^ (r^ — ^|2) est inférieur à —2r]a sur Q^ïa et strictement supérieur

à r]a sur fî^, on a : t;^"'7"^ < u^ - r]a sur ôfî^ et v^01^01^ > u^ + r]a sur ïï^.
Pour tout i e { 1 , . . . . A^}, on définit maintenant sur Çta la fonction :

u^=v^+(-\og\f^\2).

D'après ce qui précède, les fonctions Ui^a vérifient les assertions suivantes :

1« ^i,a ^ Ui + A/2 sur ^ÎQ.
2. 'S^a < Ui — rja sur 9^1^.
3- ^,a > ^i + 'Ha sur fÎQ,.
4. îii^ est G00 sur fî^ — div^, et on a : dô^ui^ ^ (1 — A)a.

Grâce aux (2) et (3) ci-dessus et au (3) du lemme (4.6.2), on peut définir pour tout
i e { 1 , . . . , N} la fonction :

Ui : X— div^î

>M^(u^(z)).

La fonction Ui est C00 d'après le (1) du lemme (4.6.2), et plurisousharmonique d'après
le (5) de (4.6.2). De plus, elle vérifie l'encadrement :

(5) Ui < Ui + min^a < u^ ^ Ui + A.
açA

Enfin, pour tous i et j éléments de {! , . . . , N}, on a :

(6) ^=^+(-log| /^ |2) ,

d'après le (4) du lemme (4.6.2).
Soit U un ouvert de X suffisamment petit pour qu'il existe Si ç S ne s'annulant

pas sur U. Soit s une section régulière de L au-dessus de U. On pose :

1 1 . 1 1 , = l ^ - l p ^ / 2
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Grâce à l'égalité (6), la définition ci-dessus ne dépend pas du choix de Si et définit par
recollement une norme C00 positive sur L. De plus, on tire des définitions l'égalité :

IMiA ^ (ui-Ui)/2

ce qui donne l'encadrement :

^-X/2 < MX -.

" NI " î

d'après l'encadrement (5).
En faisant tendre A vers 0, on extrait de la famille (||.||A)^çio i[ une suite croissante

de métriques C°° positives convergeant uniformément vers ||.|| sur X. Le théorème
est donc démontré lorsque ||.|| est strictement positive sur X,

On revient à présent la situation la plus générale, qui est celle où l'on suppose
seulement que la métrique ||.|| est positive sur X. Comme L est très ample, il existe sur
L une métrique H . H ' qui est C°° et strictement positive. Pour tout n G N, la métrique
I I . H ^ = (II.H)1"1^ ^ (INr)1771 est strictement positive. D'après le résultat que l'on
vient de démontrer, elle est donc approchable uniformément sur X par des métriques
C°° positives. Comme ||.||^ tend uniformément vers ||.|| quand n tend vers +00, on en
déduit que ||.|| est approchable uniformément par des métriques C°° positives. D

4.7. Fibres en droites intégrables

Suivant Zhang, on introduit à présent une nouvelle classe de fibres en droites plus
générale que celle des fibres admissibles. On conserve ici la terminologie de Zhang
[Zha, §1.5] :

DÉFINITION 4.7.1. — Soit ~L = (L, ||.||) un fibre en droites hermitien sur X. Le fibre
L est dit intégrable sur X ou plus simplement intégrable si et seulement s'il existe E\
et £"2 deux fibres admissibles sur X tels que :

L = Ei 0 (Ë2 ^-i

EXEMPLE 4.7.2
1. Supposons X projective ; tout fibre en droites L = (L, ||.||) muni d'une métrique

C°° est intégrable (considérer L 0 H , où H est un fibre ample muni d'une
métrique C°° strictement positive sur X).

2. Soient P(A) une variété torique projective lisse et Loo = (L, ||.||L,oo) un fibre en
droites sur P(A) muni de sa métrique canonique, (^(C), ||.||L,oo) est intégrable
sur IP(A)(C) (cf. prop. (3.3.8) et (3.3.12)).

PROPOSITION 4.7.3. — Soient E et F deux fibres admissibles (resp. intégrables) sur
X ; leur produit tensoriel E 0 F est admissible (resp. intégrable) sur X .
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Démonstration. — On suppose tout d'abord que E = (E,\\.\\E} et F = (F,||.||^)
sont admissibles. On a c^ÇË 0~F) = c^ÇË) + ci(F) ^ 0 d'après (4.5.2). De plus,
sl ( i l . 11^ ) e^ ( l l . l l ^ ) sont deux suites de métriques C°° positives conver-

\ / n ç N \ /nçN
géant uniformément sur X vers I I . H j ? et | | .HF respectivement, alors la suite donnée par
( l l . l l ^ ^ IN IF ) est une suite de métriques positives C°° convergeant uniformé-
\ / nçN _ _
ment sur X vers \\.\\E ^ \\'\\F ; on en déduit que E (g) F est admissible sur X.

On suppose maintenant que E et F sont intégrables sur X. On peut donc trouver
EI, Ê2, Fi et F'2 des fibres admissibles sur X tels que E = E^ 0 (1^2 )~1 et F =
^i ^ (F^)"1. On tire :

E 0 F = (Fi (g)Fi) 0 (F2(g)F2)~1 ,

et comme Fi 0 Fi et F2 0 F2 sont admissibles d'après ce qui précède, on en déduit
que F 0 F est intégrable. D

PROPOSITION 4.7.4. — Soient X et Y deux variétés complexes et f : Y —^ X une
application holomorphe. Si L est un fibre en droites admissible (resp. intégrable) sur
X , alors /*(L) est admissible (resp. intégrable) sur Y.

Démonstration. — C'est une conséquence directe des définitions. D

PROPOSITION 4.7.5. — Soit L un fibre en droites hermitien intégrable sur X ; on a :

C.WÇC^WCA^ÇXY

Démonstration. — C'est une conséquence directe des définitions (4.3.3), (4.4.12) et
(4.7.1). D

THÉORÈME 4.7.6. — Supposons X projective. Soient Li,...,Lp des fibres en droi-

tes hermitiens intégrables sur X et a ç. A^ (X) un courant fermé ; on a l'égalité des
classes :

[ci(Li)--ci(Lp) «a] = ci(Li)--ci(Lp) • [a],

en cohomologie de de Rham des courants, où l'on a noté [ci(Li) • • -ci(Lp) • a] et [a]
les classes des courants ci(Li) • • -ci(Lp) 'a et a, et où ci(Li),... ,ci(Lp) désignent
les premières classes de Chern des fibres Li,..., Lq respectivement.

Démonstration. — Par polarisation, il suffit de démontrer le résultat pour (Li, ||.||i),
. . . . (Lp, ||.|L) des fibres en droites admissibles. Soient f l I .H^) , . . . , f l l . l l^)

\ / nçN V / nGN
des suites croissantes de métriques C°° positives sur L\,..., Lp convergeant vers les
métriques ||.||i,... J|.||p respectivement. On a :

ci (Li, 1 1 . 1 1 ^ ) ... ci (Lp, H.ll^)) . a tend vers ci(Li)... ci(Lp) . a
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au sens de la topologie faible des courants, et donc :

[ci (£1,11.11^) ...ci (£p,||.||^)) .a] tend vers [ci (Ii ) . . . ci (£,) . a]

pour la topologie naturelle sur H^(X). On déduit le résultat de l'égalité :

[ci (£i,||.||^)...ci (£„, ||.||M) •a]=ci(Li)...ci(£,)..[a],
valable pour tout n e N. r-i
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CHAPITRE 5

GROUPES DE CHOW ARITHMÉTIQUES GÉNÉRALISÉS

5.1. Théorie classique de Gillet-Soulé

On suit ici [GSl] et [BGS, §2.1]. Soit K un corps de nombres, OK son anneau
d'entiers et S = SPCC(OK) le schéma associé. Pour tout plongement a : K ^ C et
pour tout schéma X sur SpecK ou sur 5, on note Xy le schéma sur C déduit de
X par le changements de base SpecC —^ SpecK. De même, si / : X —^ Y est un
morphisme de schémas sur K , on note fa : Xy —^ Ya- le morphisme de schémas sur C
induit par changement de base.

Une variété arithmétique est par définition un schéma TV : X —^ 5, plat, projectif,
intègre et régulier sur 5'. En particulier la fibre générique XK = X Xs SpecK est
lisse. On note d = dimj< X K '

Pour toute variété arithmétique X et tout entier p positif, on note Zp(X) (resp.
ZP(X)) le groupe des cycles sur X de dimension p (resp. codimension p). Pour un tel
cycle Z, on note \Z\ C X le support de Z.

On note X(C) l'ensemble des points complexes du schéma X ; c'est la réunion dis-
jointe [J .̂ Xa(C) prise sur tous les plongements a : K ̂  C. Soit Foo : X(C) -^ X(C)
l'involution antiholomorphe provenant de l'action de la conjugaison complexe sur les
coordonnées des points complexes de X. On note APÏP(X^) (resp. DP'PÇX^)) l'en-
semble des formes réelles a <E A^(X(C)) (resp. des courants réels a ç DP-PÇXÇC)))
tels que F^(a) = (-l)^a. On note A^(Xp) (resp. ̂ (Xp)) le quotient AP^ÇX^)/
(Imô+Imâ) (resp. le quotient D^ÇX^)/ (Imâ+Imô)). On note également Z^(XR)
C A^^XR) le noyau de l'application d : AP^(X^) -^ A^+^J^C)).

Tout cycle irréductible Z C Z^(X) définit un courant 8z e DP^ÇX^) par intégra-
tion sur l'ensemble de ses points complexes. Si Z = S^j^A où Zi est irréductible,
on pose :

Sz = Y^j6zi{C}'
iCi
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Un courant de Green pour Z est un courant g ç D^1^'1^^) tel que ddcg + Âz est
une forme C°°.

Soit X une variété arithmétique. On note ZP{X) le groupe formé des couples de
la forme ( Z ^ g ) ^ où Z ç Z^(X) et ^ est un courant de Green pour Z, muni de la loi
d'addition composante par composante. Soit RP(X) C ZP(X) le sous-groupe engendré
par les paires de la forme (0,<9n + 9v) et (div(/), - log |/|2), où / e ^(V)* est une
fonction rationnelle non identiquement nulle sur un sous schéma intègre Y C X de
codimension p— 1, et où pour simplifier les notations on a écrit — log |/|2 pour désigner
[_ log[y [2 j ^ courant sur X(C) dont l'action sur les formes différentielles est
obtenue par restriction à la partie lisse de Y{C) puis l'intégration contre la fonction
-log|/|2.

Le groupe de Chow arithmétique de codimension p de X est défini par :

CHP{X)= Z P ( X ) / RP(X).

On note J?^(X)(Q l'espace des Q-cycles de la forme ^^div(/,), où ^ e Q et fi ç
k(YiY est une fonction rationnelle non identiquement nulle sur Yi un sous-schéma
intègre de codimension p — 1 contenu dans une fibre fermée du morphisme TT : X —> S.
On remarque que pour tout R ç R^(X)q, la classe de (R,Q) dans CH (X)(Q est
nulle.

Une K^-chaine de codimension p dans X est un élément du groupe ©^^(p-i) k{xY
où X^P~1^ désigne l'ensemble des sous-schémas fermés intègres de codimension p — 1
dans X. Si / = E^jL/WJ, où W, e X^-1) et fw, e k(Wi)\ est une J^i-chaine de
codimension p, on pose :

div/^^divCA^ez^x),
iei

-\og\f\2 =^[-\og\fwf]w^q ^-15P-1™,
i^I

div/^div^-logl/ne^x);
et l'on appelle support de / la fermeture de la réunion des Wi. Si 3f = {Z\,..., Zn}
est une famille de sous-schémas fermés intègres de X, on dit que la JCi -chaîne / =
Z^jLAvJ et la famille ô^ s'intersectent presque proprement si pour tout Wi et tout
Zj G S ' , les cycles div(H^) et Zj s'intersectent proprement.

On dispose de trois morphismes de groupes définis comme suit :

C : cîfw —^cww
[(Z^)] ^[Z],

^ : CHP(X) —^AP'P(XR)

[(Z^)] ^dd^+ôz,

MÉMOIRES DE LA SMF 80



5.2. FIBRES EN DROITES INTÉGRABLES SUR UNE VARIÉTÉ ARITHMÉTIQUE 65

et

a : ÀF-^-^X^)—,CÎÎ\X)
T] ^[(0^)].

Ces morphismes donnent lieu à deux suites exactes :

(7) CH^-^X) -p-, A^-1^-1^) -4 CÏ^(X) -4 CHP^X) —^ 0,

(8) CH^-^X) -^ ^-^^-^Xp) -^ CHP(X)
(c-^) CH^X) e z^(Xp) ̂  ̂ ^(Xp) —^ o,

où CHP'P~1{X) est un groupe défini dans [Gi, §8], où p est —2 fois le régulateur de
Beilinson (cf. [GS1, §3.3.5 et 3.5]), où [.] est le morphisme « classe en cohomologie de
De Rham » et où cl est l'application cycle.

Tout morphisme de schémas f : X —, Y entre variétés arithmétiques induit un
morphisme de groupes :

/* : ̂ (Y) —, CÎf(X).

De plus, on dispose d'un produit :
—^"~—~Î3 —-"——0 --—-~V-\-CI

CH (X) 0 CH \X) —^ CH (X)Q,
-————p-j-g

que l'on peut en fait définir à valeur dans CH (X) quand X est lisse sur 5'. Les
morphismes Ç et ù; définis ci-dessus sont des morphismes d'anneaux. On a égalementr ( x ' y ) = r ( x ) ' r ( y ) . ^ ^

Enfin la formule suivante est utile pratique. Soient 77 G A*(Xp) et x e CH (X),
on a :

a{r]) ' x = a(r]uj{x)).

Pour plus de détails sur ces définitions et cette théorie, voir [GSl].

5.2. Fibres en droites intégrables sur une variété arithmétique

Soit TT : X —, Spec0K une variété arithmétique de dimension relative d et p
un entier positif. On note APÎP{X^) (resp. A (Xp), resp. A^{X^)) l'intersection
A^X^nl^XR) (resp. l'intersection ̂ p {XÇC^HDP-PÇX^), resp. l'intersection
=pipA^(x(C))n^^(x^)).

Un fibre en droites hermitien sur X est un couple E = (£', ||.||) formé d'un fibre en
droites E sur X et d'une métrique hermitienne ||.|| sur £'(C) continue et invariante
sous l'action de Foc. Un tel fibre est dit admissible lorsque de plus le fibre holomorphe
hermitien (E(C), ||.||) est admissible au sens de (4.5.5).
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Un fibre en droites hermitien L est dit intégrabîe si et seulement s'il existe E\ et
E^ deux fibres en droites hermitiens admissibles sur X tels que :

L = E I 0 (~Ë2)~1 .

REMARQUE 5.2.1. — Si L = (LJI . I I ) est un fibre en droites hermitiens intégrabîe sur
X, alors le fibre holomorphe hermitien (L(C), ||.||) est intégrabîe sur X(C) au sens de
(4.7.1).

EXEMPLE 5.2.2
1. Soit L = (^Jl . l l ) un fibre en droites hermitien sur X ; si ||.|| est C°° sur X(C),

alors L est intégrabîe sur X. (Écrire L ^ (L^H71)^ (H71)*, avec Jï ample muni
d'une métrique C°° strictement positive sur X(C) et n ^> 0).

2. Soit L un fibre en droites ample muni d'une métrique ||.|| continue et positive;
le fibre hermitien (L, ||.||) est admissible sur X d'après (4.6.1).

3. Soient P(A) une variété torique projective lisse et Loo un fibre en droites sur
P(A) muni de sa métrique canonique ; Loo est intégrabîe sur IP(A) d'après (4.7.2).

On appelle forme différentielle généralisée globale de type (p,p) tout élément a G
A^Xp) pouvant s'écrire sur X(C) sous la forme :

n

a = ̂  c^ci (L^i ) . . . ci (Li^ ),
i=l

où pour tout 1 ^ i ^ n, ^ G A*(Xp) et L^i,.. . ,L^ sont des fibres en droites
intégrables sur X. On note Ag^X^) C A^X^) l'ensemble des formes différentielles
généralisées globales de type (p,p) sur X. C'est une M-algèbre.

On note ̂ (Xp) l'image de A^(XR) dans ^^(XR). On note également A^(XR)
_ _~.<< ^—pip

= O^OA^(XR) et Ag(Xp) = Cp^oAg (Xp).

REMARQUE 5.2.3. — L'espace Ag(XR) est stable pour le produit défini au (4.3.6).
La structure d'algèbre sur A*(X(C)) induit donc une structure d'algèbre associative
commutative unifère et graduée sur Ag(Xp).

PROPOSITION 5.2.4. — Si ~Ë est un fibre en droites intégrabîe, alors (E)~1 est inté-
grabîe.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate des définitions. D

PROPOSITION 5.2.5. — Soient E et F deux fibres en droites admissibles (resp. inté-
grables) ; leur produit tensoriel E 0 F est admissible (resp. intégrabîe).

Démonstration. — On suppose tout d'abord que E = (E, ||.||^) et F = (F, | | .HF) sont
admissibles. Le fibre holomorphe hermitien ((E (g) F)(C), \\.\\E ^ l l . l l r ) est admissible
sur X(C) d'après (4.7.3), et donc ~Ë 0F est admissible.
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_ On appose maintenant que E et F sont integrables. On peut donc trouver E^E^
FI et F2_des fibres admissibles sur X tels que ~E ^ ~É^ 0 (E^~1 et ~F ^ Fi (g) (Fs)"1 <î

et donc E ^ F ^ ( E ^ F ^ ) ^ (E^ 0 T^)"1, et comme E^ 0 Fi et ^2 0 F^ sont
admissibles d'après ce qui précède, on en déduit que E 0 F est intégrable. D

Les deux propositions précédentes nous autorisent à poser la définition suivante :

DÉFINITION 5.2.6. - Soit X une variété arithmétique. On note PiCint(X) le groupe
formé des classes d'isomorphie isométrique des fibres hermitiens integrables sur X, et
dont la structure de groupe est donnée par le produit tensoriel.

PROPOSITION 5.2.^. — Soient X et Y deux variétés arithmétiques et f : Y ->• X
un morphisme. Si L est un fibre en droites admissible (resp. intégrable) sur X, alors
/*(L) est admissible (resp. intégrable) sur Y.

L'application /* : L i-> /*(L) définit un morphisme de groupes :

/*:pTcint(x)^pTcint(y).
Démonstration. — C'est une conséquence directe de (4.7.4) et des définitions. D

5.3. Groupes de Chow arithmétiques généralisés

Pour tout entier p^ 0, on pose Z^(X) = Z?(X) e D?-1^-1^) ; du fait de
l'inclusion RP(X) c Z^(X), on peut définir le groupe quotient :

-rP.

C H P ( X ) = Z ^ ( X ) / R P ( X ) .

On a immédiatement l'inclusion df\X) c (^(X). On dispose des morphismes
suivants :

C : CH^X) -^CH^X)
[ ( Z ^ g ) } ^[Z],

^ : CH\X) -^D^(X^)

[ ( Z ^ g ) ] ^d^g+Sz^

et
_rj?-l,p-l

a : A (Xp) —,CH (X)
r) ^[(0^)],

dont les restrictions à CÎÎ^X) et A^-1^-1^) respectivement coïncident avec ceux
définis au (5.1).
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DÉFINITION 5.3.1. — Soit L = (L, ||.||) un fibre en droites hermitien intégrable sur
X. On appelle première classe de Chern arithmétique de L et l'on note ci(L) la classe
dansC^X) de:

div5 := (div5,-log||5||2),

où s est une section rationnelle non nulle de L au-dessus de X.

REMARQUE 5.3.2. — La classe êi(L) est bien définie et ne dépend pas du choix de s.
En effet, si s ' est une section rationnelle de L au-dessus de X, il existe / une fonction
rationnelle sur X telle que s ' = f ' s, et l'on a :

dW^/.-logl/D+div^.

PROPOSITION 5.3.3. — Soit ~L = (L, ||.||) un fibre en droites intégrable sur X , on a :

^(ci(I)) = ci(I) e A^(XR) n C^W
et C(êi(î)) =c,(L)çCHl(X)^

où ci(L) désigne la première classe de Chern du fibre L à valeur dans CH^^X).

Démonstration. — La première égalité est une conséquence directe de la formule de
Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3) ; la seconde égalité résulte immédiatement des dé-
finitions. Q

Soient p et q deux entiers positifs (éventuellement nuls), et soient Z e ZP(X)
un cycle de codimension p, g e DP-1^'1^^) un courant de Green pour Z et
Li = (Li, H . l l i ) , . . . ,~Lq = {Lq, H . l l ç ) des fibres en droites admissibles sur X. On choi-
sit 5 i , . . . . Sq des sections rationnelles non identiquement nulles sur X de L i , . . . , Lq
respectivement, telles que les cycles YQ = Z , Vi = divs i , . . . ,Yq = divsç soient d'in-
tersection propre (i.e. tels que codim(y^ H- • -HY^) ^ Y,^ codimY^ pour tout choix
d'indices ji < " ' < jm dans { 0 , . . . . ç}). On pose uj = d^g + S z ' Pour tout 1 ̂  i ^ q,
on note également ô, = 8^ si ê A ' (Xp), ̂  = - log ||^[|? et ̂  = ci(L,) e A ' (Xp).
On définit à partir de ces données un élément de .DP+(?-1'P+9-1(X]R) que l'on notera
{ ^ * ( ^ l ^ l ) * > • • * ( ^ 5 9 ) L P^ l'égalité :

{g * ((/i,5i) * • • • * (^,5g)} = ̂  • ^divsin-.-ndivsg + ̂ i • ̂ 2 .. .Âg + • • •

+ ̂  < OXi;i . . . ̂ -i^+l . . . 6q + • • • + gq-1 • UJ^\ . . . ̂ q-20q + Pg • ̂ ^i . . . iJq-l.

On remarque que cette expression a bien un sens ; en effet le premier terme g •
^div^n-.ndiv^ est bien défini (cf. [GS1, 2.1.3.2]), et les autres le sont grâce à la
proposition (4.5.6).

PROPOSITION 5.3.4. — Soient f l l . l l î ^ ) ^ • ^ f l l - 1 1 ^ ) des suites croissantes
V / neN V ^ nçN

de métriques positives C00 sur Li,... ,Lq convergeant vers ||.||i,..., ||.||g respective-

ment. Si l'on note g^ = -log (ll^H^)2 ,... .^n) = -log (l|^||^)2, alors {g *
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(^n)^!)*-- ̂ (S^^q)} tend vers {̂ i, 5i)*—*(^ 5ç)} dans DP^-^P^-^X^),
au sens de la topologie faible, quand n tend vers +00.

Démonstration. — C'est une conséquence directe de (4.2.9). D

PROPOSITION 5.3.5. — Supposons que, pour un certain k ç {1 , . . . , q}, les métriques
||.| |i,... J [.II k soient C°° sur X(C). Les courants g\,... ,g^ sont alors des courants de
Green pour les cycles div ̂ i,..., div Sk et on peut former le produit :

{g * gi * • • • * 9k) := g * (91 * (92 * (• • • * (gk) ' ' ' ))),
pris au sens de Gillet-Soulé (cf. [GSl, §2.1]^, qui est un courant de Green pour le
cycle intersection YQ H Vi H • • • H Yq. On a alors l'égalité dans DJH'(7-1J)+(7-1(XR)

{ ( g ^ g i ^ " ^ 9 k ) ^ (^+1,^+1) * • • • * {9q,sq)} = { g ^ ( g i , s i ) * • • • * (gq.sq)}.
Démonstration. — On montre tout d'abord le résultat quand k = q. Pour tout 1 ̂
i <^ g, le produit gi * • • • * Qq est un courant de Green pour div s^ D • — D div Sq et on a
c c ; ( d i v ^ n — n d i v 5 ç , ^ * — * p ç ) =cji...ujq. On a dans ^+Ç-1'P+9-1(X]R) :

g * gi * • • • * 9q = g * (gi * (• • • * (gq-i * 9q ) . . . ))
= 9 •^divsin-.ndivsg +^(^1 * ( • • • * (^g-l * Qq) . . . ))

= 9 ' °div sin- '-ndiv Sq

+^(</r^divs2n---ndivsg +^1^2 < <^div53n..-ndivsg + • • • +(^i . . .LJq^gq).

Il suffit alors de prouver que pour tout 1 ^ i ^ (q — l ) , o n a dans ^^"^^"^(XR)
l'égalité :

(9) ^ ' ^+1 • • 'Sq = gi ' ^divsî+in-.-ndivsgî

où le premier produit est pris au sens de (4.3.7) et le second au sens de Gillet-Soulé
(cf. [GS1, 2.1.3.2]). Le problème étant local, on peut supposer que le diviseur div s^
est effectif. D'après [De3, prop. 3.4.12] on a :

<^+1 < • -6q = ^divs ,+in---ndivsç-

Pour tout t e M, on pose g ' ^ = max(^, t). Pour tout t ç IR fixé, la fonction x \-^ g ' ^ (x)
est plurisousharmonique et bornée sur X(C) ; on a donc :

(t) f C __ (t) j-

Qi ' Oi-\-l • • • Oq — 9i t ( )divs^+l^•••ndivsq•

D'après (4.2.9), le courant g " •^+i . . . Sq tend vers ̂ -^+1 • • • 6q au sens de la topologie
faible quand t tend vers —oo.

Pour finir de montrer (9), il suffit de prouver que g^ ' ^divs.+in- '-ndivsg tend fai-
blement vers gi ' ^divs^+in- .-ndivs quand t tend vers —oo. Pour cela écrivons :

(div5,+i)cn • • • n (div^)c = ^^fcCfc,
k

où les Ck sont les composantes irréductibles de (div ^+i)c H • • • D (div Sq)c'
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Nous devons vérifier que pour chaque k, le courant g^ ' ôck tend faiblement vers
Qi • 6ck-> °ù 1e produit g i t ôc,, est défini comme dans Gillet-Soulé [GS1, §2.1.3.2]. Soit
TT : Ck —^ Ck une résolution des singularités de Ck' Par définition, on a :

Sck =7r* l?
et donc :

^•^^(TT*^),

car Sck est un courant d'ordre 0 et g ' ^ est bornée. On a par ailleurs (cf. [GS1,
§2.1.3.2]) :

9i -ÔCk =7T*(7r*^)-

Enfin TT*^ est plurisousharmonique et TT* g^ = max(7r*^,^) converge faiblement
vers TT* gi quand t tend vers -oo, d'où le résultat par continuité faible de TL,.

On s'intéresse maintenant au cas général : Soient ( l l . H ^ 7 ) , . . . , ( 11.11^ )
\ / n ç N \ / nGN

des suites croissantes de métriques positives C°° convergent uniformément sur X(C)
vers H . l l f c + i , . . . , H . l l ç respectivement. On note, pour tout n e N, % / l , • . . , ^ les

courants - log [ll^+ill^^ , . . . , - log fll^jl^^ . D'après ce qui précède, on a dans
5p+ç-i,p+ç-i(^) ^s égalités :

{(g * gi * • • • * 9k) * (piÏî ) * • " * {g^^q)}
= (P*?!*...^)*^!*--*^

=^*Pi*--^*piÏi *•••^n )

= {g * (^i ̂ i) * • • • * { g k , s k ) * (^i, 5^+1) * • • • * (^n), 5ç)}.
Comme X(C) est projective, les sous-espaces Im9 et Im<9 sont fermés (puisque les
morphismes Q et Q sont continues et que leurs groupes de cohomologie sont de dimen-
sion finie). On en déduit que 5P+9-1'P+(^-1(XR), muni de la topologie quotient de la
topologie faible sur .DP+(^-1'P+(?-1(XR), est séparé.

Pour établir l'égalité recherchée :

{ ( g ^ g i * ' -*^)* (^+1^+1) *-"*(^^)] = b* (^1^1) *" •* (9q^q)},
dans DP+(^-1'P+(^-1(XR), il suffit d'observer que d'après la proposition (5.3.4) on a,
pour cette topologie, les limites :

lim {(g * gi * • • • * gu) * (^i^+i) * • • • * (^n)^)}
n—)-+oo

= {(ô'*^! * • • • *^) * (^fe+l^fe+l) * • • • * {9q^q)}

et

lim { g ^ ( g i , s i ) * • • • * (^,5^) *(^i,5fe+i) * • • • * (g^.Sq)}
n—>-+oo

= {ô'* (^l^l) * • • • * Çgq,Sq)}.

D
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On en déduit aussitôt la proposition suivante :

PROPOSITION 5.3.6. — La classe du courant {g ^ ( g ^ s ^ ) ^ ' " ^ ( g q . S q ) } dans l'espace
^+ç-i,p+ç-ip^ ̂  indépendante de l'ordre des Ii,... ,Zç.

Démonstration. — Soit a- une permutation de { 1 , . . . , q}. Reprenant les notations de
la proposition (5.3.4), on sait que :

^^{^(P^^i)*---*^^,)}

- {9 * ̂ IY ^(i)) * • • • * (^i)^a(,))} e (Imô + ïmO) .

Deplus,^tendvers{^*(^^i)*.. .*(^,^)}-{^*(^^,^(i))*. . .*(^^,^^^
au sens de la topologie faible quand n tend vers +00 d'après (5.3.4). La proposition
découle alors immédiatement du fait que Im 9+Im 9 est fermé dans 7^+9-i^+ç-i ç^\
puisque X(C) est projective. Q

On^définit un élément de CH^ q(X), que l'on note provisoirement [(Z^)-ci(Li, s^)
" •c^(Lq,Sq)], par l'égalité :

(10) [(^p)-ci(Ii^i)...ci(I,^J]

= [(Z ' div 5i • • • div Sq, {g * (g^s^) * . • . * (^, 5ç)})].

PROPOSITION 5.3.7. — La classe de [(^)J^i^i). • -c^Lq^Sq)] dans CH^ (X)
ne dépend que de la classe de ( Z ^ g ) dans CJî^\X) et des classes d'isomorphie iso-
métrique^ des fibres admissibles L i , . . . , L ç ; elle ne dépend pas de l'ordre des fibres
I/l, . . . , Lq.

Démonstration. — Le fait que la_classe de [ ( Z , g ) •Ci(li, 5i) • • • ci(Iç, Sq)] ne dépende
pas de l'ordre des fibres L i , . . . , Lq est une simple conséquence de (5.3.6).

On s'intéresse maintenant à la première partie de l'énoncé. Il suffit, pour prouver le
résultat recherché, de montrer que pour toute section s[ de Li au-dessus de X et tout
représentant ( Z ' , g 1 ) de [(Z,p)] dans CHP(X) tels que les cycles Z ' .d iv^i , . . . ,div^
et les cycles Z^ div s[, div 5 2 , . . . , div Sq soient d'intersection propre, on a l'égalité :

[(Z\g1) . ci(li,^) . ci(l2^2) • • -c,(Lq,Sq)} = [(Z^) . c,(L^ s,) .. •ci(l^)].

On choisit ( ||.||̂  ) , . . . , (||.||^ ) ) , q suites croissantes de métriques positives
\ / n£N \ / nçN

C00 sur L i , . . . , Lq convergeant uniformément sur X(C) vers | | . | |i,..., ||.||ç respective-
ment. On note /i la fonction rationnelle sur X telle que s[ = /i ̂ i. On note également

9'i = - log l l^H^ et pour tout 1 ̂  i ^ q et tout n ç N, ^(n) = -log (l l^H^)2 et

^^^-log^ll^)2 .
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On déduit de l'égalité [ Z ' } = Ç ( Z ' , g ' ) = Ç ( Z , g ) = [Z] qu'il existe une JCi-chaine /
telle que :

(11) Z1 =Z+d iv / .

D'après le lemme de déplacement pour les Ki-chaines (cf. [GS1, §4.2.6]), on peut de
plus supposer que / rencontre div 5 i , . . . , div Sq presque proprement sur X K ' Notons :

Y = Z ' ' div s[ • div 52 ' ' - div Sq — Z ' div 5i ' ' • div Sq.

Il vient :

Y = Z ' ' (div s[ — div 5i) - div 53 • • • div Sq + { Z ' — Z) • div 5i • • • div Sq
= div /i ' Z ' • div 52 • • • div Sq + div / • div s^_ ' ' ' div Sq,

ce que, d'après [GS1, §4.2.5], on peut récrire :

(12) Y = div(/i • (Z' • div 52 • • • div Sq)) + div(/ 4 (div 5i • • • div Sq)) + J?,

où /i • ( Z ' « div 52 • • • div Sq) (resp. / • (div 5i • • « div 5ç)) désigne une Jfi-chaine repré-
sentant l'intersection de la J^i-chaine j\ et du cycle Z ' ' div 52 • • •div 5g (resp. de la
JCi-chaine / et du cycle div 5i • • • div 5g) et où R ç. ̂ ^(^O- Posons :

6 = {9' * {g[^[) * (^2, 52) * < • • * (9q, Sq)} - {g * (^, 5l) * • • • * (^g, 5g)},

et pour tout n ç. N,

on = {91 * (ff^S'l) * (ff^,^) * • • • * (4"\S,)} - {<?* (ff^^l) * • • • * (ff^S,)}.

D'après la proposition (5.3.5), il vient :

ô n = g l * g [ ( n ) * g w * • • ^ 9 ^ - g * g [ n ) * • • • * 9 w

=(g^g[(n)-g*g[n))*gw*•••*gw.
Par ailleurs, on tire de l'égalité [ ( Z ^ g ' ) } = [{Z,g)] et de la relation (11) qu'il existe
des courants u et v tels que :

(^ / , ^ )=(^ ,^ )+div /+(0 ,9^+^) ,

ce dont on déduit que :

f f '= f f+ ( - log | / | 2 ) ,

dans DP~1'P~1(X^). Ceci combiné à la relation :

<^")=<^)+(-log|/i |2),
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et à [GS1, §4.2.5.1] montre que :

,'*^)-^^)=^*^")-^))+(ff'- f f)*31

^(-loglAI2)*'^-10^*51

^(-loglAI^A^+C-logl^Ad^i

^(-logl/rZ'n+C-lûgl/-^51^'

et donc que : ^

^^((-logiA^'n+^^i/-^3112^92 *"'^ , ,.
\^\f,.Z-.^s,.--^^)+^\f-^^- ••dlv8^'

dans r^-1-^-1^). Comme 5 = lim^oo ̂ , on a de même :

^ ,^_log|A•^'•div...•.div.,|2)^-logl^div....•divs,|).

cernent, on dedu. de la denmt.n (10) et des .dations (12) et (13) que :

K^,)..^,^.^!..)---^!.^-^^61^^.^
=\(y,^=ldTv(A-^-d-.-d-,^[<i^-div...-d.v^.[WO)]-0.^

Lapropos.ionp.écedentenous_autonseànote.déso.mais[(Z.)]..(I^^

ïa.dssse[(Z,g}-c,(L^si)---c^Sy)\.

. , , Sozent a 6 CH\X) et Lo, II,... ̂  ^s ̂ w en droites

::::S- . —————— - CHP+qw la relatwn ••

Û•C1^:^C1S^)'̂ ^
T^, - ^ -î 7^ il suffit de démontrer le cas i = 1. Soit (Z,ff) unDé^onstraUon. - D'après (5.3^ î d ^ ^ ̂ ^^ „.

représentant de la classe a € CH (X).•^^ ^ ̂  Z, div .x,..., div .,
tionnelles au-dessus de X de Li.^re^c ^ ̂  ̂ ^^ ̂  ̂  ̂

s'intersectent proprement; et SQ une section ^ 0 ^ z ^ q, on

- ̂  s— ̂ S^^^ '^ û - ̂  0"note (5i = ôdivs^ ^ — i u ^ n o î n ^

a ', .(...,.-.)•(»,.-)•••• - (-;'" ̂  ̂ "̂ r̂ :•"::;«.'̂ ''•'̂ .(l:̂ .̂ .̂:;...).̂ -̂̂ -.̂
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et comme :

Z ' (div SQ + div 5i) • div s^ ' ' • div Sq = Z • div 5i • div ^2 - • • div 5g

+ Z • div 5o • div 53 • • • div s g

dans ZP~{~q(X), on a bien le résultat cherché. D

Plus généralement, soient a ç CH ÇX) et L i , . . . , L ç des fibres en droites inté-
grables sur X. On choisit E i , . . . , Eq et F i , . . . , Fq des fibres en droites admissibles
sur X tels que pour tout 1 ̂  i <^ ç, on ait : Li = Ei 0 (Fz}

PROPOSITION-DÉFINITION 5.3.9. — La classe dans CH^\X) donnée par :

E (-i^^n^)- nw)
5i,52 ieSi jeS2

5'iU5'2={l,...,ç}

ne dépend que de la classe a ç. CH (X) et des classes d'isomorphie isométrique des
fibres Li,..., Lq. On note a ' ci (Li ) • • • ci (Lq ) cette classe. Si les fibres I/i,..., Lq sont
admissibles, cet élément coïncide avec celui défini en (10).

Démonstration. — C'est une conséquence directe de la proposition (5.3.8) et du fait
que toute application ç-linéaire (p : A x ' - < x A —)• B, où A est un semi-groupe abélien

q fois
et B un groupe abélien, s'étend de manière unique en une application ç-linéaire (ps '-
As x • • • x As —^ B, où As est le groupe symétrisé de A. D

q fois

Diverses propriétés de cette construction sont rassemblées dans le théorème sui-
vant :

THÉORÈME 5.3.10. — Soient a un élément de CHP(X) et Li,... ,~Lq des fibres en
droites intégrables sur X . On a les propriétés suivantes :

1. La classe a • ci(Li) * - -c^(Lq) ne dépend pas de l'ordre de Li,... ,Lq.
2. L'application qui à a G CH (X) et I/i,... ,Lq des fibres en droites hermitiens

intégrables sur X associe a ' ci(I/i) « • •ci(Lg), définit une application multili-
néaire :

CÎÎ^X) x Picint(X) x • • • x PicintW -^ CH^ÇX).

3. Si les métriques des fibres I/i,..., L^ pour 1 ^ k ^ q fixé sont C°° sur X(C),
alors on a :

a -c i (L i ) - - c i (Lg ) = ( a - c i ( L i ) - - c i ( L ^ ) ) • c^ÇL^i) • • • ci(Lg),
_ _ ^-^p-\-k

où le produit (a «ci(Li) - • -c-t(Lk)) G CH (X) dans le second membre est pris
au sens de Gillet-Soulé (voir [GS1, th. 4.2.3]/ En particulier si les métriques
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sur I/i,..., Lq sont C°°, le produit a ' ci (Z/i) ' "c\ (Lq) défini par la proposition
(5.3.9) coïncide avec celui défini par Gillet-Soulé.

4. Soit 1 = [(X,0)] e CÎÎ°(X). On a :

1 ci (Ii) = ci (Ii).

5. On a les relations :

^(a 'c i (Li )—ci(Lg))

= ̂ (a). ci (Ii). • . ci(I,) e A^^W n ̂ ^(XR)
et

C(a • ci (Ii). • . ci(I,)) = C(a) . ci(Li). • •ci(L,) e CH^W.

6. En/m, 5% a = (0,^), avec (^ G A^-1^"1^), a^r5 :

a . ci (Ii) • . • ci(lç) = [(0, ̂  • ci (Ii)... ci(I,))].

Démonstration
1. Cela découle de la proposition (5.3.7) et de la définition donnée à la proposition

(5.3.9).
2. Cela découle des propositions (5.3.8) et (5.3.9).
3. On peut supposer grâce au (2) que I / i , . . . , Lq sont des fibres en droites admis-

sibles, on applique alors (5.3.5).
4. Il suffit de le faire pour Z/i admissible et c'est alors évident.
5. D'après le (2), il suffit de démontrer les relations pour Z / i , . . . , Lq admissibles.
L'égalité Ç(a ' ci(Z/i) • • •ci(Lg)) = Ç{a) - ci(I/i) • - -ci(Lç) est une conséquence im-

médiate de la définition (10).
Soient ( | | . | h ) , . . . , ( l l - l l ç ) des suites croissantes de métriques positives

\ / nçN \ / nçN
C°° convergeant uniformément sur X(C) vers ||.||i,... J|.||ç respectivement. D'après
le (3) et [GS1, th. 4.2.9], on a :

(14) ^(a . ci(Li, 1 1 . 1 1 ^ ) . . . ci(L^ H.ll^))) = o;(a) . Ci(Li, ||.||^)... ci(L,, ||.||^).

Soient ( Z , g ) un représentant de la classe a ç CH (X) et 5 i , . . . , 5ç des sections
rationnelles non identiquement nulles sur X de Z / i , . . . , Lq respectivement, telles que
les cycles Z, div 5 i , . . . , div Sq s'intersectent proprement. Pour tout 1 ̂  i ̂  ç, on note

gi = — log \\Si\\'j et pour tout 1 ̂  i ^ q et tout n G N, on note g \ ' = — log ( l l ^ H — ) .
On a, pour tout n ç N, l'égalité de courants :

^(a.ci(LiJ|.||^)...ci(L,J|.||^))=

^({^(^^i) * > • < * (^ n \ 5 ç) } ) +^ndiv5in-ndiv^.
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Comme {g * (p^.^i) * • • • * (g^.Sq)} tend vers {g * (^i,5i) * • • • * (pç,5ç)} quand n
tend vers +00 d'après (5.3.4), on déduit de la continuité faible de l'opérateur dd0 et
de la relation :

^(a.ci(Li,||.||i)-ci(L,,||.||,))=

^({^(^l^l) * - •* {9q^q)}) +Âzndivsin-ndivs,,

que la forme différentielle uj(a ' C l (L lJ | . | | ^ ) ) • • •Cl (LgJ | . | | ^ ) ) ) tend au sens de la
convergence faible des courants vers uj{a ' êi(Li, ||.||i) • > 'c\{Lq, ||.||ç)) quand n tend
vers +00. Enfin, d'après (4.2.9), on a :

^Um^(a) . ci(Li, H.H^)... ci(L,, ||.||̂ ) = ̂ (a) . ci(Zi) • • • ci(I,),

ce qui joint à la relation (14) permet de conclure.
6. D'après le (2), il suffit de démontrer l'égalité recherchée pour L i , . . . , L ç des

fibres en droites admissibles sur X. On reprend ici les notations de la démonstration
du (5). En utilisant la définition (10), on obtient la relation :

(15) [(0, ^)] • ci (Li) . . • ci(I,) = [(0, {(^ * (^i) * . • • * (^, ̂ )})].

D'après la proposition (5.3.5) et la théorie développée dans [GS1], on a l'égalité
suivante, valable pour tout n ç. N :

{^ * (^n), .1) * ... * {g^\s,)} = ̂  * (^n) *( . . .* (g^\ * g^) • . . ))

^C..^*^))*^))*...)*^).

Par ailleurs, on sait d'après [GS1, §2.2.9] que pour toute forme différentielle ^ G
A*(Xp) et tout 1 ̂  i ̂  q :

l {n} (n) / / / r il llC71^
^ *^ -9i *^ =(P • C i ( ^ J I . I I ^ )•

On déduit alors par récurrence de ce qui précède la relation :

{y*(^"),Sl)*•••*(^"),^)}=^•Cl(Ll,||.||i"))•••Cl(£g,||.||^)

dans^P+î-^P+î-^Xp).
En remarquant que d'une part, {y*^- , ,»! )*- • •*(<% ,Sq)} tend vers {</?*( f f i ,S i )*

' ' ' * (Sq^y)} au sens de la convergence faible des courants quand n tend vers +00
d'après (5.3.4), et que d'autre part :

lim y • ci(Li, 1 1 . 1 1 ^ ) • • • ci(L,, 1 1 . 1 1 ^ ) = y • ci (Zi) • • .ci(Zg),
n—>-+oo -1

également au sens de la topologie faible des courants, on conclut de ce qui précède
que :

{ (^*(^ i ,5 i ) *—*(^,5ç)} = ^ •c i (L i ) . . . c i (Lç )

dans DP~{~q~lïp+q~l{X^)^ ce qui joint à la relation (15) prouve le résultat énoncé. D
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DÉFINITION 5.3.11. — Soit p un entier positif. On appelle groupe de Chow arithmé-
tique généralisé de codimension p et on note CH^ÇX) le Z sous-module de (5ïf\X)
engendré par les éléments de la forme a • ci(Li) • • •êi('Lç), où a ç CJî? q(X) et
où L i , . . . , L ç sont des fibres en droites intégrables sur X. On convient de noter
CH^(X)=e^CHP^X).

REMARQUE 5.3.12. — Le groupe CÎÏ^ÇX) contient CÎÎP(X).

REMARQUE 5.3.13. — Soit L un fibre intégrable sur X ; la première classe de Chern
ci(L) de L appartient à CH^ÇX).

PROPOSITION 5.3.14. — L'application qui à tout fibre en droites hermitien intégrable

L associe sa classe de Chern ci(L) e CH-^(X), définit un isomorphisme de groupes :

c,:Pïc^(X)—^CH^(X).

Démonstration. — II découle des définitions que ci(-) est bien définie, surjective, et
préserve la structure de groupe. Il nous reste à montrer que ci(-) est injective. Soit
L = (LJ I . I I ) e PÏCintW tel que ci(I) = 0. Comme ci(L) = C(ci©) = 0, le fibre
L est isomorphe au fibre trivial ; on note s une section constante non nulle de L
au-dessus de X. La relation :

c,(L)=[d^s]=[^-\og\\s\\2)]=^

jointe au fait que le groupe CH^-^ÇX) est toujours trivial, entraînent que ||5|[ = 1
identiquement sur X(C), ce qui nous permet de conclure. D

Soient a ç Ar~l'r~l(X^) et L i , . . . , Lq des fibres en droites intégrables sur X , avec
q et r deux entiers positifs tels que q + r = p. D'après le théorème (5.3.10), on a :

[(0,aci(Ii).. •ci(I,))] = [(0,a)] . ci(Ii).. .d(I,) G CH^(X).
_^_^ jj__^ \ ^-—^.p

On en déduit que a Ag ' (Xp) j C CH-^(X). On dispose donc du morphisme de
groupes :

a-.A^-^X^^CH^X)

/3 ^[(0,/3)].

D'après le théorème (5.3.10), on obtient par restriction à CH^(X} des morphismes
C et uj, les morphismes de groupes suivants :

C : CH^(X) —^CHP(X)
[(Z,g)] ^Z,
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et

^'.CH^W-^A^W
[(Z^g)} ^u;(Z^g)=ddcg+Sz.

PROPOSITION 5.3.15. — Soit a e CH^{X) et choisissons (Z,g) un représentant
de a dans CH-^(X). Il existe gz G DP~11P~1(X^) un courant de Green pour Z et
(p G C7^glop-l(XR) tels que l'on ait :

9 = g z + ^ dans DP-^P-^X^).

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour a = f3 • ci(Li)
— c i ( L ç ) , o ù / 3 e CÎÎ^ÇX) et Ii = (Li, | | . | | i) , . . . ,Iç = (L,,||.||J sont des fibres
admissibles sur X.

Soient (Z1 , g ' ) un représentant de la classe f3 et 5 i , . . . , Sq des sections rationnelles
non identiquement nulles sur X de L i , . . . , L g respectivement telles que Z^div^i,
. . . , div Sq s'intersectent proprement. Soient également ||.||i°\ ... J|.||ç des métriques
positives C°° sur Z / i , . . . , Lq respectivement.

On pose Cj' = ddcg' + ô z ' ' Pour tout 1 ̂  i ^ q, on note également Si = <5divs^
g, = -log|M?, ̂  = ci(I,), g^ = -logdl^ll^)2 et ^0) = c^ \\.\\^).

En appliquant les définitions, il vient :

{ g ' ' ^ (^l^i) * • • • * (gq.Sq)} - { g ' *(^l ,Si) * - - * ( ^ _ i , 5 g _ i ) *(40\5g)}

= (9q -^0))^/^1 •-^_i

( \ 2

'-^ ̂  ^...^_i6C7^-1™.
1 1 - l l ç /

Or, d'après la proposition (5.3.5), on a :

{g1 * {9i^i) * • • • * (^-i^ç_i) * (^0), Sq)}

= W * 40)) * (^l^l) * • • • * (^-l^ç-l)},

dans Ô^'^^'^Xp). En itérant q fois ce procédé, on trouve (p e ̂ g^"^^) tel q^ :

{ ^ * ( â f l ^ l ) * • • • * ( ^ , 5 ç ) } =g1 ̂ g^ * • • • * ^ 0 ) +^,

dans 2^P-1'P-1(X^). II suffit alors de remarquer que gz = g ' * Qq * • • • * g[ est un
courant de Green pour Z ' • div 5i « - div Sq et la proposition est démontrée. D

La proposition (5.3.15) justifie la définition suivante :

DÉFINITION 5.3.16. — Soit p un entier positif. On note CH^(X) le Z sous-module
de CH (X) engendré par les éléments de CH (X) et ceux de la forme a(^p) avec
^ ^ ^fcg,^"1™- O11 convient de noter CH^{X) = ©^ CH^(X).
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REMARQUE 5.3.17. — D'après la proposition (5.3.15) on a CÎÎ^X) C CH^(X).

REMARQUE 5.3.18. — On dispose du morphisme de groupes :

^ :CH^{X)-^C^W
[ ( Z ^ g ) ] ^d^g+ôz.

5.4. L'accouplement CH^X) 0 CH^(X) -^ CH^ÇX)^

Soit TT : X ->• S = SpecOK une variété arithmétique de dimension absolue d + 1.
On définit dans cette section un accouplement :

CÎÎ^X) 0 CH^(X) -^ CH^ÇX)^

qui étend l'accouplement C^\X) 0 CT \̂X) -> CÎÎ^ (X)^ défini par Gillet-Soulé
(voir [GS1, §4.2], on peut également consulter [BGS, §2.2]).

Soient x ç. CH^ÇX) et y e dî^X). On peut écrire x et y sous la forme :

x=Y,^i'ci(E^)'"c^(Éi^)
i=l

et

y=^/3J'cl(F3,l)"•cl(F^)^
j=i

_p-n ,ou pour^tout 1 ̂  i ^ n (resp. tout 1 ̂  j ^ m), a, est un élément de CTT '(X) et
Ei,i,... ̂ î,r, sont des fibres en droites intégrables sur X (resp. f3j est un élément de
CH (X) et F j ^ , . . . , F^. sont des fibres en droites intégrables sur X).

On définit alors le produit (x ' y ) e CJî^\X)<^ par la formule :
n m

(x • y ) = ̂  ̂ (a, • ̂ ) . ci(^i)... ci(^) • ci(F,,i)... c^F^),
i=l j=l

où pour tout 1 ̂  i ^ n et 1 ̂  j ^ m, on a noté (o^ • ^-) e CH^'^'83 (X)^ le
produit de c^ et f3j au sens de Gillet-Soulé.

Bien entendu, il faut montrer que cette définition ne dépend pas des choix effectués
pour représenter x et y . C'est l'objet du théorème suivant :

THÉORÈME 5.4.1. — La définition ci-dessus ne dépend pas des choix effectués. Elle
définit un accouplement :

7-^ /^ \ ^ ^^Tq /^ ^ry+ç/
^int (^(^) CH^(X) 0 CH^(X) -, CH^(X)^

qui prolonge celui défini par Gillet-Soulé.
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Cet accouplement munit CH-^(X)^ d'une structure d'anneau commutatif, asso-
ciatif et unifère.

REMARQUE 5.4.2. — Si p = 1 ou q = 1, on dispose d'un accouplement :

CÎÎ^(X) 0 CH^(X) -^ CH^\X)

qui induit l'accouplement (^) à valeur dans CÎÎ^' (X)q.

REMARQUE 5.4.3. — Si X est lisse sur Spec OK, on peut définir les produits (a, ' 0,)
——-~_p-(- q— r i —sj

dans CH (X). La construction précédente donne donc un accouplement :

CÎÎ^X) 0 CH^(X) -^ CH^\X)

qui induit par produit tensoriel avec Q l'accouplement (^) à valeur dans C^H^\X)q.

Démonstration. — On montre tout d'abord que le produit (x ' y ) introduit plus haut
est bien défini.

Soit x = ̂ ^ a^ci(î^i) • • 'ci(^) un élément de CH^X). Il faut montrer
que si x = 0 dans CH^ÇX), alors pour tout y e CÎÎ^X), on a (x ' y ) = 0.

On montre dans ce qui suit un résultat plus général : Si x = a{^p) avec (p ç
^g^"1^). ^ors x ' y = a((^Q/)).

Par linéarité, il suffit de démontrer cet énoncé pour y = f3 < ci(Fi) • • • c^(Fs), où f3
est un élément de CH^^X) et Fi = (Fi, | | . | | i) , . . . ,F, = (F,, ||.||,) sont des fibres
en droites admissibles sur X. Remarquons également que la proposition (5.3.9) et le
théorème (5.3.10) nous permettent de supposer que pour tout 1 ̂  i ^ n les fibres en
droites £^i = (£^i, | | . | |^i), . . . ,£^ = (£^J|.[|^) sont admissibles sur X.

Soient M|.| |i j , . . . , ( l l . l l ^^ des suites croissantes de métriques positives
C°° sur Fi , . . . , F s convergeant vers | |. | |i,... J|.||s respectivement, et pour tout 1 ̂  i ̂
n, soient ( l l . l l ^ ) . . . . . ( l l . l l ^ . ) des suites croissantes de métriques positives

\ ' / /eçN V ' î / /eçN
C00 sur E i ^ , . . . .E^n convergeant vers | | . | |^i,.. . , ||.||î,r, respectivement.

On choisit ( Z ' . g ' ) , (Z i ,^ i ) , . . . , (Zn,9n) des représentants des classes / ^a i , . . . ,
On respectivement, tels que Z'^ soit d'intersection propre avec chacun des (Z^K-,
. . . , (Zn)K, et tels que g ' . g i , . . . ,gn soient des courants de type logarithmique.

Pour tout 1 ̂  i ^ n, on note Z ' • Z, un représentant dans Z^-^^Z^ H |^DQ du
produit [ Z ' } ' [Zi] e CH^^^X)^ ; et on choisit 5^1,. . . .s^n des sections ration-
nelles non identiquement nulles sur X de E^,.... E^ respectivement et 5 i , . . . , s s
des sections rationnelles non identiquement nulles sur X de Fi, . . . , Fs respective-
ment telles que les cycles Z^ div s^ , . . . , div s^n, div s ^ , . . . , div s s ainsi que les cycles
( Z ' ' Zi),diy 5^1 , . . . , div s^n, div 5 i , . . . , div Ss et Z K , Z^, (div ̂ 1)^,..., (div s^ )x,
(div 5 i )^ , . . . , (div Ss)K s'intersectent proprement.

On convient de noter g,^ = - log ||^i||^,... ,g^ = -log||^J||^ et également
9i = - log ||5i||^ . . . , g s = - log \\Ss\\2^ Enfin, pour tout entier k ç N, on pose g^ =

MÉMOIRES DE LA SMF 80



5.4. L'ACCOUPLEMENT CH^ÇX) 0 C^^(X) ̂  CÏ^(X)Q 81

-log(ll^tô))^....^=-log^

^^-logO^II^)2.
D'après la définition (10) et [GS1, §4.2.1 et 4.2.2], on a :

n

(16) x = ̂ [(Z,. div^i . . -div^,,, {p, * (^1^,1) * • • • * Q^5^)} )]
î=l

et
n

(17) x ' y = ]^[( ( Z 1 ' Z,) ' div s^ —div 5,^ . div 5i - • div S s ,
i=l

{(g' * 9i) * (^,1,^,1) * • • • * (^^^, s^) * (pi, 5i) * • - * (g,, Ss)} )].

Puisque Ç(x) = Y^^{Zz ' div 5^1 • • -div^.^J = 0, on peut trouver une J^i-chaine /
telle que :

n

(18) ^j Zi ' div 5^1 • - • div Si^n = div /.
i=l

D'après le lemme de déplacement pour les JCi-chaines (cf. [GS1, §4.2.6]), on peut de
plus supposer que / rencontre Z ' • div ^i • < • div s s presque proprement dans XK' Cela
entraîne que d'une part :

n

(19) ^(z^ -div^i • • •d iv5 , , ^ ,{^*(^ i ,5^ i ) *--*(^,r^^^J})
i=l

= div/ +(0,71+72),

où l'on a noté :
n

7i = ̂ to* (^,1^,1) * • "* (9w,Si^)}, 72 =log|/|2;
i=l

et que d'autre part, d'après [GS1, §4.2.1 et 4.2.5],
n

(20) ^( (Z' • Z,) . div 5,,i • • • div s^ ' div 5i - • div s,,
i=l

{(g' *^) * (^,i^î,i) * • • • * (gi,r^s^n) * (^1^1) * • • • * {gs^s)})
= div(/ • {Z1 • div 5i .. •div 5,)) + (0,7') + (J?,0),

où l'on a noté :
n

(21) Y = ^{(^ * 9i) * (^,1, ̂ ,1) * . - * (^, 5,,^) * (^i, 5i) * • - * (^, s,)}
i=l

+log | / . (^ / .d iv5l . . .d iv5,) | 2 ,
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où R e R^q(X) et où / • { Z ' ' div^i • • -d iv^) désigne une J^i-chaine représen-
tant l'intersection de la J^i-chaine / et du cycle Z ' • div^i • • •div 55 (bien que / •
{ Z ' • div 5i • • -div^jie soit pas définie de manière univoque, les cycles div(/ • ( Z ' '
div Si ' • • div Ss)) et div(/ • { Z ' ' div s^ • • • div Ss)) le sont, voir [GSl, §4.2.5]).

D'après (18) et [GS1, §2.2.9 et 4.2.7], on a pour tout k e N :

n

^(ff' * 9^ * • • • * g^ ) * (gi * g^ * • • • * g^ ) + log |/ • (Z' • div «1 • • • div s,) |2
»=i

=(^*^*...*^)).^iv/

+G.(/î)ci(FiJ|.||W)...c,(F.J|.||W).^^*^^
\î=l ' /

+ log \ f ' ( Z ' ' div ̂ i... div 5,) |2

=((^*^)*•••*^))^div/-^)cl(FlJ|.||W)...cl(F,J|.||W)lo^

+ log [ / . (Z ' . div 5i-.div 5,) |2)

+c.(/î)ci(FiJ|.||W)...ci(F.J|.r)^^
\î=i 7

= ^)ci(FiJ|.||W)...ci(F.J|.||W)^^*^)^

dans ^P+Ç-1^+Ç-1(XR), ce qui, en faisant tendre k vers +00, entraîne que :

7' =7ia;Q/)+720;Q/),

dans .DP+g-l'p+(7-l(XR) (une telle expression a bien un sens car uj{y) appartient à
^-i,ç-ip^ ^ l'égalité a; = [(0,7i +72)] = [(0,<^)] obtenue en combinant (16)
et (19), on déduit qu'il existe une T^i-chaine g , que l'on choisit d'intersection presque
propre^avec Z ' - div 5i • • - div s s dans XK -, telle que div g = 0 et 71 + 72 - y = - log \g\2

dans ^-1'P-1(XR).
On tire de ce qui précède et de [GS1, §4.2.5 et 4.2.7] la relation :

- log^•(^ / .div5l . . .div^) |2=(7l+72-^)^(/?)cl(Fl , | | . | |w) . . .Cl(F„| | . | |^) ,

valable pour tout k e N; ce qui montre, en faisant tendre k vers +00, que :

71 ̂ (y) +72CJQ/) -ycjÇy) = -log^- (Z ' -d iv^i • • •d iv^) | 2 ,

dans J9^-1^+(?-1(X]R). Comme de plus div(^ • { Z ' • div^i . -div S,))K = (div^)^ •
{Z1 • div 5i • • . div Ss)p = 0, on peut affirmer que [(0,7')] = [(0,71 cj(y) + 72 uj{y))} =
[(0,^^(^/))], ce qui combiné à (17) et (20) montre que x ' y = a(yuj(y)).
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On a donc démontré que l'accouplement (^r) est bien défini. Les autres propriétés
énoncées se déduisent aisément du théorème (5.3.10) et des propriétés analogues pour
CH\X), D

Au cours de la démonstration précédente, on a de plus prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 5.4.4. — Soient x ç CH-^(X) et y e C^oWtO tel que a(^) C
CÎÎ^{X}^ on a :

a(y) ' x =a(^(^(x)).

REMARQUE 5.4.5. — Soient x et y deux éléments de CH^^(X), et soient a, a' G
C H " ( X ) et ^, (p1 G C^Q^X^) tels que x = a + a(y) et y = a' + a(<^). On définit le
produit de x et de y par la formule :

x ' y = a' a' + a^c^ûQ +(//a;(a) +(^ddV) e C^H'^n(x)Q•

On peut montrer que ce produit est bien défini et qu'il munit CH^^{X)q d'une
structure d'anneau commutatif, associatif et unifère. D'après la proposition (5.4.4), il
coïncide sur CH^{X)q avec le produit défini au théorème (5.4.1).

THÉORÈME 5.4.6. — Soit TT : X —^ Spec0j< une variété arithmétique. Les mor-
phismes :

C :CÎÎ^(X)^-^CH^X)

et

^ :C^^(X)Q-^A:(XR),

définis à la section (5.3) sont des morphismes d'anneaux. De plus, le produit défini à
la remarque (5.4-2) et (lorsque TT : X —> Spec(9j< est lisse) celui défini à la remarque
(5.4-3) sont compatibles avec les morphismes Ç e tu j .

Démonstration. — C'est une simple conséquence du théorème (5.3.10), alinéa (5) et
des propriétés analogues pour CH (X). D

REMARQUE 5.4.7. — Soient (p ç Ag(XjR) et x e CH-^(X). On déduit aisément de
la définition de A*(XR) et des alinéas (5) et (6) du théorème (5.3.10) la formule utile
suivante :

a((^>) • x = a(yuj(x)).
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5.5. Degré arithmétique et hauteurs

5.5.1. Degré arithmétique. — Soit TT : X —^ SpecO^ = S une variété arith-
métique (projective) de dimension relative d. On rappelle (voir par exemple [BGS,
§2.1.3]) que l'on dispose des deux morphismes :

deg^ : CH\S) = CH°(S) —^ Z

et

deg:CÎÎ\S)

qui induisent par composition avec TT^ : C H (X) —^ CH (S) les morphismes
——~d

degj^ : CH (X) —> Z (degré géométrique)

et
-^^ ^~—d-\-l
deg : CH (X) —>R (degré arithmétique).

—-—-d+î
Soit i G {0,1}. Pour toute classe a G CH^ (X)^ choisissons Ç Z ^ g ) un représentant
de a; on déduit de [GS1, §3.6] que la classe [(^(Z),^^))] ne dépend que de a. On
dispose donc d'un morphisme, encore noté TL,, qui est défini comme suit :

Tr^.CH^W-^CH'ÇS)
[ ( Z ^ g ) } ^[(^(Z)^))L

-——~d+î -—-~~~d-\-i
et qui prolonge à CH^ {X) le morphisme image directe usuel TT^ : CH (X) —
CH\S). ^

En composant degj^ et deg avec TT* , on obtient deux nouveaux morphismes :

deg^:GJ^(X)-^Z

et
-̂ - ^~—d+l
deg : CH,^ (X)

qui prolongent ceux définis précédemment.

5.5.2. Hauteurs. — Soient Z ç Zq(X) un cycle de dimension q et L\ = (Li, ||.||i),
. . . , Lq = (Lq, H . l l ç ) des fibres en droites admissibles sur X. Choisissons 5 i , . . . , Sq des
sections rationnelles non identiquement nulles sur X de L i , . . . , L ç respectivement,
telles que les cycles Z,div5i , . . . ,div5ç soient d'intersection propre. Pour tout 1 ̂
i ^ g, on note g^ = — log \\Si\\] et ^ = ci(L^). On définit à partir de ces données un
élément de DP'P(X^) que l'on note { ( ^ i , 5 i ) * - • ' ^ ( g q ^ S q ) \ S z } par la formule suivante :

(22) {(^ l ,5 i ) * • • • * (gq,Sq)\Sz} = gi • ^divs2n...ndivSgnZ +^1^2 • <^div ^n-.-ndiv Sq^Z

+ • • • + ̂ i • • 'LJi-^gi • ^divs,+in-"ndivsgnz + • • • + < î • • '^q-i9q • Sz'
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On vérifie que chacun des termes de la relation (22) est bien défini. En effet c^i - • c^-i •
^divs.+in.-.ndivsgnz est bien défini comme le produit de uj^ ' ' •c^_i ç ^"^^(XR) et
de ^divs,+in...ndiv^nz ê ^div^+in'.^iv^nz^K) d'après les propositions (4.4.13) et
(4.4.14). Par ailleurs le produit :

7î = 9i^i ' ' '^i-i ' ^divs.+in-.-ndivsgnZî

a bien un sens d'après le théorème (4.2.9) ; et si l'on pose g^ = max(^, t) pour tout
t e R, la limite :

r W c
t-lm^g^ CJ1 '"^-1 '^div^+in-ndiv^nz =^^i •••c^- i • (^div^+in-ndiv^nz,

montre que le courant 7, ne dépend pas des choix effectués pour le définir.
Ceci étant établi, on pose :

^Li,..,!;,̂ ) := deg(7r,(Z . div^i • ' • dïy Sq),7r^{(g^s^) * ... * (gq,Sq)\6z})) e R.

PROPOSITION-DÉFINITION 5.5.1. — Le nombre réel h^ ^ (Z) défini ci-dessus ne
dépend pas du choix des sections s ^ , . . . , Sq ; on l'appelle haut'eur de Z relativement à
LI, . . . , Lq.

PROPOSITION 5.5.2. - Sozent Z e Z,(X) etL^L, = (L^ ||.||i), ...,!,= (L^ ||.||,)
des fibres admissibles sur X. Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. La hauteur /^ ...^(z) ne dépend que du cycle Z et des classes d'isomorphie

isométrique des fibres admissibles Ii,... ,~Lq ; elle ne dépend pas de l'ordre des
fibres Li,...,Lç.

2. Soient (j|.||i J ? • • ̂  ( l l - l lg ) des suites croissantes de métriques positives

convergeant vers ||.||i,... J|.||g sur Li,... ,Lq respectivement, on a :

'̂(..ll.ll-),...,̂ ,!!.̂ )̂ -̂ ...̂ -̂

3. Si les métriques ||.||i,.... [|.||ç sont C00, alors on a :

^L,,...,̂ ) = deg(ci(Ii).. • ci(L,)|Z),

où (•!•) désigne l'accouplement défini dans [BGS, §2.3].
4. Pour tout 1 ^ i <^ q, on a :

^,..,L._l,L.0Lo,^^l,..,L,(z) = ̂ ,..,L,(Z) +^,..,L._,,Lo,L^,...,L,(^)-

Démonstration des propositions (5.5.1) et (5.5.2). — La proposition (5.5.1) et les as-
sertions (1) et (4) de la proposition (5.5.2) se déduisent immédiatement des assertions
(2) et (3) de la proposition (5.5.2) et des propriétés analogues dans le cas classique
(cf. [BGS, §2.3]). L'assertion (2) étant une conséquence du théorème (4.2.9), il suffit
de prouver l'assertion (3).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000



86 CHAPITRE 5. GROUPES DE CHOW ARITHMÉTIQUES GÉNÉRALISÉS

En remarquant que ^i * (^2 * ( • • • * (^ç))) est un courant de Green pour le cycle
div 5i • • • div Sq, on déduit de [GS1, §1.2.4 et 1.3.5] qu'il existe g un courant de Green
de type logarithmique pour div 5i • • • div Sq tel que :

(23) g = <7i * (^ * ( • • • * (pç))) + Qu + 9v.

Pour tout e e K4'*, soit S^ une régularisation de Sz comme à la proposition (4.2.12).
En multipliant les deux membres de l'égalité (23) par S^\ il vient :

(24) g A S^ = g, * (^ * ( • • • * (^))) A 6^ + <9(^) + 9(vô^).

Comme d'une part :

9i * (92 * ( • • • * (^ç)))
= ^1 • ^divs2n---ndivsg + ̂ 1^2 • <^div ssn—ndiv Sg + • • • + ̂ 1 • • • ̂ q-lQq-,

et que d'autre part, d'après [GS1, §2.2.12], on a les limites :

hm^A^ = g f\8z,

et pour tout 1 ̂  i ^ q,

lim(^i • • -^-i)^ • (îdivs,+in-ndivsg A^ = (0:1 • • •c^_i)^ • ^divs.+in.-.ndivsg A Â z ,

au sens de la convergence faible des courants, on tire de (24) l'égalité :

g AJz =

9l ' ^divs2n-"ndivsgnz + <^ip2 • <îdivs3n"-ndivsgnz + • • • + uJi ' ' '^q-iQqSz

= { (^ l^ l )* ' "* (9q,Sq)\6z},

dans Dd'd(X^.)^ ce qui termine la démonstration. D

Plus généralement, soient Z e Zq(X) et I / i , . . . ,Lç des fibres intégrables sur X.
Choisissons E\,..., Eq et Fi. . . . . Fq des fibres en droites admissibles sur X tels que
pour tout 1 ̂  i ̂  g, on ait : Li = E^ 0 (-F^)""1.

PROPOSITION-DÉFINITION 5.5.3. — On appelle hauteur de Z relativement aux fibres
Z / i , . . . , Lq et l'on note h-^ -^ (Z) le nombre réel défini par la formule :

h-r r ( Z ) = V (-l)^2/^. r p . (Z).
Ll,...,Lq\ ) /_^ \ ) { E i } i ç S ï , { F j } 3 Ç S ^ y '

5l, 52

SiUS2={l,...,q}

La hauteur h-^^ -^ (Z) ainsi définie ne dépend que de Z et des classes d'isomorphie

isométrique des fibres L\,..., Lq. Si les fibres Z/ i , . . . , Lq sont admissibles, elle coïncide
avec la hauteur définie à la proposition ( 5 . 5 . 1 ) .

Démonstration. — On suit mutatis mutandis la démonstration de la proposition
(5.3.9) en utilisant la proposition (5.5.2). D
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Lorsque L := Li = • • • = Lq, on convient de noter h-^(Z) le nombre h-^ -^ (Z)
que l'on appelle alors hauteur de Z relativement à ~L.

REMARQUE 5.5.4. — Si q = 0, la hauteur hj^(Z) n'est autre que h(Z) = deg[(Z,0)].
Dans ce cas, la fonction h : Zo(X) — M est définie par h(P) = log#A-(P).

REMARQUE 5.5.5. — Ces définitions ont été introduites pour la première fois dans
cette généralité par Zhang (cf. [Zha, th. 1.4]) sous une forme différente.

Le théorème suivant rassemble diverses propriétés de la hauteur introduite à la
proposition (5.5.3) :

THÉORÈME 5.5.6. — Soient Z ç Zq(X) et L^... ,I,_i,I, = (Lq,\\.\\q) des fibres
en droites intégrables sur X . On a les propriétés suivantes :

1. La hauteur /^^ ^ (Z) ne dépend pas de l'ordre de Li,..., Lq.

2. L'application qui à Z e Zq(X) et Li,..., Lq des fibres en droites intégrables sur
X associe h-^^ -^ (Z) e R définit une forme muîtilinéaire :

Zq(X) X PÎCint(X) X . . • X PÏC^X) ——^ M.

3. Si les métriques des fibres Li,..., Lq sont C°°, alors on a .'

.̂..L )̂ = deg(ci(Ii).. .ci(I,)|Z),

où (•!•) désigne l'accouplement défini dans [BGS, §2.3].
4. Si Z est le diviseur d'une fonction rationnelle sur un sous-schéma intègre con-

tenu dans une fibre fermée de X , alors hr -r (Z) = 0.
5. Pour tout morphisme f : X —> X f de variétés arithmétiques, on a :

^(Li),...,/*^)^) = ̂ Li,...,!^/*^))-

6. Soit Sq une section rationnelle de Lq au-dessus de Z qui n'est identiquement
nulle sur aucune des composantes irréductibles de Z, On a la relation :

^Li,...,̂  (z • ^V ̂ ) = ̂ ,...,L, (z) + / 10g INI, Cl (II) • • • Ci(I,-i) . ôz.
Jxçc)

7. On suppose que Z == X , et donc que q = d + 1. On a :

^,...,L^W =deg(ci(Ii). • •ci(Irf+i)),

où deg désigne le degré arithmétique sur CH-^ (X) introduit au §5.5.1.

Démonstration. — Par (muiti) linéarité on peut supposer que L i , . . . ,~Lq sont des fi-
bres en droites admissibles. Les assertions (1) à (3) sont alors une conséquence immé-
diate de la proposition (5.5.2), et les assertions (4) à (6) se déduisent directement de
(5.5.2) alinéa (2) et des assertions analogues dans le cas classique (cf. [BGS, prop.
2.3.1 et 3.2.1]). Enfin l'assertion (7) est une conséquence des propositions (5.3.4) et
(5.3.5), et des définitions. D
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La proposition suivante étend à notre cadre un énoncé de Faltings [Fa, prop. 2.6]
généralisé dans [BGS, §3.2.3] :

PROPOSITION 5.5.7 (Positivité). — Soient Ii,...,Iç des fibres en droites admis-
sibles sur X tels que pour tout 1 ^ i ^ q, il existe une puissance tensorielle positive
L^l de Li engendrée par ses sections globales de norme « sup » inférieure ou égale à
1. Pour tout cycle effectif Z e Zq{X), on a :

(25) ,̂...,L )̂ ^ 0.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de Z .
Si dim Z = 0, le calcul se fait aux places finies et il n'y a pas de changement avec

la situation classique (voir par exemple [BGS, prop. 3.2.4]).
On fait désormais l'hypothèse que dim Z > 0. On peut supposer que Z est irréduc-

tible et choisir une section Sq de L^ de norme « sup » inférieure ou égale à 1 qui ne
s'annule pas identiquement sur Z . On déduit alors de l'alinéa (6) du théorème (5.5.6)
appliqué aux fibres Z / i , . . . , Lç_i, L^ que :

^LI,...,!;,-! '̂̂ ^) ̂ ^Li,...^7) si 0 2

et h(Z ' div^i) ^ ni h-^ (Z) si q = 1.

Comme Z ' div Sq est effectif de dimension dim Z — 1 et que h prend des valeurs
positives ou nulles sur les cycles effectifs dans Zo(X), cela implique l'inégalité (25)
par récurrence sur dim Z. D

EXEMPLE 5.5.8. — Soient P(A) une variété torique projective lisse et Ei , . . . ,£^
des fibres en droites sur P(A) engendrés par leurs sections globales et munis de leur
métrique canonique. D'après (4.5.8) les fibres E ^ , . . . ,Eq sont admissibles et d'après
la proposition (2.3.10) et l'égalité (4) ils sont engendrés par leurs sections globales de
norme « sup » inférieure ou égale à 1. On déduit de la proposition (5.5.7) que pour
tout cycle effectif Z e Zg(P(A)), on a :

^...^(^O-
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CHAPITRE 6

COURANTS DE CHERN CANONIQUES
SUR LES VARIÉTÉS TORIQUES

Dans ce chapitre et les suivants, nous revenons à l'étude des variétés toriques
projectives et lisses sur SpecZ.

Soit A un éventail complet et régulier admettant une fonction support strictement
concave et soient Z / i , . . . , Z / ç des fibres en droites sur P(A) munis à l'infini de leur
métrique canonique. On donne dans cette partie une expression explicite du courant :

ci (Li) . . .c i (I,).

On en déduit un premier résultat de trivialité : Si l'on note :

A;(P(A)K) = Ker{d : A:(P(A)^) -^ A:(IP(A)R)}

et

H :Af*(HA)R) ^^(nAXC)^),

la surjection canonique induite par l'application classe en cohomologie des courants,
alors on peut construire de manière canonique une section (d'anneaux) du morphisme
d'anneaux [ • ] .

6.1. Préliminaires

Soit Arg : C* —^ M/27rZ la fonction argument définie pour tout z = pe^ ç C* avec
p e K+* et a e R par :

ArgO) = [a] e M/27rZ.

Pour tout m G M, on note Arg^^ la fonction multiforme sur T(C) définie comme
l'argument du caractère \m. La différentielle dArg^771) a bien un sens sur T(C) et
définit un élément de A1'0^^)) C A^^C)). On dispose donc d'un morphisme
injectif de Z-module :

Q : M —^A^cnc)) e A051^^))
dArgOTm

27T
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Ce morphisme s'étend en un morphisme d'anneaux (encore noté G) :

e : A^M -^ C^A^(T(C)),
où /\^M désigne l'algèbre extérieure sur Z de M et où la structure d'anneau sur
^p^Apîq(T(C)) est celle induite par le produit extérieur. Le morphisme d'anneaux 0
est injectif.

REMARQUE 6.1.1. — Soit / i , . . . , fd une base de N et /i*,..., /J la base duale. Pour
tout m G M, on a :

e(m)=^/^)dArjp.
î=l

REMARQUE 6.1.2. — Soit m e M. On a :

cflog|;n2 =0(m) surT(C).

Pour tout T élément de A, le Z-module /^^(r1- n M) est un ^-module libre de
rang 1. On choisit un générateur de AS1^^"1 ̂ I^O q116 l'011 notera dans toute la suite
.Mr. Le choix de M.r définit une orientation sur la variété réelle C^ de la manière
suivante :

On note h = dimr. Soient n i , . . . ,Uh un système de générateurs du semi-groupe
(r H N) que l'on complète en une base 14,..., Ud de N , et v / i + i , . . . , Vd une base du
Z-module (r1- D M) telle que Vh-\-i A • • • A Vd = MT' On note u^,..., u^ la base duale
de ^ i , . . . , Ud' On note enfin j0(0,1) C C la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 et
5i C C le cercle unité. On dispose alors du difféomorphisme :

r]r : C^ —^(0,1)71 x S^

x ^(x^ (x ) ^ . . . , x^ (^ X^ (x )^ . . . , x^ (x)).

On notera C^^ la variété réelle C^ munie de l'orientation produit des orientations
naturelles sur B(0,1)^ et S^~h. Cette orientation ne dépend que du choix de M.r'
On peut remarquer que pour tout a ç. Amax, l'orientation de C^^ coïncide avec
celle induite par sa structure complexe. Par ailleurs, on a pour tout r (E A l'égalité
j^v/i+i ^ . . . ^ \\vd\ = 1 sur (7^, ce qui entraîne que la forme Q(M.r) ^st de classe
C°° sur un voisinage de C^ ; on dispose donc du courant réel :

UJ 1 [ Q(A^)A^.
7^nt,+

6.2. Calcul de ci(Z)

Soit L un fibre en droites sur F(A) muni de sa métrique canonique. On donne,
dans cette section, une expression du courant ci(L).

On rappelle tout d'abord un résultat bien connu (voir par exemple [De3, §3.3]).
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PROPOSITION 6.2.1 (Formule de Green). — Soit X une variété complexe de dimen-
sion d et n C X un ouvert relativement compact tel que fî soit une sous-variété réelle
à coins de X . Soient f et g des formes différentielles de classe C2 sur un voisinage
de n et de hidegrés (p,p) et [q, q) avec p-\- q = d— 1. On a :

f {f ̂ ddcg-ddcf^g)= f (/ A ^g - 0e f A g) .
Jfl JQÇÎ

Soit D un diviseur (horizontal) T-invariant sur P(A) tel que L = 0(D)^. On
rappelle que pour tout a G A, on note rriD,a l'élément de M donnant la restriction à
a de la fonction support ^p de D. On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 6.2.2. — Pour toute forme test uj G A^'^^A^C)), on a :

/ c i ( L ) A ^ = - V^ / Q(rriDa) Ace;.
JP(A)(Q aeA^ax J9C^^

Démonstration. — On montre tout d'abord que les termes intervenant dans le second
membre sont bien définis. Pour tout a G Amax 5 la forme Q(mD,a) A uj est L1 sur
ÔC1^ (cela provient du fait que la forme dO = dArg(z) est localement L1 sur C). La
différence QC^^OC^ n T(C)) étant de codimension réelle supérieure ou égale à 2,
elle est négligeable au sens de la théorie de la mesure, ce qui entraîne que l'intégrale
J^int,+ Q(rriD,a) A uj est bien définie.

Soit maintenant 1 la section (rationnelle) canonique de 0(D). On a, d'après la
formule de Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3) l'égalité des courants :

ci(L) = ci(0(^L) = 60 + (Af(-log||l||2^)).

On en déduit que :

(26) f C,(L)/\UJ= [ S D / \ C J + f (-logUlll^A^a;.
^P(A)(€) ^P(A)((C) ^P(A)(C)

Comme de plus, d'après (3.3.1), on a pour tout a G Amax et x G Ça- l'égalité :

-}og\\l(x)\\^=\og\xmD'a(x)^

on tire de (26) et de (3.2.9) la relation :

(27) f Ci( I)Acj=/1 JZ)A^+ V f logl^'-^FAdcf^.
.mAVQ JP(A}(Q -^A JC1^^/P(A)(C) ^P(A)(C) (TêA^x 7^nt'+

On fixe provisoirement a G Amax- Soit / i , . . . , /d une famille génératrice de a (et
donc une Z-base de N d'après (2.2.10)) ; on note f^..., f^ la base duale de M. On
a mD,a = Sf=i fi{^D,a)f^ ce dont on tire

loglx——^l^^/^m^^logi^^)!2.
î=l
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Par linéarité, on ramène ainsi le calcul de l'intégrale Jçint,+ log ̂ ^(.r)]2 A dd0^ à
celui des intégrales f^i,+ log \^ (x)\2 /\ddcuJ. On ne perd rien en généralité en posant
i = 1. Dans la carte affine ^> : Ua(€) — C^ donnée par ^(x) = (x^Çx),... ,^(x)),
les ensembles Ça et C'^ sont définis par les conditions :

Ca={x^cd : M ^ I , . . . J ^ | ^ I L

c^^ec^: |^i |<i , . . . j^ |<i}.
et

On remarque que :

9Ca = 9C^ = {x e Ça : 3 z G { 1 , . . . , d} : \x,\ = 1}.

Pour tout e ç. R"^*, on pose :

C^txçC^: £ < \ X , \ < 1 } ^

D^={xçOCa: £ < \ X ^ \ ^ 1 }

et

E ^ = { x ç C a : X^ = £}.

'a

^
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On a :

(28) f \og\x^{x)\2/\ddc^
^nt,+

= / ^^(x^2 ^ddc^^ [ \og\x^{x)\2 ^ddcuJ.
Jc^ ^cy^

Comme log|^A*(^)|2 ^ log|^|2 ̂  localement L1 sur ^(C), on a :

(29) lim / log \^ (x)\2 A dd^ = 0.E^Jcljlt\c^
L'application x ̂  log |^A* (a;)|2 est C00 sur un voisinage de C^ ; il vient donc, d'après
la formule de Green (6.2.1) :

(30) f log l̂ i* (^)|2 /\ ̂ c^ ^ /l ĉ ̂ g ^A* ( . 2 ^ ̂
</^ ^c'^

+ f ^ (log Ix^ (x)\2 A ^o; - ̂  log |̂ i* (^)|2 A ̂ ) .

On a sur C^ l'égalité dd0 log |^A* (^)|2 = ̂  log |^i |2 = 0. De plus, d'après la remarque
(6.1.2), on a :

^loglx^)!2 = ^iog|^i|2 = O(A*).
On tire des définitions l'égalité des courants :

/ = / + / •^c^ JD^ 7^

Comme log|^A*(a.)|2 = log|.n|2 est localement L1 sur QC^ il vient :

l™ /' log |^A* (^)|2 ^d^= f log l^^ (^)|2 A d^.
E^JD^ JQCy^

De plus log|^A*(^)|2 = 21og£ sur E^, et pour toute forme rj e A^-^A^C)) on a
J^e r] = 0(e) quand ^ tend vers 0 ; on en déduit que :

lim / log 1^(^)12 /\dc^=0.
e~^{J J E^

Enfin, on a les limites :

lim / ^ log I^A* (^)|2 /\ ̂  ^ ^ /> Q^*) ^^= f Q^*) ^ ̂
£-'ot/^ £^OJD^ ^cint'+

et

^ / .- log |^A« (,),. ̂  , . ̂  ^ ̂ ) ̂  ^
./£^. E ^ { j J E ^ Z17r Je '+

où .Hi désigne le diviseur d'équation ̂  {x) = 0.
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En revenant au cas général (mp^ quelconque), on déduit de (28), (29), (30) et des
calculs de limites ci-dessus que :

l logl^'^l'AAf^Jc^+

= 1 loglx^-^l'Ad^- / Q(m^)A^- { ÔD^UJ.
JQC^ ^cint'+ ./cTt'+

D'après (27), il vient :

/ ci(I)A^= V / logl^^Cr)!2 ^dcuJ
^P(A)(0 a^^J^^

- y / 0(mD^)Aa;- V^ / J ^ A ^ + / Jp A c^.
<reA__ ̂ ^ .eAl. ̂ ^ MA)(€)

Soient cri et 02 deux éléments de Amax et r e A(d - 1) une face commune de o-i et
(72 (%.e. telle que r < o-i et r < 0-2). Du fait de la continuité de la fonction support
^D, on a :

(31) loglx771^1^)!2 ^loglx^-2^)!2, ( \ / x ç C r ) .

Puisque A est complet, on a par ailleurs :

E / . ^\XrnD-a(x)\2M^= ^ [ er(a)\og\xmD-(x)\2MC^=
a^^J^^ ^^_ Jc^

reA(d-l)
T<<T

^ £r^i)( f . logl^^^l'Ad^- /> logl^^^l'Ad^
V.//^'1111''"^ //^int,+ /

{o-l,<T2}CAn,ax v G" '/CT /

r==(Tino-2GA(d—l)

où pour tout a- e Amax et tout r e A(d - 1) tels que r < a on a posé 6,-(cr) = 1 si les
orientations de (^C^nt'+ et de Gmt'+ sont compatibles et £r((r) = -1 sinon.

On déduit de cela et de (31) que :

^ / \og\xmD-a(x)\2^dc^=0.
.^J9^

Enfin, comme codimR(D H 9Ca) ^ 3, pour tout a G Amax, on a :

V^ / ÔD A ce; = / rfp A cj,
<reA^ t/c-nt'+ ^P(A)(Q

et le théorème est démontré. D

Soient o- i , . . . ,05 les éléments de Amax« Comme A est complet, on peut associer
à tout élément r de A(d - 1) deux entiers ir < jr dans { 1 , . . . , s} tels que r soit la
face commune de a^ et a^. On munit C'^ de l'orientation compatible avec celle de
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9C^ et on note Cmt'++ la variété réelle C^ munie de cette orientation. On peut
reformuler le théorème (6.2.2) de la façon suivante :

THÉORÈME 6.2.3. — Pour toute forme test LJ G A^-^-^A^C)), on a :

/ Ci(I)Ao;= ^ / @(mD,a, -mD,ai )Aù;.
MAKQ .eA^-i)^'^

6.3. Calcul de ci(Ii) • • •Ci(Iç)

Soient L i , . . . , L ç des fibres en droites au-dessus de P(A) et munis sur P(A)(C)
de ^eur métrique canonique. Le théorème suivant donne une expression du produit
ci(Li)—ci(Lç).

THÉORÈME 6.3.1. — Soient L^,... ,Lq des fibres en droites au-dessus ^eIP(A) munis
de leur métrique canonique.

1. Il existe une famille d'entiers (û^(Li,... ,~Lq))r^{d-q} telle que, pour toute
forme test uj e A^-^-^A^C)), on ait :

j Ci( I i )A--Aci(Lç)A^= ^ a^(Ii,...,Iç) { ^ Q(Mr) A L^.
^ ^ ; TeA(d-ç) ^C'^''1"

Les entiers a-r(Li,... ,Lq) sont définis de manière unique par cette égalité.
2. Les entiers o^(Li,... ,Lq) vérifient les relations suivantes : on a, pour tout

^ ç A ( d - ç - l ) ,

^ ea(r)ar(L^...,Lq)Mr =0,
r>a

rGA(d-g)

où ea(r) = 1 si les orientations de aC^^ et de C^t'+ 5on^ compatibles, et
5o-(r) = —1 sinon.

3. On suppose que d < q et que L est un fibre en droites au-dessus de P(A) muni
de sa métrique canonique. On note D un diviseur horizontal T-invariant sur
IP(A) tel que L = ~0(JD)^. On a :

(la(L,L^,...,Lq)Ma = - ^ £a(r)ar(Ll,...,Tq) m^^r A Mr.
r>a-

reA(d-ç)

Démonstration. — On remarque tout de suite que l'unicité des entiers ^(Li,... ,~Lq)
est une conséquence directe de la proposition (3.2.9) et du fait que le support du
courant réel uj ̂  f^nt,+ Q(Mr) A uj est Cr.

D'après le théorème (6.2.3), les assertions (1) et (2) sont vraies pour q = 1. On va
montrer que si (1) et (2) sont vraies au rang q, alors (1) est vraie au rang q + 1, (3)
est vraie au rang q, et enfin (2) est vraie au rang q + 1.
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D'après le (1), on peut trouver une famille d'entiers ((^(LI, .. . ^q))re^Çd-q) telle
que :

/ c i (L i )A—Aci( Iç)A^= V û^(Ii,...,Iç) { Q(Mr)/\(^.
MA)(Q ^_^ Jc1^

Comme d'après (3.3.1), on a pour tout a ç D :

-loglll^H^^loglx^-^)!2 (V.reC,),

on déduit de la formule de Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3) et de la formule de
Green l'égalité :

(32) { Ci(L) A ci (Li) A — A Ci(Iç) A ̂
./P(A)(Q

= [ (dd^- log ||l(.r)||i „) + SD) A ci (Ii) A ... A Ci(I,) A ̂
Jp(A)çq

= f (-log||l(^)||^^)cl(Il)A•••ACl(Iç)Addc^
^P(A)(C)

+ / SD Aci(Ii) A • • • A c i ( I ç ) Ac^
</P(A)(Ç)

= ^ (̂Ii,...,!,) { logi^-^)!2 e(^^)Add^
- /^~»int,+reA(d-ç) Jc7^

+ V a^(Li,...,Lç) / Â^nc1^ AG(A^T) Ao;.
f^»int,-|- 1"

reA(d-g) t/c-

(Dans le dernier terme, on a utilisé le fait que ^ et C^ s'intersectent de manière
transverse).

Nous allons calculer les intégrales du type :

Ir(mD^ = 1 loglx^"^)!2 Q{Mr)^ddcuJ.y^nt,+

Fixons momentanément r e A(d - g) et considérons a e Amax tel que r <o. Soient
/i , . . . , fd un système de générateurs du semi-groupe (a D N) tels que / i , . . . , /d-g
engendrent le semi-groupe (r H 7V) et tels que /^_ç+i A • • • A f^ = Mr' Comme A est
régulier, la famille /i*,..., f^ forme une Z-base de M.

Par linéarité, il suffit de calculer Jr(mD,r) pour mo^r = SI avec ^ G { 1 , . . . , (^}.
Pourî e {d-ç+1, . ..,d}, on a |^^(.r)| = 1 pour tout x e C^, et donc Ir(f^) = 0.
On choisit maintenant i G { 1 , . . . , d—q}. On ne perd rien en généralité en supposant

i= 1.
Dans la carte affine ^ : Ua(C) —> Cd donnée par y(x) = (x^{x),... ,^^(.r)), les

ensembles Cr et C^ sont définis par les conditions :

Cr={xçCd : \X^ \ ̂  1, . . . , \Xd-q\ ̂  1, |^-ç+l | = 1, . . . , \Xd\ = 1}
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et

C'^ ={xeCd : \x, \ < l , . . . , \xd-,\ < l, |^-,+i | = l , . . . , |̂ | = l}.
On remarque que :

QCr = QC^ = {x ç Cr : 3 i e { 1 , . . . ,d - q} : \x,\ = 1}.
Pour tout e ç IR+*, on pose :

C^ixçC'^: e<\x,\<l}^
D ^ = { x ç 9 C r : £ < \ X , \ ^ 1 }

et

E ^ = { x ^ C r : \X,\=£}.

On a :

(33) Ir{fî)= t \og\xfî{x)\2Q{Mr)^ddc^
Jc^

+ / loglx^)!2 Q(Mr) Add^.
</c'mt'+\c'^

Comme log|^A*(^)|2 O(M^) = log|.ri|2 0^^) est localement L1 sur C^ on a :

(34) lim I log l^i* (^)|2 e(^^) A d^uj = 0.
^^QJc^'+vc^

Puisque \\^-^(x)\ = . . . = |^^(.r)| = 1 pour tout x e Cr et que A^ ç A^C^ H
M), la forme Q(Mr), et donc l'application a* i— log ̂  W2 Q{Mr), sont G00 sur
un voisinage de C^. On peut donc appliquer la formule de Green (6.2.1) et en déduire
l'égalité :

(35) I \og\xfî(x)\2Q{Mr)^ddc^= [ d^ (\og\^(x)\2 Q(Mr)} ^^
Jc^ }c% v ^

+ f flog|x / l*(^|2©(A /(r)Adca;-^(log|^(^[2Q(^^)^^^
JQC^ v /

En remarquant que dQ(Mr) = dcQ{Mr) = 0, on a sur C^ :

ddc(\og\xfî{x)\2/\Q(Mr))=ddc(\og\xfîW\2)Q(Mr)=0

et

^(loglx^)!2 @(Mr))=dc(\og\xfî(x)\2)/\Q(Mr)
=Q(fî)^Q(Mr)=Q(fî/\Mr).

On tire des définitions l'égalité des courants :

(36) / = f + /
JQC% JD% JE^.
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Comme logl^i* (x)\2 Q(Mr) est localement L1 sur 9Cr, il vient :

lim { \og\x^{x)\2 Q{Mr)^dcuJ= { log \x^ (x)\2 Q{Mr) A d^.
^OJ^ JQC^^

De plus, logl^i*^)!2 = 21og£ sur £Ç, la forme 0(.Mr) est C°° sur un voisinage de
Cr, et pour toute forme T] G A^^'^iï^A^C)) on a J^, 77 = O(^) quand £ tend vers
0 ; on en déduit que :

lim { log |̂  (a-)|2 O(A^) A (fu: = 0.
^-^tî J E ^

Enfin, puisque 0(/i*) = dArg(.ri)/27r et la forme Q(Mr) est C00 sur un voisinage de
Cr-, on a les limites :

lim / 0(/i* A Mr) A uj = ( e(A* A Mr) A ujE^0 JD^ Jac^^

et

lim / 0(/i* A Â-lr) A a; = / (^nc^ A ^(Â/(T) A a;,£-K) </^ J(7mt'+

où ffi désigne le diviseur d'équation î* (a;) = 0.
En revenant au cas général (i.e. mD,r quelconque), on déduit de (33), (34), (36) et

des calculs de limites ci-dessus que :

Ir(mD,r) = l logi^'^)!2 Q{Mr)^dc^
JQC^^

— / Q(mD T A Mr) A uj — \ ^Dnc1111- A ©(Air) Au;.
7^nt,+ Jc^^

(On a utilisé ici le fait que pour tout i ç. {d — q + 1,.. . , d}, on a f^ A Mr = 0). En
utilisant (32) il vient :

/ ci(l) A ci (Ii) A • • • A ci(lç) A uj
</P(A)(Q

= Y a,(Ii,...,Zi) /l \og\xrnD-(x)\rlQ{Mr}^dc^
/Q^<int ,4-

rGA(d-ç) Jac7r

- ^ a- r (L i , . . . ,L i ) / Q(mD,r /\Mr) Aa;.
A—^ /Q^int,+

rGA(d-g) t/ac^
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Enfin, comme

^ ^(Li,...,Ii) f logi^'-^)!2 Q{Mr)^dc^=
reA(d-ç) ^^

E /„ ̂  °( E ^M^i- • - ̂ ) -Mr)A(log Ix^-^)!2^) = 0
açAÇd-q-l} VC(T ' T>O-reA(d-ç)

d'après l'assertion (2), on trouve que :

/ C]_(L) Aci(Li) A • • • Aci(Lç) A cj
^P(A)(C)

f ( - - \
S^ / i n t + e | ^ ^MÛT(I/l,. . . ,Lç)mD,TAA1^ AC^.

o-eA(d-g-l) cfCTn ' \ T><T /
V T£A(d-ç) /

Pour établir (1) au rang q + 1 et (3) au rang q, il suffit maintenant de prouver que
pour tout a e A ( d - ç - l ) i l existe un entier da(L,~Li,... ,~Lq) tel que :

a<,(L,Li,...,Lç) Ma = - ^ ^(ï)a^(Li,...,Lç) mo^r /\Mr.
T>a

reA(d-ç)

Soit o- C A(d - ç - 1) et TO e A(d - q) tel que o- < 7-0. On déduit de l'assertion (2) au
rang q que l'on a :

^ Co-(r)o^(Li,...,Lç) mD,ro A A^r = 0.
r>a

reA(d-ç)

On a donc :

^ £o-(r)a^(Li,... ,Lq) mo^r /\ Mr.
r>a

rçA(d-q)

^ £o-(r)a^(Li,...,Lç) (mp^ -mo^) /\Mr.
T><7

rGA(d-ç)

Or, comme la fonction support ^p est continue en a, on a (mD,r — ^D,ro) G cr-1 D M
pour tout T e A(d - ç) tel que r > a, et donc (m^ - m^^J A A-l-r e Z.Ma.

Montrons enfin que (2) est vraie au rang q + 1.
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Soit a ' e A(d - q - 2). D'après le (3), on a

^ Ç a ' (O-)û^ (L, LI , . . . , Lq) Ma

(T>(T
açAÇd-q-1)

E E £o-/(cr)£o-(T)a^(L,Li,...,Lç) mD,T A A^r
o^o-' T>c^

o-eA(d-ç-l) TCA(d-ç)

=- ^ o^(L,Li,...,Lç) ^ ^/(cr)^(r) [ mD,r/\M
T>a lo-çA(d-ç-l)

reA(d-ç) \ T>a><T /

Or pour tout r e A(d — q) tel que r > a ' , on a :

^ ^(a)6,(T)=0,
o-eA(d-g-l)

T>0->(7/

du fait de la relation 9 o Q = 0 dans le complexe simplicial associé à la triangulation
de S ' 1 ' 1 induite par A\{0}.

Le théorème est donc démontré. D

REMARQUE 6.3.2. — Pour tout couple d'entiers positifs (p,q), on introduit le Z-
module :

c^^p) = Q) A^).
ïçA(d-ç)

On définit également un cobord d : Cq{^,p) —^ (^"^(A,?) de la façon suivante :

d'.C^^p) —> C^A^p)

/e x^ ® E ^(T)^
.eA(d-,) .EA(d-,-l) \^_^

Danilov a démontré (cf. [Da, 12.4.1]) que le q^^ groupe de cohomologie du complexe
(C7*(A,p) (g)C, d) est isomorphe à I:P^(P(A)(C)). En reprenant les notations du théo-
rème (6.3.1), on peut associer au courant ci(I/i) • • • ci(Lç) un élément G(L i , . . . , Lq)
de Cq{^,q) défini par :

C(L^ ...,!,)- Q) a,(Ii,...,!,) M,.
reA(d-g)

D'après l'alinéa (2) de (6.3.1), on a dC(L^ . . . ,Iç) = 0 ; et donc G(Ii,... ,Lq) définit
un élément de ^^(ff^A^C)) dont on peut montrer qu'il coïncide avec la classe
ci(Li) • • •ci(Lç) par l'isomorphisme évoqué précédemment. On retrouve ainsi grâce
au (3) du théorème (6.3.1) la structure multiplicative de ^(^(A^C)).
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REMARQUE^). 3.3. — Comme l'éventail A est régulier, la famille des entiers
(û ï (Li , . . . ̂ Lq)\^^d-q} est un poids de Minkowski de codimension q de A au sens
de [FuS].

On déduit immédiatement du théorème (6.3.1) le corollaire :

COROLLAIRE 6.3.4. — Soient Li,..., Lq des fibres en droites au-dessus de P(A) mu-
nis à l'infini de leur métrique canonique; on a :

Supp(Ci(Ii). . .Ci(Iç))C |j Cr.
reA(d-g)

On note S~^ = C1^^ le tore compact SN muni de l'orientation canonique induite
par le choix de M{Q}^ et d^+ la forme volume canonique O(.M{O}). On peut alors
énoncer un second corollaire :

COROLLAIRE 6.3.5. — Soient I/i,..., Ld des fibres en droites au-dessus de P(A) mu-
nis à l'infini de leur métrique canonique; pour toute fonction f de classe C°° sur
P(A)(C), on a :

! / c i ( L i ) A - - A c i ( L r f ) = d e g ( c i ( L i ) . . . c i ( L r f ) ) f f d^.
MA)(C) Js^

Démonstration. — D'après l'alinéa (1) du théorème (6.3.1), il existe une constante
û{o} (-^i ' , ' " • , Ld) e Z telle que :

I / c i ( I i )A- .Aci ( I r f )=a{o}( î i , . . . , Id ) f fd^.
./P(A)(Q Js^

On prend / = 1 et le résultat découle alors directement de (4.7.6). D

REMARQUE 6.3.6. — En prenant ~L = Zi = = = . . . = Z^ dans le corollaire (6.3.5), on
constate que la métrique canonique | | .HL,OO est une solution au premier problème de
Calabi pour la forme volume singulière 8g+ A d^ sur P(A)(C).

REMARQUE 6.3.7. — Soient K i , . . . , K d des polytopes convexes de MR à sommets
dans M tels que K = K^ + • • • + Kd soit d'intérieur non vide. Soient A' un raf-
finement régulier de A l'éventail associé à K comme au théorème (2.4.1) et à la
remarque (2.4.4), et E[ , . . . ,E'^ les diviseurs horizontaux invariants sur B^A') asso-
ciés à J^ i , . . . , Kd respectivement comme au (2.4.4). En remarquant que le calcul de
ci(£^^) • • •ci(£^^) ne nécessite pas de connaître A7 mais seulement A et les fonc-
tions supports ̂ ,... ̂ Kd-, o11 déduit des théorèmes (6.3.1) et (4.7.6) un algorithme
efficace pour le calcul du volume mixte :

y(^i,...,^)=^deg(ci(£;0...ci(E,)).
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6.4. Diviseurs élémentaires

Dans ce paragraphe on établit un raffinement du corollaire (6.3.4) lorsque les fibres
en droites considérés sont des faisceaux associés à des diviseurs invariants élémentaires.
Cela nous permet de construire de manière canonique une section du morphisme
d'anneaux : [ • ] : Af*(P(A)p) -^ ^(^(A^C^IR).

THÉORÈME 6.4.1. — Soient D\ = V(r-t),... ,Dq = V(ïq) pour q ^ d des diviseurs
invariants élémentaires; on a :

Supp(ci(0(^J-ci(0(^J) c |j C..
reA(d-ç)
T<o-eAmax<r>ri,...,Tg

Démonstration. — On suppose dans un premier temps que q = 1. Par définition, la
fonction support '0p^ de D\ est nulle sur tout cône maximal a ç Amax ne contenant
pas TI. L'énoncé pour q •=- 1 est alors une simple conséquence du théorème (6.2.3).

On suppose à présent que q > 1. Le support du courant ci(0(^i)^) • • - c\{0{Dq)^)
est inclus dans celui de ci((9(Di)^) (on peut voir cela en approchant la métrique ca-
nonique sur 0(D\) par une métrique C°°). On déduit de ce qui précède et du théorème
(6.3.1) que :

Supp(ci(0(Ï>i7j .. .ci(0(DJJ) C |j C,.
rGA(d-ç)
T<0-çAmax

0->Tl

Le courant ci(0(7^i)^) • - -c^{0{Dq)^) étant indépendant de l'ordre des diviseurs
DI, . . . , Dq, il vient :

Supp(ci(0(^J...ci(0(^JJ) C |j Cr.
reA(d-ç)
T<creAmax
<7>ri,...,Tg

D

On a alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.4.2. — Soient D^ = V(ri),..., Dq = V{ïq) pour q ^ d, des diviseurs
invariants élémentaires tels que D^ • • • Dq = 0 dans C7Iï"*(P(A)) (i.e. tels que le cône
r = IR î + • • • + S^Tç ne soit pas un élément de A/ On a :

ci(0(£'iU...ci(0(D.,)J=0.

Démonstration. — Comme r (JE A, on ne peut pas trouver a e Amax tel que TI, . . . , Tq
soient des faces de o- (sinon r serait une face de a, et donc un élément de A). On déduit
de (6.4.1) que Supp(ci(0(£»i)^) • • • ci(0(Pg)^)) = 0, et donc que c^O{Di}^) • • •
ci(0(^)J=0. D
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On déduit de (6.4.2) et des théorèmes (2.5.7) et (6.2.3) qu'il existe un morphisme
d'anneaux :

ç : ̂ ^(AHC)^) ^A;(P(A)R)
tel que pour tout ç-uplet ( D ^ , . . . , Dq) de diviseurs T-invariants sur P(A), on ait :

ç(ci(0(^i))...ci(0(^)))=ci(OGDi7^)...ci(0(D,)^).
D'après (4.7.6), ç est une section du morphisme classe [ • ] .

REMARQUE 6.4.3. — Soit A9 (A) le groupe des poids de Minkowski de codimension q
pour A tel qu'il est défini dans [FuS]. On note ^ : A9 (A) ->• A^(P(A)R) le morphisme
de groupes défini par l'identité :

^r^Çd-q)ar) = V ^r / ©(A^) A •
/^~<int,+

rGA(d-ç) JCT

On note également ^ le morphisme A9 (A) (g) M -> A^(P(A)R) obtenu par extension des
scalaires à partir de ç. On peut alors factoriser l'application ç de la façon suivante :

^(A) 0 R ——^—> A^(P(A)R)

H^(^(^)(C),R)
D'après la remarque (6.3.2), le morphisme ç est un isomorphisme ; de plus il induit
par restriction un isomorphisme d'anneaux gradués :

ç^^AHQ.Z^A^A).
L'alinéa (3) du théorème (6.3.1) redonne la structure multiplicative de A* (A) induite
comme dans [FuS] par la structure d'anneau naturelle de l'anneau de Chow opératoriel
de P(A). On retrouve ainsi , sous une forme différente, certains résultats de [FuS].
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CHAPITRE 7

GÉOMÉTRIE D^ARAKELOV DES VARIÉTÉS TORIQUES

Dans tout ce chapitre, IP(A) désigne une variété torique projective et lisse sur
SpecZ de dimension absolue d-\-1.

On montre tout d'abord que les multihauteurs « canoniques » de P(A) (c'est-à-dire
celles relatives à des fibres en droites munis de leur métrique canonique) sont nulles.
On en déduit un résultat remarquable : La hauteur d'une hypersurface dans P(A)
relativement à un fibre en droites muni de sa métrique canonique est essentiellement
donnée par la mesure de Mahler du polynôme qui la définit.

On construit enfin une section canonique du morphisme d'anneaux :

Ç:CHi,{X)-^CH^X).

L'existence d'une telle section pour Ç étend les énoncés d'annulations de nombres
arithmétiques obtenus dans un premier temps et conduit à une description de la
structure d'anneau de CH^(X).

7.1. Annulation des multihauteurs

L'énoncé suivant est un cas particulier de [Zha, th. 2.4]. On peut également consul-
ter [Zha, conj. 2.5, 2.6 et th. 2.9] pour des énoncés proches de celui-ci.

PROPOSITION 7.1.1. — Soient L^oo? • • • ̂ d+i,oo des fibres en droites sur P(A) mu-
nis de leur métrique canonique. On a :

hr T WA)) = 0.
Ll,oo,...,^d+l,oo v v / /

En particulier, pour tout fibre en droites sur P(A) muni de sa métrique canonique
LQQ, on a :

^JP(A))=0.

Démonstration. — Soit p un entier strictement supérieur à 1 et considérons l'endo-
morphisme [p] : P(A) -)- P(A) défini au (2.2.17). D'après la proposition (3.4.2), on a
pour tout 1 ̂  i ^ d + 1 :

br (i,,oc) ̂  (î^oc)^
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On tire de cela que pour tout 1 ̂  i ^ d + 1,

ci(b]*(^,oo)) = ci((l^) =pci(I^).
On obtient donc :

(37) deg(ci([p]*(Ii^))... ci([p]*(Irf+i,oo))) = ̂ +1 deg(ci(Ii,oo)... ci(Ld+i,oo)).

D'autre part, on a d'après les alinéas (5) et (7) du théorème (5.5.6) :

deg(ci([p]*(Li^)).. • ci([p]*(Id+i,oo)))

-^^L^),..^?]*^^)^^))

(38) -^...L^JbWA))

=pdh-r r WA))
" ^l,oo,...,^d+l,oo v v / /

= ^deg^i^i^oo) • - •ci(Ld+i,oo)).
Comme p > 1, la conjonction de (37) et de (38) implique que :

^...L,^^)) =deg(ci(Li,oo)...ci(Ld+i,oc)) =0.
D

7.2. Hauteurs canoniques des hypersurfaces de P(A)

PROPOSITION 7.2.1. — Soient Lî  • « î^d,oo des fibres en droites sur F(A) rmmz5
. c?e ^ezAr métrique canonique et soit s une section rationnelle non nulle d^un fibre en

droites L sur IP(A). Soit alors D un diviseur T-invariant sur IP(A) tel que L c^ 0(D)
et notons SD la fonction rationnelle 5^rP(A) correspondant à s par cet isomorphisme.
On a :

^Ll^,...,L^(div5) =deg(c i (Li)—ci(Lrf ) ) j \og\SD\d^.
J^

Démonstration. — Soit ||.||oo I3' métrique canonique de L et notons Lyo = (LJ|.||oo).
Suivant l'alinéa (6) du théorème (5.5.6) il vient :

h-r r (div s)
-^1,00 r--i-^d.oo v /

(P(A))+ / log||^||ooCi(Li,oo)...ci(L^).
^P(A)(C)

=h^ r T (IP(A))+
Ll 'oo '•••'Ld 'oo 'LOOV v / / ^P(A)(Q

D'autre part on sait que /i-^ ^ ^ ^ ^(F(A)) = 0 du fait de la proposition (7.1.1).
On termine alors la démonstration en utilisant le corollaire (6.3.5) et en remarquant
que ||5||oo = \SD\ sur S N ' D

DÉFINITION 7.2.2. — Soit s une fonction rationnelle non nulle sur P(A). On appelle
mesure de Mahler de s et l'on note M (s) le nombre réel :

M(s)= [ \og\s\d^.
J^
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La proposition suivante, qui est une conséquence immédiate de la démonstration
de [BGS, prop. 1.5.1], nous sera utile au cours du prochain chapitre.

PROPOSITION 7.2.3. — Soient n un entier positif et U un ouvert de C^. Si F est
une fonction méromorphe sur U x P(A)(C) dont le diviseur div-F est plat sur U
(relativement à la première projection), alors la mesure de Mahîer M(F(u^ •)) dépend
continûment de u.

7.3. Un exemple.

Plaçons-nous sur P^ vu comme variété torique comme à l'exemple (2.4.2), et soit
P ç Z[^o, • • • ,Xd] un polynôme homogène de degré k 6 N*. Le polynôme P défi-
nit une section globale (encore notée P) de 0{k) au-dessus de IP||, et la hauteur de
l'hyper surf ace divP est donnée d'après la proposition (7.2.1) par :

h^ (divP)=M(P)=———— / " • • • ! \oë\P{eifio,...,eied)\d0o•••d0d.
v /00 {Z7r) Jo Jo

On peut donner dans certains cas une formule explicite pour M(P).
Soit par exemple la forme linéaire P{XQ, . . . ,Xd) = doXo + • • • + ddXd avec

( a o , . . . , dd) G C^1 \{0} et notons I ( a o , . . . . ad) = MÇdQXo + • • • + ddXd) sa mesure
de Mahîer.

On déduit de la formule de Jensen l'égalité :

I(ao,a^ = logSup(|âo|Jai|).

Le calcul de I(ao^a^^a^) est plus délicat et fait l'objet de l'énoncé suivant, obtenu en
collaboration avec J. Cassaigne :

PROPOSITION 7.3.1
1. Si \ao\, |ai| et \a^\ vérifient les inégalités |û^| ^ |aj| + \ak\ pour tous { i ^ j ^ k } =

{0,1,2}, alors :

J(ao,ai,a2) = ^loglûol + ^log|ai| + ^logl^l + ^P (^ e^2} ,
TT TT TT TT \ | CiQ )

où '?(•) désigne le dilogarithme de Bloch-Wigner défini par :

V(z) = 3(li2^) + log \z\ log(l - z)) pour z G C\{0,1},

et où OQ, ai et 03 sont les mesures principales non orientées des angles aux
sommets AQ, Ai et A^ d'un triangle du plan T = (Ao.Ai.As) tel que AiÂ2 =
|ao|, AoÂ2 = |ai| et AoAi = |a2|.

2. Sinon,

7(00,01,02) =logSup(|ao|Jai|,|a2|).
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Démonstration. — Démontrons tout d'abord l'assertion (1). Les expressions considé-
rées étant symétriques du fait de l'équation fonctionnelle vérifiée par P('), on peut
supposer que |ao| ^ |ûi| ^ \a^\. On a, en toute généralité, les relations :

/*27T /*27T /*27T-j /*Z7T /*27r /*Z7T

J(ao,ai,a2)=7^—i / / / log ûoe^0 +016^ + a^02 dMM 2̂
(.^ÎI'J JO ^0 JO(2îr)3./o ^ ^

/*27r /*2-7r

= 7—— / ' / "log||ao| + \a,\eiel + He^| îd02
^Z7^J Jo Jo

1 /t27r

= ^ / logSup(||ao|+|ai|6^|ja2|) d6^(39)

la dernière égalité étant obtenue par application de la formule de Jensen. On pose
alors a = TT — 02 et on vérifie que | |ao| + aile^l = |a2|. On déduit de cela et de (39)
la relation :

1(00,01,02) = a2 log H + — / log||ao|+|ai|e^1! d6>i,TT 27r 7_^
ce dont on tire :

J(ûc
(40)

puisque a = OQ + ai.

J(ao,ai,a2) = ^loglû^l + ^loglaol + ^loglaol
TT TT TT+ 1 riog i+ ^ e^ î,

27T J_^ 0,0

Enfin,

27r

/A2 |ûo| \

1+ ai
ao

e101 \ ( {OL (^^^(L10^^
1 ^ ( f log(l - ̂ )^ a .

ai
ao

d^Y

e^1
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où L est un chemin allant de (-|ai/ao|e-"1) à (-loi/oole1") et d'indice zéro relati-
vement aux points 0 et 1.

On en déduit que :

1 F log 1 + ^ e^ d0,
27T J_^ 0,0

= 2-^ l,112

= 2^ (li2

-M^

0]_

ao e-^ -li2
a]-
ao

al.
ao - 2^ li2

a!
ao

o-ÎO/2

al-
ClQ

,ÎQ!2

=1?
7T

=IP
TT

a!
ao
a]-
ao

pîO'2

oîQ'2

al-
ao
ai

- ;106-3 l,g 1-

ai+.- i °g- -TT ao

a^
ao

ce qui ajouté à (40) donne le résultat annoncé.
Plaçons nous maintenant sous les hypothèses de l'assertion (2). Les expressions

considérées étant symétriques, on peut supposer que |ao| + |ai| < [021. Le résultat se
déduit alors directement de la relation (39). Q

REMARQUE 7.3.2. — La proposition (7.3.1) généralise certains résultats partiels dus
à Smyth (cf. [Sm], voir également [Bo]). Pour un point de vue moderne sur la mesure
de Mahler, on peut consulter [Den]. On peut s'inspirer de l'approche de [Den, §3]
pour donner une interprétation de la proposition (7.3.1) dans le langage de la K-theorie
et des structures de Hodge-Tate mixtes.

REMARQUE 7.3.3. — Si l'on considère le plan euclidien comme le bord du demi-
espace de Poincaré ^3 muni de la métrique hyperbolique usuelle, le nombre réel
v (|^ e ) "Avenant dans la proposition (7.3.1) est le volume du tétraèdre hy-
perbolique idéal dans U^ de sommets (Ao,Ai ,A2, oo).

7.4. L'anneau de Chow arithmétique généralisé d'une variété torique

L'objet de cette section est de prouver le résultat suivant :

THEOREME 7.4.1. — Soit IP(A) une variété torique projective et lisse sur SpecZ. //
existe une unique section ç du morphisme Ç : C^^(IP(A)) -^ C7T(P(A)) telle que :

1. Le morphisme ç est un morphisme d'anneaux.
2. Pour tout fibre en droites L sur IP(A), on a ç(ci(L)) = ci(Loo).

On montre tout d'abord le lemme suivant :
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LEMME 7.4.2. — Si DI, ..., Dq (q <^ d) sont des diviseurs T-invariants élémentaires
tels que D^ ' ' ' Dq = 0 dans C^*(IP(A)), alors :

ci(0(Pl)J • • •ci(0(^)J = 0 dans O^UA)).

Démonstration. — On a :

C(ci(0(^)J • • • ci(0(^y^)) = ci(0(.Di)).. . ci(0(D,)) = 0.

De plus,
cc;(ci(0(Di)J ... ci(0(^J) = ci(0(DO^)... ci(WJJ = 0,

d'après le corollaire (6.4.2). Il existe donc a ç ̂ -^-^(A)^) tel que :

(41) ci(0(^yj • "c,(0{Dq)J = [(0,a)] dans C^int(IP(A)),

et comme dd^a = 0, on peut choisir a dans ^"^^(IE^A)^).
Soient maintenant Zç+i^ • • ^ ^d+i,oo des fibres en droites sur P(A) munis de leur

métrique canonique. On déduit de (41) la relation :

deg(ci(0(^)J • ••ci(0(I^)J • ci(L,+i^).. .ci(L^i,oo))
I f — —

= . ^ aCi(Lg+i,oo) • "Cl(-^d+l,oo)î
z ^P(A)(C)

ce qui entraîne, d'après la proposition (7.1.1) que :

(42) / aci^ç+i^) • • •c i (Lr f+ i ,oo) = 0,
JP(A)ÇQ

quels que soient les fibres en droites I /ç+i , . . . , L^i choisis.
Comme l'anneau de cohomologie de De Rham de P(A) est engendré par les classes

des diviseurs dans P(A) (cf. théorème 2.5.7), on déduit de (42) et de (4.7.6) que :

( a A / 3 - 0 ,
^P(A)(C)

quel que soit f3 e ^"^^(^(A^QR) et ceci implique par dualité de Poincaré que
a = 0 dans ^-^-^(AKQR). D

On passe maintenant à la démonstration du théorème (7.^.1)
En reprenant les notations du théorème (2.5.7), soit ç : S ->• CIï^11^)) le

morphisme d'anneaux défini par ç(4) = c^{0(V{r))^) pour tout T e A(l). On déduit
de la proposition (3.4.1) et du lemme (7.4.2) respectivement les inclusions J C Kerç
et î C Kerç. On conclut la démonstration en utilisant le théorème (2.5.7). D
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CHAPITRE 8

UN THÉORÈME DE BERNSTEIN-KOUSHNIRENKO
ARITHMÉTIQUE

Ce chapitre est consacré à établir, comme application des résultats des pages qui
précèdent, un analogue arithmétique du théorème de Bernstein-Koushnirenko. Rap-
pelons que ce théorème fournit une borne du nombre de zéros communs dans (C* )d à d
polynômes de Laurent Pi , . . . , Pd dans C[Xi, X ^ ~ 1 , . . . , Xd, X^1} en terme de volumes
mixtes associés aux polyhèdres de Newton de Pi , . . . , Pd.

Lorsque Pi,. . . . Pd appartiennent à Z[Xi, X^\ . . . , X^ X^1] nous démontrons une
majoration sur la hauteur de leurs zéros communs (cf. corollaire (8.2.3)). Cette ma-
joration fait intervenir un certain invariant réel -L(V), associé à un polytope convexe
V dans M, que nous définissons et étudions dans la section (8.1).

8.1. A propos d'une constante associée à un polytope convexe

8.1.1. Définitions et propriétés. — Soit V un polytope convexe dans M^ à
sommets dans M que l'on suppose d'intérieur non vide (si tel n'est pas le cas, on
s'y ramène en se plaçant dans M' = M n (MV + R(-V)).

On note A l'éventail dans N associé à V par le théorème (2.4.1) et P(V) la variété
torique P(A). On note également E l'unique diviseur de Cartier horizontal T-invariant
sur P(V) tel que KE = V. D'après (2.4.1), on sait que le faisceau 0{E) est ample.

On associe alors à V la constante réelle L(V) définie de la manière suivante :

2.(V)= Sup ( Sup \og\\s(x)\\E^-M(s)}.
ser(P(v)(Q,o(£;)) \.C€P(V)(C) /

PROPOSITION 8.1.1. — La constante I/(V) est bien définie et est positive.

Démonstration. — La différence :

Sup \og\\s(x)\\E,oo - / log | s(x)\ dp^
xePÇ^)Çq Js^
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ne change pas lorsque s est multipliée par une constante À e C*. On a donc :

L(V) = Sup ( Sup log \\s{x) \\E^ - M (s)} .
s(EP(r(P(v)(C),o(^))) \a-eP(v)(C) /

Comme dimc:r(F(V)(C), 0(E)) est finie, F(r(P(V)(C), 0(E))) est compact et l'on
déduit de la proposition (7.2.3) que |L(V)| < +00. Enfin pour toute section s e
r(IP(V)(C),(9(£;)), on a :

I \og\s{x)\d^ ^ Sup \og\\s(x)\\E^ I d^ = Sup log \\s(x)\\E^, ,
JS^ a-(=P(V)(Q ^ a-GP(V)(C)

et donc L(V) ^ 0. Q

PROPOSITION 8.1.2. — Soient A' im éventail complet dans N^ et E\ un diviseur de
Cartier T-invariant sur P(A7) tel que O(E^) soit engendré par ses sections globales.
Si l'on note Vi = KE^ C Mp le polytope convexe à sommets dans M associé à E\,
alors on a :

( ( \L(Vi) = Sup Sup log 115(^)11^,00 - / \og\s{x)\d^ .
ser^AOOC),^!)) ^eP(A/)(C) J s - ^ )

Démonstration. — On pose V = RVi +M(-Vi) et l'on note M' = MÇ}V. Soit M"
un sous-groupe de M tel que l'on ait : M == A/T © M" ; on tire :

T(C) = Spec^M^) x Spec(C[M//]) = G^ Ml (C) x G^ M" (C).

Notons pri la première projection et soit m G M ' . Par construction, m induit un
caractère ̂  sur ̂ Ml (C) C IP(Vi)(C). Du fait de l'inclusion M' C M, m induit
également un caractère ̂ / sur T(C) C P(A')(C) et les deux caractères sont liés par
la relation :

X^'=X^^pri=prîW^

On note E[ le diviseur de Cartier T-invariant sur P(Vi), dont l'existence est assurée
par le théorème (2.4.1), tel que KE[ = Vi et E[ est ample. D'après la proposition
(2.3.10), on dispose d'un isomorphisme canonique :

prî :r(P(Vi)(C),(W)) -^nnAW.CW)).

Pour tout s G r(IP(Vi)(C),0(^)) et x e T(C), on a :

\\pr^(s)(x)\\E^oo = \\s(pri(x))\\E^oc,

et comme G^ ^'(C) (resp. T(C)) est dense dans ]P(Vi)(C) (resp. dans S^A^C)), on
a :

Sup \\prW(x)\\E^ = Sup \\s(x')\\E^^
xeP{^'){C) x'eP^i)^
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De plus, pour tout s <E r(P(Vi)(C), 0(E[ )), on a :

/ ^g\pr!(s)(x)\d^ = f log \s(x')\ ̂ +.
^N ^/

On en déduit que :

/ . \
I/(Vi)= Sup Sup log |K^)||^oo - / logK^)|^+

^er(P(Vi)(c),o(^)) ^^(ViKQ 1 ' 7^, /
/ . " \

Sup Sup log \\s(x)\\E,^ - / log \s(x)\ d^ .
^r(P(A/)(c),o(^i)) ^eP(A/)(c) Js^ )

D

PROPOSITION 8.1.3 (Fonctorialité). — Soient Vi e^V2 deux polytopes convexes dans
M et soit V = Vi +V2. .FWj ç {1,2}, on a ;

L(V,) ^ L(V).

Démonstration. — II suffit de démontrer le résultat pour j = 1.
On suppose que V est d'intérieur non vide (si tel n'est pas le cas, on s'y ramène en

se plaçant dans M' = M H (RV + R(-V)). D'après le théorème (2.4.3), il existe des
diviseurs de Cartier T-invariants Ei, E^ sur P(V) tels que l'on ait KE, = V^- pour
j C {1,2}. Les faisceaux inversibles O(E^) et O(E^) sont engendrés par leurs sections
globales et l'on a E = E^ + E^.

Soit 51 e r(P(V)(C),0(£;i)) et soit XQ e IP(V)(C) tel que :

\\Sl(xo)\\E^oc = Sup \\S^x)\\E,,oo.
;reP(V)(Q

On peut trouver a ç Amax tel que XQ ç Ça.
On déduit de l'égalité E = E^ +E^ que mv,a = m^^a+rn^^a. D'après le théorème

(2.3.14) on a my^o e V2, et donc s^ 0 ̂ mv2^ ç r(IP(V)(C), 0(E)). De plus grâce à
la proposition (3.3.1) on peut affirmer que :

\\S^Xm^a(xo)\\E^=\\S^Xo)\\E^

et donc que :

Sup ||5i ^^"(^ll^oo ^ Sup 11 )̂11^ oo.
a-GP(V)(C) a-eP(V)(C)
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Comme fe+ \og\\m^'2'a\d|JiJr == 0, on déduit finalement de la proposition (8.1.2) la
majoration :

L(Vi)= Sup ( Sup log||5i(^)||^,oo- l \og\s^x}\d^\
sier(P(v)(Q,o(2?i)) \;reP(v)(C) ./^ /

/ r \
^ Sup Sup \og\\s(x)\\E^ - \og\s(x)\d^]

5er(P(v)(Q,o(^)) \^eP(v)(C) ^ /
=L(V).

D

8.1.2. Majoration de I/(V).— Dans ce paragraphe, V désigne un polytope con-
vexe dans MR à sommets dans M et supposé d'intérieur non vide (si tel n'est pas
le cas, on s'y ramène en se plaçant dans M' = M H (RV + R(-V))). On note Vo
l'ensemble des sommets de V et A l'éventail complet associé à V par la construction
du théorème (2.4.1). On note E le diviseur ample sur P(A) associé à V par cette
construction ; on sait que KE = V.

D'après la remarque (2.4.4), il existe un raffinement A7 de A tel que P(A') est
projective et lisse. On note ^ : F(A /) —^ P(A) le morphisme équivariant induit par
l'inclusion i : A' ̂  A et on pose E ' = (^)*(E). On sait alors que K E ' = V et que le
faisceau inversible O ( E ' ) est engendré par ses sections globales.

Suivant Leiong [Le2], on définit pour tout entier n strictement positif les constantes
suivantes :

1 n-l 1
Cn = - y^ - et Cn = 0 pour n = 1,

2 z-^ i
i=l

2n-2 . +00 .

c^E^ E à-
î=l i=2n—l

La proposition suivante est une conséquence directe des énoncés donnés dans [Le2] :

PROPOSITION 8.1.4. — Soit P e C[Xi,. . . , Xn] un polynôme, on a :

Sup log |P(^i, . . . , Zn) \ - M(P) ^ {Cn + C1^) deg P.
l^i
l^i^n

Démonstration. — Voir [Le2, th. 2, prop. 4 et équation (14)]. Voir aussi [Le3]. D

A tout a- C A^^ on attache un nombre réel L(a) que l'on définit de la façon
suivante :

/ r \
L(a) = Sup Sup \og\\s(x)\\E^oc - / \og\s(x)\d^ .

ser^A^c),^7)) \xçc^ Js-^ )
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L'éventail A' étant complet, on déduit des propositions (3.2.3) et (8.1.2) l'égalité :

(43) L(V) = Sup L(a).
<r<EA^

Pour tout a ç. A^^, on choisit /i, . . . , fd une famille génératrice de a (qui est donc
une Z-base de N) et l'on note f^..., f^ la base duale de M.

Dans la carte affine y : Ua(C) -> Cd donnée par ^p(x) = (\^(x),... ,\^(x)),
l'ensemble Ça est défini par les conditions :

C,={z^Cd : |^i |^l , . . .J^ |^l}.

Soit s C r(T(^)(C),0(E1)), Dans la carte affine Ua(C), la fonction rationnelle Q =
s ' ^~~mE^ est un polynôme. Comme

f \og\Q\d^=f logl^x'^l^^ l logMd/^,J^ Js^ Js^
et que pour tout x ç. Ça on a :

10g ||^)||^oo =log|Ç(^)|,

on obtient d'après la proposition (8.1.4) la majoration :

Sup log|K^) ll^oo - f \og\s\d^= Sup \og\Q{z)\-M(Q)
xec^ Js-^ \zi\^i

l^d

(44) ^(Q+^)deg(Ç).

Au vu de la description des sections globales de O(E') que l'on déduit de la proposition
(2.3.10), il vient :

degÇ^ Sup ||m||i = Sup ||m||i,
me(v-m^/^) ^e(Vo-y"£;/,o-)

où l'on a posé ||m||i = Sî=i \(f^^m)\' O11 déduit de cela et de (44) la majoration :

(45) L(a) ̂  (Cd + C'd) Sup ||m||i.
mG(Vo-m^/^)

Les relations (43) et (45) fournissent un procédé théorique pour l'obtention d'une
majoration de l'invariant LÇV). Malheureusement, la détermination de l'éventail A',
et a fortiori de la base / i , . . . , /d, repose non seulement sur la connaissance de la
géométrie du polytope V mais également sur les propriétés arithmétiques de l'éventail
A. Il n'est donc pas possible, en général, de trouver une majoration de degÇ en
fonction de la géométrie du polytope V uniquement.

On suppose désormais que V est un polytope absolument simple, ce qui nous
autorise à poser A' = A. On donne, dans ce cas, une majoration totalement explicite
de l'invariant L(V) en terme de la combinatoire du polytope V.

Pour tout S G Vo on note l i (S ) , . . . , l d ( S ) la base de M associée au sommet S
comme à la proposition (2.3.20).
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Pour tout S C Vo et tout P G (V H M) on peut trouver a^\P},.. ̂ a^ÇP) des
entiers positifs tels que :

p,S=^a(f\P)k(S).
i=l

On pose alors :
d

Ns(P)=^af\P)eK
i=l

DÉFINITION 8.1.5. — On appelle norme du polytope convexe absolument simple V
et on note A^(V) l'entier strictement positif défini par :

N ( y ) = Sup Sup N s ( S ' ) .
seVoS'ç^o\{s}

PROPOSITION 8.1.6. — Soit V un polytope convexe absolument simple dans M. On
a :

L(VK(Q+C,)^V(V).

Démonstration. — On déduit des définitions l'inégalité :

Sup ||m||i = Sup Mn^(5) ^ ^V(V),
me(Vo—m£;,cr) SeVo\{mE,<r}

valable pour tout a C Amax, ce qui joint aux relations (43) et (45) donne le résultat
annoncé. Q

8.2. Un théorème de Bernstein-Koushnirenko arithmétique

8.2.1. Rappels.— Soient X ç Zp(P(V)) et Y ç Zg(P(V)) deux cycles effectifs tels
que p+ q ^ d-\-1. On note TVi , . . . , Wr les composantes irréductibles de l'intersection
(ensembliste) \X\ H \Y\, ce qui nous permet d'écrire :

|x|n|y|= |j w,.
l^r

Pour tout 1 ̂  i ̂  r, on a :

(46) dim Wi^p+q-d-1.

On dit que Wi est propre si (46) est une égalité, et que Wi est impropre sinon. On
définit alors la partie propre (X • V)pr de l'intersection de X avec Y par la formule :

(X . V)pr = ^ rmWi G ^+,-d-i(P(V)),
Wi propre

où mi désigne la multiplicité d'intersection de X avec Y le long de Wi donnée par
la formule des « Tor » de Serre. En d'autres termes, (X ' V)pr est la somme des
composantes propres de l'intersection de X avec Y comptées avec leur multiplicité.
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Si X , Y et Z sont trois cycles effectifs de P(V), alors on a :

((x.y)p,.z)p,=(x.(y.z)^

et dans toute la suite on écrira (X ' Y ' Z)pr pour désigner l'un ou l'autre de ces cycles.
Pour plus de détails sur ces questions, on peut consulter [BGS, §5.5] d'où est

extraite notre présentation.
Ceci étant rappelé, nous énonçons les résultats que nous avons en vue :

8.2.2. Présentation des résultats.— On se place sur P(A7) une variété torique
projective lisse de dimension relative d, associée à un éventail A7 c TYp.

On considère Ei , . . . , Ed des diviseurs de Cartier horizontaux T-invariants sur
P(A') tels que les faisceaux inversibles 0(^i),..., 0{Ed) soient engendrés par leurs
sections globales. On pose E = E^ + • • • +Ed et on note V = KE, Vi = KE, , . . . , V^ =
KE^ les polytopes convexes à sommets dans M associés à E, Ei , . . . , Ed respective-
ment ; on sait d'après (2.3.15) que V = Vi +• • -+Vrf . On supposera ici que le polytope
V est d'intérieur non vide.

THEOREME 8.2.1. — Soient ^ i , . . . ,^ des sections régulières non nulles sur P(A')
des faisceaux 0{E^,..., 0{Ed) ; et notons div 5 i , . . . , div Sd respectivement le lieu de
leurs zéros. On a l'inégalité :

^(^((^^•••^^pr)

^ deg(E^i.^...^)
^ Z. ————deg(^)———— ̂ L(dlv 8i)

+^L(V,)deg(^.£;i...^...^),
i=l

où le symbole Ei signifie que l'on omet ce terme dans le produit d'intersection consi-
déré.

En utilisant le fait que :

deg(E.^...^...^)=d!y(V,Vi,...,V,,...,Vri),

où V(V, V i , . . . , V^ . . . , Vd) désigne le volume mixte des polytopes V, V i , . . . , V^,
. . . , Vd (voir par exemple [Oda, §A.4 et p. 78-79] et aussi [Fu2, §5.4]) et l'égalité : '

h^ (div s,) = deg(^) M(^),
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valable pour tout 1 <^ i <^ d d'après la proposition (7.2.1), on peut réécrire la majora-
tion du théorème (8.2.1) sous la forme :

(47) h^ç^ ((div^i • • • d i v 5 d ) p r )
d

^ d! ̂  V(V, Vi,..., V,,..., Vd) M(s,)
2=1

+d!^L(V,)y(V,Vi,...,V,,...,Vrf).

DÉFINITION 8.2.2. — Soit P e Z[Xi, 1/Xi,... , X^ 1/Xj un polynôme de Laurent,
et notons (ûyn)'mez^ l81 famille presque nulle de ses coefficients (%.e. définie par l'égalité
^(^0 = Smez^y^772')' ^n ^P^l6 support du polynôme P et on note SuppP le
sous-ensemble fini de Z^ défini par :

SuppP^meZ^: a^^O}.

Le polyhèdre de Newton du polynôme P est l'enveloppe convexe de son support
SuppP. C'est un polytope convexe à sommets dans Z^.

Pour tout corps de nombres K C Q, notons SK l'ensemble canonique des places de
K (voir par exemple [Lan, II §1]). Pour tout v ç. SK^ on note | • \v la valeur absolue
normalisée sur K en la place v^ celle-ci étant définie par : | • y = \o~(')\ si v est associée
à un plongement réel a : K c-^ R, | - \v = |^(')|2 si v est associée à un plongement
complexe a : K ^ C, et | • \v = (TVp)"^^ si v est une place non-archimédienne
associée à un idéal premier p de OK-

On peut alors énoncer le corollaire suivant, de forme plus élémentaire :

COROLLAIRE 8.2.3. — Soient Pi,...,Pd e Z[Xi, 1/Xi,... ,Xd, 1/X^] des polynô-
mes de Laurent à coefficients entiers, et notons Vi,..., V^ respectivement leur poly-
hèdre de Newton. Notons V = Vi + • • • + V^ leur somme de Minkowski, que nous
supposons d'intérieur non vide. Notons Zi,..., Zd le lieu des zéros de Pi,..., Pd res-
pectivement dans (Q*)^ et (Zi H • - • H Zd)pr l'ensemble des points isolés du schéma
Z\ H • • • H Zd, et pour chaque point x de cet ensemble notons l(x) sa multiplicité et
h\/(x) sa hauteur définie par l'égalité :

h^{x) = ̂  log ( max 1^(^)1^ ) ,
V^K V"^^ )

où K désigne un corps de nombres contenant les coordonnées de x. On a :

1 d —
^ ^ l(x)h^(x) ^ ̂  V(V, Vi,.... V,,.... Vrf)(M(P,) + L(V,)).

4 a-e(Zin..-nZd)pr î=i
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Démonstration. — Soit A l'éventail dans N que l'on associe à V grâce au théorème
(2.4.1) et soit E l'unique diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A) tel que
KE = V et E est ample. D'après le théorème (2.4.3) il existe des diviseurs de Cartier
horizontaux T-invariants E ^ , . . . , Ed sur F(A) tels que pour tout 1 ̂  i ̂  d, KE, = V^
et le faisceau inversible 0(Ei) est engendré par ses sections globales. De plus on a
E = £ ; i + . . . + E^

D'après la remarque (2.4.4), il existe un raffinement A7 de A tel que IP(A') est
projective et lisse. On note ^ : ^(A') -^ P(A) le morphisme équivariant induit par
l'inclusion i : A' -> A et on pose E ' = (^)*(E), E[ = (z*)*(Ei), . . . ,E^ = (i^(Ed).
On sait alors que K E ' = V, KE[ = V i , . . . , KE'^ = Vd et que les faisceaux inversibles
0(E'), 0(E[),..., 0(E'^) sont engendrés par leurs sections globales.

Pour tout 1 ̂  i ^ d, on déduit de l'inclusion SuppP^ C V^ que Pi s'étend en une
section régulière non nulle s', de E[ sur P(A /). On peut donc appliquer l'inégalité (47)
sur P(A') et on trouve :

hO{E')^ ((div st! ' " div ^)pr)

d

^d!^y(V,Vi,...,V,,...,Vrf)M(^)
i=l

d

+d!^L(V,)y(V,Vi,...,V,,...,Vd).
î=l

On se ramène de ^(A^Q) à T(Q) = (Q*)^ en utilisant la positivité de h-^^
(cf. exemple 5.5.8). Enfin l'égalité h-^^ (x) = h^(x) pour tout x e (Q*)^ est une
conséquence directe de la construction par image inverse de ||.||£;/,oo (cf. §3.3.3). D

8.2.3. Démonstration du théorème.— On montre tout d'abord le lemme sui-
vant :

LEMME 8.2.4. — Soit k un entier compris entre 1 et d, et soit Z ç ^(^(A')) un
cycle effectif tel que la section Sk de 0(Ek) ne soit identiquement nulle sur aucune
des composantes irréductibles de Z. On a :

^C^^,0(^,.,C)(^_i)^ (z * div ̂ )

^ h'0{É)^,0{É^^^..^{Ek}^z)

( ^nTW\ (d^^^
+de^.E....^.^) r(V.)+ 0'̂  ' .
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Démonstration. — D'après le théorème (5.5.6) alinéa (6), on a :

/ l0(^^,0(^ly^,...,0(^_l)^(z•dlv^) = h^E)^,0{E^^,...^(Ek)^z)

+ / log||^||^,ooCi(0(^^)ci(0(^)^)...ci(0(E,-i)^).
Jzçq

On déduit de la proposition (8.1.2) que :

Sup log ||^)||^,oo ^ M(sk) + L(Vfe).
a;eP(AO(C)

De l'inégalité précédente et de la positivité des courants ci(0(£')^),ci((9(Ei)^),
. . . , ci (0(^-1)00) (c^ exemple 4.5.8) on tire que :

/ log ||^||^,oo ci (O^Jci(0(Ejj... ci (0(^7) J
^Z(C)

^ ( / ci(O^Jci(0(^)J... ci(0(E,-i)j) (M(.,)+L(V,))
V^(C) /

= deg(E . Ei. . . ̂ _i)(M(^) + L(V,)).

Enfin, on a d'après la proposition (7.2.1) l'égalité :M^tos^
ce qui suffit à établir le résultat. D

Passons maintenant à la démonstration du théorème. — On construit par récurren-
ce une suite finie ZQ, Zi , . . . , Zd de cycles effectifs dans ff^A') tels que Z, e ^^(A'))
pour tout 0 ^ i ^ d de la façon suivante :

1. On pose Zo = ^(A7).
2. Pour i ^ 1, le cycle Zi est défini comme la somme avec multiplicités des com-

posantes de Zi-\ ' dïy Sd-^-i-i dont l'intersection avec div Sd-i est propre.
Comme dans P(A') l'intersection d'un cycle de codimension k par une hypersurface
est soit vide, soit un cycle de codimension k + 1, toute composante non vide de :

((|Z,_i n | div ̂ +i-z|) - |^|) H | div Sd-i\ H • • • H | div s^\

est au moins de dimension 1. On est donc assuré de l'égalité :

Zd = (div 5i • • • div S d ) p r '

Pour tout 1 ̂  k ^ d, le cycle (Zd-k ' div^) — Z^-fe+i est effectif. On déduit de cela
et de l'exemple (5.5.8) que :

h'OW^^W^.•''^^^zd-k+l) ^ /lO(^^,0(ÊTÏ^,...,0(^-l)^(zd-Â; 'dlyskY

Du fait de la positivité des fibres 0(E), 0{E^),.... O(Ek-i) on a de même :

deg(E . Ei • ••Ek-i • Zd-k) ^ deg(E • Ei . -Ek • • - E d ) .
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En appliquant le lemme (8.2.4), on obtient pour tout 1 ̂  k ^ d l'inégalité :

^0(^)^,0^17^,...,0(^_l)^(zrf-^+l)

^ hO{E)^^E^^,...,0{Ek)^zd-k)

^ ( ^^(v\ (d^v^fc^+deg(E.^...^...^^(v.)+0^^ 'y
Une récurrence finie permet alors de conclure. D
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