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SUR LE TRANSFERT
DES INTEGRALES ORBITALES
POUR LES GROUPES LINEAIRES
(CAS p-ADIQUE)

Francois Courtés

Résumé. — Le but de cet article est de résoudre le probléme du transfert
des intégrales orbitales de SL,, (F'), ot F est un corps local non archimédien de
caractéristique 0, a ses groupes endoscopiques, dans le cas ot la caractéristique
résiduelle p de F est strictement supérieure & n. On démontre en fait le résultat
suivant (qui implique) : si G = GL, (F) et H = GLy, (E), ou E est une
extension de F' modérément ramifiée de degré n/m, et si p est quelconque, le
transfert de G & H marche pour les éléments semi-simples réguliers engendrant
dans M, (F') une algébre qui est produit d’extensions modérément ramifiées
de F.

Au voisinage de 'unité, on peut développer les intégrales orbitales sur G
et H en germes de Shalika; il suffit donc de les comparer pour des fonctions
appartenant & un certain espace bien choisi. Pour ces fonctions, on a un autre
développement en germes, liés aux traces tordues d’induites de représentations
de Steinberg. On calcule donc de telles traces, puis on établit des relations
de récurrence (sur n) sur la valeur des intégrales orbitales, d’ou 'on déduit
des relations de récurrence sur la valeur de ces germes. On obtient également
des relations de récurrence sur la valeur des facteurs de transfert ; toutes ces
relations permettent de comparer la valeur des germes sur G et sur H ; le
résultat cherché s’en déduit.
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Abstract. — The purpose of this article is to solve the problem of the
transfer of integral orbitals from SL, (F), where F' is a local nonarchime-
dean field, to its endoscopic groups, when the residue characteristic p of F' is
strictly greater than n. In fact, one shows the following result (which implies
the transfer) : with G = GL, (F) and H = GL, (E), E being a tamely ra-
mified extension of F' of degree n/m, and for any p, the transfer from G to H
holds on the set of semisimple regular elements which generate in M, (F) an
algebra which is the product of tamely ramified extensions of F'.

In a neighborhood of unity, orbital integrals on G and H can be developed
in Shalika germs; it is enough then to compare them for functions belonging
to some well-chosen space. For these fonctions, one gets another development
in germs, related to twisted traces of induced Steinberg representations. The
computation of such traces, combined to recurrence relations (on n) on the
value of orbital integrals, gives recurrence relations on the values of these germs.
One gets recurrence relations on the value of transfer factors too; all these
relations allow us to compare the value of germs on G and H, and the result
follows.
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INTRODUCTION

L’un des principaux problémes de la théorie des formes automorphes est la
comparaison de la formule des traces pour deux groupes réductifs différents,
en particulier pour un groupe quasi-déployé et une de ses formes intérieures.
Or on se rend rapidement compte que dans ce cas, il faut trouver une formule
des traces stable, c’est-a-dire exprimée comme une somme sur les classes de
conjugaison stable et non sur les classes de conjugaison sur F'. Cela nécessite en
particulier de vérifier le probléme du transfert d’un groupe 4 ses groupes endo-
scopiques, ainsi que, dans le cas p-adique et non ramifié, le lemme fondamental.
Or dans le cas p-adique, on n’a que des résultats partiels.

Le transfert pour SL, a été vérifié pour la premiére fois par Labesse et
Langlands, dans le cas n = 2 (cf. [8]). Il a ensuite été traité pour £ d’ordre n
par Kazhdan (cf. [7]), puis dans le cas non ramifié par Waldspurger (cf. [17]).

Signalons que le probléme traité ici a été également résolu par Waldspurger
d’une maniére entiérement différente. Ici, la méthode utilisée est purement
locale; de plus, le fait que le corps est de caractéristique 0 n’intervient que
dans le lemme 4.1.2; qui utilise le théoréme 0 de [6] (cf. [17, IIL.1]). Il devrait
donc étre possible d’adapter la démonstration a des corps de caractéristique
non nulle.

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique 0, de caractéristique
résiduelle p; soit w une uniformisante de F', O 'anneau des entiers de F,
p = wO son idéal maximal.

Soit G = GL, (F), G = SL, (F). D’apres [9, III], les groupes endosco-
piques de G; sont de la forme suivante : soit E une extension cyclique de F’
d’indice de ramification e et de degré résiduel f, telle que ef divise n; soit
m = nj/ef, et soit des entiers strictement positifs my,...,m; dont la somme
est m. Posons :

H=GLy, (E)® - ®GLy, (E);



2 INTRODUCTION

soit Hj le sous groupe des éléments h de H tels que Ng/podét (h) = 1. Alors H;
est un groupe endoscopique de G, et on obtient tous les groupes endoscopiques
de G de cette fagon. Dans ce qui suit, on s’intéressera uniquement aux groupes
endoscopiques elliptiques (ie tels que H = GLy, (F)), le cas des autres groupes
endoscopiques s’en déduisant facilement.

Soit € un caractére de F* de noyau Ng,p (E*). Comme I'extension E/F est
cyclique de degré ef, ¢ est d’ordre ef ; de plus, sa restriction & O* est d’ordre
e.

Soit G l’ensemble des éléments g de G semi-simples réguliers tels qu'il
existe h € H et un isomorphisme de F-algébres entre F'[g] et E [h] qui envoie
g sur h; on dit alors que h est une image de g dans H.

Soit v € GH. Alors le centralisateur T, de vy dans G est un tore maximal de
G, et pour tout g € T, on a € 0 dét (g) = 1. On peut donc définir, pour tout
f dans Pespace C° (@) des fonctions sur G localement constantes a support
compact, l'intégrale orbitale (tordue par ¢) de f en « de la facon suivante :

Ig (f,v) = / LE° dsét (9) f (9~ "vg) dg,

Ty

la mesure sur T,\G étant déduite des mesures de Haar sur T’, et G.
On définit de la méme fagon pour vy € H, f' € C° (H), l'intégrale orbitale
de f' en vy :

In (f',ve) = / f' (g7 vug) dg.

Ty

Soit v € GH, et soit vy une image de v dans H. On définit le facteur de
transfert A; (v,vy) de G sur H de la fagon suivante : soient h,h' € H, et
soient hiy,...,hp, (resp. hi,...,h;,) les valeurs propres de h (resp. h’) dans
une extension de F les contenant toutes. Posons :

m
r(h,h') = ] (hs —h}).
3,j=1
Alors on pose :
1/2
Ay (7,7m) = [I  reem.7(m)| ldéte @™
o,7€Gal(E/F),0#T F

cette expression ne dépend en fait pas du choix de g lorsque «y est elliptique.
D’autre part, soit v un élément de F™ tel que les v¥ (v), 0 < k < n — 1,
engendrent F™ ; puisque vy est régulier, il en existe. Posons :

Aco(y) =€t (dét (v,7 (v),..., " ))),
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INTRODUCTION 3

le déterminant étant pris par rapport a la base canonique de F™ ; cette expres-
sion ne dépend pas du choix de v. On pose alors :

Ac (7,vm) = Bet (7, 7H) Ac2 () -

On vérifie aisément 1’assertion suivante : si g € G et h € H,

A: (9779, h ™ yirh) = £ 0 dét (9) Ac (v,7m) -
Le probléme du transfert consiste & montrer la proposition suivante :

THEOREME. — Pour tout f € C° (G), il existe fg € C° (H) telle que pour
tout v € G et pour toute image vy de vy dans H, on ait :

IH (foYH) :Ae (757H)I(€? (f77)

Par restriction & G; et Hy, on obtient le transfert pour SL,,.

L’objet de cet article est de le démontrer dans le cas ol p est strictement
supérieur & n. Pour cela, on montre (théoréme 5.2.1) 1'égalité ci-dessus avec
les deux restrictions suivantes :

— on suppose E/F modérément ramifiée (c’est-a-dire telle que e n’est pas
multiple de p);

— on considére uniquement les v tels que F'[y] est un produit d’extensions
modérément ramifiées de F.

Il est clair que ces deux conditions sont vraies quels que soient E et -y sip > n.
La seconde est également vraie pour tout vy si p > m.

Soit f € C° (G). On définit ¢; sur I’ensemble des éléments de H semi-simples
G-réguliers par :

é5 (vi) = Dea (v, vm) 16 (F,7)

ot 7 est un élément de G¥ tel que vy est une image de ~. L’égalité cher-
chée est équivalente a ’assertion suivante : il existe fg € C®° (H) telle que
I (fu,ve) = ¢5(vH) pour tout vy € H semi-simple G-régulier. Voici une
esquisse de la preuve, développée plus en détail dans la section 5.2.

En utilisant [11, lemme 2.2 A], on montre qu’il suffit de poser une condition
locale au voisinage d’un point semi-simple quelconque o,z de H. On peut se
ramener facilement au cas 7o, g elliptique, puis au cas 70,7 = 1. Le probléme se
rameéne alors & comparer les germes de Shalika sur H et les germes de Shalika
tordus par ¢ sur G.

Pour cela, on va en fait comparer des germes d’un autre type. Avant de
définir ceux-ci, nous aurons besoin de quelques préliminaires.

Soit K = GL, (O) le sous-groupe compact maximal standard de G, et soit
I le sous-groupe d’Iwahori standard de G : c’est le sous-groupe des éléments
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4 INTRODUCTION

de K triangulaires supérieurs modulo p. Soit 1 un caracteére de I de la forme
suivante : si h € I et si hy,...,h, sont les termes diagonaux de h, on pose :

n(h) =[O (h),
=1

ou € est une application de {1,...,n} dans Z/eZ dont toutes les fibres ont n/e
éléments ; soit I’espace de fonctions :

F'={fe C*(G) |Vg € G,Vh,h' € I,§(h'gh) =eodét (h')n(RR)F(g)}.

Soit £ I’ensemble des caractéres i de la forme ci-dessus ; on note F¢ la somme
directe des F".

Pour tout entier k& > 0, soit P (k) (resp. P° (k)) I'ensemble des partitions
non ordonnées (resp. ordonnées) de k. Pour toute partition A = (A1,...,\¢) de
k et tout entier [, on note :

A= (A1, 1)

A= (LA AL A
la séquence étant répétée [ fois, et :
)\*l=(}\1,...,)\1,...,)\,5,...,)\0,

chaque terme étant répété [ fois; ce sont des éléments de P (Ik). On vérifie
aisément que les trois opérations ci-dessus commutent entre elles.

Pour tout entier & > 0, soit Sty la représentation de Steinberg de G Ly (F).
Soit A = (A1,...,\¢) € P(k); on pose :

Sta = Ind5 5" (Sty, -+ @ Sty,),

ou P (\) est le sous-groupe parabolique triangulaire supérieur de Levi :
M (X\) =GLy, (F) x---x GLy, (F).
Pour A € P (m), posons :

St5 = Indf (sm ® (0 dét) Sty ®- - @ (Eef—l 0 dét) St,\) ,

(m)*f)

et notons Vy son espace. St§ est une induite de représentation irréductible
de carré intégrable; d’apres [19], elle est irréductible, de plus, elle vérifie la
propriété suivante :

St§ =~ (g o dét) St5;

il existe donc un opérateur d’entrelacement A5 € GL (VY), unique & une
constante multiplicative prés, tel que ’on ait, pour tout g € G :

A5 055 (9) = ¢ 0 dét (9) " St5 (9) o 45.

MEMOIRES DE LA SMF 69



INTRODUCTION 5

Fixons, pour tout A, un tel opérateur. Pour tout v € Z, soit va 7 ensemble

des éléments de GH compacts (c’est-a-dire dont toutes les valeurs propres dans
la cloture algébrique de F' ont méme valuation) et dont la valuation du détermi-
nant (dans G) est vf. Soit enfin pour tout k € Z, 1, la fonction caractéristique
des éléments de G dont la valuation du déterminant vaut k, et 1. la fonc-

tion caractéristique des éléments compacts de GG. On a la proposition suivante
(4.1.1) :

PROPOSITION 1. — Soit v € Z. Posons :
- m
~ pged (m,v)’

Alors pour tout A € P° (m/l), il existe une unique fonction :
s§: Gl — C

telle que pour tout vy € vaf, et tout f € FE, on ait :

IE‘ (f? 7) = Z Si ('7) tr Ala)\ ° Stle)\ (l'vflcf) :
AEPO(m/I)

On a un résultat analogue sur H, en considérant cette fois I’espace Hpg des
fonctions sur H biinvariantes par le sous-groupe d’Iwahori standard Iy de H ;
on obtient donc des fonctions sy i, A € P? (m/l).

Pour v = 0, soit Sy, (resp. Sz, i) 'espace vectoriel engendré par les A&Gsi’G
(resp. les sy g); S2,c ne dépend pas du choix des Aj,. En les normalisant
convenablement (comme décrit dans 1.4), on obtient la proposition suivante
(5.1.1) :

PROPOSITION 2. — Soit v € Z, et soit vy € vaf tel que F [y] /F est produit
d’extensions modérément ramifiées de F', et yg une image de v dans H. On a
pour tout A € P (m/l) :

Acq (v,7m) 85,6 (7) = e1sam (VH)
ot €1 vaut £1 et ne dépend pas de A.

€1 sera défini plus précisément par la suite. Un corollaire immédiat de cette
proposition est que S ¢ = S2.z. On vérifie enfin que ces espaces sont bien
égaux respectivement aux espaces 51, et S m engendrés par les germes de
Shalika sur G et sur H, ce qui permet de conclure.

Pour montrer la premiére proposition, on procéde de la maniére suivante : on
déduit d’un théoréme de Kazhdan que I'on peut écrire la distribution IZ, (-,7)
en fonction des tr Ay o7 (1,71.-), ot 7 est une représentation irréductible tem-
pérée de G telle que m ~ (g o dét) m et A, est 'opérateur d’entrelacement cor-
respondant, défini & une constante multiplicative prés. Lorsque, pour 1 € &,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1997



INTRODUCTION

lespace V ()" des vecteurs v de I'espace de 7 vérifiant pour tout h € I :

m(h)v=n(h)" v

est trivial (cette condition ne dépend pas du choix de n), une telle trace est
nulle; lorsque V ()7 est non trivial, elle est égale & une trace de la forme
tr A7, o Stj, (1,s1.-) multipliée par une constante. Il suffit alors de vérifier que
ces traces sont linéairement indépendantes pour en déduire la proposition.

On montre la deuxiéme proposition par récurrence sur n, lecasn =m =1
étant trivial. Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

on calcule les traces tordues des induites de représentations de Steinberg
pour des éléments de F¢ bien choisis (propositions 3.3.1, 3.4.2 et lemmes
2.4.1 et 2.4.3);

on établit des relations de récurrence sur la valeur des intégrales orbitales
de ces mémes fonctions, pour 7 elliptique régulier et F'[y] /F modérément
ramifiée (propositions 4.2.2 et 4.3.1);

on déduit des deux étapes précédentes des relations de récurrence sur la
valeurs des germes pour ces mémes vy (propositions 4.2.18 et 4.3.2);

on établit des relations de récurrence sur la valeur des facteurs de trans-
fert, toujours pour «y elliptique régulier et F'[y] /F modérément ramifiée
(lemmes 4.2.20 et 4.3.3);

on en déduit, toujours pour ces mémes vy, ’égalité de la proposition par
récurrence ;

on traite enfin le cas v non elliptique par passage a un Levi convenable.

La récurrence s’effectue de la maniére suivante : lorsque vy est elliptique et
F[y] /F est modérément ramifiée, il existe d’apres [5] des éléments § et v de
F [v] vérifiant les propriétés suivantes :

V=067
7" est un élément de ’anneau des entiers Opy,] de F [y] congru & 1 modulo
I'idéal maximal ;
si on pose F' = F' [0, ¢ est F'/F-cuspidal, c’est-a-dire :
— la valuation a de 0 dans F' et l'indice de ramification b de F'/F
sont premiers entre eux;
—agb

— si w est une uniformisante de F, 'image de @ dans le corps

résiduel de F’ engendre celui-ci sur celui de F.

La décomposition n’est pas unique mais F” et a le sont. Soit ¢ le degré résiduel
de F'/F; posons n' = n/bc, G' = GL, (F'). La proposition 4.2.2 établit une
relation entre des intégrales orbitales sur G pour v et des intégrales orbitales
sur G’ pour v/ ; la proposition 4.2.20 fait la méme chose pour les facteurs de
transfert.

MEMOIRES DE LA SMF 69



INTRODUCTION 7

La récurrence ci-dessus ne marche pas dans tous les cas : en effet, lorsque
7 est lui-méme un élément de Opp,) congru a 1 modulo I'idéal maximal, on a
F'=F, et v =94 un élément de 1 + p pres. Il est donc nécessaire de traiter
séparément ce cas : on peut alors écrire vy = vy (1 + 67), avec :

— 7o est un élément de 1 +p C F';

~ 7/ est un élément de 'anneau des entiers Op[,) de F [y] congru a 1 modulo
I'idéal maximal ;

— si F' = F[d], 6 est F'/F-cuspidal, et F' est strictement plus grand que
F.

Posons 4" = 6+'; la proposition 4.3.1 établit une relation entre des intégrales
orbitales sur G pour «y et pour 7" ; on obtient également la proposition 4.3.3
pour les facteurs de transfert. Les deux cas étudiés ci-dessus suffisent a faire
marcher la récurrence dans tous les cas; on en déduit la deuxiéme proposition.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1997






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1. Partitions

Soit pour tout entier k, P (k) I’ensemble des partitions non ordonnées de
k, et P°(k) C P (k) 'ensemble des partitions ordonnées de k. Pour A\ =
(A1,...,At) € P(k), on notera t (A) =t le nombre de termes de A.

A toute partition A = (A\q,...,A;) € P (k), on peut associer une décompo-
sition de {1,...,k} en intervalles disjoints Ji,..., J; de la maniére suivante :
pour tout ¢, on a :

i—1 7
Ji = Z)‘erl’""Z)‘j
=1 j=1

On sait qu’il existe une bijection canonique entre P (n) et 'ensemble des
sous-groupes paraboliques standard (c’est-a-dire contenant le sous-groupe de
Borel B des matrices triangulaires supérieures) de G : pour toute partition
A= (\1,...,At) € P(n),onnotera donc P (A) le sous-groupe de G des matrices
triangulaires supérieures par blocs dont les blocs diagonaux sont de tailles
respectives Aq,..., A

Enfin, soit A = (A1,..., ) € P (n), et soit, pour tout 4,

Q) = (041',1, cee aai,si) epP ()\1) .
On note :

(0[(1),. .. ,a(t)) = (041,1,... y O 50, 2,15 - 704t,st) (S P(n) .

1.2. Groupe de Weyl, groupe )

Soit W = W), le groupe de Weyl de G, que 'on identifiera au sous-groupe
de G' composé des matrices de permutation. Soit également Q = €, le sous-
groupe des éléments de G de la forme ww?, avec w € W, z = (21,...,2,) € Z"
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et :

wen

On vérifie que Q = Qg x ¢%, ou O est ensemble des éléments de © dont la
valuation du déterminant est nulle, et ou :

Qg est engendré par si,..., Sy, OU S1,...,Sp—1 sont les matrices de transposi-
tion qui engendrent W, et ou :
-1

on vérifie que ’on a pour tous %, (les indices étant pris modulo n) :
s? =1
848i+18i = Si+18iSi+1;
885 = 8585
sij#i—1,1,i+ 1; ( agit sur Qg par :
¢lsiC = sin

pour tout ¢, les indices étant pris modulo n. On peut assimiler W au groupe
de permutations Sy, ; de plus, on démontre aisément le lemme suivant :

LEMME 1.2.1. — II existe un isomorphisme 1 entre Q et le sous-groupe S’
du groupe S (Z) des permutations de Z constitué des éléments x tels que, pour
tout k € Z :

z(k+n)=z(k)+n.
1 est défini de la maniére suivante :

— Pour tout i € {1,...,n}, ¥ (s;) est ’élément de S (Z) qui permute i + kn
et i+ 1+ kn pour tout k € Z;

— 1 (C) est Uapplication i — i — 1.

MEMOIRES DE LA SMF 69



1.3. ALGEBRE DE HECKE 11

On a alors, pour touti € {1,...,n}, tout z = (21,...,2,) € Z" et toutw € W :
(¢ (ww?®)) (i) = 1 (w) (¢) — zin.

On utilisera 1) pour identifier & S’.
Soit x € ©2; on note [ (z) la longueur de z. On a, en utilisant 'identification
ci-dessus :

I(z) =card{(i,5) € {1,...,n} xZ|i < j,z (i) >z (j)}.

Pour tout entier k, on notera 2 et Wy les sous-groupes de GLg (F') ana-
logues a 2 et W. De plus, soit M = M (A) un sous-groupe de Levi standard de
G ; on notera également Qpr, Wiy ou Q,,W), les sous-groupes de M analogues.
On notera également Qg et Wg les sous-groupes de H analogues.

Soit A = (A1,..., ) € P(n), et M = M (X\). Si z € Qpy, on notera lps ()
la longueur de z en tant qu’élément de Q4 : si on pose ¢ = (1,...,2¢), on a :

t
= l(x).
1=1

Sixz € Wy, on alpy(z) =1(x); ce n'est pas vrai pour z € Qs quelconque,

mais on calcule, si x = w,w?, wy € Wy, 2 = (21,...,2,) €EZ" :
Ha)—lu (@)= Y |z — 21,
(i.)ec
ou C est ’ensemble des couples (4,7) tels que i < j et que 7 et j ne sont pas
dans le méme intervalle pour la décomposition de {1,...,n} suivant A.

On a enfin les égalités :

G=| |1z

e

K= |_| Twl.
weWw

1.3. Algébre de Hecke
Soit ng le caractére de I défini par, si g = (gij)i,j el:

n
o (9) = [T (ga) »
=1
avec .

(e0(1),...,6(n)) =(0,...,0,1,...,1,...,e—1,...,e — 1),

chaque terme étant répété n/e fois. C’est un élément de & ; de plus, pour tout
n € &, si € est 'application de {1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée a 7,
(e(1),...,€e(n)) est 'image de (ep(1),...,€ (n)) par une permutation.
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12 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Soit n € &, et soit e I'application de {1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée
a 7). Pour tout w € W, on notera w (n) I’élément de £ associé & e o w™!.

Soit A = (A1,...,A) € P(n), et soit I, le sous-groupe parahorique des
éléments de K triangulaires par blocs modulo p, dont les blocs diagonaux sont

de taille respective A, ..., ;. Soit n € £ ; on peut étendre n & I a la condition
suivante : si Ji, ..., J; est la décomposition de {1,...,n} en intervalles associée
a A, et si e est I'application de {1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée a 7, €

est constante sur chacun des J;. On pose alors, pour h € Iy dont les blocs
diagonaux sont hy,...,h; :

t
n(h) = [ o dét (hy),
=1

ou pour tout %, j; est un élément de J; arbitraire.
Pour tout n € &, soit H" I'algébre de Hecke des fonctions f € C° (G) telles
que pour tout g € G et tous h,h' € I, on ait :

f(k'gh) =n(hh) f(9).

Soit également F" l’espace des fonctions f € C (G) telles que pour tout
g € G et tous h,h' € I, on ait :

f (Wgh) =eodét (h)n(hh) f(g).
On posera, H? = H™  FO = Fmo. Posons également :

FE=Ppr.

neeé

Soit n € &, et soit Wy, le sous-groupe des éléments w de W vérifiant w (1) =
7. Il existe un isomorphisme canonique de Wy dans W, ) défini de la maniere
suivante : soit, pour tout i € {0,...,e — 1}, Jp; Pensemble des n/e éléments
j de {1,...,n} tels que €(j) = i. Soit w € W, ; alors w laisse stable les Jy, ;,
et on peut donc écrire w = (wo, ..., We—1), OU pour tout i, w; est un élément
du groupe de permutations de J;;, qui s’identifie canoniquement & W, . au
moyen de I'unique bijection croissante de J,; dans {0,...,e — 1}.

On notera §2,, le sous-groupe des éléments de 2 du type ww?, avec w € W,
et z € Z". On peut étendre l'isomorphisme canonique entre W, et W, /e)
en un isomorphisme entre €2, et €}, /) ; pour € §1y, on définit la longueur
Iy (r) de x dans €2, comme la longueur dans Q. de I'image de x par cet
isomorphisme.

Soit f € H", x € Q. Il est facile de voir que si z & €, f (x) = 0. Soit donc,
pour tout z € €1, T}, I'unique élément de H"” dont le support est Iz et tel
que Ty py (z) = 1; les Ty constituent une base du C-espace vectoriel H".

Plus précisément, soit, pour tout k, Hy 'algébre de Hecke des fonctions sur
GLy (F) biinvariantes par Iy ; d’aprés [2], il existe un isomorphisme d’algébres
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1.3. ALGEBRE DE HECKE 13

entre H" et (’Hn /e)®e défini de la maniére suivante : soit, pour tout =’ € Q,, Jes
T, la fonction caractéristique de I, /.a'I, Je- Pour tout z € Q, dont I'image
dans €2, /¢y par 'isomorphisme canonique défini plus haut est (2o, ...,zc-1),
Iimage de T}, est :

/20T 1) Hgodet zi) ®sz

L’algébre H,;, /e est engendrée par des éléments T1,...,Te—1 et Xi,..., Xy e ;
de plus, pour tout i, T; est la fonction caractéristique de Is;I, et les T; en-
gendrent la sous-algebre H, /oy des éléments de H, /. a support dans K, ..
Alors H" est engendrée par des éléments X;, pour i € {1,...,n} et des élé-
ments T;, pour ¢ € {1,...,n — 1} non multiple de n/e tels que pour tout
i=jn/e+k, 1 <k <nj/e, I'image de X;, par Iisomorphisme défini plus haut
est :

1®"'®Xk®“‘®1,
le j + 1-éme terme valant X, et si k < g, I'image de T;, est :

le 7+ 1-éme terme valant Tj. En particulier, si 7 = 79, pour tout ¢ non multiple
de n/e, en posant i = i'nfe +14", 1 < " < njfe — 1, T;,, n’est autre que
e (=1)" Ts; no-

Soit H{;, la sous-algebre des éléments de H" & support dans K ; si ) = ny,
on posera HY, = M. La restriction & H7;, de l'isomorphisme entre H" et
(Hn /e)®e défini plus haut envoie HJ}, sur (Hn /e,W)®e : en effet, H}}, contient
tous les T;,, donc son image contient (Hn /e,W)®e, et les deux sous-algébres
sont de méme dimension ((n/e)!)¢.

Montrons ensuite le lemme suivant :

LEMME 1.3.1. — Soit G un groupe réductif connexe, Py un parabolique mini-
mal de G, T un tore déployé mazximal de G contenu dans Py, et W le groupe
de Weyl de G relativement 6 T ; soit M un sous-groupe de Levi de G (pas for-
cément standard) contenant T et Wiy le groupe de Weyl de M relativement a
T. Alors pour toute classe v de W/Wyy, il existe un unique w € v de longueur
minimale.

Démonstration. — Soit v € W/Wyy, et soit w 'unique élément de v tel que
pour toute racine simple o de M, wa > 0 (le tout relativement a Py). Alors
w est 'unique élément de longueur minimale de v ; en effet, on le déduit par
récurrence de l’assertlon suivante : si w’ € v, et si a est une racine simple de
M telle que w'a > 0, alors I (w'sq) > 1 (w').
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14 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

En effet, soit ¥ ’ensemble des racines de G. Il existe un systéme ¥’ de
représentants des classes d’équivalence de 3 modulo Za tel que pour tout
B € Y, la classe contenant 3 est de la forme :

{B8,8+a,...,B8+tzal;
il est clair qu’un tel systéme est unique. On a donc :
= Z card {z € {0,...,tg} | B+ 2z > 0,0 (B + za) < 0}.
pex’

D’autre part, s, préserve les classes d’équivalence de ¥ modulo Za, et,
puisque s4 (@) = —a, agit dessus de la maniére suivante : pour tout 8 € ¥’/ et
tout t € {0,...,t3},ona:

sa(B+ta) =0+ (tg—t)a
Onendéduit'
(w'sq) anrd{ze{o g} | B+za>0,w (B+ (tg—2)a) <0}.

pex’
Soit, pour tout 3, ag (resp. bg) le terme correspondant de la premiére (resp.
seconde) somme ci-dessus. Soit t}i le plus petit élément de {0,...,t3} tel qu’on

ait B+ tga > 0 (8il n’en existe pas, on pose ty = t5 + 1), et tj le plus petit
élement de {0,...,t5} tel que l'on ait w’ <ﬂ+ tga) > 0 (8’il n’en existe pas,
on pose g =tg + 1). On a toujours :
ag = sup (0,15 — tj) .
Pour bg, distinguons deux cas :
—sitg—tg <tpona:
bg =tg — t/ﬂ +1,
et donc ag < bg puisque tﬂ <tg+1;
—sitg—tg>tsona:
bﬁ——tﬂ—-(tﬁ~—t +1) lztg,
‘et donc 1& encore ag < bg.

On a donc dans tous les cas ag < bg. De plus, si 3 est dans la classe de a,
puisque s, (@) = —a et w' (@) >0, on a ag =0 et bg > 0; on en déduit :

! (w'sq) > 1 (w')

et 'assertion est démontrée. (]
COROLLAIRE 1.3.2. — Soit n,n' € &, et soit w 'unique élément de W tel
que :
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— pour tout i, w (Jy;) = Jy i ;

— w est croissant sur chacun des Jp ;.
Alors on a w(n) =1, et w est l'unique élément de longueur minimale parmi
ceuz vérifiant cette propriété.

Démonstration. — Le fait que w(n) = 1’ se déduit des définitions. De plus,
ona:w €W est tel que w'(n) =17’ si et seulement si il existe w” € W, tel
que w' = ww". La deuxiéme assertion se déduit donc du lemme précédent. O

Soit n,7 € £ alors il existe f71 € C®(QG) telle que, si w = Wy p €st
I’élément de W défini dans le corollaire précédent, le support de f77 est Twl
et telle que, pour tous h,h’ € I, on ait :

fn/J’ (hlwh) — q—l(w)/in (hl) n (h) .
On a le résultat suivant :
LEMME 1.3.3. — Soit n,n',n" € £. Alors on a :

Wyt . = Wyt . W' -
fn”m — fn”,n’ " fn’,n.

Démonstration. — La premiére assertion résulte immédiatement des défini-
. . "ol ’ .

tions. Montrons donc la seconde : la fonction f7 7 x f7:7 est & support dans
Twyr y ITwyy 51, et on a le lemme suivant :

LEMME 1.3.4. — Soit w € Qq, xz € Q. Alors IwlxzI est réunion disjointe de
doubles classes de la forme Iw'zI, ou w' est tel qu’il existe une décomposition
de longueur minimale w = s;, ... s;, de w telle que w' soit de la forme :

!
w = Sijy ...Sijk,
avec j1 < ++- < Jx (on dit alors que w' est une sous-chaine de w).

Démonstration. — Montrons-le par récurrence sur [ (w) : si [ (w) = 0, c’est
clair. Supposons donc [ (w) > 1 et écrivons w = s;wy, avec [ (wy) = (w) — 1.
Alors on a, par hypothése de récurrence :

Twi Izl = |_| Twizl,
wiEW
ou W est un ensemble de sous-chaines de w;. On a donc :
Twlel = IsjIw Iel = | ) Isidw)al.
wh EW
Or pour tout w}, on a :

Is;Iw'zI C Is;wixl U Tw)xl,
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16 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

et puisque w] est sous-chaine de wy, w) et s;w)| sont tous deux sous-chaines
de w. Donc le lemme est démontré. O

Revenons & la démonstration du lemme 1.3.3. Soit w’ une sous-chaine de
Wy . Pour que f""’"' * f”l”’ soit non nulle sur Jw'wyy 51, il faut que l'on ait
w' (') = n", ce qui implique w' = wyy ,y par minimalité de la longueur de ce
dernier élément. Le support de f7'7 % f7'1 est donc inclus dans T Wiyt gy Wiy g =
Twy 15 de plus, on a pour tout g € G et tous h,h' € I :

(£ s 71 (gh) =" (W) m () (£  £77) (g).

. " "ot ’ . .

Les fonctions f7 " et f7 7 % f7:1 sont donc proportionnelles; il suffit pour
" . /

conclure de calculer ( [T % f1 ’”) (w,,n,n). On va montrer que l'on a :

(fn",n’ +* fn'm) (wyry) =q~ Wwprr ,)/2

par récurrence sur la longueur I de w,y 5. Sil =0, c’est clair. Sil =1, on a :
(77 s f1) (g ) = /G 17 (g) 177 (g™ ) dg.
Le terme dans l'intégrale est nul si g & Twyy I Nwyyr pTwy v 1. De plus, on a :
Ty g T O e T T = (10w g Tw! ) e I

L’inclusion du membre de droite dans le membre de gauche est triviale :
montrons donc l'autre inclusion. Soit ¢’ = h'wy,, h' € I. Supposons que
g € wyr yTwypI. Soit i I'élément de {1,...,n — 1} tel que wy,y = s;. Alors
on a:

(o nh Wy € I8;18; C TN Is;1.

Si w,, h Wy € I, on a h' € wyr Tw,! . donc g € (I N wyyr, ,,Iwnu,n) Wyt gyt -

n'n’
Si wn",nh Wy € IsiI, on a wyr (1) > wyr (04 1), d’ou I'on déduit que
! (wyr ) =1 (wyr ) + 15 en particulier, les matrices de la forme :
Wyt gy (Id +cE; i41) w;”lﬂ?"
ol (EZ]) est la base canonique de M, (F) et ou ¢ € O, sont dans I. De plus,
soit ¥ un systeme de représentants de @ modulo p; on a :
Is;Is; = |_J Is; (Id +cFE; i11) si;
ceEY

Soit donc ¢ € ¥ tel que w, hw,,n,7 € Is;(Id+cE;;41) si, et soit h" =
Id —cE;i+1. Alors on a :

n// 7 (h wn” n’h wn// 7] ) wr,’/”n e I.
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On en déduit :
I g1 _ I} n, —1 n—1
g = hwy y = (h Wy gy B wn,,’n,> Wyt gy b (I O wyr il (L 77) Wy g 1,

ce qui démontre l'assertion.
. N I -1 . .
Soit donc g = h'wy b, avec h € I, K" € IN wn”,nlwn",w on a alors :

VAN

I (g) £ (g wyr ) = ST (W h)

T (0 g (gt ) )

" () (g B g ) g (L} £1)/2
o' (W) 0" (K1) q —(U(wyr ) +1)/2

= ¢~ (Uwyr ) +1)/2,

Il

De plus, on a, si l (w,,u,,,) =1 (wn”,n’) +1:

vol (g gy I O wyr Ty ) = % vol (wyry Twry T) =1,
et sil (wn”,n) =1 (wn”,n’) —1:

w,,u,an;,}nI C Twyr g I,
d’ou :
vol (Iwnu n I O wyrpTw,, ,17]) = vol (wnumlw;,’lnl) =q.

Donc dans tous les cas, on a :

vol Ty I N Ty ) = ({0} 411 )) 2,
On en déduit :

(fn”,n' * fn’,n) (wyrn) = ¢~ Wwpr y)/2

Supposons maintenant [ quelconque, et soit s € W tel que I(s) = 1 et
U (wy ) =1 (wyn)—1. Soit ns = s (n) ; alors on a wy, » = s et Wy 5, = Wy y5;
en effet, si 'une de ces deux égalités était fausse, on obtiendrait un élément w'’
de W de longueur strictement inférieure a [ et tel que w’ (n) = 7/, ce qui est
exclu. On a donc, en utilisant le cas [ = 1 et I’hypothése de récurrence :

gt gt = gl gl g

— fn”,ns K ol = fn”,n7

ce qui achéve la démonstration. O
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En particulier, si wy , = wjws---w; est une décomposition de longueur
minimale de wyy , et si 91 = 7',m2,...,m41 = 1 sont tels que pour tout 4,
w; (Mi4+1) = 7, alors clairement wy, 5., = w;, et I'on a, par une récurrence
triviale :

fn’,n - fn’,m s fIM2 g f=1,
On en déduit le lemme suivant :
LEMME 1.3.5. — Soit n,n' € €. Alors on a :
HT = fUN T

. . . . / / / .
Démonstration. — L’inclusion f77 « H" x f77 C H" est claire. On a donc
également :

g f
d’ou :
Fm g gl g fN e f’ JAE Y T L

/ / ! ! . 21 2

Or d’aprés le lemme précédent, f7 7« f = 7.7 quin’est autre que I’élément
!

neutre de H" ; on a donc :

! / !
HT U T
ce qui démontre le lemme. O
Plus précisément, on a :

LEMME 1.3.6. — Soit n,n' € £. Alors le diagramme :

H" b (Hn /e) e

[ f e fral

Ly
H
commaute.
Démonstration. — Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que 1'on a, pour
tout z € Qy, si f = q_l(w)/QTgm7 :
! no_ =l 1 TW, 1) /2
(1) fﬂ Tk f * f77 7= q (wn W )/ Twn:’nan‘n;,n’-
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En effet, si (2¢,...,%c—1) est 'image de x par D’application canonique de €,
dans (Qn /e)e, l'image de wy ,zwy,,, par 'application canonique de €2,y dans
(Qn/e)e est également (xg,...,Ze—1); on en déduit :

e—1 e—1
n (q—l(x)/sz) - 5 Ked/2 T & o dét (z:) " R T,
1=0

1=1

= Uy (q_l(wn’manm’)/QTw

n’,nwwn,n”n/) ’
d’ot I'assertion du lemme.

Par une récurrence évidente, il suffit de montrer (1) dans le cas ot { (wy,y) =
1. Supposons donc que c’est le cas et posons s = wy = wy 5 ; le support de
f”"’7 x f est contenu dans :

IsIxl C IxI U Isxl.

Or le seul élément de {z,sz} contenu dans s, est sz, donc le support de

10 % f est contenu dans Isz!; de plus, par le méme raisonnement que celui
effectué dans la démonstration du lemme 1.3.3, on calcule :

(fn’,ﬂ % f) (STL’) — q—l(sm)/Q'
De méme, le support de f77 % f % f 11" est contenu dans :

IsxIsl C IsxlU Isxzsl.

Par le méme argument que précédemment, ce support est donc contenu dans
Iszsl, et on a:

(fn’,n x f fn,n’) (szs) = q—l(sxs)/2.
On en déduit (1), et le lemme est démontré. O

Pour tout 7 € &, posons f7 = f(eedétynn Wy = W(eodét)n,y ; POSONS également
fO = f™. On a les résultats suivants :

LEMME 1.3.7. — F" = f7x H" = H{(odét)n 4 ¢n
Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du lemme 1.3.5. O

LEMME 1.3.8. — Soit € Q, et soit f' € H" & support dans IxI. Alors
[T« f' est a support dans Twyzl.

Démonstration. — En effet, d’apres le lemme 1.3.4, le support de f7 x f' est
une réunion de doubles classes de la forme Iw'zI, ot w' est une sous-chaine de
wy, et par le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 1.3.3,
f7* f' ne peut étre non nulle sur Jw'zI que si w’' = wy, ce qui démontre le
lemme. O
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Soit 7 une représentation lisse de G, f € C2°(G). On pose :

7 (f) =/G7r(g)f(g)dg-

Soit V ()7 le sous-espace des éléments v de 'espace V (r) de 7 vérifiant, pour
tout h € I :

7 (h)v=n(h)""v.
On vérifie aisément le lemme suivant :

LEMME 1.3.9. — Soit n un caractére de I quelconque, f € CX (G). Suppo-
sons que f vérifie la condition suivante :

Vge G,Vhe I, f(hg) =n(h) f(g)-

Soit  une représentation lisse de G. Alors limage de 7 (f) est contenue dans
V (m)7.

COROLLAIRE 1.3.10. — Supposons n € &, et f € H" (resp. f € F"). Alors

Uimage de 7 (f) est contenue dans V ()7 (resp. V (w)(IEOdét)"),

1.4. Représentation de Steinberg, représentations induites

Pour tout A € P (m), définissons St§ comme dans l'introduction, et soit
V¥ Pespace de St§. Soit également, pour tout 7 € £, le sous-espace V[")\ des
éléments v de VY tels que pour tout h € I, on ait :

St5 (h)v =7 (h) ' w.

Soit k un entier strictement positif, et soit f € Hyw. Alors pour tout
élément v de 'espace Vi de Stg, Sty (f)v est un élément du sous-espace Vi s
des éléments de V}, invariants par I ; de plus, si 15 est I’élément neutre de Hy, w,
Stk (1x) est égal a I'identité sur Vi ;. On obtient ainsi une représentation sty
de Hy,w, d’espace Vj, 1. Cet espace est de dimension 1.

D’aprés ce qui préceéde, HY, est isomorphe a (Hn /e’W)®e par ¢. Soit donc la
représentation de H?,V suivante :

StO = (Stn/8®. ° ®Stn/e) OL.

Son espace est également de dimension 1.

Soit A € P (m). On déduit du corollaire 1.3.10 que I’on a une représentation
st§, de My, sur V) associée a St5. De plus, st? intervient avec multiplicité un
dans stj : en effet, si P = MU = P ((n/e)), avec des définitions évidentes,
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HY, est isomorphe a HR/[,W, et en utilisant [2, 5.8], V;f?\ est isomorphe au
sous-espace VI’Z\‘; y de la représentation :

Indj‘f((m)ef)nM (StA @ (e 0 dét)° Sty ® - -- @ (e o dét) S Ve St

® (0 dét) Sty ® -+ ® (£ o dét)fTDetel sm) .

€ 3 A 2 H 0 70 TAa A
Donc st§ est isomorphe & la représentation de H M,w Sur VIM’/\ associée a la
représentation ci-dessus, qui est elle-méme isomorphe au produit tensoriel de
e copies de la représentation de H,, . w sur Uespace Vj  x des vecteurs de
I’espace de la représentation :

GL,.(F
Ind ((/)())(St)\@)(sodet) Sty ®-- ®(5odet)(f 1)e St)\)

‘Or d’aprés [17, TIL.3], st,, /. intervient avec multiplicité un dans cette derniére
représentation ; on en déduit I’assertion.
Soit donc Dy la droite de V}’§ sur laquelle ’H?,V agit par st®. Sachant que

'on a un isomorphisme canonique entre HY, et H(V;Odét)"o défini par f — f' si
fOx f=f"%f9 on en déduit que :

St5 (/) (Dx) = Dy,
ou D) est la droite de V(wdet)n0 définie de fagon similaire & D).

Smt A§ Topérateur d entrelacement défini, & une constante multiplicative
pres, dans Iintroduction. Un tel opérateur vérifie :

A5 (Dy) = Dy
on en déduit que A5 o St§ ( f 0) conserve Dy, donc y agit par multiplication par
une constante ¢. On normalisera A5 en choisissant ¢ = (—1)"/¢™™.
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CHAPITRE 2

FONCTIONS UTILISEES

2.1. Les fonctions féf’b, :‘;’b

Soit a € N, b € Z, tels que b divise n et que pged (a,b) = 1. On pose :

e
4= pged (bye)’

Soit o € P (n/db), on va définir la fonction f&. Montrons d’abord le lemme
suivant :

LEMME 2.1.1. — Soit A = (A1,..., ) € P(n), et soit P = MU = P ().
Soit x = (x1,...,7) € Q(M), et pour tout i € {1,...,t}, soit ag) € P(N\;),
et soit f; une fonction de GLy, (F) dans C dont le support est Io,Tila;, et
bitnvariante par Igi. Posons :

a=(agy,...,oqp) € P(n);

alors il existe une unique fonction f de G dans C dont le support est I,xl,,
bisnvariante par 10, et telle que, pour tout | = (Iy,...,l;) € M, on ait :

fO)=fill) fr(2) .. f (L)
La vérification de ce lemme est immédiate. On notera f]®---® f{ la fonction
f de ’énoncé.
Supposons d’abord que a = 0, b =1 (donc d =€) et a = (g) Alors soit

0 = f2 la fonction dont le support est Itnjeyewlin e)e, avec :

Id, /.
Idy /e

w =

Id, /.
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telle que pour un élément g de I, e)ewl(p/e) de la forme :

X X
M
p Me—l X

ou les My,..., M,y sont des éléments de GL, . (O), les blocs au-dessus de
ceux-ci sont & coefficients dans O et les blocs au-dessous a coefficients dans p,
on a:

_ _ -1
f (g) = q (n/e)(n 77//6)/2 VOl (I(n/e)e)
ce b odét (M) e 2 odét (My)...e' 7% o dét (M,_1).
Supposons toujours a = 0, b = 1, mais a = (o, ..., ) quelconque. Soit pour

tout 1, f(Oai) la fonction de GL¢y, dans C définie comme précédemment ; on
pose alors :

faO e f(OOtl) ® cee ® f(oat).

Supposons enfin a, b et @ quelconques. Alors fg’b est la fonction & support dans
C"“/bI(n/b)b, et telle que 'on ait :

b b b b
£2 (Cm/ ) — f§,1 Q- ®fg,b’

ol les f;”f sont des fonctions de GL,/, dans C définies par :

o= fg .+, C’est-a-dire la fonction définie comme précédemment en rem-
’ )

b

plagant e par £°, caractére dont la restriction & O* est d’ordre d;

— pour ¢ # 1, f;’,f est la fonction dont le support est In.q, qui, en g € Ipwg
dont les blocs diagonaux sont (g1,1,--.,91,dy------ 2 Gt1s- -5 Gt,d), vaut :

t d
22 (g) = vol (Insa) ™ T TT €@ o dét (g) .
Jj=lk=1

ou pour tout i € Z, I (i) est 'unique entier compris entre 0 et b — 1 tel
que ! () a est congru a ¢ — 1 modulo b.

Il est immédiat de vérifier que ces définitions sont compatibles entre elles.

LEMME 2.1.2. — Soient a,b et o vérifiant les conditions requises. Alors il
eziste 1) € € tel que f& € Fn.

MEMOIRES DE LA SMF 69



2.1. LES FONCTIONS fb, fub 25

Démonstration. — En effet, il est clair d’apreés la définition de fg’b qu’il existe
(t1,...,in) et (j1,--.,4n) tels que pour tous h,h' € I et tout g € G, en notant
hi,...,hy les termes diagonaux de h et h,...,h! ceux de I/, on ait :

* (hgh') = H e’ (hi) €™ (h) f5" (9) -
k=1
Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que ’on a, pour tout k :

ix = Jjr + 1 moduloe.

En effet, si on pose :

nk .
k=—=+ Y da; + ag,ks + ks,

1=1

ou k1 est compris entre 0 et b— 1, kg entre 1 et ¢, k3 entre 0 et d—1 et ky entre
1 et ay,, on calcule & partir des définitions les valeurs de i et ji :

jk=l(k1+1)—b(k)3+1);

=l(ki+a+1)—b(ks+1)
sik; #b—a, et
ik = —b(ks)
si ky =b—a. On a donc, si ky # b — a,
ik—jg=1l(ki+a+1)—1(k +1);
comme [ (k; + 1+ a)a—1(ky + 1) a est congru & a modulo b et pged (a,b) = 1,
l(ky+1+a)—1(ki+1) est congru & 1 modulo b. Or puisque k; # b — a,
I (k1 +1)a # —a (modulo b), donc I (k; + 1) # b— 1. Donc comme les [ (7) sont
compris entre O et b— 1l et [ (k;+1) #b—1,onaix —jr =1l(k1+a+1)—
[(ky+1)=1.Siki=b—a,ona:
ik —Jk=b—1(1—a);

1(1—a)a est congru & —a modulo b, donc I (1 —a)a + a est un multiple de
b; donc puisque pged (a,b) =1 et [ (1 — a) est compris entre 0 et b— 1, on a
[(1—a)+1=b, donc ix — jx = 1. Cela démontre le lemme. O

Soit  I’élément de Q vérifiant, pour tout k € {1,...,n} :

-z (k) =—%+aj+ksi 1<k< % et si onak:Z{;lldai—l—k’, avec

1<K < (d—1)ay;
__na . L -1 /
- x(k)——7—(d—1)ozj+k511§k§3et51onak=2i:1dai+k,
avec (d—1)a; +1 <k <daj;
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-z (k) = —%Q— + k sinon.

LEMME 2.1.3. — Le support de fg’b est Iop,q®lyb,g s de plus, on a :
f(lxl’b (III) = vol (Iab*d)—l q—l(x)/2.
Démonstration. — Sia = 0 et b = 1, cela résulte immeédiatement des défini-

tions. Si a et b sont quelconques, soit 21 'élément de €2, , de longueur minimale
tel que, avec les notations utilisées dans la définition de f&°, le support de fgyll’
801t Insqx1laeq. Alors le support de fg’b est :
Topsd®Lobsas
avec :
z = (" (2,14, ...,1d).

D’aprésle casa = 0 et b =1, x; est de la forme décrite par I’énoncé du lemme
(en remplacant n,a,b par n/b,0,1); on en déduit que x est bien ’élément de
2 cherché. De plus, on a :

18" (@) = ol (@)
=" vol (Igua) ™"
= ¢ 2ol (Ippg) ™
enfin, en posant M = M ((n/b)b), on a, puisque (z1,1d,...,Id) € Wy, :
(z) =1 ((z1,1d,...,1d)) = Iy ((z1,1d,...,1d)) = I (z1),

ce qui achéve la démonstration. O
L’élément x vérifie également la propriété suivante :

LEMME 2.1.4. — Posons x = w,w?, avec wy, € W et w® € Z. Alors pour
tout k € {1,...,n}, Dorbite de k pour Uaction de w?% sur {1,...,n} est de
cardinal db.

Démonstration. — En effet, on a, pour tout &, en utilisant le lemme précédent,
avec j convenable :

xdb(k):k—dbn—ba—b((d—l)aj)—l-(d—l)baj=k—nda,

qui est congru a k modulo n; on en déduit que pour tout k, wi (k) = k.
Réciproquement, soit i € Z tel que wl, (k) = k; w, permute transitivement
les intervalles de longueur n/b, donc ¢ est multiple de b, et d’autre part, si €
est 'application de {1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée & 1'élément n € &
défini dans le lemme 2.1.2, € (w, (k)) est congru a e (k) + i modulo e, donc i
est multiple de e. Donc i est multiple de ppem (b, e) = db, ce qui démontre le
lemme. O
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Soit 7 'élément de & tel que f&¥ € F7. 11 existe un unique élément f&° de
H" tel que 'on ait :

ab _ rab
a _fn* a -

LEMME 2.1.5. — f& est l’élément de H" de support I s, gz’ I p,q, 0t &' € Q,
est tel que son image par l’application canonique de §);, dans (Qn /e)e est :

(C(n/db)ko, o ’C(n/db)ke_l) ,

avec, pour tout j, si b’ = pged (b,e) :

o105

et vérifiant, pour tous hi,hy € I b,q -
f& (ha'ha) = 1 (hahe) ¢~ vol (Iop,g) ™ -

-1

Démonstration. — En effet, posons 2’ = w; . wy et x normalisent Ws,4 et

sont de longueur minimale modulo ce groupe, donc z' aussi; on a donc :
Ippug@'Ipeg =1 Ipg= || Iz'wl.
weWab*d
Or d’aprés le lemme 1.3.4, puisque le support de f7 x ”,‘;”’ est contenu dans
TwpI b, g2 Iypeg, 1l est réunion de doubles classes de type Tw'z'wl, ou w €
Wasea C Oy et ot w' est une sous-chaine de wy, ; mais alors, pour un tel w’,
on a w' (n) = (eodét)n, donc par minimalité de la longueur de wy, on a

forcément w’ = wj,. Donc le support de f7 * fg’b est contenu dans I, 32154,

qui est précisément le support de fg’b. De plus, puisque z normalise W4, on
alpgrlp.g =TIzl et pour tous h' € I, h € Ip,4, on a:

(77« Fa®) (Wzh) = € o det (W) n (hB') (7 f2*) (2);
enfin, on calcule :
( 74 fg,b) (z) = U +HE@) U@ 2= lwa)/2 f (11
— U@ =U@N/2= U2 o) (1, 0)
= fa' (x),

. . zab b
ce qui suffit & assurer que 7 fo' = f&.

Il reste & vérifier que z’ est bien de la forme voulue. Soit € ’application de
{1,...,n} dans {0, ...,e — 1} associée a n, et soit, pour tout j € {0,...,e — 1},
J; 'ensemble des éléments k de Z tels que € (k) = j. On a, pour tout j :

wy (J5) = Jj+1
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et wy est croissant sur J; + nZ; de plus, pour tout k et tout k', intersection
de J; et de l'intervalle {227:11 doyr + 1,...,22,:1dak1} est soit vide, soit
exactement 1'un des d sous-intervalles de la décomposition en sous-intervalles
de longueur oy, de cet intervalle, donc il est clair d’aprés 'expression explicite
de x donnée par le lemme 2.1.3 que x est croissant sur J; + nZ pour tout j.
On en déduit donc que pour tout j, ' est croissant sur J; +nZ; cela implique
qu’il existe l, ..., le—1 tels que 'image de z’ par I’application canonique de €,

dans Q) est :
(dO, . ,de—l) .

De plus, quitte & remplacer a par a + kb, avec k convenable, ce qui revient a
remplacer [; par [; +nk/e pour tout j, on peut supposer 1 < a < b. On a alors,
pour tout j :

lj =card ({k € J; | k >0,z (k) <0})
=card({k € J; | k> 0,z (k) <0})
na
=card(Jjﬂ{1,...,T )

Or on a, pour tous ¢,7 :

‘ n(—1) ni _n
card(JJﬁ{ 5 +1,...,b})—db

s’il existe k tel que [ (i) + kb est congru a j modulo e, et :

card(#ﬂ{@—l—l,...,%}) =0

sinon. De plus, la condition ci-dessus est vraie si et seulement si [ (7) est congru
a j modulo o', c’est-a dire si ¢ — 1 est congru & ja modulo b'. Donc si on pose

l; = (n/db)kj, k; est égal au nombre d’éléments de {0,...,a — 1} congrus
4 ja modulo ¥, ou encore au nombre d’éléments de {—ja,...,—ja +j — 1}
divisibles par ¥, soit :

o _[ie] _[G=Da

Y 14 ’
ce qui achéve la démonstration. O

2.2. Fonctions fq, fa

Soit o € P (n/e). Définissons les fonctions fo et fo de la maniére suivante :
supposons d’abord que a = (n/e). Alors f, est la fonction dont le support est
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I’ensemble des éléments de M, (O) N G de la forme :

M,
p ... p M. x

ot les M; sont des blocs n/e x n/e inversibles dans M,, /. (O) et ot les blocs
marqués p sont des blocs n/e x n/e dont tous les termes sont dans p, et qui
vaut, pour g de la forme ci-dessus :

e—1
fa (g) = ¢~/ 2 yol (I e0e) ™ [ €77 0 dét ().
i=1
Supposons maintenant o = (a1, ..., q) quelconque; on pose :

fa = fla) @ @ f(ay)-

fa est, quant & elle, la fonction définie sur ’ensemble des éléments de G N
Lie (Inse) de la forme :

M, *

g = . )

p Mya)e

ou M; est inversible modulo p si ¢ n’est pas multiple de e, telle que :
fa(g9) =vol(Iaxe) ™" ] e fodét(M;).
i;ene divise pasi

fo €t fa ne sont pas & support compact mais pour tout entier k, si 1y est la
fonction caractéristique des éléments de G dont la valuation du déterminant
est k, 1xfo et 1xfn sont & support compact; de plus, on vérifie de la méme
facon que dans le lemme 2.1.2 qu’il existe n € £ tel que pour tout g € G et
tous h, h' € Igse, on a :

fa (W'gh) = € 0 dét (h') n (hh') fa (9) ;

fa (K'gh) =1 (hh") fa (9),
le caractére n étant clairement le méme pour les deux fonctions. On en déduit

donc que pour tout k, 1xfo € F7 et 1xfo € H". De plus, on déduit immédiate-
ment des définitions que :

lofa = fg;

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1997



30 CHAPITRE 2. FONCTIONS UTILISEES

lofa = fa-
Définissons également les fonctions fX et fX de G dans C[X] par :

X (g) = X749y, (g),

fX (9) = X9, (g)
pour tout g € G; 'image de ces fonctions est bien dans C[X] car leur support
est constitué de matrices dont la valuation du déterminant est positive ou nulle.
LEMME 2.2.1. — Ona :
o = 7% o

Démonstration. — En effet, soit Z le support de fa; alors le support de f,
n’est autre que Tw,Z. De plus, soit x € 2N Z; alors on a :

Hwpz) =1 (wy) +1 ().
En effet, soit J1, . . ., Jey(a) la décomposition de {1,...,n} en intervalles associée
a4 a * e. On la compléte en une décomposition de Z en intervalles en posant,
pour tout 7 € {1,...,et(a)} et tout k € Z :
Ji-i—ket(a) =Ji+kn.

x stabilise J; pour tout 7 non multiple de e, et pour k donné, si 7 € Jge, on a
z (J) € Jie, avec I < k : en effet, supposons j € {1,...,n} et posons z = wyw?,
wy € W, z € Z™. Si z; est le terme d’indice (wg (j) ,7) de z, alors soit z; € p,
auquel cas z (j) < 0, soit x; = 1, auquel cas d’une part z (j) = wy (j), et
d’autre part soit wy (7) < 7, soit wy (j) est dans le méme intervalle que j.
D’autre part, on a :
wy (Jk) = Jg+1

si k n’est pas multiple de e, et :
wy (Jk) = Jk—et1
sinon. Or on a :
L (wy) +1(z) — 1 (wyx)
=2card {(,7) € {1,...,n} xZ|i < j,z (i) >z (j),wpx (1) < wyz (j)} -

Soient donc 4,5 € {1,...,n} x Z tels que = (i) > z(j) et wyz (i) < wyz (j),
et soient k et I tels que = (1) € Jy et z(j) € J;. Alorson al = l'e, et k =
E+({"—1)e,avec 1 < k' < e—1; on en déduit que i € Jy et j € Jp,
avec I” > 1I', d’ou 4 > j. On en conclut que ensemble considéré dans 1’égalité
ci-dessus est vide, soit :

[ (wy) + 1 (z) =l (wyz) =0,
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d’ou ’assertion. On en déduit, pour tout x € QN7 :

(77 %Fa) (wy2) = g7 % (2) = fa (wya),
ce qui suffit & démontrer le lemme. O

On en déduit immédiatement, puisque f7 est & support dans K :
X X
fo =f"*fa-

2.3. Terme constant

Soit f € C (G), et soit P = MU = P () un parabolique standard de G,
avec A € P (n). On définit le terme constant de f sur P par, pour l € M :

Py =68 (1)1/2/ f (k™Y luk) dk du.
KxU

Ici, la mesure sur K est normalisée par vol (Iy) = 1; on normalise également
la mesure sur U par vol (K NU) = 1.

On définit également le terme constant tordu par € de f sur P par, pour
leM:

FBe (1) = 6§ (1)Y/? / £ o dét (k) f (k™ uk) dk du.
KxU

Soit D une distribution sur G, G'1 un sous-groupe de G. On dit que D est
e-variante par conjugaison sous G; si pour tout f € C®(G) et pour tout
g € Gy :

D (Ad(g) f) =eodét(9)”" D(f).

On dit que D est e-variante si G; = G.
Soit f, f' € C° (G). On note :

f~a f

si f — f' est annulée par toute distribution invariante par conjugaison sous G,
et :

f =G, fl

si f — f' est annulée par toute distribution e-variante par conjugaison sous Gj.

Soit A = (A1,...,As) e = (1, ..., 4t) € P(n). Soit M (1, A) ensemble des
tableaux d’entiers positifs ou nuls (a;;) i de taille ¢ x s vérifiant les propriétés
suivantes :

S
Vi € {1,...,t};2aij = lg;
i=1
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t
Vi€ {l,...,sh ) ay =
=1

Il existe une bijection entre M (u,A) et 'ensemble des éléments w de W de
longueur minimale modulo W) & gauche et W, & droite, définie de la maniere
suivante : soit Ji,...,J; (resp. Ji,...,J;) la décomposition de {1,...,n} en
intervalles associée & A (resp. p). L’élément w correspondant & un tableau
(asj) ;; donné est celui tel que pour tous 4,7, w (J;) contient exactement a;;
éléments de J;. On en déduit en particulier :

l(w) = Z Z Qi5Qkk! -

i,J k>i,k'<j
Calculons maintenant le terme constant pour f, et }a :
LEMME 2.3.1. — Soit & = (aq,...,¢) € P(nfe), A = (A1,...,As) € P(n).

Soit P = MU = P (\); soit W' l'ensemble des éléments de W de longueur
minimale modulo W a gauche et Wyse o droite; alors on a :

P7
(fé{) ’ ~Kye 0
sl n’existe pas de N € P (n/e) telle que A =eN, et :
P, X
USRS SRNNSIC) ) (N
(a':ij),‘ ],EM(OL,)\') 3=1 ’
avec pour tout j :

X; = qMI2 X,

et pour tout (a;j). , w est l’élément de W' correspondant au tableau (ai;)

avec : z’] W
(@115 -5 Qet,1,Q12, - - - Cets) = ((a{l) e, ..., (a{s) * e) ,

st A =e).

Démonstration. — En effet, on a, pour [ = (I4,...,l;) € M, de la méme fagon

que dans la démonstration de [17, IV.4] :

(2™ @ = | [T ;e /K £ 0 dét (k) fo (k™" (I +u) k) du dk,
j=1

xLieU
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la mesure sur LieU étant normalisée par vol (LieU N M, (O)) = 1. De plus,
ona:

/ g0 dét (k) fo (k™1 (I +u) k) dudk
KxLieU

= Y vol (wlase) > £ o dét (hkw)

wew’ K\ x(KNU)xLieU
fo (w kTR (1 + u) hkw) dudh dk

= Z vol (IxwIgye) / £ 0 dét (kw) fo (w™ k™ (I + u) kw) du dk
wew! Ky xLieU

= 3 vol (Iywase) / e (=)' ¢ o dét (k) (Ad (k) fu) (1) dk,

weW! Kx
avec pour tout w € W' :

fuw (1) :/L' Ufa (w™ (1 + u) w) du.

Soit n 'élément de & tel que 14§, € Fy pour tout k, et soit = I’élément de W
tel que le support de 1pfq est InseTlnse, €t de longueur minimale parmi ceux
vérifiant cette condition; il est clair que z normalise W,e. Plus précisément,
soit Ji,...,Jet la décomposition de {1,...,n} en intervalles associée & « * e;
on a, pour tout 7 € {1,...,e} et pour tout j € {1,...,¢}:

& (Je(j-1)4i) = Je(—1)+i+1
sit#e,et:

€ (Je(j-1)4e) = Je(i-1)+15
et x est croissant sur les J; (cf. lemmes 2.1.3 et 2.1.4). Soit € lapplication de

{1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée & 7; € étant constante sur chacun des
J;, on notera, pour tout %, € (J;) cette valeur constante. On a donc :

fuo () = 71 @72 501 (Iwe) ™"

(H e€J1) o dét ((ng(j)vw(k))j,kEJi)) du,
1

le produit étant pris sur les i € {1,...,et — 1} tels que e ne divise pas ¢; de
plus, si e ne divise pas 7, on a € (J;) # 0.
Soit w' 1’élément de We; défini par, pour tout 4 :

w' (i) =i+1

/uEU,l+u:(g,'j )i,j €w(supp(fa))w=!

si ¢ n’est pas multiple de e, et :

w@)=i+1—e
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si ¢ est multiple de e. D’apreés ce qui précéde, on a pour tout 7 :
xz (Jz) = Jw’(i)~
Soit (as;), ; € M (axe,A) le tableau correspondant a w; la matrice :
M; = (gw“*"(k)’w(kl))k,k’e,]i

est donc une matrice carrée de taille card (J;) de la forme :

L1 U12 . Ul,s
Us—l,s
0 L,
ou :
— il y a s x s blocs (éventuellement vides), et pour tous j,k, la taille du
J, k-éme bloc, est de a, ;) ; lignes et a; x colonnes;
— la valeur des blocs L; ne dépend que de [, et est donc fixe pour le calcul
de l'intégrale;
— la valeur des blocs Ui dépend de u, et décrit donc toutes les valeurs
possibles.
En particulier, pour tout j € {1,...,s} et tout ¢« non multiple de e, le rang de

cette matrice est inférieur ou égal a :
J s
r(i,7) = Zaw’(i),k + Z Qik.
k=1 k=j7+1

Pour que l'intégrale soit non nulle, il est donc nécessaire que r (2, j) > card (J;)
pour tout ¢ non multiple de e. De plus, on a le lemme suivant :

LEMME 2.3.2. — Soit Fy un corps fini, et soit P l'ensemble des matrices ng X
ng sur Fy de la forme :

A B

0o C )’

ot les blocs sont de tailles respectives i1,19 en hauteur et ji,jo en largeur, A
et C sont fizés et B décrit M;, j, (Fo). Soit, pour tout y € Fy :
Py={MeP|dét(M)=uy}.

Alors si jo + 11 > ng, tous les Py, pour y non nul, ont méme cardinal.
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Démonstration. — Puisque jo + i1 > ng, on a i3 > ng — jo = j1; donc il est
facile de voir qu'il existe @ € GL;, (Fy) et R € GL;, (Fp) tels que la derniére
ligne de QAR est nulle. Posons :

([ Q 0 (R O
@ = ( 0o 1)FB={0o 1)
Puisque la derniére ligne de QAR est nulle, on a :

1 0
QAR = QAR

pour tout ¢ € F§. Donc si D, est I’élément diagonal de M, (Fp) dont tous
les termes diagonaux valent 1 sauf le ¢;-éme qui vaut ¢, on a pour tout M €
Q1PRy, D.M € Q1PR;. L’application M +— D.M est donc une application
de Q1PR; dans lui-méme, et donc, pour tout y € Fp, envoie Q1PyR; dans
lecle-

De plus, D, est inversible ; Papplication M +— D.M induit donc une bijection
de Q1PyR; dans Q1P.R;. Comme ceci est vrai pour tous y et c, tous les
Q1PyR1, avec y non nul, ont méme cardinal.

Enfin, puisque Q) et R; sont inversibles, on a pour tout y :

card Q1Py Ry = card Py,

ce qui termine la démonstration. O

D’aprés ce lemme, pour que 'intégrale soit non nulle, il est également né-
cessaire que r (i,7) < card (J;) lorsque 7 n’est pas multiple de e; on doit donc

avoir 1’égalité dans ce cas. Or on a, pour tout j et pour tout k € {1,...,t} :
ke ke
Y. rld= Y card();
i=(k—1)e+1 i=(k—1)e+1
en effet, w' laisse stable V'intervalle {(k —1)e +1,...,ke}, donc on a, pour

tout ¢ et tout k' :

ke ke
Z Q' (i),k' = Z Qif! -
i=(k—1)e+1 i=(k—1)e+1
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On en déduit :

ke 7 s
Yo rG)= YN awpwtY, Y. aw
i=(k—1)e+1 i k=1 i k=j+1

s ke
= Z Z a’ik’
k'=1i=(k—1)e+1
ke
= Z card (J;) .

i=(k—1)e+1

On en conclut que si l'intégrale est non nulle, on a également r (ke,j) =
card (Jge) pour tout j et tout k, donc r(i,j) = card (J;) pour tous i,j. Or
on a, pour tous ¢,j :

r(i,5) =7 (i, — 1) = aw (), — aij = 0.
Donc une condition nécessaire pour que f,, # 0 est que, pour tous i,J :
aw,(i),j = aij.

Cela signifie que dans le tableau (as;); ;, chaque ligne est répétée e fois; il est
donc nécessaire que pour tout 7, Aj soit multiple de e. Donc s’il n’existe pas de
X € P (n/e) telle que A = eX, on a (fgf)P’s ~K,0;sional=e)\, il existe
une bijection canonique entre I’ensemble des tableaux vérifiant la condition
requise et M (a, \'), obtenue en ne gardant qu’une ligne sur e du tableau.

De plus, supposons que w vérifie la condition voulue. Pour tout ¢ dans
{1,...,et — 1} tels que e ne divise pas 7, la matrice :

(Gwa(i)w) j pes,

est alors une matrice triangulaire supérieure par blocs de tailles a;1,...,a;s,
dont la valeur des blocs diagonaux ne dépend que de [, donc est fixe quand [
est fixe, et dont la valeur des blocs au-dessus de la diagonale dépend de u. On
a donc :

fa (w_l (I +u) w) = fa (w_llw)

lorsque fo (W™ (I + w) w) # 0, ce qui est le cas si et seulement si on a a la
fois fq (w‘llw) £ 0 et wluw € Inwexlnse — w Hw. De plus, cette derniére
assertion est vraie si et seulement si pour tous ¢,4, les termes provenant de u
dans le bloc :

(gjk)jeJ,‘,kEJi/
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sont dans O sii < i ousii =1 +1 et 7 n’est pas un multiple de e, et dans p
sinon. Ces termes sont au nombre de :

> aijaiy
1<5<s'<s

Soit donc U le sous-ensemble de U vérifiant cette condition; on a :

vol (U) = q_ z:(1 i')ec Zl<]<]/<s @ija;r i1

k)

ou C est I'ensemble des couples (4,4') ne vérifiant pas la condition ci-dessus. Or

on a :
l(w) = Z Z QA 3

ij 1 <iy'>]
on en déduit :
vol (U) = —l(“’)+2 1 21<5<j<s il 41 g%l

la somme étant prise sur les 7’ tels que e ne divise pas i'. D’autre part, on a :

volg (Inwlaxe) = [Tase : W Iw N Tpue]

= volg (Laxe) volg (I,IIJU,G)_1 qP1<i<i <5 21 <i<et 450l 51
avec :
(aZ,) = (A11,-..,015,021,. - ,0et,s) -
Or o) est égale & o, & une permutation prés; on a donc :
VO]G ( ol G) = VOIG ( al, G) = VOlM (I M) .
On en déduit :
volge (Inwlye) = vol (Tawe) volar (It 1)~ ).

Enfin, on a :
2

t t s
l(m)zZ(e—l izz (e—1) Zaek,j ;
= k=1 7j=1

k=1

S

t
Iy ('wxw =ZZ e—1)a ek,j;

j=1k=1
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d’ou :

t
Z Z ai/+1,jai,,j, = Z Z (6 - 1) ake,jake,j'

i 1<j<j'<s 1<j<j'<s k=1
t S 2 s
e—1 9
=D 5 | | e | — D ay
k=1 j=1 j=1
l(z) — Iy (wzw™?)
2

On obtient donc :
vol (U) = volg (Ixwlae) ™ volg (Iase) Vol (IagU,M)_l q(l(z)_lM(www_l))ﬂ,

d’ou :
S
fur = Vol U) vl (Tawe) ™" a1 (™) 2 voly (1gy ae) TT Far )
*J
i=1
s
_ -1
—VOlK (I,\wIae) Hf(a{j).
Jj=1

On en déduit :

(ff)P,e S Z c (_1)l(w) H X]I{odét(‘)f(a{j),
(aij)i‘jEM(a,)\’) J=1
!

ol w est associé a (aij). ~comme dans 1’énoncé du lemme, ce qui démontre
oY

celui-ci. 0

2.4. Deux lemmes utiles

Cette section est destinée a4 montrer deux lemmes (2.4.1 et 2.4.3) qui seront
utilisés dans le chapitre suivant pour le calcul des traces.

LEMME 2.4.1. — Soit D une distribution e-variante sur G. Soit a € N, b €
7, tels que b divise n et que pged (a,b) = 1, soit d = e/ pged (e, b), et soit
a = (a1,...,a4) € P(n/db). Si f ne divise pas n/db, ou s’il n'existe pas de

partition o € P (n/ fdb) telle que o = fo!, alors D (f2*) =0.

Démonstration. — Supposons que f ne divise pas n/db, ou qu’il n’existe pas
de o € P(n/fdb) telle que a = fo'. Alors il existe un iy tel que ¢ = o +
.-+ + a4, n’est pas divisible par f. Soient les parahoriques I' = I( desn/b—de)®
I"=1 (n/b—de,dc)® > SOIt également T 1 (resp. I') le sous-groupe des éléments de I’
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(resp. I") dont les blocs diagonaux sont congrus 4 1 modulo p. La fonction f&°
est biinvariante par I} et son support est inclus dans ¢"*/*T’, donc on obtient :

D(fat) = 3 et (¢™a) D(4a),

Aer'/1;

ol pour tout A, ;”’ na/b 4) est la valeur constante de fg’b sur C"/PAT! et
1

b4 est la fonction caractéristique de ¢™®/ bAI!. On va montrer que D (¢4) =0
pour tout A.

Soit donc A € I'/I}. Tl existe h € I' tel que l'on ait h='¢"¥/*AIlh =
(el AT avec A’ de la forme :

Ar
Ag

A = 1 ;
1

A, étant de taille dc et Ay de taille n/b— de. 1 suffit donc de montrer que I’on
a D (¢a) = 0 lorsque A est de la forme ci-dessus. On a (~9°¢"/b AT ¢% = BIY,
ou B est I'élément de I"/I{ suivant :

Ao
1
B = ;
1
Ay
de plus, on a k~1¢"/* Bk = ¢"/B'TV, ou :
Ao
Ay
B = 1
1

et ou k est 1’élément de I” diagonal par blocs dont pour tout i € {1,...,b}, le
2i — 1-éme bloc diagonal vaut 1 et le 2i-éme vaut Ag sil (i) < (b) et 1 sinon.
On en déduit, si ¢p est la fonction caractéristique de ¢"*/*BI} :

D (¢p) =& (=% (-1)*~*) dét (4) ") D (94).
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De plus, on a :

Az_l Ao
Cna/bAIi — Cna/bAIi .
1 1
Ay Ay
d’ou :
D (¢a) =" 0 dét (A2) D (¢a);

on en déduit que D (¢4) = 0 si e2odét (A3) # 1. Supposons donc ®odét (Ay) =
1; on va montrer que l'on a :

D (¢a) = D (¢p)-

Cela suffit & montrer que D (¢4) = 0; en effet, supposons le contraire. On a
alors :

e (@ (~1) %) det (45)71®)) =1

Or dét (Az) est un élément de O, donc €€ o dét (Az) = 1, donc si on pose
¥ = pged (b,e), on a ¥ o dét (As) = 1. On en déduit, en élevant Iégalité
ci-dessus a la puissance b’ et en remarquant que db' = e et que e (—1)* =1 :

e (w) = 1.

Or 7€ est trivial sur O; on en déduit que €7¢ = 1, ce qui est exclu car ¢
n’est pas multiple de f. Donc on a bien D (¢4) = 0.

Montrons maintenant que 'on a D (¢4) = D (¢p'). Soit K' (resp. K1) l'en-
semble des éléments de [ (n/b)® dont tous les blocs diagonaux sauf le premier
(resp. tous les blocs diagonaux) sont congrus a l'identité modulo p; K'/K]
est canoniquement isomorphe & G Ly, (Fg). Soit donc D’ la distribution sur
G Ly, (Fg) telle que 'on ait, pour tout g € G Ly, (Fy) :

D' (L) = D (¢)
ol 14y est la fonction caractéristique de {g} dans GLy,, (Fy), et ¢; la fonction

caractéristique de ("%/?gK 1 dans G. C’est une distribution eb-variante ; de plus,

en considérant les sous-groupes paraboliques P’ = M'U’' = P ((dc,n/b — dc))
et P" = M"U" = P ((n/b~ dc,dc)) de GLy, (F,), on peut assimiler A (resp.
B) & une classe modulo U’ (resp. U") dans GL,,, (F,), et on a :

D ((bA) = card (U’)b—l .DI (]-AU’) H
D ((}53) = card (U”)b_1 D’ (1BU”) .

MEMOIRES DE LA SMF 69



2.4. DEUX LEMMES UTILES 41

Montrons la premiére de ces égalités; la seconde se montre de maniére exac-
tement similaire. Identifions A & un de ses représentants dans I’; soit Z un
systéme de représentants de I{ modulo Kj. On a :

A= Pan
hel
ou pour tout h, d)’A, 5, est la fonction caractéristique de (/b ARK 1. Or pour tout
h = (hy,...,hp), qb’A,h est conjuguée 3 ¢IA,(h1h1+a...h1_a,1,.
I{; on a donc, avec un léger abus de notation :

D (¢i4,h,) = DI (1Ah1h1+a...h1~a) )
de plus, pour tout u € U’, le nombre de h € 7 tels que 'image de ’élément
hihiya ... hi—q dans GLy, (Fy) soit u est exactement card (U")*71; on en dé-
duit Vassertion.
De plus, on a :

1) par un élément de

card (U') = ¢%™/v=9) = card (U") ;

on est donc ramené & montrer que D’ (1) = D' (lgyr), ce qui est une
conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 2.4.2. — Soit ¢ € Mg. (Fg) X My p_gc (Fq) C My (Fy), et soit g"
Uélément de My jy_qc (Fg) X Mac (Fg) C My (Fy) obtenu en permutant les deux
blocs diagonauz de g'. Soit C une classe de SLy, (IFy)-conjugaison dans le
groupe GLy,, (Fy). Alors on a :

card {v' € LieU' | ¢’ +u' € C} = card {u" € LieU" | ¢" +u" € C}.
Démonstration. — Si ¢’ est inversible, 'assertion ci-dessus est équivalente a :
card {v' € U" | g'v/ € C} = card {u" € U" | "u" € C}.

Supposons d’abord ¢' € SLy, (F,); alors on peut supposer C C SL, (F,). Po-
sons G = SLy, (Fy), P, = MU' = P'NGy ;soit Cy la classe de M}-conjugaison

de ¢’, 14 la fonction caractéristique de Cgr. On a :
card {v' € U' | g'v/ € C} = (carng/)—1 card {v' e U',y € Cy |y €C}.

Soit f une fonction sur Mj, invariante par conjugaison; on pose, pour tout
z € Gy

.G -1
ip f (z) = (card Py) Z f(m').
heGi,m'e M| W' €U’ ,x=hm'u'h~1

Soit # € C quelconque, et soit Zg, (x) le centraliseur de z dans G ; alors on
a:

card P| Gy ()

d ! ! I 7 — 1
card {u' € U | g'v/ € C} card Za, (x)carng/zpl 9
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Or on a, d’apres [1, prop. 8.2.7] :
-G1p _ Gy
Zp{ f= ZP—{fa
avec P{ = P'NG, = MU', ou P’ = M'T" est le parabolique opposé & P'; on
en déduit :
card {u' €U’ | g'u' € C} = card {v' € U' | gu e C}.

Or soit w 'élément de G suivant :

B 0 —Ide )
w= ( Idn/b—ec 0

si n/b est pair et ec impair, et :

B 0 Ide )
v < Idn/b—ec 0

sinon ; dans tous les cas, on a bien dét (w) = 1. De plus, w™lg'w = ¢" et
w™U'w = U"; comme de plus w € G, on en déduit :

card {u' € U" | g'v' € C} = card {u" e U" | g"u" € C},

ce qui démontre 1’assertion.

Supposons ensuite ¢' inversible quelconque. Ecrivons la décomposition de
Jordan de ¢’ : ¢’ = sv, avec s,v € M’ s semi-simple, v unipotent, et sv = vs.
Posons :

LieU' = (LieU' NLie Z¢ (s)) ® V/,

ot V' est la somme directe des sous-espaces propres pour la conjugaison par
s distincts de Lie U’ N Lie Z¢ (s). Alors puisque Zg (¢') C Zg (s), Papplication
v g'vg' ™! —v de V' dans V' est injective, donc bijective ; donc tout élément
de P’ de la forme ¢g'v'w, avec u' € exp (LieU’ N Lie Zg (s)), w € exp (V'), est
conjugué & g’'u’ par un élément v’ € exp (V'), d’ou :

card {u' € U' | ¢'u' € C} = ¢¥™(V") card {u' €eU'NZg(s) | gu' eC}.
Or on peut identifier Zg (s) a :
ZG (8) = GLnl (anl) X« X GLnt (ant) 9

ou les n;, a; sont des entiers tels que :

t
Z n;a; = n.
i=1

Posons :

ZG (8)1 = SLnl (]anl) X oo X SL’Ilt (]ant) .
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Puisque sv = vs, sg’ = ¢'s donc ¢' € Z (s); CN Zg (s) est donc une réunion
finie de classes de Zg (s);-conjugaison dans Zg (s). Appelons Cy,...,Cy ces
classes; on a donc :

k
card{u' € U' | g'v' € C} = anrd {W eU'NnZ(s) | gu' €C}.

i=1
Ecrivons g" = (¢4,...,9) et ¢" = (g’l’.,...,gé’), avec g;,9; € GLy, (Ian]-)
pour tout j; alors il existe, pour tout j, un entier b; tel que I'on ait, si on
pose P[ = MjUj = P((bj,nj —bj)) C GLy,; (Fg;) (resp. Py = MIU} =
P ((n; — bj, b)) :

g; € Mj,gi € Mj, g =wj ' gjw;
en définissant w; pour tout j de maniére analogue a w, et :
U'nZg(s)=U; x--- xUj,
et de méme pour U”. De plus, pour tout 7, on a :
Ci =Cing X X Ciy,

ot pour tous ¢, j, C; ; est une classe de SLy; (]anj )—conjugaison dans le groupe
G Ly, (IF qaj) ; on obtient alors :

kot
card {u' € U' | g'u' € C} = ZHcard {uj € Uj | gjuj € Cij} .
=1 j5=1
On obtient une assertion similaire pour ¢” ; il suffit donc de montrer I’assertion
pour C; j, g;- et g}’ dans un bloc G Ly, (]anj), avec ¢ et j donnés. Mais alors on
a g; = s;vj, avec s; central et v; unipotent. Puisque s; est central, s71C; ; est
une classe de SLy; (F,q; )-conjugaison dans GLy; (F; ) ; comme on a :

1 .
card {ug € U]'~ | g;u; € Ci,j} = card {u; € UJ'~ | vju;- €s; Cijrs

on est donc ramené au cas g; = v;. Or v; est unipotent, donc dét (v;) = 1, et
on est donc ramené au cas précédent.

Supposons enfin ¢’ quelconque. Soient g}, g4 les blocs diagonaux de ¢'. Le fait
de conjuguer ¢’ par un élément h de M' N SL, (F,) ne change pas I’assertion ;
on peut donc supposer que pour ¢ = 1,2, g} est de la forme :

' s; 0
gi 0 n; /-
ou s; est une matrice carrée inversible de taille a; et n; une matrice carrée

nilpotente de taille b;.
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Identifions, pour simplifier les notations, Lie U’ & My 5 /p—qc (Fq). Soient V'
et Z' les sous-espaces de Lie U’ suivants :

R r (0 %
v=(s0)2=(15):

ot les blocs considérés sont de tailles a1, b; en hauteur et ag, by en largeur. Alors
Z" agit sur (¢’ + LieU')NC, et on a ((¢' + LieU')NC) /Z' = (¢ +V')NC : en

effet, posons :
Uy U
u = ( 1 2 ) )
u3z U4

) € 7', le bloc supérieur droit de :

_ 0 (%1
Alors pour v = ( vy 0

(14+0)7" (¢ + o) (1+v)
vaut :

Uy ug + S1v1 —ving |\
U3 + N1V — V281 U4 !

il suffit de montrer que les applications vy — s1v1 — ving et vy = NV — V28]
sont injectives. Soit donc v; telle que l'on ait sjv1 —ving =0; alors on a :

vy = 81_1111”2,
donc par une récurrence évidente :
V1 = sl—kvlng
pour tout k € N. Or ny est nilpotente, donc il existe k tel que n§ = 0; donc

vy = 0. On montre I'injectivité de la deuxiéme application de la méme maniére.
On en déduit que 'on a :

card {u' € LieU' | ¢ +u' € C} = ¢"™ @ card {u/ € V' | ¢’ + 4 € C}.
Or ’ensemble ¢’ + V' est canoniquement isomorphe & :
(h1 + LieU7) x (hg + Lie Us) ,

ou P{ = M{Uj (resp. Py = M3Uy) est le sous-groupe parabolique standard
P ((a1,a2)) (resp. P (b1, b)) de GLa, ray (Fy) (1esp. GLy, 43, (Fy)), et :

_ 81 0 . ny 0
hl_(() SQ)’hQ_(O ng)‘

Or h; est inversible et ho nilpotent ; on est donc ramené & montrer le lemme
dans ces deux cas. Le cas inversible a été traité précédemment ; pour le cas
g’ nilpotent, on remarque que 1 + C est également une classe de SLy, (IF,)-
conjugaison dans M, (IFy), et que :

card {u' € LieU' | ¢’ +u' € C} = card {u’ € LieU' |1+ ¢ +u' €1+C}.

MEMOIRES DE LA SMF 69



2.4. DEUX LEMMES UTILES 45

Puisque ¢’ est nilpotent, 1+ ¢’ est unipotent, donc inversible ; on est 14 encore
ramené au cas précédent. O

O

LEMME 2.4.3. — Soit D une distribution s-variante sur G, et soit o =
(a1,...,a¢) € P(n/e). Alors s’il n’existe pas de o' € P (m) telle que a = fo/,
D (fo) = 0.

Démonstration. — La démonstration est identique a celle du lemme précédent,
en posant a =0 et b= 1. O
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CHAPITRE 3

CALCUL DE TRACES

3.1. Une proposition essentielle

Montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 3.1.1. — Soit n € &, soit ™ une représentation admissible de G et
soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Alors V (m)] est
isomorphe & V (ﬂp)’}M.
Démonstration. — En effet, V ()7 est isomorphe a V ()7 d’apreés [2, 5.8].
Par le méme argument, V (’/Tp)?M est isomorphe 4 V ((”P)BOM)?T ; et par tran-

sitivité du foncteur de Jacquet, (7p)gnp, = 7B ; d’ott le lemme. O
Soit R la catégorie des représentations de GL,, /. (F') engendrées par 'espace

de leurs vecteurs invariants par I ; soit + I'isomorphisme entre H° et (Hn /e)®e

défini dans les préliminaires.
€
Soit g, ..., m_1 € R. Posons P = MU = P ((g) ) et :
T = Indg (7r0 ® (5_1 o dét) MR ® (61_e o dét) Te-1) -
Soit ’isomorphisme :
¢7r0,---,7|'e—1 % (7T)7I70 —V (7T0)I ®--eV (We—l)l

tel que si v; € V (m); pour tout i, ¢t . (09 ® -+ ®ve_1) est la fonction a
support dans PI qui vaut vg®- - -®ve_1 en 1. Montrons que I’on a, si f € HO est
telle que ¢ (f) est de la forme fy®---® fe_1 et v = ‘/57?01,...,7re_1 (V0 ®++ @ Ve—1) :

¢7T0,~~-77l'e—1 (7r (f) U) =T (fO) V)& Q Me—q (fe—l) Ve—1-

Les deux membres de I'égalité ci-dessus étant tous deux des formes multi-
linéaires en fo,..., fe—1, il suffit de la montrer dans le cas ou f = T4y,
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x € Q. Posons = (xg,...,Ze—1). Soit pour tout i, v; € V (m;);; notons
v=g¢r) . (v®- - ®ve_1). Alors on a :

7 () v (1) = vol (Iz]) /1 70 (9) v (g2) da

= vol (IzI) /mM /mﬁ no (m) v (muz) du dm.

De plus, v (muz) # 0 si et seulement si muzr € PI = P (I N U), soit z~'uz €
INU,soitw €z (INTU)z". On en déduit :

m(f)v(1) =vol(Iz)vol(INTNz (INT)z") / no (m) v (mx) dm
nM
=vol(IzI)vol(INTU Nz (INT)z ") 64 ($)1/2

e—1
11 (w o dét (z;) /1

1=0 n/e
= vol (IeI)vol (INT Nz (INT) z7Y) 6§ (x)*/?
1
<VOl (In/eIiIn/e)_l et o dét (:L'z) Ty, (Uz)) .

T (mzxz) ’l}idmi)

e

|

.
o

vol (Iz1) = ¢'®;

e—1

H vol (In/exﬂn/e) = gm(@),
1=0

Pour achever la démonstration de ’assertion, il suffit donc de vérifier que 'on
a:

vol INT Nz (INT)z™") 68 (a:)l/2 = glm(@)=l))/2
On a:
vol INUNz (IND) az—l) = 6% (z) "' vol (InUNz ' (IND)z);
il suffit donc de montrer 1’égalité suivante :
vol(INTUNz(INT)z H)vol(INTNz™ ' (INT)z) = gM @) =l=),
Ecrivons z = wyw?, wy € Wiz, 2z € Z™. On a, puisque wg normalise I N U :

volj =vol(INU Nz (INU)z™") =vol (INTUNw* (INT) w ?);

volg =vol (INT Nz~ (INTU)z) =vol (INTNw * (INT) w?).
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On en déduit :

vol; = H qzi—Zjv

(i.5)€C

ou C est 'ensemble des couples (i, j) tels que i < j, ¢ et j ne sont pas dans le
méme intervalle de longueur n/e, et z; > z;, et :

voly = H qu_Zia

(i,5)ec’

ou C' est 'ensemble des couples (i, 5) tels que i < j, i et j ne sont pas dans le
méme intervalle de longueur n/e, et z; > z;. On a donc :

vol; volg = qz(i,j)ecuc’|zj_zi| - ql(m)—lM(:c).
Pour tout f € C° (G), posons :
JFrg—etodét(9)f(g).

On vérifie aisément que si pour n € £ donné, f € H" (resp. f € F"), alors
f¢ € F{(c0dét) ' (resp. f¢ € ]:(eodét)—ln‘). L’application :

s (0 o frosdecdem)’

induit donc un morphisme de H° dans lui-méme ; de plus, si f € HO est telle
que ¢ (f) est de la forme fy® - ® fe_1,0n a:

. 3 e
@) (10 e groeedem) ) — @@ fomr @ 5
En effet, pour tout x = (g, ..., Ze—1) € g, on a comme dans la démonstration

du lemme 1.3.6, en posant y = (z1,...,%e—1,Z0) :

, 3
g O (00 Ty froseem ) = ORI
=1 odét (v) q_l(y)/2Ty,n0'

D’autre part, on a :

e—1
(g7 2T, ) = g @R T e 0 dét () Tag @ -+ & T,y
=1
L (5_1 o dét (y) q_l(y)/zTymO) =1 odét (y) q—lM(y)/2
e—1

. H €% o dét (-Tz'—i—l') Txl X ® Tze_l ® Txo-

=1
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Or on a Iy (z) = Uy (y) ; d’autre part :

e—1
eodét (y 1H5 o dét (x;41) He o dét (z;) e ¢ o dét (xp) .
=1
Cela démontre (2) pour f = T} ,,. Comme les T} ,, forment une base de H°,

on en déduit (2) pour § quelconque.
Supposons maintenant 7y € R irréductible et telle que €€ o dét (mg) =~ mo, et
pour tout 7 € {1,...,e — 1}, m; = mp. Alors on a :

m~ (eodét)m

De plus, 7 est irréductible; il existe donc un opérateur d’entrelacement A de
7 dans (e o dét) m, unique a une constante multiplicative prés, vérifiant, pour
tout g € G :

As o (g) =eodét(g)”" m(g) o AL.

Il est clair que A% envoie V(W)SEOdét)"o dans V (7)"; en utilisant le lemme
1.3.9, on voit donc que I'application A% o m (f°) préserve V ()7 ; de plus, on
a pour tout f € HO :

(3)  Asom () om(f)=m ((f0xfr prolcededm) ) o 4z om (1)
En effet, on a le lemme suivant :

LEMME 3.1.2. — Soitf € C° (G). Soit T une représentation lisse irréductible
de G vérifiant m ~ € o dét (7), et soit AS lopérateur d’entrelacement associé.
Alors on a :

Az om (f) = m () o A7

Démonstration. — En effet, on a :

Aiovr(f)=/GAfr°7r(g)f(g)dg

- /G el o dét (g) ] (9) 7 (g) o ASdg
=7 (f%) o A7.
On en déduit :
T ((fo * § * fno,(éodét)no)s) oAl =ASon (fO * f * fno,(eodét)no) :

de plus, on a :

fO * f * fno,(sodét)no * fO — fO % f;
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on en déduit (3).
Soit également AE Popérateur d’entrelacement défini de facon similaire pour
o, et soit, si pour tout 1, v, €V (771)[ :
B :p® @Vl V1 Q@+ ® Vo1 ®Af;vg.
Alors il existe une constante ¢ telle que l’on a :

0 -1 .
Proromes © Az 0 (f0) 0 b o =cBg:

en effet, notons B.¢ le membre de gauche de 1'égalité ci-dessus. Soit f € H°
telle que ¢ () est de la forme fo ® -+ ® fe—1; d’aprés (2) et (3), on a :

B;re o (mo (fo) ®-+ ® me—1(fe-1))
= (11 (f1) @+ @ Tery (fe1) @ mo (f)) © ByE.

Or A6 est, & une constante multlphca,tlve prés, le seul opérateur sur V (m);
Verlﬁant pour tout fo € Hyye :

A5 omo (fo) = mo (f57) 0 Any;
on en déduit qu'’il existe c telle que BL® = cB5.
On en déduit, pour f € HO telle que ¢ (f) est de la forme fo® -+ ® fe_1 :

trAzom (f2+f) = ctrBro(mo (fo) @ @ Mot (fo-1))-
Soit donc (e;);—; y une base de V (m);. Alors :
{ei® - ®ei,_, |1 <o, . 01 < N}

est une base de V (mg); ®- - ® V (mg) ;. De plus, posons, relativement a la base
(i) :
AS @ mo (fo) = (a?j)i,j ;

mo (fi) = (aky)

2
pour k > 0. Alors on a, pour tous jg,-..,Je—1 :
By o (mo (fo) ® -+ ® Te—1 (fe-1)) (ejo "'®eje 1)
1
Z a7e 1.70 l()j] o ;Ze 2.7e 1610 ® ® eze 1
1Oa >Ze 1
d’ou :
-1
trB © (7T0 (fO) ® ® 7Te 1 fe 1 z ale 110 @01,1 L] afe-—2ie—l
105eeeyle—1

= tI‘Afr; O o (fo E T 3 fe—l) .
On en déduit le résultat suivant :
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PROPOSITION 3.1.3. — Soitn € £, et soit f € H" telle que, si i, est lisomor-
phisme entre H" et (’Hn/e)e défini dans le chapitre 2, 1, (f) est de la forme
fo® - ® fe1. Soit A € P (m). Alors on a :

tr A5 0 St5 (£7 5 ) = & (=1)(“100) tr A5 0 SE (fo -+ * fen).

Démonstration. — Supposons d’abord 1 = 1. Posons 7wy = Stie ; en définis-
sant les 7;, ¢ > 1, et m comme précédemment, on a 7 = St§ ; il suffit de montrer
que la constante ¢ définie précédemment vaut 1. Soit D} la droite de V (mp),

définie (et notée D) dans [17, II1.3]; AZ, la conserve et y agit par (=)™,
De plus, si Dy est la droite de V (m)7° définie dans le chapitre 2, on a :
¢7r0,...,7re_1 (D)\) =D & D,
comme A% conserve D) et y agit par (—1)"/ ™™ on en déduit que ¢ = 1.
Supposons maintenant 7 quelconque. On a le lemme suivant :
LEMME 3.1.4. — Soit f € F". Alors on a :
tr A o Ste, (( FmET gk f””’o) = tr A%, o St5, (f) -

Démonstration. — En effet, on a :

Az, 08t () wfx 1) = g 058, (70N
-0 Sty (F) o Sty, (f77)
= Sty (f77) o (A7, © Sty (f)) o Sty, (7).
De plus, toutes les applications linéaires ci-dessus sont de rang fini, donc on a :
tr (Sty, (f7") o (A7, o Sty, () © St (F77))
= tr (Stg, (f7) o Sty (f7") o (A7, o Sty (1)) -

Or f™70 x f101 n’est autre que I’élément neutre 1, de H"; donc St (f™™) o
Sty, (f01) est lidentité sur VI"’m, qui contient l'image de St;, (f) d’aprés le
lemme 1.3.9; on en déduit :

Sty (f707) o Sty (f7°) o (A7, o Sty () = A7, © Sty (F)
d’ou ’assertion du lemme. O
Orona:sifeH":
(Fmm)= e (75 9) 1 10 = 2 (<1)! (0] 10y (g0 4 prim)
d’autre part, d’apres le lemme 1.3.6 :

tyo (S % 5 f10) = 1 (§)

d’ou l’assertion. O
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3.2. Quelques rappels sur la PSH-algébre de Zelevinsky

Pour plus de détails sur la PSH-algebre de Zelevinsky, voir [18].

Soit A= (A1,... A ), = (B1,-..,4s) € P(n). On a défini M (\, u) dans le
chapitre précédent. Soit M! (X, ;1) Pensemble des éléments (a;;) i de M (A p)
tels que tous les a;; valent 0 ou 1.

Soit R la PSH-algébre de Zelevinsky : en tant qu’algébre, c’est ’algébre des
polyndmes en des éléments x;,i € N*. C’est également un anneau gradué de la

maniére suivante :
R=EP R
k

avec pour tout k, xx € Ry. On en déduit que pour tout &, si pour toute partition
A= (A1,...,A) € P (k) on pose :

Iy = ZE,\lx)\z HR 5 VN

alors () AePO(k) Constitue une base de l'espace vectoriel Ry. De plus, Ry est

munie d’un produit scalaire (-, ) défini positif & valeurs dans Z, vérifiant, pour
tous \, p € P (k) :

(Tx,zy) = card M (X, p) .

R est également engendrée par des éléments y;,7 € N* vérifiant des propriétés
exactement identiques. Les x; et y; sont liés de la maniére suivante : si on pose :

o0
X(T) =) =T,
1=0

o0
Y (T) =) wT,
1=0

(en posant xg = yo = 1), alors on a :
X(T)Y (-T)=1.

De plus, on a pour tout k et tous A, € PP (k), en définissant les y) de maniére
analogue aux ) :

(x/\7y/1> = <y)\axlt> = card Ml (>‘v /J) .

Il existe également des éléments z;, z; € R;, tels que, en définissant les z) de

maniére similaire aux z et yy, pour tout k, les zy, avec A € P% (k), forment

une base sur Q de R®Q, et tels que, si pour tout entier positif ¢, 7. est
Z

I’endomorphisme d’algébres de R ® Q tel que pour tout i, 7. (2;) = 2¢, on ait,
Z
pour tout k, tout A € P (ck) et tout x € Ry, :
(@r; e (2)) =0
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s’il n’existe pas de X' € P (k) telle que A = c), et :
(zx, 7e (%)) = (2x, 2)

si X existe. (cf également [16, 5.5]).

3.3. Calcul des traces de fai’

Soit v € Z, posons :

l=—"
~ pged (m,v)’
U .
)

@= pged (me, v)

— me .
~ pged (me,v)’
e
d= —————.
pged (b, e)
On a l’égalité suivante :
m_n
I~ fdb
En effet, d’'une part, on a :
T = pged (m,v);
et d’autre part :
n _me
fdb ~ db
_pged (me,v)
N d
_ pged (me, v) pged (b, €)
e
_ pgced (me, v) pged (me/ pged (me, v) , e)
e

_ pgcd (me, e pged (me, v))

e
= pged (m, pged (me, v)) .

C’est clairement un diviseur de pged (m,v) ; d’autre part, pged (m,v) divise a
la fois m et pged (me,v). On en déduit ’égalité cherchée.
On en déduit en particulier :
db b

S )
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Posons, avec les notations du lemme 2.1.5 :

= Tt (c712).

PROPOSITION 3.3.1. — Soient \,a € P (m/l). Soit n U’élément de & tel que

f € FN, et soit € lapplication de {1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée a
7. Alors on a :

tr Afy o St} (1uf1cf}’;:’) = cape (=1)!(m0n) (—1)mVImS (g,

Démonstration. — En effet, on a :

b b
1vflcf}la = }la.

De plus, on a, d’apreés le lemme 2.1.5, f}’ = f1x f , avec :

o (722) = @ o det () phit

ou pour tout k, f foun/e est la fonction caractéristique de I’ensemble Q"’“/ elr fol
dans GL, /. (F), divisée par vol (I;,:). De plus, on a :

e—1

> ki = da;

1=0

on en déduit, d’aprés la proposition 3.1.3 :

tr A, o Stf, (lvflcf}lf) = Cqp (——1)1(wnom) tr Af; o Stf; (f}ig’fn/e) .

Or da et [ sont premiers entre eux; en effet, d’apres ce qui précéde, d'une part
[ divise b et a et b sont premiers entre eux; d’autre part, [ et d sont premiers
entre eux. Donc d’aprés [17, V.11], on a :

tr A5y 0 Stiy (far, ) = (- (g ).

On conclut en remarquant que :

mda _ na
TS
28 2§ 18) =t (1) = (1) s
qui est pair. =
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3.4. Calcul des traces de f;,

Soit v € Z, posons & nouveau :

l— m
~ pged (m,v)’

Soit, pour tout A = (A1,...,A¢) € P(n), I'yz 'ensemble des (di,...,d;) €
Zt tels que, pour tout i compris entre 1 et ¢t — 1, on ait :

(5 () ()

Soit x» la fonction caractéristique de ’ensemble des éléments | = (Iy,...,[;)
de M (A) tels que l'on ait :

(l/ o dét (ll) ye.., V0O dét (lt)) € FA,Z-

Pour tout A = (A1,...,A¢) € P(n/ef), soit ny 'élément de £ tel que la res-
triction de ) & I'Iwahori standard de M (eX) soit :

No,efr; @ - @ No,efres

ou pour tout ¢, Moefy; est le caractere de Iy, défini de maniére analogue a 7.
Montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 3.4.1. — Soit f € C° (G). On a :

tr A5, 0 St&, (1.f) =
t(\)

Z (_l)t()\)—l 5(_1)l(wn>\mo) tr ®Af\] o ||/\; Stf\j (Xef)\f (ef2). ) ’

AEP(m) j=1
ot st A = (A1,..., ), on pose pour tout j :
. 1
TR PIRYS 0
k=j+1
Démonstration. — La démonstration est identique & celle de [17, IIL5], au

détail suivant prés : pour A donnée, soit w lunique facteur irréductible de
(Stfn)f\fl(ef)‘) dont l’espace V est stable par (A )M(ef)\ alors on a :

1)
(A5)Miepn lv =€ H(wn.mo) H A5,

En effet, soit Dr, la droite de V;") définie en 1.4, et soit :
Dy, ;m = Sty (f™ ) Dy,
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L’opérateur A7,, et donc aussi 'opérateur (AS, )f\f[(e f3)» Y agissent par le sca-

laire € (—l)l(w”%"’O) (=1)™*™: de plus, en identifiant Ht(’\) of; & une sous-
algébre de H;*, on vérifie de la méme facon que dans la démonstration de [17,

ITL5] que la projection de Dy, m sur V;P C V n’est autre que Hf(z'\l) D,y,. On
en déduit ’assertion. O

PROPOSITION 3.4.2. — Soit « € P(m), A € P(m/l). Soit n l’élément de &
tel que 1xfro € F pour tout k. Alors on a :

tr Afy o Stjy (1u1leffa)
= (—1)l(wn0ﬂz) (_1)m—t()\) qn(vf—l)/2<xa,xm ('Ul/\ q >>

l
en définissant x,, (%)\,qf) comme dans [17, V.12].

Démonstration. — Supposons d’abord A = (m) ; on a, d’apres les lemmes 3.4.1
et 2.3.1:

tr A5, o Stf, (lcfjc(a)
= Y ()T ey ) ST (),

pEP(m) (wij)EM (fa,fu)

avec pour tout p = (U1,...,M4) :

t

I (/J, ’LU,L] = tr H o Stz] 5 l(w) Ae fu Hf ,u )

ol w est associé & (wjj); ; comme dans Iénonceé du lemme 2.3.1, et ot :
3

X (j,p) = g eI X,

Soit, pour tout j, n; 'élément de Ey,; tel que pour tout k, 1xfw. ) € ]:Z}u]
Montrons ’assertion suivante (’égalité ci-dessous signifie que les termes cor-
respondants des deux séries sont égaux) :

o) Y(J,u) 0 0
o () = Sttty @ Pyt @ © S guy
ol fu.;),fu,; (TESP. f(w ) fus ) est la fonction caractéristique de Lie I(,, ,)NG Ly, (F)
(resp. I(w'j)) dans GLy,, (F), divisée par vol (I(w,j)>, et ou :

Y, = q(e—l)fuj/2Xj’u — q(n—fuj)/2—u} X.
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En effet, soit z € €y, et soit (xoy...,Ze—1) son image dans (Wfﬂj)6 par
I’application canonique. On a f(z) # 0 si et seulement si on a a la fois z¢ €
Lie I(y ) et z; € Wy ;) pour tout i # 0; d’autre part :

e—1
=1
De plus :
. e—1 ) e—1
I (szj) - q(l(w)—Z,: i(z:))/2 H 7" o dét (z) ®Txi§
enfin, on a :

vol (Tu)) = vol (T ue)) -

Pour montrer ’assertion, il suffit donc de vérifier que I'on a, pour tout x € €y,
tel que f(x) #0 :

e—1
(@)~ 1) = (e~ 1) fugw (a).
=0
Soit donc Ji, ..., Jeya) la décomposition de {1,...,efu;} en intervalles selon

(w.;) xe, que 'on compléte en une décomposition de Z en intervalles, en posant
pour tout k € Z et tout i € {1,...,et ()}, Jitket(a) = Ji + kefpuj. On a vu
dans la démonstration du lemme 2.2.1 que z laisse stable les J;, avec i non
multiple de e, et que si a € Jge, = (a) € Jje, avec | < k.

I (x) est égal au nombre de couples (i,i'), avec i € {1,...,efu;} et i’ € Z
tels que © > @' et z (i) < 2 (¢'); Y i1 (z;) est égal au nombre de couples (i,1')
vérifiant les mémes conditions, plus la condition suivante : si ¢ € Jgeq ks, alors
il existe un [ tel que z (i) € Jiepx- Or la condition @ > ¢’ et z (i) < (i)
implique, d’apres ce qui préceéde, qu'il existe k, k' et [, avec 1 < k' < e—1, tels

MEMOIRES DE LA SMF 69



3.4. CALCUL DES TRACES DE f¢, 59

que i € Jgeyp €t 1 € Je. On a donc :
t(a)

e
“> 1) =YY card({i'| Ik €ZIK 1<K <e—1,
=0

=1 ieJ
ke + k' <leetz (i) <i'})
t(a)

@ YT S cand ()

1=1 i€Jie U <k<l,z(i)€Jy, k'=1
t(cx)

= Z Z Z (e — 1) Wk+1,5-

I=1ieJi I'<k<l,z(i)ETy,
D’autre part, on déduit du lemme 1.2.1 que ’'on a :
efu;

efuv (@) =) (i—().

=1
Puisque z stabilise les Jxeix, 1 < k < e—1, la somme des i — z (i) sur chacun
de ces intervalles est nulle et on a donc :

efu;v( ZZ i—x(

Soit pour tout k, ag le plus petit élément de Jie. Posons pour ! € {1,...,t (o)}
et i € Jie, 1 = a; + b;, et si z(i) € Jye, x (1) = ap + ¢;; x permute les classes
modulo efp; des i, donc la somme des b; est égale a la somme des c;, et on en
déduit :

t(a)

efp;v Z Z (a1 — ar)

=1 i€Jje;x(t)ETp,

t(a)

=22 ) ewny

I=11€Je I'<k<lz(i)€Jy,

On déduit de cette égalité et de (4) que 'on a :

Zl z;) = (e — 1) fu;v (z),

d’ou ’assertion cherchée.
D’apres la proposition 3.1.3 et [17, V.12], on a donc :

tr 4, o Stj, (fX"”‘)=e<—1)l("’""‘“‘f”’")trf AN
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-1
qui vaut 0 si (w.;) # ()", et 5(_1)l(wno,efw’lj> (1 - qu(n—ﬂj)f/2—fuj) si

(w.;) = (f)*. Donc I (u,(ws;)) = 0 si (w;;) n'est pas de la forme fb pour
be M!(a,p); de plus, on a :

t

8( )l(w) w,m n0 H ( no,efuj ’Wj) =¢ (_l)l(wno,n) )

On en déduit, exactement de la méme fagon que dans la démonstration de [17,
V.12], que 'on a, pour tout D > 1 :

tr Ay, o Sty, (1rplefra)
— e (=1)(wn0n) (=)™t pUD-V/2(4 ((D) ,qf)>.

Supposons maintenant A = (A, ..., At) quelconque; posons P = P (efl)). On
a, en utilisant le lemme 2.3.1 :

(5) tI‘AIE)\OStE ( vflcffa)

t
_ (1) (®AM osm) ((®1m,./mlc) <ffa>P@)
1=1

= & (1) (wnom) ¢Fica(n=eflX;)/2(vf13;)/m

t
> e(-1)"®) [ tr A5, o Stiy, (1Uf)\j/mlcf(w{j)> )

(w};), ,EM(Fafin) =1

ou si W' est I'ensemble des éléments de W de longueur minimale modulo
Wesix & gauche et Wyqye a droite, pour tout (ng) , w est I’élément de W'
0.

correspondant au tableau (wy;), j» avec :

(wn, ooy Wet(a),1, W12, - - - awet(a),t) = ((UJH) *€.ny (wf,t(a)) * 6) )

le facteur e (—1)l(w’70"”*) apparait pour la méme raison que dans la démonstra-

tion du lemme 3.4.1. Pour tout (w J) on obtient, d’aprés le cas précédent
i

et le lemme 2.4.3, pour tout j :

tr A?)\j o Sti\j (1'Uf)\j/mlcf('wfj)) =0
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sl existe un 7 tel que w;

;; West pas divisible par f, et :

I w Mg
tr Ajy; o Stjy, (1vij/m1cf(ng)) =e(-1) ( T0ed J)

(1) g PN DI /D) (g (vl)\ ,qf)

2
ot 7y,; est I'élément de Eep1y; tel que pour tout , lkf( ) e Fl f}\ , sl ( {j> =
fB. On en déduit que l’expression (5) est nulle s’il n ‘existe pas de (b;), ; €

M (a, 1)) tel que (w;]) = f (bij); ;- D’autre part, on a:
1,] >

zt:n—efl)\j vl +iefuj (vﬂ,\j _1) _n@f-1),
2 )
=1

m ¢ 2 m 2
=1

t
Zu —1)=m—t;

i=1

et, de la méme facon que précédemment :
¢
€ (_1)l(’u)170,7”>\) € (_l)l(w) ]‘_4[E (_1)l<wn0,eﬂ)\j "'lw,j) —¢ (—l)l(w’m"?) )

On conclut de la méme fagon que dans la démonstration de [17, V.12]. O
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CHAPITRE 4

CALCUL DES GERMES PAR RECURRENCE

4.1. Définition des germes

On définit les germes s§ grace & la proposition suivante :

PRrROPOSITION 4.1.1. — Soit v € Z. Posons :
l _ m
~ pged (m,v)’

Alors pour tout A € P°(m/l), il existe une unique fonction :
Si : vaf — C
telle que pour tout v € vaf, et tout f € FE, on ait :
Iy = D s5()trAp oSty (L)
AePO(m/l)
Démonstration. — L’assertion de la proposition est vraie si et seulement si :
— pour § € F¢ donnée, pour tout A, on a :
seulement si pour tout 7y € vaf, I& (f,v) =0;
— les applications linéaires :
f > tr A}y o Stj) (Lyflcf)
de F¢ dans C sont linéairement indépendantes.
Montrons d’abord la deuxiéme assertion : soient des constantes cy, A €

PO (m/l), telles que I’on ait, pour tout f € F¢ :

Z ex tr Afy o Stfy (1yf1cf) = 0.
AEPO(m/1)



64 CHAPITRE 4. CALCUL DES GERMES PAR RECURRENCE

On va montrer que les c) sont forcément toutes nulles. Posons :
v
6= ——F-7,
pged (me, v)

b me
~ pged (me,v)’
e
d= —°
pged (b,e)’

et considérons la fonction f a(’f pour tout a € P (n/fdb); d’apres la proposition
3.3.1,on a:

tr A5, 0 St5, (L Lef ) = dafza,ua),
avec, en utilisant les notations de la proposition 3.3.1 :
dy = cape (=1) (¥man) (—1y(m+1/Dnafb.
On en déduit :
> exda(a, ya) =0
A

pour tout @. Comme les x4 constituent une base de Ry, /4, et comme le produit
scalaire sur R, /fqp est non dégénéré, on en déduit :

Zc)\dAy)\ = 0.
A

Or les y) sont linéairement indépendants dans R et les d) sont non nuls, donc
pour tout A, ¢y = 0, ce qui démontre ’assertion.
Montrons maintenant la premiére assertion. On a le lemme suivant :

LEMME 4.1.2. — Soit f € C® (G). Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Pour toute représentation admissible irréductible m de G vérifiant ™ ~
(eodét)m, on a :

tr A> o (f) = 0.

(ii) Pour toute représentation admissible irréductible tempérée © de G véri-
ant ™~ (e o dét) w, on a [’égalité ci-dessus.
g
(iti) Pour tout v € GH semi-simple et G-régulier, on a I (f,7) = 0.

Démonstration. — Elle est similaire & celle de [17, IIL.1]. O

Soit donc f € F¢ telle que pour tout v € GH . on ait IZ (f,v) = 0.

cuf?
Cela équivaut a dire que pour tout v € GH semi-simple G-régulier, on a
g
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IZ (1y51cf,v) = 0; donc d’aprés 'implication (44)=> (i) du lemme précédent,
on a pour tout A :

tr A%, 0 Sté, (Lyy1f) = 0.

Il reste donc & montrer la réciproque. Soit donc f € F¢ telle que pour tout \,
on ait :

tr Ay o Sty (1y71cf) = 0.

D’aprés le lemme 4.1.2, il suffit de montrer que pour toute représentation ad-
missible irréductible tempérée 7 de G vérifiant m ~ (¢ o dét) 7, on a tr A% o
7 (1yslcf) = 0.

Soit donc 7 vérifiant les conditions ci-dessus. Soit, pour tout n € &€, V (x)7
le sous-espace des éléments v de Pespace de « vérifiant, pour tout h € I :

7 (h)v=n(h) " o.

On va d’abord montrer 'assertion ci-dessus lorsque V (7)7° est trivial. Pour

cela, on a besoin des lemmes suivants :

LEMME 4.1.3. — Soit ™ une représentation irréductible admissible de G telle
qu’il existe n € € telle que V (m)7 est non trivial. Alors pour tout ' € &,

|4 (ﬂ)}’l est non trivial.

Démonstration. — En effet, on a, d’aprés le lemme 1.3.9 :
w(F1) (v (@] V(@] .

Or en utilisant le lemme 1.3.3, on voit que 7 (f"*"’) T (f""") =x(fr) =

7 (1,) est 'identité sur V ()7. En particulier 7 (f”/ ’”) est non nulle sur V ()7,
d’ou l’assertion. O
LEMME 4.1.4. — Soitn € £, et soit ™ une représentation irréductible admis-

sible tempérée de G telle que V ()7 est trivial. Alors pour tout f' € F", on a
tr AS o7 (1.f') = 0.

Démonstration. — En effet, soit f' € F". On a ’égalité suivante :
trAZom(Lf) = Y (1) Tr AL (V) om () (Xem,mem,s) 7
AEP(m)

que I'on démontre de la méme fagon que dans [17, III.2]. Il suffit donc de
montrer que pour tout A, tr A% (A) o 7 (A) ()Zef)\f’P(ef)‘)’e) = 0. Pour cela, on a
besoin du lemme 3.1.1 et du lemme suivant (en posant P = MU = P (ef\)) :
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LEMME 4.1.5. — Pour tout ¥ € &, définissons de maniére analogue ¢ F7

pour G le sous-espace ]-'X,,[ de C° (M). Alors il existe my,...,mx € & et des
fonctions f; x € Fjli pour tout 1, telles que :

k
PP ke D Fins
=1
Démonstration. — En effet, on a pour tout l € M :
P (1) = 68 1)1/ / e o dét (k) f' (k™ luk) du dk.
KxU

Soit A € P (n) telle que M = M (X). Décomposons K en union disjointe :
K= U Lwl,
weWw’

ou W' est le sous-ensemble des éléments de W de longueur minimale mo-
dulo Wy a gauche. Pour tout g € G et tout h € I, on a f (h™1gh) =

eodét (h) "' f (¢). On en déduit :
pPey =3 vol (IawI) 6§ (1)'/?
wew’

- / e o dét (hkw) §' (w™ 'kt h™Huhkw) du dh dk.
KMX(KQU)XU

Dans chaque terme, I'intégrale sur K N U est en fait contenue dans l'intégrale
sur U, et on obtient donc :

fIP,e (l) — Z vol (I)\U)I) / €odét (k) fw (k_llk‘) dk,

weWw’ Kum

avec pour tout w € W' :

fu (1) = € 0 dét (w) 08 (1)1/2/ f (wHuw) du.
U
On en déduit :

P e Y vol (wl) fu.
weW!

D’autre part, on vérifie aisément que 1’on a :

wlw™'NM = I.
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On en déduit, pour tout [ € M et tous h,h' € I :
fu (R'1R) = 68 (1)*? /U f' (w™ A lhuw) du
=38 (1)*/? L f' (w™ W luhw) du
= e o0dét (w™ h'w) n (wh'hw) 68 (1) /U i (w™ luw) du
= e odét (A') (w (n)) (A'h) fu (D) -

Donc les vol (Iywl) fy, w € W', conviennent et le lemme est démontré. O

Revenons & la démonstration du lemme 4.1.4. Soit donc A € P (m), et écri-
vons, grace au lemme 4.1.5, {/P* ~rue O fais avec fa; € .7-'1’\’,} pour tout 1.
Puisque X,y est biinvariante par I, on a aussi pour tout 4 :

Xefrfri € Fip-

Or d’aprés les lemmes 4.1.5 et 4.1.3, puisque V (1)] =0, V (ﬂ'p)(lijdét)m aussi.

De plus, d’aprés le lemme 1.3.9, l'image de m (X)) (fy;) est contenue dans

Ins ; doncon a:

tr A7 (A) o 7 (A) (Xefafr,i) = 0.
Comme ceci est vrai pour tout ¢, on a, pour tout A :
tr A5 (A) o (A) (Xepaf' ™) =0
et le lemmme est démontré. O

Ecrivons f = Zne ¢ fn, avec pour tout 7, f, € F”. On a bien évidemment :

lvflcf = Z lvflcfn'

neé

Pour tout 7, d’apres le lemme 4.1.3, V' ()7 est trivial, donc puisque 1,¢f, € F7,
d’aprés le lemme 4.1.4, on a :

tI‘A:’; oT (1vf1cf7;) =0.

On en déduit ’assertion cherchée.

Supposons maintenant que V ()7 est non trivial. Puisque 7 est tempé-
rée, elle est équivalente & l'induite d’une représentation de carré intégrable o
d’un certain sous-groupe de Levi standard M de G, une telle induite étant
irréductible. D’apres (2, 5.8], si V ()7 est non trivial, V (71'3)7173 également ; il

w(n)

15 €st non trivial, donc V (0’)1;)]57) aussi.

existe donc w € W tel que V (opnnr)
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Puisque o est de carré intégrable, elle est donc de la forme Sty ®x, ou x est
un caractére de M vérifiant, pour tout h € I :

X (h) =w(n) ().
De plus, on a le résultat suivant :
LEMME 4.1.6. — Il eziste w' € W qui normalise M et tel que l'on ait :
o~ (eodét)o™

Démonstration. — En effet, puisque o est un sous-quotient de 7p, (¢ o dét) o
est un sous-quotient de ((e o dét) 7) p, qui est isomorphe & 7p. De plus, c’est une
représentation de carré intégrable; d’apres [14, 4.5.12], il existe donc w' € W
qui normalise M et tel que I'on ait :

(e 0dét) o ~ o™,
ce qui démontre le lemme. O

On en déduit que o est, a permutation des facteurs pres, de la forme :
(1 © dét) St, ® (ex1 0 dét) Str, @+ @ (/" 1x1 0 dét) Sty,

® (Xg o dét) St)\2 ®-® (gef—lxs o dét) St)\t,

avec A = (A1,...,A¢) € P(m), et pour tout 7, x; est un caractére non ramifié
de F™; quitte & conjuguer par un élément de W, on peut donc supposer que o
est précisément de cette forme; on a alors M = M (A xef). On en déduit :

t
7T=Ind1G3(>\*ef)0=Indg(ef)\ H Xzodet St)\
1=1

4 . . t . .
Ay est Dopérateur induit de @);_; S 3 on a donc, avec des normalisations
convenables des opérateurs d’entrelacement :

tr Az o (Lyslcf) = tr (®A o (xi o dét) St5. ) (( ofle f) ef)\)s).

=1

Le support de (1, flcf)P (€fA)# est constitué d’éléments compacts, donc si | =
(l1,...,1;) est un élément de ce support, on a pour tout ¢ :

vodét(l;) = —Uf—Zf—A—i;

pour que l'on ait tr A5 o 7 (1,71.f) # 0, il est donc nécessaire que pour tout 4,
vfefAi/n soit un multiple de f, donc que v\;/m soit entier, donc que \; soit

Itipl -
un multiple de [ pged ()
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Supposons la condition ci-dessus vérifiée ; on a alors :
t

ot Hx (Hrerin)

pour tout élément [ = (l1, ..., 1;) du support. On en déduit :
tI’A; oT (lvflcf)

t
= Xi vfefri/n )t ( A5 o St5, 1 f)P(ef)\) )
(L () ) ([T .05 (n7)
t
= (H Xi (w“fef)\i/n)> tr A5 o St§ (LyfLlef) -
i=1

Or cette derniére trace est nulle par hypothése; on en déduit :
tr AZ o (1y51f) =0

et la proposition est démontrée. O

4.2. Premiére relation de récurrence

Soit v € GH elliptique G-régulier. Alors v est compact ; les germes du cha-
pitre précédent sont donc définis en . Dans cette section, ainsi que dans la
suivante, on donne des formules de récurrence permettant (au moins théori-
quement) de calculer la valeur de ces germes en +, si «y vérifie la condition
suivante : extension F' (y) /F est modérément ramifiée.

On a vu dans lintroduction que lorsque v est tel que F () /F est modé-
rément ramifiée, il existe des éléments 6,7 € F ()" vérifiant les conditions
suivantes :

-y =0
— v est congru & 1 modulo I'idéal maximal de F (v);
— si on pose F' = F (§), alors 6 est F'/F-cuspidal.

J et ¥ ne sont pas uniquement déterminés, mais F’ l’est. Soit b lindice
de ramification de F'/F et ¢ son degré résiduel; posons n' = n/bc, et soit
G' = GL, (F'); nous allons montrer une relation de récurrence permettant de
ramener le calcul de la valeur d’un germe sur G en « & celui de la valeur d’un
germe sur G’ en «'.
Considérons l'extension EF'/F'. Soit d son indice de ramification, f’ son
!/

a7 et soit H' = GL,y (EF'). Soit également [
l'indice de ramification de EF'/E, ¢’ son degré résiduel ; on a les relations :
le =db=ppem (bye), f'c =c'f.

degré résiduel ; posons m' =
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Soit O' ’anneau des entiers de F’, p’ son idéal maximal, ' une uniformisante
de F'. Soit également le caractére €’ = ¢ o Np//p de F'*.

LEMME 4.2.1. — ¢’ est un caractére modérément ramifié d’ordre df', et son
ordre sur O™ est d.

Démonstration. — En effet, il est clair que Npiyp (1 +p') C 1+ p, donc €
est trivial sur 1 + p’, donc modérément ramifié; de plus, le noyau de &' est
Ngpryp (EF'), donc il est d’ordre df’. Pour montrer la deuxiéme assertion,
soit F” l’extension non ramifiée de F maximale contenue dans F’. On a :

EI =€ONF”/FONF’/F"'

Comme ¢’ est trivial sur 1 + p’, il induit un caractére sur F*,, dont 'ordre est
p 7 qf

égal a l'ordre sur O'* de ¢/, et que par un léger abus de notation on notera
également ¢’. Il en est de méme pour ¢, et on a, en réduisant les applications
ci-dessus aux corps résiduels :

1 b
€ ——60N1qu/1[.~qo (xt—)x)
Or on sait que la norme sur une extension d’un corps fini est surjective, donc
le caractere composé € o Ny , /p, est de méme ordre que € sur O, soit e. Soit
q

donc z un élément de FF s qui engendre ce corps sur Fy; ordre de &’ sur O'* est

donc égal au plus petit k£ > 0 tel que I'image de z*® par un caractére d’ordre
e est nulle, qui vaut clairement :

_°
pged (b e)

Donc le lemme est démontré. O

On peut identifier G' & un sous-groupe de G de la maniére suivante : soit ¢
un isomorphisme de F-espaces vectoriels de F’ dans F* vérifiant la condition
suivante : pour tout ¢ = jb+k,0 <k <b,on a:

bo (w'iO') = | 270,...,w0,x10,... O

ke fois

On en déduit un isomorphisme de F-espaces vectoriels ¢ de F” " dans F™ de
la fagon suivante : si pour tout z € F', ¢g (z) = (¢ (2),..., ¢ (x)), on pose :

¢(.’131,...,$n/) = (‘bl (xl)a-'-7¢c(x1),¢l (x2)7"'7¢C(z2)7"'9¢0(xn')7
¢c+1 (1‘1)’---7¢20 (xl)"-a¢bc ("I"n’))

MEMOIRES DE LA SMF 69



4.2. PREMIERE RELATION DE RECURRENCE 71

¢ vérifie la condition suivante : soit pour tout 1 = jn + k, 0 < k < n, le réseau
de F™ suivant :

Lir=|®0,...,0°0,x"10,..., @0

k fois

2 . . P ! LY
alors, en définissant pour tout i le réseau £; p» de F'™ de maniére analogue,
on a pour tout 7 :

¢ (Lip) = Lic,r-
Un isomorphisme vérifiant ces conditions est dit compatible aux chaines de
réseaux. On déduit de ¢ de fagon canonique une injection iy de G’ dans G, que
’on utilisera pour identifier G’ & un sous-groupe de G. On déduit des définitions
que Wgr est un sous-groupe de Wg ; de plus, puisque ¢ est compatible aux

chaines de réseaux, pour tout entier k et tout a € P (k'), avec k' = pged (n', k),
ona:

k k
CG’Ia"’/kl,G’ == G/ N Cé Ica"/Ckl,G'
On a donc, dans G, en identifiant § & 'homothétie de rapport 6 dans G :

6 c Cga/bl(c)n/c’G-

Ecrivons donc 6§ = (ga/béo, avec dp € I(c)"/c G- Soit hi, ..., hy les blocs diago-
naux de taille n/b de &g ; posons :

b
T5 = glnl(d+1)/2 (w;aab) Hel(i) o dét (hz) .
1=2

PROPOSITION 4.2.2. — Soit § un élément F'/F-cuspidal de F', ~' un élément
de I unipotent modulo p', o € P (n/db); posons v = &' et a = vp: (9).
Supposons de plus que 7y est un élément semi-simple régulier de G. Alors on
a:

Ié; (fg,b ’7) — (_1)n'(c—1)(d—1)/d Z,_:/(d—l)n’/2 (b) .T(sIg/ (faol,’)”) )
sl existe o/ € P (n'/d) telle que a = cc/, et
I; (f2¢ 7) =0
sinon.
Démonstration. — On a d’abord le résultat suivant :

LEMME 4.2.3. — Soit g € G, tel que l’on ait :

— b
g g € G Ly -
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Alors il eziste &' € P (n'/b) tel que da = ca” ; de plus, on a :
g S G’Idab,G'

C’est le lemme VI.3 de [17]. Comme le support de fg’b est inclus dans
na/b P T
Cq ' liab G, on en déduit :

15 (1207) =% /T £ 0 dét (k) f&° (hyh) dh,

g€l ‘Y\T‘Ygldab

ou T est le centralisateur de v dans G et I' un systéme de représentants
des doubles classes de G'I;,s modulo T, a gauche et ;s & droite; de plus,
cette somme est nulle s’il n’existe pas de o’ € P (n’) telle que da = ca’.
On supposera donc dans la suite de la démonstration qu’il existe o € P (n)
telle que da = ca’’, et on choisira T tel que I' C G’; T est alors également
un systéme de représentants des doubles classes de G’ modulo T, & gauche et
I, ¢ a droite.

De meéme, s’il existe o' € P (n'/d) telle que a = e/, T est aussi un systéme
de représentants des doubles classes de G' modulo T, & gauche et Iy ¢ 2
droite, et on obtient :

I8 (F0.7) =) / e’ o dét (k) fS (h~1+'h) dh.
gel’ TN\T gl
Pour montrer la proposition, on montrera que les termes correspondants des
deux sommes ci-dessus sont égaux.

Montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 4.2.4. — On peut choisir I' tel qu’il vérifie la propriété suivante :
soit g € T' tel que fg’b (h"lg'lygh) # 0 pour au moins un h € I ; alors
g_lfyg € @'y et g € IgQqr.

Démonstration. — En effet, soit g € G’ tel qu’il existe h € Iy tel que
f&* (R™g 7 ygh) # 0; écrivons-le :

g = hizhs,

avec hy € Igr, ho € Iyn g et € Q¢ de longueur minimale modulo Wy ¢ &
droite. Comme Ion g est inclus dans Iy,6 ¢, g' = h1x est dans la méme double

classe que g; de plus, f&° (hy'g'*vg'hg) # 0, donc ¢'~'yg € @ Iyp 5 on en
déduit que puisque ¢’ ~1dg’ = J est a la fois dans w'®I¢ et dans wz gz,
g7 'g est a la fois dans 71 Iz et dans I ¢ ; il suffit donc de montrer

I'inclusion suivante :

x—IIGvLE N Iall,Gl C IG"
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En effet, soit h = (hij)i,j € z gz N Iy . Puisque h € z gz, on a
hi; € p' pour tous 4, tels que ! (i) > 27! (j) ; or puisque z est de longueur
minimale modulo Wy ¢ & droite, pour tous 4, j tels que ¢ > j et ¢ et j sont
dans le méme intervalle pour la décomposition de {1,...,n'} selon &, on a
x71 (i) > 271 (4). Donc h € Ig et le lemme est démontré. O

Traitons d’abord séparément le cas ou d = 1 : on a alors, d’aprés ce qui
précede I, (fg’b 'y) = 0 s’il n’existe pas de o' € P (n') telle que a = ca”, ce
qui est exactement la deuxiéme assertion de la proposition avec o/ = o”. On
supposera donc que ’'on a a = ca’. Montrons le lemme suivant :

LEMME 4.2.5. — Supposons d = 1. Pour tout g € T tel que f&° (97 1vg) # 0,
ona:

@ (g71yg) = f20 (v) = vol (I ) " 2s.
Démonstration. — En effet, on a :
@b (g7 vg) = f2 (697 'g) -

Or g~ '4'g est un élément de I dont tous les termes diagonaux sont congrus
4 1 modulo p’; on en déduit :

@b (g7 1yg) = 24 (8) = vol (I )~ 5.

On a de méme, en posant g =1 :
a8 () = 2 6).
On en déduit ’assertion du lemme. O
On déduit de ce lemme que pour tout g € I', on a :
tvol () 125 (97 v9) -

En effet, puisqu’on a supposé d = 1, fz,’l n’est autre que la fonction caractéris-

b (g7 yg) = z5vol (I )

tique de w'®Iy ¢ multipliée par vol (Ia/’G/) ! De plus, puisque da® = of*d =
a®, pour tout h € I.,ona:
f& (h'g™ ygh) € 0 dét (gh) = fa (97 'vg) € 0 dét (g)
et donc :
Ig (f&"",v) => Vol (T\Tyglp ) fa (97 vg) € o dét (g);
ger
de méme, on a :

Igr (o) = D vol (T\Tygl ) £ (977 9) €' 0 dét (g) .
ger
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On a, comme dans [17, VI.4] :
-1
vol (T,Y\Tfygfab, ) =vol (] ( ab G) vol (Ia’,G’) vol (T,Y\T,ygfa/’(;l) ;
eodétg (9) =€ o déter (9),
et d’apreés les définitions :
1 (- -
fo (97 v9) = fo (97''9)-

L’assertion de la proposition en résulte. (remarquons que puisque d = 1, on a
8/n’(d—1)/2 (wl—aab) — 1‘)

Supposons maintenant d > 2. Soit K le sous-groupe compact des éléments
de I dont les blocs diagonaux selon la partition da® sont congrus a I’identité
modulo p; on a le résultat suivant :

LEMME 4.2.6. — Pour tout g €T, on a :

/ g odét (h) f&* (h~*vh) dh
T\Tyg

vol (T5\T,9Ko) b
= dét (h) o0 (B~ h
[97'Tyg N 1yas < 97 Tg N Ko £ 260 ¢t (k) £ (W9 vgh)

ot A est un systéme de représentants de I;,» modulo K.

Démonstration. — En effet, on a :
Ty9lz00 = |J TyghKo;
heA
de plus, pour h,h' € A, on a T,ghKy = Tygh'Kj si et seulement si h' €
g 1T,ghK,. Puisque fg’b est biinvariante par Ky, on en déduit :

1
g o dét (h) f&° (h~1yh) dh =
Av\Tvgfdab * ( ) [g_lT"/g N Tggs g_lT,yg n KO]

Z vol (T,\T, ghKy) € o dét (h) f&° (g 1ygh) .
heA

Il reste & vérifier que 'on a, pour tout A :

vol (T,\T,ghKj) = vol (T,\T,gKj) .
En effet, on a :

vol (T)\TyghKo) = vol (T;,\TygKoh),

d’ou I’assertion. O
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On démontre de la méme maniére un lemme similaire pour G, fg, et v/,
lorsque a = ca/.

Supposons d’abord @ = 0, b = 1 (d’ou d = €) et &« = (n/e); on a donc
Iigp ¢ = Ka, I r = Kgr. Soit g € T'; g71vg est un ¢lément de I ynse; €t les
images dans G L (F,) des blocs diagonaux de taille ¢ de G sont des éléments

elliptiques réguliers tous égaux. De plus, fc‘,f’b = f9 est a support dans K et
biinvariante par Ky, donc se projette en une application de GL,, (Fy) dans C
que par un léger abus de notation on notera également fO. En particulier, A
s’'identifie canoniquement & G'L, (Fy).

On définit de la méme fagon f2, relativement & GL,, /e (Fge).

Enfin, € est un caractére de F’* trivial sur 1+p, qui induit donc un caractére
de F; que I'on notera également . On définit de méme ¢’ sur Fye.

Lorsque b = 1, 'extension F'/F est non ramifiée, donc U'injection de G’ dans
G induit une injection de GL, . (F¢e) dans GL, (Fy), que I'on utilisera pour
identifier le premier & un sous-groupe du second. De plus : cette injection est
de la forme suivante : il existe une injection de Fy dans M, (F,) telle que pour
tout z € GLy/. (Fge) et pour tous 4,5 € {1,...,n/c}, le (i, j)-éme bloc de taille
¢ de 'image de x n’est autre que I'image du (i,j)-éme terme de x par cette
injection.

Fixons g € I'. On supposera que I'on a g~ lvg € K¢ ; en effet, si ce n’est
pas le cas, les intégrales & comparer sont nulles. On notera vy, I'image de 9 'vg
dans GLy/. (Fge) C GLy (Fy). En tant qu'élément de GLy . (Fge), v, est le
produit d’une homothétie et d’un élément nilpotent. Il est donc conjugué a un
élément de la forme vy = §Id+Jy, avec A = (A1,...,Ay) € PO (n/f), les \;
étant classés par ordre décroissant, ou & € O'* est identifié & son image dans
Fge, et ot Jy est la matrice diagonale par blocs suivante :

I,
K
I,
ou pour tout ¢, J; est la matrice ¢ X ¢ suivante :
0 1 0
0 0

La matrice 6 Id +J) commute avec les matrices diagonales de G Ly, /. (Fy) de
la forme :

Diag (ai,...,a1,a2,...,02,...,0p,...,ay),
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ou pour tout ¢, a; est répété \; fois; pour tous ai,...,ay, il existe donc dans
le centralisateur de 7, une matrice dont le déterminant vaut :

On en déduit :
/ € odét (h) (‘,f’b (h"lfyh) dh =0
TN\Ty9K

s'il existe aq,...,ay tel que :

t/
Hs’ (a;)V #1,
=1

ce qui, puisque ¢’ est d’ordre e sur Fye, est vrai si et seulement si il existe
tel que e ne divise pas A;. En particulier, si n/c n’est pas divisible par e, on a
forcément :

/ £ 0 dét (h) 2 (h~'yh) dh =0
Ty\TygK

pour tout g. En repassant au cas plus général ot « est quelconque (en supposant
tout de méme que eq; est multiple de ¢ pour tout 7), la condition précédente
devient : il existe 7 tel que eq;/c n’est pas multiple de e, autrement dit «; n’est
pas multiple de c; ce qui est équivalent & dire qu’il n’existe pas de partition o/
tel que o = ca’. Donc la deuxiéme assertion de la proposition est démontrée.

Supposons donc que A; est divisible par e pour tout . Quitte & conjuguer
7y et 7' par un méme élément de G L. (F4e), on peut supposer que 74 = Ya.
Montrons le lemme suivant :

LEMME 4.2.7. — Soit W' = W(, Uensemble des éléments de Wg de longueur
minimale modulo W(C)n/c a gauche et Wy o)e a droite. Soit P = MU =
P (c)\) C GLy, (Fy). Alors il existe w € W' tel que l'on ait :

Z e 0 dét (h) £0, /ey (R~ yauh)
hEGLn(Fq),uclU

= > £ 0 dét (h) f{/e) (R~ vauh).
heP((c)"*)wP((n/e)*)u€l

De méme, soit W/, Uensemble des éléments de W de longueur minimale
modulo Wiy, ce)e @ droite. Soit P' = M'U" = P'(\) C GLy(Fye). Alors il
eziste w' € W/, tel que Uon ait, si B' est le sous-groupe de Borel standard de
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GLn/c (]FqC) N

Y. € odét(h) fee) (R ruh)
hE€GL, ). (Fq4e),ucl’
= > e' 0 dét (h) f{/cey (B " auh) ;
he B'w' P'((n/ce)) uel’
de plus, w = w'.
Démonstration. — Supposons d’abord A = (n/f); U et U’ sont alors triviaux.

Montrons d’abord ’existence de w'; pour cela, on va montrer qu’il existe un
unique w' € W, tel que 'on ait éventuellement :

> e 0 dét (k) f{/cey (B 10R) # 0.
heB'w'P'((n/ce))
On a d’abord le lemme suivant :
LEMME 4.2.8. — Soit B} le sous-groupe des matrices h € B' telles que pour

tout i, si h; est le i-éme terme diagonal de h, €' (h;) = 1. Alors l’ensemble
{h”l’w\h | h e Bi} est ’ensemble O,’h des matrices de la forme :

0 Gz ... Gl,n/c

Gn/c—l,n/c
0 1)

avec :
— 815 > 142, Gy;; est quelconque ;
— st j=1+1, Gi; décrit U'ensemble des éléments de e tels que e (Gij) =
1.
Démonstration. — Soit h € BY. Ecrivons h = (Hij)lgi,jgn/c' Alors pour tout
i, on obtient, en posant A~y \h = (Gij)lgz‘,jgn/c :
Gy = Hj;'0H;; = 6;
Giiv1 = H; ' Hiy1i41;
ce qui suffit & assurer que h~'y\h € O/ . Réciproquement, soit b’ € O}, . On
note jp est le plus grand indice tel qu'il existe un ¢ tel que le (4, jp/ )-éme terme
de A’ est différent de celui de vy, en posant jp» = 1 §’il n’en existe aucun; on
va montrer par récurrence sur jp qu’il existe h € Bj tel que K’ = h~lyyh. Si
Jn = 1, alors ' = ~, et Passertion est triviale. Supposons donc jp > 1 et
écrivons h' = (Gij); ;- Supposons d’abord jp > 3; soit hy = (Hj), ; € By tel
que :
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— pour tout ¢, Hj; =1

-sii<jetj#juy—1, Hj=0.

Alors h1_1 est I’élement de B obtenu en remplagant, pour tout i < jp — 1,
H; j,,~1 par son opposé; donc pour tout ¢ < ju — 1, le (4, jp)-éme terme de
hl_lh’hl vaut G, j,, — H; j,,~1Gj,,~1,5,, ; de plus, comme Gj,, 1, est non nul,
on peut choisir hy tel que Gy, — Hij,,~1Gj,,—1,4,, = 0 pour tout i < jpr — 1.
De plus, pour tout i et tout j > ju, le (i,7)-éme terme de hy 'h'h; est égal a
G;j, donc jhl'lh’hl < Jur-

On peut donc supposer h' tel que pour tout 7 < jpr — 1, Gij, = 0; il est
évident que c’est toujours le cas si jpr = 2. Soit hy la matrice diagonale dont
les n/c— jps +2 derniers termes diagonaux sont égaux a Gj,, ;,,+1, les premiers
étant égaux a 1. Alors pour tous 4,7 tels que jpr < 7, le (i,7)-éme terme de
h;lh’hg vaut d si j =14, 1si j =1+ 1 et 0 sinon. Donc jhz—lh,h2 < jp ; on peut
donc appliquer ’hypothése de récurrence et en déduire le lemme. O

Revenons & la démonstration de I’assertion cherchée. Soit w' € W[, ; les
classes de B'w'P'((n/ce)®) = Bjw'P' ((n/ce)®) modulo P’ ((n/ce)®) a droite
ayant toutes méme cardinal, la somme de I’énoncé est égale & un multiple de :

Z f(On/CE) (wl_lh_l’)’)\h'u),) .

heBj
De plus, puisque Bj est un groupe, on a :

1, card Bj B
Z f(On/ce) (w/ 'h 17Ahwl) = 2 Z f(On/ce) (w, lg'w’),

~ cardZ
heB] 5 () 9'€0s,

ou Zpr (7a) est le sous-groupe des éléments de B] qui commutent avec yy. On

a, pour tout g’ € 0., en posant ¢’ = (92;‘)

ig
e—1 '
f(on/ce) (w,_lg,w,) = H '™ o dét (HZ) )
1=1
ou pour tout ¢, H; est la matrice carrée de taille n/ce suivante :

!
H; = (gw’(in/ce-l—j),w’((i-1)n/ce+k)>j P
Posons, comme dans la démonstration du lemme précédent :

W'k = (Gi)izijense-
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Soit (wij); ; I'élément de M ((n/ce)e , ()™ C) associé & w'. Décomposons pour
tout 4, H; en :

H; = ( Z{jk)lgj,kgn/c

ot pour tous j, k, le bloc H, ik est de taille w(;y1); X wik, donc comprend 0 ou
1 terme; alors pour tous i, j, k, si le bloc H] ;& €st non vide, 'unique terme qui
le constitue est Gjx. Donc d’aprés le lemme précédent :

~-sij>k, H ik €st forcément nul ;

-sij<k-2 H ;i prend toutes les valeurs possibles.

En particulier, pour tout ¢ et tout j, le bloc de H; constitué des ZZ/: c] Wit 1)k

derniéres lignes et des chzl w;, premiéres colonnes est toujours nul, donc le
rang de H; est inférieur ou égal a :

n/c

Zw(z—{-l T+ Z Wik

k=j+1

Pour que la somme de ’énoncé soit non nulle, on doit donc avoir, pour tous
’L,],].SZ_<_€—1,1SJS—:
c

n/ec
Zw<z+1k+ > w2
k=j+1
. . n
soit, puisque ZZLCI Wi = —
= ce

j—1 J
LTSS S
k=1 k=1

De plus, pour tout %, le bloc de H; constitué des Zi;ll W(i+1)k premiéres lignes

et des ZZLCJ 41 Wik dernieres colonnes prend toutes les valeurs possibles indé-
pendamment des valeurs des autres blocs et des Hy, i’ # i; donc d’aprés le
lemme 2.3.2, §’il existe 7,5, 1 <1 < e —1 tels que 'on ait :

ji—1 nje
n
Zw(i+1)k + Z Wik > —,
5 ce
k=1 k=j+1

si on pose, pour z racine e-éme de 1 dans C :

O’lrx z {gl € Oi/x ' -f(on/ce) (wl_lg,w’) = x}?
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on a card (OiyA z) = card ( fh ai(y)x) pour tout = et pour tout y € Fyc, et donc

puisque €' est non trivial sur Fg., la somme de I’énoncé est nulle.
Pour que la somme de ’énoncé soit non nulle, on doit donc avoir, pour tous
,j,1<i<e—1:

J J—1
D Wik =Y Wik

En combinant cette inégalité avec celle précédemment trouvée, on obtient, pour
tous 4,7, 1 <1 <e—1:

j j—1
D Wik =D Wi
k=1 k=1

On en déduit :
—wj =0sii<e, donc wey =1;
— We—1,2 = We1 = 1, donc pour tout k #e —1, wg; =0;
— par une récurrence évidente, pour j < e, we_jy1j; = 1, et wg; = 0 si
k#e—j+1,;
— pour tout k < e, on a forcément wgey1 = Wr41,e = 0, donc weey1 =1,
et ainsi de suite...
Par le raisonnement ci-dessus, on voit qu’il existe un seul w’ satisfaisant
la condition requise, qui est celui associé au tableau de M ((n/ce)e () C)
suivant :

1 1 ... 1

/ / / I
1 1 1

ce qui montre l’assertion cherchée.

Montrons maintenant ’existence de w ; pour cela, on aura besoin de quelques
préliminaires. Soit M = M, (F,); soit B un élément de Fge qui engendre Fge
sur Iy, et soit

E={AB — BA,A € M}.

LEMME 4.2.9. — L’espace E est de dimension ¢ (c — 1) sur Fy, stable par mul-
tiplication & gauche et a droite par Fye, supplémentaire de Fge dans M, et ne
dépend pas du choiz de B ; de plus, il ne contient aucune matrice de rang 1.

Démonstration. — En effet, E est I"image de I'application linéaire de M dans
M :

A— AB—-BA
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dont le noyau est ’ensemble des matrices qui commutent avec B, qui n’est autre
que Fge. Comme Fye est de dimension ¢ sur Iy, E est de dimension ¢ (c —1).
De plus, soit C € Fge, A € M; C' et B commutent, donc on a :

C(AB — BA) = CAB— CBA=CAB - BCA=(CA)B - B(CA) € M.

La stabilité & droite se montre de la méme fagon.

Pour montrer que E est supplémentaire de F4e dans M, il suffit, puisqu’on
sait que la somme de leurs dimensions est ¢?, de montrer que leur intersection
est réduite a 0. En effet, soit A un élément de cette intersection; puisque
A € E, on a pour tout B € Fee, tr(BA) =0 (BA € E, et il est clair que tous
les éléments de E sont de trace nulle) ; mais puisque A € Fye, si A # 0, cela
signifie que tout élément de Fge est de trace nulle, ce qui est faux; donc A =0
et I'assertion est démontrée.

Pour montrer que [E ne dépend pas du choix de B, soit B’ un autre générateur
de Fge, et soit A € M; il suffit de montrer que AB' — B’A € E. En effet,
il existe un polynome P a coefficients dans F, tel que B’ = P (B); posons
P = Zf:o a; X*. Alors on a :

k
AB'—B'A=) a; (AB' - B'A).
i=0
Il reste & montrer que AB* — B*A € E pour tout i. Montrons-le par récurrence
sur i : c’est évident pour ¢ = 0, et pour ¢ = 1, c’est vrai par définition de E.
Soit donc ¢ > 1;0n a:

AB' — B'A= AB' - BAB"' + BAB" ' - B'A
= (AB - BA)B"! — B(AB"' - B 'A).
Ona:
(AB—BA)B"lcE
d’aprés la deuxiéme assertion du lemme, et :
B(AB™'-B'"'A) €E
d’aprés la méme assertion et ’hypothése de récurrence; donc AB* — B'A € E

et I’assertion est démontrée.
Pour montrer la derniére assertion, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 4.2.10. — Soit v € (Fy)¢, v # 0. Alors lespace {Cv | C € Fye} est
ezactement (Fq)°.

Démonstration. — En effet, I’application C' + Cv est une application de Fe
dans (F,)¢, linéaire, et injective puisque le seul élément non inversible de Fe
est 0; donc puisque Fge et (Fy)® sont tous deux de dimension ¢ sur Fy, elle est
également surjective. (]
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Soit donc D € E de rang au plus 1; il faut montrer que D = 0. Puisque
D est de rang au plus 1, il existe P une matrice inversible de M telle que
P~!DP est une matrice dont seule la premiére colonne est éventuellement
non nulle; soit v cette premiére colonne. En appliquant le lemme précédent
(en remplagant Fge par P~'Fg P), on obtient que 'espace des P"'CDP, avec
C € Fge, est exactement, si v # 0, 'espace des matrices de cette forme. Or
pour tout C, tr (P“lC’DP) = tr (CD) = 0, donc le terme de la premiére ligne
et de la premiére colonne de P"'CDP est forcément nul, ce qui contredit ce
qui précéde si v # 0. Donc v = 0, soit D = 0. O

On a de la méme facon que précédemment : pour tout w € W’ la somme
de I’énoncé est nulle si et seulement si :

Z € o dét (h) f(on/e) (w—lh“lfmhw) =0.
heP((c)™/°)

Soit P ((c)"/ C) le sous-groupe des éléments h du parabolique P ((c)”/ C) de
G Ly, (F,) tels que pour tout ¢, si h; est le i-éme bloc diagonal de h, eodét (h;) =

1.Ona:
P () = v ((0) U (™),

avec :

My () = M (") 1 Py ((e)"V°);
on écrit de la méme fagon :

B = M (™) U' (()™°).

Il est clair que B} C P <(c)"/c), et méme que M] ((1)"/0) C M, ((c)"/c>
et Uj ((I)n/ c) cU ((c)"/ c); soit donc M’ un systéme de représentants de
M,y ((c)”/ c) modulo M| ((1)"/ C) a gauche. Soit également M un systéme de
représentants de M’ ((1)”/ C) modulo M] ((1)"/ c), qui est également un sys-
téme de représentants de M ((c)n/c) modulo M; ((c)”/c).

n/c

Soit enfin Uy ((c)"/ c) le sous-espace des éléments de U ((c) ) dont tous

les blocs de taille ¢ au-dessus de la diagonale principale sont dans E.
On a les deux lemmes suivants :

LEMME 4.2.11. — Soit h € P ((c)"/c).vc‘Alors on peut écrire :
h = hihohshy,
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avec hy € B, hy € Uy ((c)n/c), hs € M et hy € M'; de plus, une telle
décomposition est unique.

Démonstration. — En effet, écrivons d’abord h = lu, avec | € M ((c)"/ C)
et u € U((c)"/c). Alors on peut écrire | = [jhghg,avec l; € M] ((1)"/0),
hs € M et hy € M'. De plus, comme M ((c)"/c) normalise U ((c)”/c), u =
h3h4uh4_1h3_1 evU ((c)"/c). Si on peut décomposer u’' en u' = wuihy, avec

u €U’ ((1)"/6) et hg € Uy ((¢)), on aura :
h = llu'h3h4 = l1u1h2h3h4,

de plus, hy = lyu; € M] ((1)"/6) U’ ((1)"/6) = Bj et on aura gagné. Montrons
donc que 'on peut décomposer u' de cette maniére : posons u' = (Uij)i,j’ ou
les U;; sont des blocs de taille ¢. Pour tous 7,7 avec ¢ < j, posons :

Uij = Aij + Bij,
ot A;j € Fye et Byj € E. Soit k € {1,...,n/c— 1} ; supposons que pour tous
i,J tels que j —i < k, B;; = 0. Soit uy I'élément de U’ ((1)"/6) dont tous
les blocs de taille ¢ x ¢ au-dessus de la diagonale sont nuls sauf les blocs de
coordonnées (4,1 + k) pour tout ¢, qui valent —B; ;. Posons ugu’ = (UZ'J) 5

J

alors si on décompose pour tout (3,j), 1 < j :
avec Agj € Fye et B;; € E, pour tous i, j tels que j —i < k, on a A;j = 0. Donc
par une récurrence évidente, en remontant d’une ligne a chaque fois, on arrive
a:

uiu' = ho,
ou u} est le produit des ug, qui est donc dans U’ ((1)"/6), et ol :
ha € Uy (%)
1l suffit de poser u; = u} ™! et on a la décomposition voulue.
De plus, dans ce qui précéde, la décomposition h = lu est unique, ainsi

que, par définition de M et M’, la décomposition | = l1hzhy. 11 suffit donc,
pour achever la démonstration du lemme, de montrer que la décomposition
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u' = urhy est unique. Or on a :
card (U" (1)) ) = /e /2
card (U ((0)"/€) ) = gle-min/esnr2,
card (U ((c)n/C)) — genlnfet1)/2

= card (U’ ((1)"/0)) card (U1 ((c)"/c>) ;

donc Vapplication (u1,he) — u', qui est surjective par ce qui précéde, est
bijective, et donc la décomposition est bien unique. O

LEMME 4.2.12. — Fizons b’ € M, h" € M'. Soient hy,...,hy . les blocs
diagonauz de h'h". L’ensemble :

Oy = { W' R Ty bR | b€ BiU (o)) }

est égal a l’ensemble des matrices triangulaires supérieures par blocs de la forme
(Dij)ij, ot l’on considére la décomposition par blocs de taille c, telles que, pour
tous 4,7 :

~ Dy = hi '6h;;
— sij =i+1, D;; est une matrice de la forme h;* (ng + D;;) hj, ot Dj;
est un élément de (Fge)™ tel que &' (Déj) =letDj;€E;
- s1j > 1+ 2, D;; est quelconque.
Démonstration. — Soit h € B{Ul(c)"/c. Ecrivons h = (Hij)1<i j<nyer les blocs
considérés étant de taille ¢. Alors pour tout 4, on obtient, en posant A’ 1A'~ h =1y \hh'R" =
(Dij)1<i,j<n/c :
Dy; = hi'6hy;
Diji1=hy"Hy;"6H;jirhiva + by "H; " Higyisrhi
~ hi_1HZE1Hz‘,i+1Hﬁll,i+15Hz‘+1,i+1hi+1
= hi " (Df 41 + Diisq) hita,
avec D ;| = H;'Hi141 € (Fge)* et
Dy = Hyf"6Hyi1 — Hy ' Hig Hi Y 0 140

= 0H;'H; ;41 — Hj;'H; ;116 € E;

de plus, on a &’ <D2,i+1) = 1; on en déduit que A"~ '~ h~1y\hh'R" est dans
I’ensemble décrit.
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Pour montrer l'inclusion réciproque, il suffit de montrer 1’égalité des cardi-
naux des deux ensembles considérés; en utilisant les lemmes 4.2.8 et 4.2.9, il
suffit donc de montrer que l'on a :

card (O’D\,h’,h") = qC(C—l)(n/c)(n/c_l)/Q card (O,’Y)‘) )

Or 7y est un élément de GL,/. (Fyc) régulier dans G Ly, (F,), donc son centra-
liseur dans G' Ly, (Fy) est contenu dans G'Ly /. (Fge) ; on en déduit :

card (O, ps pr) 3 card (BiUl ((C)n/c))
card (04,) card (B])

= card (U1 ((c)"/c))

= qC(C—I)(n/C)(n/C—l)ﬂ,

ca qui achéve la démonstration. O

Revenons & la démonstration du lemme 4.2.7. Soit w € W', et soit (ws;), ;
I’élément de M ((n/e)e , (c)"/c) associé. Fixons A" € M'; on va montrer que
la somme :

> g0 dét (1) fQ, /ey (w™ B~ R " Ty R B w)
h' € M,he ByU (c)™/®

est nulle lorsque w # w', ce qui suffira & démontrer le lemme. Cette somme est
un multiple de :

Y eodét (b)Y e (wlgw),

h'eM geon,h,,hu

donc il suffit de montrer que cette derniére somme est nulle pour w # w'.
On a, pour g € O,, p p» donné, en posant g = (gij)ij :

e—1
Fingey (W™ gw) = g~ = vol (I(n/e)e)_l [Ie7 o dét(H)),
i=1

ou pour tout ¢, H; est la matrice carrée de taille n/e suivante :

H; = (9w(in/e+j),w((i—1)n/6+k))j,k‘

Posons, comme dans le corollaire précédent, g = (D;;)
pour tout ¢, H; en :

1<ij<n/c' Décomposons

H; = ( l{jk)lgj,kgs
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ou pour tous j,k, le bloc H]. jk est de taille w(;41); X wik; alors pour tous
%, 7, k, les éléments composant H ! i Proviennent du bloc Dji. Donc d’aprés le
corollaire précédent, lorsque g decrlt (O YN YA

sij >k, Hi = 0;

-sij=k, H’kestﬁxe

sik=j7+1, ” i, décrit un certain ensemble ;

sij<k-2 H] ijk prend toutes les valeurs possibles.

Pour tout j, soit a; le plus grand indice tel que wy;,; # 0. Supposons qu'’il
existe un j non multiple de e tel que I'on ait a; < a;41. Alors aucun des blocs
H;,j,j 41 he contient un terme de la derniére colonne de Dj ;1. De plus, E ne
contient aucune matrice de rang 1; en particulier pour tous g,¢9' € M inver-
sibles, g"'Eg’ ne contient aucune matrice non nulle dont toutes les colonnes
sont nulles sauf la derniére, donc il n’existe pas deux éléments de g~'Eg’ dis-
tincts dont les ¢ — 1 premiéres colonnes sont identiques; comme le cardinal
de I est précisément ¢¢(¢~1)| cela signifie que les ¢ — 1 premiéres colonnes des
éléments de g !Eg’ prennent toutes les valeurs possibles. On en déduit, en
utilisant le lemme 4.2.12, que les ¢ — 1 premiéres colonnes de D; ;1 prennent
toutes les valeurs possibles indépendamment des valeurs prises par les autres
blocs. D’autre part, pour tout z racine e-éme de l'unité, si h; ; est I'élément
de M tel que, si (hgyj1,---, hx,j,n/c) sont ses blocs diagonaux, € o dét (kg j;)
vaut 1 si ¢ < j et  sii = j, les ensembles O, p pr €t Oy, pn, ; n ne différent
que par le bloc Dj ;1, et donc d’aprés ce qui précéde, on a :

Yo Sagwtgw) = Y0 fie (T gw).
gEO,Y)\’h/)hu geoﬁ)‘,h/hm,]‘»h"

On en déduit :

Z eodét (') Z f(On/e) (w™tgqw)

h'eM geowwh’,h"
= Z eodét (h') Z Fnjey (W™l gw)
h'eM gGO.’)‘ hhy bt
=codét (h Z € odét (h') Z fingey (W™ lgw) ;
h'emM gEO.YA’h/yh//

or € o dét (hg ;) = gh/ed, L’égalité ci-dessus est vraie pour tout z, et puisque
j n’est pas multiple de e, il existe un z tel que /=7 # 1; on en déduit que
la somme cherchée est nulle.

Pour que cette somme soit non nulle, on doit donc avoir, pour tout j non
multiple de e, a; > a;j41. Or ceci est vrai si et seulement si, pour tout j congru
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ake{l,...,e} moduloe:
aj:e+1—k.
On en déduit :

— si j est multiple de e, a; = 1, donc forcément w;; = ¢ et wg; = 0 pour
k>1;

— si j est congru & e — 1 modulo e, a; = 2, donc les seuls ¢ tels que w;; est
éventuellement non nul sont 1 et 2; or on a déja :

n/c

n
DTS P P
k=1

k.elk k.elk
donc forcément wy; = 0 et wyj = c;

— par une récurrence évidente, on en déduit que pour tout j, wg;,; = c et
wkj:Osik#-aj.

Le seul w € W' vérifiant ces conditions est donc celui correspondant au ta-
bleau :

(wij)i,j = / / B /

C C ... C

De plus, comme tous les w;; sont égaux a 0 ou a ¢, w est constitué de blocs
¢ X ¢ tous égaux & 0 ou a Id.; c’est donc un élément de W¢r. Pour achever
la démonstration du lemme 4.2.7 dans le cas ¢ (A\) = 1, il suffit de vérifier que
w = w', ce qui découle immédiatement du lemme suivant, que 'on démontre
aisément :

LEMME 4.2.13. — Soit a, 8 € P (n/c). Soit w € W, de longueur minimale
modulo Wy, & gauche et Wg a droite, et soit (wij)i,j € M(B,a) le tableau
associé & w. Alors, en tant qu’élément de Wg, w est de longueur minimale
modulo We, 6 gauche et Weg a droite, et le tableau de M (cf3,ca) associé & w
est (cwij); ;-

Supposons maintenant A quelconque. Soit P = MU = P(cA); alors on
a Yy = (fy(,\l),...,qf()\t)) € M. Soit W" D’ensemble des éléments de W de
longueur minimale modulo W), a gauche et W, /)< & droite. Alors on montre
de la méme fagon que dans la démonstration du lemme 2.3.1 que si w; € W”
est tel que 'on a :

S, = > e 0 dét (h) f0,/¢) (B vauh) # 0,
hePwiP((n/e)®)uclU
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alors si (aij)i,j est le tableau de M ((n/e)®,c)\) associé & wy, on a a;; = ajt1,
pour tout j et tout ¢ < e; il existe un seul w; vérifiant cette condition, c’est
celui tel que a;; = c)\g pour tous ¢, j, avec e)\g = Aj.

De plus, pour A = (hy,...,ht) € M donné, on calcule, par un raisonnement
analogue & celui effectué dans la, démonstration du lemme 2.3.1 :

Z ¢ o dét (hwy) f(On/e) (wl_lh_l'y,\uhwl)
uelU

= CHE o dét (h c)\ /e) (h v hi) 5

ou C ne dépend pas de h. La somme ¥,,, est donc égale a un multiple de :
Z Hsodet f(cA /e) (h ry()\)h)
(h17 7ht)€MZ 1
En appliquant le cas précédent (que I'on généralise trivialement & un produit
de groupes linéaires), on voit qu'il existe wy € Wy, (W}, étant défini pour M

de maniére analogue & W' pour G) tel que pour tout why € Wy, E;U,z vaut :

t
> [1eodét (ha) £, ey (B v ha) »

(h1,-sht)E(P((0)™ )M )why (P (eXe)nM) =1

qui est nulle sauf si w, = we. D’autre part, pour tout wh, puisque why € Wiy,
on a l (whwy) =1 (wh) + 1 (wy), d’ou :

(P (@) N M) wh (P (eN) N M) w1 P (n/e)
_ (p ((c)"/c) N M) whw P ((n)e)%) ;

on en déduit, grace a (6), et puisque P ((c)"/c> =U (P (( )"/C) n M) que :

> g 0 dét (h) f{),/e) (K™ "yauh)
heP((c)™*)whwy P((n/e)®) uel
= card (U) > e 0 dét (h) f{, /ey (R yauh)

he(P((e)™°)NM)whwi P((n/e)*) uel
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est un multiple de ¥/ z donc est nulle sauf si wy = wq. On obtient finalement :

> eodét(h) 0, (B yauh)
h€G L (Fq),uclU

= > £ 0 dét (h) £{), /¢ (K™ yauh) .
heP((e)"/)wawi P((n/e)*)ueU

Posons donc w = wowy. Si Ji, ..., Jy (vesp. Ji,...,J;) est la décomposition
de {1,...n} en intervalles de longueur ¢ (resp n/e), w est alors I’élément de
W' tel que pour tout i = je+k, w™! (J;) C J,1_y; on retrouve donc le w du
cas précédent.

On effectue un raisonnement exactement similaire pour trouver w'’; on re-
trouve également le w’ du cas précédent. On a donc bien w = w’ et le lemme
4.2.7 est démontré. a

Montrons maintenant la proposition 4.2.2. On procéde par récurrence sur
), selon l'ordre lexicographique inverse de P% (n/f) (A = (A1,...,A) < pu =
(p1,-- -, ps) si et seulement si il existe un 4 tel que A; > p; et que A\j = p; pour
tout j < ). Comme dans la démonstration du lemme 4.2.12; I’application :

Uy ((C)"/C) x U — nU
(u, h) — uhu™!

est surjective; on en déduit que tout élément de la forme yyu,u € U est
conjugué a un élément de la forme yyu,u € U’; de plus, un tel élément est soit

n/c

conjugué a vy, par un élément de U’ ((1) ), soit & un 7y, avec p < A. Il suffit

de montrer que 'on a, en identifiant U’ & un sous-ensemble de Kg et pour
g €T tel que 'image de g~ 'vg dans GL,, (Fq) est ) :

> / e o dét () f(, /ey (A" yuh) dh
uel’ T\Ty9Ka

— Z (_1)71(6—1)(3—1)/06 -T(S/ EI o dét (h) f(()n/ce) (h—-l,yluh) dh.
wel’ T»y\T-ngGI

En effet, notons, pour tout u € U’, x, (resp. y,) le terme correspondant & u
dans le membre de gauche (resp. de droite) de cette égalité. Celle-ci se réécrit :

Nzy+ Y xy =Ny + Yy,
ueU ueU

ou U est 'ensemble des u € U’ tels que v u n’est pas conjugué a vy. Or N est
non nul, et par hypothése de récurrence, pour tout v € U, on a x, = ¥, ; on
en déduit 1 = y;, d’ou 'assertion de la proposition.
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D’apreés le lemme 4.2.6, pour tout u € U', on a :

vol (T, \TygKo,c) ) o "
Tu = : £ o dét (h hiviuh
YT g Ty N K g T N Ko gl hec%;m) (B) fnje) (R~ auh)
_ vol (KO,G) 3 0 1 .
" vol (g ' Thg N Kg) Y. eodét(h) fG e (W yauh);

REGLn(Fy)

de méme, en utilisant le fait que si vy = 0}, pour tout h € GLy /. (Fye) et
tout u e U’ :

f(on/ce) (h’ﬂlfy)\U’h) = x‘sf(()n/ce) (h_lfyf\uh) ’
on a:
vol (KO,G’)
vol (g7 'T,9 N K¢r)

Yo & odét(h) fiy ey (B auh) .
hEGLy/e(Fye)

Yu = (_l)n(c—l)(e-—l)/ce

Oron a:
g ' TygNKe =g ' TygN Kers
d’autre part,
vol (I(n/eye ) = card (P ((n/e)®)) vol (Ko,G) ;
vol (Iin/ceye,v) = card (P’ ((n/ce)®)) vol (Ko,r) ;

enfin, si w est ’élément de W défini dans le lemme 4.2.7, on a w_IW(C)n/c W C
W(n/e)e,G, d’ott :

card (P ((2)7)) = card (P ((€)") wP (n/€)"))

e qu (w) ’

de méme, on a :

cord (P (1)) = 4B WP (0/ee)))

ce qch/ (w)

Posons pour simplifier les notations :

0 = g/ 2 501 (1 10y ) Sy

0 _ q(cn/ce)(n/c—n/ce)/Q vol (

finse)

f(,n/ce) I(n/ce)e,G’) f(On/ce);
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ce sont des fonctions dont les valeurs sont les racines e-iémes de l'unité. L'éga-
lité & montrer devient donc :

> £0dét(h) flne) (B auh)
h€GLn(Fq)ucl’

— (_l)n’(c—l)(e—l)/e q[c(c—l)(e—l)/Q](n/ce)2—lG(w)+ch,(w)
card (P ((c)”/C) wP ((n/e)e)>
" card (BwW' P’ ((n/ce)))

> e 0 dét (h) f{p/ce)’ (R vauh) .
REGL, /. (Fge),uel’

VS
~
N—

D’aprés le lemme 4.2.7 (dans lequel on peut remplacer U par U’ par le méme
argument que celui utilisé plus haut), on peut remplacer GL, (F,) par I'en-

semble P ((c)"/c) wP ((n/e)®) et GLy . (Fge) par 'ensemble B'wP’ ((n/ce)®)
dans ’égalité ci-dessus. On peut méme la réécrire comme suit : '
£ o détg (w) > Flnje)® (W' A ynuhw)
hePy((c)"/°) uel’
_ (_l)n’(c—l)(e—l)/e q[c(c—l)(e—1)/2(n/ce)2]—lg(w)+ch,(w)

card (Pl ((c)”/c))
. card (Bj)

Z f('n/ce)o (w_lh_l'ykuhw) .
heB, uel’

g o détgr (w)

Il est clair d’aprés les définitions que :

g o détg (w) = €' o détg (w)
De plus, soit M’ un systéme de représentants du groupe M; ((c)"/ C) mo-
dulo Mj ((1)"/ C) a droite; c’est également un systéme de représentants de
P ((c)"/ c) modulo P’ ((1)”/ c) a droite. Il est clair d’aprés la définition de w

que w™tM ((c)"/c) w C M ((n/e)) ; donc tous les éléments de w~! M'w sont
dans M ((n/e)®), donc pour tout g € GL, (F,) et tout hy € M', on a :

f(/n/e)o (w_lhél-lgh4w) = f(ln/e)o (’w_lg’w) :
De plus, tout élément h de Py ((c)n/ c) s’écrit de maniére unique h = hjhohy,
avec hy € By, hg € Uy ((c)n/c) et hy € M’ (d’aprés le lemme 4.2.11, en
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remarquant que l’on a alors hg = 1) ; on en déduit, pour tout u € U’ :
Fnge) (™ h ™ yauhw) = fl0° (W™ hy  hy ' yauhyhow) .
On vérifie de maniére analogue au lemme 4.2.8 que I’ensemble B des éléments
de GLy . (Fge) de la forme :
hi*yy\uhi, by € Bj,u € U’

est exactement l'ensemble des éléments g = (G ) ;; triangulaires supérieurs
tels que :

— pour tout i, Gy =4 ;

— ¢’il n’existe pas d’indice k tel que i = Z£'=1 Mo, Giir1 est tel que

e (Giiy1) = 1
— sinon, G;; est quelconque.

De plus, soit g € B; écrivons g = h~!yyuh. Alors 'ensemble des (h',u') tels
que g = h'~!y,u'h est en bijection avec I’ensemble des (h”,u") tels que vy =
h"~yyu"h", la bijection étant donnée par h" = h'h™!, u" = uw'h"uh”~1; on en
déduit que le nombre de couples (h,u) tels que h™'yyuh = g est le méme
pour tous les éléments g de B. D’autre part, on déduit du lemme 4.2.12 que
I’ensemble A des éléments de GLy, (F,) de la forme :

By 'y uhiha, by € Bf by € Ur ((0)M¢) ,ue U’
est exactement I'ensemble des éléments g = (Dj;),; j» ou l'on consideére la dé-
composition en blocs de taille ¢, triangulaires supérieurs par blocs tels que :
— pour tout i, Dy =4
- ¢’il n’existe pas d’indice j tel que 1 = Zi:l My Diiv1 = Di ;1 + D1y,
ot D;;, est un élément de Fye tel que eodét ( g,i+1) =1let D, €E;
— sinon, D;; est quelconque.

De méme, le nombre de triplets (hy, hg,u’) tels que h;lhl‘lw\uhlhg = g est
le méme pour tous les éléments g de A. De plus, pour h € A, si l'on écrit
wlhw = (Hkk')k,k'a les blocs considérés étant de taille n/e, pour tout k, le
(k, k')-éme bloc est égal a :

Hypr = (Die+1—k,je+l—k’)1Si’j§n/c-
En particulier, les Hyy sont des matrices triangulaires supérieures par blocs,
donc on a, pour tous k, k' :

nj/c

dét (Hyy) = Hdét (Diet1—kjie+1-k') -
i=1
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Donc on a, quand h est tel que f('n/e)0 (w™thw) #0:

e—1 e—1n/c
f(/n/e)o (whw) = H e " odét (Hyq1k) H Hé‘ 0 dét (Die—kjet1-k) 5
k=1 k=11=1

la valeur de f,, 8)0 (w™'hw) ne dépend alors que de la valeur des blocs D; 41,
avec ¢ non multiple de e.

Or on a f('n/e)o (w™'hw) # 0 seulement si pour tous k, k' avec k > k' + 2,
Hpyr = 0. Soit donc A’ le sous-ensemble des éléments de A vérifiant cette condi-
tion : c’est le sous-ensemble des éléments de P ((c)n/ c) de la forme (D), ;,
ou :

— D;; est diagonal par blocs de taille f et tous ses blocs diagonaux sont

égaux a 4§, pour tout 7 ;

— D; ;41 est somme d’un élément de E et d’un élément de Fg. dont I'image
du déterminant par ¢ est 1, pour tout 7 tel qu’il n’existe pas d’indice &

tel quei =K _ M\
— D;j =0 si, en posant ¢ = 11€ + 12, ] = j1e+ j2, on a jo2 > 12 + 2;
— D;j est quelconque sinon.
On en déduit :

Z f(ln/e)o ('U)_lh_l’)’)\’uh'u))
hePy((c)™€) el

rd ( Py ((¢)"¢)) card (U)
= - ( 1 <card (2‘3 - Z f(ln/e)0 (w_lh’w) :

he A’

De plus, pour h € A’, la valeur de f('n / e)o (w‘lhw) ne dépend que de celle des

D i+1, avec ¢ non multiple de e; si A" est le sous-ensemble de A’ constitué des
éléments h tels que, avec les notations ci-dessus, D;; = 0 pour tous ¢, j tels que
Pon ait j > ¢+ 2,0uj=1¢+1 et ¢ multiple de e, on a :

card (A)
Z f(ln/e)o (w_lhw) = " Z fn/e) _lhw) :
he A’ card A heA”
Calculons donc la somme du membre de droite. On a, d’aprés ce qui précéde

et en posant € (0) =0 :

e—1n/ce
Z f('n/e)o (w™thw) = H H Z e ko dét (h),
he A" k=1 i=1 heA;

ou A; est 'ensemble des matrices carrées de taille ¢ qui sont somme d’un
éléement de Fi. dont l'image par ¢ du déterminant est 1 et d’un élément de E.
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On a le résultat suivant :

LEMME 4.2.14. — Pour tout entier k, 1<k<e—-1,0na:

Z e~ k Odet ) -1 ( 1)c—lqc(c—1)/2.
heA;
Démonstration. — Soit h € A; ; par définition de A; et grace au lemme 4.2.9,

la décomposition :
h = hy + ho,

avec hy € Fye, e odét (h1) = 1, et hy € E, est unique. On a, toujours grace au
lemme 4.2.9 :

hithy € E;
d’ou, en posant hy = hl_th :
ek o dét (h) = e® % o dét (hy (1 + ha)) = e ¥ odét (1 + h3).

On obtient donc :

Zeekodet(h) — Zeekodet(1+h3)

heA; h3z€R

L’assertion résulte donc du lemme suivant :

LEMME 4.2.15. — Pour tout caractére x de Fy non trivial, on a, en posant
x(0)=0:

> xodét(1+A) = (1) gD,

AcE
Démonstration. — En effet, fixons un caractére non trivial ¢ de F, et posons,

pour tout A" € Fge, que 'on identifie & un élément de M, (F,) :

¢(A’)=Zxodét(A’+A);

AcE

Z qS A” otr( A").

A €F e

¢(A) =Y xodét (A" + A)potr(AA");
A A
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or pour A € E, on a tr A’A = 0, donc on en déduit :
é (A’) = Z x o dét (A” + A) 1 otr (A’ (A" + A))
A A
= Z XOdét(M)wotr(A'M).

MeMc(Fq)

Si A" #0,0n a:
dA)(A') :ZXodét (A""1M) p o tr (M)

M
= xodét (4) g (1).
On a ensuite par inversion de Fourier :
o) =q¢° > d(A)potr (-4
A'eM; (]Fqc)
=qp(1) Y. xodét(A) ypotr(-4).
A'€GL; (Fye)

Posons pour ¢' donné, si x' est un caractére de Fy, et ¢’ un caractére non
trivial de Fy :

:Z:E]Fq/

Calculons ¢ (1). Soit B = DU le sous-groupe de Borel des matrices triangu-
laires supérieures de G L. (IFy), et soit S un systéme de représentants de G/U,
que 'on pourra supposer tel que S N B = D. Soit également N l’ensemble
des matrices nilpotentes triangulaires supérieures de M, (F;); on a bien sir
U=1+N.Alorson a :

p(1)=> > xodét(X(1+Y))¢potr(X(1+7))

XeSYeN

=) Y xodét(X)gotr(X +XY)

XeSYeEN

=) xodét(X)potr(X) Y wotr(XY).

XeS YeN

Pour X donné, la somme en Y ci-dessus est nulle sauf si le caractére :

Y = 1potr (XY)
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est trivial, ce qui est le cas si et seulement si X € B. On a donc :

¢(1) =card N Y x odét (X))o tr(X)

XeD

=g Sy (I,I x,) Y (XZ: x,)

ml,...,ijGJF;

= (=1)°¢“ D 2g (x,9)°.

Par un raisonnement similaire, on trouve :

Z x o dét (A')_lwotr (-A") =—g (XONFQC/Fq,wotr).

A'€F.
Or on a (théoréme de Hasse-Davenport) :

g6 =g (XoNFqc/Fq,@b ° tr) ;
et :

g (onFqc/Fq,dJ otr) g (Xonqc/Fq,w otr) =q“.
On en déduit :
b(1) = (_1)0—1q—c+c(c—1)/2+c
= (=1) g2,

ce qui démontre le lemme.

On en déduit :

c n(e—1)/ce
Z _1h (q - 1 (_l)c—l qc(c—l)/2) )

heAII

d’ou :
Z f(’n/e)o (w“lh‘ly)\uhw)
h€P1((c)"/”),u€U’
card (P1 ( )/ C)) card (U’) card (A’)
card (A) card (A")

. <q -1 (_l)c—l qc(c—l)/Q)n(e-l)/ce‘

€
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On obtient par le méme raisonnement :

Z f(ln/ce)o (w_lh_l’}’AuhU))
hGBll awel’

_ card (By) card (U') card (B') (¢°—1 n(e—1)/ce
B card (B) card (B") e ’

ou B’ et B" sont les sous-ensembles de GL,,, (F4e) définis de facon analogue a
A’ et A”. Pour montrer (7), il suffit donc de vérifier que ’on a :

card (A') card (B) card (B") .;(c—1)(e—1),2ce
card (A) card (A") card (B')

— q[c(c—1)(e—1)/2](n/ce)2—lg (w)+clgr (w) ,

ou encore :

card (A’) card (B) card (B")
card (A) card (A") card (B’) 1

lg(w)—clgr (w)

_ q—nc(c—1)(e—1)/2ce+c(c—1)(e—1)/2(n/ce)2_

On calcule, & partir des définitions :
card (A) = ¢l DR/29(m/e=1) card (B)
card (A') = gole=D(e=Dn/eet(e(e+1)/2+e=1)(n/2ee)(n/ce=1) card (B)
card (A") = gele=Dle=1)n/ce (arq (B").

bl

De plus, on a, si (w;;) est le tableau associé & w (en tant qu’élément de G')
comme dans la démonstration du lemme 4.2.7 :

e(fe—=1)/n [n
lorw) =35 3wy = =5 (55 (5 +1)):
5,J k>4,l<j

lg(w) = }: Z Fwijwp = Fler (w),

5,J k>4,l<j

d’ou :

qu(’l.U)—ClGl(w) — q[c(c—l)e(e—1)/2](n/2¢e)(n/ce+1) )

La formule cherchée se déduit de ces égalités.
Supposons maintenant toujours ¢ = 0 et b = 1, mais a = (a,..., )
quelconque. On a :

fnga01®"'®f£t'
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On a déja vu que la deuxiéme assertion de la proposition 4.2.2 était vraie. La
premiére se montre de la méme facon que le cas @ = (n/e), en considérant
cette fois la projection de Iy dans [['_; GLeq, (F,).

Supposons enfin a et b quelconques : on a les lemmes suivants :

) ) b
LEMME 4.2.16. — Soit g € T tel que fT’Y\T'rgIdab g o dét () fa” (h~1vh) dh #
0. Alors il existe k € K¢ tel que k~'g™ 'y gk est congru a g~ ''°g modulo p' ;

de plus, on a :
e o dét (k) = '(*=I"/2 (b)
qut vaut toujours 1 ou —1.

Démonstration. — En effet, 'image de g~'v'g dans G L, (Fye) est une matrice
unipotente triangulaire supérieure, donc il existe k' € K et une partition A =
(AL,...,A¢) € P (n') tels que I'image de k' ~1g~14/gk’ est 1a matrice Id +J), ; de
plus, pour que la condition de ’énoncé soit vérifiée, il est nécessaire qu’il existe
N € P (n'/d) tel que A = d)'. L’image de k' ~1g~1+'°gk’ = (k:'_lg_lfy’gk’)b est
alors de la forme :

(Id +J)\1)b

(Id +J)\t, )b

Pour tout %, les termes situés juste au-dessus de la diagonale principale de
(Id+Jy,)" sont tous égaux a b. Puisque I'extension F'/F est modérément ra-
mifiée, b n’est pas multiple de p; on montre alors de facon analogue & la dé-
monstration du lemme 4.2.8 que cette matrice est conjuguée par un élément
unipotent v de GLy (Fge) & la matrice :

Id+bJy,

Id +bJy,,

or cette derniére matrice n’est autre que 'image de k" ~! (k'~1g~1vgk') k", avec
k" € K& d’image :
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Donc il suffit de poser k = k'k"u~'k'~1; on a alors :

nl
e o dét (k) =&’ o dét (k") = ] " ()
=0

_ 6/n’(n’—1)/2 (b)
_ I 2 () ()12 (3
— 6/(d—l)n’/2 (b) )

De plus, (d — 1)n’/2 est égal a la moitié d’un multiple de d, donc ’expression
ci-dessus vaut toujours 1 ou —1. O

LEMME 4.2.17. — Soit g € T, h € I, tels que f&° (h"tg tvgh) # 0. Alors
st hi,...,hy sont les blocs diagonauz de h de taille n/b et gi,...,g ceuz de
(/b g, ona

b (htg7lygh) = e o dét (h) ' b o dét (h1-) T5L o, VOl (Ipea)
F
- vol (Ia*d) fao (h1__1a9191+a cee gl-—ahl—a) s
0l T 5-b €5t défini de maniére similaire a x5 en remplagant G par G Ly, (F),

G' par GLy (F"), F" étant ’extension non ramifiée mazimale de F contenue
dans F', et € par € ; de plus, pour touti > 2, on a hi__lagihi € Iy

Démonstration. — En effet, on a, avec les notations utilisées dans la définition
de f2° -
b
-1 - -1 b (1 —
@ (hg ™ ygh) = vol (Issa) ™" [ fad (hilugihs) -
=1

De plus, soit f:j:g 'unique fonction de G'Ly,, (F') dans C dont le support est
Toxq et telle que pour © € GL,,; (F) et y € Ioeq, On ait :

far (wy) = fao () fal (@)

on déduit immédiatement des définitions que I'on a :
f = vl (Tawa) ™" (19 0 dét) s}
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pour i > 2. On a donc :
w (h'g™ ygh)

= vol (Ia*d)l bfa ( 1- aglh’l Hsl(l) o det (hz agih ) fa ; ( i— agih )
=2

= vol (I, a*d (H gl® o dét (h ) (Hs o dét (g;) )
o (htg1914a - - 91-ahi—a)

si pour tout i > 2, h' gihi € P (a*d), et

@b (h~tg~'ygh) =0

sinon.
Orona:
vol (Ieg) = vol (Iaxa)?
d’ou :
Vol (Iypug)' ™" = v0l (o) ™" vl (Iaea)”;
ensuite :

Hs ’)Odet h; h)

~1040) o @6t (hy) €07 0 dét (hy—q) [ 7O 0 dét (i),
i#£l,1—a

et d’apreés la définition de [ (7) :
I(14+a)=11(1-a)=0b-1,
et pour tout ¢ # 1,1 —a:
l(i+a)—1(i) =1,
d’ou :
[T o dét (bl hs) = | TT " odét (ki) | " o dét (hi-a)
i=2 i#l-a
=codét(h) tebodét (hi_q).
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On en déduit :

ab (h_lg_lfygh) =codét (h) "€’ odét (hi_q (H '@ o dét (g )

- vol (Iaa*b,G’)_l VOI( a*b) fa (h1_1a9191+a ce gl——ahl—a) ’

De plus, g~ lvyg € 61} donc on a :

(n/b)*,G’
b ) -1
H €l(7') o dét (gz) —n (d-1)/2 (w;adb) z5;

de plus, par définition :
eln’(d-—l)/Q (w;aéb) — 33@,;&56,
ce qui achéve la démonstration. O

On en déduit, si A est un systéme de représentants de I;,» modulo Ky, en
posant Gy, /y = G Ly, (F) :

> eodsét (h) fat (b ky g vgkgh)
heA
= Z godét (h) teb o dét (hy o) zsz
h=(h1,...,hp)EAo

Wyt

- vol (I&b*d,G) -1 vol (Ia*d,Gn/b) fg (hl__la9191+a .. gl_ahl*a) R

ol Ag est ensemble des éléments h de A tels que pour tout ¢ > 2, on a
hi__lagihi € I,4q- Cette somme est égale & :

card (Ay) ~1

- -1
card (Al) xéfﬂw;aéb vol (Iab*d,G) vol (Ia*daGn/b)

> ebodét(hia) fo (1 19140 - 91-ah1a),
hi—aeAl

ot A; est un systeme de représentants de I4o.G, /b modulo Pensemble K des
éléments de g, g, /b dont tous les blocs diagonaux sont égaux & l'identité.
De plus, on a :

vol (T, \T,9Ko) _ vol (T \Tygl,)
[g71Tyg N L g 971 Tyg N Ko| card (A)

. vol (Idab,G) .
~ vol (g71T,g N Iyge ) card (A)’
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d’autre part, on a :

card (A) = vol (I ) [T : Ko;

card (Ao) = vol (Iﬂ’G) [I : Ko]

avec B = ((da),(axd),...,(ax*d)), dou :

card (Ag) =

vol (Iab*d,G) vol (Ida,G'n/b)

vol (Ia*d,Gn/b)

soit :

vol (Idab,G) vol (Ia*d,G’n/b>

card (A) =

On obtient finalement, en utilisant le lemme 4.2.6 :

/ £ o dét (h) 2 (™ yh) dh
Ty\Tygl 0

vol (Ida,Gn/b)
~ vol (g7 1Tyg N Iy ) card (Aq)

- zsr ! Z e’ o dét (h1-a) fo (b1 0919144

wR e
F hi—a€MA1

_ vol (K3)
"~ vol (97 1Ty9 N Iygs )

‘st Y €20 dét(hia) £ (hile9114a

F hi—a €A1
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On a également, d’apres le lemme 4.2.6 et le lemme 4.2.16, si A’ est un systéme
de représentants de I ¢ modulo Ko ¢ :

/ g o dét (h) £ (h'+'h) dh
TA\Ty g1,
vol (T’Y\T’)’gKO,G’)
97\ g N o o : g~ Tog N Ko i
Y odétar (h) £ (W g gh)

heA!

_ 1(d-1)n'/2 -1 vol (Ko,c1)
€ (b) .’Ew;a(;b vol (g_leyg N Ia’,G’)

. Z e? o détg (h) 2 (h_lw;“g_lfybgh> .

heN

Or g191+q - - - 91—q €st congru modulo p & w;ag_lvbg dans G,y ; d’autre part,
on a:

g 'Tygn Tiop ¢ = 9 ' Tyg N Iy s

n(c—1)(d—1) _ (n/b)(c—1)(d—1)
d cd ’

On a donc finalement & montrer une égalité similaire & 1’égalité z,, = y,, du cas
a =0,b=1,t =1, généralisée au cas t quelconque; cette égalité ayant déja
été démontrée, on en déduit donc la proposition. O

Soit ng b Pélément de E¢ tel que f( njdb) € Fg ; posons :

= e (0 o).

0,1
De méme, soit ng’,l I’élément de Egr tel que f}),(n, jd) € Fl’ ; on pose, pour
tout A € P (m') :

lG’ <w 011)
ed =e(-1) 0.6 /-

On a la relation suivante :
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PROPOSITION 4.2.18. — On a, avec les notations de la proposition 3.5.1, en
considérant les éléments yy de la PSH-algébre de Zelevinsky :

Cap (~1) T ImelbgBE NS5 ()
AEPO(m /1)

= (—) NN @2 by gsedra | S 85 (7)
NePO(m!)

Démonstration. — En effet, on déduit des propositions 4.1.1 et 3.3.1, pour
a,b
tout a € P (n/fdb), si ng’fé est ’élément de &g tel que faf € fg"‘a :

a,b _a,b

€ la(w”c ’"aG) a,b _
Ig | £ (-1) G [ | = (@asy (M),

avec :
— lG (’LU a,b)
Y () = cap (NI R T (1) T meE 5 ()
AEPO(m/1)

De méme, en appliquant ces mémes propositions, pour tout o/ € P (m/), si
0,1
n ’

0%l est Vélement de Eqr tel que f0, € Frs -

w 0,1 o0,

, lGI< 1 )
IE;I EI (—1) e mal’G, f})'a”ryl = <xal7yl (’Y,)>7

avec :
1 lG'(wo no’l) e (0
()= Y (=1 N e/ s () yas
)\lepO(mI)

On en déduit, d’aprés la proposition 4.2.2 et le lemme 2.4.1 :

la (w a,b _a,b )_l /(w 0,1 0,1 )
<xa, y (’y)) =€ (—1) G ’"cx,G G nGl f’]al’G/
. (_1)",(0”1)((1_1)/(1 8I(d—1)n//2 (b) xé(-'l:a’,yl (’}//)>

!

sia= , et

_n
Fdom' ™

(a,y (7)) =0
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s’il n’existe pas de o telle que o = o' ; de plus, on a, pour tout « :

_n
Fdbm!

On en déduit, comme dans [17, VIL.2] :

y (y) = (=)W D@D @02 by gor i (5 (1)) -

Enfin, n/m' est le degré de EF'/F, db son indice de ramification, et f est le
degré résiduel de E/F ; on en déduit que n/fdbm' est le degré résiduel ¢'de
EF'/E, ce qui achéve la démonstration. |

On va maintenant établir une relation de récurrence sur les facteurs de trans-
fert : rappelons d’abord leur définition. Soit g une image de v dans H ; on
pose :

1/2
Aci (v,vm) = 11 r(o(vi) 7 (ym))|  déta ()W /2.
o,7€Gal(E/F),0#T F

D’autre part, soit v un élément de F™ tel que les v*(v), 0 < k < n — 1,
engendrent F'™; posons :

Acp(y) =t (dét (v, (v),...,7" 1 (1)),

le déterminant étant pris par rapport & la base canonique de F™. Cette derniére
expression ne dépend pas du choix de v, grace au lemme suivant :

LEMME 4.2.19. — Soit v € G régulier. Alors 'expression :

€ (dét (U,’YUa s ,,Yn—l,v)) )

pour v € F™ tel que le déterminant ci-dessus est non nul, ne dépend pas du
choiz de v.

Démonstration. — En effet, soit v, v’ deux éléments de F™ vérifiant la condi-
tion requise. Alors {v,'yv,...,fy"_lv} est une base de F™, donc il existe un
polynome P tel que v' = P () v. On en déduit :

dét (v, v’ ...,y W) = dét (P (v) v,vP (7) v, ..., ¥ ' P (y)v)
= dét (P (v) v, P (1) v, P (1) 7" 10)
= dét (P (7)) dét (v,yv,...,7" ).

En particulier, P () est inversible. De plus, en identifiant E™ & F™ de maniére
convenable, vy est un élément de M,, (F), donc P () aussi; on en déduit que
P(y) € GE, d’ou €0 dét (P (vy)) =1, ce qui démontre le lemme. O
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On a alors :

A (v,vm) = AV} (v, vH) Ao (v) -

On vérifie aisément ’assertion suivante : sig € G et h € H :

Ac (g7 g, h Y ygh) = e 0 dét (9) Ae (v, vm) -

On a la relation de récurrence suivante sur les facteurs de transfert : soit 7; ¢
I'élément de £g associé a I'application € ¢ de {1,...,n} dans {0,...,e — 1}
telle que pour tout 7, €1 G (7) est congru & 7 —1 modulo e. On définit de maniére
similaire 1 ¢ € Eqr.

Posons également :

lglw
ab G( ab, ) .
egp =¢c(=1) \ "¢ me/y

l 1\ W 0,1
0 _ ! G ( N oM /)
801,1 = £ (—1) GG .

LEMME 4.2.20. — Soityg (resp. 7y, une image de -y (resp. v') dans H (resp.
H'). On a légalité suivante :

Ae . (’7, 7H) - (_1)n’(c—1)(d—1)/d+(m26a/b)(f—1)
68?16%/,15 (_1)n(b+1)/2 Ca,bgl(d_l)n’/2 (b) xglAa’,G’ (’Y,,'Y,HI) )

Démonstration. — On démontre Dégalité A 1.6 (v, 7#) = Ae 1,60 (Vs Vi) de
la méme fagon que dans [17, VIL.3|. Il suffit donc de montrer que 'on a :

Acog(y) = (_1)”’(0—1)(d—1)/d+(m2ea/b)(f_1)

O 02 0) 07 At ().

b 0
egaEcr 1€ (—1)
L’égalité ci-dessus ne change pas si on remplace v par un de ses conjugués
.« 1., ’
dans G’; on peut donc supposer, en considérant une base vy,...,v, de F'"
telle que pour tout i > 2, v6~tv; = v; + v;_1, que v est congru modulo p’ 4 la
matrice :

0 ¢ 0
J
0 )
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On a alors par une récurrence évidente, si (e’l, e

) est la base canonique
de F'™', pour tout i € {0,...,n' — 1} :

n'
1 (1 — £ 2: !
Y (Cn/) = 6 en/_z- —+ (Lz'jej
j=n'—i+1

modulo p’. On obtient donc :
dét (e;l,,'y' (ehs) .- Ayl (e;l,)) =" (V=172 g¢¢ (s €h)
_ (ha)n’(n’—l)ﬂ

d’ou :
A g (7) =€ (=8)" ™12,

Supposons d’abord @ = 0 et b = 1. Puisque v = 7', on a, avec v € F'™
convenable :

Ao (7) = g1 (dét (v, ' (v),..., (é'y')n’_l (v)))
= (§) V(D2 g1 (dét (v,'y' W),..., ¥y (v)))
=25 Av0e (V)5

d’autre part, on a n(b+ 1) /2 = n, donc e (—1)"*+D/2 — 1 11 guffit donc de
montrer que l'on a :

Acoc(y) = (~1)m D@D/ et el 1A pcr (7).

Calculons donc A, 2. g (7). Dans G, v est congru modulo p & la matrice :

6 6 0
-8 ’
0 1)

les blocs considérés -étant de taille c. De plus, puisque § engendre 'extension
non ramifiée F'/F, on peut supposer que son image dans M, (F') est la matrice
suivante :

0 1 0
0 0 1 ’
—ag ... ... —Qc-1

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1997



108 CHAPITRE 4. CALCUL DES GERMES PAR RECURRENCE

oit Py = X®+a. 1 X 4. -4ag est le polynéme minimal de é sur F. Montrons
que v est conjugué a un élément de G congru modulo p a la matrice suivante :

0 Eq 0
Yo = . . ‘ 3
. Eq
0 1)

ou E¢; est I'élément de M, (F,) dont tous les termes sont nuls sauf le (¢, 1)-éme
qui vaut 1; on aura alors :

Acac (1) = e (=1)"n=1/2,

En effet, d’apreés le lemme 4.2.9, si E est le sous-espace de M, (IFq) défini comme
dans la démonstration de la proposition 4.2.2, on a E.; = A+ B, avec A € Fge
et B € E; de plus, toujours par le lemme 4.2.9, B n’est pas de rang 1, donc A
est non nul. On voit donc, de maniére similaire au corollaire 4.2.12, que -y est
congru modulo p & hygh™!, ot A est un élément de K congru modulo p & une
matrice de la forme :

1 0

§1A
. u,
0 (6-14)"
avec u € U ((c)"') On a, de méme que pour v/, si (e1,...,e,) est la base

canonique de F™ :
dét (en, Y0 (en) - - vt (en)) = dét (en,en—1,...,€1) = (—l)n("_l)/2 ,
d’on, siv="h(e,), v € O™ et:
(8) dét (0,7 (v) ..., 7" (1)) = dét (h) (—1)"®™D/2 ¢ O~
On en déduit :

Acp,c (7) =€o0dét (h) " Acpi (Y0)
— (5f1A)—n’(n’—1)/26(_1)n(n—1)/2'

1_\'(n'=1)/2 _ __qyn(n'-1)/2
e (-1) e(-1)
_ 6(_1)n(n—n’)/2é(_1)n(n—1)/2.

Or e(—1) =1 si e est impair, et n(n — n') /2 est pair si e est pair, donc on a
dans tous les cas :
¢ (_1)n’(n'—1)/2 — ¢ (_1)n(n—1)/2 '
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n'(n'-1)/2

Il reste & calculer &' (A) . Si e est impair, e divise n’ (n’ — 1) /2, donc

e (A" ™ ~D/2 = 1. Supposons donc e pair. On a :

0 0
1 . 1
0 2 — 2 é
c—1 c—1
0 0
=Id+ :
0 0
—a; —2a3 ... —(c—1)a..1 —c

Le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus est un élément de E; on en déduit
que l'on a :

0 ... ... 0

C = : : € Id +E.
0 ... ... 0
a1 2a3 ... (c—=1)ac-1 ¢

De plus, C A est un élément de A + E dont toutes les lignes sont nulles sauf
éventuellement la derniére; on en déduit, a l'aide du lemme 4.2.9, que l'on a
CA = E,;. On en déduit C = E,;A~!, donc la premiére ligne de A~! est égale
& la derniére ligne de C'. Or on vérifie par une récurrence triviale que pour tout
i € {0,...,c— 1}, sur la premiére ligne de d¢,le i + 1-éme terme vaut 1 et tous
les autres valent 0; de plus, deux éléments de Fyec sont égaux si et seulement si
leurs premiéres lignes sont égales (sinon Fge contiendrait un élément non nul
dont la premiére ligne serait nulle, ce qui est exclu). On en déduit :

Al =a; + 2030+ + (¢ — 1) ac_162 + 671 = P (6),
ot Pj est le polynome dérivé de Ps. On a, d’autre part :

= Il x-00),

0€Gal(Fye /Fq)

Pi=> T[ (x=7(9).

0 T#o

d’otl, en dérivant :
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En prenant la valeur de ce polynéme en 4, on obtient :

P =[[(6-0c)).
o#£l
Lorsque c est impair, le produit ci-dessus est un produit de ¢ —1/2 expressions
de la forme :

(6 — 69) (5 - 50‘1)
qui vaut aussi :
—(6—67) (6 —687) .

Or lordre de (6 — 6")"_1 étant le méme que celui de § — §7 dans F., soit
tous deux sont des carrés soit aucun des deux ne ’est ; leur produit est donc
toujours un carré. Le terme ci-dessus est donc égal & un carré multiplié par
—1. On obtient donc :

& (4)" ™ -1/2 e (—1)(e /2w (W -1)/2

e (_1)0(0—1)71'(71,’—1)/4

c (_1)(0—1)(e—1)n/4+(c—1)(n’—e)n/4 )

Or ¢ — 1 et n sont pairs, et n’ — e est multiple de e; on en déduit :
! (A)n’(n’—l)/Q = ¢ (_1)(0—1)(8—1)77,/4
e (_1)(c(c—l)/2)(e(e—1)/2)n/ce )

Supposons maintenant ¢ pair. On a alors ¢’ (—1) = 1, donc par un raisonnement
similaire au cas ¢ impair, Ps (6) est égal a un carré multiplié par z = § —o (9),
ol o4 est I'unique élément d’ordre 2 de Gal (Fge /Fy). On a :

o4 (z) = 27" = -z,
donc puisque z est non nul, x est racine du polynéme X ¢/*~1 4 1. L'ordre
de x dans IF*4c divise donc 2 (qc/ 2 1) mais ne divise pas ¢*/2 — 1. De plus,
e est pair et p ne divise pas e, donc p est impair, donc ¢q aussi; on en déduit

qu'il existe y € Fy. tel que z = y(qc/2+1)/2

, mais qu’il n’existe pas de y tel que
T = ch/z"'l. Autrement dit,  est un carré si et seulement si ¢¢/2 4+ 1 est un
multiple de 4, ce qui est le cas si et seulement si g est congru a 3 modulo 4 et
¢/2 est impair.

D’autre part, on a € (—1) —1 si et seulement si g est congru a 3 modulo
4 et ¢/2 est impair ; on en déduit :

e (A)e/Q = —¢ (_1)ce/4 ,

ce/4 _
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d’ou, puisque n' est pair et n’ — e est multiple de e :

e (A)n’(n’—l)/Z = ¢ (A)n’(e—l)/2

~ (¢ A)e/2)<n’/e><e-1>
— (_1)(n'/€)(€—1) e (_1)(n'/€)(06/4)(6—1)
— (_1)(0—1)(6—1)71/088 (__1)(n/ce)(c(c—l)/Z)e(e—l)/?’

en utilisant le fait que c—1 est impair. D’aprés les cas précédents, cette derniére
égalité reste vraie si on ne suppose plus ¢ pair ni e pair; on en déduit donc que
quels que soient c et e, on a :

Acog () = (=1)(cDle=Nn/ce o (_qy(ele=1)/2)(e(e=1)/2)n/ce
. 8’ (5)n’(n’_1)/2 AS’QYG (70) )
On conclut en remarquant que :

(_1)n/(c_1)(d—1)/d _ (_1)(0—1)(e—l)n/ce;

€20 6% | = & (—1)(lemD/DUn/e)n/e=1)/24nfe)~(cele=1)/2((n/ce)(nfce=1)/2tncc)
= ¢ (1) 2/ (e 1)2
=c(— 1) (e=1)/2)(n/e)(c—1)/2
£ (—1)(ele=1/2e(e=1)/Dnce

ce qui démontre le lemme dans le casa=0etb=1.

Supposons maintenant a et b quelconques. Soit Ey, ..., Ey (resp. Vi,...,V})
les sous-espaces de F™ (resp. les sous-modules de O™) engendrés par respecti-
vement (61, . ,en/b) ey (e(b_l)n/b+1, .. .,en) ;on a pour tout k,sive Vi :

ka+b—1)/b L ’
7 () € BTSN Y S @l
i=1 i=ig+1

avec :

. ka+b-—1

ir=1—ka+ [—+—] b.

b

Soit v1 € V1 non nul ; puisque 7y est elliptique régulier, dét (vl, YU, ... ,'y"‘lvl)

est non nul. Soit, pour tous %, k, vy la projection de v* (v;) sur E; suivant la
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somme des autres E;; on a :

b b
dét (’01,7 (Ul) P 77n—1 (’1)1)) = dét (vla zvil, ) Zvi,n—l>
i=1 i=1

frd E det (’U]_,’Ujlla"",vjn—l’n_l) °
1§j1,~--,jn—1Sb

Les termes de la somme ci-dessus sont tous dans pls, avec :
n—1r.
ta+b—1
=3 =),

de plus, seuls sont non nuls ceux pour lesquels, pour tout i, exactement n/b
des ji valent i, et parmi ceux-ci, tous sont dans ples+! sauf éventuellement
celui tel que ji = %; pour tout k. Notons z, ce dernier terme. Soient gi,...,gp
les blocs diagonaux de ¢ —na/b - posons pour tout i € {1,...,b}:

Yi = 9i+a9i+2a - - - §i—ali-

Pour tout ¢, si w € V;, la projection de w;“’y” (w) sur V; suivant la somme des
autres Vj est v; (w) ; 2., est donc congru modulo plert! 4 :

b
ta . b—1
dayp® T aét (i i) 0) 4
i=1
ou :
da,b = dét (61, €_na/b+1s+ 3 €—(b—1)na/b4+1:€25- - - 76—(b—1)na/b+n/b) )
et oi pour tout ¢, v; est la projection sur E; suivant la somme des Ej, j # 1,
de wl(katb=1)/blyky) “avec k € {0,...,b—1} tel que 1 — ak est congru a i
modulo b; c’est un élément de V;. D’autre part, le déterminant sur E; est pris

par rapport & la base canonique.
De plus, on a pour tout & :

-1 -1
N-ak = Gi-a(k-1)--- 91791 - J1_g(k-1)}
de plus, si on identifie, pour tout i, E; a F™® de maniére canonique, on a :

Ul-ak = 91-a(k-1) ---91V1-
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On en déduit que z., est congru modulo plas™! 4 :

b

b—1
da,bw;ﬂa’b (H dét (g1_a(k—1) - - - 91)) (dét ('Ula'Yl'Uh .. ,’)’?/b_lm))
k=0

b—1
, — ta 4
= dét (1) " dapp” (H dét (g1-a(k—1) - -- 91))

k=0

b
) b—1
. (det <v1—a, Y1—aVi-as--- ,7{‘10 Ul——a))

puisque vi—q = g1719; -

Soit F" ’extension non ramifiée maximale de F' contenue dans F’, soit 0"
son anneau des entiers, p” 'idéal maximal de celui-ci. Quitte & imposer au
plongement de G' dans G des hypothéses supplémentaires, on peut supposer
que g = Y1—q = 9191+a---91—q €st dans GLy (0") C GL, ) (F); il est alors
congru & wx*y? modulo p’ dans GL, (O'), donc également modulo p dans
GLy ) (O); de plus, g est régulier. Enfin, on peut écrire :

9= 0647y

ol &, est un élément de 0" congru & wx*6® modulo p’ et ou 7y est congru
a 4'® modulo p’ dans GL, (O'). On montre de la méme fagon que dans la
démonstration du lemme 4.2.16 qu'’il existe k € K¢ tel que k~1+'k est congru
a~'®, donc & 7> modulo p’, et que k vérifie :

dét (k) = pld-Dn'/2

modulo p’; de plus, on peut supposer k¥ € GL, (O"). L’élément kgk~! est alors
un élément de G L, (O") congru modulo p” & :

5y 6, 0
.. 59
0 3

Soit donc ¥ = 0, kgk™!. Cest un élément régulier de GLy (O") congru
modulo p’ & +'; on peut alors appliquer le raisonnement du casa =0et b=1
(en remplacant v,v', G, G’ par kgk~!,~", GLy, (F),GLy (F")) pour obtenir,
d’une part, grace a 1’égalité 8, en définissant v € ©O"/® de maniére similaire :

dét (v,kgk_lv, . ,kg"/”—lk—lu) € O,
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N

et d’autre part (rs, étant défini de maniére similaire & z;, relativement au
plongement de G Ly (F") dans GL,,; (F) et en remplagant ¢ par eb)

Az-:”,Q,GLn/b(F) (kgk—l) = (—1)"'(0—1)(d—1)/d

bl (w 0,1 )
e (_1) Wl,GLn/b(F)v"GLn/b(F) $(;£,1Ae”,2,GLn,,(F") ('Y”) 7
avec :
6” = €b o NFH/F.
On déduit de la premiére de ces deux égalités que 'on a :

dét (k"lv,gk'lv, . ,g"/”—lk-lu) € 0.

Posons v1 = g1 Lg=1y. Cest un élément de O™/®, donc en tant qu’élément de
E1, c’est un élément de Vi ; de plus, on a v;_, = k™ 'v, donc d’aprés ce qui
précéde : '

_ , - . _ ta
et odét (vi,y (v1),...,7" " (v1)) = e® o dét (1) et (da,wa’b)
b—1

. -1 , _
. H € o dét (gl_a(k_l) .. .gl) e? (det (vl_a,gvl_a, e ,g"/b lvl_a)) .
k=0

On a, comme dans le lemme 4.2.17 :

b—1 b
[T 2o dét (91-age—ry---g1) = F o dét(gr) [[ P o dét (g:)
k=0 1=2

=¢ 1 odét (g1914a- - - g1—a) € 0 dét (g1) x;l_aabmg.
F
11 est clair d’aprés les définitions que l'on a :
xw;aﬁb = Tég>
d’autre part :
o détgr, ,(F) (9191+a - g1-a) = € 0 détg (C_"a/bW)
— £ o détg (g—"a/b) .

Posons :

dop = dét (€1,€_na/b11,- € (b=1)na/b+1,€2> - - - > €—(b—1)na/b+n/b)
. (_1)(n—1)na/b;

MEMOIRES DE LA SMF 69



4.2. PREMIERE RELATION DE RECURRENCE 115

thy=> [(ia+b—1)/b].

=1

d@,bw;?’b e e e L A
, ta,
— détg (gna/") s
On obtient donc :
AE,Q,G (7) <d/ wa ) fBElfL'Jg Asb72chn/b(F) (g)

— 8l(d—1)n’/2 (b) Aeb,2,GLn/b(F) (kgk—l) :
Acpe (V) = Bevoar, 7y (V")

en effet, on vérifie que la restriction & F" de ¢’ est égale a £”; d’autre part,
! ! !
pour v’ € O"™ C F"™ C F'™ convenable :

dét (v','y"v’, ... ,7""/_11)')
est un élément de O"* congru modulo p’ a :
dét (v', ¥, ... ,’y"”/“lv') .

Il reste donc & montrer que 1’'on a :
t’

z( W ab )—bz (“’n 01 )+n(b+1)/2
6(—1) G ",G LGL, /(F) GLy, /p(F)

Montrons donc cette derniére égalité. Rappelons que 1’on a :

Cab = ﬁ e o dét (C::Z/db)
] (H (e ™),

avec pour tout 4, si b’ = pged (b, e) :

Ca,bs
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Ecrivons d’abord Cap = ca bCh p, AVEC

a,b?

Ay = ﬁé_—i (wnki/db) ,
ab _ HE_Z ( _1y(n/e—1)nk; /db)

On va montrer que 'on a :

(9) £ (w;_‘:l’b> — (_1)(m2ea/b)(f—1) C;,b_l;

l(wna,b,,71 G) —bl (wn1 oL O] )+n(b+1)/2
(10) e ;’b) =e(=1) @™ \GLy, y (F)GL,, 1y (F) =
Montrons d’abord (9). On a :

n .
wa+b—1
g o]

=1

—Z ([m+b—1] B [(H—l)o;)-kb—l]) +n[na+bb—1]
:éz nfl([(je+i)z+b—1] B [(je+i+1b)a+b—1D

J=0

n/e—1

te Z <[]ea+b—1] [(j+1)ez+b—1]> +n[na+bb—1]'

Or n est multiple de ef ; d’autre part, pour tout i, on a :

n/e—1

Z ([(je+i+1b)a+b—1] B [(je+i)z+b—1]) :ke—i%§

J=0

en effet, quitte & remplacer a par a + kb avec k convenable, ce qui revient
a ajouter kn/e aux deux membres de ’égalité, on peut supposer que 1 <
a < b. Le membre de gauche k' de 1’égalité ci-dessus est alors égal au nombre
d’éléments divisibles par b dans la réunion des intervalles :

{(je+i)a+b,....,(Je+i+1)a+b-1}
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pour j allant de 0 & n/e — 1, qui est lui-méme égal au nombre d’éléments
divisibles par b dans la réunion des intervalles :
{(—je—i—1)a+1,...,(—je—1i)a}

(qui sont les opposés des intervalles précédents, plus b). Or on a ppem (b, e) =
le,et n/e = (n/db)l; k' est donc égal a n/db fois le nombre d’éléments divisibles
par b dans la réunion des intervalles :

{(-je—i—-1)a+1,...,(—je—1)a}

pour j allant de 0 & 1 — 1. Or pour r € {—a(i+1)+1,...,—ai} donne, il
existe j tel que r — je est divisible par b si et seulement si r est divisible par
b, et un tel j est alors unique dans {0,...,l —1}; on en déduit que l'on a :

o= (5] - [F5))
-5 (15 =7)

n
= —ke—ia

db

ce qui démontre l’assertion.
On en déduit :

. (w o z‘(z;‘iz‘l([((je+i)a+b-1>/b]—[((je+i+1>a+b—1>/b]>))

gy ke_i/db

— 1 —MNKe—;
I« (=)

= i (o ki/db ) (n/db) 32520 ki)
<i1;115 Z(w n ) 5e(w" 1 )

Le second terme de ’expression ci-dessus est nul car en/db est multiple de ef ;
elle vaut donc cg,b"l. Montrons maintenant que l'on a :

. (wez;‘:lj([(jea+b—1)/b1—[<(j+1>ea+b—1>/b]>) _ (—qymea-n/e.

(pour simplifier les calculs, on rajoute un terme j = n/e dans la somme en
exposant, qui ne change pas la valeur de ’expression puisque £~} (we"/ e) =1).
En effet, mea/b est entier, donc on a pour tout j = km + k' :

jea+b—1 _kmea+ Kea+b—1
b b b ’
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d’ou :

[jea+b—1] 3 [(j+1)ea+b——1
b b

_[k'ea+b—1} [(k'+1)ea+b—1
- b N b

On en déduit :
:éj ([jea+bb—1] ~ [(j-l—l)e;z—l—b—l])
=§i (b + 1) ([k’ea:b—l] - [(k’+1)eba+b—1]>

k=0k'=1

_fzk,([kea+b—1] [(k’+1)eba+b—1]> ZZ mea.

On a bien évidemment :

el (wefZZLI([(k’ea+b—1)/b]—[((k’+1)ea+b—1)/b])) =1

puisque ¢ est d’ordre ef ; d’autre part, on a :

i{jkmmea _mPea f(f—1)
b b 2

et :
o1 (we(m2ea/b)f(f—1)/2) _ (_1)m2ea(f—1)/b

ce qui achéve la démonstration de (9).

Montrons maintenant (10). Cette égalité est triviale si e est impair; on
supposera donc e pair. On remarque d’abord que I'on a d, = (—l)l(w"), ol wy
est ’élément de W tel que ’on a (modulo n) wg (1) = 1, wg (2) = —na/b+1,...
wo (b+1) = 2, etc. Soit donc w; 'élément de W qui envoie 1,2,...,n sur
1,b+1,...,n—=b+1,2b+2,...;0na:

() = b(b2— 1) n/b(ngb— 1)7

et wow; envoie (modulo n) 1,2,...,n sur 1,2,...,n/b,—na/b+1,.... Donc
[ (wowy) est égale & (n/ b)? fois la longueur de I'élément u de W) tel que pour
tout 7 € {1,...b}, u(7) est congru moduloba l—a(i—1).

MEMOIRES DE LA SMF 69



4.2. PREMIERE RELATION DE RECURRENCE 119

D’autre part, soit € 'application de {1,...,n} dans {0,...,e — 1} associée
a n‘é’b; on a, modulo e :

(e(1),...,e(n) =
(=b,...,—b,—2b,...,=2b,...,—db,1(2) —b,...,1(2) —b,...,1(b) —db),

chaque terme étant répété n/db fois. Soit wy ’élément de W qui envoie (modulo
n)1,2,...,nsurl,2,...,n/b,na/b+1,.... De méme que précédemment, | (ws)
est égale a (n/b)? fois la longueur de I'élément v de W, tel que pour tout
i € {1,...b}, wop (i) est congru modulo b & 1 +a (i —1); de plus, pour tout

i, uv™! (i) est congru & 2 — ¢ modulo b, donc ! (uv™!) est congru modulo 2 &
(b—1) (b—2) /2. D’autre part, soit e = € o wy; on a, modulo e :
(e2(1),...,€2(n))
:(-b,...,~b,—2b,...7—2b,...,—db,l—b,...,l—b,...,b—l—db).

) —1 b _ .
Sine = w, (?7?; ), on a wpy = Wyes T, aVEC T € W,,. Calculons [ (x). Soit
(20, .- ., Te—1) image de z par Dapplication canonique de Wy, dans (W, /e)e ;

on a, modulo n/e, pour tout ¢ et pour tout k € {1,...,n/db} :
n ia 1
o (k4 5 ([7] - [5])) -+
1a 1 n
o (ko (o [37] o [3]) =+

etc. On en déduit, modulo 2 :

la) = = ((l —1) ([2;] - [b’] +l(zat)))

ol 4, est ’élément de W tel que z,, (j) est congru a aj modulo /. On en
déduit (puisque e est pair) que [ (z) est congru modulo 2 & :

g0 ([5]-6])

On remarque que n/db (E — l) = l—b (% — 1) est toujours pair ; d’autre part,
e
ona:

|
—_

e

/ /dd—
db(l—l) [w]:%(z—nbL—l).

2

<.
Il
o

Or [ et d sont premiers entre eux, donc ne peuvent pas étre pairs simultanément,
donc (I — 1) (d — 1) /2 est entier; l’expression ci-dessus est donc un multiple
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de db’ = e. On en déduit que [ (x) est congrue modulo 2 & :
e—1 . .
n (n A [ [ia i—la (e—1)a
7 (2 O(Z;—”(hﬁ_[ U]>+e[ v })'

Or on a pour tout 7 :
ia (t1—1)a

On en déduit que [ (z) est congru modulo 2 & :

e—1
)T
i=
soit :

c (_1)l(cc) — C”b_l-

a,

Soit ensuite ws 1'élément de W qui conserve les intervalles de longueur n/b,
inverse l'ordre des intervalles de longueur n/db & Uintérieur de ceux-ci et est
croissant sur chacun de ces derniers; on a :

n)2 d(d—-1)

l(w:”):b(% 2

qui est congru modulo 2 4 :
nd(d—-1)
db 2
d’autre part, si €3 = €9 o w3, on a, modulo n :

(63 (1)7"'v€3 (n))
= (0,...,0,by s by (= 1)1,y 1, b= 14 (d—1)b),

et sim3 = wy L), ws = Wy - SOit ensuite wy I’élément de W qui conserve
les intervalles de longueur n/b, envoie 1,...,n/bsur 1,(n/db) +1,...,(d — 1)

n/db+1,2,(n/db) +2,... et agit de méme sur les autres intervalles; on a :
- ~1
! (wy) = bd(al2 1) (n/db) (T;/db );

d’autre part, si €4 = €3 o w4, on a, modulo n :
P ) 3 ) )

(€a(1),...,€ea(n))
=(0,b,...,(d—1)b,0,b,...,(d—1)b,...,1,1+b,...,1+(d—1)b,...),
et simy = w4_1 (n3), w4 = Wy, Enfin, on a €1 = ¢4 0 wl_l, donc wl_1 =
Wnym cY> avec y € Wy, . Calculons [ (y). Soit (yo,...,ye—1) I'image de y par
I'application canonique de Wy, . dans (Wn /e)e ; pour tout ¢, on a pour tout k €
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{1,...,n/db} et pour tout k' € {0,...,l — 1}, yi (k + k'(n/db)) =t + (k — 1),
ou t est 1'élément de {1,...,1} tel que [i/d'] + (t — 1) d est congru & k' modulo
l. On en déduit, de méme que pour z, que [ (y) est congru modulo e & :

e—1 .
n i n d(d—-1)
LAY D J N Ly N Y G
gdb( )[b'] AR
Or on a vu que l’expression ci-dessus est un multiple de db' = e; on a donc
finalement :
. (_1)l(wﬂadb,7ll,6') = (_1)l(w1w2w3w4x) .
Soient w},wy, w3, wy, " les éléments de W), , définis de maniére similaire en -

b 0,1
remplagant G par GLyy, (F), ¢’ par NGL,, o(F) et 71,6 par Mi,GrL,, ,(F)- Les
éléments w), wh et =’ sont triviaux, et on a, modulo 2 :

{ug) = 2D B
() = d(dz— 1) (n/db) (72L/db -1

On en déduit :

l(w a,b )——bl (w 0,1 )
E(—l) g M,G "1,GLn/b(F)‘"GLn/b(F) — ¢ (_l)l(w1)+l(w2)+l(z)

=€ ((_1)l(wom)+l(wz) da,b) Cg,b_l-

Pour montrer (10), il suffit de vérifier que I (wow1) +{ (w2) est congru modulo
2a(nb+1)/2)+ (n—1)(na/b). Cette expression est un multiple de n/b,
de méme que [ (wowy) et I (wq); donc si n/b est pair, 'assertion est triviale.
Supposons donc n/b impair; alors puisque e est pair, n aussi, donc b aussi.
Puisque a et b sont premiers entre eux, a est impair, donc (n(b+1)/2) +
(n —1) (na/b) est congru modulo 2 & :

nb(b+1) n _ nb +b+2
52 b8 2
qui est lui-méme congru modulo 2 & :
¥ —3b+2 (b—1)(b—2)
2 - 2 ‘
Or d’apres ce qui précéde, cette expression est congrue modulo 2 & la longueur
de uv™!, qui est elle-méme congrue modulo 2 (puisque n/b est impair) & :

l(wowl) +1 (’wg) .

Donc (10) est démontrée, ce qui achéve la démonstration du lemme. O
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4.3. Deuxiéme relation de récurrence

La relation de récurrence démontrée dans la partie précédente ne suffit pas :
en effet, il y a des cas ou F' = F. Supposons donc que n > 1, et que v est
congru & 1 modulo 'idéal maximal de F' (). On peut alors trouver vg € F* et
8,7 € F ()" tels que 'on ait :

—7y=71+6);
— o (resp. 7') est congru a 1 modulo I'idéal maximal de F (resp. F (v));
— si F' = F (§), F’ est strictement plus grand que F et § est F'/F-cuspidal.

La encore, F' est uniquement déterminé; soit donc b son indice de ramifica-
tion. Posons également a = vpr (0); a est uniquement déterminé aussi. Soit
également " = §v'.

PROPOSITION 4.3.1. — Supposons n > 1. Soit v € I}, § € F'*, F'/F-
cuspidal et de valuation strictement positive, et 9 € 1 +p C F*, et posons
v =" v =7 (1+7"). Supposons de plus que y est un élément semi-simple
régulier de GH. Soit o € P (n/e) ; alors on a :

Ié' (faoafy) = Ié’ (]-na/bfon ’7’) )
ot a = v (9).

Démonstration. — En effet, il est clair d’aprés la définition de f, que ’on a,
pour tout g € G :

fa(9) =fa(l+g).
D’ot1t on déduit, pour tout g € G, et pour n € £ convenable :
fo (97'79) = fa (g™ (1+7) 9) =1 (v0) fa (677'9) -

Or il est clair que 1 (y9) = 1; de plus, pour tout g € G, v o dét (g_lw'g) =
vodét (y') =na/b. On en déduit :

fo (97'79) = (Lnaspfa) (97'7'9) -
Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout g, v o dét (g_lwg) =0, et
que 1ofo = f2. O
On en déduit la relation suivante :
PROPOSITION 4.3.2. — On a, avec les notations de la proposition 3.4.2 :
S s Mua=g" 2N (—Umﬂx%ib”wm(%kqg.
AEPO(m) NePO(m/l)

Démonstration. — La démonstration est similaire & celle de la proposition
4.2.18, en utilisant cette fois les propositions 3.4.2 et 4.3.1 et le lemme 2.4.3 au
lieu des propositions 3.3.1 et 4.2.2 et du lemme 2.4.1. O
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On a également la relation de récurrence suivante sur les facteurs de trans-
fert :

LEMME 4.3.3. — Soit yg (resp. v};) une image de v (resp. ¥") dans H. On
a l'égalité suivante :

Ac (voym) = g~ mTmIRA, G (v, -

Démonstration. — Puisque " est elliptique, 1’égalité ci-dessus ne dépend pas
du choix de v ; on peut donc supposer 7% = 7'y — 1. On a pour tous
o,7 € Gal(E/F), r (o (yu),7(vr)) = (o (Vg), 7 (Vg)), et |détq (V')|p =
q"/%|détg (v)|p- On en déduit :

Acr(vym) =g A 6 (v ) -
D’autre part, on a pour tout v € F™ et tout entier k, puisque v = vo (1 + ") :

k
k i
+* (0) = (Z ( ) (v)> .
=0
On en déduit :

dét (v,y (v),...,y" v) = 73("_1)/2 dét (v, (v),...,7"™ ).
Or v € 1 +p, donc € (y9) = 1; on en déduit :

Ac2c (1) = Acza (V")
ce qui achéve la démonstration. O
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CHAPITRE 5

LE TRANSFERT

5.1. Facteurs de transfert

Soit v € GH compact ; on supposera F (y) /F modérément ramifiée. Fixons
une image vy de v dans H. Soit v = v o déty (yg) ; définissons [, a,b comme
dans 3.3. Notons, pour tout A € P° (m/1), 55 ¢ le germe noté s§ précédemment.
On peut également appliquer la proposition 4.1.1 & H ; on obtient des germes
SxH, A € P(m/l).

PROPOSITION 5.1.1. — On a pour tout A € P° (m/l) :

lg (w,,oyG,,,l‘G)+n(e—l)/2

Ace (v, 70) 85,6 (7) = (1) sxi (VH) -

Démonstration. — Supposons d’abord + elliptique ; on va montrer la proposi-
tion par récurrence sur n, en utilisant les formules des propositions 4.2.18 et
4.3.2.

—-Sin=1,onaalors E=F, G=H = F*ete=1; on en déduit en
particulier que A, g (v,v#) = 1. Donc l'assertion est triviale.

— Cas 1 : supposons n > 1. Définissons v/, G', H', m’, €', a, b comme dans
4.2, et fixons v},. Supposons que pour tout X' € PY (m'), on ait :

Lt (wng gromy )+ (d=1)/2

AEI’GI (’y’,’y}p) SiI/,G/ (’y’) = EI (—1) S)\I’HI (’y}{/) .
Posons :
Ay = cqp (1)l N gl 6 () was

AEPO(m/1)

Ay = (_l)n'(c—l)(d—l)/d 8/(d——1)n’/2 (b) T5To Z E%/Si//,G/ (")/’) uv |
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By = (1) meelt N8 (v s
XePO(m/1)

BQ = T¢! Z Sf\,’H, (")/H/) Yxr
NEPO(m)

On a A; = A, d’aprés la proposition 4.2.18, By = By d’aprés cette
méme proposition appliquée au cas £ = F, et :

(=)™ (e DE=D/d =02 () 1IN o (of o) As

Lt (w 0,1 )+n’ d—l) 2
= ot (1) ¢ o ) T

B;
grace a ’hypothése de récurrence. On en déduit :
(_1)n'(c—1)(d—1)/d gl(d—l)n'/Q (b) x(s—lAa',G’ (,YI’,YIH’) Ay
e (g e
d’ou, puisque les y) sont linéairement indépendants, pour tout A :
"(e=1)(d—1)/d _1(d—1)n' -
(—1)™ (e Dd=1)/d (d=1)n'/2 () ;!
Acrcr (7 Aimr) eap (1) 805 6 ()
_ (_1)1(;/ (wng,l,nl,gl)+nl(d_l)/2 (_1)(m—1)mea/b oo (fy) ‘
Orona:
1\ na mea (mn—m?e)a m2ea
- ) — = —1 = = -1
d’autre part, on a d’aprés le lemme 4.2.20 :
(_1)n’(c—1)(d—1)/d+m2ea(f—1)/b g (d=1)n’/2 (b)
w5 capediet e (=1)" TV AL o (v Vi)
= Acc (v, 7H);

de plus :

. (_1)lc (w”g"bm,c> Egb — ¢ (_1)16'(“’770,0»771,@) .

Pour montrer 1’égalité de la proposition, il suffit donc de vérifier que I'on
a:

e (__1)71.(6—1)/2 = (_l)n'(d—l)/Z ¢ (_1)n(b+1)/2 )
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Cette égalité est triviale si e est impair, car on a alors e (—1) = &' (-1) =
1; supposons donc e pair. On a &' (—1) = ¢ (Np/p (-1)) = e(=1)%:
d’autre part :
n(e—1) _bcn’(d—l) _ne—d) nd( -1)
2 2 2 2 '
de plus, puisque e est pair, d’une part b et b’ = pged (b,e) ont méme
parité, et d’autre part n est pair; on en déduit que n (b + 1) /2 est congru
modulo 2 & :

oy n® =1
2(b+1) n= 5 ;

enfin, on a, puisque n est un multiple de db’' = e :
nd (b — 1) B n—-1) nd-1)U-1) 2nd(d— Ny @®-1)

2 2 2 e 2 2 ’
qui est pair, ce qui achéve la démonstration.

— Cas 2 : supposons toujours n > 1, mais v congru a 1 modulo l’idéal
maximal de F' (7). Définissons +",~}, comme dans 4.3, et supposons que
pour tout A" € P (m/l), on ait :

Acc (,Y//’,y}/{) Si”,G (7//) —c (—l)lG (U)‘l?o,gﬂll,g)'f‘n(e—l)/? s H ('YZI) .

Un raisonnement exactement similaire au précédent, en utilisant cette fois

la proposition 4.3.2 et le lemme 4.3.3, donne 1’égalité de la proposition.

Pour montrer que ce raisonnement par récurrence suffit & démontrer la pro-
position dans le cas « elliptique, le cas n = 1 étant trivial, il faut vérifier que
si n > 1, on peut toujours se ramener & un n plus petit. En effet, appliquons
- d’abord le cas 1 a~y. Si F" est strictement plus grand que F', c’est gagné. Sinon,
on obtient un élément v’ de F, congru a 1 modulo I'idéal maximal de F (v),
auquel on peut donc appliquer le cas 2. On obtient ainsi un élément v de F,
qui, si on lui applique le cas 1, donne un corps F’ strictement plus grand que
F'. Donc ’assertion de la proposition est démontrée.

Supposons maintenant v quelconque. On déduit de la proposition 4.1.1 que
pour tout g € G et tout A € P° (m/l), on a :

s5 (97 vg) = eodét ()" s5 (7).

L’égalité de I’énoncé ne change donc pas si on conjugue 7y par un élément
de G et yg par un élément de H; on peut donc supposer qu’il existe y =

(b1, pe) € P(m) telle que yg = (ym1,-..,7m,e) est dans My (u), v =
(71,---,7) est dans Mg (efp), et pour tout 4, v; est un élément elliptique
régulier de GLcy,, (F); de plus, on a, puisque 7 est compact, pour tout ¢ :

vg odéty (vi) = %iv,
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d’ou :
i _ m _
pged (pi, vE o déty (v;))  pged (m,v)
Posons :
1/2
Ae () = [J(ci—ep)| ldéta (nIG™"2,
ij P

ou ci,...,c, sont les valeurs propres de v en tant qu’élément de G dans une
extension de F' les contenant toutes. Posons P; = MgUqg = Pg (efu), Py =
MgUp = Py (p). On a alors pour tout f € C° (G) :

Ac (M) I (F,7) = A (V) Tz (F794,7)
soit, d’aprés la proposition 4.1.1 :

Na() T 5 () tr Ay oSt (LusLef)
AEPO(m/I)

=Apme (7)
t t P
Z ( Si(i) (Fyz)> tr <® A;:/\(I) ° StlaA(.L)> ((lvflcf) a“:) ;
A EPO(pi /) i=1,...,t \i=1 1=1

Or on a, pour tous A(1),...,A(), si A est 'unique élément de PO (m/l) égal a
(Ays-++»A@)) & permutation des termes prés :

t
tr A7y 0 Sthy (LogLef) = = (<) (3 00) g1 <® Afy © Stfw) ((ur1en™);
=1

on en déduit, pour tout A € P° (m/l), si Py est I'’ensemble des ()\(1), e, )\(t))
vérifiant la condition ci-dessus :

Ao () =e () mme) Ay () S [, (-

(A1)s-rie) ) EPA 1=1

On obtient de la méme fagon sur H :

t
Ag (va) sx (vH) = Amy (V) Y v, (vta)-
(A@)rAe) ) EPA =1
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De plus, d’aprés le cas + elliptique, on a pour tout ()\(1), . ,)\(t)) e Py

t
[Is5, 00
=1

t
l i(e—1)/2
= Ae,MG (’Y,’YH) Hg (_1) (wno,efuim,efui)—'—efﬂ (e=1)/ Sy (’YH,i) ;

=1
de plus, la restriction de 1y ¢ a Ip, n’est autre que le produit des n; ¢f,,, donc
on a:

t
c (_1)l(umu,no,c) He (_1)l(w"0,efui”’17efﬂi) — ¢ (_1)l(w'lo,cm,c) :
=1
enfin :

“efuile—1) n(e—1)
Z2:2'

=1
Il suffit donc, pour montrer la proposition, de vérifier ’égalité suivante :

An (vH) _ Any ()
WAe,G (v,vH) = mAe,MG (vyvmH) -

On montre de la méme fagon que dans la démonstration de [17, VIIL5] :

Ac (v) = Acr,c (v, ) Al (VH) ;
Aumg (V) = De i, me (s 7H) Ay (YH) -

Il reste donc & montrer :

Acp,a(7) = Bepme (V) -

En effet, soient cy,...,c, les valeurs propres de v (en tant qu’élément de G)
dans une extension F; de F les contenant toutes; on les supposera numeérotées
de telles facon que si Ji, . .., J; est la décomposition de {1,...,n} en intervalles
suivant ef A, alors pour tout k et tout ¢ € Jy, ¢; est une valeur propre du k-éme
bloc diagonal de . Soit, pour tout ¢, v; un vecteur propre de v dans FJ* associé
a la valeur propre ;. Les v; forment une base de Fi*, que ’on peut supposer
stable par Gal (F/F). Soit donc v = v; + -+ - 4 v, ; pour tout o € Gal (F/F),
on a o (v) =v; on en déduit que v € F™. Pour tout entier k, on a alors :

n
v w) =Y s
i=1
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on en déduit que 'on a, le déterminant des v; étant pris par rapport a la base
canonique de F™ :

dét (v, (v),...,¥" 1 (v)) = dét ((cf)k 2) dét (vy,...,vp)

’

= H(C’ —Cj) dét (v1,...,vn),
1>7

d’ou :
Aes,2,G (v) = et H (ci — Cj) dét (vy,...,v,)
i>7
Par le méme raisonnement, on obtient, si pour tout k, Jr, = {ax—1 +1,...,ax}:
t
AE,Z,MG (7) = H 5—1 H (Ci — Cj) dét (Uak_ﬁ_l, . ,’Uak) y
k=1 1>7,8,7€Jg

les déterminants étant pris par rapport aux bases canoniques des sous-espaces
de F™ considérés. Or on a :
t
H dét (Uak_1+1» ... ,vak) = dét (v1,...,vn);
k=1

(e — )
Loy (e = = II =,
¢
[Ti=1 (Hi>j,i,jeJk (i — Cj)) i,jeC
ou C est ’ensemble des couples 7, tels que ¢ > j et que ¢ et j ne sont pas
dans le méme Ji. Le produit ci-dessus est un élément de F'; de plus, soient

ki,ke € {1,...,t} distincts, soient ~yk, , vk, les blocs diagonaux correspondants
de ~y. Alors pour tout g € Ji,, HjEJk2 (ciy — ¢;) est un élément de F' (g, ), et

[Lics, je Ty (¢i — ¢j) en est la norme. De plus, F'(v,) contient E, donc on a,
17
pour un ¢y quelconque :

H (Ci —Cj) = NE/F NF(’Ykl)/E H (Cio - Cj) y

1€k 57 €Tk J€JIk,y

d’ou :

€ H (Ci —Cj) =1

iEJkl ,jeJkg
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Comme ceci est vrai pour tout couple k1, ko, et comme 1’on a :
I[-en="1I I (@-e,
i,j€C 1<ka<k1<y ’iEJkl,jEJk2

on en déduit que 'on a :

1,j€C
d’ou :
AE,Q,G (7) = A15,2,MG ('Y)
et la proposition est démontrée. O

5.2. Le résultat principal
THEOREME 5.2.1. — Soit f € CX (G). Alors il existe fig € C° (H) telle que
l’on ait :

Aec (vsvm) 1 (F,7) = In (fu, vH)
pour tout v € G semi-simple régulier et pour toute image vy de v dans H.
Démonstration. — Soit f € C° (G). On définit ¢; sur 'ensemble des éléments
de H semi-simples G-réguliers par :

o5 (vr) = Aec (v, vm) 16 (F,7)

ol v est un élément de G¥ tel que vy est une image de . On veut montrer
Passertion suivante : il existe fg € C®° (H) telle que Iy (fu,vw) = ¢5(vH)
pour tout yg € H semi-simple G-régulier. Pour cela, il suffit, d’aprés [11,
lemme 2.2 A], de prouver que ¢5 vérifie les trois propriétés suivantes :

— ¢j est invariante par conjugaison ;
— la restriction de ¢5 & tout tore maximal est a support compact ;
— si 7yo,m est un élément semi-simple de H, il existe un voisinage 2 de v,z

dans H et fy € C° (H) tels que pour tout yg € €2 semi-simple G-régulier,
on ait :

(11) &5 (vir) = I (fo,vmH) -

Les deux premiéres propriétés sont évidentes; montrons donc la troisiéeme.
Montrons d’abord que ’on peut se ramener au cas ol 7o g est elliptique :
en effet, supposons (11) vraie dans le cas elliptique, et soit vo, g € H semi-
simple quelconque. Quitte & conjuguer 7o g, on peut supposer qu’il existe
p = (41,...,p¢) € P(m) tel que si Pg = MyUg = P (p), on ait yo. gy =
(Yo,Hy» - - - +Y0,H,) € My, ou pour tout i, yo,z; est un élément elliptique de
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H; = GL,, (E); on peut également supposer que My est maximal vérifiant
cette propriété; on a alors :

H (0,1) HZH (o,;)

Soit P = MgUg = P (efu) C G; on 1dent1ﬁe E™ & F™ de telle facon que ’on
ait My C Mg. Soit pour tout 7 un voisinage V; de vy g, dans H;, et soit :

={h<iljlvi)h”1[heH}.

C’est un voisinage de yp, iz dans H. Soit donc vy € V' ; quitte & remplacer vy
par un de ses conjugués dans H, on peut supposer yg = (Yay,---,VH,) € My
et choisir v = (71,...,7) € Mg dont yy est une image. Supposons pour
simplifier les notations que {* = Hle fi, ou pour tout i, f; est une fonction
localement constante a support compact sur Gy = GLgjsy,, (F); on a alors :

AEG(’Y»'YH) IG (f,7) HAEG 'Yza'YHz) IG (fis i) -
i=1
Puisque la propriété (11) est vraie dans le cas elliptique, il existe pour tout ¢
un voisinage §); relatif & vo,#, et f;, que I'on supposera inclus dans V;, et une
fonction f; 0 € CS° (H;) tels que P'on ait :

Ac.q; (Voo vm) Ig, (fisvi) = Ty, (fi0, vw;)

pour tout g, € ;. Quitte & restreindre les ©;, on peut trouver fy € C* (H)
tel que ’on ait :

t
I (fo,vm) = [[ 1m: (fi0r va1)

i=1
si pour tout ¢, yg; € ;. Alors on a ¢y () = Ig (fo,vm) pour tout vy € Q,

avec :
t
- {h (HQz> B! |heH};
=1

donc puisque 2 est un voisinage de vo,z dans H, (11) est démontrée.
Montrons maintenant (11) dans le cas ou o,z est elliptique. On supposera
d’abord qu’elle est vraie en 1. Soit donc § € F une valeur propre de Y0,H
F' = F[0], E' = E[0], € = €0 Npp; alors, de la méme facon que dans le
. P ! TaA ! ! : I __ n I __ m .
chapitre précédent, €' est associé & E'/F'. Soit n' = m, m = m,
on pose G' = GLy (F'), H' = GL,,y (E'). Puisque 7 g est elliptique, on peut
identifier H' & Zg (y0,1)- Soit 7o un élément de G dont les valeurs propres
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sont les conjugués de d sur F', chacun avec multiplicité m’; on peut également
identifier G’ & Zg (o). Or on a les faits suivants (cf Harish-Chandra, [3, VI]) :

— pour tout voisinage Vi de o dans G, il existe un voisinage Vs de o, i
dans H' tel qu’en posant V = {hVHrh_l | h € H}, pour tout yg € V
semi-simple G-régulier, il existe v € Vi dont vy est une image;

— il existe Vi et f € C° (@) tels que l'on ait :
Ié (f, 7) =I5 (f/> 7)

pour tout v € Vi semi-simple G-régulier.
Supposons que 'on a ’assertion suivante : il existe une constante ¢ # 0 tel que
pour tout v € G’ proche de 7 :
(12) CAE,G (7a ’YH) = As’,G’ (’)’a 7H) .

Comme 7y g et o sont des éléments centraux respectivement de H' et de G',
il est clair que (11) pour 1 implique (11) pour le couple vy g,70, c’est-a-dire
qu’il existe f§ € C° (H') et un voisinage ' de vy g dans H' tels que, pour
tout vy € ' semi-simple G-régulier, on ait :

Ao (voym) 1 (F,7) = I (fo,vmr)

soit :

Acc (vovm) I (F57) = I (Fovm) -

Le méme résultat de Harish-Chandra que précédemment implique, quitte &
restreindre ', Pexistence de fo tel que Iy (fo,ve) = In (f§,vm). Donc pour
tout élément vy semi-simple régulier de :

Q={rQh " |heH},

on a ¢5 () = Iy (fo,vm), d’ott assertion recherchée.
Montrons maintenant (12). Soit ¢ un isomorphisme de F™ dans F'™ | et soit :

$:F"@F — D o(F)" © F
" ocGal(F/F)/ Gal(F/F") e
v®)\r—>®(00¢(1})®)\).

Supposons :
G'={¢"og' 0|y € GLy (F')}.
Pour ¢ € GLy (F'), g =¢ logogetve F"(IESF, on a :

¢ (96v) =g'¢ (v),
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ot g’ = @, o (¢'). Soit v € G’ semi-simple régulier tel que ¢ soit régulier, et
soit v},...,v, des vecteurs propres de v dans F'™ g F tels que {v},...,v},}

soit stable par Gal (F/F’ ) Si A1,..., Ay sont les valeurs propres associées,

pour v/ = v} 4---4+v/,, ona:

Ay (W) A AT (W) = LA Ay,
avec :

r= 1] -x).

1<i<j<n’
. . !
Soit €}, ..., e, la base canonique de F'™ ; on pose :

_ VA (W)A - Ay
B efN-Neb, '

& (7)

Fixons o1, ..., 0(p.p) des représentants de Gal (F/F) /Gal (F/F') et posons :

/ / ! .
(V1,...,0p) = (010, ..., 010}, 0001, . .. ,a[F/:F]vn,) ;

!/ ! ! /
(E1,...,EBEy) = (0161,...,016n/,0261,...,O'[F/:F]Cn/) .

Les v; sont des vecteurs propres pour 7, de valeurs propres les o}\;; pour
v =1 +--++ vy, on a donc :

v/\lv/\~~/\'yn_1v=L1L2v1/\---/\vn,

avec :
[F':F)
L, = H (Gk)\j — Ok,
k=1 1<i<j<n’
nl
Ly = H (o1Aj — ok i),
1<k<I<[F':F]i,j=1
Il est clair que l’on a :
[F':F) , )
vi A Aoy, JULA - A, .
LB LR o N (8 ().
1E1/\'~/\En I:cl:[lak< N F/F( (7))
D’autre part, posons :
L3 = H (010 — Uké)”lz X
1<k<I<[F":F)
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On a LoLs L e F*; de plus, si 7y est assez proche de 7y, les A; sont proches de
9, donc Ly est proche de L3; on peut supposer v suffisamment proche de g
pour que l'on ait :

Lye L3(1+0p).

On en déduit, si (ey,...,e,) est la base canonique de F™ :
L [vAY @) A Ay ()
Acpc(y)=¢! = =
per N N deyp
EiAN---AE
= 8,—1 (6, ('}’)) 8_1 (Lg_—l—/\—_—n—> .
per A - A ey

Le premier terme vaut A, o g (), le second ne dépend pas de v; on a donc :

AE,?,G (7) = CA€’,2,G' ('7) 3

avec ¢ # 0. De plus, pour « suffisamment proche de 7, on a, avec les notations
du chapitre précédent :

Ir (o (), 7 (M) =1Ir(e(),7(v))l
pour tous o, 7 distincts dans Gal (E/F), et
|déte (v)] = |déte (v0)] -
On en déduit :
Acre (v vm) = Ae e (7, 7H)
d’ou Passertion cherchée.
Pour achever la démonstration, il reste & montrer (11) dans le cas v,z = 1.

Pour tout f € C®° (H), si Uy est ensemble des orbites unipotentes de H, on
a au voisinage de 1 un développement de la forme :

In (f,vu) = > In (f,U) Tu (va),
UEZIH
ou les I'y sont les germes de Shalika. Comme les distributions :
{IH (7U) | U GZ/{H}

sur Hy sont linéairement indépendantes (cf par exemple [16, corollaire 4.4]),
il suffit de montrer qu’il existe des constantes cy telles que 'on ait :

¢ (vu) = Y coTv (v)
Uely

pour vy suffisamment proche de 1. Si ' € Hpy, on a également, d’aprés la
proposition 4.1.1 appliquée au cas G = H :

In (f,vu) = Z s (va) tr Sty (Lolef') ;
AEPO(m)
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de plus, le nombre d’orbites unipotentes de H est exactement égal au car-
dinal de P°(m), et d’aprés la démonstration de la proposition 4.1.1 appli-
quée a H, les distributions {tr Sty (Lole:) | A € PO (m)} sur H g sont linéaire-
ment indépendantes. Soit donc S; g ’espace des germes de fonctions au voi-
sinage de 1 engendré par les I'y () ,U € Uy et S i 'espace engendré par les
sxm (), € PY(m); on a S1,g = Sz . D’aprés la proposition 5.1.1, Sp 7 est
aussi égal & I'espace Sy, engendré par les Ac ¢ (+) 8§ 5 (1), A € PO (m). Enfin,
pour tout f € C° (G), on a au voisinage de 1 un développement :

Ace (vym) 16 (Fy) = Y IE(5,U)T5 (7),
Ueug

ou Ug, est I’ensemble des orbites unipotentes U de G' telles que si v € U, pour
tout g € Zg (u), on a € o dét (¢g) = 1; par le méme raisonnement que dans la

démonstration de la proposition 4.2.2, on voit que si, pour A = (Ay,...,\) €
PO (n), U est 'orbite de 'élément vy = Id+Jy € G, avec :
I 0
Jr= ,
0 Iy
ou pour tout ¢, J; est la matrice ¢ X ¢ suivante :
0 1 0
.. 1 ’
0 0

on a U € U si et seulement si A = ef ), avec X € PY(m). Si f € F€, on a
également :

Ao () 15 () = D 850 () tr A5 0 St5 (Lolef) Aee (v, 7m)
AEPO(m)
D’aprés la démonstration de la proposition 4.1.1, les distributions :
{tr A5 o St§ (1o1ler) | A € PO (m)}
sur F¢ sont linéairement indépendantes; on en déduit que pour tout A, le

germe A, g (+) 85, (-) appartient & I'espace S1,¢ engendré par les I'y, U € U,
On a donc :

Si,0 = S,1 =526 C S,

Or d’apres [4, lemme 2.4], les germes de Shalika I'yy (-) sont linéairement in-
dépendants; on en déduit que dim (Sy,z) = card (P°(m)). Or Sy g est en-
gendré par card (U) = card (P° (m)) éléments, donc est de dimension au
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plus card (730 (m)) ; on en déduit que S; g = S1 . Mais alors, il existe des
constantes cy telles que 'on a :

Aci (o) I (F,7) = Y cwlv ()
uEUy
ce qui acheéve la démonstration. O
COROLLAIRE 5.2.2. — Supposons p > n. Soit maintenant G = SL,,, et H un

groupe endoscopique de G ; soit f € C° (G). Alors il existe fig € C° (H) telle
que l’on ait :

Ace (v, vm) 16 (F,7) = In (fu,vm)
pour tout v € G semi-simple régulier et pour toute image vy de v dans H.

Démonstration. — En effet, d’aprés [9, III], H est de la forme suivante : il
existe une extension cyclique E de F', de degré divisant n, et, sim = n/[E : F],
une partition A = (Aq,..., ) € P (m), tels que H est 'ensemble des éléments
h de GLy, (F) ® --- ® GLy, (E) vérifiant :

On se raméne aisément au cas ou A = (m); de plus, puisque p > n, d’une
part p ne divise par 'indice de ramification de E/F, qui est donc modéré-
ment ramifiée, et d’autre part, pour tout v € G semi-simple régulier, F' [y] est
produit d’extensions modérément ramifiées de F. Le résultat se déduit alors
immeédiatement du théoréme précédent. O
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