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1. Introduction

Afin d'expliquer les résultats des expériences de diffusion (de collision
atomique par exemple), les physiciens utilisent fréquemment des modèles
faisant intervenir les valeurs de la matrice de diffusion 5(A) à des éner-
gies complexes. Tel est le cas en particulier pour l'interprétation des pics
qu'ils observent sur les spectres d'absorptions, encore appelés résonances,
qui peuvent s'associer assez naturellement aux pôles complexes de S(\)

D'un point de vue mathématique cela ne va pas sans poser quelques
interrogations, étant donné qu'il est loin d'être évident a priori que l'on
puisse définir correctement 5(A) pour des énergies A complexes. Plusieurs
travaux ont tenté de répondre à cette question en montrant pour certains
problèmes que 5'(A) peut se prolonger méromorphiquement à des énergies
complexes, et que de plus ses pôles s'identifient alors à ceux de la résolvante.
(Faisant ainsi le lien avec la définition des résonances plus généralement
utilisée en Mathématiques.) Le cas du problème à deux corps avec des
potentiels à courte portée était en particulier traité assez complètement au
cours des années 1970. (Voir par exemple [Sh-Th], [Bal] et [Ba2])

Pour ce qui est des problèmes à longue portée, la question n'a été résolue
que plus tardivement, en 1985, par Gérard et Martinez [G-M] qui montraient
l'existence d'un prolongement méromorphe et l'identification des pôles de ce
prolongement à ceux de la résolvante, complétant ainsi l'étude du problème
à deux corps.

En revanche en ce qui concerne le problème à N corps les résultats à ce
sujet se limitaient aux potentiels à courte portée et restaient qui plus est
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très partiels. Parmi les plus significatifs on trouve principalement ceux de
Balslev (1980) [Ba3], qui ne traitaient que de la diffusion élastique 2 amas
- 2 amas, sous le seuil d'énergie des décompositions à trois amas, prouvant
dans ce cas l'existence d'un prolongement méromorphe de la matrice de
diffusion, prolongement dont les pôles sont des pôles de la résolvante.

Dans cet article nous traiterons des problèmes à N corps, avec des po-
tentiels à longue portée. Nous montrerons que les matrices de diffusion
2 amas - k amas, ( pour 2 < k <, N), se prolongent méromorphiquement
et que leurs pôles sont aussi des pôles de la résolvante. Nous prouverons en
sus que leurs noyaux sont analytiques par rapport aux variables angulaires
en dehors des plans de collision, et en dehors de la diagonale dans le cas
d'une collision élastique.

Les méthodes que nous utiliserons sont radicalement différentes de celles
de [Ba3], et s'approchent beaucoup plus de celles utilisées pour l'étude du
problème à deux corps dans [G-M]. En particulier nous utiliserons une dé-
finition stationnaire des opérateurs d'onde introduite par Isozaki et Kitada
dans [I-K].

Dans la suite de l'introduction nous précisons tout d'abord les hypothè-
ses, nos notations, et la définition des opérateurs d'onde utilisée. On rap-
pellera brièvement en particulier la construction originale d'Isozaki-Kitada.
Nous y donnerons enfin l'énoncé de nos résultats (Théorèmes 1.9 et 1.10).

La démonstration nécessitera dans un premier temps la formulation d'une
nouvelle construction des opérateurs d'onde, qui tout en redonnant la défini-
tion proposée en introduction, aura de "bonnes" propriétés, indispensables
à la suite du raisonnement.

Utilisant cette construction nous effectuerons alors les démonstrations
de nos résultats.

L'appendice est un bref développement de la théorie des
"boost-distorsions" pour le problème à N corps, qui est un élément im-
portant de la démonstration. Nous l'avons mis à part car ne traitant pas
spécifiquement de la diffusion il peut être utilisé dans un cadre différent.
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1.1 Notations
1.1.1 Notations générales.

Commençons par préciser quelques notations relatives aux opérateurs
linéaires. Pour tout espace de Hilbert "H nous noterons B(7Y) l'ensemble
des opérateurs linéaires bornés de "H dans lui même. Pour tout opérateur T
linéaire fermé sur 7Y, borné ou non, nous définirons cr(T) le spectre de T,
p(T) l'ensemble résolvant de T, (7e(T) le spectre essentiel de T et (7d(T) le
spectre discret de T.

Pour deux opérateurs linéaires A et B nous utiliserons la notation ad^B)
pour le commutateur [A, B] = AB—BA. Si A est auto-adjoint nous noterons
(A)=(1+A 2 ) ^

La théorie des dilatations analytiques nous sera fort utile dans cet article.
Pour 0 G JR assez petit on définit l'opérateur unitaire Ue par :

J LW -. LW
e : 1 f(x) -. ( l+^/2 / (^(l+^))

Pour p. > 0 on définit l'ensemble des vecteurs de L^iR"), fi- analy-
tiquement dilatables, que l'on notera ^(iR")^, comme étant l'ensemble des
vecteurs ^ ç. L^IR") tels que Ue^ se prolonge holomorphiquement dans
une région |jrm(^)| < ji et tels que :

3 G e 2 R | \Im(0)\ < ̂  ̂  HWllLW < C (1.1)

On définit alors la norme ||^||L2(JR")^ par la meilleure constante C que l'on
peut prendre dans l'inégalité ci-dessus.

De même on définit l'ensemble des opérateurs bornés ^- analytiquement
dilatables, que l'on notera B^L^^M1}), comme étant l'ensemble des opé-
rateurs M e ^(L^iR71)) tels que UôMUg~1 se prolonge holomorphiquement
dans une région \Im(0)\ < fi et tels que :

3 C e ] R | \Im(e)\<^^\\UôMUQl\\<,C (1.2)

On définit là aussi la norme ||M||^(L2(JR")) par la meilleure constante C que
l'on peut prendre dans cette inégalité. Il est clair que B^L^iR")) a une
structure d'algèbre.

Nous rappelons la définition des classes de fonctions Gevrey sur la sphère
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unité S : nous dirons qu'une fonction / est Gevrey s sur S si il existe une
constante C telle que pour tout entier k on ait :

11^711 < c^!)5

Dkf étant la différentielle ^'eme de /. Nous écrirons / e G8 (S)

Pour x^ y ç. c71 nous utiliserons la notation régularisante
/ x ) = (1 + |.r|2)5 et nous définirons la fonction cosinus par
cos(x,y) = cos(Re(x),Re{y)).

L'écriture f{x) = 0({x)~°°) signifiera que (.^ll./'^)!! est borné pour
tout p e J N .

Enfin pour une fonction réelle g(t) donnée, nous utiliserons pour simpli-
fier, quand cela ne porte pas à confusion, la notation générique X^W >. ̂ )
qui se définit rigoureusement par :

xW >c)= xo(gW - c)
où ^o es^ une fonction de troncature de classe C°° telle que :

J Xo(a0 = 1 po111' x ^ °
1 Xo(^) = 0 pour x < -6

avec 0 < e « 1.
La notation x(^) ^ ^) se définit de façon tout à fait similaire.

1.1.2 Notations liées au problème à N corps.

Dans l'étude du Hamiltonien à N corps (1.5) nous séparons dans un
premier temps, de façon tout à fait classique, le mouvement du centre de
masse, ce qui nous ramène à 1' étude du Hamiltonien H = -A|^ + V(x)
opérant sur L^ÇX) où X est l'espace :

X={xç,]RnN | ̂ miXi=0}

et A| l'opérateur de Laplace-Beltrami associé à la métrique :

q(x,y)=Y,2rrii(xi.yi) .

Nous appellerons décomposition en k amas, toute partition
(Ai, • • • Afc), de {1, • • • , N}. L'ensemble des décompositions est muni d'une
relation d'ordre définie par : a C b si a est une partition plus fine que b.
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Nous noterons conventionnellement (ij) la partition à 7V - 1 amas dont
un est formé par la paire (i,j). Ainsi la relation (î,j) C a sera vérifiée si et
seulement si les particules % et j appartiennent à un même amas Ak de la
décomposition a.

A chaque décomposition a nous faisons correspondre deux sous espaces
Xa et Xe1 définis par :

Xa = {x ç. X \ Xi = X j si (^j) Ç a }

Xe1 = {x ç X \ ^ miXi = 0}
içAj

Xe1 représente l'espace des variables internes aux amas, alors que Xa repré-
sente l'espace des variables externes, variables décrivant la position relative
des centres de masse de chacun des amas.
Ces deux sous espaces sont orthogonaux pour la métrique q(x^ y)^ et l'on a

x = Xa e Xe1

Nous noterons Sa la sphère unité de Xa.

On pose pour toute décomposition a :

W = E ^) . VW = E VijW et Ha = H - la .
(î'J)^a (îj)Ca

On a :
Ha = 1^ 0 (-A,J + (-A),. + VW) 0 1^

ce que l'on notera plus couramment H a = —A|, + H0^ , IIe1 étant le Hamil-
tonien interne -A|^ + V^-r") opérant sur L^X01).

Nous noterons a01 = oÀ î î 0 ' ' ) et Ta = U a6 U {0} le spectre purement
&Ca,6^a

ponctuel et l'ensemble des seuils du Hamiltonien interne iî".
Les notations (r{H) et T{H), qui sont les valeurs propres et les seuils du

Hamiltonien H^ correspondent à celles définies ci-dessus dans le cas trivial
où a est la décomposition en un amas.

On appelle canal de réaction a = (a, ̂ 7 ̂  Ie1 donnée d'une décom-
position a, et d'un vecteur propre, '0^, de H0^, de valeur propre e^.

Pour un intervalle d' énergie A et un canal de réaction donnés nous
noterons TT^ la projection orthogonale sur le vecteur 0cn et pa l'application
définie par :

. f LW -. L\X)
pa ' [ ^ -^ E^H^®^a
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Nous rappelons que sous les hypothèses (H) que nous considérerons, et sous
la condition e^ ^ Ta? ^a es! à décroissance exponentielle en xa (voir l'article
[F-H]).

Pour chaque canal de réaction a on définit une transformée de Fourier
associée, Tai comme suit :
Soit T-a(À) £ B^X^^^Sa)) , s > \ , \ > e, défini par :

(Ja(À)/)(^) = (2(À - ̂ /"-^/(^(À - e^oQ

où ^7/ est la transformée de Fourier de / , c'est à dire :

^/(O = m = (27^)-"/2^„e-"•^(:r)&

On note -H l'espace de Hilbert L2^, +00); L2^-1)) et ̂  e ̂ (L2^);^)
donné par :

W)(\, ̂  = (W)f)^) v/ e ̂ (x»)
^a se prolonge en un unique opérateur unitaire et V f^g ç. L^ÇXa) '.

(f,s) = W,^g^ = /^^aWf^aWg)^-1^ (1.3)
D'autre part pour toute fonction k :

{W{D^ + 6.)/))(A, ̂  = k(\)W)f (1.4)

1.2 Hypothèses
Nous considérons le Hamiltonien à N corps :

^=-E—A,,+ E ^(^-^) ; ^-eiR" (1.5)
i=l ^rn^ l<,i<,N

où les potentiels V;-̂  sont supposés vérifier les hypothèses suivantes :

Les potentiels Vij se prolongent holomorphiquement
dans une région :

ÇH) • D, = [x C c" \\Im(x)\ < e(Re(x)}}

avec e > 0 et vérifient la condition de décroissance suivante :

V,j{x) = 0((x)-P) dans A.

Nous ferons en outre quelquefois des hypothèses supplémentaires sur les
canaux de réaction a = (a,'0a^a) (canal d'entrée) et f3 = [b^^e^] (canal
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de sortie) ainsi que sur l'intervalle d'énergie [c?, M} que nous considérons.
Nous les formulons ainsi :

1) €a et €ft sont des valeurs propres, respectivement de IIe1 et AT6,
simples et isolées.

2) [d,M] C]sup(ea^/?),+oo[
3) [d,M}nr(H)=9

{E) 4) a est une décomposition en deux amas.
5) f3 vérifie au moins une des hypothèses suivantes :

5.1) b est une décomposition en deux amas.
5.2) }€^d}nr(H)=9

Commentaires :
- La condition (E .2) signifie seulement que l'on se limite aux énergies

où les canaux de réaction a et f3 sont ouverts, et n'est rien d'autre que la
condition physique pour qu'il y ait diffusion.

- La condition (E .5.2) nous impose une contrainte en énergie supplé-
mentaire lorsque l'on étudie la diffusion 2 amas - k amas, {k > 2). Elle
limite l'étude à un intervalle d'énergie compris entre 6^? et le premier seuil
qui lui est supérieur. Il est intéressant de noter que pour la diffusion 2 amas-
N amas cette hypothèse est redondante, étant une conséquence triviale de
(E .2). On sait en effet que sous les hypothèses (H) il n'y a pas de seuil à
énergie positive.

1.3 La construction cTIsozaki-Kitada.
Comme nous l'avons précisé dans l'introduction nous utiliserons dans

ce travail la construction des opérateurs d'onde d'Isozaki-Kitada [I-K], que
nous rappelons ici brièvement.

Dans [I-K] Isozaki et Kitada s'intéressent au problème à deux corps avec
un potentiel V(x) vérifiant les hypothèses de régularité et de décroissante
suivante :

3p > 0 tel que Va 3Ca \ 1^(^)1 ̂  C^x}-^

Leur démarche est la suivante. Dans un premier temps ils construisent deux
solutions, ^± de l'équation eikonale :

^^^))\v{x)=e (1-6)
supportée chacune dans des régions du type :

{|a;| > R, |<e| > d,±cos(x^) ̂  ±ff±}
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et satisfaisant les estimations :

Va,/? £ W" I^W.r^) - .r.OI ^ C^(x}1-"-^ (1.7)

Ils recollent ces deux fonctions en posant :

<K^O = x(œs(^) < a-^-M +^(cos(;r,0 ^ (T^^.O

A l'aide de cette fonction de phase ils définissent le modificateur J par :

Jf(x) = W-ffeW^-^f^dydç

et les opérateurs d'onde par :

W±=s- Um ^Je-^E^Ho) (1.8)

Commentaires :
La construction des opérateurs d'onde généralement utilisés auparavant

pour les problèmes à longue portée était celle de Dollard, se basant sur la
construction d'un modificateur dépendant du temps et se référant ainsi di-
rectement à l'évolution classique. La construction d'Isozaki-Kitada trouve
quant à elle son origine dans le cadre même de la mécanique quantique, étant
inspirée en particulier par l'expression des fonctions d'onde généralisées. Les
idées qui ont motivé ces deux types de construction sont donc de nature as-
sez différente, mais offrent malgré cela des développements très similaires,
faisant intervenir toutes deux la résolution d'une équation de mécanique
classique, qui permet de décrire l'évolution asymptotique des états de diffu-
sion (le modèle de l'évolution libre ne convenant plus pour les problèmes à
longue portée). Il s'agit de l'équation de Hamilton-Jacobi pour la construc-
tion de Dollard et de l'équation eikonale pour celle de Isozaki-Kitada. En
fin de compte on peut vérifier que ces deux types d'opérateurs coïncident
rigoureusement.

La méthode d'Isozaki-Kitada offre en sus quelques avantages techniques
qui ont permis d'établir des résultats tels que la régularité des amplitudes de
diffusion ou leur prolongement méromorphe en énergie. La raison principale
en est que l'on peut utiliser bien évidemment d'autres modificateurs dans
la construction des opérateurs d'onde sans que cela change la limite (1.8).
C'est cette idée qui est à la base des démarches de [I-K], [G-M], et aussi de
cet article.

Notons enfin que pour le problème à courte portée, (/? > 1), Wang a
proposé dans [W] une construction améliorée des fonctions de phase ç^.
Celles-ci, tout en vérifiant les propriétés (1.6) et (1.7), ont pour avantage
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de redonner par (1.8) les opérateurs d'onde usuels, obtenus dans ce cas en
prenant J = 1. Comme nous n'utilisons par la suite que les propriétés (1.6)
et (1.7) nous pouvons utiliser cette construction dès que p > 1. Cela nous
permet en particulier de faire le lien avec la théorie usuelle de la diffusion
pour les problèmes à courte portée.

1.4 Définition des opérateurs cPonde et de la matrice
de diffusion.

Nous avons choisi de généraliser de façon canonique la construction
d'Isozaki-Kitada pour le problème à N corps. Précisons ce que nous en-
tendons par là.

Les états de diffusion, encore appelés canaux de réaction, sont définis
par la donnée d'une partition des N corps en k sous ensembles, ce que l'on
nomme décomposition en k amas, et d'un état lié pour chacun des amas
correspondants. La première idée physique qui vient à l'esprit quand on
cherche à donner une approximation de l'évolution asymptotique de tels
états consiste à dire que les amas s'éloignant les uns des autres, aux temps
grands, chacun des amas voit approximativement les autres comme des
particules ponctuelles. Formulé mathématiquement cela revient à dire que
Ia(x) ^ Ia(xa) le long de l'évolution, lorsque t —^ ±00.

Lorsque a est une décomposition en deux amas Ia(xa) n'est alors rien de
plus qu'un potentiel à deux corps, et l'on peut reprendre la construction
de la fonction de phase d'Isozaki-Kitada sans modification. En revanche
lorsque a est une décomposition en k amas, (k > 2), Ja(^a) est un potentiel
à k corps et cela pose une réelle difficulté. En particulier Ia(xa) -f^ 0 quand
\^\ —, oo. Nous éviterons cette difficulté en ne traitant la diffusion que dans
les directions hors des plans de collision, c'est à dire en évitant les états où la
distance entre deux des k amas ne croît pas au moins proportionnellement
à la taille totale du système.

Posons quelques définitions permettant de formuler cela :

Définition 1.1 - Pour toute décomposition a nous noterons :

Za = Xa\ Ufc^a ^6

Sa = Sa H Za

Nous n'étudierons la diffusion que pour des directions se trouvant dans Sa.
Notons que dans le cas où a est une décomposition en 2 amas Za = Xa\{0}
et Sa = Sa. Nous ne ferons donc aucune restriction dans ce cas particulier.
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La définition qui suit ne sert qu'à préciser les propriétés de support
des fonctions de troncature que nous serons amenés à faire intervenir pour
traiter le cas #a > 2.

Définition 1.2 - Soit a une décomposition, telle que #a > 2.
Pour tout compact Ka C Sa nous définissons les compacts Ka{c), (e ç]0,1[),
par :

Ka(e) = {x e Sa 1 dist(x, Ka) ^ edistÇKa, Sa\Sa}

et nous définissons les fonctions de troncatures Xao, Xa^ Xa^ par -'

Xao{^a) =1 V^a e Ka et SUpRXao C Ka(})

Xa^a) =1 V^ G Ka{^) et SUppXa, C Ka^) (1.9)

Xa^a) = 1 VcJa ç J^(^) et SUppXa, C Ka(^)

Nous définissons enfin 0 < à^a < °'Ka < 1 P6^7' •'

.1. / _ .. .3,, „ ,2
O-K, = SUp{cOs(^CJ ) | UJ ç Ka{-) , CJ e Ka{^}\Ka{-)}

et

O-K^ = SUP{COS(CJ^/) 1 ^ e ^a(-) , ^/ C JCa(^)\J^(^)}

Pour ne pas avoir à distinguer à chaque fois les cas #a = 2 et #a > 2 nous
adopterons les définitions suivantes :

Définition 1.3 - Pour toute décomposition a en deux amas nous noterons
conventionneîlement :

Ka(€)=Sa , V6e]0,l[

Xao(^a) = Xai(^a) = Xa^a) = 1 , ^a C Sa

1°x = -^
Venons-en maintenant à la définition même des opérateurs d'onde, en

suivant la démarche de Isozaki-Kitada. Nous commençons par définir :

Définition 1.4 - Pour toute décomposition a on pose :

îa(x) = Ia{x)Xa,{———)
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Lemme 1.5 - Sous les hypothèses (H), pour tout da > 0,
— l < a ^ < a ^ < l , i l existe R > 0 et (j)^ des fonctions réelles, de classe
C°° sur :

r^,d,,C^) = {\Xa\ > R, |̂ | > da,±COs(Xa^a) > ±^}

tels que :

(V^(^a))\^a) =^ (1.10)

Va,/3 e W" \9^9^(x^Q - xa.^)\ ̂  C^(x^-^ (1.11)

Démonstration : II suffit de remarquer qu'avec la définition 1.4, le ternie
laÇ^a) a la structure d'un potentiel à deux corps, et que sous les hypothèses
(H) on a, en appliquant les inégalités de Cauchy :

|9^(^)| <G,(^}-^-H

On se retrouve donc exactement dans le cadre de [I-K], où l'existence de
telles fonctions de phase est démontrée. D

Nous recollons les deux fonctions de phase ainsi construites en posant :

<f>a(Xa,Q = X{COS(X^Q > ̂ )^(^a^a) + x(œs(^^a) < ̂ a^a ̂ a^a)

et nous définissons le modificateur Ja par :

JJ(^,^) = W^ffe^^-Y^f^x^dy^a (1.12)

Définition 1.6 - Pour tout canal de réaction a = (0,^,6^) ^t tout in-
tervalle d^énergie A nous définissons les opérateurs d'onde W^ par :

W^=s- ̂  e'^e-^x^-^,)^ (1.13)

Remarque :
Pour être rigoureux précisons que, en notant Ij<^ la fonction caracté-

ristique de Ka, seuls les opérateurs :

W^ = s-^me^J^-^lKA1——)?.
1 Xa |

ont réellement une signification physique. Ceux-ci se déduisent trivialement
de notre définition par la relation :

w± - W^K ( Dxa )vvQ,Ka ~ " Ot Ka\\^-) \ )
\jyXa\

la fonction \ao q116 nous avons introduite n'étant qu'une régularisation de
l7<..
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Lemme 1.7 - Les opérateurs d'onde ainsi définis existent.

Démonstration :
Comme ̂  = 1 sur le support de \ao^ par des arguments de phase non

stationnaire on montre aisément que l'on a aussi :
xa \ -HTf / -L^xTV± - s - lim e^7 Y f — ^ p ^ v f •ca ^n^ a — " t~~J-oo ^^iVl l^0 A a o V j p i JP<

Comme
[Ja,Xa,(-F-)}=0((x^)

\Xn\

on a encore :

W± - s - lim e^-y (^-} 1 p ^ v ( Dxa ^nr± - - - lim P^V f^-'t 7 p-^^v ( Dx^nn^e Xai^^^ae ^o^^"a — " 4 ï Â - a i ^ i i^a6 Acio \ | r» | )Pa

Suivant la méthode usuelle nous montrons que cette limite existe en mon-
trant que sur un sous-ensemble dense sa dérivée est intégrable. Pour cela
nous calculons :

T T
Ta = H^a,(———)Ja - Xa, (——,)JApa

1^'a | \^a |

II vient sans difficulté :

Ta = Xa^)[(D^ + ÎM)Ja - JaD^

+[D^,Xa^}JaP.

+Xa^)(W-ÎM)

Le premier terme est à la multiplication par Xai(|^|) près le même terme
que celui que l'on obtient dans le problème à deux corps. Il est la somme
d'un terme de taille O^a)"1""^) et d'un terme supporté dans une région
cos(xa,£,a) ê [^^Ï]- Le deuxième est supporté dans une région
| cos(xa^a)\ <: °Ka < 1- Enfin pour le dernier nous remarquons que du
fait de la décroissance rapide des états liés :

(^(^)-J,(ï)Xa.(^,)Pa=0((^)-l-l/) , ^<p
\xa\

de telle sorte que :

TaPa = {Pa(x^D^+0{{Xa)~l~v))pa

où Pa est un opéarteur pseudo-différentiel de symbole supporté dans une
région où cos(xa^a) € b'"^4'] C] - 1,1[.
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Or nous savons que pour tout e > 0, pour u dans un ensemble dense :

e-^p.u = x(\D^ - ̂ | < 6)e-^^ + 0((t)-°°)

L'opérateur pç, contenant une troncature supportée dans la région
\Dxa\ > d - €a > 0 les termes venant du O^a)"1"") donneront des termes
de taille r"1"^ donc intégrables. Quant au terme Pa(xa, A.J sa contribution
est un 0((t)~°°)^ si l'on a choisi 6 assez petit, qui est donc aussi intégrable.
D

Définition 1.8 L'opérateur de diffusion Sa^ d'un canal a vers un canal
{3 est défini par :

P^pa = S^(A) = (W^Y(W,) (1.14)

Remarque :
Du fait de la conservation de l'énergie on peut encore écrire cet opé-

rateur sous forme diagonale à l'aide de J^a et ^/?, les transformées de Fourier
associées aux canaux de réaction a et /3, comme suit :

f+OO

Sa,ft= , WrS^(\)W)d\ (1.15)
</ SUp\^(.a i^ft)

ce qui définit la matrice de diffusion <Sa/?(A). Nous noterons 5a/?(A,c^a,^)
son noyau, uja et 0b variant dans les sphères unités Sa et 5&.

1.5 Résultats :
Notre premier résultat annonce l'existence d'un prolongement méromor-

phe de la matrice de diffusion. Nous affirmons que :

Théorème 1.9 - Sous les hypothèses (H) et (£'), pour tout compact
Kb C Sb, il existe un voisinage V complexe de [d, M] tel que :

(la) Si a = f3 et si 0 < p < 1 , SaftW se prolonge méromorphiquement sur
V en un opérateur de G^Sa) dans G^Sb) et de G'ÇSa)' dans G^Sb)' pour
tout s e]l,(l - p)-^.
Çlb) Si a = /3 et si p ^ 1 , <Sa/?(A) se prolonge méromorphiquement sur V,
en un opérateur de C^ÇSa) dans C°°(Sb) et de D\Sa) dans D\Sb).

(2) Si a ̂  f3 le noyau de la matrice de diffusion Sa^{^^a->0b) se prolonge
0

méromorphiquement sur V en une fonction (^'''(•SaX Kb)? pour tout s > 1.
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(3) Les pôles de ces prolongements, dans le cas a = f3 comme dans le
cas a ~^- f3, sont des résonances du hamiîtonien H (définies comme étant
les pôles du prolongement méromorphe de la résolvante).

Nous précisons maintenant les propriétés du noyau de cette extension
méromorphe de la matrice de diffusion :

Théorème 1.10 Supposons les hypothèses (H) et (E) satisfaites, et con-
sidérons V le voisinage complexe de [d, M] introduit dans le théorème précé-
dent. Alors :
(1) Pour tout \ ç. V qui n'est pas une résonance du Hamiîtonien, le noyau
5a/?(A,^a,^) de la matrice de diffusion est analytique en {ua^b) sur :

- Sa X Sa H {uJa + M SÎ 0 = f3.

- SaX Kb sia^f3.
(2) Les résidus de <?a/?(A) en un P0^ AO ont aes noyaux analytiques sur

SaX Kh.



2. Une nouvelle construction des
opérateurs (Tonde.

La construction des opérateurs d'onde proposée en introduction, qui
est le prolongement direct de la construction d'Isozaki-Kitada, est, d'un
point de vue technique, loin d'être optimale pour plusieurs raisons.

La première vient du fait que les estimations que l'on obtient sur
(H^aA]!^)^ - Xa,(^)JaHa)pa , qm permettent d'évaluer en quelque sorte
la rapidité de convergence des opérateurs d'onde, sont très faibles.
On obtient en effet :

(HXa^)Ja - XaA^)Wp. = Pa{x^ Dj + 0{(x)-1-^ (2.1)
\^a\ l^a|

où Pa(xa,^a) (,i = l? 2) est un opérateur pseudo-différentiel supporté dans
une région où cos(xa^a) Ç- ̂ a^î}'

Pour démontrer l'existence d'un prolongement méromorphe de la matrice
de diffusion, nous aurons besoin en fait d'estimations du type :

(HXa^)Ja - Xa^)JaHa)pa = Pa(x^, OJ + 0{e-^} (2.2)
\^a\ \^o-\

où l'opérateur Pa(xa, I^J sera supporté dans une région sortante pour l'opé-
rateur d'onde entrant et dans une région entrante (ou moins sortante) pour
l'opérateur d'onde sortant.

Le deuxième défaut principal de cette construction est que l'on n'a guère
de renseignements sur les propriétés d'analyticité des modificateurs intro-
duits, ce qui nous interdit a priori d'utiliser la théorie des distorsions ana-
lytiques, essentielle pour arriver aux résultats.



20 A. BOMMIER

Ces faits vont nous amener à introduire quelques modifications dans
la construction des opérateurs d'onde, tout en imposant bien sûr que leurs
valeurs soient inchangées.

La première consiste à définir différemment les opérateurs d'onde en-
trant et sortant, et ce même dans le cas où les canaux de réaction d'entrée
et sortie sont identiques. Le principe de la construction sera cependant tou-
jours le même, seules changeant les propriétés de support des fonctions de
troncatures introduites. Pour éviter toute confusion nous ajouterons systé-
matiquement par la suite un indice j aux fonctions de phase, symboles
et modificateurs, pour indiquer si l'on traite de l'opérateur d'onde entrant
Çj = 1)^ ou sortant (j = 2).

La deuxième modification consistera à introduire dans la définition des
modificateurs un symbole en plus de la fonction de phase.

Enfin, pour pouvoir effectuer par la suite des distorsions analytiques nous
prendrons le soin de définir ces symboles et ces fonctions de phase sur un
voisinage du réel sur lequel ils seront holomorphes.

De telles modifications sont déjà effectuées pour l'étude du problème
à deux corps dans [G-M]. La différence principale qui intervient ici est que
nous serons amenés à considérer des symboles à valeur opérateur, afin que
leur commutateur avec -ff" qui intervient dans le calcul {HJa — JaHa)pa
compense les corrections provenant du fait que les amas ne sont pas des
particules ponctuelles, c'est à dire le terme Ia(x) -Ia(xa). La structure par-
ticulière du problème à N corps apparaît donc très clairement à ce niveau,
ce qui nous obligera à adopter, nous le verrons, un schéma de construction
profondément différent de celui utilisé dans [G-M] pour le problème à deux
corps.
2.1 Construction des opérateurs cTonde pour un canal

de réaction à deux amas.
Nous supposerons dans cette section, et la suivante, que a est une dé-

composition en deux amas. Nous généraliserons ensuite cette construction
aux autres cas dans la section 2.3. Comme annoncé nous choisirons nos
modificateurs, que nous noterons Jaj, comme étant des opérateurs Fourier
intégraux, c'est à dire par :

Jajf{x^xa)^ (27^)-7^w^W^)
(z.oj

{ j ei^^x'"^-»a•^ma,j{x^ Ça)f(Va, x^dyadÇa
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où les fonctions de phase (f)aj et les symboles niaj restent à définir. Pour
arriver à nos fins brièvement exposées ceux ci devront répondre aux trois
motivations suivantes :
- (ml) Pour M > d > 0 fixés les fonctions ^aj(^a^a) et maj{xa^a) doivent
s'étendre à des régions de c2" de la forme :
{(^,00 1 N > R , d< \Ça\ <M ,

\Re(xa)\ < e\Im{xa)\ \Re(Q\ ̂  e\Im(Q\}

et y être holomorphes dans les variables Ta = \Xa\ et Va = |^a|-
- (m2) L'estimation (2.1) doit laisser place à une estimation plus forte du
type :

Taj = P,(x^ AJ + 0(e-60^)) (2.4)

- (m3) Les opérateurs d'onde doivent être inchangés.
Posons avant tout quelques notations supplémentaires :

Définition 2.1 - Pour R,d,ç^M des réels positifs et af ç] - 1,1[ on
note :

^^{(^Jec^l \Im(xa)\ ̂  e\Re{xa)\ JM^)| ^e\Re{Q\}

^ ( d , M , € ) = P ^ n { ^ < | ^ | < M }

Aa(R, d, M, e) = fla{d, M, e) H {\Xa\ > R}

r^(^^M,6,±^) =Aa(^^M,6)n{±cos(J?e(^),J?e(^)) > ±af}

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui répond entre autre à
nos trois motivations :

Théorème 2.2 - Pour 0 < d < M , -1 < aj < a] < 1 et 6 « 1
fixés il existe des constantes strictement positives J?\e,eo,^o ; des fonctions
de phase (^ajÇ^a^a) ^ des symboles maj(xa^a) à valeurs dans ^(^(X"))^
définis sur une région ^Da,€ tels que :
(1). e^ÇD^YmajÇx^Q ê B^L^)) V(^^a) e ^0,0 v = 0,1 et

SUp ^^(D^YmajÇXa^a^B^LW) < +00
[Xa^a}^Da,e

(2). e^^D^YniajÇxa^a), pourv = 0,1, ^aj(^a^a) et leurs dérivées en
^a? Ça sont des fonctions holomorphes en \^a\ sur ^taÇd^ M, e), et holomorphes



22 A. BOMMIER

en \Xa\ et \^a\ sur Aa(J?\ c?,M,e).
(̂ ). Zes opérateurs d'onde W^ définis par :

W± — o _ 1,^ p^tH T .p-^v f g>a ^nr v a — b llm e ^aj0 Ac toV i , ^ i^Pa
l^a-al

e^

JaJf(x^Xa)= W^Xa^W-71-

(2.5)
xy y e^- '̂̂ ^-^^^m,,,^,, ̂ )/(^ .r0)^^

(^Wa e^ant îAne fonction de troncature du type Wa(x) = ̂ (cos(xa^x) >_ —))
sont du même type que ceux définis en introduction.
(^). Les symboles faj(^a^a) définis sur T>a,€ P^ '•

ta,j{Xa, Ça) = A^m^^a, Q + i^ x^aj^a, Q^ Xa^aJ^a, Q

+(i/\^(f)a,j{Xa,Q + Ia(Xa) - Ia(x) - H" + 6a)^aj(^^a)

+tâ - (^x^aj^a^a))2 - ̂ (^a))^a,j(^a^a)
(2.6)

sont tels que :
e'^tajÇXa^a) € B^L^X^) ROUr tout (Xa,Q € ^a,e

La fonction e^^tajÇxa^a) et ses dérivées en Xa, £,a sont des fonctions
holomorphes en \^a\ sur ^a(d,M,e), et holomorphes en \Xa\ et \^a\ sur
A,(I?\d,M,6).

SUp ^^taJ^Xa.Q^B^L^X^) < +00
{Xa^T>a,e

et :
Ile60^^^,^)!!^^^)) = 0(e-60^)

dans rî(^\ d, M, e, a^) U r^(lî\ ̂  M, e, -07)

Remarque :
Puisque nous supposons ici que #a = 2 la fonction ̂  qui intervient

dans (2.5) est identiquement égale à 1. Nous l'avons cependant écrite afin
d'avoir la même expression lorsque #a > 2.

Pour démontrer ce théorème nous énonçons deux propositions d'exis-
tence. La première, traitant des fonctions de phases, est un résultat de
[G-M].
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Proposition 2.3 - Sous les hypothèses (H), pour tout MQ > do > 0,
a ç] — 1 , 1 [ et c > 0 assez petit il existe RQ > 0 et deux fonctions ^(xa^a)
hoîomorphes dans F^ == r^(-Ro ,do ,Mo,e,<7) réelles surY^C\]B?n telles que :

(V.^,±(^^a))2+^(^)=^ (2.7)

^(^,^)-^.^=0«^)1-/?) (2.8)

uniformément dans F^.

Proposition 2.4 - A^ec /e^ hypothèses de la proposition précédente et
les fonctions de phases (f)^(xa^a) qui y sont construites, pour tout d > ÛQ,
M < MQ, ±cr^ > =La, fixés il existe des constantes R > RQ , €Q > Q, ^ > 0 et
des fonctions mf(xa^a) à valeurs dans B^L2^)) définies et hoîomorphes
sur Î  = r^(R,d,M,ç,±af) telles que :
(i) e^^ÇD^YmfÇxa^a), avec ^ = 0,1, est une fonction hoîomorphe en
(Xa,Q SUr F^ et \\mf(Xa^a) - ̂ a\\B,{L\X^ = O^a)"^).

(ii)Si on définit l'j'(xa^a) P^ ''

^{X^Q = (^mf(x^Q+i^^(Xa^a).^.mf(Xa^a)
+(îA^^(^^a) + Ia(Xa) - W - Ha + €^mf{Xa,Q)pa

Alors e€o{xa^(D^Yîf(xa^a) sont des fonctions hoîomorphes en (xa^a) sur
r^ et vérifient :
\\îf(xa^a)\\B^ÇX^ = OÇe-^^) uniformément dans T^.

Démonstration de la proposition 2.3 :
II suffit de remarquer que Ia(xa) est un potentiel à deux corps vérifiant

les hypothèses (H), et que l'on se trouve par conséquent exactement dans
le cadre de la proposition 2.1 de [G-M].

La proposition 2.4 est démontrée dans la section suivante.

Démonstration du théorème 2.2 :
Prenons les les fonctions ^± obtenues par la proposition 2.3 pour

^ = d - 6 , (<5 « 1) , o- e] - l,inf(-|^|) - 6[. Nous posons :

4>a^Xa^a) = (x(œs(^ Q > ̂  - ^Wa^a. Q

+^(COS(^,^) ^ ̂ +6)^(Xa^a)) ^

xx{\Re(xa)\ > RW - 6 < \Re(Q\ < M + 6)

qui sont des fonctions de phase vérifiant la condition 2 du théorème. On
remarque aussi que les fonctions (j)^ étant solutions de l'équation eikonale
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le dernier membre de (2.6) est nul dans r^(E\d, M, 6, ±o-f), pour tout
É > Ro.

Pour ce qui est des symboles maj{xa^a), nous recollons les symboles
m^(xa^a) et mj(xa^a) donnés par la proposition 2.4 en posant :

ma,j{Xa^a) = [x(cOs(Xa^a) > ̂ )m^(Xa,Q

+x(cos(^,^) < ^)mj(xa^a)] (2.10)
xx(d ^ \Re(Q\ < M)x(\Re(xa)\ > I Ï )

Le symbole ainsi défini, et ses dérivées par rapport à Xa et ^a sont bien holo-
morphes en |^a| dans fîa(c?,M,6), et en \Xa\ et \^a\ dans la
région Aa(-R, d, M, e).

De plus, d'après le (%) de la proposition il est aisé de vérifier que les
opérateurs d'onde sont inchangés. Enfin le point (4) du théorème suit di-
rectement de (n) et du fait que, comme nous l'avons remarqué, le dernier
terme de (2.6) est nul sur le support de rriaj. D
Remarque : Les symboles ainsi définis ne sont pas analytiques en j^i et

jl0, à cause des fonctions de troncature )(Çcos(xa^a)) aue nous avons intro-
duites. Nous sommes cependant libres d'imposer à ces fonctions la régularité
que l'on souhaite, régularité que l'on sera amené quelquefois à préciser par
la suite.

2.2 Démonstration de la proposition 2.4
Commençons par établir quelques estimations.

Lemme 2.5 Notons q = n{N-2) = dimX^ et I\, = (^-e^-^l-T^).
Sous les hypothèses de la proposition 2.4, il existe ^ > 0 tel que pour tout

l ç JN, tout muîti-indice r ç JN1 et tout î - uplet de q-indices , K. G (A^V ,
les opérateurs, que nous noterons {D^^aY^Y^a, définis pour v = 0,1
par :

(D^Y^YW^ := (D^Y^r^W)^
v i=l '

sont des opérateurs bornés ii-anaîytiquement dilatables.
De plus, il existe des constantes €Q et Go; indépendantes des multi-indices
K, et r telles que pour v = 0,1 .'

He6^^»^)^^)^,!!^^^)) <. C^\^\ (2.11)
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Remarques sur les notations :
La valeur zéro étant permise pour les coefficients r, et ^ plusieurs multi-
indices peuvent définir les mêmes opérateurs (TaY^Y^a- Pour des raisons
d' écriture on supposera dans la démonstration, sans perte de généralité,
que TI = 0 et T{ •=- 1, pour tout 0 < z < î.
Démonstration du lemme 2.5 :

Commençons par démontrer (2.11) dans le cas CQ = 0.

€a étant une valeur propre isolée de Jf", pour un contour S suffisamment
proche de 6^ on a :

-p /yj-a \-l/-i \ ^ f ^z

l ^ ( f f -^ ) (i-^)-^^-^-^)

et (r,,)^^)"^ = /^...^2 • • • ̂

('y»^!_______________________^r"'»"2 • • • __________-__________(Ta}K'•J^[ ' {Z2 - ̂ )(z, - H^ ' (z, - ̂ ){z, - H^ > 7ra

II nous suffit donc d' étudier des termes de la forme (D^YMrK où :

TLf — ^Q^i (T0'}^ - - - (ï^^-r
M ^ - ( x ) ^_Q^} ^-H^' 7ra

L'idée générale consiste à faire commuter les termes (a:")^ et les termes
( z - ^ - H ^ ^ ^e ^Ç011 a obtenir une expression où toutes les puissances de x0'
sont à droite, afin de pouvoir utiliser les estimations connues sur les états
liés, et leur décroissance exponentielle en particulier. Le facteur {D^Y a

gauche ne posera aucun problème dès que Pon remarque que (Z^a)^ ,_1^
est un opérateur borné. Encore faut-il s'assurer qu'il y a bien au moins un
terme de la forme ^.J1^ dans l'expression de Mrn (attention au cas / = 1)
ce que l'on fait en écrivant artificiellement TT^ = ^^-TTQ.
Venons-en donc au calcul des commutateurs. Pour p ç ]N<1 posons
Ip = (^^(iî61 - z)~1 et adoptons la convention Ip = 0 si p e z9 \ W9.
Il vient :

I,= {Ha-zY\xaY-Tq^kPÂIIa-zY\D^\I^
^^^P^H(^_,)-IJ^

En itérant il est clair que l'on obtient pour finir une expression où toutes
les puissances de x0' sont à droite. Plus précisément :

ip = E (-^'''(^(p.f^j)!^"- ̂ )-l(^-•))^(ffa - ̂ W-'-23
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où uj est un sous ensemble de { î , j ç W9 | 0 < i + 2j < p}. Ainsi Jp s'écrit
de la forme :

I, = E B^)^
k ç J N ^
k <,p

avec (Dj;a)Bk G ^(^(X")) qui sont des produits d'opérateurs
/z-analytiquement dilatables, pour fi assez petit, et
||{Z)a;a)B^||5 (L2^)) <: C^, j ^ i . De plus au regard de l'expression (2.12)
il est clair que le nombre de termes non nuls d'ordre |Â;| intervenant dans la
somme ci dessus est majoré par (2q)^. On peut ainsi écrire :

H , , , , Uîip = E W)^ ; \\{D^YB,\\^LW ^ (c^ f\ ; v = o, i
k=0 \\P\ ~ K ) -

(2.13)
Evaluons maintenant les termes Mri^- Etant entendu qu'on ne considère

ici que les cas où r = (0,1, • • • , 1) on notera sans que cela porte à confusion
MrK = A/f(Ki, • • • , ̂ ). D'après (2.13) on a l'égalité suivante :

M

{D^YM(KI, ̂ 2, ̂  • • • , ̂ ) = E ^^(û. ̂ 1 - h + ^2, /^3, • • • , ̂ )
ji=0

où les B1 , sont des opérateurs bornés /z-analytiquement dilatables de norme
majorée par (C^n^—. Ainsi par itération :

•\/f( .. \ v-l^ll ^|K2|+(|Kl|-J'l)
M(/^i ,AÎ2î- " ^ l ) = E^=o^j2=0

^l^|+(|/îl|-Jl)+-+(|^-i|-^-i) ,-r/ D. /^a\(|/î|-b'|)7r
2^i,=0 ^4=1 ̂ JA^ / ' • a^=o 14=1^

les opérateurs B^ vérifiant :
(2.14)

œ•s-l^/<••l 'î-'i -i- K v
II r> II ^ /^ \J< ' ^lU^tl J^ ^ '"g/- ( e ) 1 c\
||B,||̂ (̂X.)) < (c^ (E^(|.,|-,.-))! ^•'^

où l'on a pris la convention j'o = 0 et KO = 0.
Nous sommes maintenant en mesure d'achever la démonstration du

lemme. D'après des résultats classiques sur les états liés d'énergie négative
(Cf [Co-T] Théorème 1 ) on sait qu'il existe [i > 0 assez petit et C > 0 tels
que :

\Im(0)\ < ̂  ̂  e^^Ue^a) e ̂ (^a)
Ainsi pour tout m € ^q (^^a est un vecteur /^-analytiquement dilatable
de norme ^{X^^ majorée par C^H! et l'égalité (2.14) montre directe-
ment que les opérateurs Mri^ sont /^-analytiquement dilatables et bornés. Il
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ne reste donc plus qu'à évaluer leur norme. En remarquant que pour tout
indice s :

(E^d^-l - J.) + ̂ )! (£&11«.| + H)! ̂  (E î N)!
(E^d^l-J.))! - (S^kl)' (E^l^l)'

on vérifie aisément la majoration :

^l(^=ll(N-J.)+^)!< H' r?ifi^
î (E^(N-J.))' -(H-b'l)' v ' /

Ainsi en utilisant (2.15), et en remarquant que j\ + • • • + ji-i <: |^|, on
obtient :

1l / 'n ^ A/f II '̂ /^l^ll^H v^1! v^l^sl+d/îil-j'i)|[(L/^) M^||^(^2(^a)) ^ C 1 i|^|'E^=oE^=o
__|/<;/|+(Kl|-J'l)+---+(|/î?-l|-^-l) ,-r/ ^Js^-j

E^=0 llfirri0! c

En prenant la constante C strictement supérieure à C\ toutes les sommes
apparaissant ci dessus sont majorées par —^c- et il vient pour finir :

1- c

||(D^M |̂|̂ (X-)) < C^\[———L^
1 c

ce qui donne l'estimation (2.11) souhaitée, pour CQ = 0-

Montrons alors que l'on peut généraliser cette estimation à un €Q > 0.
D'après l'estimation obtenue ci-dessus on sait qu'il existe K > 0 tel que
pour tout multi-indice K et T :

^D^r^X^TT^LW) ^ A^'-^'N! ; V = 0, 1

En développant e^^ en série entière il vient pour K€Q < 1 :

IKD,.)^6"^)^^)^,!!^^^)) <; Eëo ̂ K^1^

î̂ iHK^)'̂ 1

II ne reste plus qu'à constater que [eeo^,.D.,a] = ico-^e60^ pour achever
la démonstration du lemme. 0

Démonstration de la proposition 2.4 :
Nous limiterons notre démonstration au cas r^TÎ, d, M, 6, ̂ +) le cas

r~(J?,d,M,e,-a-) étant tout à fait similaire. Afin d'alléger les notations
nous omettrons les indices a,j tout au long de la démonstration.
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Nous chercherons des fonctions vérifiant les conditions de la proposition
sous la forme m = m + n avec :

m = Tr^m et n = (1 - 7Ta)m

En posant A0' = (^(^a)^a^a(^a)) la condition (n) s'écrit alors :

%V,^.V^m + (îA,.^ - À^V^Oî'a))^ = -A^m
+7îa(7a(a0 - ̂ a(^a) - ̂ .V^a^a))^^ + 7Ta(Ia(x) - Ia{Xa))n

W

(^ - e^)n = (V .̂V,,n + z'A^n + A^n)
-(1 - 7Ta)(Ia(x) - Ia{Xa))(m + n)

modulo des termes qui sont des (^(e"6^).
Nous chercherons des solutions exactes de (7) sous la forme de séries

formelles h = EÂ->O nje et m = EA;>O ̂ k -> que nous resommerons par la suite.
Pour pouvoir obtenir des symboles analytiques après resommation nous
devons contrôler ici précisément les normes des njc et m^ en fonction de k
. Pour cela une construction de la solution par itération est peu adaptée et
il nous est apparu préférable d'utiliser pour résoudre (J) un théorème du
point fixe, dans un espace de Banach que nous allons définir ci-dessous.

De façon analogue à la technique développée dans [G-M] on définit sur
F la fonction d(xa^a) par :

d(xa,Q = {Re(xa).ReÇQ) - r,\Re(Q\ .
+s\Re(xa)\.\Re(Q\-rQ\Im(x^\.\Re(Q\ { z • L i )

où les constantes r i ,s , ro sont des réels choisis à l'aide de la proposition
suivante :
Proposition 2.6 - Pour 0 < d < M, €Q > 0, a^ e] - 1,1[ et 6 > 0 fixés,

il existe ri, s, ro G JR et e, v > 0 tels que, en notant :

^={Xa \d(Xa,Q^Q}

^ = {(^a) | (Xa^a) C Va,e , ^a C ̂ }

on ait :
r^, d, M, e, a-^) C ^ C ̂ {R, d, M, CQ, ̂  - 6) (2.18)

QReW ad _9ImW 9d
9Re(xaYORe(xa) 9Im{xa) 9Im(xa) - ' ^ a îsa; v )

v{Xo)<d{Xa^a)<\Xa) , V(^, Q G ̂ +(^ ̂  M, 6, ̂  (2.20)

j^dist(x^9^) ̂  d(xa^a) <: ^-dist{xa^^) , V(rr^^) € ^ (2.21)
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Le lecteur souhaitant trouver la preuve de cette proposition pourra se re-
porter directement au lemme 3.2 de [G-M].

On note E]ç les espaces vectoriels normes définis par :

Et = { m ç H(fl, c) | 3/(m, k) G JR tel que
\m(Xa^a)\ < (CQ^iXa^d^Q^f^k)} ' ^•^

la norme ||m||^ étant donnée par la meilleure constante /(m, k) que l'on
peut prendre dans (2.22) et CQ étant la constante intervenant dans le lemme
2.5.

On note E^ les espaces vectoriels E]ç munis de la norme
\\-\\ÈÎ = (kCW^.
Pour k > 0 on définit Ffc comme étant l'espace vectoriel des polynômes à
deux variables X et Y qui ne commutent pas, de degrés partiels en X et en
Y inférieurs ou égaux à k. En notant :

pry) = n x^y^ = x^v^ ' • • x^v^
i=l

les vecteurs de la base canonique on définit :

IKjry")!!^ = c^'^k^-^ (2.23)
et on munit Fie de la norme donnée par :

II E^x^H^ - E \Cr,.\ ll̂ nk

On pose :
El = ÈÏ 0 Fk (2.24)

Ej étant muni de la norme produit ||.|[^2 x ||.||̂  On définit enfin pour tout
fi > 0 les espaces vectoriels :

E1 = {m = (m^w | m^ (E ̂  et IH î = I: /|K||̂  < +00} (2.25)
' ' k^o

E^={n= {nk)kçîN | rik ê EJet ||n||̂  = E /~ 1 11^^11^ 2 < +00} (2-26)
Â;>0

qui sont des espaces de Banach. L'espace sur lequel nous utiliserons un
théorème du point fixe sera E^ = E1 X E2

Remarque :
Si elle peut paraître abstraite la définition des espaces E^ et E^ est en fait
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assez naturelle car, si l'on essaie de résoudre le système (J) par itération, on
voit que les rhjc (resp. hk) s' écrivent comme des termes pk 0 TT^ (resp. des
sommes de termes pk 0 M^a ) °ù les pk sont des symboles de taille (x)~k~p

et les Mk des opérateurs de la forme ((T aY (x^), avec |r <^ k et \K\ <^ k.
La définition des espaces E1 et E2 n'est que le reflet de cette structure, et
l'on peut garder à l'esprit pour la suite que les variables X et Y seront à la
fin prises égales à F^ et x01. Notons enfin ce qui a motivé l'introduction de
ces espaces abstraits Fjc : les opérateurs de multiplication par (.X^V^) de Fk
dans Fk^-i ont des normes faciles à évaluer ce qui n'est pas le cas des opéra-
teurs de multiplication par {(YaY^Y) sur les sous-espaces de B^ÇX^)
que l'on aurait été amené à considérer.

Dans la suite nous noterons Va l'application définie par :

FkV •1 a •a ' \P(X^Y) -^ (^P^X^LW

et nous noterons de même, sans que cela porte à confusion l'application
l^Pa de Ej dans E[.

On se propose maintenant de résoudre dans les espaces de Banach que
l'on vient de définir le système suivant, qui est l'analogue du système (J) et
de la condition (2) :

w

m - 1 e E\
n e ^

R^m = -^

+1

n = XI

+^

m^i\ (V^aaX.ra)

+EËTPa[y^(vaTa)(a;a^]

n = XR^n
^^^xy-.(v^(J^)^^^

où l'on a posé
f R^m = z(V^V^m + A^m)
\ RQUI = J?im - ̂ .^x-Ia^^m

(2 27)
QUI = J?im - Aa.V,.a.Za(^a)m

Nous montrerons dans un premier temps que ce système a bien un sens, c'est
à dire que les sommes infinies sont convergentes, et nous en construirons
ensuite une solution.

Tout d'abord énonçons quelques propriétés :
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Lemme 2.7 ;
(a) Pour tout polynôme P(X, Y) de Fk on a :

^(y^x.y))! ̂  c^\k + z)^||P(^y)||^ (2.28)
(b) La dérivation par rapport à une composante de Xa , 9x^ , est une opé-
ration continue de E]ç dans E^, pour tout k ç. JN et de norme majorée
uniformément par rapport à k.
(c)Il existe G, Ci e JR telles que V(a^a) € ^ :

KVW^)! ̂  C^W^x^Q-' (2.29)

et
\QxM^Q - Xa.Q\ ̂  C^a\d(xa^aY^\x^ (2.30)

démonstration et commentaires :
(a) est une conséquence directe du lemme 2.5.
(b) découle des inégalités de Cauchy et des inégalités (2.21).
(c) se déduit des hypothèses (Jf), des inégalités de Cauchy et de (2.20),
pour la première inégalité, et de (2.8) pour la deuxième.

Nous sommes alors en mesure d'estimer les normes des différents opé-
rateurs intervenant dans (^i).

• Norme de ̂ PaÇY1)^1^^ , de E^ dans lui même .

D'après (2.28) et (2.29) on a pour tout m^ ç E],

^(Y^^^m^ ̂  C^^+O^^^^-^^^-^llm.ll^
(2.31)

Ainsi (PaÇY^^^^rnk C E^ et l'application {PaÇY1)^^) est un
morphisme de E^ dans E^ de norme inférieure ou égale à C1. C'est donc
aussi un endomorphisme de E1 de norme majorée par (f^C)\ et la série
^ÎSPaÇY1)^^^ converge dans B(E^) pour /2 < ^ et est de norme
inférieure ou égale à ^c^ • ^e P^8 on remarque que son image est incluse
dans le sous espace E^ = {(m^) ç E^ \ mo = 0} .

• Norme de E^PaI^-^^^^ x .] de E2^ dans ̂  .

En utilisant encore (2.28) et (2.29) il vient, pour tout m^ (g) P(X, Y) E Ej

Yi fV0^/" (r \
Pa[ " ^ av ^(m, 0 P(X, Y))] = m^ (2.32)
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avec \m^i\ ̂  C^^Q-^^x^m^C^^^ + î^P^X.Y)^

^ C\C^\k + ̂ {x^d^Q-^mk 0 P(X,y)||^

ce qui montre que ^(^•(^y7^-^) est un morphisme de ̂  dans E^ de
norme inférieure ou égale à fJi{Çii)1 . On peut alors comme précédemment
donner un sens, pour ^ < ^?, à la série EËT^al^'^^7^^^ x •] qui est un
morphisme de £12 dans E1 de norme inférieure ou égale à ^Jç - Son image
est aussi incluse dans E° .

• Norme de E^T ̂ ^W^ de ̂  dans ̂  .

Avec (2.28) et (2.29) on a pour tout m^ € ̂  :

XY^VW)^)
-m^ = m ,̂ 0 (XY')

%!
avec

|m |̂ < c^o^^^^a)-'-1^)^!!^!!^
'i/^kl,k\\Ainsi ||m |̂|̂  ^ C^o'^Hmfcll^.

Comme d'autre part HXy^l^ ^ GO"^^ + 0"^ il vient :

^m^i^ÇXY^E^^C^rn^Ei

ce qui montre que ^'-(^(^X^) est un opérateur borné de E^ dans E^
de norme majorée par CÇC^)1'1 . En suivant le même raisonnement que
précédemment on trouve que, pour ^ < 1/C , E^T XY .n a ) { x a ) est un
morphisme de E1 dans E^ de norme inférieure ou égale à C-^cj, '

• Norme de EÊT ̂ •^^^ de E^ dans lui même.

On a pour tout m^ 0 P(X, Y) e Ej

xy-.^HJq)^)^ ̂  p^^^ ̂  ̂ ^ ̂  (xy^y))
î!

avec |m |̂ ̂  C^^,^)^"0^)^!!^!!^. ce qui donne donc :

\\mw\\Ë^ < ̂ ll^ll^2

Comme ̂ XY^ÇX^Y)^ <: \\P(X^Y)\\F, il vient :

\\m^i 0 (xy^x.y))!!^ ^ c1^ 0 P(X,V) e Ej||̂
et l'on obtient de façon tout à fait similaire à ce qui précède que, pour
a < 1/C , Et=T XYl•(^(Ia^xa) est un endomorphisme de E^ de norme infé-
rieure ou égale à ^_^ .
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• Norme de A^ de E1 dans lui même.

D'après le point (b) du lemme 2.7, A^ est un endomorphisme de E1 de
norme inférieure ou égale à C^2 et d'image incluse dans E°.

• Norme de (V^.V^ + iA;,^ + A,J 0 X de E^ dans lui même.

Pour tout mjfe ç Ej et P(X,V) e Fk il vient de même en utilisant les
résultats du lemme 2.7 :

ll^m,||^^C3(^+2)2||m,||^

||Va^V,m^|^ ^ C^(v + Ci)(^ + 1)|K||^

\\^M\^ ^ C^IKII^

\\XP{X^Y)\\F^ < Co-^+^IIP^y)^

^XPÇX^^^C^Çk+ir^W^Y)^

(^xa^'^xa +^.ca^+ ̂ .ca)(^^ es^ donc un endomorphisme de £12 de norme
majorée par Kjji (K ç. JR).

• Norme de (Ro)~1 de E0^ dans E^ .

Il faut tout d'abord construire un inverse à RQ .
Notons p(t,Xa^a) le flot de Va^(a^Ça).Va tel que p{0,Xa^a) = Xa. Gérard
et Martinez ont montré dans [G-M] que p(t,Xa,^a)-, défini sur
r'^J^d.M.eo,^ - 6) , est analytique en {xa^a) et tel que pour tout
(^a)er, t > o :

p^Xa^a)e^ et \P^Xa^a)\>^({Re(x))+\Ht) (2.33)

On sait aussi, d'après (2.19), qu'il existe 7 > 0 tel que

d(p(t, Xa, Ça), Ça) ^ ̂ a, Ça) + -ft (2.34)

Pour construire un inverse de RQ on commence par définir sur P:

mo(^Ça) = exp( - /^(A.^^.^^a),^) - i^^W^x^^Wt)
(2.35)

dont on vérifie qu'il est analytique en {x,a, S,a) et tel que :

mo(xa, Q - 1 = <We(;r»))-^) = O^a-a)-^ (2.36)
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uniformément sur F.
On construit ensuite pour tout élément mjc de E^ , (A; > 0), le symbole
m^-i par :

mk-lÇXa.Q^TTa = -îf f^ ^{pÇt^a^a), Qdt\mQ(Xa, Q ̂  TT^ (2.37)
\ ^u ^îo

qui est un élément de È]^_^ solution de l'équation :

Rorrik-i = mk

De plus avec (2.33) et (2.34) il vient :

m,-i(̂ a) ^/^(C'O^M^^a^a),^)-'^,^,^)}-^!^!!^^

< K,^°°(C,k)\d{x^Q +-Ïltrk~p\\rr^k\\Éîdt

^ KWk -1))^-1)^,^)^-1^^)-^!^!!^
et |[mfc_i||^i <, K^\\mk\\E1' O11 a ^onc construit un inverse de Ro de E0^
dans E1 de norme inférieure ou égale à K^p~1 .

Nous venons de passer en revue tous les opérateurs intervenant dans le
système (Ji) et d'estimer leur norme. Notons IQ la série de E^ n'ayant que
son premier coefficient non nul, et égal à (mo) 0 ^a (rriQ étant défini par

(2.36)), et cherchons une solution ( m j de h dont le premier terme soit

( (mo) 0 TT^ y ç^ s'écrit, en remarquant que R^mo) = 0 sous la forme

matricielle suivante :

f^ - f ' f^Mf^ (2.38)
\n } [0 ) \n )

où la matrice M est de la forme

/Mt /^n
[ A1, Ml )

les opérateurs (A}) étant, au vu des estimations établies, bornés, uniformé-
ment par rapport à p. proche de zéro. La série E,->o M3 converge donc dans
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B(E^ x E^) , pour ^ assez petit, et la solution de (2.38) est trivialement
donnée par :

(:)=(EM-)(^.
V n 1 j>o \ u /

La solution que nous venons de construire est une série formelle que nous
allons resommer en suivant la méthode développée dans [G-M].

On prend une fonction de troncature \Q , de classe C°°{]R) telle que
XQ^X) = 0 si x <, 1 et ^o(^) = 1 si x > 2, et on pose :

+00 i r y \
P(^ Q = E (rhk 0 ̂  + ̂ a(^))x(x—/) (2.39)

Â-=0 ^l^

de telle sorte que pour (xa^a) fixés la somme ne porte que sur un nombre
fini d'indices. De plus en utilisant le lemme 2.5 il vient :

He^^m, 0 TT, + Pa(nk))\\LW < C^^Xa)^ (2.40)

Posons :
p{x^a)=e^p{x^Q

En choisissant C\ » C les symboles njc et rhk étant analytiques dans fî on
a les estimations :

ll̂ lk,x.l+ll||lk,x,i.-»'-l (2.41)

uniformément sur ^î. Utilisons alors le théorème 3.2 de [L] que l'on rappelle
ici :

Théorème 2.8 - Soit uj un ouvert borné de 2R" et U un ouvert quasi-
conique de c" x c71 de hase uj x 2R". Alors pour tout f ç. C°°(U) telle que
9f soit exponentiellement décroissante, il existe un ouvert quasi-conique
V C U, de base cj x iR" et pseudo-convexe ainsi qu'une fonction g G C°°(y)
exponentiellement décroissante telle que 9f = 9g dans V. (avec la notation

^=(€'â^
En application directe on en déduit l'existence d'un fonction q(xa,fia) de
classe C°° sur F^ = ^+(.R\d,M,e,o-+) telle que :

q(xa,Q = OÇe-62^) et 9p = 9q sur F^

En posant m(xa^a) = e'^^Çp — q)(xa^a) on obtient une solution à la
proposition 2.4 sur r'^JÎ^^M^e^cr'^). D
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2.3 Construction des opérateurs cTonde pour un canal
de réaction quelconque.

Une des propriétés essentielles qui nous a permis d'effectuer notre con-
struction des opérateurs d'onde est que dans le cas où a est une décomposi-
tion en deux amas, le terme d'interaction Ia(xa) a la structure d'un potentiel
à deux corps. Pour généraliser notre construction au cas où #a > 2 l'idée
relativement simple consiste seulement à dire que si Xa reste dans une région
conique ne comportant pas les plans de collision, c'est à dire dans la région
où nous étudions la diffusion, Ia(xa) a encore la structure d'un potentiel à
deux corps.

Pour généraliser la construction d'Isozaki-Kitada, comme nous l'avons
fait en introduction, les hypothèses d'analyticité sur les potentiels sont en
fait excessives, des hypothèses de régularité et de décroissance similaires à
celle de [I-K] suffisant. C'est ainsi que nous avons pu traiter à la fois les cas
•^a = 2 et #a > 2, en utilisant dans ce dernier cas le terme d'interaction
îa(x) au lieu de Ia(x). (Cf définition 1.4). En revanche pour la nouvelle con-
struction que nous venons d'exposer ci dessus les hypothèses d'analyticité
faites sur les potentiels sont essentielles et ne sont pas satisfaites par Ia(x)
qui comporte des fonctions de troncature. Cependant nous avons vu qu'avec
la définition des opérateurs d'onde :

W^=s- lim e^Jae-^xJr^Pa
Ï—»±00 l-^'.Cdl

nous avons aussi :

W^s- lime••(Jïx.(,^,)Jae-•tffaXoo(|——|)Pa- ̂ ^ . Aalv|^|)•7ae-'tffaxao(|^

de telle sorte que nous aurons besoin de construire nos fonctions de phase
(f>a,j{xa,Q et nos symboles m^a^a) que pour ^ € suppXao(|^) et pour
Xa ê supp(:Yai(ïh)) ^est à dire dans la région où îa(x) est analytique.

Pour éviter de réécrire entièrement la construction des fonctions de phase
et des symboles, nous pouvons nous contenter de constater qu'avec la dé-
finition 1.2 : .

Ça € SUppXao 1 ^ ̂ (^a-) = 1
etCOs(a:a^a) > ^Ka \ a2 l^al

de telle sorte que îa(x) est holomorphe dans la région F^{R,d, M, e, crj<J,
et l'on peut reprendre sans modification les résultats des propositions 2.3
et 2.4 en nous limitant à la région sortante et au cas a^ > ( J K a -
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Notre travail ne traitant que de la diffusion 2 amas - À- amas nous
n'utilisons, pour les décompositions à plus de deux amas, que l'opéra-
teur d'onde sortant. Nous définirons conventionnellement ^{xa^a) = 0
et mj(xa^a) = 0.

Le théorème 2.2 peut être alors repris pour les canaux de réaction à plus
de 2 amas, avec pour seules modifications le fait que nous nous limiterons
à a^ > 0'Ka e^ ÇL^ 1e point (3) du théorème n'est alors vrai que pour
l'opérateur d'onde sortant W^. (L'opérateur d'onde entrant ayant été pris
conventionnellement égal à zéro. )

Nous n'oublierons pas non plus que ce qui distingue les propriétés des
modificateurs, entre le cas ^a == 2 et #a > 2, s'exprime aussi par le fait
que dans le cas #a = 2 les fonctions \ao et ^ai sont identiquement égales à
1, alors que dans le cas ^a > 2 ces fonctions sont nulles près des plans de
collision. En particulier dans ce dernier cas le commutateur [-D^Xai(|^)]
n'est pas nul, et nous devrons le prendre en compte tout au long de notre
raisonnement.
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3. Démonstration du théorème 1.9

Les opérateurs d'onde que nous venons de construire dans les sections
précédentes ont des propriétés similaires à ceux de Gérard et Martinez, de
telle sorte que la démarche que nous adoptons pour démontrer le théorème
1.9 va pouvoir suivre en grande partie celle de [G-M]. Seuls quelques argu-
ments nouveaux doivent intervenir dans le cas où les amas d'avant et après
diffusion sont différents, et en particulier dans le cas où le canal de sortie
n'est pas à deux amas.

A la base de la démonstration se trouve une formule de représentation
de la matrice de diffusion analogue à celle introduite par Isozaki et Kitada
pour le problème à deux corps dans [I-K], que nous exposons ci dessous.
Théorème 3*1 Sous les hypothèses ( H ) et ( E ) , on a pour tout
\ç[d,M] :

SaftW = P^Pa + 2î7T Hm ^(A)^T^(A + i€)Ta,lPa^a(>Y

(3.1)
-2i7r^(\)p^T^paWY

Démonstration du théorème 3.1 :
La difficulté principale pour obtenir ce résultat consiste en fait à montrer

que la limite écrite ci-dessus a effectivement un sens. Cela peut être fait dans
un cadre plus général à l'aide d'estimations sur les valeurs au bord de la ré-
solvante obtenues par la théorie de Mourre (comme dans [Bo2]), mais dans
le cas présent il s'avère bien plus simple d'étudier cette limite après avoir
effectué une distorsion analytique, le problème, nous le verrons devenant
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alors trivial. Comme nous ne faisons intervenir les distorsions analytiques
que dans la section suivante nous laisserons ce point en suspens quelques
temps, avant de le traiter rigoureusement dans le paragraphe 3.2.

Nous présentons cependant ici le reste de la démonstration qui suit une
démarche que l'on trouve dans [I-K].

On calcule pour commencer :

(WW) = ^ - ̂ ^e^^^J,^-^^

= ̂ ,/̂ Pa

car les images de W^ et Wf sont orthogonales pour a ^ f3 et car
(J - J^Ja,i) est compact dans L^^Xa). Ainsi :

^(A) = TOW - W^) + <W>.

On notera : Sa^(A) = Sa,/?(A) - Sa^p^pa
Et V/ ç <S(iR71) , V^ e 5(iR") avec la notation Ta,i = ^^a,i - ̂ ,i^a on
a :

(5^(A)/,g) = ((W^-W^)f,W^g)
= -if^ie^T^e-'M, W^g}dt
= -ffdtf^da(T^e-M, e^T^^p^

-i'f^dtCr^e-'^-p^^^e-^ppg)

= - f^dt f^da^^T^e-'^T^e-^'p^ p^
J—oo JO '

-if^dt^Jl^e-^p^^g}
J—OO '

Appelons I\ et Js les deux intégrales se trouvant dans le dernier terme de
cette égalité. En faisant intervenir les opérateurs transformée de Fourier J^a
et T^ définis dans l'introduction, en utilisant (1.3) et (1.4) on obtient :

/•+00 /•+00 /•+00

Ji = lim / da dt d\
e,e/^0+>/o J~oo h^

((^p^6'1'^"^71»^"'^"^'1'^^)^'•)'^^^^w-1)
/•+00 /•+00

= lim / dt d\
ç^'-^Q+ J-00 J^

(WW(\ + ie^e-^-^'^f)^ ̂ Wg)^^

Introduisons alors ^^a = 1 dans chacune des intégrales I\ et 1^. Il
vient :
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y+oo y+oo y+oo /

71 = lim -2i7r dt d\ d\
ç^'-^Q+ J-00 J € j 3 JCa

e.<(A-A')-.'|<| (<^T^R{\ + i€)Ta,,paW'rW)f)(\,.), W)</) ̂ .
/ L/ {^b )

et :

/•+00 H-00 y+OO /
72 = lim 27r / dH ^A / rfA

e'—,Q+ J—oo Je? J€a

^(A-Y)-e'|<|^^^^^^(Y)^^')^^^^^^^\
/ -L l^è )

Ce qui donne pour finir :
(S^(A)f,g)=2i7^{+x d\

Jsup[€a,€p)

[ï^(W^R(\ + ie)T^pM\rW)f)(\, ̂ W)9\^-^

- (w^TajpMxrw)f)(\.), W)9)^^
ce qui n'est rien d'autre que le résultat annoncé. (L'existence de la limite
écrite ci-dessus sera on le rappelle justifiée au paragraphe 3.2) D

Ecrivons encore la formule de représentation de la matrice de diffusion
que nous venons d'établir ainsi :

SaA^ ̂  A) = 6^6(0b - ̂ a) + 4z7r((A - e,)(A - e^^ÇM, - Mi)

avec :

Mi ̂ ^^^ 0 ̂ (^), J^Ta^^^^ 0 ̂ (rr0)) (3.2)

M2 = lim M^e) (3.3)
e/-^0+

M2(6) =(e^V/^^^0^(^),T^(A+^6)^,,le^^^"a"a0^^^^ (3.4)

expressions qui peuvent encore s'écrire en remplaçant les opérateurs Taj et
Jaj par leur forme intégrale :

Mi =(w,(rc)^(-L)e^•2^'V/^^)m^(^, ̂ A^^)^(^), s^(x)) ̂

(3.5)
M^} =(s^(x\R{\ + 2ç/)^l(^))^^ (3.6)
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où :
ç . / ^^ — 1 1 1 f'r'\\/ ( J!isL.\pi-4>a,\{Xa,^/\^aWa}-^ , ( ry /\ _ ç: , , ^/, (^0^
^a,!^^ — ^"V^/Â.aivia. |/0 ^IV^a; V A ^a'^'aJYa^ )

+[^,w,(^)^(^)]e^^-^^^)ma,i(^,v^^^)^(^

et

^) = ^(^)^(^)e^2(a;6'^^^)^2(^,^A^^)^(^)

+[^,w,(^)^(^)]e^2('6'v/^^)m^(^,v/A^^^)^(^

Rappelons ici que les termes M\ et M^(e) sont définis a priori comme des
inégrales oscillantes.

Dans toute la suite nous allons supposer que les constantes af qui inter-
viennnent dans le théorème 2.2 ont été choisies de telle sorte que :

f -1 < as- < a^ < 0 < a\ < aî < 1 si #b = 2

1 ̂  < ̂  < ̂  < <7j<, < af < a^ < 1 si #6 > 2

Rappelons que la valeur des opérateurs d'onde est indépendante de ces
choix.

Nous allons prouver alors que pour tout A' G [d,M} chacun des ter-
mes MI et M^ se prolonge méromorphiquement en A sur un voisinage de A
de la forme :

2^ = {A | \Re(\) - A7! < 6, |Jm(A)| < c}

Nous supposerons pour la suite que toutes les fonctions de troncature
que nous avons intoduites dans la construction des opérateurs sont Gevrey
5, avec s > 1.

3.1 Prolongement de M\
Nous distinguerons deux cas :
- Le cas a = b, c'est à dire lorsque les amas en présence avant et après
diffusion sont identiques.
- Le cas a -^- b.

• Cas où a = b
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Rappelons que comme ici a et b sont toutes deux des décompositions en
deux amas nous avons ̂  = ̂ i = 1-

De par leur définition les symboles rriajÇxa^a) sont nuls dans les ré-
gions cos(xa^a) € [cjj - 6,(7^~ + ^], de telle sorte que là où le produit
^a^Xa^a^a^Xa^a) n'est pas nul les fonctions de phase (paj(xa^a) sont
égales à une des fonctions ^(^a? $o) données par la proposition 2.3 qui sont
holomorphes et vérifient :

^(Xa^a)=Xa.^+0({Xa)l-p)

uniformément dans 1 (̂1?, d, M, e, ±cr).
On peut donc écrire :

Ml = / g^^A-C^a-V^A-e^+^A^a^aA)
J Xa

X [[wa(x)ma,-2(Xa, ̂ \ - ç/A)^/?^),

^a(^a,i(^, V'A - ea^o)^a(^)) (3.7)

+(^Wa(.r)ma,2(a'o, ̂ X-CftOa)^^),

[D2^ Wa(x)}ma,^Xa, V\ - e^o)^^)) ̂ . J^o
/ Z/ (-A'1^-!

où r(A,a;a,cja,^a) est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant les
support des produits ma^( )^o,l( ) et ma^( ^a,:^ ), et de taille O^Xa)1'^
uniformément par rapport à X^a^ôcr

Séparons maintenant l'intégrale (3.7) en quatre termes M\ = LQ + L\ +
L^ + L^ avec :

^^ / e^^^^-V^^l^Xa^a^a^dXa
Jy\-a

T , — ! ^a(\/A-e^-^/A-£/A)7 (\ n \ j
Lj\ — i,n0 ''\\A')'La•)wa1ua)u"La

/|.cJ^J \Xa <-tt

^= / e^xA::^a;a-^/x^^4(A^„^,^)d^ (A; =2,3)
J|.Ca|>-R

les symboles îi(\,Xa,^a^a) étant définis par :

Zo(A^c^A) = er(A'a;a•ct;a'(?a)x(w,(.r)m,,2(^,yA^^)^(rra),

[D^ Wa(^)]ma,l(.Ka, \/A - e/A^aO^)) - . ,
_____ / L (A )

Zl(A, ̂  ̂ , ̂ ) = e^-^^'^ X (wa(x)ma,2(Xa, ̂ /A^^)^(^),

^o(^)^o,l(a'o, \/A - ea^o)^^")) -,„ .
/ L (A ;

^(A,a;o^oA) = h{\Xa^a^a)(^ - ̂ )(cos(^,^o))

^(A,^a^o^o) = ^(Â^a^o^a)^^^,^))
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la fonction de troncature \ étant Gevrey s, égale à 1 sur |o'f,cri1"] et de
support inclus dans [crf — <5, a{ + ^].

Examinons chacun de ces termes :
LQ : Utilisant les propriétés de support des dérivées de la fonction de tronca-
ture Wa(x), supportées dans des région du type {xa) ^ (x^, et le fait que les
opérateurs e^^nia^Xa^a) et e^^D^ma^Xa^a) sont bornés, uniformé-
ment par rapport à Xa-, on constate sans difficultés que ÎQ (A,rCa ̂ 0.^60)1 qui
est un terme Gevrey s en u^a-, ^a-> holomorphe en A sur un domaine de type
Py ç est exponentiellement décroissant en {xa). Il en suit que pour e « eo?
LQ, qui est alors une intégrale absolument convergente, définit une fonction
de G^Sa x Sb) holomorphe en A ç ̂ \\e'
L^ : L'intégrale définissant L\ portant sur un domaine borné on constate
aisément, au vu du théorème 2.2, que le terme Li se prolonge holomor-
phiquement en A comme une fonction G8 (Sa x Sa), sur un domaine Py ,.
L^ : Sur le support de (1 - \) le symbole ta,i(xa, V\ - ̂ a^a) est exponen-
tiellement décroissant en {xa} d'après le Théorème 2.2. Ainsi les fonctions
% 9^h{>^a^a^a), qui sont holomorphes en A sur un domaine Py „ vé-
rifient les estimations :

l%XM^a^,M < G^^'e-^^dal!)^^!!)5

uniformément en A, pour ei < €Q. L'intégrale Ls est donc absolument con-
vergente, donnant un terme G'ÇSa x Sa) holomorphe en A sur un domaine

^,6-

^3 : Remarquons que de par la présence des fonctions Wa{x) dans la défini-
ton" de ^i, le terme k n'est pas holomorphe en \Xa\ dans la région \Xa\ > R'
Pour pallier à cet inconvénient nous introduisons de part et d'autre dans
le produit scalaire définissant h l'identité Wa(x) = 1 + (wa(x) - 1), de telle
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sorte que ^3 se décompose en quatre termes, ^3 = l^ + ij + /j + ̂ , avec :

^(A, Xa, ̂  ôa) = X(œs(^, ̂ e^^^ X (m^a, ̂ A^^)^(^),

ta,l(Xa, V\ - e^a)^^"))

Zj(A,^,^,^) = ^(cos^.^e^-^)KA,^,^,^) = ^(cos^.^e^-^)___
xÇ(Wa(x) - \)ma^Xa, ̂ \ - C^)^^0),

^l^a^V^""^^)^^"))-. ,
/ L-'(A") ______

lj(\, Xa, ̂  ôa) = ^(cos(a:,, ̂ ))er(A'•ca•ct;a'0a) x (m^(xa, v/Ir-^^)^(.2;a),

(Wa(x) - l)ta,l{Xa, V\ - C^)^^))

^(À,^,^,^) = ^(cos(.r„^))er(A'a;-^^)___
x((Wa(x) - l)ma,2(Xa, ̂ \ - C^)^^0),

(Wa(.ï) - l)^a,l(^a, \/A - e^a)^^")) - , _ .
/ -L (A }

Remarquons que (wa(x) — 1) étant supporté dans la région (Xe1) > {xa) la
fonction :

e^^ÇwaÇx) - l)e-60^

est bornée. Ainsi au vu du théorème 2.2 les termes /j, ^j et Z| sont exponen-
tiellement décroissants en Xa. Les intégrales correspondantes -LJ,
(k = 2,3,4) sont donc absolument convergentes définissant des fonctions
G8 (S a x Sa) holomorphes en A sur un domaine Py ç. Seul le terme :

7-1 _ / * î'.Ca(^A-£^a-\/Â-e/30a)7l/\ y / , û ^y
— 3 ~ /i I^D l'^\A^xa^wa1ua)u"LaJ\Xa\>,H

dont l'intégrande est holomorphe en \Xa\ reste à étudier.
Distinguons ici deux cas, selon que les canaux de réaction avant et après

diffusion sont identiques, ou non, cette distinction ne portant que sur les
énergies €a et e^, puisqu'on a déjà supposé que a = b.

Premier cas : Ça = e/?'
Nous écrivons pour A réel :

L\= (À - 6,)-^ ! . e'^-^-Hi(\,ya(\ - €^^a,0a)dya
J\ya\^.l^VÂ~€a

Notons U(\,ya^a,ôa) = H(A,î/a(A-ea)~^aA)-

La fonction u se prolonge holomorphiquement en A sur un domaine î>y ç et
vérifie :

|%<%«(A, y,, ̂ , M < G^^l^l^-^^-^lal!)^^!!)^^!!)5

(3.8)
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Décomposons avec Ri assez grand L\ en deux ternies :

Lt - (A-e^-'-^^^^^e^-^-^^A,,^^»)^

+ (A-ea)-^/ , e'^-^'u^ya^A)^
^lî/ai^-Rl

Le premier se prolonge au vu de (3.8 ) en A e Py ̂  comme une fonction
G^X^).

Pour le deuxième, que nous noterons ^3, nous distinguerons les cas p > 1
et p < 1. ,

Si /) > 1 l'estimation (3.8) est de type symbole pseudo-différentiel, et Lg
définit donc le noyau d'un opérateur continu de C°°{Sa) dans C°°{Sa) et de
D\Sa) dans D ' ( S a ) , holomorphe en À ç. Py ,.

Si p < 1 nous remarquons que u(\,ya^a^a) est supporté dans
C0s(î/a, ̂ a) ê [crf - ̂  a? + 6] et ainsi (ïue sur le ^PP0111- de u '•

9^[ya'(^a - Ob)} = {Va^a^a - y a + 0

A A fixé on se trouve exactement dans le cadre du lemme 1.2.1 et du
théorème 1.2.2 de [C-Z], qui affirme que L|, qui est rappelons-le défini
comme une intégrale oscillante, est le noyau d'un opérateur borné de G8 (S a)
dans G^Sa) et de (G^Sa))' dans (G5^)/. Ainsi ces opérateurs apparais-
sent comme étant une limite faible d'opérateurs holomorphes en À (uni-
formément par rapport à A) et sont donc holomorphes en A sur un domaine

^/.-
Deuxième cas : ea 7e 6/?

On peut supposer par exemple que Ça < €/?, les canaux de réactions a et f3
jouant au départ un rôle tout à fait symétrique.
Pour A réel si l'on choisit af et ̂  assez proches de 1, on a sur le support
de l\(\,Xa^a^a) '•

X^\ - €^a - V^ - 6/^) ̂  ̂ 1 '^^Oa^Sa ; ^ > 0

Ainsi H(A,^,c^a) étant analytique en \Xa\ dans la région \Xa\ > R
on peut faire le changement de contour d'intégration
^ ̂  (1 + icx(\Xa\ > K))^a- L'intégrale définissant L\ étant définie comme
une intégrale oscillante il n'est pas difficile en effet de vérifier que la contribu-
tion à l'infini est bien nulle. Avec ce changement de contour L\ devient alors
une intégrale absolument convergente et définit une fonction G^Sa x Sa)
qui se prolonge holomorphiquement en A sur un domaine Py ̂

• Cas où a -f- b
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Dans ce cas les espaces Xa et Xb sont distincts et l'on ne peut plus faire
successivement le produit scalaire sur X0' puis sur Xa dans l'équation (3.4).
Cependant nous avons pris le soin de construire nos symboles de telle sorte
que les___ opérateurs e60^ m^^ô, \/A - c^)^/?^6),
e^^m^Xa, ̂ \-Wa)^a(xa), e^^D^a ma,l (Xa, V^Ta^a^aW

et e^^'ta^Xcf, V\ — ^a^c^^a^) soient uniformément bornés par rapport
à A, x, uja, Oh (Cf Théorème 2.2).
Ecrivons :

Mi = (e-6°^e^•2^'^^06)^(^)^(^)ee°^)m,,2(^, V/A^A)^(^),
p-€o{xa}(>^a,\{Xa,^/\z^aWa}(.., ( ^p^O^}-f- .( ry /\ _ „ „ \0 c' l^aY^0 ^ IV^aîV 7 1 ^a^a}

+^oM[^^^(^)]^,(^^^-r^^))^(^^^^

et notons que comme a et b correspondent ici à deux compositions diffé-
rentes il existe une constante ci > 0 telle que :

2flte,(——)<^a}+{.>•t)) , V : c £ X . (3.9)

II vient alors :

Mi = (e-^e^'^V^^Kb^x^Ob),
\ (310}

p-€l{Xa}^a,l(Xb,V\-€^a)T^ , (\ y / . , ^ v ' /
0 c - "^a î lv^ 1 ? *~c i î—"7 / . -o/^x/ L (A)

où les symboles Kb^(\^ x^^ ôb) et -Ka,i(^ ^a? ^a)? définis comme des éléments
de G^Kb, ̂ (X6)) et G^Sa, L^X^), sont holomorphes, en À e P^, bornés
uniformément par rapport à (x^) et (a;a).

Il suit alors des propriétés des fonctions de phase (f)aj que Mi définit une
fonction G8 (S a x JC&), holomorphe en A sur un domaine de la forme T>^i ç
(avec 6 « €1 ). D

3.2 Prolongement de M^
Au regard de l'expression de Ms^') il apparaît clairement que pour con-

struire un prolongement méromorphe en A de Ms = lim M^(e) la difficulté
c/-^0+

principale vient d'une part bien sur de ce que l'existence même de cette
limite que n'a pas encore été démontrée, mais surtout du fait que, de toute
façon, on ne saurait prolonger méromorphiquement le terme R{\ + iO) sur
un domaine du type Py ç à cause de la coupure due au spectre essentiel de
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H. Pour surmonter ces difficultés nous utiliserons les opérateurs de boost-
distorsions, qui sont décrits dans l'appendice A.. Considérons donc une
fonction de troncature \ vérifiant la condition (A.l) et telle que :

X(x) = 0 V|;r| < 2R (3.11)

Avec cette fonction de troncature nous définissons, pour 0 et k réels, l'opé-
rateur W(0^ k), dit opérateur de boost-distorsion, par la définition A.l. Nous
commençons alors par affirmer que :

Proposition 3.2 -
(i) Les vecteurs W(0,k)sb^(x) et W(0^k)sa,i(x), considérés respective-

ment comme des éléments de ^(X^G^JC^L2^6))) et de
C^Xa.G^-Saî-L^X"))) pourO , k réels, et X dans un domaine de la forme
T>^i i se prolongent, holomorphiquement, respectivement en (^, ky X) et en
(0, k, X), sur un domaine de la forme {\0\ < e, } x {k G c} x V^ ̂  .

(ii) Pour Im(0) > 0 assez petit, et k tel que :

<JK, sup (M(l+^)(A-€^)^))<Jm(Â;)<arjnf (im((l+^)(A-6^))

.(3.12)
sup \\Q^W(0, k)s^(x)\\L^) et sup \\ô°,W(0, k)sa,i\\L^x^ sont exponen-
ôbÇSb a^e^0-1

tielîement décroissants, respectivement en {xb) et en {xa), pour tout muîti-
indice a.

Remarque : Si l'on choisit e assez petit, on peut toujours trouver un k tel
que l'inégalité (3.12) soit vérifiée. En effet si /3 est un canal de réaction à
deux amas, alors conventionellement aj^ < 0 et k = 0 convient. Si f3 est
un canal de réaction à plus de 2 amas alors d'après l'hypothèse (E .5.2)
Ça <: c^, et par construction a\ > (TK ce qui donne pour Im{0) > 0 et e
assez petit :

OA, sup fJm((l+^)(A-e^)) < ̂  mf (M(1 + ̂ (À - e^))
Aeî^/^ / ^^Xe'

Démonstration de la proposition 3.2 :
Rappelons tout d'abord l'expression des vecteurs Sa,i(x} :

S^(x) = W^Xa^^^^^^a^Xa, ̂ X - Cg^a^)

+[D^, w,(rr)xa,(^j)]^a•t(a;a>x/x^"a)ma,,(a;a, V^^a^aW
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Nous noterons encore ici :

^•(^) = ^W^MA,^,^) - 2^V,(w,(^)^(^)).^(A,^^a)
-A,(w,(^)^(^))^(A,^^a)

où __ ___
^(A,^,,^) = e^^^^^a^xg,^^^^)
^(A,^,^) = ̂ e^a.^^a'^A^"a)m,,,<^,^T^^)^a(^a)
z^\ x^ x^ = e^^•^/^^)m^(^, x/A^"^)^^)

Commençons par montrer qu'à u;a nxé on peut construire un prolongement
holomorphe en (A, 0^ k) des vecteurs W(ô, k)sa^.

Nous savons d'après le théorème 2.2 que les applications :

(A, ̂  0) -^ zi{\ (i + ti)xa, (i + e)xa) e ̂ (x0)
sont holomorphes, pour tout Xa G Xa U {a-a| (.Ta} > I?}, sur un domaine de
la forme î)y , x {|/z| < e} x {\ô\ < e}.

Il en suit aisément que les applications :

f P,^ X {|^| < 6} ^ LW

\ (A, 0) -^ y^ 0) = z,{\ (1 + Ox(x))xa, (1 + O^x^)

sont holomorphes, pour tout Xa ç. XaC\ {xa\ {Xa) > R}. Pour montrer alors
que les vecteurs W(0^ k)sa,i se prolongent holomorphiquement en (A, 0^ k) il
nous suffit d'écrire :

W(0,k)sa,i(x) = e-^JôÇx^w^Xa^yi^O)

-2ze-^J,(^)iV,(w,(.r)xa,(^)).^(A^)

-e-^JôÇx^^WaWXaA^y^ô)

Trois cas se présentent :
1) x ç. suppWa D supp^ . Dans ce cas {xa) > R et d'après ce qui précède
W(0^ k)sa,i{x) ç. L2(Xa) est holomorphe en (A,^ ,A:) sur un domaine de la
forme Py , x {\0\ < e} x {k ç c}.
2) x ^ suppWa. Le terme W(ô^ k)sa,i(x) est alors nul et l'holomorphie en
(A, 0^ k) est évidente.
3) Xa ^ supp^. Dans ce cas W(0^ k)sa,i{x) ne dépend pas de 0 et l'holomor-
phie en 0 est triviale. Celle en A et À; ne posent aucun problème, d'après le
théorème 2.2.

Pour vérifier que le prolongement ainsi construit définit bien une fonction
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holomorphe à valeurs dans l'espace de Gevrey considéré, nous constaterons
sans difficulté à la vue des expressions donnant les termes Zi, qu'à A fixé le
terme W(0^k)sa,i est Gevrey s en u^ai et que de plus on a des estimations
localement uniformes en A pour les semi-normes correspondantes.
Ceci achève la démonstration de (z).

Il ne nous reste plus qu'à montrer les décroissances exponentielles annoncées
dans (n).

D'après la construction des symboles et des fonctions de phase, nous
avons dans les régions où sont supportés les symboles nia,i et 774,2 les esti-
mations uniformes :

^(a-a,^) = (x^ + 0((^)1-"))) (3.13)

^(^, ̂ ) = M + O^a)^)) (3.14)

Posons par la suite :

Ce,, = \[lm{k~] - OK, sup (M(l + ̂ (À - €^)}

c^^k mf (M(l+^(À-e")è))-J"^w]
' L Aç / - ' / v

C'e, = sup (Jm((l + 0)(\ - e,)^)) + \Im(k)\
^^e

D'après (3.12) ces constantes sont strictement positives, et :

lim 0^=0€jm{e)^o c''€

En utilisant (3.13) et (3.14) il vient :

-Wrr ^^VA^) ^ ( 0{e<^) pour cos(^,^) € [-l,ar]
e 1 Ofe-^^) pour cos(.ra^a) e [^i , 1]

1 (3.15)

et
.——,, ( Oie-00^) pour cos(.r6,6>6) e [-l,cr^]

.-^Â;(a•)^r_^6(.c&,V^-^0&) — ; v „ / . /. ^ r ile L/^ ~\0(e0^) pour cos(.T6,^)e [a^, 1]
(3.16)

D'autre part nous avons les estimations uniformes en A et 6 :
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^^Uôda^Xa, \/A"^^a(^))|k^) =

J 0(1) pOmœs(Xa^a) C [^f, ̂ ]
^ (^(e-^)) sinon l t J• l l /

Comme les dérivées de Wa sont supportées dans une région où (xa) ^ {x^
nous avons aussi :

||^oM^[^^^(^)](^^(^^Â-6^)^(^))||^(x-) = 0(e-60^)
(3.18)

Remarquons que a étant par hypothèse un canal de réaction à deux amas
^ai = 1- Des estimations (3.15), (3.17) et (3.18) nous en déduisons que :

\\W{0, k)sa,i(x)\\^) = 0(6-^) (3.19)

Pour le canal de sortie nous avons :

^^UeÇtb^ yA^w^))||^) =
J 0(1) pourcos(.rfc,^) G [^,cr^]
[ 0(e-eo^) sinon (3.20)

Utilisons maintenant les propriétés de support des dérivées de Wb(x) et
^i ( 1̂ 1 ) ? pour estimer le terme restant. Celles de Wf)(x) sont supportées là où
{xb) ^ (.r6), et celles de X6i(|^|) ^ans ^a région | cos(.r^ ^è)| ^ ^/<6î pour tout
Ob ç. Kb. Nous obtenons donc :

Uj^D^WbXbA]^)}771^^^^ - ̂ ^(.r6))!!^^) ==

f 0(1) pour \cos(xb,0b)\ < (JK, ^ r^
{ 0(e-e°^) sinon ^"^

et ainsi, en utilisant (3.16) :

\\W(0^)s^(x)\\^) = 0(6-^) (3.22)

Les estimations (3.19) et (3.22) étant uniformes en u^a ^ 5'01 et Ob G Kb elles
donnent le résultat de la proposition 3.2 pour |a| = 0 . Les autres cas se
traitent de même. D

Nous avons maintenant, avec la proposition 3.2 et l'appendice A., tous
les éléments nécessaires à la construction d'un prolongement méromorphe
du terme M^.
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Pour A ç [d, M] reprenons l'expression :

M2(A, € ) := M2(6) = (S^(X), R(\ + 26 ), Sa,l{x))^W (3-23)

dont on va montrer que la limite pour e —f 0 est bien définie et qu'elle se
prolonge méromorphiquement en A sur un voisinage de la forme Py ç, pour
tout A ' G [d, M]. ____ ____

Choisissons 7 e^^/A7 - e^afv^ - e^Si^. (On pourra prendre en
particulier 7 = 0 lorsque f3 est un canal de réaction à deux amas.)
Pour 0 réel assez petit, W(0^0) est un opérateur unitaire et nous avons
encore :

M2(A,e) = (TV(^7^^2(^),^(A+^)^(^,7^)^,i(^))^(x) (3.24)

où l'on a noté Rw(^ + ie) = (Hw - Y - z'e)"1 et
^=IV(^7^(TV(^7^))-1.

Nous savons par le théorème (A.3) que l'opérateur Hw se prolonge holo-
morphiquement sur un domaine {\0\ < e} et que pour e assez petit :

X+ie iae(Hw) , V|^| < 6, Im(0) > 0

D'autre part, avec le choix k = 7<9 la condition (3.12) est toujours vérifiée
si l'on se limite aux A réels.

Ainsi la fonction :

/(A, 0, e ) := (W(0, -f0)sb^x), Rw(\ + ic), W(ô, -ï0)sa,i(x))^x}

est holomorphe en 0 sur un domaine {\0\ < €,Im(0) > 0} pour tout A réel
proche de A'. De plus (3.24) nous donne :

lim ; (A^e)=M2(A,e )
Im{0)-^0J^ ^ /

et cette limite est donc indépendante de Re{0). A A et e fixés, quitte à
multiplier / (A ,6> , e ) par une constante, nous pouvons supposer que cette
limite est réelle et construire un prolongement holomorphe en 0 de f(0, A, 6 )
sur le disque [\6\ < e} en posant / (^A,e) == /(M.e'). Etant constant sur
l'axe réel ce prolongement n'est rien d'autre qu'une fonction constante. Nous
montrons ainsi que notre fonction d'origine, f(ô, A , e ) , est indépendante de
0 et égale à M2(A,e).

L'expression (3.24) reste donc valable sur le demi-disque
{\0\ < e,Im(6) > 0}, pour tout A réel suffisamment proche de A'.

Fixons maintenant 0 dans ce demi-disque. Il existe un domaine T>y ç
et une constante e" sur lequel la condition (3.12) est vérifiée, et tel que
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P^ ^ H ((Te(Hw) — ^/) = 0 pour tout le'! < e " . D'après le théorème A.3, le
terme R\y{^ + ̂  ) se prolonge méromorphiquement en A + ic comme un
opérateur borné, et la limite lim ^^(A+^e7) définit donc une fonction mé-

e/^0+

romorphe dont les pôles sont des valeurs propres de HQ. (En particulier si A
est réel cette limite est bien définie et l'on voit que l'existence supposée de
la limite de M^(e) ne pose effectivement aucune difficulté.) Utilisant main-
tenant la proposition 3.2 il apparaît clairement que la fonction /(^A.O^),
donc M2, se prolonge méromorphiquement en A ç T>^i ç comme une fonction
à valeur dans G8 {Sa x ^&), fonction dont les pôles sont nécessairement des
valeurs propres de HQ , c'est à dire des résonances du Hamiltonien. D



s



4. Démonstration du théorème 1.10

L'idée de la démonstration suit la remarque suivante : dans le dé-
veloppement précédent la régularité des termes M\ et Ms ne semble être con-
ditionnée que par la régularité en ù;a, 0^ des fonctions de troncature utilisées
dans la construction des opérateurs d'onde. Or les opérateurs d'onde, et
par conséquent les opérateurs de diffusion 6a/?, ne sont pas modifiés par le
choix de ces fonctions de troncature (à condition bien sûr de respecter les
conditions de support). On pourra donc utiliser cette invariance pour mon-
trer Panalyticité des noyaux de 5^(A) et de ses résidus. En particulier on
s'attend assez naturellement à ce qu'en prenant des fonctions de troncature
dans différentes classes on puisse en déduire que ces noyaux soient dans
des classes de fonctions dont l'intersection est incluse dans l'ensemble des
fonctions analytiques, et montrer ainsi qu'ils sont analytiques.

Pour mettre cela en forme nous posons quelques définitions supplémen-
taires :
Définition 4.1 - On note Q l'ensemble des suites (wjc) de JR^ logarith-

miquement convexes telles que :
+00 ^»i,

E J^ < +00 (4.1)
fc=0 ^Jk+l

Définition 4*2 - Pour w ç. Q et fl un ouvert de 1R" on note (Jw(^) ^a

classe de fonctions non quasi-analytiques définie par :

^w(^) = {/ € C°°(fl) \3C telle que 1/^(^)1 < C^Wk V^ e îî}

On a alors les propriétés suivantes :
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Proposition 4.3 - (i) Pour tout ouvert Ci C iR", tout s > 1

Hwe^wnG5)^) Ca(fî)

l'ensemble des fonctions analytiques sur Cl.
(ii) \/w ç G il existe des fonctions de troncature sur S dans (Cw H G8) {S)

Démonstration : Commençons par prouver (i), qui n'est qu'une conséquence
directe du théorème de Bang [Bg]. Ce dernier affirme en effet que :

H^e^(^) C a(Q)

et il nous suffit donc de montrer que :

Vw e G , s > 1 , 3t ç Q tel que Ct^Ï} C (^ H G8)^) (4.2)

Cela revient donc à montrer que pour toute suite w ç. G et tout réel s > 1
on peut construire une suite t ç. Q telle que tk <: inf(w^, (kl)8).
Pour cela définissons des fonctions u\ et ^2, continues , affines sur les inter-
valles [À-, k + 1[ et telles que :

u^{k) = log Wk et u^(k) = s log(/c!) VA; e JN

u\ et îZ2 sont des fonctions convexes car (wk) et (k\)8 sont des éléments de
Q. D'autre part :

/+œ e-^dx = 'f /'+1 e-^dx = 'f wk- < oc
^ k^O^ fc=0^4-l

le même type d'estimation tenant aussi pour ^2-
Appelons alors v l'enveloppe convexe de u\ et u^. La fonction v est une
fonction convexe et telle que :

v(x) <, mî(u^x),u^(x)) et v\x) > mî{u[{x),u^x))

Ainsi f^e-^^dx < oo et la suite t définie par ^ = e^ répond au
problème posé.
Le point (ii) découle immédiatement de (4.2), et du fait qu'il existe des
fonctions de troncature dans toutes les classes Ct(fl). n

4.1 Démonstration de (2)
Soit ÀO un pôle de Sa,/?(A) et Q^ les résidus correspondants. Pour montrer

0

que les opérateurs Q^ ont des noyaux analytiques sur (Sa x A^) il nous suffit,
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d'après la proposition 4.3 de montrer que ces noyaux sont dans les classes
(C^ H G^ÇSaX Kh\ pour un réel s > 1 et pour tout w ç G.

Choisissons 0 et k complexes tels que la condition (3.12) soit satisfaite.
Prenons donc w C G et s €]!,(! - pY\ quelconques, et choisissons les
fonctions de troncature intervenant dans les équations qui définissent les
(f)aj et niaj dans la classe (C^nG5). Au vu de ces équations et des propriétés
d'analyticité des autres termes, il est clair que l'on peut écrire :

W(ô, k)Sa 2 = (Xl(^a, -^Pl^ ̂  ^a) + X2^a, -^WA, Xa, LJa))Xa^a)
pa| Pal

où les fonctions de troncature \\ et ̂  choisies ici dans (Cu, H G^-Sa), sont
de supports inclus respectivement dans les régions cos(cja, Xa) e]c^~, ĉ " + 6[
et cos(cJa,Xa) e]^ - ̂  cr^L et où les fonctions pi et p^ à valeurs dans
L^X") sont analytiques en uja' Ainsi au vu de la proposition 3.2 il vient en
utilisant les estimations de Cauchy :

\\W\^a)\\LW < C^a\e-^ (4.3)

sur le support de ^.
En remarquant que w ç G =^ ̂  <: C1-^ pour une constante C assez

grande il vient :
Ww^e^s^w^c^w^

WÇO,k)sa^ est donc dans la classe C^(Sa). De même on montre
que W(0,k)s^ est dans la classe C^(Kb) et par la même que
M2 G (3w(^aX lÏb)- On a déjà vu d'autre part qu'avec ce choix de tron-

0

cature que M^ e G'ÇSaX Kb).
Le terme M\ étant holomorphe en À il est clair que les résidus de 5a,/?(A)
sont identiques aux résidus de l'opérateur de noyau Ms et ont donc des

noyaux dans (C^ H G^^x À), a

4.2 Démonstration de (1)
Nous procédons ici de façon tout à fait similaire en montrant que le noyau
de S^W est dans toute les classes (C^ H G5)^) où fl = SaX Kb si a ̂  f3
et Ci = Sa x Sb {^a = M si a = /3.
Prenons donc un réel s ç]l, (l-p)"^ et une suite w de G fixés, et choisissons
les fonctions de troncature dans la classe ̂  H G5. Nous venons de voir
qu'avec ce choix de troncatures M^ e (Cw H G^SaX K^). Seul le terme Mi
reste donc à étudier. Nous distinguons là aussi les cas a = b et a ̂  b.
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• Cas a == b

Si l'on reprend la démarche suivie dans le paragraphe "prolongement de Mi"
on constate aisément qu'avec ce choix de troncature les termes LQ, L\ 1/2, et
2^3 si €a 7^ e^, qui sont définis par des intégrales absolument convergentes,
sont dans (Ç^ H G^ÇSa x Sa).

Seul le terme L^ dans le cas où 6^ = € p mérite un peu plus d'attention.
Prenons donc (û;a°, 6a°) un point de (Sa x Sa) donné et remarquons que pour
A réel, si a ^é. f3 ou si c^a0 ^ 0a°, on peut toujours choisir cr^ et 6 tels qu'il
existe un voisinage Cl de (ù;a°, Oa°), r = ±1 et v > 0 tels que :

Ç^ôa)e0 }
et ^ =^ TXa.{\f\ — €a(^a - \/A - 6/?^a) ^ ^|.Ta|

^a € SUpp(/3(A,.ra^a,^)) J

Ainsi ^(A, Xa^a^a) étant analytique en |.ra[ dans la région \Xa\ > R on
peut faire le changement de contour d'intégration y —>• (1 + îTe^(|î/| > R).
L'intégrale définissant L^ devient alors absolument convergente, et donne
donc un terme de (Cw H G5)^). D

• Cas a ̂  b

Dans ce cas l'expression (3.10) fait apparaître une intégrale absolument
convergente, les termes J<^i(A, rrfe, 0b) et J^a^(A, a'a, ù;a) étant pour leur part,

0

avec ce choix de troncature dans Cw H G^Kb) et C^ n G8 (S a) . Le terme
0

M\ est donc évidemment dans la classer H (^(SaX JCfc), ce qui achève la
démonstration. D



A. Appendice : Les ^boost-distorsions^ et
le problème à N corps.

L'outil que nous élaborons est en quelque sorte un prolongement,
ou plutôt une combinaison, des développements de Hunziker [Hu] et de
Combes et Thomas [Co-T], qui traitent respectivement des distorsions ana-
lytiques et des "boost-dilatations" pour les problèmes à N corps. Notre
développement ici est nouveau étant donné que l'on considère des "boost-
ers" légèrement différents de ceux de Combes et Thomas, et surtout qu'il
place dans le même cadre distorsions et "boost-dilatations".

Posons quelques définitions.
Définition A.l - PourO^k ç. JR, et toute fonction de troncature

X C C°°(X,]R^) vérifiant :

J W-x(y)\< \x-y\ Vrc^ex
\ x{x) = 1 \/\x\ > W VA•1 /

nous définissons :
1) L'opérateur de distorsion UQ par :

. f L\X) -^ L\X)
" { ^ { x ) -^ Js(x)^(x+0xx(x))

où Je(x) est le Jacobien de Inapplication x —> x + Ox^Çx).
2) L ̂ opérateur de boost-distorsion W (0, k) par :

mek^^^ ^ Lw
"^^'{^x) -^ e-^W^x)
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Pour \0\ assez petit Ûe et W(0^k) sont des opérateurs unitaires.

Définition A.2 - Nous notons F l'ensemble des fonctions entières de c"
qui sont des 0(e~ot^ ), a > 0, dans un cône de la forme
{z ç. c" ||Jm^[ <, c{Re(z))} et nous définissons l'ensemble A par :

A := {(f) e L^ÇX) 1 (j){x) = f(x) pour une fonction f G F}

Nous énonçons alors le théorème suivant :

Théorème A.3 - Sous les hypothèses (H), pour toute fonction \ véri-
fiant les conditions (A.l) :
(i) La famille d'opérateurs HW == W(ô, k)HW(0, k)~1 se prolonge hoîomor-
phiquement pour 0 etk complexes, \0\ assez petit, et définit alors une famille
holomorphe de type A, de domaine H0'2.
(ii) o'd(Hw) est indépendant de la fonction \.
(iii) o~e(Hw) le spectre essentiel de HW est inclus dans :

S=Ua{^W)+————^P(k)}

où P{k) est le paraboloïde d'équation :

{Im(z))2 ^ ^c\Re(z) + c2) ; c = (Im(k))

(iv) L'intersection du spectre essentiel de HW et de l'axe réel est incluse

dans : T n\ T n\^KI- '̂O
(v) Pour toutes fonctions ̂  , (f) G A la fonction g ̂ ^(z) = (^, (z - H)~1 (f)) ̂ {x)
s'étend méromorphiquement de {z ç. c \ Im(z) > 0} à c\S et l'on a :

o-d(Hw) = U^,^A{ pôles de g^,^{z)} (A.2)

Explicitons ces résultats :
Remarquons tout d'abord que ce théorème englobe à la fois les cas des

dilatations analytiques {k = 0 et x = 1)^ des boost-dilatations (x = 1), et
des distorsions analytiques (k = 0).

Pour que ces résultats soient utilisables dans la pratique il convient de lo-
caliser le spectre essentiel. Cela est fait grâce au point (iii) du théorème, qui
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montre que le spectre essentiel de l'opérateur Hw est constitué d'un ensem-
ble de paraboloïdes d'axes parallèles à la droite Im(z) = -lIm^RetzY
et d'ouverture proportionnelle à Im(k). En particulier lorsque k = 0, cela
devient un ensemble de demi-droites, et l'on retrouve dans le cas \ = 1
les résultats bien connus sur les dilatations analytiques et le problème à N
corps.

Le point (iv), qui n'est qu'une conséquence directe du (iii) mérite tout de
même une attention particulière. Lorsque l'on fait tendre Im(k) et Im(0)
vers zéro les paraboloides s'aplatissent et prennent une orientation plus
proche de l'axe réel. Si en plus on maintient constant le rapport Lm^ et

- - llTl\U)

que l'on s'intéresse à l'intersection du spectre essentiel de Hw et de l'axe
réel on constate que les deux effets se compensent, et que cette intersection
tend vers l'ensemble :

".eW.+l»,(^)']}
Ainsi on voit qu'un point A de l'axe réel n'est pas dans le spectre essentiel
si Im(k) est assez petit et si \I/^jl\ < ^/d(\) où d(\) est la distance en-
tre À et le premier seuil qui lui est inférieur. Notons au passage que cette
dernière condition est exactement celle que l'on obtient pour que l'opéra-
teur ^(x.Dx + D^.x) — ^^-{a') soit conjugué au Hamiltonien, au point A,
au sens de Mourre [Sk].

Pour effectuer la démonstration du théorème nous avons besoin de
quelques résultats préliminaires.

Lemme A.4 - Pour toute fonction \ vérifiant les conditions (A.l) nous
avons :
(i) Pour tout (f) ç. A l'application :

{ (M) ^ W{ô,k^

\ [\0\ <V2}xc -^ L\X)

est analytique.
(ii) Pour chaque couple (O^k) ç. {\0\ < \/2} x c l^ensemble W(0^k)A est
dense dans L^ÇX).

On trouvera la démonstration de ce lemme dans l'article de Hunziker [Hu,
Théorème 3].
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Introduisons la partition de l'unité construite dans [Gr], (ja)açA^ indexée
sur les l'ensemble des décompositions, qui a les propriétés suivantes :
1) Va G A^ ja € C^^X^JR^) et les dérivées de ja sont bornées.
2) Eaç.0a(^) = 1
3) 3 CQ, C\ telles que sur le support de ja '•

1 ^ 1 ^ CQ et |̂ | > Ci \/b(^a

Définitions A.5 - Pour toute décomposition a et tout 6 < 1 on pose :

qa(x) = ̂ ^

^-(î^^4-^^^

Ra(z) = qa{HaW - z)~1

Qa(z) == qa(HaW - z)~\HaW - Hw}

où Von a noté Hw l'opérateur Hw pris dans le cas particulier ou \ = 1.

Lemme A.6 - (i) Pour tout complexe k le spectre essentiel de l'opérateur
(Dx+k-f^Y, opérant sur X = JR13, est inclus dans le paraboloide P(k) défini
dans l'énoncé du Théorème A.3.
(ii) (Dx + ̂ •n')2 est un opérateur strictement m-sectoriel, au sens de Kato
(Cf [Ka] V.3.10 pour la définition).

Démonstration du lemme A.6 :
L'opérateur (A. + k—Y est l'opérateur pseudo-différentiel de symbole

de Weyl P{x^) = {f, + k-^Y. Notons que :

Hr'2 àfiP(^0^((02^+^)

Pour z G c\P(A;) on définit P,(x^) = p^_, qui est dans la classe

SW}~\ ̂  + ̂  car \P(x^) -z\> C{^. On écrit :

Opw({P(x, P,)) - ̂ Op^P;^ D,)) = 1 + Opw{R^x, D,)) (A.3)

où R,(x, 0 est un symbole de classe S(^^, -^ + ̂ ). L'opérateur associé
est donc compact (Cf [Ho], tome III, théorème 18.6.6). On peut de plus,
en estimant les semi-normes de P^rr,^), vérifier que pour tout secteur F
contenant P(fc) il existe une constante C telle que :

z e c\F ̂  ||Oj/Wrr,D,))||^) <$ Cdist(^r)-1 (A.4)
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Ainsi pour z ç. JR et -z » 1 l'opérateur (l+Opw(R,(x, D^))) est inversible
et le théorème de Fredholm nous permet d'affirmer au vu de (A.3) que
[(Dj; + ^/^y)2 ~ z ) es^ une fonction méromorphe sur c\P(k).

Montrons maintenant (n).
L'ensemble P(k) étant un paraboloïde d'axe 2R, pour tout 0 > 0 on peut
choisir, au vu de (A.4) un secteur :

r.o^ = {^ e c | Arg(^ - zo) ̂  0}
tel que :

z e c\r^ô ̂  ||W^A.))|kw ^ \
Ainsi d'après (A.3) pour z ç. JR^ z < ZQ :

IKo^ap^^,))-^)-1!! ̂ IIO^P;̂ ,))!! <^2CQ\z-zQ\-1

et l'opérateur (Da. + ^T^v)2 es^ m-accrétif au sens de Kato.
Pour monter qu'il est sectoriel nous remarquons que pour tout u tel que

( D Ï u ) e L 2 :

l((.D, + k^)\u)^ - II^Hi^l < |Â;|2 + \k\\\D^w

et donc que le "numerical range" de {Dx + ^/fy)2 est inclus dans le
paraboloïde :

{z e c | 3f e JR tel que [z - ̂ |2 < |Â;|2 + \kt\}

et par là même inclus dans un secteur d'angle aussi petit que l'on veut. D

Lemme A.7 - (i) Les opérateurs Ra(z) et Qa(z) sont analytiques sur
c\5.
(ii)Qa(z) est compact pour tout z G c\S
(ni) lim ||Qa(^))|| == 0

Re{z)—>—oo

Démonstration du lemme A. 7 :
Pour le premier point il nous suffit de montrer que o-e{Haw) C 6'. Pour

cela écrivons :

^^(^^y)2^"^^
Chacun des opérateurs (^(A., + ^^y)2 et H§ étant strictement m- sec-
toriel on a :

^H^ = (n1^^" +&^2) + ̂ Ha9)
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Le spectre de (H^) est bien connu et s'écrit :

^W) - ̂ W) ̂ ^{ad{Hbe) + (TH^
D'autre part le spectre essentiel de (2^ + ^(^))2 est l̂118 ^•8Lns 1e

paraboloïde P(A;) d'après le lemme A.6. Comme 'PÇk) + iR4- = P(k) on
obtient effectivement (TeÇHaw) C 5'.

Pour montrer que Qa(z) est compact on calcule :

(1 + ô}\HaW - Hw) = k(^ - ̂ )xa.D^ - k^D^ + sym

+^W((^-^)+^
+(1+^)2J,((1+^)

d'où l'on en déduit que (Haw - z^qaÇHaw - Hw) est compact. Nous
écrivons alors :

Qa(z) = (HaW - Z^qaÇHaW - Hw)

+((HaW - zY^HaW^a}} X {{HaW - z)-\HaW - Hw))

ce qui ne fait apparaître qu'une somme d'opérateurs compacts.
Enfin pour montrer le point (ni) nous écrivons pour \o » 1 :

(HaW - z)-\HaW - Hw) = {{HaW - z)-\HaW + A()))
X {(HaW+^)~\HaW-Hw))

et il apparaît clairement que lim^)-^-oo ̂ (HaW-z^ÇHaW-Hw)^ = 0 . n

Démonstration du théorème A.3 :
Pour montrer (i) nous écrivons :

Hw = W(ô, k)D^W(0, k)-1 + V((l + Ox(x))x)

Le terme V((l + ôx{x))x) a, d'après les hypothèses^), une extension
holomorphe en 0 et est borné. Quant à l'opérateur W(ô, k)D^W(0, k)~1,
c'est un opérateur différentiel du second ordre, holomorphe en 0, de symbole
principal : ^

p(x^)=(A(x)(^k—Y^+k—))
\x/ V^/

où A(x) = B(x)-\ B{x) = VJ et J = 1 + Ô^X- (Cf [Hu]).
Pour 0 assez petit on a :

\p(x^)\>C\^\2
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de telle sorte que le domaine de W(0^ k)D]W(ô^ k)~1, et par conséquent
celui de Èw, est égal à celui de D^, indépendamment de 0 et k.

Pour démontrer les points (n) à (z?) nous reprenons le schéma classique
de la démonstration que l'on trouve par exemple dans [Ba-Co] et [Hu].

La principale difficulté consiste à localiser le spectre essentiel de Hw-
Pour cela nous procéderons en deux temps : nous montrerons tout d'abord
que le point (m) du théorème tient dans le cas % = 1, puis nous en déduirons
le cas général.

Dans le cas \ = 1 nous calculons :

(Hw-z)-1 = ^açAqa(Hw - z)-1

= (^aeAQa(z))(Hw - Z)-1

+T.açARa(z)

et le lemme A.7 nous permet d'affirmer que (Hw — z)~1 est méromorphe sur
c\5, et ainsi que (Te(Hw) C S. Intéressons-nous maintenant au cas \ -^ 1.
Pour éviter toute confusion nous utiliserons la notation Hw pour le cas
\ = 1 et HW pour le cas \ -^ 1 .

Posons alors pour tout z ç. p(Hw) H p(Hw)\S :

RwÇz) = (Hw - z)~1 ; Rw(z) = {Hw - z)~1 et Kw = Rw{z) - Rw(z)

Nous avons :

KW = RwÇ^ÇHw ~ Hw) — RW^)

= Rw{z)(V((l + 0)x) - y((l + Ox{x))x))Rw(z)

+Rw(z)(W{0^ k)DlW(0, k)-1 - W(0^ k)DïW(0^ k)-^Rw{z)

Le premier terme de cette expression est compact car
Y((l + 0)x) — V((l + ô\(x))x) est un potentiel à support compact.
Quant au deuxième terme il est aussi compact car l'opérateur
W(6, k)D^W(0, k)~1 - W(0,k)D^W(0,k)~1 est un opérateur
différentiel de second ordre de symbole principal
((A(.r) -!)($+ k-r^), (^ + k-r^)), et A{x) - 1 est à support compact. Nous
constatons ainsi que Kw est toujours compact. D'après le " Strong Spectral
Mapping Theorem" [R-S] :

Oe(Rw(z)) C {-1—— ; t G <7e(Hw)} U {0}
1 Z

et ainsi :
cre(Rw(z)) C G, avec G, := {——— ; t E S}
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Pour z ^È S l'ensemble Gz est borné et son complémentaire, c\Gz est con-
nexe. L'opérateur :

Bw(t) = Kw(Rw{z) - t)~1

est compact, méromorphe en t sur c\G^. Pour |fo| assez grand {Rw{^)-k)~1

existe et ((jR^O) - ^o)(-Rw(^) - ̂ o)"1)^ + ^(^o)) = 1- Ainsi d'après le
théorème de Fredholm nous savons que (1 4- Bw(t)) est méromorphe sur
c\G^, et par là même que :

(Te(Rw^)) C G,

Utilisant à nouveau le " Strong Spectral Mapping Theorem" il vient :

^r~z; l e aew} c Gz = {^; ̂ s}

et pour finir (Te(Hw) C S, ce qui achève la démonstration de (ni), et de
(w), qui en est une conséquence directe.

Démontrons (v).
Pour 0 et k réels l'opérateur W(ô, k) est unitaire de telle sorte que nous
avons encore :

9^{z) = (W(0, i)^, (àw - zY'W{ô, kW^W (A-5)

D'après (i) et le lemme A.4 cette expression, à z fixé, se prolonge holomor-
phiquement en (0,k) sur un domaine {\0\ <, ç} x {k ç c}. De plus étant
constante sur le réel, elle est constante sur tout le domaine d'analyticité et
l'expression (A.5) reste valable pour 0 et k complexes.

Fixons maintenant 0 et k, complexes, les points (%) et (m) nous permet-
tent d'affirmer que (A.5) s'étend méromorphiquement en z sur C\S, et que
ses pôles sont des valeurs propres de HW

II ne nous reste donc plus qu'à montrer que :

(7d(Hw) C U^eA{ pôles de g^(z)} (A.6)

Pour cela prenons un élément X de (Td(Hw) et notons Qo le résidu d'ordre 1
de (Hw - ̂ -1 au pôle z = \. L'ensemble W(0, k)A étant dense dans ^(X),
d'après le lemme A.4, nous pouvons choisir ^ et (f) dans A tels que :

(W(0,k)îl;,QQW(0,k)(t))^Q

Le point z = A est alors un pôle de g^(z) et nous avons montré (A.6).
Enfin remarquons que le point (n) du théorème est une conséquence de

(A.2), étant donné que les fonctions g^,^(z) sont définies indépendamment
de la fonction ^ . 0
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