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INTRODUCTION

L’objet principal de ce travail est ’étude des produits croisés introduits
par Anzai [An], c’est-a-dire les transformations Ty, : (z,y) — (2 + a,y + ¢(z))
définies sur X2 out X est le tore R/Z de dimension 1 muni de sa mesure de
Haar p, olt z — z + a est une rotation irrationnelle sur X et ¢ une application
mesurable, appelée cocycle, de X dans lui-méme. Le probléme de coalescence
de ces produits est étudié dans [Le-Li] et plus récemment dans [Kw-Le-Ru].
Il s’agit de déterminer si toute transformation de X? (mesurable, conservant
la mesure de Haar) qui commute avec T, est inversible (cas coalescent). Bien
que des exemples de produits de Anzai non coalescents soient construits dans
[Le-Li), il apparait que la propriété de coalescence soit la regle. Clest le cas
des cocycles uniformément lipschitziens de degré d’enlacement non nul, étudiés
dans [Fi 1 ], [Le-Li]. C’est aussi le cas de certains cocycles en escalier [Le-
Li]. Nous présentons ici une classe plus large de cocycles donnant des extensions
coalescentes et nous étudions le probléme de coalescence pour les auto-couplages
infinis. L’article est divisé en deux parties.

Dans la premiére partie, la section 1 fait I’analyse d’un ensemble d’invariants
pour les classes d’isomorphie. Le premier d’entre eux est un semi-groupe
mesurable de X, représentatif de ’ensemble de tous les endomorphismes des
produits directs T, x7 ol 7 parcourt les rotations du cercle. Les invariants
suivants traduisent des propriétés spectrales de l'isométrie associée a T, dans
Pespace L?(X?). Le plus important est le nombre S,(T) := limsup,q_¢ [7(g)]
ou v est la transformée de Fourier de la mesure spectrale v associée au
caractére (z,y) +— exp(2wiy). Les deuxiéme, troisiéme et quatrieme sections
sont consacrées aux cocycles ¢ absolument continus. »

Lorsque ¢ est de degré topologique nul, il peut se définir comme la réduction
modulo 1 d’une application f : R — R continue, périodique de période 1. Les
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propriétés fines de régularité de distribution de la suite n — na jouent ici un réle
de premier plan. Elles permettent de montrer que si f est absolument continue
et fol f(t)dt = 0, alors la suite des applications f(9) := f + foT +--- 4 foT97!
converge uniformément vers 0 quand ¢ parcourt la suite des dénominateurs des
convergents de a. Lorsque f est de classe 114, 0 < § < 1, nous déduisons
de cette étude que f est un cobord additif pour un ensemble de nombres
irrationnels @ de mesure 1, généralisant un résultat de [He-La]. Toujours pour
¢ de degré topologique 0, quelle que soit la rotation ergodique T': z — z + a,
la transformation T, est rigide, de type spectral maximal singulier et plus
précisément de Dirichlet.

Lorsque le cocycle ¢ (absolument continu) est de degré topologique non
nul, il est ergodique pour toutes les rotations irrationnelles T. Ceci généralise un
résultat de H. Fiirstenberg [Fii 1] sur les cocycles uniformément lipschitziens de
degré non nul pour lesquels nous obtenons S (T) < 1. Notre méthode consiste
a montrer que, pour cette classe de cocycles, il existe un temps mélangeant dans
l’orthocomplément du sous-espace engendré par la rotation. De plus, aucune de
ces extensions ne peut étre spectralement isomorphe a une quelconque extension
donnée par un cocycle (absolument continu) de degré nul. Nous calculons les
invariants introduits dans la premiére section. Nous sommes aussi en mesure
d’affirmer que la construction d’extensions non coalescentes dans [Le-Li] ne peut
pas étre réalisée, & un isomorphisme pres, par des cocycles absolument continus,
quel que soit le degré. De maniére plus précise, on ne peut pas modifier le
cocycle non coalescent construit dans [Le-Li] par un cobord mesurable f (i.e.,
de la forme f : £ — g(z +a)—g(z), g mesurable), pour obtenir un cocycle ¢ + f
absolument continu. Nous rappelons & cet effet que suivant un résultat de [Ko]
(voir aussi [Ru 2]), la classe de cohomologie de tout cocycle contient un cocycle
continu.

La derniére section porte sur les cocycles en escalier. Les invariants intro-
duits permettent de montrer que les cocycles absolument continus et les cocycles
en escalier appartiennent a des classes distinctes de cohomologie. Les propriétés
spectrales dépendent des propriétés d’approximations diophantiennes de la ro-
tation. On donne une condition simple entre o et un cocycle en escalier ¢ pour
que celui-ci ne soit pas un cobord. Lorsque a est & quotients partiels bornés, un
renforcement de la condition précédente entraine que T, n’est pas rigide et les
rotations qui se relevent dans le commutant de T, ont un ordre, modulo Za,
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borné. Lorsque a admet un développement en fraction continue & quotients par-
tiels non bornés alors le type spectral maximal de T, est une mesure de Dirichlet
(ce qui généralise un résultat de Anzai [An]).

Dans la seconde partie, nous examinons l’ensemble des auto-couplages
infinis pour les produits de Anzai. Notre but est de démontrer que la méthode
de construction de produits de Anzai non coalescents présentée dans [Le-Li
est essentiellement différente des autres méthodes connues. Le probléme que
nous avons & l'esprit (posé par Ya. G. Sinai [Si] en 1963) est de déterminer
des transformations faiblement isomorphes qui ne soient pas isomorphes. Les
constructions de “machines a exemples”, données dans [Ru], [Th], [Ju-Ru], [Le 1],
[Ga-Le-Me], [Le 2], consistent & déterminer un automorphisme ergodique 7 ayant
la propriété suivante :

Il existe deux auto-couplages infinis ergodiques de T qui déter-
(FI)  minent des systémes dynamiques faiblement isomorphes mais
non isomorphes.

Récemment, A. del Junco et Lemanczyk [Ju-Le] ont montré que la propriété

(FI) est générique.

Une premiére question naturelle se pose :

Question 1 : Un automorphisme ergodique & spectre partiellement con-

tinu posséde-i-il la propriété (FI)?

La section 1 de cette deuxiéme partie apporte une réponse négative sous la forme
suivante : tout auto-couplage d’un automorphisme quasi-discret est coalescent.
Cependant, on peut construire des extensions de Anzai admettant un auto-

couplage infini non coalescent mais dont un facteur naturel est quasi-discret.

Les sections suivantes ont pour point de départ une autre question naturelle

lié & (FI) :

Question 2 : Un automorphisme ergodiqgue non coalescent peut-il se
représenter comme un auto-couplage co—essentiel (voir
définition d la section 0.2) ?
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Ici encore, la réponse est négative. Elle fournit ’occasion d’introduire deux
invariants nouveaux jd(7) et chl(7) liés a la possibilité de représenter ’automor-
phisme ergodique 7 comme un auto-couplage d’un de ses facteurs stricts. Nous
examinons ici le cas des produits croisés ergodiques 7, : ' x G — I’ x G,
extensions d’une rotation 7 : T' — T (T, G groupes abéliens, métrisables,
compacts). Cette étude fait appel & la correspondance univoque entre les facteurs
€ de 7, et les couples de groupes compacts (H(E), Hop u(E)) ot H(E) est un
sous-groupe de G et H, x(€) un sous-groupe dans le commutant du facteur
naturel Teue) déterminé par le passage au quotient I'xG — I'x(G/H(£)). Cette
correspondance a été étudiée notamment dans [Ve], [Ju-Ru] et [Le-Me]. Elle est
reprise dans la section 2 et améliorée. Une premiére application (section 3) est
donnée dans le cas d’extensions 7, dont les facteurs naturels sont deux-a-deux
non isomorphes. Lorsque les groupes T' et G sont de la forme X?xF, ou F
est un groupe abélien fini, on obtient comme autre application (section 4) que
toute chaine croissante de facteurs de 7, est stationnaire. La derniére section est
consacrée au calcul de ces invariants pour les extensions de Anzai déterminées
par des cocycles absolument continus ou en escalier. Le sous-groupe des points
de torsion dans le commutant joue un réle essentiel.

Ce mémoire a été préparé au cours de la visite du troisiéme auteur &
I’Université Copernicus de Toruri en Mai 1989 et s’est poursuivi pendant le séjour
du second auteur & I’Université de Bourgogne a Dijon, en septembre 1989 puis &
I’Université de Provence en janvier - février 1990. Les auteurs sont reconnaissants
a F. Parreau pour leur avoir signalé une erreur de démonstration et remercient le
Referee pour ses corrections et suggestions qui ont permis d’améliorer I’ensemble
de ce travail.
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0.1. NOTATIONS ET RAPPELS

Commutant et automorphismes coalescents

Soit 7 : ) — Y un automorphisme d’un espace de Lebesgue ) := (¥,C, v).
Le commutant de 7 est, par définition, le semi-groupe des endomorphismes de
7, t.e., des transformations C—mesurables S : ¥ — Y, qui commutent avec
T et préservent la mesure v. Le commutant de 7, noté C(r), sera muni de
la topologie faible des transformations qui en fait un semi-groupe métrisable
séparable complet. La convergence d’une suite (S, )n vers S pour cette topologie

étant définie par
YVAeC, liT v(S;TAASTIA) = 0.

L’ensemble des éléments inversibles de C(r) forme un groupe noté Ci(7).
En suivant [Ha-Pa] et [Ne 1], 7 est dit coalescent si Ci(7) = C(7). Un
automorphisme 7; d’un espace de Lebesgue Yy = (Y7,C1,v1) est appelé un
facteur de 7 suivant une application mesurable f : YV — )i si miof = for
et v = vof~l. Le facteur 7; s’identifie avec la sous-o—algeébre T—invariante
€ = f71C1) et se note encore 7,. Les automorphismes 7 et 71 sont dits
1somorphes si, dans la définition précédente de facteur, on peut trouver f
inversible (d’inverse mesurable).

Remarque 0.1. Les égalités ou relations entre ensembles, fonctions, transforma-
tions et o—algebres sont supposées vérifiées en dehors d’ensembles de mesure
nulle (la mesure en question étant déterminée par le contexte).
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Remarque 0.2. Notons que 7 est coalescent si et seulement si aucun facteur 7,
n’est isomorphe & 7 dés que £ est une sous-o—algebre invariante distincte de C.

Il en résulte donc :

(0.1) Si T est coalescent, alors tout facteur faiblement isomorphe a 7
est en fait isomorphe a 7.

Type spectral, temps rigide et temps mélangeant

Un automorphisme 7 de (Y,C,v) induit un opérateur unitaire U, : f —
for sur L(Y,v) (de produit scalaire noté (:|-)). Soit LZ(Y,v) le sous-espace
orthogonal & lespace des constantes. A toute application f : ¥ — C dans
L%(Y,v) nous associerons sa mesure spectrale o5 définie sur le tore multiplicatif
S (ou cercle) par

B5(n) i= [ 5"dog = @A)

Il est bien connu qu’il existe une application fo € L3(Y,v) telle que pour toute
f € Li(Y,v)ona oy, > oy. Le type spectral de oy, (i.e., sa classe d’équivalence)
ne dépend pas du choix de fy, il est appelé type spectral mazimal de 7. Le groupe
des valeurs propres de U, est noté Sp(t).

Une suite strictement croissante d’entiers naturels {ry)x sera dite temps
rigide pour 7 si la suite (77¢ ) converge vers l'identité pour la topologie faible.
Soit E un sous-espace U,—invariant dans L3(Y,v). Nous dirons qu’une suite
strictement croissante d’entiers naturels (m)r est un temps mélangeant pour 7
sur E si:

VfEE, lim UMflf)=0.

lim
k—+4o00
Rappelons qu’une mesure o de probabilité sur le cercle de transformée de
Fourier @ est dite de Dirichlet si limsup,,_, ., |G(n)| = 1. Notons que si 7 admet

un temps rigide, alors son type spectral maximal est donné par une mesure de
Dirichlet.

Cocycles et produits croisés

Pour tout groupe compact I', on note Br la o—algebre des parties
boréliennes de I' et pr la mesure de Haar normalisée. Pour simplifier, on
notera simplement B et u si le contexte le permet sans ambiguité. Soit 7 :
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(T, B,u) — (T, B, 1) une rotation ergodique sur un groupe monothétique com-
pact ' (p = pr et B = Br). La loi sur I’ sera notée additivement. Alors
C(r) = {y— v+a; a € T'} [Ne 2]. Soit G un groupe abélien compact métrisable,
de loi notée additivement. Une application mesurable ¢ : I' — G sera dite un
G—cocycle. On associe a ¢ le produit croisé 7, : (FxG,E,/l) — (FxG,g,ﬁ)
défini par

(0.2) To(7,9) := (77,0(7) + 9)

ol B est la o—algebre produit BRBg et fi := u®ug. Dans le cas particulier ot
I' := X (le tore) et G = X, on retrouve le produit croisé de Anzai [An).

Un G—cocycle ¢ est dit un 7—cobord s’il existe une application mesurable
f : X — G telle que ¢ = for — f. Deux G—cocycles ¢, 1 sont dits
T—cohomologues si leur différence est un 7—cobord. Notons que si ¢ et 3 sont
T—cohomologues, alors les produits croisés donnés par (0.2) sont isomorphes.
Un G—cocycle ¢ est appelé 7—quasi-cobord s’il existe une constante ¢ € G et un
G—cocycle f tels que
w=c+ foT — f.

Toute extension en groupe de la forme (0.2) admet une famille particuliére
de facteurs BH appelés facteurs naturels définis pour tous les sous-groupes fermés
H de G de la maniére suivante :

BY.={AeB;VheH, 6, (A) =4}
ot l'on a noté 6 'automorphisme (v, g) — (v,9 + h).

Un automorphisme (0.2) n’est pas nécessairement ergodique. Classique-
ment, on a ([An], [Pa 2]) :

(0.3) T, est ergodique si et seulement si pour tout caractére non trivial
X le X—cocycle xop n’est pas un 7—cobord.

Le commutant de 1,

Deux G—cocycles ¢ et 1 définis sur I" sont dits équivalents s’il existe .S dans
C(7) et un automorphisme continu v du groupe G tels que le cocycle oS — voyp
soit un 7—cobord, i.e., s’il existe une application mesurable f : I' — G telle que

LpoS—‘Ua’(,b:foT—f.
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Notons que dans ce cas, la transformation définie sur I'xG par

(0.4) S1,0(7,9) := (57, f(7) + v(9)),

détermine un isomorphisme de 7, sur 7. En fait (voir [Ne 2]), si ¢ et ¢ sont deux
G—cocycles ergodiques (i.e., si 7, et T sont ergodiques) alors tout isomorphisme
S de T, sur Ty, est de la forme (0.4). En particulier, dans le cas ergodique, ¢ et
1 sont équivalents si et seulement si 7, et 7y sont isomorphes. Lorsque ¢ = 1 et
o ergodique, les éléments S du commutant de 7, ont été décrits dans [Ne 2]. Il
sont aussi de la forme (0.4), mais cette fois-ci, v : G — G est un épimorphisme
continu de groupe. Ainsi, Sy,, € C(7,) si et seulement si ’équation fonctionnelle

(0.5) @oS —vop = for — f

est satisfaite. Nous dirons que S dans C(7) se reléve dans le commutant C(7,)
s’il existe f : T' — G mesurable et un épimorphisme continu de groupev : G — G
solutions de (0.5). Notons au passage que Sy, est inversible si et seulement si v

est inversible.

Cocycles sur le cercle

Supposons maintenant que ’on ait une rotation irrationnelle T : ¢ — z 4+«
sur le tore X. Dans la suite, X sera identifié a l'intervalle [0,1] par I’application
t — t+ Z, la topologie compacte sur [0,1] étant donnée par la distance d définie
par d(u,v) := ||lu — v|| avec [|t|| := min{|t — m|; m € Z} pour tout ¢ € R. La
mesure de Haar u correspond sur [0,1] & la mesure de Lebesgue. L’identification
de X avec [0,1] définit un ordre total sur X. Si v < u dans X, on posera
[u, v[:= [0, v[U[u, 1] (et [u,1[= X \ [0, u[). Choisissons également G = X. Un X~
cocycle ¢ : X — X sera alors simplement appelé cocycle. De méme un T'—cobord
(resp. un T—quasi-cobord) sera dit un a—cobord ou simplement cobord (resp.
un a—quasi-cobord, ou quasi-cobord). Les facteurs naturels de T, sont ici tous
de la forme T}.,, avec k € Z.

Pour tout cocycle ¢ et tout entier n > 1 posons

o™ =+ @oT + - + T,
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e = 0 et p(-™ ;= —p(MT—", Lapplication ® : ZaxX — X définie par
®(n-a,z) := (™ (z) est un cocycle sur ZaxX & valeurs dans X au sens usuel,

auquel est associée la représentation unitaire n — V,, de Z donnée par
an() = exp(27ri<I>(n-a, '))f°T, (f € L2(x) ﬂ))

De nombreux auteurs ont développé et généralisé cette notion (voir notamment
([Hel], [Pa 1, 2], [Sc]). Notons simplement que le relévement mesurable d’un
sous-groupe I' de X dans C(T,,) correspond & I’extension du cocycle @, étudiée
par Helson [Hel]. Plus précisément, si un sous-groupe mesurable I' de X se
releve dans C(T,) suivant un homomorphisme F : T' — C(T,) tel que F(y)
soit représenté sous la forme (z,y) — (z + v,y + f4(z)) avec F(a) = T, et
I'application ¥ : (y,z) — f,(z) mesurable, alors ¥ est un cocycle sur I'xX,
extension de ®. Réciproquement, tout cocycle ¥ : I'xX — X extension du
cocycle @ s’obtient de cette maniére. En effet, par définition, ¥ est mesurable

et vérifie la relation des cocycles
V(o +7,2) = ¥(a,z) + ¥(y,2 + @),

de sorte que F, : (z,y) — (z + 7,y + ¥(%, z)) est dans C(T,). L’égalité (0.5) se
traduisant ici par la relation ®(a,z +7v) — ®(a,z) = ¥(y,z + ) — ¥(7y,z) et le
relevement de T se faisant par y + F.

Les résultats suivants sont bien connus et faciles a établir :

Si un cocycle ¢ : X — X est un cobord, alors pour tout £ > 0
on a

(0.6)
lim p({z € X; |exp(2mip™(z) = 1| > e}) = 0.

mod 1

Si un cocycle ¢ : X — X est un quasi-cobord, alors il existe une
suite (an)n de nombres complexes de module 1, telle que pour
(0.7) tout £ > 0 on ait

lim p({z € X5 |exp(2mig!™(2) — an| > €}) = 0.

mod 1
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Nous dirons que le cocycle ¢ est faiblement mélangeant s’il est ergodique
et si Sp(T,) = Sp(T). D’aprés [An] (voir aussi (0.3)) on a la caractérisation
suivante :

(0.8) exp(2mic) € Sp(T,) <= 3n € Z,n-¢ — ¢ est un cobord.

D’apres [Ko], [Ru 2], tout cocycle ¢ : X — X est cohomologue & un
cocycle continu. Supposons donc ¢ continu, il existe alors un relévement continu
% : R — R de ¢ dont la restriction & [0,1] est encore notée @. On fixe $ en
choisissant $(0) € [0,1[. Par construction

(1) #(1) - ¢(0) € Z,

(i5) (8) = () »

(0.9)

ou’on aposét=t+7Z,t e R (rappelons que [0,1 est identifié au cercle tandis
que [0,1] est l'intervalle fermé). Nous utiliserons aussi les notations || (resp.
(t)) pour la partie entiére (resp. fractionnaire) de ¢. L’entier d(y) := @(1) — $(0)
est appelé le degré de ¢. En général, d(¢) n’est pas invariant par isomorphisme
puisque d’aprés [Ko, Thm 8] on peut trouver pour chaque cocycle un cocycle
cohomologue continu de degré donné. Cependant, une condition de régularité
plus forte que la continuité sur ¢ peut changer completement la situation de sorte
que le degré joue un rdle important (voir [Fi 1]) et peut servir & caractériser
complétement le commutant [Le-Li] de certains produits croisés de Anzai.

Il est intéressant de regarder T, comme la réduction modulo 1, suivant
I’homomorphisme (z,t) — (z,t), du flot cylindriqgue Ty : (z,t) — (Tz,t+ 3(z))
défini sur (XxR,h) ol A = p®A, X désignant la mesure de Lebesgue sur R.
Il en résulte que si Ty est ergodique, il en est de méme de T,,. D’autre part, si
3(t) = f({t + @)) — f({t)) pour une application mesurable f : [0,1] — R, alors
¢ est un cobord. Notons que le classique théoréme de KKolmogorov-Siegel [Co-
Si-Fo] ne concerne que les R-extensions Ty de rotations irrationnelles T par des
cocycles v : X — R différentiables et non pas des applications différentiables de
[0,1] dans R. Pour a & quotients partiels bornés, ¥ est un T-quasi-cobord des
que v est suffisamment régulier (cf. [Co-Si-Fo], partie IV).

Nous dirons qu’un cocycle ¢ : X — X est uniformément lipschitzien (resp.

absolument continu) si 5 l'est. Nous dirons que ¢ est en escalier s'il existe une
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suite finie de points 0 < z; < -+ < zx < 1 et des constantes A;,..., A; dans
X, telles que

21,20 = Ay, oo, I Ag-1, Pl enyal = Ag.

Un cocycle ¢ : X — X est dit affine s’il est de la forme ¢(z) :=nz+¢,n €2
et c € X.

Les notations et définitions propres a la deuxiéme partie sont renvoyées a
la section (0.2).






1.1. PREMIER ENSEMBLE D’INVARIANTS

Le semi-groupe MT ,(T)

Soit T une rotation irrationnelle z +— z + a du tore (X,B,pu) et soit
v : X = X un cocycle. Soient T; : (z,y) — (z + Bi,ni-y + fi(z)) 1 = 1,2, deux
éléments du commutant de T,. Il existe alors ([Le-Li], Lemma 2) une constante
¢ := ¢(f, B2) telle que L1085 = 008505, avee O, : (z,y) — (z,y + c¢). Cette
relation se traduit par I’équation fonctionnelle

filz + B2) — na-fi(z) = falz + A1) — ny1-fo(2) + c(f1, B2)-

Il est donc naturel de considérer les endomorphismes & de (X, 1)? qui vérifient
une relation de quasi-commutation de la forme TyoX = §.0X0T,. Remarquons
qu’alors T est un facteur de T, suivant moX (o w; désigne la premiere
projection X2 — X). L’action de © sur la premiére coordonnée correspond
donc, si T,, est ergodique, a une rotation z — z + . Introduisons le sous-groupe
fermé I' de X engendré par c et soit p. la rotation ergodique z +— z 4+ ¢ sur I
La transformation $* définie sur X x T’ par ©*((z,y),2z) := (8.0Z(z,y), 2) est
dans le commutant de T, x p.. En effet,

(Tp % pe)eZ*((z,y),2) = ((Tyo,0Z)(z,y),z + ¢)
= ((92+C°(E°T¢))(my y), 2+ C)
= E*(T‘P(z» y): z+ C) = E*"(TP X pc)((IE, y)7 3)'
Ainsi, il existe 8 € X, un entier non nul n et un cocycle f : X — X, tels que

*((z,y),2) = ((z + B,ny + f(z) + 2), z). De plus, la relation de commutation
se traduit par ’équation fonctionnelle

(1.1) ¢(z + ) —np(z) = c+ f(z + a) = f(z).

Nous désignerons par M7T,(T) Pensemble des 3 € X pour lesquels il existe
n € Z,c € X et un cocycle f : X — X tels que I’équation (1.1) soit satisfaite.
Lorsque ¢ est ergodique, les éléments 8 de MT,(T) sont ceux pour lesquelles
il existe un endomorphisme £g de X? qui quasi-commute avec T}, et tel que



14 P. GABRIEL, M. LEMANCZYK, P. LIARDET

ToXgomy " soit égal & la rotations z + z + 3. L’ensemble M7, (T) ne dépend
donc ici que du systéme dynamique T, et pas du cocycle . Notons que M7, (T)
est encore bien défini lorsque ¢ n’est pas ergodique et dans tous les cas on a

Zo C MT,(T).

Remarque 1.1. On savait déja [Le-Li] que si 'on considére une autre rotation
T' du cercle et si le quadruplet (n, 8, ¢, f) vérifie (1.1) avec ¢ € Sp(T"), alors la
rotation S: z +— z + B peut étre relevée dans le commutant de T, xT".

Proposition 1.1. M7,(T) est un semi-groupe mesurable de X tel que
W(MT,(T)) = 0 ou MT,(T) = X.

Preuve. L’ensemble F des cocycles f : X — X muni de la topologie donnée par
la distance

d(f,g) = [X 11£(z) - o(2)llu(de)

est un espace polonais. Soit alors E ’espace produit Z x X2 x F muni de la loi

(n1,P1,¢1, f1)o(na, B2, 2, f2) 1= (ning, B1 + P2, ¢1 + nica, f1052 + 11 fo)

ou S, est la rotation z — = + f5. On vérifie facilement que (E, ) est un semi-
groupe topologique d’élément neutre (1,0,0,0) et dont les éléments inversibles
sont de la forme (£1, 8, ¢, f). Le sous-ensemble des quadruplets (n, 3, ¢, f) qui
vérifient (1.1) forme un sous-semi-groupe fermé (et donc un espace polonais)
de (E,») et son image par la projection prs : (n,f,¢, f) — B est exactement
MT,(T) d’our & la fois la structure de semi-groupe et la mesurabilité (mais on
ne sait pas si c’est un borélien). Notons que M7, (T') est aussi T-invariant, il est
donc de mesure 0 ou 1. S’il est de mesure 1, il en est de méme de l'intersection
MT,(T)N(=MT,(T)) qui est un sous-groupe mesurable de X. Il coincide donc

avec X. m
Proposition 1.2. Soient ¢ et 1 deux cocycles équivalents. Alors

MT,(T) = MT,(T).

Preuve. Par équivalence de ¢ et 9 il existe une rotation Sy : z +— z ++ du cercle
et € = %1 tels que @oS, + €% soit un T-cobord. Il en résulte que pour tout
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triplet (n, 8,¢) € Z x X? le cocycle (poSs — ny — ¢)oSy + €(¥hoSs — n1p + ec) est
aussi un T-cobord de sorte que si poSg — ny — ¢ est un T-cobord, il en est de
méme de oS — ny) +cc. W

Remarque 1.2. Si ¢ est cohomologue a un cocycle affine, I’équation (1.1) admet
toujours une solution quel que soit # € X. On a donc ici MT,(T) = X.

Les invariants S,(T) et D (T)
Introduisons un deuxiéme invariant noté S,(T'). Par définition

S,(T) := limsup

llgej]—0
9EN

| exptemip®a)utan)|.

De maniere évidente, on a 0 < S (7) < 1. Définissons maintenant I’ensemble
D, (T) formé des nombres complexes ¢ de module 1 pour lesquels il existe un
temps rigide A C N de T (dit associé a () vérifiant

1
1ir+n exp(2rip\D (2))u(de) = ¢.
> Jo

Remarque 1.3.

(i) Jy exp(2mipgD)dp = (UL, (1® x1)I1 ® x1) = Grex, (4), ot xe désigne le
caractére y — exp(2nily), £ € Z.

(i1) Soit ¢ € Dy(T) et soit A un temps rigide de T associé a (. Alors, par
convexité, la suite (exp(27mip(?)) e converge dans L?(X, u) vers ¢ et par suite,
on a aussi dans L*(X, u)

lirP exp(2milp(D) = (¢
q=oa

9€A

pour tout £ € Z ou, de maniére équivalente, 81®x,(q) — (¢ (g = +o0,q € A).
(iii)) Si D,(T) n’est pas vide, alors c’est un sous-groupe fermé du tore
multiplicatif. En fait, soient ¢ et (' dans D,(T) et soient (r)r et (ry)x des

temps rigides associés a ces valeurs. On a

QU+ = ) 4 T
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d’olr par (i) (rg + ) )k est un temps rigide associé a ({'. Par ailleurs, soit (j);
une suite dans D,(T') convergent vers et soit (ri’ ))x un temps rigide associé &

¢;. Quitte & prendre des sous-suites extraites, on peut supposer que ’on a
J
. L) i
llexp(2mie™) = Glla S 1k, I all < 1/k.

Alors la suite diagonale (rik)) & est un temps rigide associé a (. Il en résulte que
Dy (T) est un sous-groupe fermé du tore multiplicatif. En particulier, si ¢ est
constant égal & ¢, irrationnel, on a D(T) = X.
(iv) Pour tout cocycle ¢ on a équivalence entre
(a) ¢ est rigide,
(b) Su(T) =1,
(¢) Do(T) # 0.

Le lemme suivant sera souvent utilisé :

Lemme 1.1. Soit (,B,v) un espace de probabilité et soient deux suites
d’applications ( f,)n, (gn)n & valeurs complexes, respectivement dans les espaces
conjugués L"(v) et L*(v) (1 < r < oo et r+ s = rs). Si la suite (|fn|")n est
équi-intégrable dans le cas r # oo ou si sup,, ||fallee < +00 dans le cas r = oo
et si de plus sup,, ||gn||s < 400, alors Ia convergence de (gn)n vers 0 dans L'(v)
entraine celle de (fngn)n vers 0 dans L!(v).

Preuve. Pour tout A > 0,

/ agaldy < / (g Fuld + A / lguldy
Q {Ifal>A} {Ifnl<A}

r 1/r
< ngnns(] Falmds )"+ Allgalls-
{Ifal>A}

. r 1/r .
On a donc limsup,, [ |fagaldv < sup, ||gnlls sup, (f{lf,.|>A} | ful"dv) " ceci
pour tout A > 0, d’ou le résultat. m

Proposition 1.3. Si ¢ et ¢ sont deux cocycles équivalents, alors Sy(T) =
Sy(T) et Dp(T) = Dy(T).
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Preuve. Supposons oS — g1 = foT — f, ¢ = £1. Alors, pour tout entier g on a
P DoS — ep(®) = foT9 — f, donc

1 1
/ exp(27rz(,9(‘7))dy = / exp(2€ﬂz¢(9))d#_
0 0
1
/ exp(Zewiqb(q))(l — exp(2mi(foT? — f))dp.
0

Mais classiquement

Jm [ 11A(e +ae) - f@)lez) = o

Il en résulte (Lemme 1.1)

1 1
lim (l/ exp(27ricp("))du—/ exp(——2€7rz'1/)("))dul) =0.
0 0

1
llgell—o0

Proposition 1.4. Soit ¢ € D,(T) de temps rigide associé A. Alors, pour toute
application f € L*(X, p) et tout £ € Z, on a

quer Ef@xl(q) = C‘IlfH%

9€A

En particulier, si ||f||2 = 1 alors 0sgy, est une mesure de Dirichlet.

Preuve. Posons f, := foT9, et g, := f_'(xg(go(")) —¢%, ¢ € A. Suivant la
Remarque 1.3(ii), (g¢)qer converge vers 0 dans L'(u) et par suite, en appliquant

le Lemme 1.1 avec r = s = 2, on obtient

Jim [ 1FT0FGae) - ¢9ldu =0

9€EA

Donc limgea 3!®xl (g) = ¢t limgea ffqu-fd/J = ¢|If115-
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Introduisons les sous-espaces Hy := L%(X,p) ® x¢ s sont deux & deux
+o0
orthogonaux, Uz, -invariants et classiquement L?(X?, i) = @ H,.
=—o00

Corollaire 1.1. SiS,(T) =1, (ou D (T) # §) alors le type spectral maximal
de T, est une mesure de Dirichlet. En particulier, il est singulier par rapport
a toute mesure v sur le cercle telle que lim|,|— 1o ¥(n) = 0 et de plus T,, est

rigide.

Preuve. Le type spectral maximal de Uz, est de la forme o = 3, CLof,0x, >
avec ¢ > 0, Ypezce = 1, et fr € L3(X,p), ||fell2 = 1. D’apres la Remar-
que 1.3(iii), 1 € D, (T). Soit A un temps rigide associé a 1. D’aprés la Proposi-
tion 1.4 , la suite (5(q))qer converge vers ) ,. ce(= 1). Il en résulte que o est
une mesure de Dirichlet et puisque (5(g))qea converge vers 1, T,, est rigide. m

Nous terminons cette section par la proposition suivante :

Proposition 1.5. Soient T : (X, B, ) — (X, B, ) une rotation irrationnelle
et -y, 1 deux cocycles.

(i) Si 84(T) < 1, alors v n’est pas T—cohomologue & une constante.

(ii) Si 84(T) < 1, alors pour tout cocycle ¥ tel que Sy(T) = 1, le cocycle v+ ¢
n’est pas T—cohomologue & une constante.

(iii) Soit ¢ un cocycle de la forme

p(z) = mz + e+ (2)

avec m € Z\ {0}, ¢ € X, et Sy(T) = 1. Soit { € Dy(T) de temps rigide
associé A. Alors limg 400 gen r(g) = 0 pour toute F € L*XxX,f1) 6

(L*(X, ) ® x0)- En d’autres termes, T, est mélangeant suivant A sur I'espace
LY (X xX, B)e(L*(X, 1)®%o)-

Preuve. (i) Si v est T—cohomoloque & une constante ¢, alors (Proposition 1.3 et
Remarque 1.3(iii)) S4(T) = S(T) = 1.

(ii) Si ¥ 41 est T—cohomologue & une constante ¢, alors pour tout temps rigide
A de T, la suite (exp(2mi(y(? + (9 — gc)))ger converge vers 1 dans L%(u).
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Choisissons A associé a ( € Dy, alors d’aprés la Remarque 1.3(ii) et le Lemme 1.1
on a

lirP /(exp(27ri(7(q) + (@ — qc)))(exp(—27ri1,b(q)) —{)du =0.
en Ja

Il en résulte que lim,..::e Jo exp(2mi(y9 —gc)) = (, ce qui contredit S,(T) < 1.
q

(iii) Soit A un temps rigide de T associé & { € Dy,. Il suffit de démontrer que A est
un temps mélangeant pour les fonctions de la forme F = f ® xy, f € L*(X, p),
£ # 0. Remarquons tout d’abord que

1
(*) lim [ g-xe(p®)du=0
Ten

pour tout £ # 0 et tout g € L}(X, g). En fait,

(¢-1)
2

¢ (2) = mgz + ge + 2 ma + 99 (z),

d’ou
[ e du=exp(eritac-+ 23 ma) a(exelama (6D (@)utdo).

D’apreés le Lemme de Lebesgue-Riemann, la suite (fol g(z)xe(gma)pu(dz)), con-
verge vers 0. Appliquons le Lemme 1.1 avec s = 1 aux suites (g-Xegm)q €t

(xe(¥D) — ¢*)4. On obtient

'li.&nw /0 [g(z)exp(27ri£qma:)](exp(27ri£1/)(q)(x) - ¢Hp(dz) =0,

ce qui démontre (). Finalement, notons que
Brex (@)l =] [ £oT (o)l <
< [15e70 = 11 idn-+ | [ 1P,

Cette majoration tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o dans A. En effet, la
premieére intégrale tend vers 0 suivant A puisque A est un temps rigide pour
T et pour la seconde intégrale, il suffit d’appliquer (*). =






1.2. REGULARITES DE DISTRIBUTION

Suite na et discrépance

L’objectif de cette section est de donner des estimations précises sur les

sommes de la forme
fP@)i= 3 f((e+ka))
0<k<gq

lorsque ¢ est dénominateur d’un convergent dans le développement en fraction
continue de a et f : [0,1] — R est une application absolument continue,
Clest-a-dire de la forme f(z) := ¢+ f; F(t)dt ot F est intégrable (au sens de
Lebesgue). On sait alors que f est dérivable pour presque tout z et de dérivée
f'(z) = F(z). Nous commengons par rappeler des propriétés classiques sur les
fractions continues et la discrépance avant d’aborder les lemmes fondamentaux
relatifs aux cocycles absolument continus. Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur & [Pe] pour les fractions continues et & [Ku-Ni] pour la discrépance.

Dans toute cette section et les suivantes, « est un nombre irrationnel donné
dans [0,1[ de développement en fraction continue (réguliére) [0; a1, as,...]. Les
convergents de a sont les nombres rationnels

Pn/?n = [Ogaly"wan] =
a1+

a+ ———

. 1

+ —

an

ol p, et g, sont les entiers naturels déterminés par les relations de récurrences
Pn+1 = Qn41Pn + Pn-1, dn+1 = An419n + gn-1
pour n > 1let po =0, p1 =1, go =1, ¢1 = a;. Rappelons que

min  ||kal|,
1Sl‘¢|<qn+1

(1.2) llgnell = lgna — pal
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et

1 DPn 1
1.3 —_— < |a—-=|< .
(1-3) 2¢ngn+1 ! qn‘ Indn+1

Nous poserons 6, := gn(gna — pn). Ce nombre est du signe de (-1)", il
mesure la qualité de ’approximation du n-iéme convergent et

(1.4) 0 < |6n] < gn/gn+1-

Remarque 1.4. Si on suppose a rationnel, écrit sous la forme o := [0; a1, ..., am),
alors toutes les égalités et inégalités précédentes (1.2), (1.3), (1.4) sont encore
vérifiées pour n = 0,...,m—1 et @ = p;m/gm,0m = 0. Notons que a admet une
double représentation puisque si a,, > 1 on a aussi @ =[0;ai1,...,am — 1,1].

Tout entier N > 0 peut s’écrire sous la forme
(1.52) N =nogo +n1q1 +- -+ +nrgr, (nr #0),
ol les n; sont des entiers tels que 0 < n; < @iy et
(1.5b) nogo + -+ +nigi < gita, (0<i<r).
Ces inégalités assurent 'unicité de ce développement, introduit par Ostrowski
[Os].

Dans la suite, p,, ¢, et 0, se rapporteront toujours & a et nous écrirons
simplement p, ¢ et 8 lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Lemme 1.2. Soit (up)n la suite de Fibonacci (ug = 1l,u; = l,upqpg =
Unt1 + up). Alors pour tout @ = [0;a;,as,...,an,...],0na:

aitaz+- - +a,
In

n
5—7 n21
Un

Preuve. Posons Ly,(ay,...,a,):= (a1 + ...+ an)/gn et montrons la majoration
L,(ay,...,a,) < La(1,...,1). Elle est évidente pour n = 1,2. Supposons n > 3.
Les formules de récurrence qui définissent les suites (p,)n €t (¢n)n se traduisent
de maniére équivalente par les égalités

0 1 0 1 _{ Pn-1 Pn )
1 a 1 a, - dn-1 4n
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D’oti les formules de définition :

(pm-1 pm> (p(m,n— 1) P(m,N)> _ (pn—l pn),

gm-1 qm ) \g(m,n—1) q(m,n) Gn-1 4n

pour tout m=1,2,... ,n. Fixons m et introduisons ’homographie H,, , définie
par

ay+az+---+a, —am+1t

H,, o(t) := .
min(t) gm-1P(m,n) + (tgm—-1 + qm—2)q(m, n)

Cette homographie vérifie Hpm n(am) = Ln(ai,...,as), s'annule en am — (a; +
...+ ay) (£ —2) et a pour pdle -—%%% - z—:f (> —2). De plus Hp, n(00) =
1/gm-19(m,n) (> 0). Alors H,, » est décroissante sur [0, +oco[ et par suite

Ln(a1,a27 see 7an) S Hmyn(l)'

En d’autres termes, pour majorer L,(ai,as,...,a,) il suffit de remplacer un
quelconque des entiers a; par 1, d’o finalement la majoration par L,(1,...,1)
qui correspond au nombre 35—2_—1 =[0;1,1,1,...] dont la suite des dénominateurs

des convergents est précisément donnée par la suite de Fibonacci. =

Soit (z1,...,zN) une suite de N points dans [0,1[ et notons 1,4 la fonction
indicatrice de A(C [0, 1[). Introduisons la discrépance

N
1
D(z1,...,an) = moax I(v —u)- kz_:l 1[u,u[(xk)’

et la discrépance a l’origine-

N
. 1
D*(z1,...,2N) = 0nslta,sx1 }t -5 LZ—I 1{0,1{(“:)‘-

La discrépance D(-) est invariante par translation (mod 1) et

L
N

IA

D<1, D*<D<2D"

Lorsque 0 £ z; £ 25 < -+ < zn < 1, la discrépance a lorigine est donnée par
([Ku-Ni},Thm 1.4) :

k k-1
(1.6) D*(z1,...,zN) = k=r§1'ja.>.(,N(max{|xk — F" |:r:)C - T‘})
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Enfin, nous utiliserons aussi la discrépance a 'origine en dimension s > 1 (et en
fait, seulement pour s = 2). Si (X1,...,Xn) est une suite de points dans [0, 1[*.
Par définition,

0<t <l

|_1

N
1 -
D"(X),. .. ,XN) := max |ty - ts— _N kE_l 1|o,,1[x...x[0,,,[(_xk) .

Parmi les résultats classiques d’intégration numérique, nous utiliserons les
suivants :

Lemme 1.3. (Denjoy-Koksma) (cf. [Ku-Ni], p.143). Soit f : [0,1] — R une
application & variation bornée, de variation totale V(f), et soit z1,...,z N des
points dans [0,1[. Alors

1 1 N
(1.7) ‘/ f(t)dt—-NZf(zk)|SV(f)D*(xl,...,zN).
0 k=1
u

Soit f : [0,1] — R une application absolument continue. Rappelons qu’alors
V(f)= fol |f'(t)|dt. Introduisons le module d’absolue continuité wy de f défini
pour n > 0 par:

1
wrni=5 s [ [ 1) - foldsa

0Lz
Vl'ﬂ

Nous utiliserons également le module de continuité Qs de f : [0,1]° — R,
donné par Q(n) := sup{|f(u) — f()]; |lvu — v|lo < 7} ol l'on a posé
[Itlloo := max{|t:],...,|ts|} pour tout t = (t1,...,%,) dans R".

Lemme 1.4. Supposons f : [0,1] — R absolument continue, alors

N-1
(s [Hoa- N Y INGCR O
ot A est l'union aes triangles Ax := {(s,t); % < s <t <L L]'—{',l}, k =

0,1,...,N—1. Side plus f(0) = f(1) et fol f(t)dt = 0, alors pour tout z € [0, 1],

on a

phle k 1 1
(1.8b) | Z f(($+ﬁ>)l Swf(ﬁ)‘irﬂf(ﬁ)-
k=0
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Preuve. Aprés une premiere intégration, on a

k

_ﬁ_
J[ o-ranasie= [ 70~ st~ / (f(k—ﬂ)—f(s))ds
A

N
L+1

N
=2 /ﬁ fle)dz - % (f) + FED)),
d’ou (1.8a) par sommation. Prolongeons f sur R en une application périodique
de période 1 et pour tout £ € R remplagons f dans (1.8a) par f; : t — f(z +1).
L’application z — f(z)+ f(z+ %) +...+ f(z + D=1y est périodique de période
1/N. On peut donc, pour établir (1.8b), supposer z € [0, #7[. Maintenant, pour
0<k<N-2o0na

J[ V7ite) = suolasde < 005

L’intégrale [f Anos (fi(s) — fi(t))dsdt se présente comme une somme de trois
intégrales de (u,v) — f'(u) — f'(v) sur les domaines B; = {1+z—-1/N <u <
v<1},Bp={0<u<v<z}etBy={l+2z—-1/N<u<let 0<v<z}
Pour i = 1,2, 0on a lfB.- (f'(u) = f'(v))dudv| < N72ws(1/N) et sur Bs on a
explicitement

[ (7/) = 7/ dudo = o(50) = £(1 +2 = 1/N)) + 2 = YN)(S (&) = FO),

Il en résulte

N-1

1 ko, _N+1 1. 1. 1
— =Y < SV —Q0(—
by Z%f(””N)' < Sz e+ wulE),

d’ou la majoration (1.8b). m

Lemme 1.5. ([Hl]). Soit s un entier > 1 et soit f : [0,1]° — R une
application continue de module de continuité Q5. Alors pour toute suite de
points Xi,...,Xn de [0,1{* on a

(1.9) |/ /f(tl, Jt)dty - dty —-N-gf(xk)‘gc,nf(ll)l;vj_m),
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ou D% désigne la discrépance & Porigine de la suite (Xy,...,Xn) et ¢, une
constante qui ne dépend que de s. ®

Ces majorations seront utilisées pour des suites de la forme

({z +ka)k=o,. g1 et (((k/), (z + kp/a))) e .

dont nous allons étudier les discrépances. Leurs majorations étant plus ou moins

-1’

explicites dans la littérature (cf. [Ku-Ni], [He-La]), nous avons choisi, pour la
convenance du lecteur, de démontrer celles qui nous intéressent.

Lemme 1.6. Soit a un nombre irrationnel. Pour tout z € [0,1[{ on a

D*((z), ( + )., (& + (g — 1)) < f;(l +16.]).

Preuve. Soit 0 = a3 < a3 < -+ < a4 les points (ka), k =0,1,...,¢—1 ordonnés
croissants. On a, pour p = pn, ¢ = ¢, €t 6 = 65,
mp mé
ma=— + —
q q

de sorte que

k 0
— < apy41 < —+ — sin est pair,
9 g9

k ko . .
— 4+ — < ag41 < — sin est impair,
q9 q q

pour 0 £ k < g — 1. Soit maintenant 0 < z; < -+ < z4 la suite des points
{z+ka), k=0,1,...,q— 1. Elle se déduit de la précédente par une translation
(mod 1) et les inégalités (1.10) montrent qu’il existe £ := é(n,z) (€ [0,1/g]) tel
que chacun des intervalles Iy := [§ + %,f + % + J%l] (mod 1) contient un des
points z; et un seul. Si Iy C [0,1/¢g[ alors zx41 € Iy et I C [k/q,(k +1)/q]. Si
Iy contient 1/q alors I} contient (k + 1)/q et selon que z; € Iy ou z; € I;_; on

(1.10)

a Zpyy € Iy ou xpyq € Iy pour k =1,...,¢g— 1. Dans tous les cas,
k+1 k 1 16
maxq{|Tr+4+1 — Trt1 — — < -4+ —
{lzk+ |y o+ ql} i

d’ou le lemme d’aprés (1.6).

D’aprés la Remarque 1.4 on a aussi :
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Lemme 1.7. Soit p/q un nombre rationnel > 0 (sous forme irréductible) de
développement en fraction continue p/q :=[0;ai,...,an]. Alors le Lemme 1.6
est vérifié pourn =0,...,m. ®

(le cas particulier ot n = m (gn = ¢) étant immédiat).

Lemme 1.8. Soient p et q des entiers premiers entre eux tels que 0 < p < q,
p/a=1[0,a1...,an]. Soit z € [0,1] et D*(z;p/q) la discrépance a lorigine de la
suite finie X = (k/q,(z + kp/q)), k=0,...,¢ — 1. Alors

qD*(((x + kp/q))k=0,...,q—l) <l4+m+ta+...+am,
et

gD*(z;p/e) S24+m4 a1 +... +am.

Preuve. Remarquons que chaque X est déterminé par sa premiére coordonnée.
La définition de D* donne alors directement

*( e < EY
9D*(z;p/q) 1+ max NDi(z;N)
ou Di(z; N) désigne la discrépance & lorigine de la suite
(& + kp/q))k=0,....N-1-

Soit go=1,q1,...,gm(= ¢) la suite des dénominateurs des convergents de p/q (as-
sociés a son développement [0; as,...,am]). Pour tout entier N < ¢, considérons
le développement d’Ostrowski

N=Zniqi n, #0, r<m.

i=0

On choisit le développement trivial N = ¢, pour N = ¢. D’autre part, pour
toute partition d’une suite finie (zi,...,zn) de points dans [0, 1] en deux sous-
suites disjointes (zi,,...,Zig) et (zj,...,2;.), (K + L = N), une simple
énumération des points de chacune de ces sous-suites dans l'intervalle [0,1]
donne :

ND*(z1,...,an) < KD*(z4y,...,2ix ) + LD*(2jy,. .-, 75, ).



28 P. GABRIEL. M. LEMANCZYK, P. LIARDET

Posons mg = 0 et m; = nggo + ... + ni—1gi—1 pour 1 < ¢z < r. Alors, en
subdivisant la suite des z := (z + kp/q) en sous-suites telles que
mi+4Lgi <k <m; +(L+1)g, 0< <y,
(pour les n; = 0, les sous-suites correspondantes sont vides), on obtient
NDi(&;N)< ) ) @D*(({z + (mi+£4i + k)p/a) k=0, ...q1)-
0<i<r 0<e<n;

D’apres le Lemme 1.7,

¢:D*(({z + (mi + £q; + k)p/q) Jk=o,... qi=1) < 1+ 163,

d’ou

NDj(z;N) < ) ni(1+]6i]).

0<ilr

D’aprés (1.4) on a n;lb;] < niqi/gi+1 < @it14i/git1 S 1si0<i<r < met
pour r = m rappelons que 8, = 0, ce qui donne dans tous les cas

NDi(z;N)<1+r+ Z n;.

0<ilr

D’ou la majoration cherchée. m

Lemme 1.9. Soit g : [0,1] — R une application continiment différentiable
telle que g(0) = g¢(1). Alors pour tout z € [0,1[, ¢ = gn, 6 = 0,, n > 7 et
zxy={(r+ka),0<k<gqona:

5 ntl / n+1
‘;}(y(zk)-g((z+k/q)))‘Slel(cz+2)(ﬂg'(2,/ ™ ) + 2119 lloo = )

ou ¢ est la constante du Lemme 1.5 et (u,)n la suite de Fibonacci.

Preuve. Soit g, P'application t — g({t + z)) définie sur R, de période 1. Elle
est absolument continue et vérifie ||g|lco = ||9'|loo) fol g(t)dt = fol gz(t)dt. Soit
P =pn,0na

Y (9(ze) = 9:(k/9)) = Y (9z(ka) = g:(kp/q)).
k=0 k=0

Posons a = p/q + 0/¢* et v = g.(ka) — gz(kp/q) — $295(kp/q). Soit Ji
Vintervalle [ka, kp/q] si § < 0 et [kp/q,ka] si & > 0. Si aucun point de la
forme £ — z, £ € Z, n’est intérieur & Ji, alors g, est de classe C! sur J; de sorte
que par le théoréme de la moyenne, on a
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k16|

(1.12) |k|<—q'_'n (5 kol (2

)< ()

Dans le cas contraire,

kp/q k6|, ,
el | [ duterit] + ol
ko q

2|6
(113) < 201011

Notons que les intervalles Ji, pour k = 0,1,---,¢— 1 sont deux & deux disjoints
modulo 1. En sommant les r; et en tenant compte des majorations (1.12) (et
de (1.13) pour du plus une valeur de k), on obtient

=1 -
I3 (a(en) - 92(k/a))| %z kol (5) + R,
k=0 k=0
g—1
IRqI<lGIZ £, 2""n oo

1 2|‘9| '
< 51612 () + = 'l
D’apres le Lemme 1.5,

q—l

IO [ g wauas] < a1 (e,p10)7 ) 7),

ol lapplication f : [0,1]2 — R est donnée par f(u,v) = g¢'(u)v. D’autre part
folfol f(u,v)dudv = 0 et pour tout n > 0, on a Q¢(n) < Ng:(n)+1||g'||co- Posons
pni=(2+n+a; + - +as)g;!. On a classiquement u, < g, et la majoration
du Lemme 1.2 donne p, < 2(n + 1)/u,, ce qui permet d’obtenir facilement par

récurrence p, < 1 pour n > 7 et ainsi |p;!] > (2pn)”!. La majoration du

Lemme 1.8 donne alors

|D*(z,p/q)7* |7 < /2pa,
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de sorte que

q-1

33 o) ()] < (2 (VER) + 16 oo/ )
k=0

Mais ¢7! < 4/2p, , par suite

q-1

| 3 (0(0) = 02(k10)| < 101G + c2) (v/200) + (24 e2)I6L I oo v 2

k=0
+1 , 1
<1012+ ) (2 (2 =) + 2llg llooy/ )

Cocycles absolument continus : étude asymptotique

Dans la suite pour f:[0,1] = R et z; € [0,1[, 1 < ¢ < N, nous poserons

1 1 &
Btepem(D) = [ 0= 53 fla) (= A
0 k=1

et
! 1L, k-1
2470 [[ 50t~ ST (= 2ol
D’apres la linéarité de A et (1.7), on a

(1.11) A(f - )| S V(f —g)D*(z1,...,2N)

ol f et g sont & variations bornées sur [0,1]. Nous aurons besoin du lemme
d’approximation suivant dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 1.10. Soit f : [0,1] — R absolument continue. Pour tout ¢ > 0, il
existe g : [0,1] — R continiiment différentiable, telle que

(1) ¢'(0) = ¢'(1),

(ii) g(0) = £(0) et g(1) = f(1),

(iii) Jy F(H)dt = [ g(t)at,

(iv) Jo 1f'(8) = g'(t)ldt < e.

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier les cocycles absolument continus.
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Théoreme 1.1. Soit f : [0,1] — R une application absolument continue telle
que f(0) = f(1) et fol f(t)dt = 0. Alors pour tout nombre irrationnel a dont
les dénominateurs des convergents sont notés ¢,, on a

lim sup |[fU")(z)|=0.
n—+00 1¢0,1

Preuve. Désignons par (zx)o<k<g-1 l1a suite ordonnée croissante des points
(z + ka). Nous devons majorer |gA(z,z,,....c,_1)(f)|- Choisissons € > 0 et soit ¢

Papplication déterminée par le Lemme 1.10 , alors

IAOI S TAS = 9)l +1A(9) — Dolgz)] +A0(92)]-

La condition (iv) du Lemme 1.10, le Lemme 1.6 et (1.11), donnent ¢|A(f —g)| <
2¢. Le Lemme 1.9 montre (pour ¢ = ¢, et n > 7) que

018(9) = Ba(g2)] < (e2 +2) (R (242 ) + 20l

n+1).

Enfin, le Lemme 1.4 appliqué & g donne :

qlAo(92)| < wye(1/9) + Re(1/ ).

Par ailleurs, d’apres les définitions, wy < Qg et Q4(77) < nllg'||os. Il existe donc
deux constantes numériques A(g) et B(g) ne dépendant que de g, telles que

Q}A(zo,xl,...,r,_l)(f)l S 2¢ + A(g)Qg'(gn) + B(g)sn

ol €, = 24/(n + 1)/u,. Cette majoration termine la démonstration puisque la
suite u, tend vers +o0o de maniére exponentielle. m

Nous allons maintenant examiner les cocycles de classe C**% pour tout
6§ €]0,1[. Rappelons que C'*+% désigne P’espace des applications f : [0,1] — R
continiiment différentiables, de dérivée f' uniformément Hoélder d’exposant §
(i.e., il existe C > 0 tel que pour 0 < s,¢t < 1, 0n a |f'(s) — f'(t)] < Cls — t*).
Par ailleurs, nous désignerons par E(§) I’ensemble des nombres irrationnels

a :=[0;a1,a2,as,...] tels que la série Y po g ar41 /g8 converge.
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Théoréme 1.2. Soient a € E(§) et § €]0,1[. Alors, pour toute application
f:[0,1) —» R dans C**% telle que f(0) = f(1) = 0, le cocycle f — fol f(t)dt est

un cobord additif suivant la rotation r +— z + a.

Preuve. Avec les notations et hypothéses du théoréme, posons ¢ := f— fol f(t)dt.
Cette application est de classe % et nous la prolongeons a4 R par périodicité
en une application de période 1 , encore notée . Montrons que la suite
N — ¢™(0) est bornée. Soit N = nggp + -+ + n,q. le développement
d’Ostrowski de N(c.f (1.5a)) et posons mg = 0, m; = 5, ;naqr, 1 <2 < 7.
Décomposons (™) (0) sous la forme

e™M)= > > Y el(mi+te)atka)

0<i<r 0<4<n; 0<k<qi

Posons €, = 1/(n + 1)/un. Par hypothése on a Q,» < Cp’. Le Lemme 1.9 assure
donc P’existence d’une constante C; ne dépendant que de ¢ telle que pourz > 7
on ait, pour z; ¢ := (m; + £¢;)-a :

gi—1

o9 (zie) = S o (@ie + k/ai)| < 16:] Crell.

k=0

Notons maintenant que wy(n) < Cp~2 [ ['|s — t|® < Cn®. On a donc par le

Lemme 1.4
gi—1

IS elzie+k/a:)| < Ca7° + ¢ lloogi -
k=0
On obient donc pour i > 7:
99 (2i,0)| < 16:1Cr’ + Cagr®
ou C est une constante ne dépendant que de . Par suite

Z |t,9(q‘)(1i,l)| < n,~(|9,‘|01€f/2 + CQ‘Ii_é)

0<e<n;

avec n;|6;| < 1. D’autre part, la série Y. €5 converge pour tout § > 0. D’ou

finalement .

»™M(0) € O(Z 7—;3')

i=0 1
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Ainsi p(M)(0) est bornée si & € E(6) et par suite (™) est uniformément bornée.
La rotation étant minimale, d’aprés un théoréme classique de Gottschalk et
Hedlund [Go-He], il existe une application continue h : R — R de période 1
telle que p(z) = h(z +a)— h(z),z € R. &

Remarque 1.5.

(i) Presque tous les irrationnels @ appartiennent & E(8), § > 0. En effet on a
@nt+1/6% < gnt1/¢5H. 1l suffit done, par exemple, d’appliquer le résultat de P.
Levy (cf. [Co-Si-Fo, p. 175]) suivant lequel lim, n~!logg, = 72/12log2 pour
presque tout a.

(i) Si ¢ : X — X est continu, de degré 0, il est naturel de considérer
Pensemble A(p) des rotations irrationnelles T : £ — z + a telles que la
transformation T,, soit ergodique a spectre non discret. Lorsque ¢ est égal a
la réduction modulo 1 d’un polyndme trigonométrique réel de période 1, alors
¢ est a—cohomologue a une constante et ceci pour tout nombre irrationnel a.
Il en résulte que A(p) est vide dans ce cas. Cependant, dans [Kw-Le-Ru], les
auteurs répondent positivementa la question de J.P. Thouvenot en établissant
Pexistence de cocycles ¢ indéfiniment différentiables et de rotations ergodiques
T tels que les extensions T,, soient non coalescentes. En particulier, ¢ est de
degré 0 et A(yp) n’est pas vide. Il est raisonnable de conjecturer que A(y) est
un ensemble résiduel. Dans cette direction, notons que ’ensemble E(§) est de
premiére catégorie de Baire pour tout § > 0 et, vu la remarque (i), on retrouve
un résultat de Baggett ([Ba 1], Thm 3) sous une forme trés générale.






1.3. PROPRIETES CARACTERISTIQUES DES COCYCLES
ABSOLUMENT CONTINUS

Cocycles de degré non nul

Dans cette section, nous alions montrer I’ergodicité des produits de Anzai
déterminés par les cocyles absoluments continus de degré non nul. Nous don-
nerons également quelques estimations de M7 ,(T) et S,(T'). Ici et dans toute
la suite, a est un nombre irrationnel dans [0,1] et T : (X,B,u) — (X,B,pu)
désigne la rotation irrationnelle z — = + o (mod 1).

Théoréme 1.3. Soit A := (gn)n la suite des dénominateurs des convergents
de a. Si ¢ : X — X est un cocycle absolument continu, de degré non nul,
alors I’extension de Anzai correspondante T,, est mélangeante sur L*(X xX, i)&
(L*(X, 1)®X0) le long de A. En particulier, ¢ est faiblement mélangeant (et donc
T, est ergodique).

Preuve. Soit d(¢) = m le degré de ¢ et soit ¢ : [0,1] — R Papplication
absolument continue donnée par (0.9). Définissons ¢ : z + mz + & sur [0,1]
de telle sorte que pour @ := 3 — 1 on ait $1(0) = 3;(1) et fol B1(t)dt = 0. Soit
@1 : X — X le cocycle correspondant & (; par réduction modulo 1. On a

o(z) = ¢1(z) + mz + ¢, zeX

ol c est la classe de é. D’aprés le Théoréme 1.1, D, (T) # 0 et par suite
T, est mélangeant sur l'ortho-complément Hy de L*(X,u)®xo le long de A
(Prop. 1.5). La deuxiéme partie résulte du fait que Ur, restreint a3 Hy est un
opérateur unitaire sur un espace de Hilbert séparable, mélangeant le long de A.
11 est donc a spectre continu. ®

Corollaire 1.2. Dans la classe des cocycles absolument continus,
(i) le degré topologique est un invariant de cohomologie,

(ii) la valeur absolue du degré topologique est un invariant d’équivalence.

Corollaire 1.3. Soit ¢ un cocycle absolument continu de degré topologique
d(¢) non nul. Alors deux facteurs naturels distincts de T, ne sont pas isomor-
phes. En particulier T, est coalescent. De plus, si S : z — « + 8 admet un



36 P. GABRIEL, M. LEMANCZYK, P. LIARDET

relévement dans C(T,,), il est de la forme Sy ;q (cf. (0.4)) ot f est un cocycle tel
que oS — ¢ = foT — f.

Preuve. Pour S € C(T) et m, k entiers , le cocycle ¥ := m-peS — k- est
absolument continu de degré (m — k)d(¢). Donc 1 n’est pas un cobord si
m—k # 0. Alors S ne peut se relever dans C,(T') que sous la forme S, ;4 et deux
facteurs naturels Ty.,, Tm., distincts (i.e., |k| # |m|) ne sont pas isomorphes. m

Cocycles de degré zéro

Nous allons maintenant montrer comment distinguer du point de vue
spectral les cocycles absolument continus de degré zéro de ceux de degré non
nul.

Proposition 1.6. Soit ¢ un cocycle absolument continu de degré zéro, alors

S4(T) = 1. En particulier, le type spectral maximal de T, est une mesure de
Dirichlet.

Preuve. Soit ¢ : [0,1] — R donné par (0.9). Soit & € R tel que pour 3; := $—Zon
ait fol #1(t)dt = 0. Par définition, @gq) = 39 — & d’on, d’aprés le Théoréme 1.1,
la suite (exp 273, 97)), converge uniformément vers 1 sur X. En choisissant une
sous-suite (gn, )k telle que (exp 27i(gn,€))x converge, disons vers ¢, |(| = 1, on
en déduit que

lim exp 2mipne) = (.
k—o0

La convergence étant uniforme. Ainsi, S,(T) =1 et la fin de la démonstration
résulte du Corollaire 1.1. m

Corollaire 1.4. Soient ¢ et ¥ deux cocycles absolument continus de degrés

topologiques respectifs d(p) # 0 et d(y) = 0. Alors T, et Ty, ne sont pas
spectralement isomorphes.

Preuve. Supposons que W soit un isomorphisme spectral entre Ur, et Ur,.
Puisque ¢ est faiblement mélangeant, I’espace engendré par les fonctions propres
est L2(X, 1#)®xo. Donc W laisse invariant l’espace L?(X, #)®xo et son ortho-
complément. D’aprés la démonstration précédente, il existe une suite extraite
(qn, )« telle que la mesure spectrale o de 1®@x1 : (z,y) — exp(27ty) suivant Ur,
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vérifie limy, 3(gn, ) = ¢, |¢| = 1. Cependant, la mesure spectrale 7 de W™1(1Qx1)
est encore 0. Mais le Théoréme 1.3 montre que la suite (7(¢n)). tend vers 0, ce
qui contredit o =7. ®

Remarque 1.6. L’exemple des cocycles affines montre que le degré topologique
n’est pas un invariant d’isomorphisme spectral (cf. [An)).

Remarque 1.7. Nous pouvons montrer que le cocycle ¢ construit dans [Le-Li]
donnant un exemple de transformation T, non coalescente n’est pas cohomo-
logue a un cocycle absolument continu. En effet s’il existe un cocycle f : X — X
tel que le cocycle ¥ := ¢ + foT — f soit absolument continu, alors d(i) = 0
sinon Ty, serait coalescent (Corollaire 1.3). D’aprés la démonstration de la Propo-
sition 1.6 de toute sous-suite de (g, ), on peut extraire une sous-suite (gn, )i telle
que la suite (exp(27ri¢(""k))) « converge uniformément, donc dans L*(X, u), vers
une constante (, |(| = 1. Mais cette propriété est un invariant de cohomologie (le
temps rigide étant relatif & T'), elle est donc aussi satisfaite pour ¢. Cependant,
par construction de ¢ et de a, cette propriété est exclue (voir [Le-Li], étape 5 ,
preuve du Théoréme 1).

Ftude de linvariant MT,(T)

Lemme 1.11. Soit f : [0,1] — R une application absolument continue telle
que f(0) = f(1) et fol F(t)dt = 0. I existe alors un ensemble non dénombrable
de B, B € [0,1], tels que I’équation fonctionnelle

f((z +8)) — f(z) = hs({z + @) — hg(z), O0<z<1,

ait une solution hg : [0,1] — R continue.

Preuve. Prolongeons f sur R en une application continue périodique de période
1, encore notée f. Choisissons une suite (€m)m>o0 de nombres réels £, > 0 telle
que Y o_€m < +00. D’aprés le théoréme 1.1 il existe une sous-suite (gi, )m de
la suite des dénominateurs g, telle que

(1.14) ”f(q:")“oo <éem.

Soit maintenant (b,, )m>o une suite d’entiers > 0 telle que I’on ait simultanément

(1.15) Y bmem < o0

m=0
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et la série

(1.16) i bmgma (mod 1)

m=0
convergente. Notons /3 sa somme. Posons en outre

m-—1

Mo=1 et Apm:=( Z brgp)a, m>1.
k=0

Par construction (Am)m converge vers 8 modulo 1. Les applications f(9 sont
continues, f(0(0) = fD(1) et

by —1 bm—1
@) = | 3 Sy + sgna)| € Y £ (4 + 5gn@)] S b
s=0 s=0
On peut donc définir g : R — R par
oo
ha(z) =3 fOm1m) (2 + Am),
m=0

la série étant normalement convergente d’aprés (1.15). Ainsi hg est continue,
périodique de période 1. C’est en fait la restriction de hg & [0,1] qui nous
intéresse. A partir de la définition, on a

f(bmqi,.)(x +Am 4 a) — f(b,..q:,.)(z +Am) = f(& + Amg1) = F(z + Am)-
Posons maintenant

rv(z)i= Y fOmI) (a4 Am),

m>N
alors
N
ha(z +a) = ha(z) = Y (f(z + Ams1) = f(@ +Am)) + (2 + @) = rn(2)
m=0

= f(z + Ant1) — f(z) + ra(z + @) — ra(z).
Mais (An)n converge vers 3 (mod 1) et (ry)n converge uniformément vers 0,
d’ou par passage a la limite

ha(z + a) — hg(z) = f(z + B) — f(z).
Il reste & montrer la possibilité de choisir un ensemble non dénombrable
de B donnés par (1.16). Si la suite des entiers b, est bornée, la série (1.16)
converge puisque ||dmgr,@|| < by /¢ ,,. 1l suffira donc de choisir les g;,, tels que

2¢7, < Qi1 €t les by, dans {0,1} pour que les § obtenus par (1.5b) soient tous
distincts. m
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Proposition 1.7. Soit ¢ : X — X un cocycle absolument continu. Alors
pour toute rotation irrationnelle T : X — X, I'ensemble MT,(T) n’est pas
dénombrable.

Preuve. Soit n le degré de ¢ et soit 3 : [0,1] — R le relévement de ¢ donné par
(0.9). 11 est absolument continu et ¢(1) — 3(0) = n. Choisissons é € R. tel que
Papplication @; : z — @(z) — (nz + &), z € [0, 1], vérifie fﬂl @1(t)dt = 0. D’apres
le lemme précédent, il existe une infinité non dénombrable de B € [0, 1] tels que

¢1((z + B)) — ¢1(z) = hp((z + &) — hp(z)
c’est-a-dire, en passant aux classes modulo 1 :
¢(z + B) — ¢(e) =n-B + fg(z + a) — fs(z)

ou fz est le cocycle défini par fg(f) := hg(t). m






1.4. COCYCLES UNIFORMEMENT LIPSCHITZIENS

Dans cette courte section nous étudions 'ensemble S,(T') lorsque ¢ est
un cocycle uniformément lipschitzien de degré non nul. Nous noterons L(y) la
constante de Lipschitz d’un relévement continu @ : R — R de . Cette constante

ne dépend pas du relévement choisi. Le lemme suivant est une conséquence de
[Fa 1).

Lemme 1.12. Soit ¢ un cocycle uniformément lipschitzien de degré non nul et
soit p() = |d(¢)|/4L(p). Alors pour tout entier n > 0 et tout c € X, on a

p({z € X5 |lp™(2) — | 2 p(#)}) 2 20().

Preuve. Le cocycle o™ est de degré nd(y). Il est aussi uniformément lipschitzien
et L(pt™) < nL(p). Etudions simplement le cas n = 1 et posons d := |d(¢)].
Puisque d # 0, le relévement continu 3 est surjectif et pour tout intervalle J de
longueur d il existe u € R tel que J C @[u,u + 1]). Soit alors ¢ € X, t € [0,1]
tels que = c et u € R tel que [¢,t + d] C $([u,u + 1]). Pour tout i = 1,...,d,
il existe au moins une solution u; € [u,u + 1] telle que G(u;) =t+i—1/2 et de
plus, pour ¢ # j, on a
lus —uj] > L7 i - 5| > L7

Il en résulte que les intervalles I; :=]u; — 1/4L,u; + 1/4L[, 1 £ ¢ < d, sont
disjoints deux & deux modulo 1 et de plus

L) Clt+i-3/4,t+i-1/4],
de sorte que ||p(z) —c|| 2 1/4 sur la réunion des intervalles I; modulo 1. Notons
par ailleurs que d < L d’on, en définitive,
u{z € X; llp(a) - o] 2 d/4L) > d/2L.

Dans le cas général, notons que |d(p™)|/L(¢™) > d/L, d’ott I'inégalité du
lemme d’aprés ce qui précede. m

Proposition 1.8. Si ¢ est un cocycle uniformément lipschitzien de degré non
nul, alors S,(T') < 1.

Preuve. Supposons, S,(T') = 1. D’apres la Remarque 1.3 il existe une sous-suite
d’entiers (ny )y telle que la suite (exp(2mip(™)(z))), converge en probabilité vers
1, ce qui contredit le lemme précédent. m
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D’apres la Remarque 1.3(iv) on a :

Corollaire 1.5. Si ¢ est un cocycle uniformément Lipschitzien de degré non
nul, alors il n’est pas rigide. m



1.5. COCYCLES EN ESCALIER

Cocycles a—discontinus

Soientt ¢ € R et A C X. Notons ¢14 le cocycle égal & ¢ sur A et & 0 sur le
complémentaire. Remarquons que pour t et ¢’ dans R on a ct + ct' = ¢t £ t').
Définissons maintenant le cocycle L. : X — X par

L.(t):=c(t), (teR).

Un calcul direct montre que pour tout u, v dans [0,1], on a (en indentifiant X

a[0,1[):
(1.17) 1y, o((2) — cp([u,v]) = Le(z — v) — Le(z — u).

Soit » : X — X un cocycle en escalier. Rappelons que nous supposons
toujours ¢ continu a droite. Pour tout o € X nous noterons ¢(o_) la limite a
gauche en 0 =3, t.e.,

p(o-) = lmp(D) s 0> 0 et $(0_):= lim ().
t<s

Notons que ¢ est alors déterminé, & une constante additive prés, par ’ensemble
de ses points de sauts

() i= {0 € X;js(0) :=p(0) — p(0-) # 0}(= T)

et ’ensemble des valeurs de ses sauts. Si ¢ n’est pas constant, ¥ contient au
moins 2 points et dans tous les cas

Z se(0) =0.

o€ET
Introduisons sur X(¢) la relation d’équivalence o ~4 o' définie par 0 — o' € Za.
Nous dirons que ¢ est a—discontinu si les classes d’équivalence modulo ~, se
réduisent toutes a un seul élément (¢ étant supposé non constant).

Lemme 1.13. 5i X(p) — Z(¢) C Za (ie., tous les éléments de ¥ sont
équivalents entre eux modulo ~, ), alors ¢ est a—cohomologue & une constante.

Preuve. D’apres (1.17), si v — u = ta alors les cocycles €1y, ,[ sont a—cohomo-
logues & une constante. Par simple addition, il en est de méme si v —u € Za et
le cas général en résulte par combinaison linéaire. m
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Lemme 1.14. Soit »: X — X un cocycle en escalier.
(i) Si pour tout o € (), on a (dans X)
Y se(1) =0,
Tr~a O
alors ¢ est a—cohomologue a une constante.
(i1) Si (i) n’est pas vérifié, alors ¢ est a—cohomologue a un cocycle en escalier
a—discontinu.

Preuve. Le cocycle ¢ peut s’écrire sous la forme

¢ =¢(0-) =D so(T)[gr, (7€)
TEX
r#o

En effet, le membre de droite dans cette égalité représente un cocycle continu
a droite, prend la valeur ¢(g) en o (car ), 5 $,(t) = 0) et possede les mémes
points de discontinuité que ¢, avec les mémes sauts correspondants. Soit ¢ € T;
la somme partielle
(1.18) Yo =(0-) = > so(T)os|
définit un cocycle a—cohomologue & une constante (Lemme 1.13). De plus 9, a
les mémes sauts que ¢ en 7 si 7 ~, 0 et T # 0. Le saut en o est égal a

sp.(0) == Y sp(r)-

e

Choisissons dans ¥ un ensemble complet {oj,...,0k} de représentants des
classes d’équivalence modulo ~, . Alors le cocycle

k
Yo = Z 1/)6,'
j=1

est a—cohomologue & une constante et ¢ — g fait un saut en g; de Z s(T).
T~a UJ

Cela démontre simultanément (i) et (ii). m
Remarque 1.8. Si la condition (i) est satisfaite, d’apres (1.17) et (1.18) > est
a—cohomologue a la constante

Z e(o)-u(ls)

€L
en considérant ¢ comme une application & valeurs dans [0,1[(C R) et ou
I, := ¢~ 1(p(0)). Cette constante est en fait l'intégrale fol (t)dt.
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Cocycles a—séparés

Classiquement, ’étude de Iergodicité de T, dans le cas des cocycles en
escalier ¢ met en jeu les propriétés diophantiennes de la rotation T : z — z + o,
distinguant les a & quotients partiels bornés de ceux qui ne le sont pas (voir,
par exemple, [Me], [Ve]). Nous n’échapperons pas a cette dualité.

Notons pour simplifier z* la classe de z € X modulo le sous-groupe Za.
Soit F' une partie finie de X ayant au moins deux éléments dans des classes
distinctes modulo Za. Pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ > 0 posons

mn(F) = ¢n m;g}, {oé’i‘é‘, Ilu—v+k'o‘!|} ,

M(F,c):={n>1;mu(F)2c} e  &(F):=limsupm,(F).
v—+00o

La partie F sera dite a—séparée si &(F') > 0. Elle sera dite bien a—séparée, s’
existe ¢ > 0 tel que l'ensemble M(F,c) soit a lacunes bornées (i.e., il existe un
intervalle I de N tel que pour tout entier n, on ait M(F,c) N (I +n) # 0).

Proposition 1.9. Supposons a & quotients partiels bornés.

(i) Pour toute partie bien a—séparée F, il existe co > 0 tel que m,(F') > ¢
pour tout entier n > 0.

(ii) 51 F est une partie formée de points rationnels dans X, alors F" est bien
a—séparée.

(iii) Soient u, v deux éléments distincts dans X tels que v — v ¢ Za. Alors
la paire {u,v} est a—séparée.

Preuve. (i) Choisissons ¢ > 0 tel que M(F, c) soit & lacunes bornées. Il existe un
entier L > 0 tel que pour tout n € N, on ait |n,n + L]\ M(F,c) # 0. Fixons
u et v dans F tels que u* # v*. Pour m € M(F,c), notons k,, l'entier tel que
0<km<gmet

Em = m1n{||u - v+ kaH, 0 S k < (Im} = ”u — v+ km’a”'
Par définition, gmem > ¢ et pour m' €)m,m + L] M(F,c), m<n<m',ona
qm+L

C S qm'fm’ S dm'€n S q qnén-

m
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Si les quotients partiels de a sont bornés par B, alors gm4r < (B + 1)Y¢m ce
qui démontre (i) avec ¢, = ¢/(B + 1)~.

(ii) Soit d le dénominateur commun de F' (1.e., d est le plus petit entier > 0
tel que d-v = 0 pour tout v € F'), soit u et v distincts dans F' et soit k un entier

positif. On a

kpn kpn
e —v+k-al| 2 |lu—v+—[| = ||== = kel
qn qn
et pour n tel que pged{d,qn} = d. # d, on obtient
d k
llu — v+ ka|| > — — .
dqn dnqn+1

Soit maintenant u,, v, dans F et 0 < k,, < gn, tels que m,(F) = gn||lun — vn +

kn-a||. D’apreés ce qui précede, si d ne divise pas g,, on a

) ma(F) 2 3 - 22

dn+1

Par hypothése sur a, il existe A > 1 et 0 < a < 1 tels que ¢,41 < Agn et
a < qnl|gn-a|| pour tout entier n > 0. Choisissons des entiers ¢, § et un nombre
réel ¢ > 0 tels que

a

—-1> 5> e —
t=1226, 222, c<gm-—m

et Posons Wy, 1= Up — VU, €n := |[un — Vn + kn-a||. Puisque w, ne prend qu’au
plus d valeurs, pour tout entier L il existe deux entiers r et s tels que l'on ait
simultanément :

L<r<s<L+td, s—r2>2t, wr=uws.

Supposons m,(F) < ¢ pour tous les entiers n = L + 1,...,L + td. Si k, # k;,
alors

llgs el < ||(ks — kr)-all < er +es
d’ou
a < gs€s + (Qrsr)Qs/Qr < C(l + Atd)
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ce qui contredit le choix de ¢. Nous avons donc k, = k, et aussi ¢, = £,47 =
«++ = g, ce qui donne finalement w; = w, et kj = k. pour 3 =r,7 +1,...,s.
Puisque ¢, et gs—1 sont premiers entre eux, l'un de ces entiers n’est pas divisible
par d et la minoration (*) pour n = s oun = s — 1 donne

1 g
ma(F) > E—q—.

s
Mais les relations de récurrence entre les g, fournissent 2¢, < @¢,4+2 d’ol
ar/qs < 27% < 1/2d, par suite m,(F) > 1/2d, en contradiction avec le choix de
c. L’ensemble M (F,c) est donc & lacunes bornées.

(iii) Dans le cas contraire, il existe une suite d’entiers (k,)n telle que |k,| < ¢y
et limp gul|lu — v — k,-al| = 0. Posons p, = gal|lu — v — ky-al]l. La suite (ky)n
ne peut pas étre stationnaire pour n grand, sinon (u — v) € Za. On a donc
kj # kj41 pour une infinité d’entiers j et dans ce cas

gj+1
gj+1ll(kj1 — kj)all < pjpr + —Jq_ Hy
J

avec 0 < |kj41 — kj| < gj41 + ¢j < gj42. De (1.2) on déduit

g1 [l(kj41 = kj)-all 2 gj4allgj+1al]
d’ot une contradiction en prenant j suffisamment grand. m

Un cocycle en escalier ¢ : X — X sera dit a—séparé (resp. bien a—séparé)
si Pensemble E(p) de ses points de discontinuité forme une partie a—séparée
(resp. bien a—séparée). Remarquons que d’aprés le Lemme 1.14, ¢ peut étre
o—séparé et cohomologue a une constante.

Théoréme 1.4. Soit ¢ : X — X un cocycle en escalier a—séparé et
a—discontinu. Alors I’équation fonctionnelle

(1.19a) p(z) = flz +a) - f(z)

n’a pas de solution mesurable f : X — X. De maniére plus précise, il existe
deux constantes réelles €9 > 0 et ng > 0 ne dépendant que de a ct de o telles
qu’il existe une infinité d’entiers n vérifiant

(1.195) u({z € X, |l (z) = ¢l 2 €0}) 2 no
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pour tout ¢ € X.
De plus, si a est a quotients partiels bornés et ¢ bien a—séparé, alors

(1.19¢) p({z € X, lle™ () = cll 2 &0}) 2 m0
pour tout entier m > 0.

Preuve. Par hypothese sur ¢, on a TU(Z +m-a) = @ pour tout entier m non nul
(avec B = X(¢)). Posons A := ¥ — I. L’ensemble des points de discontinuité
de (™, m € N, est égal & Uo<k<m(Z = k-a). Soit §(m) la plus petite distance
entre les différents points de discontinuité de (™) et posons pour simplifier
bn := 6(gn). Alors 8, = ||dp + rn-al| avec d,, € A, 7, € Z, |rp] < gn. Puisque
¥ contient au moins deux points, on a §, < 1/2¢, de sorte que d,, # 0. En
effet, dans le cas ou d, = 0, on a ||rp-a|| < 1/2¢, avec |r,| < gn, donc
lIrn-al] 2 |lgn-1-@|] par (1.2). Mais gn||gn-1-@]| > 1/2 d’aprés (1.3) ce qui
contredit ¢,6, < 1/2. Maintenant de d,, # 0 on en déduit m,(X) < gndn, d’ott
P’existence d’une constante c telle que

(1.20) 0 < c< gnbn

pour une infinité d’entiers n.

Soit ¢ € X, € > 0 et posons Agm)(c) = {z € X; ||o™(z) = ¢|| > ¢}. Les
cocycles ¢ et (™ admettant les méme sauts, choisissons go égal & la moitié
de la plus petite des valeurs ||s|| correspondant aux différents sauts s de ¢.
En tout point de discontinuité o de (™) envisageons les deux arcs qui ont o
comme extrémité commune et sur lesquels (™) est constante. L’un d’eux est
alors contenu dans ’ensemble Ag")(c), d’ou

(1.21) KAL) 2 Smé(m)

Les inégalités (1.20) et (1.21) assurent (1.19b) en prenant 7y = ¢/2. Il est
maintenant clair que d’aprés (0.6), ’équation (1.19a) n’a pas de solution
mesurable.

Supposons a a quotients partiels bornés et ¢ bien a—séparé. Alors d’apres
la proposition 1.9(i), (1.20) est vérifié pour tout n. Soit B un entier tel que
Bqn, 2 gn4+1 pour tout n. A chaque entier m > 1, associons ’entier n tel que

gn < M < Gnt1, alors m§(m) > gnéns1 = B 1qnt16n41 = ¢/B. Dol (1.19¢)
avec maintenant 7o = ¢/2B. m
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Corollaire 1.6. Soit ¢ : X — X(= [0,1[) un cocycle en escalier a—séparé.
Alors ¢ est un a—quasi-cobord, cohomologue a la constante ¢, si et seulement
si

(Vo € Z(9); 2orm, o 50(T) =0,

(i) ¢~ [y @(t)dt € Za. .

Corollaire 1.7. Soient o un nombre irrationnel 4 quotients partiels bornés, T
la rotation sur le tore correspondante et ¢ un cocycle en escalier a—discontinu
et bien a—séparé. Alors S,(T) < 1. En particulier, T, n’est pas rigide.

Preuve. 1l suffit d’appliquer la deuxiéme partie du Théoréme 1.4 et la Remar-
que 1.3(iv). m

Proposition 1.10. Soient a un nombre irrationnel a quotients partiels bornés,
T : X — X la rotation 2z — z+ a et ¢ : X — X un cocycle en
escalier a—discontinu, bien a—séparé. Alors I'invariant MT ,(T') est un groupe
contenant aZ et il existe un entierrg, 1 < ro < card(X(y)), tel que rg MT ,(T) C
Za. En fait, si un cocycle

= mpeS — k-p + d,

tel que Z(k-p) = X(p) (avecd € X, m et k entiers non nuls et S : z — z+ 3 une
rotation du tore) est un a—cobord, alors k™ = m" ot r est I'ordre de 8 modulo
Za avec r < card(X(yp)).

Preuve. Notons A un majorant des quotients partiels de a et & = E(¢).
D’apres la proposition (1.9)(i), il existe ¢ > 0 tel que m,(X(p)) > c et il
est loisible de choisir ¢ tel que ¢ < gnl|gn-a|| pour tout n. Supposons que
¥ soit un T'—cobord (le cas ou B € MT ,(T') correspond & m = 1). Posons
TS fol [l(9") (z)||dz; par hypotheése lim, g, = 0. Notons t, := c¢/4(4 + 1)%q,
et soit D, I’ensemble des points de discontinuité de (9") qui sont extrémités
communes de deux intervalles de longueur > t,, sur lesquels 1(9") est constante

(les autres extrémités de ces intervalles étant aussi des points de saut de (97)).

Si go == 3 min{|[$(z) — ¥(W)II; $(z) # $(v), (z,y) € X*},0ona

Yeotncard(Dy) < pin.
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En d’autres termes, card(D,) € o(g,). Soient u et v dans ¥ tels que u =
v—fB+ba,beZ(si B € Za,alors u = v). Si ksy(u) # msy(v), alors les
points uj :=u—j-a =v—f—(j—b)a, pourles j tels que 0 < 7,7 —b < ¢, sont
des points de discontinuité de %(97). Si w; est le point de discontinuité de (s=)
le plus proche d’un tel uj, alors ||u; — wj|| s’écrit sous la forme ||l — o' + h-a|
avec o, o' dans T et |h| < gn + |b]. Pour n assez grand tel que |b| < gn—2, on
obtient ¢ < gn41]|u; — wjl|, ce qui donne

€0 ¢(gn — [B]) gn—1 2
> — > ce > ceo/2(A+1)°,
"T 2 gap *2nt1 o/ A )

U
en contradiction avec lim,, 4, = 0. Nous avons donc pour u et v dans & :
U~ v— f = ksy(u) =ms,(v)

et dans ces conditions le nombre de points de discontinuité de (") provenant
de u ou v — 3 reste borné.

Notons par ailleurs que la relation u ~4 v—p8 est biunivoque de son ensemble
de définition (C X) vers £ — . Soit y(u) le point v € T (sil existe) tel que
u ~q v — . Notre objectif est de montrer que 7 est en fait une permutation de
¥. Soit ¥y Pensemble de définition de . Faisons ’hypothése £y # . Le nombre
M, de points de discontinuité de {97) vérifie, d’apres ce qui précede

M, = 2card(Z \ o)gn + 0o(gn)-

Considérons maintenant la famille F, des intervalles sur lesquels (9" est
constante et dont les extémités sont des point de discontinuité de (=), Soit P,
(resp. G,) la famille des intervalles dans F,, de longueur < ¢, (resp. > t,) Par
choix de ¢, les longueurs des intervalles dans P,, sont de la forme |[u—v+3+k,al,
avec u et v dans ¥ et 0 < k, < ¢n. Notons I un tel intervalle et J un
intervalle de la famille F,,, contigu & I. Si J est aussi de longueur < t,, alors
les extémités de l'intervalle union K := I U J sont, soit toutes les deux dans
L + Za, soit toutes les deux dans & — 3 + Za. Il en résulte que la longueur ¢
de K est de la forme |la — b+ £,-a|| avec a et b dans & et 0 < £, < ¢n. Alors
£ > ¢/qn, ce qui est contraire a ’hypothése faite sur J qui se trouve donc de
longueur > t,(= c¢/4(A + 1)2¢,). Ainsi tout intervalle I de la famille P, est
contigu & chacune de ses extrémités avec des intervalles de la famille G,,. Soit
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P;, Pensemble des intervalles I de P, d’extrémités u —i-a et v — 3 — j-o tels

que ks, (u) # ms,(v). Alors || (z)|| > €0/2 sur 'un des deux intervalles de
Gn contigus a I, d’ou

1
/ [ (2)||dz > Leotncard(P}),
0

ce qui montre que card(P}) = o(¢x).

Désignons par N, le nombre d’intervalles I de G,, dont les deux intervalles
(de la famille F,) contigus & I appartiennent & P,. Rappelons que card(D,) €
0(gn) d’on
N, = card(P. \ P,,) + o(gn).

Soit o € ¥\ ¥g. D’apres ce qui précéde, pour n assez grand, il existe un entier
J, 0 £ j < gn (et en fait il en existe O(gn)), tel que o — j-a soit une extémité
d’un intervalle de la famille P, \ P},. Cela signifie qu’il existe o' € (£ \ v(Zy))
et un entier k,(0o,0') € Z, tels que

ks,(0) = msy(a'), 0 < kn(0,0")| < gn, €t |lo — o' + B+ kn(o,0") || < tn.
Fixons o, alors o' est déterminé de maniére univoque car si ||o — o + 8 +
kn(o,0")al| < t,, avec o' # o", comme |kn(0,0') — kn(0,0")| < gni1 et
o' —o" ¢ Z-0, on obtient

¢ < gntillo’ = 0" + (kn(o,0') — kn(0,0"))-a|| < 2tngnt1 < ¢/2,

contradiction. L’entier k,, := k,(o,0') est lui aussi déterminé de maniére unique,
n n b

car s'il en existe un autre, noté k;j,, (et toujours 0 < |k},| < ¢n) alors

¢ < gni1llgn41-@|] < gup1ll(kn — kp)-al| < 2gniatn < /2,
nouvelle contradiction. Passons maintenant & n + 1 et supposons, avec des

notations évidentes, que ||o — 0* + B + kny1:a|| < tay1. Alors si o' # o*,
on obtient la contradiction

¢ < gni2llo’ — 0* + (kn — kny1)-@]| < gng2(tn +tng1) < /2.
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On a donc ' = o* et cette fois-ci les majorations précédentes deviennent, si

kn 5& kn+l :
¢ < gnt1llgns1-¢l] < gnsall(kn = kny1)-@|] < gnya1(ta +tatr) < ¢/2.

Ainsi pour o € (£ \ Zp) il existe un unique o' € (£ \ ¥(Zs)) et un unique entier
k(o) tel que pour n assez grand, |lo — o' + 8 + k(o)-a|| < t,. Cela implique
o =0"— B+ k(o) a et contredit o ¢ To. En d’autres termes, & = T,.

Il en résulte que L(m-¢) = L(p) et la correspondance v : o +— o' définie
par o ~, o' — f réalise une permutation de I. De plus sy(0) + sy(o' — 3) =0,
C’est-a-dire, ks, (o) = ms,(vy(c)). Pour tout o € L, il existe donc un plus petit
entiere, = e,1 < e < card(X) tel que 0 ~o o0—e-f,donce-f € Za et v¢(o) = 0.
Mais alors e, est exactement égal & 1'ordre r de 8 modulo Za.

De méme que ks,(0) = msy(v(0)), on a kls,(0) = mksy(v(s)) =
m2s,(y%(0)) et plus généralement k’s (o) = m's,(v!(o)) pour tout £ > 0.
En particulier, pour £ = r on obtient m" = k".

Montrons que MT,(T) est un groupe. D’aprés ce qui précéde, pour
tout B dans MT ,(T) il existe d € X et ¢ = %1 tels que le cocycle z
oz 4 B) + ep(z) — d soit un T—cobord. Il en résulte que —f est aussi dans
MT ,(T). Pour terminer notons que le groupe quotient I' := M7 (T)/Za est
abélien et fini. Il existe donc un élément dont 'ordre rg est le plus grand commun
multiple de tous les ordres des éléments de I'. C’est ’entier cherché. m

Remarque 1.10. La démonstration précédente montre que M7 ,(T) est un sous-

groupe du groupe des A tels que T(p) + B C I(p) + Za, les éléments 3 de
MT ,(T) étant caractérisés par les conditions

sp(0) £ s,(c") =0

qui doivent étre satisfaites pour tous les éléments o et o' dans I(¢) tels que
g ~q o' — B. La structure générale de M7 ,(T) peut étre précisée. Il est
cyclique ou de rang 2 (en tant que Z~module). En d’autres termes il existe
a* = (a+ ko)/ro tel que

MT (T) = Za*

ou MT ,(T) =Zda* @ ZE ou MT ,(T)=Za* ®ZL (ddivise ro).

De tels exemples avec ry = 2 sont donnés dans [Le-Li].
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Corollaire 1.8. Soit o un nombre irrationnel a quotients partiels bornés
définissant la rotation T sur X et soit ¢ un cocycle en escalier a—discontinu bien
a—séparé. Si ¢ admet un saut irrationnel, alors ¢ est faiblement mélangeant et
deux facteurs naturels distincts Tp., et Tk.,, (m, k entiers tels que |m| # |k|)
ne sont pas isomorphes. En particulier, T, est coalescent.

Preuve. De ’hypothése sur les sauts de ¢, on déduit qu’aucun des cocycles k-,
k€ Z, k #0, n’est un quasi-cobord pour T. Donc ¢ est faiblement mélangeant
d’apres (0.8). Supposons maintenant que pour une rotation S : z — z + 3 du
tore et les entiers m, k, le cocycle m-@eS — k- soit un T—cobord. Alors, d’apres
la Proposition 1.10 on a |m| = |k| et les cocycles m-@, k- sont équivalents. m

Rotations d’angle a & quotients partiels non bornés

Théoréme 1.5. Soit T : £ — z + a une rotation sur X telle que a soit a
quotients partiels non bornés et soit ¢ un cocycle en escalier. Il existe une
suite croissante d’entiers (b,), et une sous-suite (qx,)n» de dénominateurs des
convergents de a telles que

(1) limp—oo ||bngx, || =0,
(ii) lim |/ exp(Zwigo(b"q""))dul =1
n—oo X
En particulier S,(T) = 1 et le type spectral maximal de T, est une mesure de

Dirichlet.

Preuve. Soit ¢ : R — R un-relévement périodique de ¢. D’aprés le Lemme 1.3
et le Lemme 1.6, pour tout z, y € [0,1] on a

|54 (2) — g (y)| < 4V

ol V est la variation de ¢ sur [0,1]. Montrons qu'il existe une partie finie F' de

X (formée de combinaisons linéaires finies sur Z de sauts de ) telle que
(1.22) Va,y € X, ¢U(z) - p"(y) € F

En effet, il suffit de vérifier notre assertion lorsque ¢ := €1; pour un arc I et
¢ € R. Le résultat général s’en déduisant par combinaison linéaire. Choisissons ¢
de sauts . Dans ce cas, on a simplement 3(n)(z)— @) (y) € [-4V, +4V]|NZc
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(z € [0,1]) d’otr (1.22) avec pour F les classes modulo 1 des éléments de
[—4V,+4V]N Zc

Soit £ > 0. D’aprés la théoréme de Kronecker [Kr] il existe un entier b non
nul tel que

bol| < /4.
rgleagsll v|| < ef4r

Joint a (1.22), ceci entraine

|/ exp27ribcp("")dp| >1-¢/2.
X
Notons maintenant que

Lp(bqn)(x) — Z c,o("“)(:c+kqna)
0<k<b

= Y (U (z + kgna) — 1) (2)) + b ().

0<k<b
Mais
/x llo(@ + kgna) ~ o(z)l[a(dz) < 2C|kgno]

ou C est le nombre des points de discontinuité de . On en déduit donc, dans
le cas de (plan)

J 16t — b g <20 3 allbgaal <2001 Yk
X 0<k<b 0<k<b

< CH28,|.

Utilisons maintenant ’hypothése sur o. Il existe une infinité d’entiers n tels que
Cb?|0,,| < ¢/4rm. Pour ces entiers, on a

|/exp27ri<p(b"")dy| = |/(exp27rib<,9(q"))(EXP27fi(9°(bq")_b§9(q")))d/"

X X

> |/ exp27rib<,9(q")d/1| _ |/ exp27rib<p(‘7")(1 —_ exp27rz'(<p(b"")—btp(q")))dul
X X

>21-¢/2- / |1 — exp 2mi(b9n) — bpo(an))|dp
X

>1—ce¢.

La construction de suites (b, )n et (g, )n vérifiant (i) et (ii) est donc possible. m
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Corollaire 1.9. Soient a & quotients partiels non bornés et ¢ un cocycle en
escalier. Alors pour tout cocycle 1 uniformément lipschitzien de degré non nul,
le cocycle ¢ + 1 est faiblement mélangeant et n’est ni cohomologue a un cocycle
en escalier ni cohomologue & un cocycle absolument continu de degré 0.

Preuve. D’apres la Proposition 1.5 et le Théoreme 1.5, les cocycles k(¢ + ),
k € Z, k # 0, ne sont jamais cohomologues & un cocycle en escalier (notamment
a une constante). En particulier ¢ + ¢ est faiblement mélangeant. Supposons
maintenant ¢ 4 1 cohomologue & un cocycle v absolument continu de degré 0.
Il existe donc un cocycle h tel que ¢ — 4 = hoT — h — 9. La démonstration du
théoréme précédent montre de maniére plus précise que pour tout £ > 0 il existe
un entier b := b(¢) non nul tel que

l/ exp21ri<p(bq")d/,t| >1-¢
X

pour une infinité d’entiers n. Enfin, d’aprés les Propositions 1.3 et 1.8, on a
ShoT—h—yp(T) = Sy(T) < 1. Choisissons € = 3(1 — Sy(T)), alors

|/exp 2mi(pbn) — 'y("""))dyl
x

> |/exp27rz'<p("‘7")dy| - / Il — exp 2riya) | dy
X X
(1.23) >1—¢—2n||y®9)]|| .
La suite ((97)),, converge uniformément vers 0 (Théoreme 1.1). Il en est de
méme de la suite (y(%9n)),, puisque 74" = T, , 719")oT*9". On peut donc
choisir ng tel que pour n > ng on ait
Iy ||oo < €/2.
L’inégalité (1.23) et le choix arbitraire de ¢ donnent donc

I / exp 2mi(hoT(®1%) — b — z/)(b""))dp| > Sy(T),
x

ce qui est contraire & la définition de Sy(T). =






DEUXIEME PARTIE

0.2. AUTO-COUPLAGES ET NOUVEAUX INVARIANTS

Nous présentons ici des invariants liés & la structure des auto-couplages
finis et infinis des produits de Anzai. Dans toute la suite, 7 : Y — ) désigne
un automorphisme ergodique sur un espace de Lebesgue Y := (¥,C,v). Soit
n un entier > 1 ou n = oo. Nous noterons Y* = (Y *,C(™) Pespace produit
Ro<kcalY>C). La ki¥me projection (yi)o<icn — Yx de Y™ sur Y sera notée pry
et 'on posera Cy, := pr; *(C). Une mesure de probabilité A sur Y™ est appelée un
auto-couplage d’ordre n (ou encore un n—auto-couplage) de 7 si A est invariante
par la transformation produit 7(") : Y» — Y définie par pri(v(My) = r(prry),
0 < k < n, et si toutes les marginales A o pr; ' sont égales & v. Nous noterons
Ja(7) Pensemble des n—auto-couplages de 7. Par le plongement diagonal de
Y dans Y™ donné par An : y — (¥i)o<i<n, ¥i = y pour tout 0 <z < n, on
peut identifier ¥ au n—auto-couplage voA;'. De méme tout n—auto-couplage,
par plongement diagonal de }™ dans J*™, peut se voir comme un kn—auto-
couplage, £k =1,2,...,00.

L’ordre n d’un n—auto-couplage de 7 sera dit essentiel si :

(0.10) Liix?clflsion Cr C V05i<rz,i¢k C; modO), (ot Oy := A71(0)) n’est
vérifiée pour aucun entier k, 0 < k < n.

L’ensemble des n—auto-couplages A de 7 pour lesquels (Y, 7(") X) est
ergodique sera noté J,2(7). L’espace ) sera habituellement un espace de Borel
standard compact (i.e., Y est métrisable compact et v une mesure de probabilité
sur la o—algébre des parties boréliennes). Dans ce cas J,(7), dans le dual
faible de C(Y'™), est faiblement compact, enveloppe convexe fermée de ses points
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extrémaux qui sont exactement les n—autocouplages ergodiques. Il en résulte
(cf. [Ju-Ru]) que pour tout A € J,, il existe une unique mesure de probabilité
A sur J:(7) telle que pour tout borélien B de Y'",

(0.11) AB) = f {(B)A(dY).

= (7)
Nous identifierons & 'occasion A avec le systeme dynamique associé (Y™, 7(") | X).
Toute suite & = (Sk)ock<n d'éléments S dans le commutant C(7) de 7
détermine une mesure vy sur Y" par :

(0.12) 1/2( I Ak)zu( N S;lAk).

0<k<n 0<k<n

On vérifie facilement que vy € Jf(r). Dans le cas ou 7 est une rotation
ergodique sur un groupe compact I', le commutant C(7) correspond au groupe
des translations de T’ [Ne 2] et d’aprés [Ju-Ru] (voir aussi [Le-Me]), tous les
n—auto-couplages ergodiques de 7 sont de la forme vy, ol v est ici la mesure
de Haar sur I'. Il en résulte que dans ce cas, les auto-couplages ergodiques sont
tous isomorphes a 7.

Revenons au cas général. Un facteur € de 7 (i.e., une sous-oc—algebre de
C invariante par 7) définit un systéme dynamique quotient 7c : Ve — M,
Ve = (Yg,E,v). Pour tout entier n > 1 ou n = oo, le facteur £ détermine un

produit fibré Y2 := (Y, vén)) ou la mesure Vfgn) est définie sur les cylindres

C(Aoy. .., Ar) == prg (Ag) N+ Npri(Ar), Ai €C,0< 1<k <,

par
013 A (C(Aoye s A0)) = [ B(AlE)- - Bl )i,

E(A||€) désignant 'espérance conditionnelle suivant £ de I’indicatrice 1 4 de A.
En général, u,(:") n’est pas ergodique; elle est lorsque I'extension J — )¢ est

faiblement mélangeante relativement a 7 (cf. [Fi 2], p. 119 et suivantes).

A Pautomorphisme ergodique 7 de Y = (¥,C,v) associons ’ensemble A(T)
des sous-algebres £ de C, invariantes par 7 et telles que pour le facteur 7¢ défini
par &, on ait :
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(0.14) Il existe un auto-couplage X de 7¢, isomorphe a 7.

En d’autres termes, £ € A(7) si et seulement si, il existe un entier n > 1 ou
n = oo et des facteurs £;, 0 < i < n, tous isomorphes & &, tels que C = V., ., &

(mod O,). Remarquons que C est toujours dans A(7).
Pour tout facteur £ dans A(7), définissons :
(0.15)  chl(€) :=sup{n > 1; il existe une suite strictement croissante de n
facteursde7: E =& C --- C €,y CC}.
et
(0.16)  jd(&) :=sup{n > 1; il existe un auto-couplage de 7¢, n—essentiel,
isomorphe a 7}.

Notons que :
jd(€) < sup{chl(£'); 7¢ facteur isomorphe a 7¢}.

Dans le cas ou chl(£’) est fini pour tout facteur 75/ isomorphe a 7¢, il ne peut
pas exister d’auto-couplage co—essentiel de 7¢ isomorphe a 7.

Définissons maintenant :

chl(7) := sup{chl(£); € € A(7)}
et
jd(7) :=sup{jd(€); € € A(7)}.

Ce sont des invariants d’isomorphie et l'on a jd(7) < chl(r). Lorsque 7 est
a spectre simple, chaque facteur étant canonique (cf. [Ne 2]), Pensemble A(7)
se réduit & {C} de sorte que jd(v) = chl(r) = 1. Clest le cas des rotations
ergodiques. Lorsque 7 est non coalescent, alors chl(7) = +o0o0, mais nous ne
savons pas quelles valeurs peut prendre jd(7).






2.1. AUTOMORPHISMES TOTALEMENT COALESCENTS

Définition et ezemples

Un automorphisme ergodique 7 sera dit totalement coalescent si tout auto-
couplage A de J&(7) définit un systéme dynamique coalescent. C’est le cas
des rotations ergodiques. Notons que si 7 est totalement coalescent, alors tout

n—auto-couplage ergodique de 7 est coalescent. Nous verrons que la réciproque
est fausse.

Théoréme 2.1. Soit 7 : (I',B,pu) — (T',B, y) une rotation ergodique sur un
groupe monothétique compact I et soit G un groupe abélien métrisable compact.
Soit ¢ : I' = G un G—cocycle faiblement mélangeant pour lequel

(2.1) Pour tout S € C(7), le G—cocycle goS — ¢ est un T—quasi-cobord.

Alors 7, est totalement coalescent.

Preuve. Remarquons tout d’abord que pour S € C(7) et cs, cs dans G tels que
les G—cocycles

@oSg —p—cs et poSz—p—cy

soient des T—cobords, alors pour tout caractére  de G, on a n(c's)/n(cs) € Sp(7)
puisque ¢ est faiblement mélangeant. Choisissons A dans J£(7,); nous devons
montrer que A est coalescent. La marginale de A dans J(7) est de la forme
(0.12), soit ici py avec T := (Si)ixo, Si € C(7). Considérons le G*—cocycle
Y = (poSi)ixo et le groupe H; des caractéres y de G*° tels que yot soit un
7—cobord. Notons G 'annihilateur de Hj; c’est un sous-groupe compact de
G*°, de mesure de Haar notée ;.

D’aprés [Le-Me], il existe un G™®—cocycle f : I' — G tel que le cocycle
(2.2) ri=p 4 for — f

soit a valeurs dans Gy, et le produit croisé 7y, sur (I'xGy, u®p1) soit isomorphe

\

a

(7)™ : ((TxG)®,3) = ((TxG)™, ).
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Nous sommes ainsi ramenés a étudier la coalescence de 7y,. Soit D la diagonale
de G*°. Montrons que pour tout caractére ¥ de G* on a :

(2.3) Si xot) est un T—quasi-cobord, alors D C Ker x.

En effet, x s’écrit sous la forme d’un produit fini

X= H nelle,

LeL

oung € G et I, : G® — G désigne la £¥™¢ projection. Si yoi est 7—cohomo-
logue & une constante ¢, c’est-a-dire si [],¢;, 7¢(oSe) est T—cohomologue a ¢,
alors d’aprés (2.1) le cocycle ([],cy n¢)e est T—cohomologue & la constante
¢ Ileer me(—cs,) - Le cocycle ¢ étant faiblement mélangeant, nécessairement
HeeL ne = 1 et par suite D C Ker x, ce qui démontre (2.3).

Soit maintenant Uy, : (z,y) — (U(z),9(z) + v(y)) un élément de C(Ty,),
avec U € C(7), v un épimorphisme continu de G; et g un Gy—cocycle défini sur
G, tels que :

(24) ’ll)l oU - vc¢1 = goT — ¢.

En projetant sur G par I les égalités (2.2) et (2.4), on obtient que les
deux G—cocycles @oSkolU et Ipoverp sont 7—cohomologues. Par I’hypothese
(2.1) on déduit que le cocycle @oSkoU — oSk est T—cohomologue a cy. Mais
oSy = Ilxep donc (IIx — Hiov)erp est T'—cohomologue a cy pour tout entier
k. Soit n un caractére de G. Le sous-groupe G étant fermé, chaque caractere
nollrov de Gy se prolonge en au moins un caractere P, ; de G*. Soit le caractére
Xk = nollx /Py x; d’aprés (2.3)

(2.5) D C kerxx, k entier > 0,
et comme x ot est T—cohomologue a n(cy), on a
(2.6) xk/xe € Hy, k, £ entiers > 0.

Montrons kerv C D, puis ker v = {0}. En effet, si z € kerv(C G;), par (2.6) on
obtient xx(z) = x¢(z) d’otr

nollx(z) _ P, k() _ nell;ov(z) _1
noH((m) Pn,[(.’l:) noH[ov(z) ’
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ceci pour tout n € G. On a donc Ix(z) = II,(z) pour tous les indices k, £, donc
z € D. 1l résulte maintenant de (2.5) que nollx(z) = nollxov(z) = 1, ce qui
entraine x(z) = 1 pour tous les caractéres de G, d’out £ = 0. Nous avons ainsi
prouvé que v est injective, par suite Uy , est inversible. Ceci montre que Ty, ,
donc aussi A, est coalescent. ®m

Remarque 2.1. Dans le cas ou I' = G = X, t.e., dans le cas des produits de
Anzai, les hypothéses du Théoréme 2.1 sont vérifiées pour les cocycles affines.
E. Lesigne, nous a fait remarqué que ce sont 1a les seuls exemples (& un cobord
pres). En fait, soit F le groupe des cocycles f : X — X muni de la distance
suivante :

d(f,g) = /x I1£(z) - g(2)lli(dz).

Alors (F,d) est un espace polonais. Soit H : FxX — F Papplication continue
définie par
H(f,c):=for—f+ec

Il résulte de [Ba 2] que l'image H(FxX) est une partie borélienne de F
et qu’en outre, il existe un relévement borélien A : H(FxX) — FxX de
H. D’aprés ’hypothése (2.1), ’application continue h : X — F définie par
h(B)(z) = oz + B) — p(x) vérifie

h(X) C H(FxX).

Finalement, introduisons la projection p; : FxX — X. L’application & :=
paoAoh : X — X est borélienne et le cocyle h(8) — k(B) est un 7 — cobord pour
tout B € X. Il en résulte maintenant d’aprés [Les| que ¢ est T—cohomologue a
un cocycle affine.

Automorphismes quasi-discrets

Soit 7 un automorphisme ergodique de Y = (Y,C,v) et I'(Y,v) le sous-
groupe multiplicatif des fonctions f € L2(Y,v) telles que |f| = 1, muni de la
topologie induite par la norme de L%(Y, v). L’endomorphisme de groupe V défini
sur I'(Y,v) par V(f) = for/f est continu. Considérons la suite croissante des
sous-groupes fermés G,(7) := ker V", n > 0. Le groupe

Goo() = | ] Gu(r)

n>0
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est appelé groupe des fonctions propres généralisées. L’automorphisme 7 est
dit & spectre quasi-discret si 'espace engendré par Goo(r) est dense dans
L%(Y,v). Cette définition differe de celle donnée dans [Ab] et [Ha-Pal, ces
auteurs supposant 7 totalement ergodique (i.e., toutes les puissances non nulles
de 7 sont ergodiques). Cette derniére hypothése n’est en fait pas utilisée
dans la démonstration de coalescence de 7 donnée par H. Hahn et W. Parry.
Leur résultat repose sur les propriétés suivantes qui sont vraies pour tout
automorphisme ergodique 7 et tout S € C(7):

(P1) 9 € Guy1(7) => go5/g € Gn(7),
(P2) Pour tout entier n, 'application g + goS est un automor-
phisme du groupe G,(7).

Il en résulte, avec notre définition :
Proposition 2.1. Tout automorphisme ergodique quasi-discret est coalescent.

Notons que les produits de Anzai déterminés par les cocycles affines ¢, sont de
spectre quasi-discret.

La Question 1 de 'introduction admet maintenant une réponse négative
sous la forme suivante :

Théoréme 2.2. Tout automorphisme ergodique T quasi-discret est totalement

coalescent. De plus, tout auto-couplage A € J&(7) détermine un systéme
dynamique a spectre quasi-discret.

Preuve. Nous commengons par établir la propriété d’approximation suivante :

Lemme 2.1. Soient Z :=(Z,&, ) un espace de probabilité et Hy, Fy, k € N,
des sous-algébres unitaires de L>°(\) telles que Hj soit une sous-algébre dense
de Fy. pour la norme de L?()). Alors la sous-algébre H engendrée par tous les

H). est dense (pour la norme de L*()\)) dans la sous-algébre F engendrée par
tous les Fy,.

Pour démontrer ce lemme, Il suffit d’établir que pour tout m > 0, tout ¢ > 0 et
tout fx € Fy, 0 < k < m, il existe des éléments hy € Hy, 0 < k < m, tels que :

(2.7) I TLfe = T Aell, < e
k=0 k=0
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Mais on a toujours, par exemple,

I T 5= T Aelle <30 (UG = Bl TT Weslloo - T 1illoo)-
k=0

k=0 k=0 0<j<k k<j<m
11 suffit alors pour réaliser (2.7) de choisir les hy € Hj pas a pas, tels que :

3

[1fx = Rill2 < .
22 (U + Togy<x Mslloo  icj<m [1filloo)

Démonstration du Théoréme 2.2. Soit un automorphisme ergodique 7 : Y — Y
a spectre quasi-discret et soit A € J& (7). Pour tout k € N posons :

Gk = {gopri; g € Gu(7)},
G, = {gopri; 9 € Goo()} (= |J GY).

n>0

Pour n = 0, les groupes G& sont tous égaux au groupe trivial {1}. Montrons
par récurrence sur n que GX C G,,(T(°°)) pour tout n > 0. Supposons cette
inclusion satisfaite pour un entier n > 0 (pour tout k) et soit f = gopr, dans
Gk .1, avec g € G,41(7). On a donc gor = h-g dans L%(v) avec h € G,(7) et
comme v = /\opri_'l, cette égalité se transcrit dans L2()) sous la forme :

(gopri)om(™ = (hopri)-(gopri).

En d’autres termes, for(°®) = (hopry)-f, mais hopry € GX¥ C G,(7(>)) par
hypothése, donc f € Gp41(7()), ce qui établit les inclusions avec n + 1.
Pour obtenir que G oo(7(°)) engendre un sous-espace dense dans L()), il suffit
d’appliquer le Lemme 2.1 en prenant pour Hj l'algébre engendrée par G¥_ et
pour F} la sous-algebre de L>°()\) des éléments de la forme gopry. g € L>(v).
]

Remarque 2.2. Une question naturelle se pose a savoir si les transformations
de spectre quasi-discret sont les seules qui soient totalement coalescentes. E.
Lesigne nous a signalé que la réponse a cette question est négative car il existe
des translations sur des variétés nilpotentes qui peuvent étre représentées comme
des extensions suivant le cercle de translations sur le tore de dimension deux et
ou les cocyles satisfont aux hypotheses du Théoréme 2.1 (voir {Con-Les]).
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Produits de Anzat non totalement coalescents

Soit T : £ — z + a une rotation irrationnelle sur le tore X. Pour tout
produit de Anzai T, ergodique, les groupes G,(T,) sont faciles & déterminer.
Deux cas se présentent :

Cas 1 : Pour tout entier k£ non nul, le cocycle k- n’est pas cohomologue a
un cocycle affine. Alors G,(T,,) est formé des fonctions propres de la rotation
T, ie., Go(T,) = G2(T)®1 et d’autre part G3(T,) = G3(T,), de sorte que
Goo(Ty) = Go(T)®1.

Cas 2 : 1l existe des entiers k non nuls tels que k- soit cohomologue & un cocycle
affine. Tous ces entiers sont alors multiples d’un entier e > 0 et il existe a € Z,
ceXet FeI(X,pu) tels que

FoT(z)/F(z) = exp (2mi(ep(z) — az — c)).

Avec ces notations, si a # 0 alors G2(T,) = G2(T)®1 et Goo(T,) = G3(Ty) #
G2(T,). Si a = 0, cette fois-ci G2(T,) contient strictement Go(T)®1 (car
exp(2mic) est une valeur propre de T, et ¢ ¢ Za), tandis que G3(T,,) = G2(T,,).
On a donc encore Goo(T,) = G3(T,). Les fonctions propres généralisées sont
toutes de la forme

(z,y) — 2(F(z))™ exp (27i(nz — mey))

avec z € C, |z| =1 et (n,m) € Z2. 1l résulte immédiatement de (P2) que T, est
alors coalescent. Cela peut aussi s’obtenir du fait que le facteur naturel Te.,, est

quasi-discret, donc coalescent. En effet, d’'une maniére générale, nous montrons :

Proposition 2.2. Soit ¢ : X — X un cocycle ergodique tel que pour un
entier non nul k, le cocycle k- soit un cocycle affine. Alors tout auto-couplage
A€ JHT,), n < oo, est coalescent. D’autre part, pour a a quotients partiels
bornés, il existe de tels cocycles qui ne sont pas totalement coalescents.

Preuve. Soit A € Jf(T,), n < +oo. La marginale de A dans J£(T) est de la
forme pg avec T := (51, ++,Sn), Si € C(T). D’apres [Le-Me], il existe un sous-
groupe compact Gy de X" (cf. démonstration du Théoréme 2.1) de mesure de
Haar p; et un Gj—cocycle 31, T—cohomologue & 1 := (peSi,- - +,poSy), tels
que (Ts(v"), A) soit isomorphe & P’extension croisée Ty, définie sur (X xG1, u®@u1).
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Pour tout entier k fixé (k # 0) notons k* ’endomorphisme de (X x X)" défini
par :

k*((mhyl)’ T 7(1717 yn)) = ((mlv k'yl)v et ,(In, k'yn))

et posons A* = \ok* . Notons enfin 4} la mesure de Haar de G} := k-G;. Il est
clair que A* € J¢(Ty.,) de sorte que (T,S.";, A*) est isomorphe & (Th.p,, 4 ® p})
(On sait classiquement que p ® uj est la seule mesure de probabilité sur X x G}
qui rende ergodique le produit croisé Tyt ). Si k- est cohomologue a un cocycle
affine, il est aussi ergodique car ¢ Pest, par suite (Tk.y,, 4 @ p}) est coalescent
(Théoréme 2.2). Pour montrer que A est coalescent, il suffit d’établir le lemme
suivant :

Lemme 2.2. Soit T un sous-groupe compact de X" (n entier > 1), de mesure
de Haar p; soit k un entier > 0, I := kT’ de mesure de Haar p' et soit x : X — T’
un I'—cocycle tel que (Ty, p® p) soit ergodique et (Ty., p® p') coalescent. Alors
(Ty, 1 ® p) est coalescent.

Preuve : Soit (z,v) — (S(z), v(y)+f(z)) un élément du commutant de (T}, u®p)
ol S € C(T'), v est un épimorphisme continu de I et f un I'—cocycle tels que :

xoS —vox = foT — f.
En sommant k fois cette relation, on voit que ’application

(2,7) = (8(2),v'(7') + k- f(2)),

ou v' désigne la restriction de v & I', est un élément du commutant de
(Tk-x, 1+ @ p'). Par hypothése v’ est un isomorphisme de I'. Si v n’est pas
un isomorphisme de T alors la suite des sous-groupes I', = v~ "({0}) de
I' n’est pas stationnaire. Il en résulte que I'oc = J,»o'n est infini, mais
kT, C kerv'™ = {0}, donc k-T's, = {0}. Cela contredit le fait classique que
le sous-groupe {y € T'; k-y = 0}(C X") n’a qu’un nombre fini d’éléments (au
plus k). =

Fin de la démonstration. 1l reste & donner un exemple de cocycle ¢ tel que

T, soit ergodique, non totalement coalescent et pour lequel k- est affine pour
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un entier k non nul. Choisissons a & quotients partiels bornés. Soit 3 dans X,
irrationnel et tel que ZB3 N Za = {0} . Le cocycle

1
pize B4+ ‘2‘1[0,1/2[(’3)

posséde les propriétés requises (ces choix ont été faits pour fournir un ex-
emple simple). En effet, T, est clairement ergodique (vu le choix de 3 et le
Théoréme 1.4) et 2-p est constant. Montrons que T,, n’est pas totalement coa-
lescent. Pour cela choisissons 7, irrationnel dans X tel que

(Zy + z%) N Za = {0}.

Soit D, le sous-groupe compact de X*° formé des éléments y tels que 2-y
appartienne a la diagonale. Notons y; la mesure de Haar de D, et soit Hs
le groupe des caracteres x := nollp + nyII; + -+ - + ngIl; de X*° (a valeurs dans
X) tels que le cocycle

k
Yyiz e (no 4+ +ng)pf+ % anl[o,l/z[(l’ +77)
j=0
soit T'—cohomologue & 0. Avec les choix faits pour .y, 'ensemble {—jvy, —jy +
1/2; 0 £ j < k} est a—séparé. Cela résulte du fait que pour a & quotients par-
tiels bornés, on a lim sup,, ming<m<zg, gn||f-y —m-a|| > 0 pour tous entiers non
nuls L et £. Le Théoréme 1.4 montre alors que D est exactement ’annihilateur
de Hj. On vérifie en effet que x € H; si et seulement si

k
n; =0 (mod2) pour i=0,---,k et Zn,-=0.
i=0

Il en résulte que Pextension croisée Ty, définie sur (X x Dy, u ® pg) par le
Djy—cocycle

Yz (‘ro(z)a‘ro(z + 7)7' o 795(‘7" + k")’)’ )
est ergodique. Soit é§ ’application continue, injective, de X x D, dans (X?)>

définie par

6(13 Yo, Y1,Y2, ) = ((Iv yO)a(I +7 yl)a(z + 2'77 y2)7' : )
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et posons A := (u ® p2)é~!. Un calcul simple donne 80Ty = (T.,)(°)od, d’on
I'invariance et 'ergodicité de X pour (T,,)(>). D’autre part les marginales de A
sur les facteurs X? sont toutes égales & 4 ® p. En effet, pour tout £ € N et tout
(n,m) € Z2\ {(0,0)},0n a

/ exp 2mi(n-zx + m-yy)dA
(X2)e°
= / exp 27i(n-z + m-yx + nk-y)u(dz)pa(dy) = 0.
X xDq

Ainsi A € J&(T,,). Soient maintenant o le shift de (X2) et S la transformation
(surjective, continue) de X x D, définie par :

S(x’y07yl>y27' ) = (z + 7’y17y23"')‘

Alors 008 = 605. D’autre part S préserve la mesure de Haar u ® p2 et un simple
calcul donne SoTy, = TyoS, donc S € C(Ty). Par suite o € C(X). Mais S n’est
pas inversible donc o ne l’est pas et A n’est donc pas coalescent. m






2.2. FACTEURS ET SOUS-GROUPES COMPACTS

Soit T une rotation ergodique sur un groupe abélien métrisable compact I'
(qui est donc monothétique) et soit ¢ un cocycle défini sur I', & valeurs dans
un groupe abélien métrisable compact G (de loi notée additivement) tel que le
produit croisé 7, : (77, 9) — (7(7),9 + ¢(7)) sur I'xG soit ergodique (pour la
mesure de Haar). Notons C (au lieu de Br®B¢) la o—algebre des boréliens de
I'xG et I : C(7,) — C(7) 'homomorphisme continu obtenu par restriction au
premier facteur I" de I" X G. Remarquons que II, en tant qu’application a valeurs
dans son image C(7) := II(C(7,)), est ouverte. A tout sous-groupe L de C(7,)
nous lui associons la o—algebre

¢ct={BecC;VYSeL,SY(B)=B)}.

Le groupe G s’identifie & un sous-groupe compact de C(7,) par le monomor-
phisme continu

0:hw— 0,
ou 6, désigne la translation (v,¢) — (v,9 + h) et l'on a
kerII = 6(G).

Pour tout sous-groupe compact H de G, on posera C¥ au lieu de C9# ) et on
notera ¢, le cocycle
v e(y) + H,

a valeurs dans le groupe quotient G/H (qui est lui aussi abélien métrisable
compact). Par réduction modulo {0} xH toute c—algebre £ de CH devient une
sous-g—algebre de Cy := Br®Bg/y notée £y. 1l est habituel d’identifier par
application canonique I'xG — I'x(G/H) les o—algebres CH et Cy ainsi que
Eet £y si £ CCH. Lorsque A € CH on notera, au besoin, Ay 1’élément de Cy
correspondant a cette identification.

Au cours des démonstrations suivantes, nous serons amenés a utiliser des
résultats généraux établis dans [Le-Me] sur la correspondance entre les facteurs
€ de 7, et les sous-groupes suivants :

(2.9) H():={heG;VAEE, 61 (A)= A},
(2.10) Hou(€):={Se€ Cl(r‘,,”(”); VA€E S (Ay) = An),
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out Cy(y, ) est le groupe des éléments inversibles du commutant de 7, muni
de la topologie faible. Le groupe H(E) est compact car, de maniére évidente,
fermé dans G et de plus :

(2.11) Lao—algébreC H correspond au plus petit facteur naturel contenant

Les éléments de C(r,, ) operent donc de maniére naturelle sur £ qu’ils laissent
globalement invariant et l’on a [Le-Me] :

Mo, 1 (E) est un sous-groupe compact de C1(7,, ), tel que :
(2.12) E={AeCH; VS ecH,u(€), STV (An) = An}.

La correspondance £ — (H(E), Ho, u(E)) est univoque.

Nous aurons besoin de résultats supplémentaires sur H,, g(€). Soit
My : C(rp, ) — C(7)

I’homomorphisme déterminé par la restriction au premier facteur I'. Il est
continu pour les topologies faibles sur les commutants et 'image

K(&) :=Nu(He,u(€))

est donc un sous-groupe compact de C(7).

Soit &' un autre facteur de 7, tel que
&cée.

Il est alors évident que H(E) C H(E'). Notons H et H' ces groupes, respec-
tivement associés & & et £'. Remarquons que £ C Cy, H(Ey) = H'/H et, en
identifiant G/H' a (G/H)/(H'/H):

Hon (') =My, 1 yulEr)-

Choisissons S € K(&) et soit ¥ := Sy, un reléevement de S dans H,, (&). Les
éléments de £ sont laissés fixes par ¥ et la relation 8,4)0Z = Xof) vérifiée
pour tout h € G/H montre que pour tout A € E;(C Ex) et tout h' € H'/H,
on a

O 0w (A) = A.
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Il en résulte que v(H'/H) C H'/H, de méme pour v™! ce qui permet de définir
un isomorphisme continu de groupe

v':G/H' - G/H',
par passage au quotient G/H — G/H'. La transformation
T (2,y') = (8(2),v'(y') + fur(2),

déduite de ¥ par réduction modulo {0} x(H'/H) sur I'x(G/H') est donc dans
C(T4y ) et laisse fixes les éléments de £};,. Cela signifie que &' € M, q/(E'),
d’ol en projetant dans C(r) par Iy :

(2.13) £ C €= K(£) C K(£").

Nous allons examiner maintenant le cas important ou H = H'. Dans la suite,
lorsque H = {0}, nous écrirons pour simplifier H,(€) et II respectivement au

lieu de Hy, (0} (€) et TL{o;.

Lemme 2.3. Soit H un sous-groupe compact de G et soit L un sous-groupe
compact de C1(7,, ). I y a équivalence entre :

(i) 1l existe un facteur £ de 7, tel que H(E) = H et H, n(€) =L,

(ii) La restriction de Il & L est injective.

Dans ce cas, le facteur £ est unique, il est donné par (2.12).

Preuve.

(i)=(ii) : 1l faut montrer que
ker(Ilg) N He, 1(E) = {idrxc/m}-

Si T est dans cette intersection, il correspond & un relevement de l'identité de
C(7), donc T est de la forme 8y : (v,9) — (7,9 + k), h € G/H. Alors 6}, laisse
fixe les éléments de £y (C Br®Bg,n), ce qui signifie que h est égal a la classe
H, i.e., 0) est I'identité.

(ii)=(i) : Le sous-groupe compact L étant donné, considérons la o—algebre

& :={A € Br®Bgy ; V5 € L,S7'(A) = A}
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et le sous-groupe
Lo:={Z€C(ry,); YAE &, T7(4) = A).

Il est clair que L C Lo et toute la démonstration revient essentiellement a
montrer 'égalité Lo = L, le facteur cherché £ étant alors I'image réciproque
de & par ’application canonique I'xG — I'x(G/H). Notons tout d’abord que
Oy(Le) = Nu(L). En effet, soit x; la premiére projection I'x(G/H) — T et
identifions T' avec C(7) (i.e., ¥ € T identifié avec la translation z — z + 7).
La o—algebre & N &7 (Br) est par construction identique & x7* ((Br)¥) pour
K :=T1Iy(L). Il en résulte que

Mu(Le)={yeT;YAecBr)X,A—y=4}.

Alors pour tout v € IIx(Lg), la translation de v laisse fixe tout caractére y
de T trivial sur K. En d’autres termes x(y) = 1 et par suite, v € K. Ainsi
Iy (Le) C K, d’oli I’égalité puisque L C Lo.

Dans la suite de la démonstration, il est loisible de supposer H = {0} (et
done 7, = 74, & = € et [Ig = II). Soit M := H(E), alors ker(Ilz )N Ly = 6(M)
et Ly = §(M)L. Par suite, le sous-groupe Ly de C(r,) est compact et la
démonstration se raméne a établir M = {0}. Par choix de la topologie faible sur
le commutant, 'application £ +— foX, de C(r,) dans L'(jz) est continue pour
toute application f € L>(f). Pour f; € L(1), g; € L>®(j1), T; € C(7), i = 1,2,
on a l'inégalité

1 f1o21 — faoZallz £ 2(|If1 — g1ll2 + f2 — g2]l2)
+H1f1 = fallz + 2llg2lloollg20E1 — g205s |12

Alors, de la densité de L>(j1) dans L?(fi) on déduit que I'application (I, f) ~—
foX de C(r,)xL*(jt) dans L?(j1) est continue. Il en résulte que & : T s Us
détermine une représentation unitaire (fortement continue) de Cy(7,,), d’espace
de représentation L2(j1). Désignons par W la représentation unitaire obtenue
par restriction de ¥ a L. Notons que W est injective. Cette représentation se
décompose en une somme directe @neN W, de représentations irréductibles W,,
(cf. par exemple, [Hew-Ro]). Soit E, l’espace de représentation de W, de telle

sorte que L2(j1) = QBHGN E,. Si toutes les représentations W, sont triviales sur
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6(M), il en est de méme pour W et par suite M = {0}. Placons nous dans le cas
contraire et soit W, non triviale sur §(M). La restriction W de W,, a L admet
E, comme espace de représentation. Comme L est abélien, W se décompose
en une somme de représentations de dimension 0 ou 1. En particulier, il existe
n, u € E,, u # 0 et un caractére ¥ de K tels que W(Z)(u) = oII(Z)u pour
tout ¥ € L. Soit ¥ un caractére de I' dont la restriction & K coincide avec .
Introduisons l'isométrie Viy de L?(ji) définie par Vy(f)(z,y) := ¥(z)f(z,y). La
représentation conjuguée Vo WVy ! Jaisse donc u fixe. D’autre part, pour tout
g € GonaVyly,Vy 1= Us,, ce qui montre en particulier que la représentation
irréductible Vg W,V ! n'est pas triviale sur §(M). Il existe alors m € M tel
que uofn, # u. En d’autres termes Vi '(u)oX = Vg '(u) pour tout T € L et
Vi (w)obm = Vg ' (uobm) # Vi(u). Par suite, il existe A € £ n’appartenant pas
a Clo| en contradiction avec la définition de L. Ainsi M = {0}, H(E) = {0} et
H,(E) = L, ce qui démontre (i). &

Le Lemme 2.3 admet les conséquences immédiates suivantes :

Corollaire 2.1. Soit £ un facteur de 7,. Posons H := H(E) et notons F(£)
Pensemble des facteurs £ de 7, tels que & C £ C CH. Alors Iapplication
L — H, (L) est une bijection décroissante (pour Iinclusion) entre F(&) et
I’ensemble des sous-groupes fermés de Ho, 1 (E). De plus, pour toute famille £;
de facteurs dans F(€) on a

'H%H (\/l £.) = nl_Hp,H(‘ci)'

En particulier, soit L un sous-groupe compact de C(7,) et soit £ le facteur de
7, formé des boréliens invariants par L. Si H(L) = {0}, alors H,(£) = L.

Choisissons maintenant deux facteurs & et & de 7., isomorphes par
F: & — &, ou & désigne la o—algebre complétée de &; par rapport a fi. Soit
L2(&;, ) le sous-espace des applications £!—mesurables dans L2(ji). Notons @
lisométrie de L2(&,, it) sur L2(&, ji) définie par F. Posons H; := H(&;),i=1,2
et définissons le 2-autocouplage A de 7, par

Ay xAp) 1= /FXGE(A1||51)<1>(E(A21|52))@,.

Soit A la mesure de décomposition ergodique de A sur J5(7,) donnée par (0.12).
Puisque pour tous boréliens A, B, on a A((AxB¢)U(A¢xB)) = 0 si et seulement
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siA €&, BeE et F(B) = A, on en déduit la méme caractérisation pour
A—presque tout £ € J5(7,). Il en résulte que

Hy = {h€G; L:(0,@60)7" = £}

et

H'z = {h € G; [0(00@)0;,)_1 = L)}

A—presque partout. D’aprés [Le-Me], pour un tel auto-couplage /4, il existe un
automorphisme U, de Toy, SUT Ty tel que

Y(A1xAz) = /p (G/H )E(AIHC"‘ WE(A2||CH2))oUr d(ur ®pc /i, )-
X 1

En tenant compte du lemme précédent on obtient :

Corollaire 2.2. Soient & et & deux facteurs de 7,. Posons H; := H(E;),
1 =1,2. Alors :

(a) & et & sont isomorphes si et seulement si il existe un isomorphisme U de
Tou, SUT Ty tel que

UHe,n, (51) Ut = Hap,Hz(g'-’)'

(b) En particulier, si Hy = Hy = H, les facteurs & et & sont isomorphes si
et seulement si les sous-groupes H, u, (1) et Hy m,(E2) sont conjugués dans

C(T¢” ).

Comme conséquence, nous en déduisons le critere de non coalescence
suivant :

Corollaire 2.3. L’extension (ergodique) 7, est non coalescente si et seulement
si il existe un facteur naturel strict 7, —isomorphe & 7.

Ce résultat est banal si G = X. Dans le cas général, considérons un élément
non inversible ¥ : (z,y) — (z + B,v(y) + f(z)) dans C(7,). Alors le sous-
groupe H := ker(v) n’est pas trivial et H = H(Z7(C)), d’ott I'existence d’'un
isomorphisme U de 7,, sur 7, par le corollaire précédent. Réciproquement,
un tel isomorphisme fournit un élément non inversible de C(7,), & savoir
(z,y) — U(z,y + H).
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Examinons maintenant le cas particulier d’un facteur £ de 7, tel que
K(&)=C(7).

Posons H := H(E). Le facteur naturel 7, ~est alors & spectre discret; cela
résulte du fait que si II}; désigne la restriction de Iy & H, u(€) alors I}, ™!

réalise un relevement continu de C(7) dans C(7,, ) et du lemme général suivant :

Lemme 2.4. S’il existe un relévement de C(r) dans C(7,) par un monomor-
phisme continu de groupe, alors 7, est & spectre discret.

Preuve : Soit p le reléevement continu de C(7) dans C(7,). Alors p(a) est de la
forme 7,06 pour un certain k£ € G. Ainsi p(a) et §; commutent-ils pour tout
h € G. La continuité de p et la densité de la suite (na), dans I' montrent alors
que p(u) commute avec 8y, pour tout u € " et tout A € G. Il en résulte que I' x G
est isomorphe & C(r,) par 'application (u, h) — p(u)ef). En particulier C(7,)
est compact, contient 7, donc 7, est & spectre discret. m






2.3. PRODUITS CROISES REGULIERS

Soit 7, : I'xG — I'xG le produit croisé envisagé dans la section précédente.
Remarquons que par ergodicité du cocycle ¢, le seul automorphisme continu v de
G tel que voy soit 7 cohomologue & ¢» est 'automorphisme identité. Nous dirons
que l'extension 7, est réguliére si quels que soient les sous-groupes compacts
distincts Hy, Hy de G, les facteurs naturels correspondants Tom, et Toy; 1€ sont
pas isomorphes. D’apres le Corollaire 2.3 toute extension réguliere ergodique est
coalescente.

Ezemples. Pour une extension de Anzai ergodique T, on sait que deux facteurs
naturels distincts Ty., Ti.p (k| 5 ||, k, | € Z*) sont isomorphes si et seulement
si, il existe une rotation S sur le tore et € = %1, tels que le cocycle k-poS +el-¢
soit un T'—cobord. Il en résulte que T, est réguliére si et seulement si I'un ses
facteurs naturels est régulier. Il en est alors ainsi de tous les facteurs naturels.
En particulier, s’il existe un entier non nul £ tel que k-¢ soit cohomologue a un
cocycle affine, alors T,, est régulier.

D’autres exemples de produits croisés de Anzai T, ergodiques réguliers ont
été obtenus dans la premiére partie avec :

— les cocycles ¢ absolument continus, de degré topologique non nul (Corol-
laire 1.3),

— les cocycles ¢ en escalier, a—discontinus, bien a—séparés et ergodiques,
dans le cas oi T est une rotation z +— z 4 a avec a & quotients partiels bornés
(Corollaire 1.8).

Un sous-groupe L de C(7,) sera dit réduit si le sous-groupe trivial est le
seul sous-groupe de L qui soit sous-groupe invariant de C(7,). Cette notion se

justifie par la caractérisation suivante :
Proposition 2.3. Supposons extension 7, réguliére et soit Il : C(7,) — C(7)

I’homomorphisme obtenu par restriction au premier facteur I'. Pour tout facteur
strict £ det,, on a:

EcAlr,) & HE) ={0) & Hy(E) est réduit.
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Dans ce cas, le groupe compact
K(£) = TI(H,(£))

est un sous-groupe strict de C(7). En particulier, I'application £ — K (&) établit
une correspondance biunivoque entre A(7,) et les sous-groupes compacts stricts
K de C(7) qui se relévent (par II1) en sous-groupes compacts réduits L de

C(7,) (sur chacun desquels II est injective).

Preuve : Soit £ € A(r,) € # C. Il existe un auto-couplage A du facteur
(74)¢» isomorphe & 7,. Alors A détermine une famille (£;); au plus dénombrable
de facteurs de 7, tous isomorphes & £ et qui engendre la g—algebre C. Les
facteurs naturels CHi associés aux & (H; = H(E;)) sont isomorphes entre
eux (Corollaire 2.2). Par hypothése sur 7,, ils sont tous identiques a CH avec
H = H(E); par suite H = {0}. Par ailleurs, K(£) est distinct de C(7) sinon,
d’apres le Lemme 2.4, 7, est & spectre discret et alors A(7,) = {C}. Mais £ =C
est exclu. K(&) = {id}.

Réciproquement, soit £ un facteur strict de 7, tel que H(E) = {0} et
supposons L := H,(£) réduit. D’aprés le Lemme 2.3, II est injectif sur L.

Considérons maintenant une suite (S, )n>o dense dans C(7,). Le sous-groupe

() S=LSH)nL

n>0

est alors invariant dans C(7,), donc trivial. De maniere évidente, II est injectif
sur L, := S,LS;! et par le Corollaire 2.2, les facteurs &, correspondants aux
groupes L, sont isomorphes a €. D’aprés le Corollaire 2.1, £ € A(7). Le reste
de la proposition est immédiat. m

11 est naturel de chercher & quelle condition le produit croisé 7, peut se
représenter comme un auto-couplage n—essentiel (1 < n < oo) d’un produit
analogue plus simple. Lorsque A(7,) = {C} le probleme n’a pas de solution.
Etudions le cas d’un cocycle affine de degré d # 0. Le commutant est connu, sa
structure de groupe ne dépend que du degré et pas de la rotation T} elle va nous
servir pour établir le résultat suivant : .
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Proposition 2.4. Soit ¢ un cocycle T—cohomologue a un cocycle affine
z - dz+ec de Z |d > 1, et soit ¢ le cocycle z +— = + c. Alors T, est
isomorphe & un auto-couplage 2—essentiel de (T?),.

En d’autres termes, les cocycles affines de degré 1 générent par 2—auto-couplages
tous les cocycles affines de degré quelconque non nul.

Preuve. Supposons le cocycle ¢ égal au cocycle affine z — d-z + ¢, |d| > 2. La
transformation

U (@y) = (e + 5y +2)

de X? appartient au commutant de T,,. Introduisons la transformation Fj :
X? — X2 définie par Fy(z,y) := (d-z,y) de X% Un calcul direct montre que
I’application

®q: (2,y) = (Fa(z,y), FaoU(z,v))
vérifie

®40T, = (T%)px(T?)y)o2a,

ot ¢ est le cocycle z — z+c. Soient ji la mesure de Haar sur X2 et A = fio®;" sa
mesure image par ®4 sur X2 x X2. On vérifie facilement que A a pour support
Y = ®,4(X?), &, est inversible sur Y et (T%)yx(T%)y(Y) = Y. De plus les
projections de A sur le premier et le second facteur de X2 xX? sont égales & fi. Il
en résulte finalement que A est un auto-couplage de (T'?),, isomorphe & (T,,, ii).
Il est 2—essentiel puisque la o—algebre F 1(B) est distincte modulo les parties
[i—négigeables de B. m
Remarque 2.4. Nous avons donné une démonstration constructive de la propo-
sition précédente. Il est possible de la déduire & partir de la Proposition 2.3. En
effet, le sous-groupe cyclique d’ordre d dans X se reléve dans C(7,) en le sous-
groupe L de méme ordre, engendré par la translation o : (z,y) — (z + 1/d,y).
Ce sous-groupe est réduit. En effet, en reprenant la transformation U € C(7,),
définie au cours de la démonstration précédente, on trouve Us*U~! = o6y,
d’od LN (ULU™Y) = {id}. Le Lemme 2.3 et la Proposition 2.3, montrent alors
que la o—algebre

£o:={A€B;VSeL S (A)= A}

appartient a A(7,). Notons que & correspond exactement au facteur (z,y)
(d-z,y) introduit précédemment.






2.4. CHAINES STATIONNAIRES DE FACTEURS
ET AUTO-COUPLAGES ESSENTIELS

Nous allons donner une réponse négative & la Question 2. Dans ce but, nous
considérons les groupes abéliens métrisables compacts I' ayant la propriété de
chaine décroissante stationnaire suivante :

Pour toute suite décroissante de sous-groupes compacts I'g D
(CD) 'y D - deT, il existe un rang k tel que I'; = T'y pour tout
rang i > k.
Notons que ces groupes appartiennent, & un isomorphisme topologique pres, a
la famille des groupes de la forme X¢ x F, oi X est le tore de dimension d et
F un groupe abélien fini. Nous avons le résultat général suivant :

Proposition 2.5. Soient I’ et G deux groupes abéliens métrisables compacts
satisfaisant & I’hypothése (CD). Soient T une rotation ergodique sur I' et
¢ : ' = G un G—cocycle tel que le produit croisé 7, soit ergodique. Alors
toute chaine croissante de facteurs de 7, est stationnaire & partir d’un certain
rang.

Preuve. Soit (&;); une suite croissante de facteurs du produit croisé 7,,. Posons
H; = H(E;) et C; le plus petit facteur naturel contenant ;. La croissance de
(&:): entraine la croissance de (C;); et la décroissance de la suite (K;); des sous-
groupes compacts K; = K(&;) de C(7) (identifié & T, ¢f.(2.13)). Il existe donc
ip tel que H; = H;, et K; = K;, pour tout i > ip. Comme &;, C &; pour i > g
on en déduit en fait I'égalité &; = £;, d’aprés le Lemme 2.3. ®

Dans le cas particulier des produits de Anzai, la proposition précédente peut
étre renforcée. Dans ce but introduisons la fonction arithmétique classique Q2
définie par (1) := 0, et Qn) 1= v1+- - -+vg, sip1® -+ - pi”* est la décomposition
de n en facteurs premiers. Tout groupe cyclique H d’ordre h ayant un sous-
groupe (et un seul) d’ordre d diviseur de k, il en résulte que le nombre maximum
de sous-groupes distincts de H formant une chaine croissante pour I'inclusion est
égal & Q(h)+1. Nous utiliserons également par la suite la fonction arithmétique
w définie par w(n) = k (et w(1) := 0). Notons que w(n) = 1 signifie que n est
primaire. On posera aussi §2(00) = w(o0) := oo par convention.
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Proposition 2.6. Soit T, un produit de Anzai ergodique. Alors, pour tout

& € A(T,), de sous-groupes compacts associés H(E) et K(£), d’ordres respectifs
hetk,ona

(2.14) chl(&) = Q(h) + Q(k) + 1.
En outre, il n’existe qu’un nombre fini de facteurs £' de T, tels que £ C &' C B.

Preuve. Si le produit de Anzai T, est & spectre discret, on sait déja que A(T,)
se réduit & la o—algebre B des boréliens de X xX, et que chl(B) = jd(B) = 1.
Supposons donc T, & spectre non discret. Soit £ € A(T,,) et posons H := H(E),
K := K(£). Si H = X, alors BH est le facteur B ® X déterminé par T de sorte
que T, est isomorphe & un auto-couplage infini d’un facteur de T, donc est &
spectre discret, ce qui est exclu. Si K = C(T'), comme on I’a vu précédemment
(Lemme 2.4), T,,,, est a spectre discret ; de nouveau T, est a spectre discret, car
isomorphe & un auto-couplage infini d’un facteur de Ty, , ce qui est exclu. Les
sous-groupes H et I{ associés a £ sont donc des sous-groupes compacts stricts
de X et C(T) (identifié & X). IIs sont donc cycliques finis. Pour tout facteur
intermédiaire £' de T,, £ C &' C B, le sous-groupe H' := H(E') est un sous-
groupe de H et le sous-groupe K' := K(€') est un sous-groupe de K d’apres
(2.13). L’injectivité de &' +— K' sur I’ensemble des facteurs &', contenant & tels
que H' = H montre que ces o—algebres £’ sont en nombre fini et fournit la
majoration :

chl(€) < Q(h) + (k) + 1,
ou h est I’ordre de H et k celui de K.

Montrons 1’égalité. Soit une chaine strictement croissante
{0}=H,CH,Cc---CH,=H

de sous-groupes de H (d’ordre h), de longueur maximale n = (h) + 1. Faisons
de méme avec K :

{0}=KyCcK;C---CKp=K

et m = Q(k)+1. Notons II}; la restriction de II; & H et considérons maintenant
la suite des couples de groupes :

(Hy,{id}), -+, (Hn, {id}), (H, 13,7 (K2)), +, (H, 17 (Km))).
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Au couple (H;,{id}) correspond le facteur naturel B¥ de T, et au couple
(H,II% ™' (K;)) correspond le facteur

& ={AeBH;vSeny (K;), S (An) = An}.

Ona&Cé;C BH. Donc BH est aussi le plus petit facteur contenant E; et par
le Lemme 2.3 on a

Mo, (€) = ™ (K;)-

Ainsi la chaine de facteurs (avec BH =B,BH = &, €, = €))
ECEmaC - CECBYCB 1 C...cB CB
est stricte, de longueur maximale Q(k) + Q(k) + 1. D’ou le résultat. m

Corollaire 2.4. Aucun produit de Anzai ergodique n’est isomorphe a un auto-
couplage co—essentiel.

Remarque 2.5. On sait qu'il existe des produits de Anzai non coalescents [Le-Li].

La réponse & la Question 2 est donc négative dans ce cas.

Affaiblissons maintenant la notion d’auto-couplage co—essentiel. Soit 7 un
automorphisme ergodique de (Y,C,v) et soit A € J&(7). On dira que A est
faiblement co—essentiel si les sous-o—algebres pri"l(C) sont, modulo les parties
A—négligeables, distinctes deux & deux. Pour qu’un produit croisé de Anzai soit
isomorphe & un auto-couplage faiblement co—essentiel, on dispose du résultat
suivant :

Proposition 2.7. Soit T, un produit croisé de Anzai ergodique. Alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes.

(i) L’automorphisme y +— —y se reléve en un élément o de C(T,) d’ordre 2
(de la forme o : (z,y) — (z + 1/2,—y + f(z)).

(ii) Il existe un sous-groupe compact L de C(T,) et une suite Ly =
L,Ly,Ly,... de conjugués de L tous distincts, telle que (\,5oLn = {e}
(e = idx2).

De plus, chacune de ces conditions implique :

(iii) T, est isomorphe & un auto-couplage faiblement co—essentiel (et aussi

isomorphe a un auto-couplage 2—essentiel).
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Enfin, dans le cas ot T, est régulier, les trois conditions (i), (ii), (iii), sont
équivalentes.

Preuve. Supposons (i), alors o donné par (i) vérifie : 02 = e := idx: et
00, = f_.0 pour toute translation 6. : (z,y) — (z,y + ¢), ¢ € X. Le sous-

groupe L := {e,0} a tous ses conjugués de la forme L, := {e,0,0} d’ou (ii).

Supposons (ii) et soit II : C(T,) — C(T) '’homomorphisme de restriction
au premier facteur de X2. Pour tout £ € Cy(T,) et ¢ € X, on a £6, = 6.% ou
Y0, = 0_.%, selon que T est un relévement de I’automorphisme idx ou —idy. Il
en résulte que pour tout sous-groupe L de C(T,), le sous-groupe L NII7?(idx)
est invariant. Si L vérifie (ii), cela implique L' N II71(:dx) = {e} pour tous
les conjugués L' de L. En particulier O, : L — II(L) est un isomorphisme
(continu) de groupes. Par ailleurs Cy := II(L) = II(L') pour tout conjugué L'
de L. Supposons Cy = C(T), alors II; L_l détermine un relévement continu de
C(T) dans C(T,,) dont I'image L est un groupe. D’apres le Lemme 2.4, T, est
alors a spectre discret ; C(T,) est commutatif, ce qui exclut la propriété (ii).
Ainsi, Cj est un sous-groupe cyclique fini de C(T'). Notons ¢ son ordre et o un
générateur de L. Pour tout U € Cy(Ty) il existe u € X tel que :

UocU™! =08,.

Supposons que ¢ commute avec les translations 6.. Alors on a e = UctU ™! =
090,., = 4.4, donc ¢g-u = 0, de sorte que L n’a qu’un nombre fini de conjugués
distincts. Ce cas est exclu. C’est donc que o anti-commute avec les translations
et correspond ainsi & un reléevement de ’automorphisme y — —y. Alors, pour
tout U € C1(T,),ona: UosU™! =06, et Us?U~! = 02. Il en résulte que g est
pair et que le sous-groupe des carrés L(® = {¢%*; k = 0,-- -, ¢/2} est commun &
tous les conjugués de L. La propriété (ii) implique donc L(?) = {e} et par suite
0% = e, o étant de la forme requise par (i).

Montrons 'implication (i) = (iii). Soit L = {e,0} et pour tout a € X
notons L, = {e,0,0}, &, = {A € B; (8a0)~1(A) = A}. Rappelons que 6,0 =

a0_,. Les sous-groupes L, sont conjugués de L et vérifient (cf. Lemme 2.3)

H(E,) = {0} et He(Ea) = Lo,
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ce qui montre que £ # & et £ V & = B pour a # b. Maintenant les
constructions d’un auto-couplage 2—essentiel et d’un auto-couplage faiblement

co—essentiel du facteur & qui soient isomorphes a T, sont banales.

Démontrons pour finir (iii) = (ii) lorsque Pextension T, est réguliére. De
(iii) il résulte qu’il existe une infinité de facteurs ; de T, isomorphes entre eux,
de groupes compacts associés H(E;) tous égaux & {0} d’aprés la Proposition 2.3
et les sous-groupes compacts L; := H,(&;) sont conjugués entre eux dans C(T,);
leur intersection se réduit au groupe trivial {e} (Corollaire 2.1). m

Des exemples de cocycles ayant la propriété (i) de la proposition précédente
sont donnés dans [Le-Li] (Théoréme 2). Les cas les plus simples correspondent
a des cocycles de la forme

() = 0 si0<z<1/2,
ne)= p sil/2<z<]1,

avec les rotations T : ¢ — z + a, ou « est & quotients partiels bornés. Cette
derniére restriction peut étre levée, ici. Pour ce qui nous intéresse, avec p = 2a,
on obtient ¢ : (z,y) = (z + 1/2,—y + 2z) dans C(T,,), 0® = idx:. Ainsi T,
vérifie (i).






2.5. CALCUL DES INVARIANTS jd(T,) ET chl(T,,)

Nous terminerons cette étude en examinant les invariants chl(T,) et jd(T,)
pour certains cocycles ¢. Supposons l'extension de Anzai T, ergodique et
coalescente. On sait que tout éldment ¥ du commutant s’écrit sous la forme

L (z,y) — (Sz,e(B)y + fs(z))

ol fg est un cocycle et ¢(X) = £1. La projection Il : ¥ + S et Papplication ¥ +—
¢(X) sont des homomorphismes continus de groupes. De plus, ¢(X) ne dépend
que de S ([Le-Li], Lemme 2). On posera donc aussi €(S) = €(X) ce qui définit
un homomorphisme (continu) de groupe S+ €(S) de C,(T) := II(C(T,)) dans
{£1}. On dit que S et y — ¢coy (ou simplement &g, g € {%1}) se reléevent
dans C(T,) par T lorsque II(Z) = S et €(X) = €. Considérons maintenant le
sous-groupe

Xo(T,) :=={a€X;3qg€e N,IA € C(T,), e(A) = +1,
g-a=0 & TI(A) est la rotation z +— z + a}.

Il sera habituel d’identifier Xo(T,,) avec le sous-groupe des translations
correspondantes dans C(T'). Si ¢ est 'ordre de a dans X(T,,), alors e(A) = +1
pour tout reléevement A de a dans C(T,,) et A7 est un relevement de la translation
identité, donc de la forme 8, : (z,y) — (z,y + g). Soit h € X tel que ¢-h = —g,
alors Aof} est un reléevement de a d’ordre ezactement q.

Théoréme 2.4. Soit T, un produit croisé de Anzai ergodique et régulier. Alors
pour tout facteur £ € A(T,), £ #B,ona:

(i) Ou bien T, n’a qu’un nombre fini de facteurs isomorphes a £ et, dans ce
cas, le groupe

Ho(€):={S€C(T,) : YA€ E, S (A)= 4}

est isomorphe (par la restriction de II) & un sous-groupe compact (ici, cyclique
fini) de Xo(Ty), d’ordre ¢ > 2, et

chl(€) =1+ Q(g), jd(€) < max{2,w(q)}.
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(ii) Ou alors T, admet une infinité de facteurs distincts isomorphes a € et —1
se reléve dans C(T,) en un élément o d’ordre 2 et il existe g € X tel que :

£=0,6

avec

&={A€B;o(4)=4}, 6,:(z,v) (z.u+9)

et I'on a

chl(€) =jd(€) =2.

(iii) Dans le cas ou —1 se reléve dans C(T,) en un élément d’ordre 2 et si I'on
note r I'ordre (fini ou non) de Xo(T,), on a :

chl(T,) = max{2,1+ Q(r)}, Jjd(T,)=2
et sir est fini, il est impair.

Preuve. Rappelons que T, est coalescent car régulier. Soit £ € A(T,) avec
€ # B. D’aprés la Proposition 2.3 on a H(E) = {0} et H () forme un sous-
groupe cyclique fini de C(T,,) isomorphe (par II et identification de C(T) avec
X) & un sous-groupe de X (strict et compact). Notons pour la suite L := H,(E)
et ¢ 'ordre de L (¢ > 2 car € # g) Soit ¥ un générateur de L. Pour tout
U € C(T,) il existe une translation de X2, 8, : (z,y) — (z,y + u), u € X, telle
que

(2.15) UsU~! = 54,.

Etudions les facteurs £' de T, isomorphes a £. Vu les hypotheéses faites sur les
facteurs naturels de T, ils vérifient H(E') = {0} et les sous-groupes H (&)
sont conjugués entre eux (Corollaire 2.2). Ce sont exactement les conjugués de
L dans C(T,) et la correspondance &' — H,(€') est biunivoque.

Démonstration de (1) et (ii).
Nous allons montrer que le cas (i) (resp. (ii)) correspond a ¢(X) = +1 (resp.
€(¥) = —1). Nous étudions ces deux possibilités.

1¢Tcas : e(X) = +1. Cette condition assure II(L) C X¢(T,,) et la restriction
IIj, réalise un isomorphisme entre L et un sous-groupe fini de X¢(T,). La plus
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grande chaine strictement décroissante de sous-groupes de L (ou de II(L)) est
de longueur 1 4 Q(g), d’ot, vu la Proposition 2.3,

chl(€) =1+ Q(q).

Par ailleurs, £ commute avec les translations 6,, u € X et pour tout U € C(T,,)
et k€Z,ona

UZtU~! = SF0.
En particulier g-u = 0. Le groupe L = {e,%,%£2,---,2971} a donc au plus ¢
conjugués distincts qui sont parmi les groupes :

Li:= {e’zai72202i7”.’Eq—lg(q—l)iL i=0,---,q—1,
ou 8 désigne ici la translation (z,y) — (z,y+1/g). Il s’en suit que T, n’a qu’un

nombre fini de facteurs isomorphes a €.

Reste a majorer jd(€). Par choix de £ (# g), on a jd(€) > 2 et par
définition, il existe une partie I de {0,1,---,q — 1} formée de jd(£) éléments,
telle que les groupes L;, ¢ € I, soient conjugués de L(= Ly) et

(2.16) () Li = {e}

i€l

(2.17) Vj€L,LY =) Li # {e}.
€I
i#y

Observons que £'¢* = T8’ si et seulement si / = I' (mod gq) (ceci en projetant
I’égalité par Il dans C(T)) et a = a' (mod g), de sorte que
LW = {2'¢*;Vie I\ {j},li=a (mod ¢)}.

D’autre part ¢ et les entiers de I n’ont pas de diviseurs communs autres que
1. En effet, si ¢' divise ¢ et divise les entiers i de I, alors les éléments ©9/9'
0 € k < ¢' sont communs a tous les L; et (2.16) implique ¢’ = 1.

Introduisons les sous-groupes de Z/qZ suivants :

Gj:={u€Z/gqZ;3veZ/qZ,Viec I\ {j},iu=v}
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Par construction, l'ordre r; de G; est égal a I'ordre de LY. Dapres (2.17),
r; > 1. Solent j et j' deux éléments distincts de I et soit u € G; N Gjr. Si T

contient au moins trois éléments, alors il existe v € Z/¢Z tel que
Viel, iu=nv.

D’aprés (2.16) cela implique v = 0 et montre que les éléments de I sont multiples
de l'ordre de u dans Z/qZ. Or cet ordre divise q; il est donc, d’apres ce qui
précede, égal 4 1. En d’autres termes G; N Gj» = {0} et les r; sont premiers
entre eux.

Ainsi, lorsque I a au moins trois éléments, les conditions obtenues sur les r;
montrent que leur nombre (et donc, le cardinal de I) est au plus égal au nombre
de facteurs premiers de ¢ (qui ne peut pas étre puissance d’un nombre premier),
donc au plus égal a w(g).

Si I n'a que deux éléments, nécessairement I = {0,170} avec 7y et ¢ premiers
entre eux ; ce cas intervient notamment lorsque ¢ est une puissance d’un nombre
premier. Alors, ’existence de £ est équivalente a ce que le groupe L admette un

conjugué de la forme L; avec (7,¢q) = 1 et dans ce cas jJd(&) = 2.

gtmecys e(X) = —1. Alors X est d’ordre pair et pour tout U € C(T,,),
UstuTt =32

Le sous-groupe d’indice 2 de L (formé des carrés) est donc invariant dans C(T;)
et par suite (Proposition 2.3), se réduit au sous-groupe trivial {e}; ¥ est donc un
relevement d’ordre 2 de —1 et L = {e, }. Alors (ii) résulte de la Proposition 2.7.

Preuve de (iii).

Nous allons en fait établir le résultat suivant plus précis.

Lemme 2.8. Soit T, vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.4. Si 'automor-
phisme y — —y se reléve dans C(T,) en un élément ¢ d’ordre 2. alors tout
sous-groupe fini I non trivial de Xo(T,) est d’ordre impair n et se reléve dans
C(T,) en n sous-groupes d’ordre n dont
(a) Un seul, noté
Lo :={e,T,%% ... 2771},
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est invariant (en fait laissé fixe par les automorphismes intérieurs).

(b) Les n — 1 autres sont de la forme
L;:= {e,ggi,...,gn-lg(n—l)i}, i=1,---,n—1

(avec 0 : (z,y) — (z,y + 1/n)), conjugués 2 par 2, le conjugué de L;, autre que

lui-méme, étant L,_;. De plus, pour
E={AeB;VSeL;, S (A) =4} i#0,

on a & € A(T,) si et seulement si i et n sont premiers entre eux (par exemple

¢ = 2), avec dans ce cas

chl(&)=1+Q(n), et jd(&)=2.

Preuve : Soit K un sous-groupe d’ordre n de Xo(T,). Il est cyclique, engendré
par 1/n (mod 1). Soit £; un relevement de  — z + 1/n dans C(T,) d’ordre
n. Si n était pair, E;l/z serait un relevement de z — z + 1/2 dans C(T) tel
que 6(2?/ = 1, ce qui contredirait P’existence de o. Donc n est impair. Soit

maintenant g € X tel que
UE]O'_I = Elﬂg,

avec 0y : (z,y) — (z,y +¢). On a n.g = 0 et il existe (un seul) h € X tel que
I'on ait simultanément n-h = 0 et 2-h = g. En posant ¥ := 3,6, on obtient
un relevement de = +— z + 1/n dans C(T,) d’ordre n, qui commute avec tout
U € C(T,). En effet, notons que 0Xo~! = T puis remarquons que £ = L'
avec ¥’ = B("t1/25 et ¢(T') = —1. Cela entraine (comme vu précédemment ),
UZU-! = X. Par suite le groupe Ly engendré par ¥ est laissé fixe par les
automorphismes intérieurs de C(T,).

Tout autre relevement de K en un sous-groupe de C(T.,) d’ordre n a pour
générateur un élément de la forme 26, avec n-u = 0 d’ou les formes L; données
a ces relevements dans le Lemme. Par ailleurs, les éléments U de C(T,) tels que
e(U) = +1 commutent avec L6, tandis que pour les autres, vérifiant e(U) = -1,
ona U(Z6,)U~! = £0_,,. Il suffit en effet de le vérifier seulement pour o, ce qui

est banal. Ainsi L, _; est le seul conjugué de L; distinct de L; (i # 0). De plus,
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L;NL,_; = {e} si et seulement si 7 est premier avec n et dans ce cas, d’apres
la Proposition 2.3, la o—algebre

E={Ae€B;VSeL;, S5 (A) =4} (i#0)

est dans A(T,); de plus jd(&;) =2 et chl(&) =1+ Q(n). =

Notons pour compléter le théoréme 2.4 que si Xo(T,,) = {0} alors ’ensemble
des facteurs de T, dans A(T,) qui n’admettent qu’un nombre fini de facteurs
isomorphes se réduit & {B}. Dans ce cas jd(T,) = chl(T,,) = 2 ou 1 suivant que

l’automorphisme y — —y se reléve ou non dans C(T,,) en un élément d’ordre 2.

Les valeurs exactes de chl(-) et jd(-) peuvent étre obtenues lorsqu’on
connait la structure des points de torsion de C(T,,) (qui forment un sous-groupe)
avec assez de précision. C’est le cas lorsque ¢ est absolument continu, ou lorsque
¢ est en escalier avec une rotation T : z — z + a, ou « est a quotients partiels

bornés.

Théoréme 2.5. Soit T : = — z + a une rotation ergodique du tore X et soit
¢ : X — X un cocycle T—ergodique. Alors

(i) Si ¢ est absolument continu de degré topologique d non nul alors Xo(T,)
est d’ordre fini r, diviseur de d, et I’on a :

chl(T,) <1+ Q(r)
jd(T,) < max{2,w(r)} (avec en fait jd(T,)=1 si r=1).

(ii) Si ¢ est un cocycle affine de la forme z +— d-z + ¢ (d entier non nul) alors
les inégalités précédentes sont des égalités avec r = |d|.

(iii) Supposons a a quotients partiels bornés et ¢ en escalier, a—discontinu,
bien a—séparé ayant m points de discontinuité et au moins un saut irrationnel.
Alors Xo(T,) est d’ordre fini r, diviseur strict de m et de plus :

(a) Ou bien —1 se reléve dans C(T,) en un élément d’ordre 2. Alors r est
impair, 2r divise m, et l'on a

chI(T,) = max(2,1 4+ 9()}, JA(T,) =2
(b) Ou alors

chl(T,) <1+ Q(r), jd(T,) < max{2,w(r)}.
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Si de plus r = 1 (c’est notamment le cas pour m premier impair), on a
chl(T,) = jd(T,) = 1.

Preuve.

Cas (i) : Soit @ : R — R un relévement absolument continu de ¢ et soit C € R
tel que ’application :

figm p(O)-de-C,

vérifie f(0) = f(1), fol f(#)dt = 0. Notons ¢ le cocycle déduit de f par réduction
modulo 1 et soit ¢ la classe de C modulo 1. On a

-1
(2.18) o9 (z) = <,o§q)(z) +dgz +qc+ q_(q~2____).a
pour tout z € X et ¢ € N. Si la rotation S : z — z + § se releve dans C(T,),
d’apres le Corollaire 1.3 on a ¢(S) = +1 et il existe un cocycle g : X — X tel
que
oS —p =goT —g.

Avec (2.18) on obtient :
(2.19) dg-B = goT9 — g — (99(14)05 _ 99§Q))-

Soit (gn)n la suite des dénominateurs des convergents de «, alors (4,93"")),,
converge uniformément vers 0 d’aprés le Théoréeme 1.1 et (goT — g), converge

classiquement vers 0 dans L*(X, p). L’égalité (2.19) montre donc que :
(2.20) lim dg,-8=0 (dans X).
n—+oo

Si B est rationnel d’ordre r, alors 8 € Xo(T,) et comme deux dénominateurs
consécutifs ¢n, gn41 sont premiers entre eux, (2.20) entraine que r divise d. Il
en résulte que Xo(T,) est fini, d’ordre un diviseur de d, d’o (i) en utilisant le
Théoréme 2.4, compte tenu du Corollaire 1.3.

Cas (ii) : Lorsque ¢ est constant, T, est alors une rotation ergodique sur X2,
A(T,) = {B}, %o (ii). Si ¢ est affine de degré +1, alors (ii) résulte de (i) (dans
ce cas Xo(T,) = {0}) ou encore de la commutativité de C(T,).

Pour ¢ : 2 — dz + ¢, |d > 2, la structure de C(T,) se détermine
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explicitement (cf. aussi [Le-Li]) et X¢(T,) forme un groupe cyclique d’ordre
d. En fait, pour tout § € X on a ¢(z + 8) — ¢(z) = d-f, ce qui montre que
z +— £ 4 f se releve dans C(T,) si et seulement si d-8 € Za. Les transformations

T (z,y) ~ (z+1/d,y),
U:(z,y)— (z+a/d,y+z),

sont des relevements dans C(T,) des générateurs £ — z 4+ 1/d, z — z + o/d de
Co(T) =TI(C(7,)). Tout S dans C(T,) s’écrit alors de maniére unique sous la
forme

S=x"Um4,,
avec 0 < n<d,me€Z,et g € X. La relation de commutation

USU™ = £6, 4,

qui détermine complétement la structure de groupe du commutant, montre que
le groupe
L= {e’z"' '7Ed_1}1

relevement de Xo(T,,), possede exactement d conjugués distincts, a savoir
L;:= UisU~ = {e, Eeg/d, sy E(d—l)ei(d_l)/d},

t=0,1,---,d — 1 de générateur T; := X;/4. Ces conjugués déterminent les
facteurs

& :={AeB;TN(A) = A} =U&,
isomorphes entre eux et dont nous savons qu’ils vérifient (Lemme 2.3)
H(&)={0} et H,(&) =L

Maintenant, &; € A(T,) se déduit du résultat évident

n Lk = {0}7

0<k<d

qui traduit
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D’apres le Théoréme 2.4(i) on a maintenant :
chl(&) = 1 + Q(d) = chl(T,,).

Si d est primaire, on a jd(T) = 2 d’apres le cas (i) et la Proposition 2.4.
Le cas d = 1 est banal. Reste a calculer jd(&). lorsque d n’est pas primaire.
Dans ce but, pour p premier, diviseur de d, notons v(p) ’exposant de la plus
grande puissance de p qui divise d et désignons par M, le groupe conjugué
de L de générateur £6,-.¢). Soient p1,---,pn des nombres premiers distincts
et vy,---,v, des entiers strictement positifs. Alors tout entier m, solution du
systéme de congruence

m

p1u1 ==-p%- (mOd 1), n22,
n

est nécessairement un multiple de p;*! ---p,”". Il en résulte donc que si les
pi sont diviseurs de d et v; = v(p;), alors en posant ¢ = p;** ---p,"", on a
simplement
(1 M, ={Z*%;0<s<dfq}.
1<in
En particulier,
n M, = {e}

rld
p premier

et pour tout premier £ diviseur de d,

(| M, #{e}.

pld, p#EL
P premier

Cela donne jd(&) > w(d) et en tenant compte du Théoreme 2.4 ,

id(&) = w(d) = jd(T,).

Cas (iii) : Soit T : £ +— z + o (mod 1), @ & quotients partiels bornées et soit ¢
un cocycle vérifiant les hypothéses de (iii). D’apreés le Corollaire 1.8, T, est une
extension réguliére. Notons ¥ I’ensemble des points de discontinuité de . Soit
B € X tel que la rotation S : z —  + f§ se reléve dans le commutant C(T,,). Il
existe alors € = +1 tel que le cocycle

P =poS —¢p
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soit un a—cobord. Dans la démonstration de la Proposition 1.10, on a montré
Pexistence d’une bijection y de ¥ caractérisée par

(2.21) VEED, trey(t) =B, et s,(7(t)) —es,(t) =0.

Si p est I’ordre de 8 modulo @, alors y décompose ¥ en orbites toutes formées de
p points; d’ou p divise m. En particulier Xo(T,,) est fini et par (2.21) les sauts
de ¢ le long de chaque orbite sont tous égaux. Si S est générateur de Xo(Ty,),
¢(S) = +1, p = r. Supposons r = m alors v est cyclique, il n’y a qu’une orbite
et tous les sauts de ¢ sont égaux, mais leur somme est nulle ce qui contredit
Pexistence d’un saut irrationnel. Donc r est un diviseur strict de m.

Démontrons (a). D’aprés le Théoréme 2.4 il reste seulement & montrer que 2r
divise m. Or z — z + 1/2 4+ 1/r se reléve dans le commutant et comme r est
impair, z — z + 1/2r se reléve également, d’ott 2r divise m.

Démontrons (b). Puisque —1 ne se releve pas en un élément d’ordre 2 du
commutant, les majorations données sont celles du Théoréme 2.4(i) avec ici
q =r. Lorsque r = 1, A(T,,) se réduit a {B}, d’os chl(T,)) =jd(T,) =1. m

La démonstration de (i) dans le Théoréme 2.5 donne en outre la propriété
suivante (ot (gn)n désigne la suite des dénominateurs des convergents de o) :

Corollaire 2.5. Sous les hypothéses de (1), si la rotation z +— z + f de X se
reléve dans C(T,) alors B appartient au groupe

Hay(a):={y€X; lm dg.y=0},
(gn)n étant la suite des dénominateurs des convergents de a.

Les groupes Hg(a) ont été étudiés dans [La] et [Kra-Li]. En particulier,

lorsque « est & quotients partiels bornés, on a simplement :
o 1
=Z—-+Z-.
Hd(a) Zd + d

Pour d = 1, on en déduit le
Corollaire 2.6. Si a est 4 quotients partiels bornés et ¢ absolument continu de
degré 1, alors C(T,) est isomorphe (via I'application (n, g) +— T <f) au produit
direct Z x X.




REFERENCES.

[Ab] ABRAMOV (L.M.). - Metric automorphisms with quasi discrete spectrum,
Ivs. Akad. Nauk. SSSR Ser. Math. 26, (1962), p. 513-530 [Amer. Math.
Soc. Transl. (2) 39, (1964), p. 37-56).

[An] ANZAI (H.). - Ergodic skew product transformations on the torus, Osaka
J. Math., 3, 1951, p. 83-99.

[Ba 1) BAGGETT (L.). — On functions that are trivial cocycles for a set of
irrationals, Proc. Amer. Math. Soc., 104, No 4, 1988, p. 1212-1215.

[Ba 2] BAGGETT (L.). - On circle-valued cocycles of an ergodic measure-
preserving transformation, Israel J. Math., 61, No 1, 1988, p. 29-38.

[Con-Les] CONZE (J-P.), LESIGNE (E.). - Sur un théoréme ergodique pour des
mesures diagonales, C. R. Ac. Sc., Paris, 306, Série 1, 1988, p. 491-493.

[Co-Si-Fo] CORNFELD (LP.), SINAI (Ya. G.), FOMIN (S8.V.). — Ergodic
Theory. — Springer-Verlag, Berlin - Gottingen - Heidelberg, 1982 (Die
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 245).

[Fi] FURSTENBERG (H.). - Strict ergodicity and transformations on the torus,
Amer. J. Math. 89, 1961, p. 573-601.

[Fi] FURSTENBERG (H.). - Recurrence in Ergodic Theory and Combinatorial
Number Theory. — Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1981.

[Ga-Le-Me] GABRIEL (P.), LEMANCZYK (M.), MENTZEN (M.K.). - Two-
point cocycles with strong ergodicity property, Bull. Pol. Ac. Sc., a paraitre.

[Go-He] GOTTSCHALK (W.H.), HEDLUND (G.A.). - Topological Dynamics.
— Amer. Math. Soc. Collog. Pub. Vol 36, 1955.

[Ha-Pa] HAHN (H.), PARRY (W.). — Some characteristic properties of dy-
namical systems with quasi-discrete spectrum, Math. Syst. Th. 2, 1968, p.
179-198.

[He-La] HELLEKALEK (P.), LARCHER (G.). - On Weyl sums and skew
products over irrational rotations, Theor. Comp. Sc., Fundamental Studies,
65-2, 1989, p. 189-196.



100 P. GABRIEL, M. LEMANCZYK, P. LIARDET

[Hel] HELSON (H.). - Cocycles on the circle, J. Operator Theory, 16, 1986, p.
189-199.

[Hew-Ro] HEWITT (E.), ROSS (K.). — Astract Harmonic Analysis II, Springer-
Verlag, Berlin - Gottingen - Heidelberg, 1970. (Die Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften, 152).

[H]] HLAWKA (E.). - Discrepancy and Riemann integration, in L. Mirsky (Ed.),
Studies in Pure Mathematics (Papers presented to Richard Rado), Acad.
Press, New York, 1971, p. 121-129.

[Ju-Ru] Del JUNCO (A.), RUDOLPH (D.). - On the ergodic actions whose
self-joinings are graphs, Erg. Th. & Dyn. Syst., 7, No 4, 1987, p. 531-558.
[Ju-Le] Del JUNCO (A.), LEMANCZYK (M.). — Generic spectral properties of

measure-preserving maps and applications, preprint.

[Ko] KOCERGIN (A.V.). - On the homology of function over dynamical system,
Dokl. AN SSSR, 231, 1976, Soviet Math. Dokl. 17, 1976, No 6, p. 1637-
1641.

[Kra-Li] KRAAIKAMP (C.), LIARDET (P.). - Good approximations and
continued fractions, Proceedings Amer. Math. Soc., a paraitre.

[Kr] KRONECKER (K.). - Berliner Sitzungsberichte, 11 Dec. 1884, Werke 3,
1884, p. 49.

[Ku-Ni] KUIPERS (L.), NIEDERREITER (H.). - Uniform Distribution of
Sequences, John Wiley & Sons, 1974.

[Kw-Le-Ru] KWIATKOWSKI (J.), LEMANCZYK (M.), RUDOLPH (D.). -
Weak isomorphism of measure-preserving diffeomorphisms, preprint.

[La] LARCHER (G.). - A convergence problem connected with continued
fractions, Proceedings Amer. Math. Soc., 103, 1988, p. 718-722.

[Le 1] LEMANCZYK (M.). - Weakly isomorphic transformations that are not
isomorphic, Probab. Th. Rel. Fields, 78, 1988, p. 491-507.

[Le 2) LEMANCZYK (M.). - On the weak isomorphism of strictly ergodic
homeomorphisms, Monatsh. Math., 108, No 1, 1989, p. 39-46.

[Le-Li] LEMANCZYK (M.), LIARDET (P.). — Coalescence of Anzai skew
products, preprint.



REFERENCES 101

[Le-Me] LEMANCZYK (M.), MENTZEN (M.K.). - Compact subgroups in the
centralizers of the natural factors of an ergodic group extension of a rotation
determine all factors, Erg. Th. & Dyn. Syst., 10, 1990, p 763-776.

[Les] LESIGNE (E.). - Résolution d’une équation fonctionnelle, Bull. Soc. Math.
France, 112, 1984, p. 177-196.

[Me] MERILL (K.). - Cohomology of step functions over irrational rotations,
Israel J. Math., 52(4), 1985, p. 320-340.

[Ne 1] NEWTON (D.). — Coalescence and spectrum of automorphisms of a
Lebesgue space, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete, 19, 1971, p.
117-122.

[Ne 2) NEWTON (D.). — On canonical factors of ergodic dynamical systems, J.
London Math. Soc., 19, 1979, p. 129-136.

[Os] OSTROWSI (A.). - Bemerkungen zur Theorie der diophantischen Approx-
imationen, Abh. Math. Sem. Hamburg Univ. 1, (1922), p. 77-98.

[Pa 1) PARRY (W.). — A note on cocycles in ergodic theory, Compositio Math.,
28, 1966, p. 303-330.

[Pa 2] PARRY (W.). - Compact abelian group extensions of discrete dynamical
systems, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete, 19, 1969, p. 95-113.

[Pe] PERRON (O.). - Die Lehre von den Kettenbriichen~ 3. Aufl.,, B.G.
Teubner, Stuttgart, 1954.

[Ru 1) RUDOLPH (D.). - An example of a measure-preserving map with
minimal self-joinings and applications, J. Analyse. Math., 35, 1979, p. 97-
122.

[Ru 2] RUDOLPH (D.). - Z™ and R" cocycle extensions and complementary
algebras, Ergod. Th. & Dynam. Sys., 6, 1986, p. 583-599.

[Sc] SCHMIDT (K.). - Cocycles of Ergodic Transformation Groups. — Macmillan
Lectures Math., vol 1, Macmillan Compagny of India, 1977.

[Si] SINAI (Ya. G.). - On weak isomorphism of transformations with invariant
measure (in Russian), Math. Sb., 63, 1963, p. 23-42 [Amer. Math. Sco.
Transl. (2) 52, 1966, p. 123-143].

[Th]) THOUVENOQT (J.P.). ~ The metrical structure of some Gaussian processes,
Proc. Erg. Th. Rel. Topics, II, Georgenthal 1986, p. 195-198.



102 P. GABRIEL, M. LEMANCZYK, P. LIARDET

[Ve] VEECH (W. A.).-Finite group extensions of irrational rotations, Israel J.
Math., 21, 1975, p. 240-259.




