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IMAGES DIRECTES EN COHOMOLOGIE COHERENTE

Marguerite FLEXOR

Soient S un schéma affine noethérien, f: X — S un morphisme propre, & un
g.—module cohérent plat sur S et Rf,¥ le complexe "image directe" associé & ces

données. A. Grothendieck a montré que ce dernier est un compleie parfait, i.e.
représenté par un complexe fini de as—modules localement libres de type fini.

Soit p un entier> 0 et remplacons 'hypothése f propre par I'hypothése plus
faible : les ds—modules Rif,¥ sont de type fini pour i< p . Peut—on trouver un
complexe parfait L de OS-—modula, un morphisme L — Rf,¥ qui induit un
isomorphisme sur la cohomologie en degrés < p . On montre, dans ce mémoire qu'il en est
ainsi lorsque X est un ouvert assez gros d'un espace projectif et lorsque & vérifie de
bonnes conditions de profondeur.

La construction de L est obtenue en montrant que Rf,5 est limite inductive

d'une famille de complexes parfaits dont les complexes tronqués en degrés < p forment
une famille essentiellement constante. Pour cela, nous sommes amenés i considérer la
catégorie des ind—objets "lim"L, et par dualité celle des pro—objets "lim"K,, .

Let S be a affine scheme, f: X — S be a proper map, & a coherent OX—module
flat over S. By a theorem of A. Grothendieck, the complex Rf,% is perfect, i.e. can
be represented by a finite complex of locally free 0g—modu]es of finite type. Let p> 0
and replace the hypothesis f proper by the weaker hypothesis : the ﬂs—modules Rif, &

are coberent for i< p. Then we show that there exists a perfect complex L, a
morphism L —% Rf, such that H'(u) is an isomorphism for i< p, when X is a

big open set of a projective space and & verifies good properties on depth. The
construction of L is obtained from Rf,$ by consideration of ind—objects and by

duality of pro—objects.

Texte recu le 22 octobre 1986, révisé le 8 décembre 1988.
M.FLEXOR, Université Paris XI, Mathématiques, Bat.425, 21405 Orsay.
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Introduction

Les théoremes classiques de semi-continuité des fonctions du type
. i
s —»dmm“)H(XsHsLFoMSH

ol s est un point d'un schéma affine noethérien S=Spec A ; X est un S-schéma
propre, F un OX-module de type fini plat sur A , sont conséquences de 1'exis-
tence d'un complexe parfait qui représente la cohomologie relative de F au-dessus
de S . Une maniere de construire L est la suivante : on sait que, pour tout i
Hi(X,F) est un A-module de type fini et est le i-&me groupe de cohomologie d'un
complexe borné C de A-modules plats. En général C n'est pas un complexe par-
fait (on peut prendre pour C un complexe de cochaines de Cech associé a un recou-
vrement ouvert affine de X). On construit L en procédant "de la droite vers la
gauche", i.e., si C est a cohomologie dans [0,p], on construit d'abord LP ,
puis Lp'1,... de maniére que L soit un complexe parfait quasi-isomorphe a C .

Lorsque X —> S est de type fini mais non nécessairement propre, il se peut que
HO(X,F) soit un A-module de type fini et le reste aprés tout changement de base
et dans ce cas, on aimerajt bien avoir un théoréeme de semi-continuité du type
précédent.

Faute d'informations sur les groupes HY(X,F), pour i>0 , cette maniéere
d'opérer "de la droite vers la gauche" ne fonctionne plus.

Par contre une extension d'un théoréme de D. Lazard donne une premiére indica-
tion : le complexe C , qui réalise la cohomologie de F au-dessus de S , est
limite d'une famille inductive filtrante de complexes parfaits (Lx). Dans ces con-

s i i i
ditions, pour tout A-module M , H (X,FeAM) = 1;@ H (LAQAM) et on peut se deman-

der, lorsque p est un entier > 0 et lorsque H’(X,FoAM) est un A-module de

type fini pour tout i<p et tout A-module de type fini M, si un complexe LA

(quitte a modifier la famille (L>)) fournit déja la cohomologie en degré < p de

CoAM , pour tout A-module M .

Indiquons comment 1'on procéde pour obtenir ce complexe parfait L qui repré-
sente éventuellement la cohomologie de RT(X,Fe.) en degré < p : soit (LA) la

famille inductive de complexes parfaits, telle que (= lig Lx , 1la famille duale
A
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(Li= Hom'(LA,A)) définit un pro-objet dont il s'agit de voir que la cohomologie en
degré dans 1'intervalle [-p,0] est essentiellement constante. On peut cette fois

procéder "de la droite vers,la gauche".
I1 y a deux parties bien distinctes dans ce travail.

Premiere partie : elle est "cohomologique" et consacrée aux :

1) pro-objets de la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules. On donne des
critéres pour qu'un systéme projectif de complexes bornés soit essentiellement cons-

tant, par exemple si :
- sa cohomologie est essentiellement constante (théoreme 1)

- i1 existe une bonne stratification de S=Spec A telle que sa cohomologie
soit essentiellement constante sur chaque déformation infinitésimale de
chaque strate (cf. théoremes 3 et 4)

2) ind-objets, dualité entre pro-objets et ind-objets. On obtient le théoréme
(nommé théoréme 7) sur lequel s'appuie la deuxiéme partie : la cohomologie en
degré < p de CoA. est donnéepar la cohomologie en degré < p de LaA. , Ou L
est un complexe parfait, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

o) la cohomologie de CoS. en degré < p commute aux Timites adiques

8) pour tout fermé irréductible S' de Spec A, il existe un ouvert affine
non vide U=Spec B de S' sur lequel Tla cohomologie de (C@AB)oB. est

B

donnéepar 1a cohomologie en degré < p d'un complexe LBoB. , 00 L estun

complexe parfait sur B .

Deuxieme partie : elle est de nature géométrique. On revient au complexe RI'(X,F),
i.e. a la théorie des faisceaux algébriques cohérents et on montre en particulier

que, lorsque X est quasi-projectif et lorsque F vérifie des conditions de pro-
fondeur appropriées, alors un tel complexe L existe, en vérifiant que les condi-
tions a) et B) citées ci-dessus sont satisfaites.

Les objets et techniques employés dans cette deuxieme partie étant de nature
distincte de ceux de la premiére partie une introduction spécifique est faite au
début de cette deuxieme partie. De plus, les résultats de la premiére partie utili-
sés étant essentiellement les théoremes 6 et 7, elle peut étre lue directement..
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I - Pro-objets

Soit A une catégorie. Nous aurons a considérer la catégorie Pro(A) dont :

- les objets sont les systemes projectifs (Mot)iEI d'objets de A, si I est
un ensemble d'indices préordonné filtrant variable. On note "Lim" M, 1'objet de

Pro(A) correspondant ael

- si “Hm"MOl et "lim" NJ. sont deux objets de Pro(A) :

Fel 3
Hom ("lim" M, , "1im" N.) = 1im 1im Hom,(M_,N.) .
PrO(A)‘EE_I' o e 3 33 o Ao

Le foncteur i:A —> Pro(A) qui a un objet M de A associe le pro-objet

(Ma)ael > I réduit a un élément o et M =M , est pleinement fidele.

De plus, si les limites projectives existent dans A , on dispose aussi du
foncteur :
Lim: Pro(A) — A

défini par  Lim("lim" M,) = lim M et d'une fléche naturelle dans Pro(A) :

< % Vo
i(Lim ("Tim" (M) — "Tim" M_ .
%l oel ¢ 51 @

Soit "%1" M, € Pro(A). On dit que “é_;‘_r{u" M. est essentiellement nul si pour

tout o , il existe "&'Zu. tel que le morphisme de transition Ma. — Mu soit

nul.

Si F:A — A' est un foncteur covariant, il se prolonge de manieére évidente
en un foncteur que 1'on note encore F: Pro(A)—- Pro(A").

Définition. A = sous-catégorie pleine de Pro(A) des objets isomorphes aux objets

du type (M), pour MeA .

La proposition qui suit donne une caractérisation de A , lorsque A est une

catégorie abélienne.

Proposition 1. Soient A wune catégorie abélienne, MEA , "li_m
ditions suivantes sont équivalentes : A

" MA€ Pro(A). Les con-
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1) Mlimt M (M),
X

2) 11 _existe v = (y,)€1im Hom(M,M,), v, monomorphisme pour X>>0 tel que

"1im" Coker ¥, soit essentiellement nul.
- A

2') Comme en 2), de plus M est facteur direct de M, (par y,) pour A>>0 .

3) I1 existe o = (np)\))‘»oe ]lg Hom(MA,M), 0, épimorphisme pour A>>0 et tel

que "lim" Ker ¢, soit essentiellement nul.
= 550 A

3') Comme en 3), de plus M est quotient direct (par w}\) de M)‘ pour A>>0 .

4) Les deux foncteurs sur A , hM = HomA(M,.) et h"LiL""M)\ = ]lﬂ HomA(M)\,.)
sont isomorphes.

De plus s'il en est ainsi, 1im M, existe dans A et on a :

<= )
N
i(1m M)) ~ “1im" M, dans Pro(A) .

Remarque. Selon [5], 1'assertion 4) signifie que le foncteur pro-représentable

Nuqs est effectivement représentable.
1im"M
-— )

Démonstration :

La donnée d'un morphisme ©: "lim" M, —> i(M) dans Pro(A) est équivalente

a la donnée d'un systeme de fléeches (ua)‘)k>>0

@ ¢ M)f'") M

compatibles aux morphismes de transition, i.e. B>A , si = est le morphisme de

BA
transition :

m ©.
&DB:MB—Q‘»M)‘—)&M.

La donnée d'une fléche cp" inverse de ¢ dans Pro(A) est équivalente a la donnée
d'un systeéme de fleches (W;\))\ , W)\: M — Mx , compatibles aux morphismes de tran-
sition, i.e. pour B> , wA = nBAOwB et vérifiant de plus

a) wow-1 = 1d1'(M) = 1dM (car i est pleinement fidele), i.e. pour AD>0
ldy = 0¥y

~1 .
b) © o0 = uqiuy » 1.€. PpoUr AD>0 et BD A, Yiop, = M, .
1im M)\ = A8 BA

On vérifie aisément que 1) <= 2')<=> 3'). Si 1'une de ces conditions est véri-
fiée, by est injective pour A>>0 et on a
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Tim @ lim ¢
L N L)
\ M 1lim M}\

1d 11m1d :Li_mM

11m M)\ A

et lim M, ~M . D'autre part avec 2) ou 3), on a aussi

HomA(M,N) =4 ]_j\_g HomA(MA,N)

pour tout objet N de A . Par suite i(M) x~ "Lim"M, et on a 1) <=2) <= 3)<4).

Corollaire 1. Soient A un anneau, S=Spec A, A la catégorie des Os-modu1es,
A c la sous-catégorie de A des A-modules quasi-cohérents, “1(1'_m" Ka un objet de

Pro(ch), K sa limite projective dans A.
1) Si "Lim" K €A alors

1 - A NYam" ~ 3 " n
a) K est quasi-cohérent, "Lim K, =K dans Pr‘o(ch), ie. "lim" K EAqC

b) Pour tout A-module M , KsAM = ll'.“ KaeAM o~ "len" KaoAM dans Pro(A).

c) Si U est un ouvert de S = Spec A , si Lﬂg KaIU désigne la limite

projective de "lim KalU dans la catégorie des 0-modules, on a K]U = lim Ka|U .

2) Si S est réunion finie d'ouverts affines Ui »

i€l , d'anneau A], > st Ai désigne la catégorie des Ai-modules, alors

" am" e 1 ' " Tmh v 1
1im" K €A si et seulement si “lim KaluieAi pour tout i€l .

Démonstration :

3 ] e ~ 1] im" : : 3

1) Si "Ll" KaeA » Ko ll" KOL , i.e. il existe a, tel que pour O‘Z% , K

soit un facteur direct de Ka et "lim" Ko/K soit essentiellement nul. Ceci reste
adag

encore vrai sur tout ouvert U de S , ou aprés tensorisation par un A-module M .

T n Nll 5 n
Par suite Ky, ="lim KalU dans  Pro(0;) et KeM~"lim K,eM dans Pro(A). Les
assertions a b), c) s'en déduisent aisément.

2) Grace a 1), il suffit de voir que si "11m" K |U €A pour tout i€l ,
alors hm K €A . Posons 1. = Lﬂp Ka|U1~ pour tout i . D'apres 1), K i est
quasi-cohérent, il existe un isomorphisme uj K]. = ll" KaIU. et pour jelI ,

Si K' est le A-module défini par les (K) K

on a i€l

K. = K, .
1|U1.nUJ. J|Uint

est quasi-cohérent. Si u = (ua) K'Y — Lun Ka est la fleche définie par les
isomorphismes (“i)iel s Uy K' — Ka est injectif pour o>>0 (c'est vrai sur

chaque ouvert U;) et “Lim" K/K' est essentiellement nul (c'est encore vrai sur
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chaque U.). Par suite, K'="lim" K et K=K'.

Corollaire 2. Soient f:A —> A' un homomorphisme fidelement plat d'anneaux, A

qc
(resp. A'c) la catégorie des A-(resp. A'-)modules quasi-cohérents,

n Tm! " am" x < 1 " 1 " 1 ~l
1im" K € Pro(AqC). Alors “lim Kaech si et seulement si "lim" K oA Ech .

Démonstration :

Si K est un A-module tel que Ka"lir_n" ch , K est quasi-cohérent, K est
facteur direct de Ka pour o> 0 et "Li_t_n" Ka/K est essentiellement nul. Ces
propriétés sont conservées lorsqu'on effectue le changement d'anneau A — A', et
il est clair que

KeA' = "L\ln" KaoA .

Inversement, si "lln“ KaoA‘e'K', soit (K',u'), ol K' est un A'-module

quasi-cohérent, u'= (um)o‘>>0 : lﬂ' KaeA' —> K' un isomorphisme dans Pro(A').

Par descente fidelement plate des A'-modules quasi-cohérents, il existe un
A-module quasi-cohérent K tel que KeA'=K'. Soit ay tel que la fléche

u' : K eA' —> K' soit définie, toujours par descente fidelement plate, u' est
% % %
de la forme u%ﬁA. , avec u%: Kao — K . Si “chO: KB —_ Kuo est pour B>a,
la fleche de transition du systeme (K ), u,=u_ o et on a la fléche
o B o Sono

u = (uS)BZOtO: Lim" Kg —> K
tel que uely,=u'. four B>>0, U'6 est surjectif et il en est de méme de u

De méme "lim" Ker ué est essentiellement nul et il en est de méme de

" amh .
1im" Ker ug - Par suite

g

u: L’I_III KB — K
est un isomorphisme.

Définitions. Si U est un ouvert d'un schéma affine S=Spec A et si
©= (o) : K —"1im" K est une fleche dans Pro(A) (A = catégorie des

a
Os-modules), avec KE€A, on dit que ¢ est un isomorphisme sur U si

i) @, est injectif sur U , pour a>>0 .

ii) Pour tout a , i1 existe B>a tel que la fleche de transition
coker 0y —> coker N soit nulle sur U .
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Autrement dit, "li_m“

Koy est essentiellement constant.
a I

De méme si y = (%)m>>0 : l_1_r_n ch —> K est une fléche dans Pro(A), avec
KEA , on dit que ¢ est un isomorphisme sur U si

3) b, est surjective sur U pour a> 0 .

jj) Pour tout o , il existe B8>a tel que la fléeche de transition
Ker vy —> Ker @, soit nulle sur U .

Si U est un ouvert d'un schéma quasi-compact S réunion finie d'ouverts
. . . "y s n « MY Ssm"
affines (Uj);; et si o:K — "lim K, (resp. y:"lim" K —> K) est une
est une fleche dans Pro(catégorie des Os-modules quasi-cohérents) et K estuwn
Os~modu1e quasi-cohérent, o (resp. y) est un isomorphisme sur U si et seulement
si wlu (resp. wlU ) est un isomorphisme sur Un U1. pour tout i .
i i

Donnons pour terminer ce paragraphe sur les pro-objets un cas particuliéerement
simple.

Proposition 2. Soient A wun anneau local artinien, k son corps résiduel, A la

catégorie des A-modules, “M“ Ma€ Pro(A), ou Ma est un A-module de type fini

pour a>> 0 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) “lin" M €A
~/
2) "lim" M ek € Mod (k) (Mod(k) = catégorie des k-modules)

3) dimk(lj_g Hom(Ma,k))< 4o

Démonstration :

11 est clair, par la proposition 1 et son corollaire, que 1) ==2) = 3).
Montrons que 3) ==1) : pour B>a , soit MBa = Im(M[3 —_ Ma)' Comme Ma est
artinien, le systeme (MBO.)B est stationnaire de valeur ﬁa . 11 est clair que
"LiE" Ma =5 “l_ir_n" Moz , de sorte que 1'on peut supposer les fleches de transition

MB - Ma surjectives et on a

Hom(Ma,k) s 1_@ Hom(Ma,k) .

o
Comme chmk(]%g Hom(Ma,k))< +o . il existe a, tel que Hom(M%,k) =
Hom(Mu,k) = %ﬁ Hom(Ma,k) pour a>a . En particulier, Ma°k = Maook pour  a>a,

et la lTongueur des A-modules Ma est bornée. Les fleches surjectives de transition

MB — Mu sont des isomorphismes pour a>>0 .
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- 'g i D i- - : (
11 a catégorie Pro D(A) et les bi-foncteurs EXtPrO(U(A))

2.1. Dans tout ce qui suit, A désigne la catégorie des modules sur un anneau com-
mutatif noethérien A, D(A) la catégorie dérivée de A. On désigne par :

- D*(R), DT(A) Jes sous-catégories pleines de D(A) des complexes K pour
Tesquels i1 existe un entier n tel que H'(K)=0 pour i<n (resp. i>n),
o®(A) = D*(A)nD7(A).

- Dcoh(A) celle des complexes dont les modules de cohomologie sont des A-modules
s + + - -
de type fini, Dcoh(A) = Dcoh(A)n D"(A), D_, (A) = Dcoh(A)n D (A),

b b
Deon(A) = D7(R)N Do (A).

coh

-D (A) (resp. D;arf(A)’ Dparf(A)) celles des complexes de D'(A) (resp.

+
parf

Dparf(A)’ Db(A)) dont les composantes sont des A-modules 1libres de type fini.

- Pro Db(A) la sous-catégorie pleine de Pro D(A) formée des "lig“ Ka pour

lesquels i1 existe un intervalle [a,b) de Z tel que Hj(Ka)= 0 pour tout o

si jgla,b) , par Pro D"(A) (resp. Pro D*(A)) celle des pALY K, Ppour

lesquels i1 existe un entier p tel que HJ(Ka)= 0 pour tout o , si j>p
(resp. si j<p).

On définit de méme D(OS), Db(OS), Pro Db(OS) etc... si OS est le faisceau

des fonctions d'un schéma noethérien S .

+
Pour Dparf(os)’ Dpar

ment 1ibres de type fini.

f(OS) etc..., les composantes considérées sont locale-

—~ NS

Comme en I, on définit D(A) (resp. Db(A),...) la sous-catégorie pleine de
Pro D(A) (resp. Pro Db(A),...) des objets isomorphes aux objets de D(A) (resp.
Db(A),...) considérée comme sous-catégorie pleine de Pro D(A) (resp. Pro Db(AL".l

Remarque. La catégorie D(A) (resp. Db(A),...) n'étant pas abélienne, la proposi-
tion 1 de I ne s'applique pas a Pro D(A) (resp. Pro Db(A),...). Pour Pro Db(A),
elle s'applique néanmoins indirectement, en ce sens que, comme nous le verrons par

la suite,un objet de Pro Db(A) est isomorphe a un objet de Db(A) si

"lim" K
< ¢
et seulement si, pour tout p , "lim" Hp(Ka) est isomorphe & un A-module, autre-

ment dit si la cohomologie de "lim" K est essentiellement constante (cf.

théoreme 1 ci-dessous du paragraphe 2.5).
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Les paragraphes 2.2, 2.3, 2.4, qui suivent, décrivent des prolongements de
propriétés bien connues sur D(A) & la catégorie Pro D(A).

2.2. Les foncteurs 1., , 2P

Pour p€Z , on définit les foncteurs T<p,‘[2p1 D(A) — D(A) par :

si L€ D(A) T, (L) ¢ ===— P2 5 P Ker(LP — Lp”) — 0

<
2PL) 0 — PP = LP) = 1PN 1P

qui se prolongent naturellement a Pro D(A). De méme les foncteurs naturels :

L -<an, TZP(L) , -r<p(L) Lan | e prolongent a Pro D(A) en :

>pn'u _||'||>p
T—(llﬂ Ka)' LIEIT— (Ku)

Tsp("li_m" Ku) "li’_""'fsp(Ka) .

Lemme 1. Si "lim" K €Pro D . (A), il existe "lim" L €Pro Dparf(A) et un isomor-

<
] - . sm" n amh S 4 T
phisme u=(u_ ) : "lim La == "1im ch tel que Uy soit un isomorphisme pour

o

tout o .
Démonstration :

Soient L KB
Pour tout o , il existe (Lu’ua)’ ou Lu€ Dparf(A)’ Uy Lu —_ Ka est un quasi-
isomorphisme. Pour B>a , soit Ueq la fleche de D(A) définie par le carré

commutatif :

— K, » pour B>a , les fleches de transition de "lim" Kg -

Ije systeme pr‘o.)t?ctnc (La’qBa) définit un objet L]_r_n La de Pro Dparf(A)
isomorphe a lm Ku .

Lemme 2. Si A —; ? est un homomorphisme d'anneaux et si Ly_n Kae Pro Dcoh(A)’
B) :

on a dans Pro D

>p " 9 " & - >p >p " 1 " u'
= ("1im" K e8) = 1= (x=("1im" K )eB)

et si “lim" K € Pro Dparf(A)’

>p " 1 " - >p " sm'
=("1im" K eB) = =" ("1im" K )eB .



PRO-OBJETS ET IND-OBJETS 15

Démonstration :

Si LeD. .(A), ona L%B - LeB et

parf
2P(LeB) = (0 —> LPeB/Im(LP™ 6B —> LPeB) —> LP*1eB —>---)
= (0 — LP/Im(LP™! — LP)eB —> LP*'eB —>---)

= 2P(L)eB

2P(L)%8 = 2P(2P(L)%B) .

et la derniére assertion est claire. Montrons la premiére.

Soit “lim" L € D;arf(A), (ug):"Lim" L ~"lim" K tel wu  soit un isomor-
phisme pour tout o . Pour tout o , on a

TZP(K %B) = TZP(L oB)
et 2P(2P(k)%B) = 2P(2P(L)¥8) = 2P(P(L 0B)) = 2P (L oB).

Par suite TZP("lim" KQ%B) = sz(tzp("lim" Ku)a B).

Lemme 3. Si "lim" K € Pro D on(A)s il existe "lim" L € Pro D arf(A) et un
entier p tel que 1'on ait un carré commutatif d 1somorph1smes

" 'I s " ~ " ] n
im La —=> "1im Ku

can f k can
p(n'hmn L() ____> T (nmu K )

Démonstration :

Si "11m“ Ka€ Pro D (A), i1 existe un intervalle [p,q] de Z tel que
HJ(K )=0 pour tout o si j€Ip,q) . En particulier les morphismes canoniques

u ng( ll@ Ku) — “liﬂ" K

u': "lim" K, = 2 (“11m" K )

sont des isomorphismes.
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Comme 7 ("1im" K )€Pro D (A), il existe "lim" L €Pro Dpsy

f(A) et un

isomorphisme :

vitlim LaArq

" 5 "
("1im ch) .
Le carré commutatif :

. UoV, .
"1im" —= "1im"
ch m Ka

ok

>P NYsmh >p nYsmh
= ("l L) —— = ("Lin" K )
est un carré dont toutes les fleches sont des isomorphismes.

2.3. Si M est un complexe, on pose H*(M) = e H'(M) et si "1<1‘_m“ Ma est dans
nezZ
Pro D(A), on pose

H*("L'i_m" Ma) = nmu H*(Ma) .

Si MeD(A), si neZ, par définition M[n] est le complexe dont la p-iéme
composante est MP* | 54 "lj_r.n" Mae Pro D(A), si n€Z , par définition

(nmu Ma)[n] = "L;_m" Ma[n] .

Proposition 3. Pro Db(A) est une catégorie triangulée.

Démonstration :

. . . s b
Soit ®:"lim" K. — "1im" L, une fleche dans Pro D (A). Dans AxB ordonné
e B B

par la relation : (a,8) < (a',8') si a<a' et B<B', considérons le sous-
ensemble I des éléments (a,B) pour lesquels la fleche Oug } K, = LB ,
induite par ¢ , est définie. Pour tout B , il existe o tel que ‘paB soit défi-

nie et par suite T est filtrant. On note (o —> B) les éléments de T . Pour un

élément (o —> &) de T , on note Ma—>3 le mapping cone de ©y8 et M) Te
pro-objet "lim" M_ . qui est encore dans Pro D°(A). On a une flache évidente :
(e8)
"lim" L, = "lim" M
< B = a>f

et une autre

"li@"MwB —_ ”li_" K [1]
o8 o o
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définie de la maniére suivante : pour tout o et tout £ , il existe % et une

est définie,

fleche xp%B: Ka — L, avec ao_>_a .S o Zao,wa.B:Ka. — LB

8
(o
j.e. (o' — R)ET , et il en est de méme de 1a fléche composée :

Vomgia t Myng = Ko 111 = K 111

On vérifie que les forment un systeme de fleches compatibles aux

wal”B,a
morphismes de transition.

s 2 RELS ] Ny im» 8 3
Ceci montre que toute fléche o: %n Ka — ll’.“ LB peut étre insérée dans
un triangle. On vérifie encore que les axiomes des triangles sont satisfaits. Le

foncteur de translation est défini de maniére évidente. Un triangle est distingué
s'il est isomorphe a un triangle du type, ou M(yp) est le mapping cone de ¢

M(w)

nyim D nyipn
1im Ka—»MLB.

2.4, Pour M,N€D(A), neZ , par définition
n = - =
ExtD(A)(M,N) = HomD(A)(M[ nl,N) HomD(A)(M,N[n]) .
" a n b g 5 S
Pour "lim" M,€Pro D"(A) et N€D(A), on définit

N uyion o1k n
Extp. ("1im" M,,N) = l;\;)n ExtD(A)(M)\,N)

'%m HomD(A)(M)\[-n],N)

("Vim"- M)\[-n] WN)

= Hompr,0 L

Hompm("_]%r_n" M>\,N[n]) .

Pour M,Ne Db(A), on a une suite spectrale convergente :

(%) Eg'q = Extg(A)(Hq(M),N) =Extgzg)(m,n) .

Si "lim" M, € Pro Db(A), Ne D(A), il existe un intervalle fini 1 de Z tel

- A
que Hq(MA) =0 pour tout X si q¢1 et la suite spectrale définie par

N‘pyq = 9 p q = p "lsm" Q
E507 = 'l_;\g Ext"(H (M)\),N) = Etiro( 1im" H (M)\),N)

est encore convergente et converge vers Extg;g("l‘i_m" MA,N) (on utilise le fait
que lim est un foncteur exact sur 'A). Autrement dit, la suite spectrale («)
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définie et convergente pour M€ Db(A) se prolonge pour Mg Pro Db(A).

Si "lim" MX et “lig“ Na sont dans Pro Db(A), par définition, pour n€Z

Exth  ("1im"

Pro' =— 5

=

s "Li_r_n"Na) = Hompro("m" M)\[_n] ’nu'_nn Na)

- Ny amh WY 2l - . N n
= Homg _ (“1im" M.,"1im" N [n]) = 1im lim EXtD(a)(MA’Na) .

Pro' «— A’ «=— 'a <-&——>\->

Remarque. Soijent llg ng D"(A), MeD (A), tels que M = llg MA et soient

b b Yo .
L@ NQEWOD(M,NeD(AL'wh que N = Lm Na,ona.

Ext (A)(M N) = Pro D(A)(M N) o Extp 0( 1im My »"1im" N )
le dernier isomorphisme étant défini a partir de ¢ et vy .

Proposition 4 (Deligne [4] prop. 3). Si u:"lim" K. — "1im" L. est une fleche
o o b ~ ) -~
de Pro D'(A) et si H*(u): H*("11m" K;) = H*("Lim" Lj) est inversible, il en
est de méme de u .

Démonstration :
Nous allons en fait montrer que pour tout "lim“ Mae Pro Db(A), la fleche
définie par u :

("lim" L.,"lim" M_) —> Homy ("1im" Ki,"lim" Ma)

Puyson : Hom s
llr—"Ma Pro’ «=— "j’ <« o Pro' <«

est un isomorphisme. Comme

Homp, . ("lim" L,,"lim" M) = lim Hom("11m“ L M )

O<——J<—aéa-

o3

et Hom (u'l 'im" K-‘l ,umn Ma)

Prot s Hom("11m“ K, M )

il suff1t de montrer que Py est un isomorphisme, pour tout objet constant
Me D (A). Utilisons les deux suites spectrales définies précédemment. -

pq - p " < " q " 3 " -l) -

E2 (K) = ExtPro( 1im" H (Ki),M) ===’H°mPro( 1im Ki( p-ql,M)
pq - p " 3 " q " s " -T) -

E5 (L) = Extp ("Lim" H (LJ.),M) => Homp, ., ("Lim Lyt-p ql,M) .

Par hypotheése, les fléches induites par u sur les termes qu(K) et qu(L)
sont des isomorphismes et il en est de méme de leurs aboutissements. D'ou la propo-
sition.
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2.5. Critere pour qu'un élément de Pro Db(A) soit isomorphe 3 un élément de DQAL

Pour illustrer le probleme, examinons le cas des complexes de longueur 1 :

Si K:0 — K° — K1 —> 0 est un complexe de longueur 1, dans Db(A), K

correspond bijectivement a un élément
£ e Ext?(H(K) HO(K)) .

Le prolongement naturel a Db(A) de ceci, s'il existe, doit donc étre :

s Ny Smt b 0 1
Si llg Kae Pro D" (A), Ka de la forme 0 — Ka —_— Ka —> 0 pour tout a,

P s s s .
ll@ Ku correspond bijectivement & un élément

2 (i i

EEExtp " Lim

" 5 " o
(Ky) 2 Lim" HO(K)))
La donnée du pro-objet "ll@" KOl détermine bien la donnée des pro-objets de

T n am" 1 n am! 0
cohomologie “1lim" H'(K ) et "lim" H'(K ). Par contre, les foncteurs

Extz(.,Ho(Ka)) étant contravariants, il n'est pas clair que 1'on puisse obtenir

un tel élément. C'est néanmoins le cas (prop. 6 ci-dessous). I1 s'ensuit aisément

(théoreme 1) que "lim" KOL est isomorphe a un objet de Db(A) si et seulement si

"y amh 1 n"y3sm" o] : ) .
Lim" HY(K ) et "lim" H (K,) sont essent1e11ETEpt constants. C'est encore vrai

" 1 " b = ] " . " b 5 " 5 "
pour "lim" K €Pro D"(A), & savoir "lim" K €D (A) si et seulement "lim H*(K,)
est essentiellement constant.
Les deux lemmes qui suivent permettent de dévisser les complexes de longueur

donnée en complexes de longueur plus petite et par conséquent aménent & raisonner
par récurrence sur la longueur des complexes considérés.

Lemme 1. Soient KE Db(A), a€Z, 0: T<a(K) —> K le morphisme naturel. Le com-

plexe TZF+1(K) s'identifie naturellement @ M(v) = mapping cone de o , i.e. le

triangle

est distingué. De plus si £: TZ§+1

c6té gauche de ce triangle

(K) — T<a(K)[1] est la fleéche définie par le

M(£) = mapping cone de £ ~ K[1]
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(cf. aussi [2] prop. 13.3 page 29).

Démonstration :
si d": K — K
a+1)

désigne la différentielle en degré r du complexe K ,

a , 01728 e k2 , M(p) est le complexe

= Ker(k® — K
<_da-2 0\ (_da-1 0 >
. a-3) : a-2
__\-id d a-1gge-2 -id_d 7%

can
et M) —=— 22 (M(g)) = 221 (k).

Z

a i qd ]
a-1 ('d 50)+('ﬁ$d ) Ka da Ka+1 ——

K

La derniére assertion est une conséquence de la premiére.

Lemme 2. Soient a€Z , DL€ D%(

degré > a+1 et

A), D concentré en degré < a , L concentré en

E = {classes d'isomorphismes dans Db(A) d'objets K tels que T<a(K)=D ,
22 )=y .

La fléeche T : Hom L,D[1])) — E , définie par :

p(a)!
si g€Homy py(L,DI1]), T(g) = classe d'isomorphismes de M(£)[-1]

est une bijection.

Démonstration :
Décrivons la fleche inverse A de T : soit (K,u,v)€EE ou Ke Db(A),
u

1, (04D et 22*1(K)LL . Appliquons le lemme 1. Soit 1a fleche de DP(A)

£ 20— 1 (K1)

attachée au complexe K telle que M(g')=K[1] . Si [K] désigne la classe de K
dans E , on pose

A([K]):u[1]o€'cv'1ﬁHomD(A)(L,DH]) )

Par construction, si & =4([K]), M(E)~M(E')~K[1] et il est clair que T et
A sont inverses 1'une de 1'autre.

Généralisons ces deux lemmes & Pro Db(A).

Proposition 5. Soient "lim" KQE Pro Db(A), a€Z, v le morphisme naturel

L
a
®: TSa("m" Ka) —_— ul.i_mu Ka .
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Le pro-objet T->-a+1("m" K&) s'identifie naturellement @ M(y) = mapping cone de

¢ , i.e. le triangle :

_>a+1 N3
T— (m KOL)

est un triangle distingué. De plus si

. va+l Wy s wysmh
grr= (LWt K ) > 1, (MLimt K [1])

est la fleche définie par le c6té gauche de ce triangle :

M(g) = mapping cone de £ =% "El“" Ka“] .

Démonstration :

Pour tout o , on a un morphisme naturel de complexes 9, T<a(Ka) —_— Ka de

sorte que M(op) = "1im" M(o, ), ol o est la fleche composée
& Ba Ba
Boa
Pga Tga(K.%) = T,k =K

et M(v.pBa) est le mapping cone de Ogy
Pour B'>B8>0a , on a les morphismes de transition du systeme (M(wm)sm

M(ws.e) - M(wBB) — M(‘”ch) — Mo,,) -

- can
Appliquons le lemme 1 : Mo ) = M(cpa) = T2a+1(M((Dm)) = TZaH(Ka). De méme

i sa+1 > .
M(wes) = 1= (KB)' De sorte que 1'on a une suite de morphismes
_>a+1 va+1 a+l Sa+l
7= (M(‘DB.B)) - T (KB) - T (M(wsu)) R (k)

dont les composés deux a deux sont les morphismes de transition des systémes
Tza”(M(wBa)) et TZaH(Ka) respectivement. Ceci montre que :

WY it wyson _2a+]
%2 Mlogy) = "Lim" =77 (K ) .

La derniere assertion est encore une conséquence de la premiére.

PR . "y 30 b nYim" b 8
Proposition 6. Soient a€Z, "lim" D €D"(A), "lim L €D (A), D concentré en
degré <@ , L, concentré en degré > a+1 pour tout o et
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E = {classes d'isomorphismes dans Pro Db(A) d'objets "LJl“" Ka tels que

nYimh ~ "1im" ,,>a"1 NYim" ~ "1im" 3
Teal"ln" k) = "lin" Dy et =LA K) = T L)

La fleche T: H°mpro("lﬂ‘" La’“ll"" Da“]) —> E , qui & un élément

€ Hompm("mn" La,"lir_n" Da“]) associe la classe d'isomorphisme de M(£)[-1] ,

est bien définie et est une bijection (ou M(Z) = mapping cone de £&).

Démonstration :

Soit g: "lim" L, = “ldm" D, [11 . Vérifions que M(g)[-1] est bien dans E:

M(E) = "1im" M(E, )
(gjen B

avec A' = {(B8,a) tel que
la relation

EBa: LB —_ Du[1] soit défini} , A' est ordonné par

(B,a) < (B',a') si et seulement si B<B' , ala' .
On a :

da+1

{ = (M(t;Ba)[-H) ~ LB
Tsa(M(EBa)[-H) =D,

et on vérifie facilement que

a+1 Ny 3
= (M(E)[-1]) = "Lim" Lo

T (ME-1]) = "Lin D, .

Compte tenu de la proposition 5, on procéde comme pour le lemme 2 pour montrer
que T est une bijection.

Remarque. La proposition 5 peut encore s'énoncer sous la forme suivante : Pro Db(A)
est une catégorie t-triangulée (pour la définition d'une catégorie t-triangulée,
cf. [2]).

Théoréme 1. Soit 'l_u_n Kae Pro Db(A). Les conditions suivantes sont équivalentes :
s
1) "lu_m" KasD (A)

2) "Lin" Kr(k )€ X .
/‘b\J

De plus, s'il en est ainsi, "lim" Ka’ED

Lim con(R) siet seulement si 1im H*(K ) est

-
o

un A-module de type fini.
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Démonstration :
1) ==2) : S'il existe L€ Db(A) tel que "lim" K =% L dans Pro Db(A),
alors  "lim" H*(Ka) =~ H*(L) dans Pro(A) et H*(L) ~ 1im H*(Ka).
De plus, si 1im H*(~Ka) est un é-mdu]eﬂ@pe fini, il existe L'EDEOh(A)
tel que L' =L << "lim" K, et "lim" Ky € Dcoh(A)'
2) =>1) : On peut supposer et on suppose que les complexes K sont concentrés

en degréssitués dans 1'intervalle [a,b] de Z . Nous allons raisonner par récur-
rence sur 1'entier n=b-a .

Si n=0, H*(Ka)= KQ pour tout o et c'est clair dans ce cas.
Si n>1 , grice & 1'hypothése de récurrence, il existe :

- un complexe L¢g Db(A) concentré en degré > a+1 et un isomorphisme
DT PI ~
usts T (MLmt K ) S L
- un complexe H concentré en degré a et un isomorphisme

v: T_(_a('l-i!-"" K,) —H.

da+1

Soit &: 1< ("lﬁ_n" Ka) -— T<a("lj—'-n" Ka)“] la fleche associée a "lim" K

-~ [¢}

(cf. proposition 5) et n celle définie par le carré commutatif suivant :

a+1 15 ) E’
= (ll“ Ka) — L

13 111
n Y 1 vl[\.]]
Tﬁa( y_m Ka)U] —=— H[1] .
On a, en utilisant la proposition 6
"lﬂ.n“ KC! o~ M(g)[-1] o~ M(n)[-1]

" am"
et "lim K €D

2.6. Soient A' wune A-algébre, "lim" K € Pro D°(A). Les flaches de transition
KB —> K, , pour B>a, se prolongent dans D(A'), en des fléches

KBA' — K 3A"

B a

et permettent de définir dans Pro(D (A')) :
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("lim" K JBA" = L;_r_n(Ka‘kA).

Corollaire. Soient f: A —> A' un homomorphisme d'anneaux, "lﬂl" Ka€ Pro Db(A),

n un entier:
o

b >new Lavy e nBra
a) si "lim" K €D7(R), alors "lim" 7=(K A JED(A')

S
b) si %/ est fidelement plat, "Lim" KQ%A'eDb(A') si et seulement si
"Lin* ke D°(A).

Démonstration :

a) Soient L€ Db(A) et u:L — "l_i_r_n“ Ku un isomorphisme dans Pro Db(A).
a

Pour tout o , on a une suite spectrale convergente :

P,q _ Q- ' P+G Lps
E2,a = Tor_p(H (Kq),A ) =>H (KaeA ) .

Dans Pro(A), on a deux suites spectrales convergentes :
EBY = Tor_(HI(L).A") = HP* 3 &a)
" amh pq - n sm! q 1 p+q " sm! u- )
Lim B ® Tor_p( 1im" H (Ka)’A ) = H7E("1im" K eA') .
La fléeche u se prolonge en un isomorphisme des termes
Pq wyson PG
g AL
a
et donc des aboutissements
D+q ‘l 1 Hysmh P"‘q [L '
HF H(LeA') = lln H (KaeA ) .
On conclut gréce au théoreme 1.
b) Si f est fidelement plat, H*(KQ%A') = H*(Ka)oA' et dans ce cas
"lim" H*(K )€A si et seulement si "lim" H*(KaeA')eA', si A' est la catégorie

des A'-modules (cf. corollaire 2 de la proposition 1), ou encore si et seulement
a4

si "lin" K oh' € D°(A).
La proposition qui suit est une généralisation de la proposition 2 du
paragraphe I.

Proposition 7. Si ‘A" est un anneau local artinien de corps résiduel k et si
"lim" Ky € Pro Dcoh(A), Jes conditions suivantes sont équivalentes :
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P

n " b
a) "lim" K € D], (A )

b) si p est un entier tel que HJ(K )=0 pour tout o et j<p,

>p’u "
("1im K%k)eocoh k)
Ct
c) d1mk 1_;@ Hom(H*(Ku),k) < 4o,
Démonstration :

Par le corollaire du théoréme 1, il est clair que a) =b). Par la proposition
2 du paragraphe I et le théoreme 1, i1 est clair que c¢) =sa). Montrons que
b) ==c). On peut supposer H*(Ka) concentrés en degrés dans 1'intervalle [p,0] ,
p<0 , pour tout o et supposer aussi que "lﬂf‘ Kae Pro Dparf(A)' Posons

- >p N
Ka = Kaok . Comme t<7( l1_m Ka)€ Dcoh(k), on a, en considérant k comme un com-

plexe concentré en degré 0 :

() dim Hi(Hom ("Lim" R ,k)) < +  pour 0<i<-p .

k' =— "o
o

La suite spectrale convergente :
) 1_&@ Exty (H' (K ,k) m]?_?m HY™T (Hom, (K k)
montre que :
1) Lip Hom(KO(K ) k) = 1_? HO (Hom, (R_,k))
dim, h__r)n Hom(Ho(Ka),k) < + et "'l<1'_m" HO(Ka) est isomorphe & un A-module de

o
Tongueur finie.

Q

2) Par récurrence sur 1'entier -re€ [0,-p] , que "lim" Hr(Ka) est isomorphe
a

a un A-module de longueur finie.

En effet, si "li_m" HJ(KQ) est isomorphe & un A-module de longueur finie,
[¢3

pour 0<j<-r:
dim, dip Ext3(HI(K ),k) < w0  pour 920,0¢i<-r .

k —
o

Par la suite spectrale (** ) et la relation (*), on voit encore que:
. N r
dim, 1_;m Homk(H (Ka)’k) < 4

et "lim" Hr(K ) est isomorphe a un A-module de longueur finie. Par suite,
- a —~—

"y Aam" ¥ 2 "Yim" b
m H*(KQ)EA et par le théoreme 1, "lim Ka€ Dcoh(A)'

-
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111 - Approximation des pro-objets sur un anneau complet

Dans ce paragraphe, A est un anneau noethérien complet pour une topologie
définie par un idéal I . Pour n>0 , on note An= A/In . Nous aurons souvent a
considérer dans ce paragraphe des objets "lim" Ly de Pro Db(A), dont chaque
composante Ln est un complexe de A-modules annulés par " , i.e. Ln est aussi
un complexe de An-modu1es, pour tout n>0 .

Proposition 8. Soient "l%@" Lne Pro Db(A) et p un entier tels que pour n>0 :
m0

2) 2P(L,) €0, (A).

b) 2P(L,, 8A) == P(L) dans D(A).

11 existe L€ Dgoh(A) et une fleche o¢:L — "lim" rzp(Ln) dans Pro Db(A) tels
n

4

que pour tout n>0 , la fléche induite par ¢ dans D(An)

2Pk ) — 2P

soit un isomorphisme.

Démonstration :

On peut supposer que L -~ TZP(LH) et est de la forme
P p+1 — q
0—>Ln-—>Ln — —>Ln—>0

avec q indépendant de n , L; 1ibre de type fini sur An pour i>p , Lg de

type fini sur An (cf. 2.2 du paragraphe II).

Soit Uyt TZP(LH+1%An) = Ln+1°An —_ Ln un isomorphisme dont 1'existence est
assurée par b). On va procéder de la maniére suivante :

par récurrence sur n , on construit :

N . . , N ' b .
1) un systeme projectif (Ln)n>0 »0U L€ Dcoh(An) est de la forme :

0 — 1P - L3— 0

Lﬁ‘ est un An-module libre de type fini pour i>p, Lﬁp de type fini sur An .
De plus, le morphisme de transition M L6+1 —> L, s'identifie au morphisme

naturel de complexes : L$+1 —_ Lﬁ+1°An , i.e. il existe un isomorphisme de com-

plexes %n: Ln+1eAn ~ Lﬁ .
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2) Un systeme de fleches w;]:Lr') — L, , isomorphismes dans D(An), tel que 1'on
ait, pour tout n>0 , un carré commutatif :

o el
, n+1° Ay
Ln+1"An Ln+1

W b
[0}

' n
Ln Ln

eAn

Soit ©' = (0h)sp ¢ "Lim" L} — "lim" L.

On prend pour L Tle complexe %@ Lr'l et pour ¢ la fléche composée :
n>0

can o'

L __* Ill.i_tnll Lrl] "é "lﬂ[‘. Ln .
L(—:Db (A) est encore de la forme

coh
0 = LP e 19 >0

avec L' 1ibre de type fini pour p<i<q, LP de type fini. De plus, LeaAn':-eLr'1

(isomorphisme de complexes) pour tout n>0 .

] 3 N3l ' T ]
L'existence de llf_" Ly, et o' = (tpn)n>0 comme en 1) et 2) est assurée par
récurrence sur n par le lemme suivant :

Lemme 1. Soient R un anneau noethérien, I un idéal nilpotent, p un entier,

P':0 — PP — P‘p” ———— P9

un complexe de R/I-modules ol P'i est un R/I-module projectif (resp. 1ibre) pour
p<i<qg, P'P est un R/I-module de type fini. Soient PeD(R) et

w:'ﬁ%R/I —> P' un morphisme dans D (R/1) tel que 1—>-p(q>) soit un isomorphisme.
Alors i1 existe :

a) un complexe de R-modules P:0 —> PP —-ooes P9 — 0, ol p est
projectif (resp. 1ibre) de type fini pour p<i<q , PP de type fini

b) un isomorphisme w dans D (R), y:P —> P

c) un isomorphisme de complexes h: PaRR/I —> P' tel que dans D(R/I) le
diagramme d'isomorphismes :

>p, L
= (ysty 1)
rzp(ﬁng/I) ————RZI——> PeR/1

sz(w\_ /

p!
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soit commutatif.

Avant de démontrer ce lemme, montrons comment i1 s'applique a la situation
ci-dessus.

Supposons construit (L%,w%) pour i=1,...,n et appliquons le lemme 1 & :

n+1 =1

- v P - 1 ! - I
R=A I=m/m , P =Ly P-Ln+1 ,LD.Lm,IsAn =L, ,0=0 oy . 1l

n+l °
. ) ] 1 . |p - lq
existe (Ln+1,wn+1), avec Ln+1 0 — Ly —>--—> Ln+1 — 0 dans D(An+1),

Lr'111 libre de type fini pour p<i<q, L"ﬁ1
:)

1

de type fini, Lpr'lﬂ : Lr'“_1 — Ln”

tel que le systeme (L;.,w i1 n+1 vérifie les conditions 1) et 2).

Démonstration du lemme :

En fait, on va reprendre la démonstration de [3] (page 474 jusqu'a la fin).

a) On peut supposer que Pe D;arf(R) et par suite que ¢ est unmorphisme

de complexes. De p‘1us, on a T—>-p('5'oR/I) = sz(ﬁ')oR/I (cf. lemmes 1 et 2 de 1I).

b) Soient Q :---—> Qp —_ P’p” —>---=> P' — 0 un complexe de R/I-
modules projectifs (resp. libres) tel que Q —C'é—n> TZP(Q) =P', ¢':PeR/I — Q un
morphisme de complexes prolongeant o , sz(w‘) = sz(w) . On peut supposer que o'

est surjectif : pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 2. Soient R wun anneau, I un idéal, R=R/I .

1) Soient P,Q deux R-modules, f:P/IP — Q/IQ un R-homomorphisme. Si P
est projectif, il existe f:P —> Q tel que fo1§=? .

ii) Si 1 est nilpotent et si P est un R-module projectif, il existe un
R-module projectif P tel que P/IP=P .

i11) Si 1 est nilpotent et si M :---—> 37! — 19 — 0 est un complexe
acyclique de R-modules projectifs (resp. libres), il existe un complexe acyclique

Moo qu — M — 0 de R-modules projectifs (resp. 1ibres) tel que
M01§ M

=M .

Démonstration du lemme :

i) Soit g:P -9-D>>P/IP -—f-> Q/1Q Comme P est projectif, g se factorise de la

maniére suivante :

p —L»> /IQ

N\ /can

Par construction, fo1§= f.



PRO-OBJETS ET IND-OBJETS 29

i1) On peut supposer 1 de carré nul. L'assertion est claire si P est libre
(sans hypothese d'ailleurs sur 1). De toute facon, P est facteur direct d'un
R-module 1ibre E . Soit E un A-module 1libre tel que E/IE=f . Le module P
s'identifie & 1'image d'un projecteur e:E — E . 11 s'agit de voir que € se
releve en un projecteur de E . Soit e:E — E tel que ee1§=é R

3=e2-e€ HomR(E,IE), B commute avec e et vérifie 52=0 . Montrons qu'il existe

a€ HomR(E,IE), qui commute avec e , tel que
(e+cx)2 = e+o

ou encore puisque a2=0 s e2+2ae = e+a , i.e. B8 = (1-2e)a . Comme

(1-2e)2 = 1+4(e2-e) = 1448 , (1-2e)2 est inversible (d'inverse (1-48)) et il en est
de méme de (1-2e) (d'inverse (1-2e)(1-48)), commutant avec e) et

a = (1-2e)(1-48)8 .

§49) ST M tee-o> MO 5 M9 — 0 est un complexe acyclique de R-modules pro-
jectifs (resp. 1ibres), M se décompose en suites exactes courtes scindées de
R-modules projectifs et en utilisant i) et ii) » i1 est facile de construire un
complexe acyclique M :---—> Mq'1 — M3 — 0 de R-modules projectifs (resp.
libres) tel que Me1§=r:1 .

Appliquons le lemme 2 au mapping cone M' de Q 1—d> Q.
11 existe un complexe M acyclique dont les composantes sont des R-modules pro-
jectifs (resp. libres) nuls en degré > q tel que MsR/I=M'. On remplace alors P
par PeMe D;-)arf(R)’ @ par le morphisme surjectif de complexes (PeR/1)eM' —> P!
défini par ¢ sur le premier facteur et la projection canonique

M —q 2% 2P(g)=P' sur le second.

3) Soit N'=Ker(p), N' est un complexe dont les composantes sont des R/I-modules
projectifs nuls en degré > q . Comme sz(w') est un quasi-isomorphisme, la suite
exacte longue :

e 0=HPTNQ) = HP(N') —> HP(FeR/I) = HP(Q) —>---
montre que TZD(N') est un complexe borné acyclique dont les composantes non
nulles sont des R/I-modules projectifs.

Par suite, i1 existe un complexe acyclique N de R-modules projectifs tel

que NeR/I = 1—>-p(N‘). Le morphisme naturel

£, o NeR/T —> 2P (FeR/1)
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se reléve en un morphisme injectif de complexes
- (d] . 3
9, = (95) ¢z © NeR/T —> PeR/1

en prenant g;=f; si i>p , g;= 0 si i<p et gg la fleche composée
NPeR/1 N T"poR/I , 0U s est une section de
NP — N""’/Im(N'p°1 —_ N'p) = NpoR/I . Le morphisme 9% est homotope a zéro,

i.e. i1 existe ho = (h;)iel , avec hé:N‘oR/I —'=>5'"10R/I tel que :

99 = er/1°M0 * Podner/1
Comme N' est projectif, h; se releve en h':N' — '5'1'1 et si
h = (h1)i€1 , 9= d’p‘oh+hodNZN — P est un morphisme de complexes tel que
9°1R/1 =9 - Par suite g est injectif et coker g est un complexe dont les com-
posantes sont des R-modules projectifs nuls en degré > q . Posons

P = 1—>-p(coker g). Par construction, la suite
0 —>N-3F X% coker g =0

est exacte et comme N est acyclique, y est un quasi-isomorphisme. Posons
- I ;
wo'q’ﬂR/I , PeR/1 = 12" (coker go) et la suite

9. >p/3 w2P( )
0 —> NeR/I —> 1="(PeR/1) ——— PeR/1 — 0

est exacte, PeR/I s'identifie a P', sz(wo) a -rzp(wﬁ. De plus, les composantes
de P, en degré > p , sont libres si celles de P' 1le sont.

P : NYsmh b :
Théoréme 2. Soient "lim" K,€Pro D . (A) et p un entier tel que

C
a) "Lin" K, —25 2P("Lin" K )
< o} - a
>pry L et
b) pour tout n>0 , "lim" t<"(K €A ) €D (A)) .
11 existe LeDD, (A) et une fleche u=(u) dans Pro D(A) :

u NWYysm"
L — l_;ﬂ Ka

tels que la fleche Uy, s induite par u pour n>0 :

PP Ly y N wsw OPy L
= (LoAn) —_ l}g = (KaoAn)
lim u

soit un isomorphisme. De plus H*(L) —um H*(Ka) est un isomorphisme.
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Démenstration :
On peut supposer que les complexes Ka sont de la forme :

0 — kP — Kp+1 ————— Kb —> 0
a a a

avec b indépendant de «a, K; libre de type fini pour i>p kP de type fini.

P L -
De sorte que 1Z& (Ka°An) = Ka"An .

Les morphismes canoniques de Pro Db(A) :

Ka —_— L:l_m KaoAn
définissent dans Pro(Pro Db(A)) le morphisme tout aussi canonique :

|lu’-““ Ka —_— IMI lmll Kqun = 'LIII l:l-ll‘ KaoAn .
/bx/

n 5 " K] Q b
Comme “1im Ku°An€Dcoh(An) pour n>0 , il existe LnEDcoh(An) tel que

>p ¥ b
L, = T—-p(Ln) et un isomorphisme dans Pro D (An)
9, Ln e %_m' KGLOAn .

Soit wn 1'isomorphisme de Db(An) défini par le diagramme commutatif suivant :

>p o sz(wn+1%1l-\n) >p . g
= (Ln+‘l°An) —————— | l;_m (KaOAnH) An)
*nl
; o I
L" — . "lin" K eA

<« ‘o n°’

Les couples (Ln,wn) définissent un élément "li_m“ Ln de Pro Db(A)' qui vérifient
les conditions a) et b) de la proposition 1. I1 existe donc LEDb

coh(A) que 1'on
peut prendre de la forme :

0 — P > Lb —> 0

avec L' libre de type fini si i>p et P de type fini, une fleche

. " sm!" b <.
v:L — "lim L, dans Pro D"(A) tels que pour n>0 , la fleche Vi leA — L.
induite par v dans D(An) soit un isomorphisme. On construit

u=(u):L —"1lim" K_ de la maniére suivante :
a -~ a

pour n>0 et a , regardons la fleche composée dans D’(An) :

)
. n N wysem can
ua,n : LpAn —_— Ln —> "lim KB°An —_ Ko."An .
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Par construction, le systeme (ua,n)n>0 vérifie :
l"oz,nﬂ‘”An = Usn

Lemme 1. Soient R un anneau, I un idéal nilpotent, R=R/1 , L€D

parf(R) i
KED(R) , u:L = LeR — K = KeR un morphisme de complexes, U:L —> K une

fleche dans D™(R) telle que U'e1§=ﬁ dans D (R). 11 existe un morphisme de

complexes u:L —> K tel que u=U dans D (R) et ue1§=i (comme morphismes

de complexes).

Démonstration :
Comme L€ D;arf(R), on peut supposer que U est un morphisme de complexes et
que de plus G-'Go1§=§ est une homotopie de [ dans K (en effet si s est un

quasi-isomorphisme dans (R), i1 existe des quasi-isomorphismes t,u tels que

Dparf
st et u.s soient homotopes a 1'identité).

Comme L€ D;arf(R), 1'homotopie y:L —>= K se reléve en une homotopie

vy:L — K telle que yo1§=§ et U+y releve u .

Appliquons ce lemme de la maniére suivante :

. - es ~ OP(py . .
si PE€ Dparf(A) vérifie P = t=F(P)=L , PoAnaLoAn pour tout n>0 et si

u
u’a\;: PeA =~ LeA_ 20, Ky n est la fleche naturelle composée, le systeme

o~/ . .
(ua,n)n vér1f1e_ :

RN -
u o1An =0 dans D (An) .

a,n+1 .

Grace au lemme 1, on construit de proche en proche un systeme projectif de mor-

phismes de complexes

Vaun * PeAn —> KaoAn

s

~ _ . - _ )
tel que dyn= Ya,n dans D (An) et ch,n+1°1An = Vg, cOmme morphismes de
complexes.

En passant a la limite projective, on définit un morphisme de complexes :

v =limv P —K
a - a,Nn o
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qui induit un morphisme de complexes Uy = sz(va) L — Ka . De plus, pour tout

~~
n>0 , on a dans D(An), vaﬂA = v = U et “a“A

n a,n a,n a,n ’

Lemme 2. Soient w:L —> K un morphisme de complexes de longueur finie de

A-modules de type fini. Si pour tout n>0 , wﬂA est une homotopie, w est une
n

homotopie.
Démonstration :

Soit [a,b] un intervalle de Z telles que les composantes non nulles de L
et K soient en degré dans [a,b]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) w est une homotopie ;
ii) i1 existe des fleches tpp (P — Kp-1 pour pe€ [a,b] telles que

p_ P! p
wh o= @ odL+dKow

jii)w = (@P) est dans 1'image de 1'application canonique

p€la, b]
> PP h p P p p+1
TT Hom(L",K "T Hom(L",K") définie par A((v") ) = (d oP+d L@ )
p=a p=a
iv) Pour tout n>0 , w °1A €Im An , ot An est 1'application

b 1 b

T’ m(LPeA ,kPT'eA ) —> TT (Hom(LPeA .KPeA )

P Cas P
définie comme en iii), en effet w = lim(w e‘IAn) et

1<1n_| lm(An) = Im(a) .

D'ou le lemme.

Ce lemme montre quz le morphisme Uy L — Kcl construit ci-dessus est unique a
homotopie prés. Par suite si B>a , -neuoua = uB (modulo homotopie) et le systeme
(ua) définit une fléche

u:l — "lim" K
< o

telle que uoﬂA soit un isomorphisme dans Pro Db(An). De plus, par Artin-Rees,
n
on a les isomorphismes suivants :

H*(L) = lim (LoA ) == 1im 1im H*(K eA )

l « <n—”? e n
M _ A,
L'&_m H (Ka) ]%n l:\_m H*(KaeAn) .
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Ce qui acheve la démonstration du théoréme.

IV - Applications

Soient A un anneau noethérien, I un idéal de A , S=Spec A , U= S-V(I),Z\
le complété de A pour la topologie I-adique et comme preécédemment An= A/1" ,
pour n>0 .

L _a . W1 b s
Théoreme 3. On suppose que A=A . Soient "lim K, € Pro Dcoh(A)' H*-l_;_m H*(Ka)

gALL
can a
et p un entier tel que "m" Ku — r?.p("l_i_l_n" Ka)‘ On suppose de plus que :

>y & arf
1) pour tout n>0 , "lim" ="(K 8A ) €DC (A )

2) la fleche naturelle dans Pro(A) : H* — "1im" H*(Ku) est un isomorphisme

pAlL
o
sur U .
/b'\/
Alors "lim" K €D ., (A).

Démonstration :

5 b - . A " 5 "
On construit un couple (L,u) avec L€ Dcoh(A)’ u= (ua) LS l;_m Ky dans

Pro Db(A) en procédant comme suit :
a) L'hypothese 1 et le théoreme 2 assurent 1'existence d'un couple (L,u)
avec Lech)oh(A), u:l —> “l;Tm“ Ka tels que pour n>0 :

u, = 'r->—p(u%1An) : TZD(L%An) = "lﬁn“ sz(Ka%An) .
limu >
De plus H*(L) ——3 H* est un isomorphisme. En particulier, L=12P(L).

b) La fleche H*(u) : H*(L) —> "lﬂn" H*(Ka), induite par u , est un isomor-
phisme sur U (on utilise a) et 1'hypothese 2)).

c) Si MC(a) désigne le mapping cone de Uy Hi(MC(u))= 0 pour i<p-2 et

" MC(a) € Pro Db

coh(A)' De plus les assertions suivantes sont équivalentes :

1im
-
[o
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c.t) u:lL — "lim" Ka est un isomorphisme (resp. induit un isomorphisme

H*(u) : H*(L) — "L‘an" H*(Ka) sur U).

c.2) “l;g“ H*(MC(a)) est essentiellement nul (resp. est essentiellement nul
sur U).

En effet, u est un isomorphisme si et seulement si H*(u) 1'est, ou encore si
"M" H*(MC(a)) est essentiellement nul. De méme, si 1'on se restreint a U .

d) 11 nous suffit donc de montrer que "lim" H'(MC(a)) est essentiellement nul
pour tout i>p-1 . Soit i wun entier, i>p-1.

d.1) On sait déja que "lim" H'(MC(a)) est essentiellement nul sur U
(appliquer ¢) et b)).

d.2) Soit o , montrons qu'il existe B>o tel que la fléche de transition :

. 7l . .
Hi(MC(8)) —2% H'(MC(0)) soit nulle, ou encore si T,=1Im "101 , que T,=0.

B B 8
Par d.1), i1 existe BOZa tel que T‘30 soit nul sur U , i.e. il existe r0>0
tel que IroT cIroT =0 pour B>B_ .
B o ~%o
d.3) Pour n>0 , posons R = Ker[H' (MC(a)) — H'(MC(c)BA )] .

Comme MC(a)€ Dgoh(A), R, définit une filtration I-bonne de Hi(MC(a)). 11
existe donc n°>0 tel que Rno+r= Iaro pour r>0 . De plus, par Artin-Rees, il
existe r13r0 tel que, pour B> Bo , on ait si S=ngry

R.NT,cRAT, =1 'R AT, c1°T, =0

s B s R "o B 8

e, TooH' (MC(o))/Rg > HI(MC(w)BA.) pour 88 .

D'autre part, par construction, on a aussi, pour B> Bo

Tsclm(H‘(Mc(s)%As) — H(MC(a)8A))

Si i>p , par a), "lim" H‘(MC(A)%AS) est essentiellement nul et T

Lim =0 pour
B> 0 .

B8

Si di=p-1, Hp'1(MC(a))=Ker(Hp(L) —_ Hp(Ka)) et par suite pour B8>a ,

P~ (mc(8)) e WP~ (MC(a)). Posons Ng = W (MC(8)), pour B> . 11 existe 8y>a
n
1

N, =0, par

tel que N g
1

BIU=0 pour BZB1 et i1 existe un entier n tel que I
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n . .
suite I 1N8= 0 pour B>E, . Si S = Ker HP(L) — Hp(L%An), on voit comme pré-

cédemment qu'il existe s> n tel que

n
S, MNg= SN Ng <1 N81 =0

et Ng< Hp(L)ISs > Hp(L%AS) pour B> 8, . Par construction, on a aussi

Nge Ker[HP(LEA ) —>Hp(KB%AS) et N,=0 pour B3>0 .

B B
s . TR ) b : NYamh

Théoreme 4. Soient l;_m Ky € Pro Dcoh(A)’ p un entier tel que 1im Ky

rzp('lirp" Ku)’ p:S'—> S un morphisme propre tel que p soit un isomorphisme sur

U, 1 un idéal définissant le fermé S-U, vérifiant :

b

wysow JDOPry
1) pour tout n>0 , "lim" 1< (KaeAn)EDcoh

-
Q

: 1 . >D Ny 3l el
2) si A' est la catégorie des Oc,-modules, H*(t<"("Lim KG%OS.))eA .
(A).

()

" c " b
Alors L:xm Ka€ Dcoh
Remarque. La condition 2 signifie encore que, pour tout ouvert affine Spec B de
>p b

s, "lim" 1~ (Ka%B)‘Dcoh(B) (cf. corollaire 1 de la proposition 1 de I et
théoreme 1).
Démonstration :

Supposons tout d'abord que A=A et montrons le théoréeme dans ce cas :

a) L'hypothese 1 et le théoreme 2 assurent 1'existence d'un couple (L,u),

b . Wy iow N s .
Le Dcoh(A)’ u:L — Lﬂn ch tels que pour tout n>0 , la fleche induite par u:

Ly y N wgsw P
= (LoAn) —_— lln 7z (KaoAn)

soit un isomorphisme. De plus si u= (ua), le morphisme

1im u
H*(L) = _]%r_n H*(Ka)

est un isomorphisme. Le théoreme 3 montre que, dans ces conditions, il suffit de
vérifier que la fleche dans Pro(A) :

H*(u) : H*(L) — "l.‘l“" H*(ch)
a

est un isomorphisme sur U .
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b) Si S'=SV(I™), pour n>0 , 2P(L¥0, )~ "Lim" 2P (K B0
n Sn o
H*(12P(1305,)) = Lim H*(x P #0)).
n o3 n
c) Si S' est le complété formel de S' Tle long de V(IOS.), on a :

Hr(12P(180g,)) = Lim w*(:2P(1%05,))

n

. 31..-

3

1

> ]

s

im H* (2P (K 80 §05.))  par b)

= o
t

m 1i

x> ]

—.

m H* (T-P(Ka%os.))

i
=1

~ lim H* (T>p(K oO D).

A5

d) L'hypothése 2) entraine que :

—_

im #*(12P(K $0g,) = "Lin" K+ (2P (K $0¢.))

di

—_
.
3

Hx (127 (k §0g, ) = "Lin" H* (2P (K B0g.))

i

et que l&m H*(rzp(Ka%OS.)) est un Os.-module de type fini.

/\
e) On a : H*(TZD(LOO )) = H*( T (LoO ,)) ou le premier module désigne le com-

plété de H*(TZP(L%OS|)) pour la topologie IOS.-adique. Comme p est propre

et A est complet, ona :

ou (M (2P (L80g1))) = B, (H*(:2P(Le0; 1))

= u(Lim 1 (2P (K $05.)))
= ou(Lim 11 (2P (K 80 )

R

ox("1im" H*(2P(K §05.)))  par d)
f) Comme o est un isomorphisme sur U ,

*(L) —_— n'lﬁ:'_mu H*(Ku)

est un isomorphisme sur U . Ce qui termine la démonstration du théoréme lorsque
A=A .
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Dans le cas général, remarquons tout d'abord que les hypotheses 1) et 2) sont
conservées lorsqu'on effectue le changement de base Spec A —> S (corollaire du
théoréeme 1) et par conséquent

R et
(») “Lim" (K eR) €D, (R) .
D'autre part, si on pose H's=lim H*(TZP(KQ%OS-)), H' est un 0Og,-module

cohérent (théoreme 1), et H' = “lir_n" H*(rzp(Ku%Os.)). En particulier :
(%*) Hiy = “Lin" H*(Ka)lu .
Les relations (x) et (**), la proposition qui suit montrent que
B

~ /b\/
Ny smh * 3 HYsmit
lim" H (Ka)eA , i.e. "lim Kae Dcoh(A).

Proposition 1. Soient "lln" Ma€ Pro(A), ou M, &st un A-module de type fini pour
a>> 0 , tel que :

1) "lln" Maof\ est isomorphe a un A-module

2) i1 existe un OU-modu’le M et un isomorphisme mw:M > lj_m MaIU .

Alors "lim" M €A .
Démonstration :

Soient m iMg — M, , pour B>a, Tes fleches de transition de "lim" My -
Soient M un A-module (nécessairement de type fini) et q= (qu)u>>0 un isomor-
phisme

q: "l_'iln" M(,‘AA - M.

11 existe ao,q%: MaosAA — M tel que q = qaoo(nwoﬂl-\), pour a>a, -

Dans un voisinage ouvert V' de V(I), il existe un OV.-modu1e de type fini M',
tel que Me A~M et un homomorphisme

p. M , —> M

a, onIV
tel que qOL0 = paoﬂi\ . Posons pu= paoonmo , pour 0‘2% s P = (pa)aZO H
"li'-"" Ma]V’ —> M' et ¢ la fléeche composée définie sur UuUnV':

2w

- Tr " < "
‘D'MIV'nU —> "1im" M lunv' -

<« TalV'nu

Comme = est un isomorphisme sur U , Mf—>Mu|U pour a>>0 et M est
localement de type fini.
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Si x est un point de U, générisation d'un point de V(I), © est un isomor-
phisme au point x (en effet par le corollaire 1 du théoreme 1 , p est un isomor-
phisme en tout point de V(I) et a fortiori en x) et ¢ est un isomorphisme sur
un ouvert W de UnV' contenant toutes les générisations des points de V(I). Si
F=U-W , F est fermé dans S . Posons V=(S-F)nV', c'est un ouvert de S conte-
nant V(I) tel que UnVck .

T amh
Sur U , par hypothése, M = lu_m MalU .

plv
Sur V , ll" MaIV — MIV : en effet, Pyt MalV —_ MIV est surjectif pour

a>>0 (c'est vrai sur V(I), car "Lin" M eASMEA et c'est vrai sur UNV car
. n-1 [ . .
p|UnV: "Ly_n" MaIUnV —_— MlUnV "’”iunv)' Un argument identique montre que le

systeme (Ker(M_ . )—> M‘V)a est essentiellement nul.

afVv |

Le corollaire 1 de la proposition 1 du paragraphe 1 montre que “'I<1‘_rn“ Maez .
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V - Dualité entre pro-objets et Ind-objets

C) La catégorie Ind(A).

Soit A une catégorie. La catégorie Ind(A) est définie de la facon suivante:

- les objets sont les systemes inductifs (Mi)iel
un ensemble d'indices préordonné filtrant variable. On note "lim" M

1-7 i
Ind(A) correspondant.

d'objets de A, ou I est

1'objet de
1€

-Si "lip" Ai et "lim" B. sont deux objets de Ind(A)
’E? 5 3
1 J

-

Hom ("lim" A.,"lim" B.) = lim lig Hom(A.,B.) .
Ind(A)Ta i3 J i'j—ql i*Yj

On a un foncteur pleinement fidele A —> Ind(A) qui & un objet M de A
associe le Ind-objet constant (Mi)iel , I réduit a un élément 1 , Mi= M . Ceci
permet d'identifier A a une sous-catégorie pleine de Ind(A). Si les limites
inductives existent dans A , on a de plus un foncteur naturel

lip: Ind(A) — 4 .

défini par lim("1im" A.) = lim A, . De plus, si "lim" A, € Ind(A) et si A=1lim A, ,
o ol o i Lip A4

on a une fleche naturelle dans Ind(A) :
""_mll A.i 9 A .

Soit "lig" Aie Ind A , on dit que "_im" Ai est essentiellement nul si pour tout i
il existe i'>1 tel que la fleche de transition Ai — Ai' soit nulle.

Comme pour les pro-objets, on a le critére suivant :

Proposition 10. Soit A wune catégorie abélienne. Soient "lim" Mi€ Ind(A) et
3 £t
Me A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) M::"}%¥" Mi

2) il existe vys= (wi): "1%?"'Mi —> M tel que M soit quotient direct par
i

by de Mi et "lip" Ker wi est essentiellement nul
1
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3) i1 existe ¢@= (“’i) M — "1ip" M1. tel que M soit facteur direct par
i

. de Mi , pour i>>0, et "%“ Coker ®; est essentiellement nul. De plus
T = — TeT,i>>0

s'il en est ainsi, 1i

3

M_i existe dans A et M=xlim M-i .
.i

-

@) Dualite.

Revenons au cas ou A est la catégorie des modules sur un anneau noethérien
A et D(A) sa catégorie dérivée.

Si LeD(A), on note L*= Hom[')(A)(L,A) en considérant A comme un complexe
concentré en degré 0.

Si 'Ly_n' Ka€ Pro D(A), (Ka)aeA définit un ind-objet "1li K; que nous
Q€A o
n " n 5 " 5 " S " >
appellerons encore le "dual" de éé_rlr\] Ka . De méme si }1 Li€ Ind D(A), (Li)iel
définit un pro-objet "%%r_;" L*i‘ aussi dénommé "dual" de "Lm" L1~ .
" " - Y3 ml gk + LRIV
Si L;_m Ky € Pro Dparf(A)’ 1_;@ Ku Ind Dparf(A) et le dual de 1_;_; Ky
s'identifie a "l%n" K et etc
. S 9 n o " + n S n
Proposition 11. Sojent 1_1 L€ Ind Dparf(A) et %1_? Lfi‘ son dual dans
Pro D;arf(A). Pour tout A-module M (considéré comme un complexe concentré en
degré 0) et tout entier p , on a :
Hom* (2P ("Lim" L*),M) = 7, ("1im" L.eM)
-— il <p ot i *

-

Démonstration :

On a tout d'abord

Hom' (z2P("Lim" L¥),M) = Hom™ ("Lin" <2P(L¥),M) = "Lip" Hom (x2P(L¥),M)

Tel Tel i
et il suffit de démontrer le lemme pour un objet constant LED;arf(A). Si L est
a p
de 1a forme : 0 — L& S5 13 i 1P &5 P*Y L posons

L= HomA(L1,A) pour tout i et L* est de la forme :

o -p-1 Al -a-1
---—>Lp1—g—>Lp-—>---—->La1d——+La—->0.
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Pour tout A-module M , on a :

1

Hom(a2P(L*) M) = (0 —>L%M —> L3*1eM —>me- LP 1M —> Hom(coker d P71 1) — 0)

a+1

TeplLoM) = (0 — LM — L2 oM —o s 1P oM — Ker(sPet,) — 0).

Comme la suite : Pt 5 1P coker a7 > 0 est exacte, il en est de
méme de la suite :

P
0 —> Homy (coker d-p'1,M) — Pem S &M Py

et Hom(coker d'p'1,M) = Ker(épﬂM). D'ou le Temme.

On a en vue le résultat suivant :

o N . Ny 3 + Ny 3 on " " -
Théoréme 5. Soient }1 L;€1Ind Dparf(A)’ %In L son "dual" dans Pro Dparf(A)
t

et p un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) i1 existe LeD’

parf(A) et une fléeche u:L —> "lim" L. qui pour tout

? 1

-

A-module N induit un isomorphisme dans Ind D*(A)

TSp(LoAN) — Tgp("}i " L].oN)
>-p /E\J
2) %lln = (L;)eDcoh(A).
Démonstration :
- ~~

N - _>_'p WY mh b s :
2) =>1) : Posons K, =t="(LY). Comme “lim" K;€D_ . (A), il existe

b . . T . + .
Ee Dcoh(A) et un isomorphisme o: L)_r_n KimE . Soit L€ Dp'arf(A) tel que si
L* = Hom" (L,A), L*ur?—'p(L*) et L*~E . Si 1:3.'1. (resp. '"ji) désigne le morphisme
de transition Lg — L} (resp. Kj — Ki) de "lim" Ly (resp. "1im" Ki)’ par
définition des fleches dans Pro D (A), i1 existe i€l , ®; Ki —> [ tels que
@ = (‘Di”ji)j)i . Comme HI(L*)=0 pour gq< -p et que les composantes de L*
sont des A-modules 1libres de type fini, la fleche ©; se prolonge en une fleche

Yy LY —L* et o se prolonge en y = (wicngi) tel que le carré suivant soit

3>i
commutatif
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can >-p
Ny 3mh * ~ WY g mh = -2 " " *
m L* —— "1im" K,= T (ll'." L])
“"l o
v
L* ——=—st

43

Posons u =y*:L —> "lip" L. . Si N est un A-module considéré comme un com-

-— 1

plexe concentré en degré 0, le diagramme suivant est commutatif :

Hom* (<2"P(L*),N) TeplLeN)

(*) luo‘lN
Hom® (*Lim" 2P (L%),N)

et la fleche verticale de droite est un isomorphisme.

Tip( " ]_iﬂ“ '--|°AN)

1) =2) : Soient L€ D;arf(A)’ u:L — "1_1';1" L'i induisant pour tout

A-module N un isomorphisme :
Tsp("‘N) = T_(_p(“li'-"“ LieN) .

Si on note encore =12 P(L*), pour L*=Hom"(L,A), K;
(%) ci-dessus montre que u induit un isomorphisme :

Hom* (E,N) = Hom'("lln" Ki,N)

= 1->—'p(L’1!') , le diagramme

pour tout A-module N . Si I° est une résolution injective de N on a :

Homp (5 (E,NIn]) = H" (Hom* (E,1°) = H"(Hom'("y_m" Ky 1)

HomD(A) ( llmu K-i

,N[n])

pour -tout n , ou encore, pour tout complexe M concentré en un seul degré,

HomD(A)(E,M) o~ HomD(A)("ljg" Ki,M)

et par récurrence sur la longueur des complexes et par dévissage,

HomD(A)(E,M') ~ HomD(A)("li_m“ K; M)

pour tout M' €Db(A), et par prolongement pour M'E€ Pro Db(A), i.e.

E="lim" K, dans Pro D°(A) .

-— i
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Corollaire 1. Les hypothéses et notations sont celles du théoréme 5. On suppose de

plus que A est un anneau complet pour une topologie définie par un idéal 1 . Les

conditions suivantes sont équivalentes :

+

1) i1 existe L€ Dparf

(R) et une fléche u:L — "1im" L. qui pour tout
- =5 S

A-module N annulé par une puissance de 1 induit un isomorphisme :

uc1N : Tsp(LoN) — "1?1'?" Tﬁp(LisN)

2) pour tout n>0 , "lim" 12 P(L* A/I")e%")
pour_tout L LU L coh :

Démonstration : on applique les théorémes 2 et 5.

Corollaire 2. Les hypothéses et notations sont toujours celles du théoréme 5. On

suppose en outre que A est local et complet pour 1a topologie définie par son
idéal maximal m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) i1 existe LeD’__.(A) et une flache u:L — "1im" L. tels que pour

parf =

—_

tout A-module de longueur finie N :

ue1N : TSD(LON) = "]_‘i_E" Tsp(LiaN)

2) "Lin" 2P (Lrek) € 0P

con(K)s si k=A/m

. . - + N - = .
3) il existe LEDparf(k) et une fléeche u:L — % Liek tels que
i
TSP(L) ~ "lip" ﬁp(Liek).

Démonstration :

On applique le théoréme 5 pour montrer que 2)<=>3). Ce méme théoreme 5
montre que 1'assertion 1) est équivalente & 1'assertion

b

HY s mit >‘P n
pour tout n>0 , "lim" 7= (L;oA/m )EDcoh

(a,)

qui par la proposition 7 est équivalente a 1'assertion 2).
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V1 - Application aux ccmplexes bornés de A-modules plats

Dans ce qui suit dans ce paragraphe, C désigne un complexe borné de
A-modules plats que, par commodité dans les notations, on suppose concentré en
degré > 0 :

d .1

0—->c®S% ¢ —->--——(1>Cr—->0.

Proposition 12. I1 existe "lim" L,€1Ind D . .(A) et une fleche u=(u,) :

par

"1_1'_@" L)‘ —> C tel que limu, soit un isomorphisme.

— A

Démonstration :

Pour r=0, i.e. C est un A-module plat, c'est le théoréme de D. Lazard
([1] théor. 1,81,n° 6).

Pour r>0 , désignons par A' 1la A-algebre graduée A[d] définie par
r .
d2= 0 ,A endegré 0 et d en degré 1, C'= & ¢' est un A'-module gradué plat
i=1
sur A . On peut encore décrire C' de la maniére suivante :

LI s ) ) l_ < s )
C' = 1_;:@ C)‘ R C)‘ sous A'-module gradué de type fini de C' dont
chaque composante C;.\ est contenue dans ¢ .

Comme ° est plat sur A, pour X fixé, 1'injection Cg\ e % se facto-

rise a travers un A-module 1ibre de type fini :
o r
O U, a0

0

v CO

(cf. [1] theor. 1 §1 n° 6). Par récurrence supposons construit un diagramme commuta-
tif de complexes olu les fléches composées verticales sont les inclusions naturelles

o _d 1 i od Li+l
0 — C>\ —_— C)‘ —> e —— CA - CA
uol u1J/ u1l(
r o r i-1 .
0 —>A°-—M—>A L -—>---—M—->A 1

o /|

0 - — C‘I —— - — Ci —-->Ci+‘I
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. . r. .
Soient m; les images par v' de la base standard de A ' . Pour me C;\ ,
i+l

q‘u (m)m j composantes de u'). Comme C est plat sur A,

1'inclusion 1 + Z ‘Ad mJ) > C1+1 se factorise a travers un A-module 1libre

de type fini

i+1 .
C1+1 .

r. .
. i . i+l r.
c1+1+;:Ad(m}) u A1+1 v
J:

. r. r.

Soit 1'application linéaire M :A ' —> A *! definie par la matrice

i i+1 i
(] o= ult(dmd))) .
e,J] e J e-1,...,r1.+1
.]=1,...,r,i
Vérifions que le carré :
C;\ d C'i+1

r.
s . . - 1 . .
est comutatif :si meCy, w'ted(m) = (o (g(m)), = (u;_*‘(d()J:;r ul(mmd)),
= W ((uj(m); = Mou'(m).

De méme le carré

i d C‘i+1

r. . i
est commutatif : si a = (a1,...,a yea ', dvi(a) =):1:a d(m;) =
. J:

1 . . .
}jfa.v“‘ou”’(d(m‘.)) = vi*howia).
5ot 3

r r. i=1 r, ior
Enfin, i1 reste a assurer que : 0 — A 0 e i-1 M—-> Al —L A i+1

forme un complexe. Soit T = Im(M1oM1-1), son image dans Ci’1 est nulle. Comme

C""1 est plat, i1 existe un A-module 1libre A tel que :
. r. ~ i+l .
a) vi*1' se factorise en A YT M5 ¥ i

b) 1'image de T dans AS est nulle.
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i+1 ~ 41 i+ i+ i

i1 s
par A” ,u par Mcu , v par v , M par

On remplace A
MoM' . Finalement, on peut factoriser 1'inclusion Ci —> C' de A'-modules

gradués en :
u v
C' —-L L‘ —)-‘> c'

r

ou L)'\ = 6 A1 est un A'-module gradué, libre de type fini sur A et Uys vy
i=1

sont des fleches graduées. Pour B>> X , Im(v)‘)c C‘3 , d'ou une fléche

v u .
. ] A 1] B L 5
Vey | L, — CB —_— LB . Les fleches (v BA)B»)\ Ly, — LB forment un systéme
inductif et définissent un ind-objet "1__&" L;‘ et une fleche
u= (u
v = (VA) : "ug" L)'\ —- C' . De plus, par construction "lip" C‘ —_——— "_;n" L' et

Lpv,:liply —¢C
est un isomorphisme. D'ol la proposition.

Théoreme 6. Soit C un complexe borné de A-modules plats et p un entier :

@ Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) il existe L€Dparf(A) et une flache L -5-C dans D(A) telle que pour

uel
tout A-module M, ¢ (LoM) _ﬂ, (CoM) est un isomorphisme .

b) si “lip" LAG Ind D 1r(A) vérifie hJ("D_Q“ L)\)aC , alors

par

<- it
SALGES p(L;)eDth(A) (o L% deésigne Hom'(L,,A)).

@ Si A est local complet pour 1a topologie définie par son idéal maximal m,
k=A/m , les conditions suivantes sont équivalentes :

a) d1’mk Hj(Cek) < 4o pour j<p.

b) il existe L€ Dparf(A) et une fleche L -5 C dans D(A) telle que pour

tout A-module N de longueur finije :

ue 1N
(LoN) — 7 (c@N)

soit un isomorphisme.

@ Si A est un anneau local d'idéal maximal m, k=A/m et si
d1m HJ(Cok) < 4w , pour j<p ; les conditions suivantes sont équivalentes :
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T —

a) H(CoM) = lim W (CoM/n"M) pour tout A-module M de type fini et tout

‘/\ .
j<p (ou_ HJ(CaAM) est le complété de HJ(C&AM) pour la topologie m-adique).

b) i1 existe (L,u) comme en (D) a).

De plus, si A est complet on peut prendre L tel que 19 soit un facteur direct
de ¢ (par u) pour j<p .

Démonstration :
@ Soit "_ig“ L)\ tel que hg("b’_g“ LA)aC .

b

. : WYl >'p
b) ==a) : Si 1_'@ = (L;‘\)GDcoh

(A), par le théoreme 5 i1 existe L€ Dparf(A)

et une fleche u:L — "lip" L, tel que r<p(uo1M) : Tsp(LOM) —_ Tsp( Lip" L,eM)

soit un isomorphisme. I1 en est de méme de la fleche
TSD(LOM) — w(Tsp(“]_imn LAOM))= Tsp(COM)-

a) =b) : Soit (L,u) comme en a). Pour tout A-module M , on dispose de deux
suites spectrales convergentes (si L*=Hom"(L,A)) :
Lip Ext"(HY(L3) M) =>1_;\£ K9 (L, o)

x

Ext"(HA(L*),M)  ==H""9(LeM)

dont les aboutissements sont isomorphes pour r-q<p . Si M est injectif, on a
donc :
(%) 1_;g Hom(Hq(L;),M) = Hom(HY(L*),M), pour -q<p .

Sinon M admet une résolution injective et 1'exactitude a gauche des foncteurs
lip Hom(Hq(L;\),.) et Hom(H(L*),.) montre que (*) est vrai pour tout A-module
A

=

, 1. ¢

HI(L*) & Lim" W) pour g>-p .

RALL
On termine 1a démonstration de a) = b) en utilisant le théoréeme 1.

@ si dim H(Cek) < 4o pour j<p , 1_% W (Lyek) = W (Cek) pour j<p et

VY 3 -j e :
L%‘-“ H (L;\ok)eA pour j<p , ou encore

2P Nt
Lim" 127P(Lrek) € DD, (K)
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et 2.a) =>2.b) est une conséquence du corollaire 2 du théoreme 5. La réciproque
est claire.

(3) D'apres (:) , Si A est le compiété de A pour la topologie m-adique, il
existe L€ Dparf(A) et une fleche L —> CeA dans D(A) telle que, pour tout
A-module N de longueur finie, TSP(UO1N): Tsp(LGAN) — Tsp(CQAN)

est un isomorphjsme. En particulier, pour tout A-module de type fini M et pour
§<p , n>0 , H(LeM/m"™M) =5 HI(CeM/m™M) et 1'équivalence de a) et b) est claire
si A=A .Si A n'est pas complet, par (:), si Cas"ljg" LA , ol

(R), on a : "lim" Tpr(Lieﬂ)e pP (A) avec 3.a) ou 3.b) et par

"lip" L, € Ind D ooh

parf
PN "y smt > 'D b
descente fidélement plate, "1lim" 1= (LK)E Dcoh(A) avec 3.a) ou 3.b).

Et 3.a) et 3.b) sont encore équivalents lorsque A n'est pas complet.

Montrons encore que si A est complet et si 3.a) ou 3.b) est vérifié, on peut
prendre L tel que Lj soit facteur direct de ¢l pour j<p . Comme L€ Dparf(m’
on peut supposer que u est un morphisme de complexes. Nous aurons besoin des deux
lemmes suivants

Lemme 1. Si A est un anneau local d'idéal maximal m , de corps résiduel k , si

(P,d) est un complexe borné de A-modules plats, il existe un quasi-isomorphisme

(P,d) % (P',d') surjectif, ou P' est un complexe borné de A-modules plats et
d'e1k= 0.

Démonstration :

Soit Pl'1 — P’ - P”1 une suite extraite de P . Si E est un A-module
1ibre tel que Egk = (P! i-1

tel que 1'homomorphisme composé

ek —> P1ok), il existe un A-homomorphisme E I.p

el . de . .
Fok — P1 1ok —K Im(P1 ek —> Pigk)

soit 1'identité. En particulier w est injectif et le quotient P1'1/E est plat
(dom)et .
(cf. [7) 4.2.2). De plus, Eek -———————5> Plek est injectif, dem est injectif et

PUJE est aussi plat. Le complexe :

0 —>---— P‘i'2 —_ Pi'1/E — P.i/E — Pi+1 —>--—>

est quasi-isomorphe a P , et sa différentielle & en degré i vérifie : Sel, =0 .
On continue 1'argument pour tout i .
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Lemme 2. Soient A un anneau local complet d'idéal maximal m , de corps résiduel

k , (P,d) wun complexe borné de A-modules plats, (P',d') le complexe défini dans

le lemme 1 et p un entier. Si dim H (Pek) < +e pour i<p, prd - 1im prd/mpd
n

est un A-module TJibre de type fini facteur direct de pd pour j<p .

En particulier, si P€ Dparf(A)’ P' et Ker(v:P —>P') sont dans
parf(A)’ P=Ker(v)eP' , et Ker(v) est acycligue.
Démonstration :

Pour j<p , soient £ un A-module libre de type fini tel que

Elek = P'jsk s T B o— P tel que le composé

mel
ek —5 Plek — pak

soit 1'identité. Ceci montre déja que m: ) — pPJ est injectif. De plus, comme
) et PY sont plats, par récurrence sur n , on voit que : EleA/m" = P IeA/m"
pour tout n>0 .

Le diagramme suivant est commutatif :
2
S|

|
v .
l%n EleA/m" =% l? P Ien/m"

«—

Ce qui démontre la premere assertion. La seconde se voit aisément en remarquant que,
si PE€ Dparf(A)' d1mk HJ(Pok) < +o pour tout j . Par suite, P'J = 'I1m P'J/m P"]
est libre pour tout j , v est un quasi-isomorphisme surjectif.

Appliquons ces deux lemmes aux complexes L et C : d'ou un diagramme

(L,8) S (c,d)

|

s va

/

(L',8") (c',d")
ol s,v sont des quasi-isomorphismes surjectifs et 6'e1k= d'e1k=0 . De plus,
L=Ker(s)eL' . Si t est une sectionde s , t:L' —> L , posons w=uect . Pour
. . uel . .

tout j<p, ona L'k = H(Lek) —k H(Cek) = C'Jek et pour tout n>0 :

LIeA/m” ~ CIgA/m"
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Par suite l.'j est facteur direct de 3 pour j<p . Il suffit de remplacer
le couple (L,u) par (L',u).

Pour terminer cette premiére partie, donnons deux résultats qui mettent en
évidence 1'importance des limites adiques dans les complexes de A-modules plats.

Proposition 13. Soient A un anneau noethérien complet pour une topologie adique
définie par un idéal 1 , 1_? La€1nd Dparf(A)’ C=1_;Q La et p un entier.
Supposons que :

. . . n
a) pour tout n>0 , il existe (Ln,un), L€ Dparf(A/I )s

. HY 3 n n_ .
upil, —> 1_? L eA/l tels que, pour tout A/l -module N, Tsp(unﬂN) soit un
isomorphisme

b) pour tout A-module de type fini M , pour tout j<p , HJ(CwAM) est un

) . j oy n
A-module de type fini et H (CsAM) ’I<_1n£1 H (CoAM/I M).

Alors il existe (L,u), L€ Dparf(A)’ u:L — ]_:;) Ly tel que, pour tout A-module

M, Tsp(UO1M) s0it un isomorphisme.

Démonstration :

Soit Ka = Hom'(La,A), pour tout o.En vertu du théoréme 5, i1 s'agit de voir

ue, "lim" TZ-p(K )Ea_b\(/A) On a :
que, < (o1 coh*™’* )

) pour tout n>0 1im —> (K OA/I )ED/-\(_A71 ) on Ut'l]'lse a) et ce
- [¢] Coh
méme tlleo'EWE 5

2) i1 existe Ke Db

con(A)s viK — "lin" T?-p(Ka) tel que pour tout n>0 ,

TZ'p(v%1A/In) soit un isomorphisme (théoréme 2).
Pour simplifier, nous allons supposer les complexes ch concentrés en
degré > 0 , par suite les complexes Koz sont concentrés en degré < 0 et p>0 .

Soient Peg Dparf

(A) telque P =K, w:P =K % "l'i_m" T—/-_p(Ka). Pour
tout n>0 , T—>—-p(u81A/In) est un isomorphisme. Posons L =Hom"(P,A). Si N est un

A-module annulé par I™ pour un n>0 , on a deux suites spectrales convergentes :

E;’q(N) = Ext;/ln(Hq(PeA/In),N) =H"q(LeAN)

. r.q o r q n . r=q
]37'“ EZ,Q(N) = 1_;> ExtA/In(H (Kqu/I ),N) %%ﬂ H (LaeN) .
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La fleche w induit des isomorphismes pour 0>q> -p et tout r

s r,q
l&g E2,a(N) - E2 (N)

et pour 0<j<p ¢ lim H (L gpN) = HI(LeyN).
a

Pour tout A-module de type fini M et pour 0<j<p , on a les isomorphis-
mes suivants :
. J _ud - 14 J n

1_;) HI(L eaM) = HY(CepM) L%Ln H'(CeM/I"M)  (par b))

- L:]_m 1_}:1 H (L oM/1M) = L:Tr_n HY (LeM/1™M) = HI(LeM) .

Si M est un A-module non nécessairement de type fini, on a aussi :
s pud -yl
]_;m H (LaeAM) = H (LoAM) .

>-p fb\J
: nyamh = 273
Pour terminer de montrer que "lim" 1= (Ka)€ Dcoh(A)’ utilisons a nouveau,

a
pour M un A-module, les suites spectrales convergentes :

r,q _ royd r-q
E2 = ExtA(H (P),M) =>H (LeAM)

S '« B r..q . r-q
1_19 E2,a = 1_1_r>n ExtA(H (Ka),M) =>1_1> H (LaeAM) ..
o a [o]

Si M est injectif et si -p<q<0 ,ona

: q - 1sm H-@ ~ ua - q
1_;> HomA(H (Ka)’M) = 1_;_) H (LanAM) ~H (LeAM) HomA(H (P),M) .
Dans le cas général, M admet une résolution injective
0 —>M—1° — 11

ou O,I1 sont des A-modules injectifs. L'exactitude a gauche des foncteurs

1
lim Hom(Hq(Ka),.) et Hom(H(P),.) montre que, de méme pour -p<q<0 ,

o
im Hom(Hq(Ka),M) ~ Hom(H3(P),M) pour tout A-module M et par suite

-—

—

o
Hq(P) o~ “l_i_m" Hq(Ka) pour -p<q<0 . On termine en appliquant le théoréme 1.

Théoreme 7. Soient A un anneau noethérien de dimension finie,
11@ Lae Ind D (A), C= l_&g La , P un entier, Supposons que :

parf
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1) pour tout fermé irréductible S' de S=Spec A, il existe un ouvert

affine non vide U=Spec B de S', un couple (L',u'), L'€ Dparf(B)’

ut:L' — "lip" L B tel que, pour tout B-module M, 7. (u'sgly,) soit un

<p
isomorphisme .

2) pour tout A-module de type fini M et tout j<p , Hj(CoAM) est un

o
A-module de type fini. De plus, si I est un idéal de A, HJ(CeAM) =

od n ; v ‘cq < J
1im H (CoAM/I M), pour Jj<p (ol H (CeAM) désigne le complété de H (CeAM) pour

n
la

topologie I-adique).
Alors il existe (L,u), L€ Dparf(A)’ u:lL — "li>' Lu tel que, pour tout

A-mocule M, T<p(us1M) soit un isomorphisme.

Démonstration :

Ce théoréme se démontre par récurrence sur r=dim A . On peut supposer S
connexe.

i) dim A=0 : A est local et on applique 1).
(A).

ii i : * = ny3mh
ii) dim A> 0 : posons Ly Hom(La,A), lim L* € Pro Dparf
Par le théoreme 6, i1 s'agit de voir que

—~—_

b (a) .

Se
-7 p "y amh
= P ("1im L;)E Dcoh

L'hypothéese 1, le théoréme 6 et le corollaire 1 de la proposition 1 montrent
qu'il existe un ouvert dense U de S tel que :

f‘\/
(*) 2 P(vime 1r ) e (o))
<7 “aju’ = Fcoh' Py’

Soit I un idéal définissant le fermé S-U.Par 1'hypothese de récurrence, pour n>0,
. . n . n
il ix1ste un couple (Ln,un), L€ Dparf(A/I ), up L, —> CeA/l tel que pour tout
A/1 -module N, 7 (une1N) est un isomorphisme. La proposition 13) et le théoréeme

<p
6 montrent que, si A désigne le complété de A pour la topologie I-adique :
>-p N
(**) == (“llm" L;eA)e Dcoh(A) .

Les re]atjons (*) et (*w) entrainent,grdce a la proposition 9, que pour
i>-p , "lim" HJ(L;) est isomorphe a un A-module de type fini et par suite que
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Deuxiéme partie : cohomologie cohérente
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0 - Introduction et définitions

0.1. Soient S=Spec A un schéma affine noethérien de dimension finie et
f:X —= S un morphisme localement de type fini. Si F est un Ox-modu1e plat sur
S , le foncteur :

(A = catégorie des A-modules) —> (D(A) = categorie derivée de A)

M — RF(X,F@AM)

posséde les propriétés suivantes :

1) Soit U est un recouvrement ouvert affine de X , C = C*(U,F) le complexe de
cochaines de Cech associé a U , C est un complexe de A-modules plats et il
existe un isomorphisme dans D(A) :

©: RI(X,F) = C .
En particulier, si M est un A-module

M~ Ce M.

RF(X,FsAM) = RF(X,F)GA A

2) Si f est propre, si F est un Ox-module de type fini, i1 existe un couple
(L,u), L€ Dparf(A)’u : L=~RT(X,F) .
(cf. [4) 11.9.2,cf. aussi 5 Appendix to 4.5).

En général, lorsque f n'est pas propre, les groupes de cohomologie Hj(X,F)
_ ne sont pas de type fini méme si F 1'est, RI(X,F) n'est pas dans Dgoh(A) et a
fortiori isomorphe a un objet de Dparf<A)' Par contre, si X est un "gros ouvert"
d'un schéma X propre au-dessus de S , HC(X,F) est un A-module de type fini si
F est un Ox-modu1e de type fini, H1(X,F),...,Hp(X,F) le sont au fur et a mesure
que X est de plus en plus proche de X et le probleme est de savoir si dans ces

conditions, le foncteur :

M — T(p RI‘(X,FoAM)

qui représente la cohomologie de F@AM en degré < p , pour M€ A, est identique &
un foncteur du type

M — T<p(LoSM) , pour L€D

parf(A) :
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0.2. Avant d'énoncer les résultats obtenus dans cette direction, donnons la défini-

tion suivante :

Définition 1. Soient A wun anneau noethérien, X —> S=Spec A un morphisme locale-
ment de type fini, F un OX-modu1e de type fini et p wun entier > 0 . Le quadru-
plet (S,X,Rp vérifie (Pp) si

il existe un couple (L,u), L€ Dparf(A)’ u:l —> RT(X,F) tel que pour tout
A-module M, (ue1M) soit un isomorphisme .

T
<p
ou encore

il existe un couple (L,v), L€ Dparf(A)’ vilL — C tel que T

(vely,) est

un_isomorphisme pour tout A-module M .

Sous cette forme, les résultats obtenus dans la premiére partie s'appliquent. En
utilisant la proposition 12 et le théoreme 7 de cette premiére partie, on obtient le
critére suivant :

(S,X,F,p) vérifie (Pp) si et seulement si les conditions suivantes sont remplies:

a) pour tout idéal I , tout A-module de type fini M, tout j<p, Hj(X,FcAM)
est un A-module de type fini et vérifie

s .

J _oyae il n
H (X,FGAM) = 'Ie;r_n H (X,FCAM/I M)

—— -
ou HJ(X,FeAM) désigne le complété de HJ(X,FoAM) pour la topologie I-adique)

8) pour tout fermé irréductible S' de S, il existe un ouvert affine non vide
U=Spec B de S' tel que (U, XxsU , FeyB , p) vérifie (Pp).

En utilisant la proposition 12 et le théoréeme 6, on obtient encore :

supposons A local d'idéal maximal m , (S,X,F,p) vérifie (Pp) si et seulement
si, pour tout A-module de type fini M et tout isp, HJ(X,FeAM) est un

A-module de type fini et vérifie :

T — A

J = 1im K n
H (X, Fe M) = 1im H7(X,Fe,M/m'M)

—_— T .
(ou HJ(X,FeAM) désigne le complété de HJ(X,FeAM) pour la topologie m-adique).
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0.3. Examinons ces conditions 4, et £).

Definition 2. Soit j un entier > 0 , nous dirons que le foncteur en A-modules
M — HJ(X,FaAM) est de type fini si pour toute A-algebre noethérienne B , tout
B-module de type fini M', HJ(Y,FsAM') est un B-module de type fini.

Examinons la condition a) : dans [3) ch. IX, A. Grothendieck donne un critére
suffisant pour que a) soit réalisée :

il suffit que les foncteurs HJ(X,FeA.) soient de type fini pour j<p+1 .

Premieére conséquence : si A est local et si les foncteurs HJ(X,FoA.) sont de
type fini pour j<p+1 , (S,X,F,p) vérifie (Pp).

Remarquons déja que, méme lorsque A est local, la finitude des foncteurs
HJ(X,FsA.) pour j<p est insuffisante pour que " (S,X,F,p) vérifie (Pp) (cf. 0.4,
exemple ci-dessous).

Regardons la situation suivante, ol p est une immersion ouverte et F wun
morphisme propre

X S X

f\s / 7

Définition 2'. Soit j wun entier > 0 , le foncteur de la catégorie des A-modules
dans la catégorie des Oi-modules: M — RJo*(FoAM) est de type fini, si pour toute
A-algeébre noethérienne B , tout B-module M' de type fini, RJp*(FaAM') est un
OXB-module de type fini (ol XB = ixSSpec B).

La_finitude des foncteurs ij*(FoA.) pour j<p entraine celle des fonc-
teurs HJ(X,F@A.) pour j<p , comme on le voit avec la suite spectrale de Leray
associée au morphisme f= f.p . D'apres A. Grothendieck, (cf. [3]), cette finitude
des foncteurs RJC,(FeA.) pour j<p s'exprime par des conditions de profondeur
sur F , lorsque A est quotient d'un anneau régulier.

Moyennant une condition supplémentaire de "semi-finitude" du foncteur
o*(FeA.), condition qui s'exprime elle aussi en conditions de profondeur sur F,
nous montrerons que la condition a) est réalisée.

Rp+1

Deuxiéme conséquence : si X est un ouvert d'un schéma S-propre X , si A est un

anneau local et si F vérifie les conditions de profondeur appropriées, (S,X,F,p)
vérifie (Pp).
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Examinons la condition &) :

On ne sait presque rien sur elle en général. Méme lorsque S est intégre, on
ne sait pas sous la seule hypotheése de finitude des foncteurs M — HJ(X,FoAM)
pour j<p , qu'il existe un ouvert non vide U de S tel que, pour seU , la
fleche naturelle :

Tsp(RT(X,F)e k(s)) -—>-T5p RT(XS,Fok(s))

est un isomorphisme, ce qui bien sir a Tieu si on a (Pp). Néanmoins Torsqu'on est
dans la situation suivante :

X <& X

f\s /7

ou p est une immersion ouverte, ¥ est projectif et ou F satisfait des condi-
tions de profondeur du type évoqué ci-dessus, la condition a) est satisfaite et par
suite (S,X,F,p) vérifie (Pp) (cf. théoreme 1).

De plus, on montre que, quitte & éclater S , il existe déja sur X un couple
(E,v), E€ Dparf(op), v:E — Rp,F tel que pour tout A-module M,
TSP(ECAM) ~ Tﬁp Ro*(FaAM) (cf. théoreme 2).

0.4. Pour terminer cette introduction, donnons un exemple qui montre que la seule
finitude du foncteur M —> I‘(X,FeAM) est a elle seule insuffisante pour que
(S,X,F,0) vérifie (Po) méme lorsque A est local, et X est quasi-projectif :

Exemple :
Soient k un corps algébriquement clos, A=k[[t]] , ).(=IP§ , T une section

de X —f> S=Spec A, E=n(S), So la trace de E sur la fibre spéciale, s, celle

1
sur la fibre générique, I 1'idéal du fermé m dans X , X=)'(-{s°} , F= I]

X
On a les relations suivantes :
i) F/t"F=0, 2", si n>0
ii) si p:X =X, I=p,(F) et T(X,F)=T(X,1). De plus la suite exacte :
0 — I(X,I) — I(X,05) =% I(X,05/1)
montre que T(X,F) = I'(X,1) =0

i11) A = lim T(X,05/t"05) = Lin F(X,F/t"F)
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iv) l;m p*(F/tnF) = O;gi (ou la notation . désigne le complété de 1'objet
considéré gour la topologie tox-adique)

v) F(X,FoAM) est un A-module de type fini pour tout A-module M de type
fini. Comme 0 = I'(X,F) # l;m F(X,F/t"F), il n'existe pas de fleche L° S, L' de
A-modules 1libres de type f?ni telle que, pour tout A-module M,

F(X,FoAM) = Ker(de 1M)

vi) le foncteur r(X,FeA.) est de type fini (cf. proposition 7).
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I - Un cas élémentaire

Regardons la situation suivante pour p un entier > 0 :

a) S est un schéma noethérien

b) X «® X , X est un ouvert d'un S-schéma projectif X , plat sur S tel
que pour tout S€S , tout zE€ ()'(-X)S , on ait prof 0S 2 > p+2 . Soient
F:X — S, f=Fcp: X — S les morphismes canoniques.

c) F est un Ox-module localement Tibre de type fini.

Proposition 1. Pour (S,X,X,F,p) comme ci-dessus, il existe EE€ Dparf(ox),
Le Dparf(os), des fleches v:E —> Rp,(F), u:L — Rf,(F) tels que pour tout

Os-modu'le M

v: TSP(EQSM) = Tgp(Rp*(FosM))

U2T<

_p(LoSM) > T<p(Rf*(FeSM)) .

De plus, si 02(1) désigne un faisceau inversible trés ample au-dessus de S , on
peut choisir les composantes non nulles £ de E de la forme 0)-((n)r , avec
n>0 , r>0 et L=%.(E).

Démonstration :
Soit N un entier > 0 tel que 1'on ait, pour n>N :

a) Rj?*(oi (n))=0 pour j>0 et se€S
s

b) f,0z(n) est localement libre de rang fini (conséquence de a)).

Ce qui implique, pour n>N :

RIZ, (0(n)ec.) = 0 pour 3>0
@ { AEES

?*(Oi(n)es.) = ?*(Oi(n))es-

Soit g un prolongement cohérent du dual Hom(F,OX) a X . On peut trouver
une résolution de g de la forme suivante :

. r r
(R) : ---—> Oi('np+1) P s 0g(-ng) O g —0

ol les enti n.,r. érifient >0 , n;>N .,
u les entiers J,rJ vérifien rJ> » M52



62 M. FLEXOR

Dualisons terme a terme la suite exacte {(R), on obtient le complexe

/

r r
() 0 — Hom(g,O)-() — 0)—((no) 0 s 0)-((n ) p+

—>—--
p+

r r
= . e o] . N p+1 .
Notons E e complexe : 0 — OX(no) ————— Ox(np”) — s

r r
E:0 — Oi(no) 0 s 0)-((n ) P15 0 et L=f,(E). On va vérifier que E

p+1
et L sont les complexes cherchés. Comme F est localement 1ibre, on a

F = Hom(g,O)-() x et le complexe (C) est localement scindé sur X , d'ol une suite
exacte de foncteurs en Os-modules :

r r
[¢] p+1
0 — Fes. — OX(no) 8 —>--—> OX(np+1) Ber —>---

S
Si F désigne aussi le compléexe concentré en degré 0 et de valeur F en ce

degré, EIX':F .

Si M est un Os-module, on a encore EIX’SM ~ FosM et

Rp*(ElXeSM) = Ro*(FoSM) .

La fleche d'inclusion E —> E définit des fleches

v:iE — F £80% RoL(Ejy) = Ro,(F)

u:lL = RFE — R?*Rp*(ilx) =~ Rf,Rp,(F) = Rf,F
et pour tout Os-module M, u et v induisent des fleches :
Vy: EegM — EQSM —> Ro,(FecM)

Uy, : LecM —> Rf, (FeM) .

M S

Comme prof Os 2 > p+2 , pour tout S€S et tout z€ ()'(-X)S , On a pour
J>0:

et qu*(ﬁ‘?xos.)=0 pour 0<q<p .

Par conséquent, pour tout A-module M ,

T<p(EeAM) = T<p(EeAM) o T<pRp*(EiX°M)
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~ . { - . . .
et ‘gp(vM) : TS_D\EOSM) —_ 'Sp(Ro*(F”SM» est un isomorphisme. Les relations(a)

montrent que ?,(Ejes.) = ?*(EJ)GS. et pour 0<q<p , Rq?*(ijcs.) =0 . Par

conséquent, pour tout A-module M :
Tip(LoAM) = Tsp(Rf*(EoAM))
et TSD(UM) : Tgp(!"SM) —_ Tsp(Rf*(FGAM)) est un isomorphisme.

Corollaire 1. Si S=Spec A, ol A est un anneau complet pour une topologie adique
définie par un idéal 1 et si X,X désignent les complétés formels de X et X
le long de V(IOX) et V(IO)—() respectivement, pour tout A-module de type fini M,
les homomorphismes canoniques :

—_ .
B R‘p,(FeAM) — R’ 6*(@
i i —~
et Yi H (X,FeAM) — H (X,FoAM)

sont des isomorphismes pour i<p .

(N.B : la notation désigne le complété du module en question pour la topologie

I-adique, p: X — X est déduit de p de maniere naturelle).

Démonstration :

Pour m>0 , notons X (resp. )'(m) le fermé de X (resp. X) défini par
1'idéal Im+10X (resp. 1m+10)-(). Soit N un entier > 0 comme dans la démonstration
de la proposition. Si M est un A-module de type fini,si n>N, ona (cf. [3]

ch. IX théoreme 1.1)

b*(ox(n)OAM) = l;]_r_n D*(Oxm(n)OAM) = l;:"i“ Oim(n)OAM = OX(n)oAM et pour 0< ISD s
1

R'24(0y(n)e ) = Lim Ro, (0, (mbey) = 0 .
m m

Si Ee Dparf(ox) est comme dans la proposition 1 (& composante E' nonnulle de

r.
la forme OX("i) T 2N, ri>0), on en déduit que :

- /\
(Ee M) => Tep Rp*(FoAM) = T

A (Lin(Ro, (Foptt/ 1))

Tsp
et que 81. est un isomorphisme pour i<p . Comme X — S est projectif

(R, glnlegh) = 1 (5., dglm)egi)
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pour tout i et tout A-module de type fini M , et est donc nul pour i>0 et
n>N . Par suite

- N _ . m
TSD(LeAM) = TSD(T(X’EOAM)) =1 (l%l T(Xm,E&AM/I M))

p

et les Y5 sont des isomorphismes pour i<p .

Si T est un schéma, on désigne par Et(T) 1la catégorie des revétements
étales de T , n1(T) son groupe fondamental algébrique.

Corollaire 2. Soient S, X, X comme dans le corollaire 1, Xm le fermé de X défini

par 1'idéal 1”*’ox , pour m>0 .

a) Si p=0,si m:T —S est un morphisme fini et si U est un voisinage

- ! .
ouvert de XTo =T (Xo) :

a.1) le foncteur Et(U) — Et(XT ) est pleinement fidele. Si de plus Xq
0 [¢}
est connexe, 1'homomorphisme canonique

n1(XTO) —_— n1(U)

est surjectif.

a.2) L'homomorphisme canonique PicT(U) —_— PicT(XT) est injectif (ol
XT = XxsT est aussi le complété formel de XT pour la topologie IOX -adique).
T

b) Si p=1,si m:T —>S est un morphisme fini et X; =7 (X)) :

0
0
b.1) tout revétement étale de XT est la trace d'un revétement étale d'un
[¢}
voisinage ouvert U de XT . Si de plus XT est connexe, alors
0 0 I

171(XT ) = lim ‘nl(U)
0 vois. ouvert de XT
0

b.2) liﬂ PicT(U) = P1cT(XT)
U vois. ouv. de XT
0
Démonstration :

On procéede comme dans [3] Exposés X, XI, (i.e. on montre que 1'on a la pro-
priété Lef(XT,XT ), pour tout revétement fini T , dans le cas a) et Leff(XT,XT )
0 0

dans le cas b), loc. cit.).
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3) Si T=S etsi X, => X, %, => X sont deux revétements étales de X ,
u*(OX ) et v*(OX ) sont deux Ox-a1gébres localement libres de type fini et il
1 2

en est de méme de g = Hom(u*(oX )s v*(OX )). En appliquant le corollaire 1, on a :
1 2
Hom(u, (0y ),v4(0y )) = T(X,g) = T'(X,3) = Hom(ﬁ*(0x1),V*(0X2))
1 2

ou X, (resp. X2) désigne le complété formel de X, (resp. Xz) pour la topologie
IOX (resp. 10y ) adique. En particulier, le foncteur
1 2

Et(X) —> Et(X)

est pleinement fidele. Si U est un voisinage ouvert de X0 dans X , pour tout

x€X-U , si s=f(x), on a encore Prof OS X2_2 comme nous le verrons ci-dessous.
’

De sorte que la méme démonstration montre que le foncteur

Et(U) — Et(X)

est lui aussi pleinement fidele.
Soit x un point de X-U , s=f(x), montrons que prof OS xz_? :

- si x€X-X, c'est clair

- si x€X-U, soit x' un point générique de {X}n io . Comme U est un
voisinage de X  dans X , x'€ XO-XO et prof 0., />2,si s'= f(x'). Soit

P=IP§ un espace projectif relatif au-dessus de S tel que icﬂPg . Si dp OS X
(resp. dp Os' x.) désigne la dimension projective du 0P -module OS M (resp.

s
0, -module Os' ), ona:

P X

s!'

dp 0

S,X <dp Os',

o« L dim 0 -2 {dimo, -2

X
s',x' S,X

et par suite, prof Os x2_2 comme annoncé.

Le foncteur Et(X) — Et(Xo) est une équivalence de catégories et la pre-
miére assertion de a.1) est prouvée pour T=S . Si T est un revétement fini de
S , la démonstration est identique. La derniére assertion de a.1) est une consé-
quence de la premiére.

a.2) Si g est un faisceau inversible sur U , voisinage ouvert de X0 , 0N avu
que :

F(Uag) = T(X,Q) .
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Par suite, si F est un faisceau inversible sur U , M un faisceau inver-
sible sur T, Faf# (M) si et seulement si Fafr(M).
I

b.1) Comme pour a.1), nous allons le montrer pour T=X , le raisonnement étant
identique pour un revétement fini quelconque.

u
Soit R0 'l X, un revétement étale de Xo s Fo= (uo)*(Ro) est une

Ox -algebre localement libre de type fini et ng(Fo) = e(Foa InOX /In+1OX )
0 n

0 [¢}
vérifie :

p*(ng(Fo) est un ngO)-( -module de type fini

(*) 1 °
Ripu(gri(F)) =0

Si R 5 X est le revétement étale de X correspondant a R0 — Xo

'?=E'*(Ow), ?IX =F, » les relations (*) et le théoréme 2! ch. IX de [3] montrent que
()

.(F) est une 0y-algébre de type fini. Comme X — S est projectif, il existe
une Ox-algébre B telle que éuf)*('f), libre de rang fini en tout point de X0 s
i.e. B est localement libre de type fini dans un voisinage U de X0 et définit

un revétement étale R —> U tel que ue 1X =ug .
o

La dernigre assertion de b.1) est aussi une conséquence de la premiére.

b.2) Nous avons déja vu (cf. a.2) que

- lip Picg(U) —- Picg(X;)
U voisinage ouvert de Xo

est injectif. La surjectivité peut se voir de la maniére suivante:si F est un

OX -faisceau inversible, on a vu en b.1) qu'il existe un faisceau inversible F
T

défini dans un voisinage U de XT tel que FaF .

Corollaire 3. Soit S=Spec A , A anneau local d'idéal maximal m et de corps
résiduel k=A/m ., Soient :
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tels que :

a) X est ouvert dans X , X est fermé dans IP'; , T est plat, ses fibres sont nor-

males et sa fibre spéciale X = )‘(xsk est géométriquement intégre.

b) dim Xo 2 2+N-c0d1mio(X0-X0).

Alors le foncteur Et(k) — Et(X) est un épimorphisme, i.e. tout revétement
étale de X provient d'un revétement étale de k .

Démonstration :

Comme N > dim )'(0 , par 1'hypothese b), on a, pour tout S€S :

codim)-(s(xs-xs) > COdimio(Xo'Xo) >2.

Comme les fibres de f sont normales, si xe€X-X , si s=f(x)

prof Ois,x 22

et on peut appliquer le corollaire 2 : le foncteur Et(X) — Et(Xo) est pleinement
fidele.

Soient X' - X un revétement étale de X , R = m.(0y.) est une 0,-algebre
localement libre, ot Xo — X0 ) Ro = (no)*(OXc.)) les traces de 7 et R sur la
fibre spéciale.

D'aprés [2] corollaire 6 du théoreme 2, les hypotheses a) et b) entrainent que
LA Xo —_ Xo provient d'un revétement étale de k , i.e. Xo = XoxSpec kSpec k',

ol k' est une extension finie séparable de S . Soit S' -3 S un revétement
étale de S , S'=Spec A', A' anneau local de corps résiduel k' relevant 1'exten-
sion Spec k' —> Spec k . Comme le foncteur Et(X) — Et(XO) est pleinement
fidele, R = OXGAA' et X' = XxSS'.

Remarques.

a) L'hypothese de normalité faite n'intervient que pour affirmer : prof 0)-( X>2 si
st

s=f(x) et si xeX vérifie dim 0)-( Xzz (condition S, pour les fibres de ¥)

[ 3

b) Si codimg (X =x)=2,X =P et c'est bien connu (théoreme de pureté).
0o 00 o "k
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11 - Passage aux limites adiques

0. Les données dans ce paragraphe sont les suivantes :

a) f: X — S = Spec A est un morphisme localement de type fini, A est
noethérien et de dimension finie

b) F est un Ox-module de type fini, plat sur S

c) p est un entier > 0 .
Rappelons tout d'abord le critére suivant di a A. Grothendieck :

Proposition 2 ([3] ch. IX théoreme 1.1). Soient R un anneau, I un idéal,
g:Y — Spec R un morphisme localement de type fini, G un O,-module de type

X — Y/
fini, q un entier > 0 . Supposons que le e I'-module gradué e H'(Y,I"G) soit

k>0 k>0
de type fini pour j<q+1 , alors
P : n
HI(Y,6) = Lim HI(Y,6/1"6)

-

T j
pour j<q (ou H(Y,G) désigne le complété de HI(Y,G) pour la topologie
1-adique).

Corollaire 1. Soit (S,'X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose que pour j<p+1 ,
les foncteurs M — HJ(X,FGAM) soit de type fini et que de plus 1'une des deux
conditions qui suivt est satisfaite :

1) A est local

2) pour tout fermé irréductible S°' de S, il existe un ouvert affine
U= Spec B non vide de S' tel que (U,XxSU,FoAB,p) vérifie (Pp).

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).
Démonstration :

Soit I un idéal de A . Comme F est plat sur S , pour tout A-module M
de type fini, on a : zlk(FoAM) = FoA(:IkM) et comme les foncteurs Hj(X,FoA.) sont
de type fini pour j<p+1, Hj(x,tlk(FoAM)) est un Elk-modu'le gradué de type fini

pour j<p+1 . I1 suffit alors d'appliquer 1a proposition 2 et le théoréme 6 (resp.
théoreme 7) de la premiére partie lorsque A est local (resp. dans 1'autre cas).
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Proposition 4. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose de plus gque :

i) A est complet pour la topologie définie par un idéal I

i) X <& X, ou X est un S-schéma propre, p une immersion ouverte

iii) les foncteurs M —> ij*(FeAM') sont de type fini pour j<p

iv) pour tout x€ Supp F tel que {an(wx)w , prof Ff(x) « 2 P2 (ou
Ix] désigne 1'adhérence dans X).

Alors pour tout A-module M de type fini et tout j<p , les homomorphismes
canoniques de Oy-modules (X = complété de X pour la topologie 103-adique)

T B .~ O .
RJp*(FeAM) - RJb*(FoAM) —3y lim RIp, (FeM/I™M)
n

sont des isomorphismes.

Démonstration :
1) L'hypothése iv) montre que si V est un voisinage de X0 dans X , si
@ :Ve>X est 1'inclusion, pour tout A-moduie de type fini, on a :
FOAM o~ w*(FOAMiV)
3 _ . .
Rw*(FoAMlv)-O si 0<j<p
et par suite, si O Ve X :
J J ;
R p*(FoAM) ~ R (pv)*(FeAMlv) pour j<p .

2) Soit M un A-module de type fini et g = Fe,M .

A

Lemme 1. Pour (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c) et vérifiant de plus ii) et iii),

p—

R'5.(3) est un Og-module de type fini pour j<p .

Démonstration :
Comme les foncteurs RJp,,(FsS.) sont de type fini pour j<p , on sait par le

théoreme 2.1 ch. IX de [3] que R‘]é*(g) est un Og-module de type fini pour j<p.

X
X

Pour j=p , le lemme étant de nature locale sur , on peut supposer X affine

d'anneau B complet pour la topologie IB-adique et X=Spf B . Posons

H = HP(X,g), il est muni d'une filtration (Rn) définie par :

n>o
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R, = Im(HP(x,1"3) — H)

compatible avec la topologie IB-adique. Le théoréme 1.1 ch. IX de [3] montre que :
H =~ l%g Hp(X,g/Ing) et par conséquent que la filtration (Rn)nZO est séparee.

n, . n+1 _
Posons ngB = e IB/I' B,grH= e Rn/Rn+1 s

n>0 n>0

gr H est un ngB-module
gradué.
Avec le diagramme commutatif
n+1,
g

WP (X, 1" 1g) — HP(X,1"g) — HP(X,1"g/1™*1q)

y ;
Rn+1 — Rn

on voit que gr H est un quotient du sous-ngB-module gradué e Im(Hp(X,Ing) —

n>0
WLI"9/1™ ) de o HP(X,1"9/1™Yg). Comme F est plat, e IM(FeM)/1™'(FeM)=
n>0 n>0
Fo( o I™M/I™™M) et par (i1), o HP(X,1"/1™'g) est un gr B-module gradué de
n>0 n>0

type fini . Par suite gr H est un gr.B-module gradué et H est un B-module de

1
type fini (cf. [1] corollaire 1 de la proposition 12, §2).

Revenons a la démonstration de la proposition 4 :

3) Par le théoreme 1.1 ch. IX de [3] , plusieurs fois déja invoqué, Bj ) 0y sont
des isomorphismes pour j<p , Bp est injectif, ap est un isomorphisme.

4) Comme X -i> S est propre, H = Rpé,(g) est le complété d'un Oi-module de type
fini, que 1'on note G si p=0 et H sinon. On note encore G= c«lg) et
H=RPo,(g) si p>0 . On a donc : 6<G , pour p=0 et pour p>0,G=G et

HeH . De plus comme est 1'identité sur X , i1 existe un voisinage V de Xo

T =0 .

)
dans X tel que, si p=0 , ﬂVaGW et si p>0 ,ﬁw

5) Si V'=vVaX , V' est un voisinage de Xo dans X et on a par 1) :
Rl0.(9) = Roi(g) )
pour j<p , p':V' —X .

On peut donc supposer que X=V' et dans ce cas, la proposition est une con-
séquence du lemme suivant :
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Lemme 2. Sojent Y <& ¥ une immersion ouverte, I un idéal de 0 » N un

Oy-module de type fini, v et ¥ les complétés formels de Y et Y pour la topo-

logie I-adique, p wun entier > 0 . On suppose que :

a) RIg,(N) (resp. R%,(N)) est un Oy-module (resp. Og,—modu]e) de type
fini pour j<p .

—_ Uj
b) L'homomorphisme canonique : RJw,,(N)

—_ RJG)*(N) est un isomorphisme pour

j<p , un monomorphisme pour Jj=p .

c) Rp(b*(ﬂ) est le complété d'un Ov-modme de type fini T tel que, pour
p=0,N=T,, etpour p>0 , Supp TcV-y .
i

p

Alors u" est un isomorphisme.

Démonstration :

On peut se ramener au cas ou VY= Spec B , B est un anneau complet pour la
topoiogie IB-adique, V =Spf B . Posons N=T(Y,N), c'est un B-module de type
fini tel que Ass NcY. Si p>0 , comme Supp TeV-Y , il existe un élément a de
B non diviseur de zéro dans N et annulant T . On a une suite exacte :

0 — N & 8 — fi/al — 0
une suite exacte longue de cohomologie :
cee— WPTHYLN) B WP LN) — HPTY (Y NZaN) —> HP(Y,N) —> 0
et un diagramme commutatif de suites exactes :
N — —_—T
ceeme NN B W ) = P (Y NJAN) — POYN) —> 0
up-1j/ Up_’l i J(up
“/ —
e PN B PN YN = WP NaN) > T =0

Ceci montre que :

HJ(Y,N/aN) est un B-module de type fini pour j<p-1

j S .
- HY(Y,N/aN) est un O;,-module de type fini pour j<p-1

L~
I (Y,N/aN) = I (V,N/aN) pour < p-2
T
- WPV (v N/aN) e HPT V(v RaN).
P" T7aN ' ini '
- H"" ' (Y,N/aN) est le complété d'un B-module de type fini T'. De plus, comme

up'1 est un isomorphisme, pour p=1, N/aN=T|'Y et pour p>1 , Supp T'eV¥-y .
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{\ ~ \ .
- HPT Yy N/aN) = T si et seulement si HP(Y,N) =T .

Par récurrence sur p , on peut donc supposer p=0 . Dans ce cas, on a une
fleche d'adjonction
T T(Y.Tyy) = T(N)

- i P N\ uo -
telle que 1d;: T — T(Y,TIY) = T(Y,N) = T'(Y,N).

par suite u° , qui est déja injectif, est un isomorphisme.

Pour démontrer la proposition 4, on applique ce lemme pour Y=X , Y=X , N=G.

Corollaire 1. Les hypothéses et notations so’n't celles de Ta proposition 4. Pour tout
j<p , tout A-module de type fini M, HJ(X,FeAM) est un A-module de type fini
et les homomorphismes canoniques :

H (X,FOAM) —> H (X,FQAM) —>l’11_m H (X,FOAM/I M)

sont des isomorphismes.

Démonstration :

Pour tout A-module M , on a deux suites spectrales convergentes :
Ex = H'(X,R%, (Fe M) = H""9(X,Fe,M)
E;\q= KT (%,R% . (Fo M) =»H”q(x,FfA\M) .

Comme X —>- S est propre, on voit que

a) Hj(X,FsAM) est de type fini pour j<p

b) E/'zﬂa = Hr(i,m)) = H"(%,R%, (Fe,M)) pour q<p .

Par suite, pour j<p , Hj(X,FeAM) = Hj(x,r/.;m) - l;_m Hj(X,FoAM/InM).

Corollaire 2. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose que :

1) A est local complet d'idéal maximal m

2) les foncteurs R‘]p*(Fo.) sont de type fini pour j<p

3) pour tout xe€ Supp F tel que Tﬂnv(mox)=a , prof Ff(x) x 2 P+2 alors
(S,X,F,p) vérifie (Pp).

Démonstration : On applique le corollaire 1 et le théoreme 6 de la premiére partie.
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II1 - Criteres de finitude des foncteurs RJp*(FoA.)

Reprenons la situation examinée au paragraphe II.

0.a) f: X — S=Spec A est un morphisme localement de type fini, A est
noethérien, de dimension finie. On suppose de plus que X est un ouvert d'un
S-schéma X Tlocalement de type fini. On note p: X «> X 1'inclusion de X dans
)-(,?:)-(——>S,f=1"op.

0.b) F est un Ox-modu]e de type fini, plat sur S .

0.c) p est un entier >0 .
Rappelons tout d'abord le critére suivant di a A. Grothendieck :

Proposition 5 ([3] corollaire VIII-1I-3). Soient Y un schéma localement noethérien,
localement immergeable dans un schéma régulier, U un ouvert de Y , 9:U<>Y 1la

fléche d'inclusion, G un OU-module de type fini, q un entier > 0 . Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

1) RJw*(G) est un OY-modu1e de type fini pour j<gq .

2) Pour tout x€U tel que codimT;T((Y-U)n xj) =1, alors Prof G, > q+l,
ot Tx} désigne 1'adhérence de x dans Y .

Supposons dans ce qui suit dans tout ce paragraphe que A est un quotient
d'un anneau régulier.

Corollaire. Soient (S,X,X,F,p) comme-en 0.a),b),c). Les conditions suivantes sont

équivalentes :

a) Pour tout A-module de type fini M et tout j<p , RJp*(FoAM) est un
Oi-module de type fini.

b) Pour tout x€ Supp F tel que codim(;T((i-X)n Ix7) =1, o0na
prof Ff(x),x > p+l .

Démonstration :

Comme F est plat, pour tout A-module de type fini M et tout x€X ,

on a : prof(FoAM_)x > prof Ff( et on applique la proposition précédente.

X)X
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Lorsque B est un anneau de valuation discrete de spectre T , on note aussi
(T,n,&£) le trait correspondant, ot n est le point générique de T , £ son point
fermé.

Soit C la catégorie dont les objets sont les triplets (Y,x,y), ob Y est
un S-schéma, x,y deux points de Y tels que ye€IXx] et les fleches

(Y,x,y) A (Z,u,v)

sont les S-morphismes h:Y —>= Z tels que h(x)=u , h(y)=v . Si ¢: T — S
est un morphisme de schémas Tocalement noethériens, on note F = Fe, 0 , )'(T = )'(xST y
?T = Fx 1 etc...

Si s€S , on note FS = Fesk(s), Xs = XxSSpec k(s), etc...

Proposition 6. Soit (S,X,X,F,p) comme en 0.a),b),c). Les conditions suivantes sont

équivalentes :

1) Les foncteurs RJp*(FeA.) sont de type fini pour j<p .

2) i) Pour tout se€sS , tout j<p, ij*(Fs) est un 0)-( -module de type fini.
3

ii) Pour tout trait ¢:7 — S, RJ(OT)*(FT) est un Oy -module de type
T

fini pour j<p .

3) i) Pour tout se€sS , tout j<p, R‘]o*(FS) est un Og -module de type fini.
s

ii) Pour toute flache (T,n,£) % (S,t,s) de C, ou (T,n,E) est un

trait tel que k(n) 2 k(t), RJ(DT)*(FT) est un Oy -module de type fini pour
- T

J<p .
Démonstration :
11 est clair que 1) =>2) =3).

Montrons que 3) ==2) : Soit (T,n,&) <% (S,t,s) une fleche de C, ol
(T,n,&) est un trait. Soient B = r(T,OT) » By =8N k(t), c'est un anneau de
valuation discréte de corps des fractions k(t). On note (To,no,go) le trait

correspondant a Bo et y la fleche naturelle (T,n,g) 'S (To,no,go). La fleche

¢ se factorise a travers (To,no,go), i.e :

(Tme) L (1 %
v sNyE) —=> O,Tlo,io) -_ (S,t,s) .



COHOMOLOGIE COHERENTE 75

Par construction, k(r.o)gf’ k(t). Par 3) ii), Rj(,cT )*(FT ) est un Oi -module
o0 To
de type fini pour j<p . Comme ¥ est plat, RJ(pT),(FT) = R (o7 )u(Fy s, 0 et
- 0 o T
0
RJ(pT)*(FT) est un OXT-module de type fini pour j<p .

Montrons que 2) = 1). Les conditions 2i) et 2ii) sont conservées par tout
changgment de base. On est ramené a montrer que pour tout A-module de type fini
M, RJp*(FoAM) est un Oi-module de type fini pour j<p . Par le corollaire de la
proposition 5, il s'agit de voir que, pour x€ Supp F tel que
codimm(()'(-x)nm) =1, ona prof Fe(x) x 2 p+1 . Soient x,z€X tels que
x€Supp F , z€ (X-X)n IxJ , dim 0, = dim 0,+1 .

Si f(x)=7%(z), par 2.i) et la proposition 5, on a prof Ff(x) L 2P+
Supposons maintenant que f(x)=¥f(z). Posons t=f(x), s=7%(z). On note encore :
f:(X,x,2) = (S,t,s) 1la fleche de C correspondante.

Lemme. Pour toute fleche (Y,y,y') A (S,u,u') de C, i1 existe un carré commu-
tatif de fléeches de C :

1Y><w
(Y,2,2') —— (Y,y.y")

hx1Tl h
1)

(T’nag) —_— (ssu:ul)

ou (T,n,E) est un trait tel que k(n)gk(u).

Démonstration :

On construit tout d'abord une fleche dans C: (T',n',£') < (Y,y,y') ou
(T',n',€') est un trait tel que k(n')&k(y). Posons 6=hov : (T',n',£') —
(S,u,u'). Soient B' =F(T',OT.), B=B'nk(u), (T,n,&) 1le trait correspondant 2 B ,

on a k(n)=k(u). La fleche © se factorise a travers (T,n,Z) :
8: (T',n',e") 2 (T,n,8) & (S,u,u') .

De plus on dispose d'une section A:T' —> YT.= YxST' qui, si 1'on pose
z,=A(n"), z;=A(g"), se prolonge en une section dans ¢ :

A (T nte") = (Yp,2,,27) o
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Posons z = (1Yxa)(z1), 2 = (1Yxa)(zi), on a les fleches suivantes dans C :

1Y><0. 1YXKD
(Y.’,,Z1,Zi) — (YT’ZQZ.) _— (Ya.Yy.y') .

D'ou le lemme.
Terminons la démonstration de la proposition 6. Soit

- e
(XT,X',Z') —_— (X’XQZ)

fx1 f

|
(T,nag) _‘2—’ (S:tQS)

un carré commutatif dans C , o (T,n,E) est un trait tel que k(n)gk(t). Ona:

- ol
OXT,x' =0y x et FT,x' =~Fix -

Comme dim 0Z = dim 0x+1 , par le théoréme de Krull-Akisuki, dim Oz. =
dim 0_,+1 . De plus, z'€ (X-=X-)n{x"J . Comme Rj(p )«(Fz) est un Oz -module de
X T°7 T T XT

type fini pour j<p , prof FT X' 2> p+1 et de méme prof Ft X > p+.

Proposition 7. Soit (S,X,X;/,p) comme en 0.a),b),c). Les conditions suivantes sont
éguivalentes: j i .
T) Les foncteurs R p*(F'lS') sont de type fini pour j<p.

2) i) pour tout se€S , tout j<p, RJp*(FS) est un 0)-( -module de type
s

fini.

ii) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) x P les fibres du mor-

phisme IxJ —- S ont leurs points génériques dans X , ot {xJ désigne 1'adhé-

rence schématique de x dans X .

Démonstration :

1) =2) : 11 suffit de vérifier 2.ii). Soient x€ Supp F tel que
prof Ff(x) « $P o, t=f(x), z un point générique d'une fibre ms du morphisme

X} — S . Ceci définit une fleche de C que 1'on note encore
f:(X,x,z2) = (S,t,s).

D'apres le lemme ci-dessus, i1 existe un carré commutatif dans C :
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. @
(Kpox',2") —— (X,x,2)

oo I

(T,n,g) —2—» (S,t,s)

ot (T,n,E) est un trait tel que k(n)gk(t). En particulier Froo=Fe o et
prof Fr _, < p . Comme RJ(O J«(F+) est un 0Oy -module de type fini pour j<p ,
T,x' = T T XT =

z' est dans une composante irréductible de {x"J, dont le point générique y' est

£
dans XT . Soit y 1'image de y' dans X , Y€ ms , y est une générisation de

z ,i.e.z=y€eX .
2) = 1) : Nous allons utiliser la proposition précédente.

11 suffit donc de montrer que pour toute fléche dans ( :
@: (T,n,E) — (S,t,s)

ot (T,n,E) est un trait tel que k(n)=k(t), R‘j(pT)*(FT) est un 0)-(T-modu1e de
type fini pour j<p .

Grace & la condition 2.i), i1 suffit de voir que si x'€ (Supp FT)n et si
codimm(()'(T-XT)nmg) =1, alors prof FT,x' > p+1 . Soient x' wun tel point,
z’€(iT-XT)nITrTE tel que dim OZ. =dim 0 ,+1 , x et z les images de x' et

z' dans X , d'ob une fleche dans C :
. o
(XT,x‘,z') — (X,x,z) .

Comme X —> S est localement de type fini, il existe un voisinage affine
V=Spec B de z dans X tel que B soit un quotient d'un anneau de polyndmes
R=A[T1,...,Tr] . Pour montrer que prof FT,x' > p+1 , on peut remplacer X par
V=Spec B , puis supposer que B Tlui-méme est une A-algebre de polynémes, i.e.
supposer X affine a fibres lisses.

Raisonnons par 1'absurde. Supposons que prof FT X' < p . Comme k(n)=k(t),

OT,x'zOt,x et FT,x'“Ft,x , par suite prof Ft,x < p . Appliquons la condition

2ii) : z appartient & une composante irréductible de ms dont le point générique
est dans X . Comme z€X-X , la condition i) montre que dans ces conditions, il

existe y€ msnx , Y générisation de z tel que prof FS y > p+1 . D'autre part,

on a les relations suivantes :
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. N . ) o as Iy
dim 05’y+1 < dim ('s,z < dim bg,z‘ dim OT,x' dim Ot,x

et dim os,y” < dim Ot,x (*). D'autre part
dim Ot’x-p < dp Ft,x < dp Fs,y < dim Os,y' (p+1)
ou dp Ft X (resp. dp FS ) désigne la dimension projective du 0t X (resp.

’ 9
Os,y°) module Ft,x (resp. Fs,y)’ et dim Ot,x < dim os,y'1 (*x).

Ces deux relations (*) et (**) étant contradictoires, on a nécessairement
prof FT X' 2 p+t.

Proposition 8. Soient (S,X,X,F,p) comme en 0.a),b),c), I un idéal de A , A' le
complété de A pour la topologie I-adique, S'=Spec A', o:S' —> S le morphisme
associé, X's= XxSS', X'= f(xSS' s Fl=Feph', p'= pxig.

Supposons que :

i) Les foncteurs RJp*(FeS.) sont de type fini pour j<p .

ii) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) x < p+1 , les points générigues
des fibres ms , SEV(I), sont dans X .

Alors

i') Les foncteurs R‘]o;(F'es..) sont de type fini pour j<p .
ii") Pour tout x'€ Supp F tel que prof F%‘(x') x' S P+l ou fl=Fxic, , des

points génériques des fibres Ix'is. , S'€EV(IA'), sont dans X'.

Démonstration :

L'assertion i') est claire. De plus, grace a la proposition 7, elle montre
aussi que si x'€Supp F' et si prof F%.(X.)
des fibres de {x'} — S' sont dans X'.

X' < p , alors les points génériques

Soient x'e€Supp F' tel que prof F;"(x‘) =P =X, teo(t),
x 1'image de x' dans X , on a aussi prof Ft X <p+t.

Soient 2z' wun point générique d'une fibre 1x'is. , S'EV(IA'), s=0(s'),
z 1'image de z' dans ms . Comme prof F, < p+!, z appartient & une compo-
sante irréductible de ms dont le point générique est dans X (on utilise ii)).
Supposons que z'g X' et par suite z¢ X . Comme ij*(Fs) est un Oy -module

s
de type fini pour j<p , il existe ye€ ms , générisation de z , tel que

prof FS 2 p+1 .

Yy
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Comme dans la démonstration de la proposition 7, on se raméne au cas ou ¥ est
affine et lisse au-dessus de S .

Comme les fibres du morphisme X!, —> Xt sont des schémas de Cohen-Macaulay,
on a :

N et = dim O _ , o di _
dim (’t',x' p-1 dim (’t’,x‘ prof Ft',x' dim Ot,x prof rt,x .

Par suite :

dim Ot',x"p" = dp Ft,x < dp Fs,y = dim Os’y-prof Fs,y‘
et dim ot',x' < dim Os,y .
A . 1 = dd _ . .
De plus dim Cs.y < dim Os,z 1 = dim Os',z' 1 < dim ot',x' 1.
D'ol une contradiction et par conséquent z'e€X'.

Corollaire. Soit (S,X,X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose que A est local
d'idéal maximal m , que f:X — S est propre. On suppose de plus que :

i) Pour tout j<p , les foncteurs RJp*(FeA.) sont de type fini.

i) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) X=p+1 , les points génériques de
mnv(mo)-() sont dans X .

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).
Démonstration :

Gréce a la proposition 8, on peut supposer que A est complet pour la topologie
m-adique et dans ce cas, on applique le corollaire 2 de la proposition 4.
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IV - Cohomologie cohérente sur un schéma quasi-projectif

(0 La situation envisagée est la suivante :

a) S=Spec A, A est un anneau noethérien de dimension finie, P=IP2= espace
projectif relatif, a fibres de dimension N , au-dessus de S .
b) x & % & p}
h

N

p est une immersion ouverte, 8 une immersion fermée.
c) F est un Ox-modu]e de type fini, plat sur S .

d) p est un entier >0 .

Remarquons tout d'abord que si U=P-(X-X), U est ouvert dans P et si

a:Ue>P , F est aussi un 0,-module de type fini et les foncteurs en Os-

U

modules, R‘p,(res.) et H‘(X,Fes.)

si les foncteurs R‘u*(Fes.) et H1(U,Fos.) le sont, de sorte que pour représenter

sont de type fini pour i<p si et seulement

les complexes T Ro.F et Rr(X,F), on peut se ramener au cas ou X=U ,

T<p
ouvert de P , ce que 1'on fait. De plus X vérifie : Xs= PS pour tout

s ¢ p(Supp F).

(D Enoncé des théoremes.

Pour énoncer les résultats qui suivent nous avons besoin des définitions
suivantes.

Définitions. Soijent @: T —> S wun morphisme localement de type fini, XT= XxST s
Pr=PxcT , Fr= o*(F), priXp &> P, pp=pxly , U un ouvert de T . Le quadruplet
(T,XT,FT,p) vérifie la propriété (*)p (resp. vérifie la propriété (*)p sur U)

Si @

il existe un couple (E,u), E€ Dparf(OPT)’ u:fE — R(pT)*(FT) tel que, pour

tout ﬁﬂmdMe M, la fleche induite par u :
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soit un isomorphisme (resp. un isomorphisme sur Uj.

Proposition 9. (Si S,X,F,p) vérifie (*)p , alors (S,X,F,p) vérifie (Pp) (cf.
Introduction).

Démonstration :

Soit (E,u), E€D arf
Tﬁp(EOAM) ~ Tsp Rp*(FoAM). Si OP(1) désigne un faisceau inversible trés ample au-

(0g)s u: E — Rp,(F) tel que pour tout A-module M ,
P *

dessus de S , dans D;arf(op) E est isomorphe a un complexe E' de la forme :

0 — Op(no)ro —_ OP(n,‘)P1 ————— ()P(np)rp —_——-
o >0, r,>0 pour tout >0 . Posons L'=RF,E'=F,E', u':L'=RE,(E) Ry
RF,Ro,F= Rf,F . Soient L 1le complexe tronqué : 0 —> L'® —s---— L'P*1 — ¢ |
u:l — Rf,F 1la fleche déduite naturellement de wu'. Ils vérifient : pour tout

A-module M , la fleéche induite par u: Tt (LOAM)-€>T<éWh(F®AM)) est un isomorphisme.

<p

Théoréme 1. Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). On suppose que :

0) A est quotient d'un anneau régulier.

1) Pour tout se€sS , les Op -modules RJo*(Fs) sont de type fini pour j<p .

s

2) Pour tout x€ Supp F tel que prof Feix)x < p+1 , les fibres de X} — S
ont leurs points génériques dans X (ou TxJ désigne 1'adhérence schématique
dans P).

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).

Théoréme 2. Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). On suppose que :

1) Pour tout se€S , RJp*(FS) est un 0 -module de type fini pour j<p .

s
2) Pour tout x€Supp F tel que prof Ff(x) X < p+1 , alors les fibres de
Ix} — S ont leurs points génériques dans X .

Alors

i) i1 existe un éclatement S 5 S , isomorphisme en dehors d'un fermé de
codimension > 2 , tel que, si X = Xx S

$S 5 (SX,m(F),p) verifie (x))

ii) (S,X,F,p) vérifie (Pp)
iii) si de plus (P-X) -f> S est fini, (S,X,F,p) vérifie aussi (*)p .
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Remarques.

R1 . La condition 2) du théoréme 1 n'est pas vérifiée dans ]'exemple donné en
0.4 dans )'introduction.

R2 : Dans le théoreme 2, pour voir que (S,X,F,p) vérifie (Pp), on peut,
lorsque A est quotient d'un anneau régulier, appliquer bien sir le
théoreme 1. Sans faire cette hypothése sur A , une autre maniére, lorsqu'on dispose
de i), de montrer que (S,X,F,p) vérifie (Pp) est la suivante :

On sait déja que :

vy) (3,X.F.p) verifie (Pp) : on applique i) et la proposition 9.

Montrons, par récurrence sur dim A , que (S,X,F,p) vérifie (Pp).

;) Si dimALt, SxS et (S,X,F.p) veérifie (P)). Si dimA>2, soit 1 un
idéal définissant le fermé F tel que m soit un isomorphisme sur S-F ,

dim A/1" < dim A pour tout n>0 et (S =Spec A/I" , X =XxcS , F/1"F,p) veéri-
fie (Pp) pour tout n>0 .

n°®

v3) Soient ("lip" L,,u=(u,)), "lip" Ly €1Ind D, (R), u= (uy) =
"lﬂﬂ" LA —> RT(X,F), tel que 11& uy soit un isomorphisme, "l;m" LXE Pro D

parf(A)

le pro-objet dual. Par le théoreme 6 de la premiére partie et y1),

TZ‘D("l;m" L;GO§)€ Dth(Og} et par le théoréme 4 dé cette premiére partie et yz),

>‘ Y sl b : 3 N POl
277 l?m Li)e‘Dcoh(A). On applique & nouveau ce théoreme 6 et (S,X,F,p) véri-
fie (Pp).

Les théoremes 1 et 2 nécessitent quelques constructions supplémentaires et
seront démontrés plus loin.

Corollaire 1. Soit (S,X,F,p) comme dans le théoréme 3.

a) Pour i<p , la fonction s — dimk(S)H1(Xs,Fok(s)) est semi-continue
supérieurement sur S .

b) Supposons de plus S réduit et connexe. Soit i<p . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

b.1) la fonction s —> dimk(S)H1(xs,Fek(s)) est constante

] b.2) H'(X,F) est un A-module plat et pour tout s , la fleche naturelle :
H1(X,F)o k(s) — H’(XS,Fok(s)L est un isomorphisme.

Si ces conditions sont remplies, Hi-1(X,F)e k(S)::Hi-1(XS,FOk(S» pour tout SE€S .
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¢) Supposons S connexe. Si pour un i<p , H1(XS,Fok(s))=0 pour tout sS€S,

la fleche naturelle :

W XGF) e k(s) — KT (xg ,Fek(s))

est un isomorphisme, pour tout S€S .

Démonstration :

Toutes ces propriétés énumérées dans le corollaire sont bien connues et sont
conséquences du fait que les foncteurs en Os-modu1es H‘(X,Fos.), pour i<p ,
sont les foncteurs d'homologie associés a un complexe parfait L . Dans ce cas, une
démonstration détaillée se trouve dans [5] Appendix to §4.

Corollaire 2. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). Supposons que :
1) dim(P-X)/S < N-(p+2)

2) pour tout s€S , FS vérifie la propriété S
tout xe€Supp Fo , prof F. . > inf(p+2,dim 0s x)'

p+2 ([4) 5.7.2) i.e. pour

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).

(@ Prolongements d'un 0, -module.

X

Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d), X ouvert dans P=1P'; . Plus géne-
ralement, nous aurons aussi a considérer le cas ou S n'est plus affine, mais
éventuellement est un schéma projectif au-dessus d'un schéma affine noethérien.
S'i1 en est ainsi, il reste néanmoins vrai que tout Os-module de type fini admet
une présentation par des Os-modules localement 1ibres de type fini.

Dans ce qui suit, on considere F comme un complexe concentré en degré 0.

+

parf(o

Définition. Un complexe E€D P) X

est un prolongement de F a P si E‘ =F .

+

Lemme 1. I1 existe un tel prolongement E€ Dparf

(OP). De plus, pour tout A-module

M, ElxssMs F&SM .
Démonstration :
Soient F un Op-module de type fini tel que T-’ix= F, et
. -3 .
e LT A N SO F s
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une résolution projective de F par des Op—modu1es localement libres de type fini.
Comme F est plat sur S et les fibres de P-—S sont regulieres de dimension N ,

t.-N L-N+1
— 1% — 0, L*= Hom’(L,OP). Soit E*€ D;arf(op) tel que E*~L*. Le complexe

E=Hom(E*,0P) vérifie E!sz et pour tout A-module M, EiXoAMzFeAM .

= ker d™1  est localement libre sur X . Posons L:0 —> TN — —e e

Lemme 2. Soient E€ D;arf(op) un prolongement de F , E*= Hom(E,OP). On a, pour
nez:

n _ n
H (E"I‘Xes.) = Ext (Fos.,OXoS.) .
Démonstration :

Pour tout S-module M , on a une suite spectrale :

E'z”q(M) = Ext” (H3(E oM) 0, M) :H‘”'Q(ETXoM) .

| X
Comme Hq(ElXoM)=O si q=0 et HO(EIXoM)=FoM,0na

Ext" (FeM OyoM) = Hr(ETX@ M) pour tout r .

Pour s€S , on note ES=Ee k(s), PS=PeSpec k(s), FS=Fe k(s) etc...

+

parf
G=coker(E'1 — £9), alors :

Proposition 10. Soient E€D (OP) un prolongement de F , E*= Hom(E,OP) et

a) G|X est plat sur S
n N
b) pour n>0 , H( ’I'Xo.)— Ext (G|X°S"0X°S')
c) pour n>0 , s€S , codimP (SuppH"(E*)nX )>n

De plus,pour q>0 , les conditions suivantes sont équivalentes :

d.1) pour tout s€S , Hn(ES)=0 si n<0, prof G 229 pour ze(P-X)S

d.2) pour tous n>0 , s€S , codimP (Supp H"(E;))Zn et
s

codimy (Supp H'(EX) n (P-X)) > n+q .
S

Démonstration :

Comme E est un prolongement de F , Hn(EoS.)l)(:O si n=0 . En particulier,
GIX est plat sur S et la suite

—— EI)'( — £}y — By —> 0
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est exacte et définit une résolution de G sur X par des Ox-modu1es localement
libres. Pour tout n>0 et tout Os-module M

Nips - n o
H (EiXoSM) Ext (GIXQM,CXQM)

et on a montré a) et b).
Comme les fibres de X —f> S sont régulieres, Ex‘cn(Gs,OP )x= 0 pour tout
3

xEXS tel que dim OS K< De plus, pour un tel x ,
n _ n =
H (E;)x = Ext (GS,OPS)X =0
et on a c).

Soit q wun entier > 0 . Montrons que d.) =d2) : si H"(ES)=0 pour n<0
et tout se€S , les suites

e E;1 —_— E‘S’ —_— Gs — 0 pour tout S€S
et > > =0

sont exactes, G est plat sur S, Hn(E;) = Extn(Gg),Op ) pour n>0 et tout se€S.
3

En particulier

codimp (Supp Hn(E;)) >n pour n>0 et tout s€S.
s

Si de plus prof Gg ., 29 pour ze (P-X), , dp G, < dim 0 ,-q ,
n ol _ . .
H'(E3), = Ext (GS,OPS)Z =0 pour n>dim 0 ,-q
et

codimy (Supp Hn(E;)n (P-X)S) > n+q pour tout sS€S .
s

Montrons pour terminer que d.2) =d.1) : si pour tout scS, codi, H"(E
- s
pour n>0 , un calcul rapide montre que Hn(Es)=0 pour n<0 . Par suite, G

Do

est plat sur S, Hn(E;) = Extn(Gs,OP ) pour n>0 et tout s€S . Si de plus
3

codimP (Supp'H"(E;)n (P—X)S) >n+q , on a
3

n _ n _ - . -
H (E’;)Z = Ext (Gs’OPS)z =0 pour z€(P-X) n > dim os,z q

s °

i.e. prof GS >q pour ze(P-X)S .

z
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Finalement, nous arrivons a la proposition suivante qui est le point clé de ce
paragraphe.

Proposition 11. Supposons dim(P-X)/S)< N-(p+2) et soient E€ D;arf
gement de F , E*=Hom‘(E,0P). Si pour tout n>0 , tout SES :

(OP) un prolon-

codim, (Supp HY(E*) 0 (P=X)_) > n+p+2
s S s’ -

il existe une fleche v:E —> Rp,F dans D(OP) telle que, pour tout Os-module
M, la fleche induite par v :

T_<_p(E°SM) - Tp

Re, ( FoAM)

soit un isomorphisme.

Démonstration :

La fleche naturelle E — Ro*(E|X) définit une fleche

v:E — Rp,(F) .

1

Soit M un Os-modtﬂe de type fini. Posons G=coker E= —> £° . Par la pro-

position précédente, on a : Hn(ES)=0 pour n<0 et tout s€S . Par conséquent,
H"(EcSM)=0 pour n<0 , et

FocM =~ TZO(EQSM)

ou TZO(EOSM) est le complexe : 0 —> GegM —> E1eSM — EzoSM —>--- . Soient

se€S , et ze€ (P-X)S , toujours par la proposition précédente, on a
prof Gs,z > p+2 et

0 Gostp*(G|X@SM)
R"p*(G|XsSM)=0 si p>0 et 0<n<p.

Comme dim((P-X)/S) < N-p-2 , on a de méme,pour tout i
EioMso (Ei s M)
(2) { S ] *EXTS
R”p*(z‘esm)=o si p>0 et 0<n<p.
Les relations (1) et (2) montrent que
>0
TS_D(EOSM) e~ Tsp(‘t-— (EoSM)) — TSP(RO*(EIXOM))

T (pRex (FoM)
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est un isomorphisme.

Proposition 12. Soit F€ Dparf

tels que pour n>0 ,

(OP), g un entier. L'ensemble U des points s€S

codimy (Supp Hn(FS)n (P-X)¢) > n+q
s

est ouvert.
Démonstration :
Pour tout n€ Z , posons Tn = U Supp H"(F). C'est un fermé de P qui pos-

m>n
sede la propriété suivante :

T,NP = U Supp Hm(FS) pour tout SE€S .
m>n

Comme p:P — S est propre, 1'ensemble Un des points s€S tels que

codimP (T_n(P-X))_ > n+q est ouvert et il en est de méme de U = n U_ .
s " 5T o "

@ Prolongement adapté d'un OX-modu1e F.

Parmi les complexes E€ D;arf(oP) qui prolongent F , il en existe des "mini-

maux", i.e. tels que pour 1i€Z, E*= Hom‘(E,OP)

U Supp HI(E*) = U Supp HI(E*)nX = U Supp ExtJ(F,OX) .
J2i J>i J>i
La proposition 4 ci-dessous assure 1'existence de tels prolongements. Au

préalable, pour la montrer, rappelons quelques propriétés de la catégorie D(OP)
(cf. [7] 1.4). '

. Si j:T <> P est une immersion fermée, h: U=P-T «> P 1'immersion ouverte
associée, on dispose, sur la catégorie Mod(P) (resp. Mod(U), Mod(T)) des O

P
(resp. 0,;,0;)-modules, des foncteurs :
Ju : Mod(T) —> Mod P (image directe)
J!: Mod(P) —> Mod(T) (sections a support dans T)
h* : Mod(P) — Mod(U) (restriction)
h, : Mod(U) —> Mod(P) (image directe)

h, : Mod(U) —> Pro Mod(P) (prolongement par zéro)
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]
J,sn*,h, sont exacts, j° et h, sont exacts a gauche, h; et h* sont adjoints.
Ces foncteurs fournissent par dérivation (a droite) des foncteurs :

Rie=dw @ D(OT) —~ D(Op)
Ri' : D(0,) — D'(0p)
Rh*=h* 1 D(0,) —= D(0))

Rh, @ D¥(0) —> D¥(0p)

h! : D+(0U) —> Pro D"(C'P) .

Pour plus de simplicité dans les notations, on note encore Rj!=j! et Rh,=h,.
Si E€ D+(0P)’ on a un triangle distingué naturel

(]
(3,J°E = E — h,h*E) .

Si EE€ D; c(OP) (catégorie de D+(0P) des complexes & cohomologie quasi-

1
cohérente), h,h*E et par suite Jj,j'E sont aussi dans D; c(OP)'
. b
Remarque. Si EE€ Dcoh
concentré en degrés> a ,

(OP), j*j!E n'est pas en général dans Db

coh(OP)' Si E est

Ha(j*j!E) = {sections de H3(E) a support dans T}

est un Op-modu1e de type fini, les autres modules de cohomologie de j*j!E ne
sont pas en général de type fini.

Lemme. Soient U un ouvert de P et u:F — G une fléche de D; c(OP) tel que

) ) ) ) b ) . b .
Uy soit un isomorphisme. Si G€ D, (0p), il existe F'€D ., (0p), v:F' —F

tel que, si u'=ucv , u{U soit un jsomorphisme.
- |

Démonstration :

Posons h: U &> P , G'=h*G . Par adjonction, on a :
HomU(G',h*F) = Homp(h!G‘,F) .

Si 1 estun idéal définissant le fermé P-U , h6'="lin" 1"G et la formule
précédente s'écrit encore n>o

1 - : n
HomU(G Lh*F) = 1& Homp(l G,F) .

11 existe donc n>0,0¢€ HOmP(InG,F) tel que o =u}-l1J .
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Notations. Si Ge€ D(OP), pour i€ Z, on note sz(G)= H*(xz‘(G)).

Proposition 13. Soient P un schéma localement noethérien, X un ouvert de P ,

Ge Dgoh(op). I1 existe F€ Dsoh(op) et u:F —> G une fleche de Dgoh(op) tels

que :

a) U]X est un isomorphisme

b) pour tout i€ Z, Supp Hzi(F)= Supp Hzi(G)n X .

De plus, si G est concentré en degré dans 1'intervalle [a,b] , on peut choisir F
concentré en degré dans [a,b].

Démonstration :

Montrons cette proposition par recurrence sur la longueur N du complexe G
que 1'on suppose par commodité concentré en degrés positifs. On pose encore
H* = H*(G).

1) N=0 : dans ce cas G= H° et F=sous-module de G des sections a support
dans Supp GNX,

Srcece———— ]
2) N>O0 : posons T=Supp H*nX , j: T <> P . La fléche naturelle 7:j,j’'6 — G
est un isomorphisme sur X .

!
Regardons le triangle distingué associé a j,j'G (cf. 1ere partie § 2.5 lemme 1)

]
21 (5,3'6)

[13/ \

0 L
Tepldxd’6) =2 4576

|
et notons ¢&: TZ1(j*j‘G) — 1<0(j*j!G)[1] la fleéche de D(OP) définie par ce

triangie. Si M(g) désigne le mapping cone de & , rappelons que j*j!G ~ M(E)[-1].
Appliquons le lemme précédent a la fleche naturelle :
] L}
21(3,5'6) T> 2'(e) .

Il existe G'eDP

Coh(OP) que 1'on peut supposer concentré en degrésdans [1,N],

I
v'i: G — rzl(j*j‘G) tel que n'cvix soit un isomorphisme. Par 1'hypothese de

récurrence appliquée a G', il existe F'E€ Db (0

coh P)’ u': F' — G' tels que :

a') uix est un isomorphisme
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b') pour tout i€Z , Supp Hii(F') Supp H—>-1(G')nx

Supp Hzi(G)nX pour i>1 .

Si ¢ est la fleche composée définie par le carré commutatif :

"o '
F V'icu T—>'1(j*J‘G)

(*) wi la

FIEEOIGIES e JREREOIEH

et si M(p) désigne le mapping cone de o , F=M(p)[-1] , par construction, on a :

a) Pour i>1, H(F)=H'(F') et Supp K2 (F)=Supp K'(6)nx , HO(F) =

Ho(j*j!G)= sous-module de H® des sections 3 support dans T . En particulier,

b

Fe Dcoh

(OP), Supp H*(F)=T .

b) Le carré commutatif (*) définit une fléche w: M(yp) —> M(E) et par déca-
1
lage une fleche v:F — j,j'G . Posons u=nmev : F —>G , le et u!X sont des
isomorphismes.

Corollaire et définition. Soit (S,X,p) comme en 0.a),b). Un Ox-module de type
(0p) tel que, si

+

fini F , plat sur S , posséde un prolongement EE€ Dparf

E*= Hom'(E,Op) :

1) pour i>0 , Supp Hzi(E*) = U Supp Extj(F,OX)
J>i

2) pour <0 , H'(E*)=0 .

Un tel prolongement est dit adapté.

Démonstration :
. + .
Soit Ee€ Dparf(OP) un prolongement de F , E*= Hom (E,OP). Comme ElxsF ,
N 0 . - >0
ETX._RHom(F,OX) et E’i'x_ < (E*)ix . Soit Ge oparf(op) tel que GaTZ (E*),

E'= Hom‘(G,Op) est un autre prolongement de F . Appliquons la proposition précé-
dente a G :

il existe Fe€ n’éoh(op), concentré en degrés > 0 , u:F — G tels que :
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-u F., — G,y est un isomorphisme. Par suite RHom(F,OP) est un prolongement
i

fxcrix [%
de F.
. >i _ 1 _ J )
- pour i€Z, Supp H-'(F) = Supp H='(G)nX = U Supp Ext (F,LX).
3>
: " - "o "o . " +
Soient F"€ Dparf(OP) tel que F"=~F , E"=Hom"(F ,OP)E Dparf(OP) est un

prolongement adapté de F .

En combinant le corollaire de la proposition 13 et la proposition 11 on obtient
le résultat suivant sur lequel s'appuie la démonstration des théorémes 1 et 2.

Théoreme 3. Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d) (et plus généralement S pro-
jectif au-dessus d'un schéma affine noethérien). Pour n>0 , posons

T = U Supp Extj(F,O ) et supposons que :
n . X/ = 2XERee 0 Vs
jzn
1) dim(P-X)/S < N-(p+2)
2) pour tout n>0 , dim((T n (P-X))/S) < N-(n+p+2).
Alors (S,X,F,p) vérifie (*)p .

(® Démonstration du théoreme 1.

Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d) tel que :

1) Pour tout seS, les Oi -modules RJp*(FoA.) sont de type fini pour j<p.
3

2) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) M < p+1 , alors les fibres de
X} — S ont leurs points génériques dans X .

Rappelons (cf. introduction) ce qu'il nous faut montrer pour que (S,X,F,p)
vérifie (Pp) :

a) Pour tout idéal I , tout A-module de type fini M et tout j<p,

: —_— . n
H(X,FeM) est un A-module de type fini, et HY(X,FeyM) = Lim HI(X,Fe,M/1"M)
/\ n

(ou HJ(X,F@AM) désigne le complété de HJ(X,F@AM) pour la topologie I-adique).

B) Pour tout fermé irréductible S' de S, il existe un ouvert affine non

vide U=Spec B de S' tel que (U,XXSU,F@AB,D) vérifie (Pp).

La proposition 8 montre que les propriétés 1) et 2) sont conservées par un
changement de base S' L5 oy S'=Spec A', A' complété de A pour la topologie
I-adique, lorsque A est un quotient d'un anneau régulier.
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L'assertion o) résulte du corollaire 1 de la proposition 4 de II.
Pour voir que £) est satisfaite, il nous suffit gréce a la proposition 5 de

démontrer la proposition suivante :

Proposition 14. Soit (S,X,F,p) comme en q.a),b),c),d). Supposons que pour tout
point générique n de S, tout j<p, RJ(pn)*(Fq) soit un 0P -module de type

n
fini. Alors i1 existe un ouvert dense U de S tel que (S,X,F,p) vérifie (*p)

sur U.

Démonstration :

Par le théoreme 4, i1 nous faut voir qu'il existe un ouvert dense U de S
tel que :

1) pour tout seuU , dim(P-X)s < N-(p+2)

2) si T_= U Supp Extj(F,O ), pour n>0 , dim(T_n (P-X))_ < N-(n+p+2) pour tout
n i>n X n S -

sev .

Montrons 1) : Soit n un point générique de S . Si n ¢ f(Supp F), Xn= Pn et

dim(P-X)n < N-(p+2). Si ne f(Supp F), comme Rjo*(Fn) est un OP -module de type
n

fini pour j<p, dim(P-X)q < N-(p+2). I1 existe un ouvert dense v, de S tel

que, pour tout seV d1’m(P-X)s < N=(p+2).

1 9
Montrons 2) : Soit n un point générique de S . Si n¢ f(Supp F), on a :

dim(Tnn (P-X))n < N-(n+p+2) pour tout n>0 . Si n€.f(5upp F), soient n un entier

>0 et z€((P~X)nTn)n . 11 existe x€ U Supp ExtJ(F,OX) tel que ze{x7 .
. j>n
Comme RJp*(Fn) est un 0P -module de type fini pour 0<Jj<p , on a (proposition

5) :

prof me+d1m Om,z 2> p+2 .

Donc dp Fn,x = dim 0 X-prof F =0

Ny n,X
p-1 et dim on,z > n+p+2 .

. e j 3
< dim Or.,z p-2 et Ext (Fn,cxn)x
pour j > dim on,z'

Si V2 est 1'ensemble des points s€S tels que dim(Tnn (P-X))S < N-(n+p+2)
pour tout n>0 , V2 est ouvert (proposition 12) et dense dans S . Pour terminer
Ta démonstration de cette proposition, on prend pour U 1'intersection de V1 et

V2.
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(5 Démonstration du théoreme 2.

Soient (S,X,F,p) comme en 0.a).b),c),d) et vérifiant les conditions 1) et 2)
du théoreme 2. Montrons comme précédemment que les hypothéeses 1) et 2) du théoreme 3
sont vérifiées, éventuellement aprés un éclatement de la base S .

Si sg f(Supp F), )(S=PS . Si se€ f(Supp F), comme RJp*(FS) est un OP -
s
module de type fini pour j<p , ona :

dim(P-X)¢ < N-(p+2)
et par suite dim((P-X)/S) < N-(p+2). La condition a) du théoreme 3 est vérifiée et
le reste aprés tout changement de base. Posons comme d'habitude,

Tn= U Supp Extj(F,OX) et p(n)=p+n+2 pour neN .
jon

Lemme 1. L'ensemble U des points s€S tels que pour n>0

dim(Tnn (P-X))g < N-p(n) est un ouvert qui contient tous les points de codimen-
sion < 1 . -

Démonstration :

Soient E un prolongement adapté de F , E*=Hom"(E,0,). Pour n>0 ,

on

Supp HZ(E*) = Tn (cf. corollaire de la proposition 13). La proposition 12 montre

alors que U est ouvert. Soit s€S tel que dim 0551 , montrons que s€ U.Soient

n>0 et z un point générique de Tnn(P-X)S . 11 existe x€ U Supp ExtJ(F,OX)
J>n

tel que z€ Ix} . Deux cas sont possibles :

1) xeXS , i.e. x€ U Supp ExtJ(FS,OX ).
j>n s

Comme RJp*(FS) est un OP -module de type fini pour j<p
s

prof Fs,x+ dim O{_XT,Z > p+l
i.e, prof Fs,x+ dim Os,z' dim Os,x > p+l
i.e. dim Os,z > p+1+dp Fs,x

3 R . ) )
et Ext (Fs,cxs)x 0 pour j+p+1 > dim Os,z

et ExtJ(F,Ox)x =0 pour j+p+1 > dim Os,z
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Par suite dim 0 > n+p+2 = p(n).

2) x€X

J
¢ tzs , x€ U Supp Ext (Ft’oxt)'

j>n
Grace a 1), on peut supposer que z est un point générique de IXJn P, . Dans
ce cas, 1'hypothese 2) du théoreme 2 montre que :

prof Ft,x > p+l .
Si dim OS=1 , dim 0t=0 et on a
p+1+dp Ft,x < prof Ft,x+ dp Ft,x = dim ot,x = dim OX
et p+1+dp Ft x < dim Oz-1 = dim 0S -
On conclut comme précédemment.

Remarques.

i) Ce lemme achéve la démonstration du théoréme 2 lorsque dim S<1 .

ii) On a encore vu en cours de démonstration du lemme 1 (cf. 2)) que si s est
un point de S tel que pour un n>0 :

dim(T, 0 (P-X))¢ > N-p(n)

i1 existe un point xETn tel que :
1) x€X , t=f(x)=s , prof Ft x_>_p+2
2) dim IxJg > dim(IxIn (P-X)() > N-p(n)
3) x€ U Supp Extj(Ft,OX ), en particulier dp Fo2n et
. X =
>n t
dim 0y , = dp Fy ,+prof Fy > p(n) = nep+2 i.e. dim {xJ, < N-p(n).

iii) Pour n>0 , définissons 1'ensemble

Yo = {yeT nXx , il existe s€S tel que dim(mn(P-X)SDN-p(n)} .

11 posseéde les propriétés suivantes :
- Y, est stable par générisation
-si ye YoNP, . dim mt < N-p(n) (cf. i1)-3)).

Lemme 2. 11 existe un morphisme ¢:S' —> S , produit d'éclatements, isomorphisme
sur un ouvert U de S tel que codim(S-U) > 2 , des sous-schémas fermés Y'i' de
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:.o'1(Tn) pour n>0 tels que, si P'=Px.S' :
1) dim(Yr‘l/S) < N-p(n)
-1 ,
2) o (Y )evp .
Démonstration :

11 suffit de montrer ce lemme pour un seul n>0 . On pose Tn=T . Yn= Y ,
%= N-p(n).

Soient Zo la réunion des composantes irréductibles de T dont les points
génériques sont dans Y et U0 = {tes, dim(Zo)tS 2}, U0 est un ouvert et con-
tient tous les points de codimension < 1 .

Soit @ : S1 —> S un éclatement a centre dans S-Uo tel que le transformé
strict Z"J de Z0 vérifie :

dim(Z")/S,‘) <4 (cf. [6] 5.7.10)

Soient Z, la réunion des composantes irréductibles de Tnp'1(S-U°) dont les
points génériques sont dans Y s Uy = {tes, dim(21) <2}, U, est ouvert, U,aU,
et U, contient tous les points génériques de S- U (cf remarque iii)). De méme,
soit @, : S — S un éc]atement a centre dans S -@1 (U tel que,si Zi est le
transformeé stmct de sp1 (Z ), on ait

dim(23/5,) < & .
En recommencant les mémes opérations, on obtient :

- une stratification UocU1 c...c Ur de S

. -1
- des éclatements o, :S; —= S, , le long de (w1o...o<pi_1) (s-U;_4) pour
i=l,...,r

- des fermés Zi pour i€ [0,...,r-11 , ZicTn p'1(S-U1._1) dont les points
génériques sont dans Y et tels que si 21‘. est le transformé strict de
-1
(‘D1°o'-°wi_1) (Z])
dim(Z%/Si”) <%

r-1
On pose ¢ = POyeeio®, 5 ¥'= 11;11 (‘Di+1o...owr) 1(21!), $'=S. . Il est clair que
Y' vérifie les conditions a) et b) du lemme 2.
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Terminons la démonstration du théoreme 2 :

Soient S' & S e morphisme construit au lemme 2, P'= szS', X'= XxSS',
F'=@*(F), Y;‘ les sous-schémas fermés de w'1(Tn) pour n>0 , définis au lemme 2,

Tr', = U Supp Extj(F‘,OX.). Vérifions que : dim(Tr"n (P'-X')/S") < N-p(n) pour tout
i>n
n>0 . Comme T'nX' = u Supp ExtJ(F',O ,)s, 0na : T'c¢'1(T ).
n on X n= n
Soient z'€Tr'|n(P'-X'), s' son image dans S'. Il existe x'€T/ NX' tel que

2'e X7, Si z=o(z'), x=9(x'), on a : z€ {xJn (P-X).
2 2 p(n).

1 L} 1] ) 3 .‘
Si o x'"gY, , xg¥ et p(n) < dim Os,z < dim O

i 'eY' , z'€Y! et dim O
Si x'€ n n s',

2t

Ce qui acheéve de montrer que dim(Tr'In (P'-x')/S') < N-p(n) pour tout n>0 et
la premiére assertion i) du théoreme 2. Nous avons vu que 1'assertion ii) est une
conséquence de i) (cf. remarque R2 qui suit 1'énoncé du théoreme 2).

Vérifions la dernieére assertion iii) :

Si (P-X) —i> S est fini, vérifions que 1'on a déja sur S :
d‘im(Tnn (P-X)/S) < N-p(n) pour tout n>0 .

Dans ce cas, dim(Tnn (P-X)/S) < 0 et i1 faut montrer que, si Tnn (P-X)szg
pour un s€S , alors p(n)<N .Soient z€Tnﬂ(P-X)S et x une générisation de 2z
dans TnnX tels que dim Om,z=1 . 0Ona:

N> dim Of(x),x > N-1
prof Ff(x),x > p+l
J - J - S N-
Ext (Ff(x)’oxf(x))x = Ext (F,OX)X-O pour j>N-(p+1)

et par suite n<N-(p+2) i.e. p(n)<N .
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