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SUR LES SOUS-SOMMES D'UNE PARTITION

J.Dixmier
Résumé . Soit 35T = (al’aZ""’as) une partition de l'entier n = a+
ceetoa_ On appelle sous-somme de T toute somme a; +...+a, (il<

1
el < it:)' Soit 2 (7t) — [O,n] 1'ensemble des sous-so::mes de :\' . Le
mémoire concerne Y (rt) . On étudie les 2 premiéres "composantes con-
nexes" de J (jr) , les partitions pour lesquelles J_(7T) admet 1,2 ou
3 composantes connexes, et les partitions telles que ) (jT) soit
assez dense dans [0,n] . Soit Q un ensemble fini fixé d'entiers >0 ;
soit p(n;Q) le nombre de partitions JT de n telles que QN L.(JT) =
® ; on étudie le comportement asymptotique de p(n;Q) quand n— oo ; par
exemple, p(n;{a})/p(n)~u (7w /J6) @/ + u(a)/n([alz-]+‘ /2 quand n
—> 00 , oll u(a) est un entier tel que log u(a) ~s (a/2)log a quand a
—>» o0 . Pour n grand, presque toute partition 7T de n telle que

Z(rn)n 81,2,---.3} = @ vérifie ) (7) =§a+l,a42,a+3,...,n-a—l} .

Abstract . Let 7T = (al,az,...,as) be an (integral) partition of

the integer n = a;+*...+a_ . One calls subsum of it every sum a; *...t
1

a, (il<"'<it) . Let Y (5t) = [O,n] be the set of all subsums of
nt. The paper is concerned with }_(jr), which is far from being an
arbitrary subset of [0,n]. One studies the 2 first "connected compo-
nents" of J (5r), the partitions for which Y _(sr) has 1,2 or 3 connec-
ted components, and the partitions for which the complement of X (JT)
in |-0,n] is not too big . On the other hand, let Q be a fixed finite
set of positive integers ; let p(n;Q) be the number of partitions Jt
of n such that QN X(jt) = @ (so that p(n;@P) is the number classical-
ly denoted by p(n)); one studies the asymptotic behaviour of p(n;Q)
as n—po0 ; for instance, if a is an integer, one has p(n;ia})/p(n)m

(e /76 BT ey La/A o112

such that log u(a) Ay (a/2)log a as a -»00 . One shows that, when n is

as n—-»o0 , where u(a) is an integer

big, almost all partitions 7v of n such that ):(TC)('\{I,Z,...,a} = @
verify T_(mt) = {a+l,a+2,a+3,...,n-a-l} .

Texte regu le 3 février 1988.
J.DIXMIER, 11 bis rue du Val de Grace, 75005 Paris, France.
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INTRODUCTION ET NOTATIONS.

0.1. Une partition est une suite L (a1,a2,...,as) ou les a;
sont des entiers tels que a; 2a, 2 ... 2a >0. On admet la partition
vide. Les a; s'appellent les sommants de = . Si aj*...+ag=n,

n s'appelle la somme de n et se note o(r) ; on dit que = est

une partition de n

On appelle sous-partition de = toute sous-suite

(a, Les sommes des sous-

i reeerdy ) ou iy <iy <<

£ -
1 2 t
partitions de 1w s'appellent les sous-sommes de w . On note I (m)

i

l'ensemble des sous-sommes de @7 . On dit qu'un nombre est repré-

senté par n s'il appartient a (n) . On a

() < {0,1,2,...,m} , O C I(n) 4y n € x(m

et I(m) est symétrique, c'est-a-dire que
s € (n) =» n-s € L(m) .

Si w,m' sont des partitions, on note = il w' , et 1l'on
appelle somme directe de =« et #' , la suite obtenue en juxtapo-
sant @7 et w' , puis en réarrangeant dans l1l'ordre décroissant.

Par exemple, (3,2,1) 4 (4,2) = (4,3,2,2,1).

0.2. Si A,Bc Z , A + B (resp. A-B) désigne l'ensemble des a+b
(resp. a-b) oi a € A, b € B. Rien a voir donc avec la différence

ensembliste de 2 ensembles X et Y , qui est notée X\ Y . Onécrit
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souvent x au lieu de ({x} .

0.3. Les intervalles que nous considérerons seront toujours des
intervalles finis d'entiers, i.e. des ensembles de la forme

{x,x+1,...,y} od x,y € Z , x <y . Un tel intervalle senote [x,yl.

Soit A wune partie finie de Z . Alors A s'écrit de maniér

re unique
[a1,b1] u [az,bZ] U...U [ap+1,bp+1]

ol a; < b; pour tout i, et b; +2<a; ., pour i< p . Ondira

eme

que [ai,bi] est la i composante de A . Posons

J, = [b1+1,a2—1], J2= [b2+1,a3—1],..., J = [bp+1,a -1] . On dira

1 P
que Ji est le iéme trou de A .

p+1

0.4. Soit rn une partition de n . Les composantes et les trous
de <I(w) seront aussi appelés les composantes et les trous de = .

Soit L(n) = I, U 12 Uesoo U I la décomposition de I (w) en

1

ses composantes. On a O € 11, n €1l

p+1

I1 = n—Ip”, 12 = n—Ip,...

Soient J1,J2,...,Jp les trous de 7 . On a J1=n—JP,J2=n-J

p+1’

p-17°""

Indépendamment de ces propriétés de symétrie, la répartition
des trous et des composantes de I(n) est loin d'étre quelconque.£tn
effet, pour n fixé, il y a p(n) partitions de n , donc au
plus p(n) ensembles I(wn) possibles (et en fait beaucoup moins) ;
or le nombre de sous-ensembles symétriques de [0O,n] est beaucoup
pPlus grand que p(n) . Nous verrons que Card Ij > Card 11 pour
tout j (2.2), et que, si l'on pose I, = [0,a] et I, -= [b,c] ,
la connaissance de a et b impose des conditions assez délicates

a c(2.9).
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) On a montré dans [ 1] que, si 1'on note p la sous-partition de
7 formée des sommants < a (ol I1 =[0,a]),alors o(p) = a. Nous verrons
en 2.11 un résultat analogue faisant intervenir Il et 12'

0.5. Une partition 7 de n est dite pratique si (w) = [O,n] .
Cette notion, moins la terminologie, a été introduite dans [2] .
On donnera au chap.I diverses caractérisations des partitions pra-

tiques, par exemple (1.7) :

pour qu'une partition (a1,a2,...,as) soit pratique, il

faut et il suffit que a; <a + a5t ag +1 pour i=1,2,...,s.

i+ i

En fait, on étudie au chap.I une généralisation des parti-
tions pratiques, a savoir les partitions qui n'ont pas de trop
longs trous. Dans ce contexte, on généralise le développement
asymptotique, établi dans [1], du nombre de partitions non prati-

ques (1.12).

0.6. Au chap.III, on donne quelques résultats sur les partitions

a 1 ou 2 trous.

0.7. Fixons un ensemble fini Q d'entiers > O . Soit p(n;Q) 1le
nombre de -partitions de n qui ne représentent aucun élément de Q .
Au chap. IV, nous étudions le comportement asymptotique de p(n;Q)
quand n »+ = ., Voici quelques-uns des résultats. Soit a wun

entier > 1 . Alors (notant [x] la partie entiére de x), on a (4.7, 4.2)

u(a)

[a/2]+1
) ;TTE7ET737§ quand n -+ «

p(n:{a}) (=
p(n) V3
ou uf(a) est un entier calculé au chap.V ; on a 1log u(a)~ %alloga

quand a =+ « (5.30).
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Si a > 3, ona

p(n;{a-1,a}) a
p(n) o ([a/721+2) /72

Si a est pair > 6 ,

p(n;{a-2,a}) B
p(n) o (la/21+2)2

Si a est impair > 3,

p(n;{a-2,a}) _ Y
p(n) o (la/2T+7/2

(a,8,y nombres > O dépendant de a). Cf.4.32.

Comme dans [1] , on pose p(n£{1,2,...,m—1}) = r(n,m).

0.8. Erddés et Szalay ont montré que presque toute partition de n
est pratiquevtcf.‘[Z] , th.1 péur un énoncé précis, et [1], th.2,
pour un renforcement du résultat). Au chap.VI, nous généralisons ce
phénoméne au cas des partitions de n n'admettant pas les som-

mants 1,2,...,a (a fixé) :

presque toutes ces partitions représentent a+1,a+2,...,n~a-1.

0.9. Dans certaines sections de ce mémoire, nous écrirons des
partitions comme des suites d'entiers non nécessairement décrois-
santes; il sera sous-entendu alors qu'il s'agit du réarrangement
décroissant de ces suites. Il serait en effet parfois trés mal-
commode de s'imposer le respect absolu de la définition 0.1. Cela

n'entrainera aucun risque de confusion.

I. Généralisation des partitions pratiques.

1.1. Soient ™ wune partition de n , a un entier > 1 . Il est

clair que les conditions suivantes sont équivalentes ;
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(i) = n'a aucun trou de cardinal >a;

(ii) tout intervalle de a entiers >-a et <n+a
posséde un élément représenté par w ;
(iii)

Ux Ez(Tr)[x,x+a--1] = [O,n+a-1]

(iii bis) UxE E(")[x—a+1,x] [-a+1,n] .

1.2. Définition. On dit que = est a-pratique si m vérifie les

conditions de 1.1.
Les partitions 1-pratiques ne sont autres que les var-
titions pratiques.

Méme pour a = 1, les prop. 1.5, 1.7, 1.8 sont nouvelles.
Par contre, les prop. 1.9, 1.10, 1.12 étaient déja connues pour

a =1 ([1], lemme 4 et th. 2).

1.3. Lemme. Soient 1 = (a1,...,as) une partition, n'=(a2,...ash

et a un entier > 1 . On suppose que ' est a-pratique, et que

ay < ajt...ta ta . Alors = est a-pratique.

Soit n = a;t ...t ag . Soit I wun intervalle de a
entiers > 0 et <n . Si I < ay+...+ag+ a-1, I posséde un
élément représenté par «' donc par w . Sinon, le plus petit
élément c de l'intervalle n-I vérifie

c<n - (a2+...+ ag + a-1)= a;-a+1 5a2+...+as+1
donc le plus grand élément de n-I est < a,+...+ag+a . D'apres
ce qui préceéde, n-I posséde un élément représenté par w , donc I

posséde un élément représenté par = .

1.4. Lemme. Soient = = (a;,...,a5) , =' et a comme en 1.3. On

suppose que tout intervalle de a entiers > 0 et < a, posséde
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un élément représenté par n© . Alors a; < aj+...tag+a, et

tout intervalle de a entiers > 0 et < a, posséde un élément
représenté par ' .

Si a; > ay+...ta; +a, l'intervalle
[a2+...-fas+ 1, a2+...+as-+a] ne posséde aucun élément représenté
par =© , contrairement a 1l'hypothése. Donc ay < a,+...+ag+a .

La deuxiéme assertion du lemme est évidente.

1.5. Proposition. Soient 1« = (a1,...,as) une partition, a un

entier > 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) = est a-pratique,

(ii) tout intervalle de a entiers > 0 et < a, posséde

un élément représenté par r .

(i) » (ii) : évident.
(ii)=» (i) . Supposons vérifide la condition (ii).

Si s=1,ona a)> ay et il est clair que 1« est

a-pratique.

Supposons s > 1 , et raisonnons par récurrence sur s .
Soit ' = (az,...,as). D'aprés 1.4 et 1l'hypothése de récurrence,
n' est a-pratique, et a; <a, +...+a  +a.Donc n est
a-pratique (1.3).

1.6. Lemme . Soient 7 = (@4s...5a5) , 7' et a comme en 1.3. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) = est a-pratique ;

(ii) =' est a-pratique et a, < a, +...+a  +a.
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(ii) = (i) résulte de 1.3.

(i) = (ii) . Supposons que = soit a-pratique. Alors
a; < a, +...+a  +a (1.4). D'autre part, tout intervalle de a
entiers > 0 et <a, posséde un élément représenté par «' (1.4),

donc n' est a-pratique (1.5).

1.7. Proposition. Soient = = (311---135) une partition, a wun

entier > 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) = est a-pratique;
(ii) a; < aj,1 * 84,0 *...+ a5 +a pour i = 1,2,00.,8 .

Pour s = 1, la condition (ii) signifie que a1(=as) < a,
et la proposition est évidente. Le cas général en résulte par

récurrence sur s grice a 1.6.

La proposition 1.7 fournit un procédé rapide pour construire
les partitions a-pratiques par récurrence sur leur longueur. Voici

par exemple les partitions pratiques de longueur < 4 :

1,1 2,1

1,1,%:;2,1,1;3,1,1;2,2,1;3,2,1;4,2,1

1,1,1,1:2,1,1,1;3,1,1,1;4,1,1,1;2,2,1,1;3,2,1,1;4,2,1,1;5,2,1,1; 3,3,1,%;
4,3,1,1;5,3,1,1;6,3,1,1;2,2,2,1;3,2,2,1;4,2,2,1;5,2,2,1;6,2,2,1;3,3,2,1;
4,3,2,1;5,3,2,1;6,3,2,1;7,3,2,1;4,4,2,1;5,4,2,1;6,4,2,1;7,4,2,1;8,4, 2,1

1.8. Proposition. Soit = =(a1,a2,...,as) une partition a-pratique.
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. s
(i) ag *e..t ag < (27 -1a.

(ii) Pour que a, +...+ ag = (25-1)a, il faut et il suffit

que T soit la partition (25—1a,25-2a,25-3a,...,a) (laquelle est

a-pratique).

C'est évident si s = 1. Supposons s > 1 et raisonnons

par récurrence sur s.
D'aprés 1.6 et l'hypothése de récurrence, on a

() ay +...+a < 2°T-1a

1

=1 _1)a+a =25"1a

(2) a; ¢ (2

s-1

donc a) + ... +ag s 2571+ 257 a= (25-pa.

1

La partition (25_1, 25-'2

s «++s 1) est pratique : cela résulté

de la représentation binaire des entiers. Donc la partition

(ZS—1a,25_2a,...,a) est a-pratique.

Si a; *...tag = (25-1)a , 11 résulte de (1) et (2) que

s=1 _ s-1

+...+ a_ = (2 1)a et a, = 2 a .

1.9. Proposition. Soient « = (a;,...,a ) une partition, a et n

des entiers > 1 . On fait les hypothéses suivantes :

(i) tout intervalle de a entiers > O et < n+a possede

un élément représenté par u ;

(ii) 1l'intervalle [n+1,n+a] ne posséde aucun élément

représenté par 1 ,
(iii) a; < n .

oot = .
Alors a, ag n
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D'apres (i), (iii) et 1.5, = est a-pratique. Soit
m=a; +...+a . Puisque w est a-pratique, la condition (ii)

entraine m < n . D'aprés (i), m > n .

1.10. Proposition. Soient a,b,n des entiers > 1 . Soit E

l'ensemble des partitions =« de n -telles que le premier trou

de w1 de cardinal > a commence en b . Soit E' 1l'ensemble des

partitions de n-b+1 dont tous les sommants sont > a+b. Soit E"

l'ensemble des partitions a-pratiques de b-1.

Pour tout « € E, soit x'(resp. n") la sous-partition de =

formée des sommants > a+b (resp. < b-1). Alors 1l'application

me (n',7") est une bijection de E sur E' xE" . La bijection

réciproque est l'application (#', ") » 7' " .

Soit m € E. Les hypothéses de la proposition 1.9, ou l'on
remplace w,a,n par n",a,b-1, sont vérifiédes. Donc =" € E". Alors
o(r') = n=- o(r") =n-b+1, donc =w'€E' .

Comme b,b+1,...,b+a-1 ¢ X(n), il est clair que w=q+ 17" .

Donc l'application = i+ (v',n") “est injective.

Enfin, soient n'€E', " €E". Posons w= n'i ¢". Alors o(w) =n.

Tout intervalle de a entiers > O et < b-14+ a posséde un élément
représenté par " donc par w . D'autre part, on a
b,b+1,...,b+ta~1 ¢ £(n). Donc = € E, et 1'image de w par 1l'appli-

cation de la proposition est (n',n").

1.11. Lemme. Soit ¢ un entier> 1 . Alors

T p(b)r(n,b+1)
c<b<n/2 -c/2)

= 0(n quand n -,

p(n)
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Cela est établi dans [1], upper bound of S,1 835 8.

1.12. Proposition. Soit a un entier fixé > 1 . Notons M(n,a) le

nombre de partitions de n qui ne sont pas a-pratiques. Quand

n-o00, M(n,a)/p(n) a un développement limité d'ordre aussi grand
-1/2

qu'on veut suivant les puissances de n . Le premier terme de

a
b 1
ce développement est t—? al ;375 .

/6

Soit X(n;a,b) 1le nombre de partitions 7 de n telles
que le premier trou de = de cardinal > a commence en b . Si 1
est une partition de n non a-pratique, elle admet des trous de
cardinal > a ; par symétrie, l'un de ces trous commence en un

nombre < n/2 . Donc

M(n,a) X(n;a,b) .

= L1<ben/2

Notons p(x;y) 1le nombre de partitions y-pratiques de x .

D'aprés 1.10, on a

X(n;a,b) = p(b-1;a)r(n-b+1,a+b),
donc

M(n,a) =Z1<b<n/2 p(b-1;a)r (n-b+1,a+b).

Pour a et b fixés, r(n-b+1,a+b)/p(n) admet, d'apres [1],

un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut suivant les

puissances de n—1/2 , qui commence par
\ a+b-1
(atb=-1)! (L__)
/6n

Fixons provisoirement un entier ¢ > O . On a

2 p(b-1;a)r(n-b+1,a+b) < L 2 p(b)r(n,b+1)

chbgn/ c<b<n/

= p(n)o(n~%/?)
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d'aprés 1.11. Donc M(n,a)/p(n) a un développement limité d'ordre

-1/2, et le

aussi grand qu'on veut suivant les puissances de n
premier terme de ce développement est le méme que celui de

a
r(n,a+1)/p(n), i.e. a!(—%:) . (On a suivi la méme marche que dans [1]).
6n

II. Les deux premiéres‘composantes de x(w) .

2.1. Comme on en fera souvent usage, explicitons d'abord en changeant un peu
les notations, un cas particulier de 1.10 qui est déja dans [1] :

Proposition. Soient a,n des entiers > 0 . Soit E 1l'ensemble des

partitions de n dont la premiére composante est [0,a] . Soit E'

l'ensemble des partitions de n-a dont les sommants sont > a+ 2.

Soit E" l'ensemble des partitions pratiques de a .

Pour tout = € E, soit 7' (resp.n") la sous-partition de =«

formée des sommants > a+2 (resp. < a). Alors l'application

mni>(n', ") est une bijection de E sur E'«x E"

2.2. orollaire. Soient = une partition, et I1,I2,... ses

composantes successives. Alors Card I, > Card I, pour tout k .

[0,a] . Introduisons 7',n" comme

En effet, posons I1

dans 2.1. Alors

z(ﬂ') = Z(n') + z('ﬂ'") = X(n') + [ola] = Uxez(“l)[xlx"'a] .

2.3. Proposition. Soient = une partition, [0,a] et [b,c] ses

deux premiéres composantes (avec donc b > a+ 2). Introduisons =',n

comme en 2.1.

(i) b est le plus petit sommant de «' .

(ii) ¢ >b+a .
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En effet, tout sammant de n' est 2 a + 2, et appartient & I(n),
donc est 2 b. D'autre part, b € £(r), donc b = b' + b" avec b' € I(r'),

b" € £ (n") =[0,a]. Si b' = 0, on obtient b < a, contradiction. Donc b'
est une somme non vide de sommants de w', qui sont tous 2 b. On voit que
b = b' est un somant de w'. Cela prouve (i). L'assertion (ii) résulte

de 2.2.

2.4. Lemme. Soient ,€1/€)r <oy eq des entiers 2 0. On suppose :

(3) e se

+1sei+a.+1 pour O0<ic<gqg.

(4) e1+e2Seq+a+l.

Soit p la partition (el, €1 eoes eq). Alors
[0,a]+ Z(p) =[0,a]V [el,e2+e3+...+eq+a]U [ejte ... q,e1+e2+...+eq+a]

Soit Ai 1'ensemble des sommes des sous-suites d& i éléments de

' -
p. Soit Ai =[0,a] + Ai' On a

Z(p)=A°UA1UA2U...UAq

- a! ] ] '
(O,al + I(p) =8,V A VAU ... UAq

[ (-
Ao—lo,a] Aq [e1+e2...+eq, el+e2+...+eq+a].

Soient i € {1,2, ..., g-1}, et ¢ € A_;_. On a

avec 1sj1<j2<...<jisq,os.a\'sa;dn:)r1<:e1+e2+...+e:L

. L]
est le plus petit élément de bdiete ..+ eq—i+2 + e + eq +a est

le plus grand élément de AJf_.

Supposons ¢ < eq-i+l + eq-i+2 + ...+ eq + a, et prouvons

que o+ 1€ Ai'. C'est clair si a' < a. Supposons a' = a.
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Alors e, +e. + ... +e
h 2

donc un entier r tel que

ji < eq-i+1 + eq_].__l_2 + ..0 + eq. Il existe

=Crt ' S <

i-r

e. =e, €.

=e eeey €.
PR G P o S |

e
i-r+l a-r.

(On peut avoir r = O, c'est-a-dire ej < eq) . Sans changer ¢, on peut
i

supposer que j; =q, §;_; =9 =1 ,..0y §j_, =9 -Tr+ 1. Soitkle

Plus petit entier > j, . tel que eji—r < e ; puisque eji—r < €qr * P

a k < g-r. D'autre part, e < ej + a + 1 d'aprés (3), donc
i-r

Osa+e, - +1<a.
i-r *

Alors

c1+1=(ej +...+ej te te, +...+e.)+(a+e.i_r-ek+1)

1 i-r-1 Jir1 I J

€ Ai +[0,a] = Ai.
Ce qui précéde prouve que

cee te_+al.

' -
(5) 83 =leg+ep+.ntey ey teqn? q

D'aprés 1l'hypothése (4), on a

e +e2+e

1 <e_ +eq+a+1

3 q-1

el+e2+e3+e4Seq_2+eq_1+eq+a+1

6) e te,t...te <e

1 q—i+2+eq—i+3+ ...+eq+a+l

si i <g-i+2 (care35e 1t € S € g reeer € S € ).

- q- q-it2
Mais, si i > gq-i+2, les deux membres de (6) ont des termes communs,
et 1'inégalité (6) se réduit, pour i < g-1, & 1l'une des inégalités déja
établies. Donc (6) est vrai pour 2 < i < g~1.

15
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Les relations (5) et (6) prouvent que :
origine de Ai < (extrémité de Ai_1)+ 1 pour 2 < i< g-1.
Donc

[ ' '
A1 U AZ U...U A

q-1 = [e1,e2+e3+...+eq+a].

2.5. Lemme . Soient = une partition, [0,a] et [b,c] ses deux

premiéres composantes. Soit k un entier tel que

(7) 1 <k < b-a-1

(8) c+1, c+2,...,c+k+1 € z(7w) .

Soit 7 la partition (w,c-a+1,c-a+2,...,c-a+k). Alors les

deux premidres composantes de © sont [0,a] et [b,c+k] .

Oona :i(m) = [0,a] v [b,c] U A, ol, d'apres (8), tout
élément de A majore c+k+2 . Ensuite,

IM = Z(r) U (Z(n)+c-a+1) U (Z(n)+c-a+2) U ...U (Z(r)+c-a+k) U B
ol tout élément de B majore (c-a+1) + (c-a+2) = 2c-2a+3 . Or,

d'apres 2.3 ,

2c~2a+3 > c+(b+a)-2a+3 = c+b-a+3

c+k+4 d'apres (7) .

Iv

1,2,...,k, on a

Pour i

b+ (c-a+i) > (b-a)+(c+1)

c+k+2 d'apres (7) .

v

Donc

(%) = z(x) Ulc-a+l,c+1] U [c-a+2,c+2] U...U [c-a+k,c+k] U C

ol tout élément de C majore c+k+2. Alors
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£(%)= [0,a] U[b,clu [c-a+1,c+k] UA U C
= [0,al U[b,c+k] UA U C

d'ou le lemme.

2.6. Lemme. Soit w une partition a deux trous, de sorte que

(m) = [0,a]l U[b,c] U [b+c-a,b+c] , avec a > 0,b > a+2,c>b.Soit d

un _entier tel que b < d < c-b+1 . Soit '1\; = (w,d). Alors

(%) = [0,al VU [b,c+d] U [c+d+b-a,c+d+b]

On a
£(m) = [0,a] U [b,c] U [b+c-a,b+c] U [d,d+al U [b+d,c+d]
U [b+c-a+d,b+c+d] .
Or :
b<d<d+a<d+b-=-2<c, donc [d,d+talc[b,c] ;
b<b+d<c+1, donc [b,c]U[b+d,c+d] = [b,c+d];
b<b+c-a<b+c<<d+c, donc [b+c-a,b+cl< [b,c+d]

d'ou le lemme.

2.7. Lemme . Soient w,a,b,c comme au lemme 2.6. On suppose :

(9) ¢ > 3b - 2.

Soient h un entier > O , b' un entier tel que b < b' < 2b-1,

et 71 la partition (mb,b,...,b,b'), ol l'on a écrit h fois

l'entier b . Alors

z(7) = [0,a] U[b,c+hb+b'] U [c+hb+b'+b-a,c+hb+b'+b] .

Soit my = (v,b,b,...,b), ou 1l'on a écrit h fois l'entier b.
On a b < c-b+1 a cause de (9); donc, en appliquant h fois le

lemme 2.6, on a

r(nq) = [0,a] U [b,c+hb] U [c+hb+b-a,c+hb+b] .
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b<b'<2b-1
<c-b+1 d'apres (9)
< (c+hb) -b + 1.

On peut donc appliquer le lemme 2.6 a (w1,b'), d'ol le lemme.
2.8. L'énoncé de la prop. 2.9 étant un peu délicat, introduisons

d'abord soigneusement une certaine fonction co(a,b) (avec a

entier > O, b entier > a+2) qui joue un fble dans cet énoncé.
Soit gq = g(a,b) 1'entier défini par :

(10) g(a+1) < b < (qgq+1) (a+1).

Comme b >a+1, ona q>1.

Posons maintenant

(2b-(a+1) ) +(2b-2(a+1)) +(2b-3 (a+1))

€y = co(a,b)

+...+(2b-g(a+1)) +b+a

(2q+1)b-—9i§11)(a+1) +a .
Comme gq > 1, on a
(11) cozzb—(a+1)+b+a=3b—1 .

Si a=0,ona gq=b-1, et ¢, = (2b-1)b=-2(b-1)b = 5b(3b-1).

1
2

2.9. Proposition. Soient a,b,c des entiers tels que

a>0,b>a+2, c>b; soit c, comme en 2.8.

Existe-t-il une partition admettant [0,a] et [b,c] our

deux premidres composantes ?
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(i) si b <c<b+a-1, réponse non.
(i) Ssi b+agc < 2b+a-1, réponse oui.
(iii) si 2b+a < c < co-1, réponse non.

o’ réponse oui, sauf si l'on a & la fois a =0
et c = c°+b—1 (= %b2+%b- 1); si 1'on est dans cette derniére

(iv) si c>c

situation, réponse non.

a) L'assertion (i) résulte de 2.3 (ii).

B) Supposons :

(12) b+a < c <b+2a+1 .

Soit #" wune partition pratique de a . Posons 7 = (n",b,c-a).
On a

(w) = [0,alu([b,b+alu[c-a,c] U [b+c-a,b+c] .
or b <c-a<b+at+i d'aprés (12), donc

zt(w) = [0,a] U [b,c] U [b+c-a,b+c] .

Comme b+c-a > c+2, on voit que les deux premiéres composantes

de =w sont [0,a] et [b,c] .

Y) Supposons :
(13) b+2a+1 <c < 2b+a-1.
(Notons que 2b+a-1>b+2a+1). Soit " wune partition pratique
de a . Posons x= (r",c-a,c-a-1,c-a-2,...,b+a+1,b) (notons que
c-a >b+a+1 & cause de (13)). On a

{x) = [0,a] y[b+a+1,c] u[b,b+a] U A = [0,alulb,c] U A,

ol tout élément de A est > (b+ta+1)+b > c+2 (d'apres (13)).
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Donc les deux premidres composantes de = sont [O,a] et [b,c] .

Les parties (8) et (y) de la preuve établissent (ii).

§) Dans (8), on suppose c > 2b+a . Soit = wune partition dont
les deux premiéres composantes sont [0,a] et [b,c]. Soient #',n"

comme en 2.1.

Considérons les sommants de w qui appartiennent a
[b,2b-1], et ne tenons pas compte de leurs multiplicités; nous

obtenons une suite

b <b

° 1<b2 <...<br

avec b, = b,b < 2b-1 . Montrons que :

(14) b,

i+1 _<_bi+a+1 pour 0 < i< r,

(15) ZbSbr+a+1.

Sulpposonsbi+12bi+a+2.Cmabsbisbi+a+lsbi+152b—150
donc by +a+1€5L (n). Soitb, +a+1=8"+g"avec ' €I (n'), B"€ I (v"),
donc O < B" <a.Si B' =0, onab.l+a+1sa, contradiction. Supposons que
B' soit un sommant de n' ; comme g' sbi+a+1<bi+l, on a B'sbidonc
bi+a+ 1=8"+g" sbi+a, contradiction. Enfin, si B' fait intervenir au
moinsdeuxso:mantsdew',onastB'sbi+a+lsbi+152b-1, contradic-

tion. On a donc prouvé (14).

Ona b<2b-1<c, donc 2b-1 ¢ z(n). Soit 2b-1 = B'+B"
avec g' € r(x') , 0<B" <a.Si Bg'' =0, ona 2b-1< a,

contradiction. Si g' fait intervenir au moins deux sommants de 7',
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ona 2b<g'<2b-1, contradiction. Donc B' est un sommant
de n' , et g' <2b-1, donc B8' < b , donc 2b-1=8"+p"<b +a.

Cela prouve (15).

D'apreés (14) et (15), on a

2b < b+ (r+1) (a+1)

ou b < (r+1) (a+1). Compte tenu de (10), on voit que

(16) r©r>q>1.

D'autre part, (14) et (15) entrainent aussi :

b, > 2b=(a+1), b__, > 2b-2(a+1),...,b; > 2b-x(a+l) ,

r-1

donc, compte tenu de (16),

(17) br+b +...+b1+bo+a

r-1
2b - (a+1) + 2b-2(a+1) +...+2b~-qg(a+1) +b +a

v

co(a,b) .

Soit p 1la partition (n",bo,bo,b1,b2,...,br). D'aprés (14),

(15) et le lemme 2.4, on a

(18) =z(p) = [0O,a]l vy [ho,bo+b1+b +...+br+a]

2
u [2b0+b1+b2+...+br,2bo+b1 +b2+ ...+br+a].

Cela posé, distinguons deux cas.

Premier cas : b est sommant de & avec multiplicité > 2 .

Alors :(n) > r(p) , donc, d'apreés (18),

Q
v

> b,+by+...+b +a

Iv

co(a,b) d'apres (17).
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Deuxiéme cas : b est sommant de = avec multiplicité 1.

Considérons les sommants de 7 qui appartiennent a [b,b+b1-—1] ,
et ne tenons pas compte de leurs multiplicités; nous obtenons une

suite

bo < b‘l < b2 <...< br <...< bS

avec b, < b+b,;-1.0na b+b;-1< b+ (btatl)-1 = 2b+a < c
(d'apres l'hypothése de (6§)). D'autre part, un élément de I (r')
qui fait intervenir au moins deux sommants de #' est > b+b,

(parce que b est sommant de multiplicité 1). Cela dit, on démon-

tre, exactement comme pour (14) et (15), que

(19) by 4 <by+a+1 pour 0 < i< s

(20) b+by < b +a+1 .

Soit p' = (""’bo’b1""'bs)’ D'apres (19),(20) et le

lemme 2.4, on a

(p') = [0,a] U[b,,b +b,y+...+b_+a]

V] [b°+b1+...+bs,bo+b1+.. .+bs+a].
Comme I(w) o L(p'), ona c > b1+b2+...+bs+a . Les inégalités (19)

et (20) entrainent

b, > b+b,-(a+1),b 2 b+b,-2(a+1),...,b >b +b,-q(a+)

s s-1 s=q+1 =
' :
donc bs-q+1 >b, d apres (10). Par suite
bs+bs-1+"’+'b1 +a
2

(b+b,) = (a+1) + (b+b,) -2(a+1)+...+(b+b1) -qgla+1) +b1+ a

Iv

Co.
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Ainsi, dans les deux cas, ¢ > c_ . Nous avons donc prouvé que

o
c>2b+a=c> So
d'ou (iii).

e) Soit «" wune partition pratique de a . Soit i un entier tel

que O < i< a+ 1. Posons :

L (n",b,b+i,2b-q(a+1) +i,2b~-(q-1) (a+1) +i,2b-(g~2) (a+1) +i,
yeees2b=2(a+1)+i,2b-(a+1) +i).
On a b+i < 2b-g(a+1)+i < b+iHa+1) d'aprés (10), et b+(b+i) <

2b-(a+1)+i+(a+1). Alors le lemme 2.4 entraine que

[0,a]l U [b, (b+i) +(2b-qg(a+1) +i) +...+(2b-(a+1) +i) +al

I(my)

U [2b+i+2b~g(a+1) +i+...+2b=(a+1)+i,2b+i+2b-q(a+1) +i+...+2b~(a+1)+i+a]

[0,a] U[b,c°+(q+1)i] U[co+(q+1)i+b-a,co+(q+1)i+b].
Compte tenu du lemme 2.5, on voit que, si

€ =cy + (q1)i+k (0O<i<a+1,0<k<b-a-2),

la réponse est oui.
t) Avec les notations de (¢), on a
Z(wo) = [0,a]u [b,cO] u [co+b-a,co+b].

Tout entier > b peut s'écrire hb+b' ol h est un
entier > 0 et b < b' < 2b-1. D'autre part, c_ > 3b-1 d'aprés (11).

Alors, le lemme 2.7 prouve que, si ¢ > co-rb, la réponse est oui.
8) Terminons dans le cas o a = O .

D'aprés (e) et (¢), si c >c, et c # c +b-1, la réponse

est oui. Soit 1w une partition telle que les deux premidres com-

posantes de I(wn) soient {0} et [b,co+b—1]. Nous allons aboutir
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a une contradiction.
On a
(21) c°+b ¢ Z(mw) .

Rappelons que S 2 3b-1. Donc b,b+1,...,2b-1 € Z(7w) .
Comme aucun de ces nombres n'est somme de deux nombres > b, ces
nombres sont des sommants de 7 . On a aussi 2b € I(w), et donc,

ou bien 2b est un sommant, ou bien b est sommant de multipli-

cité > 2 . On a

€y = (2b=1) + (2b-2) +...+ (b+1) + b .

Si b est sommant de multiplicité > 2, on a

cg * b = (2b-1) + (2b=-2)+...+ (b+1) +b+b € I(m)

Si 2b est sommant, on a

c0+b = 2b + (2b=1) + (2b=2)+...+(b+1) € z(w) .
Dans les deux cas, on a contradiction a cause de (21).
1) Terminons dans le cas o g+ 1 < b-a-1.

Soit b' wun entier tel que O < b' < b. Effectuons la

division de b' par q+1 :
b' = i(g+1)+k , O < k < g(<b-a-2).

On a, d'apreés (10),

(g+1) (a+1) > b > b' > i(g+1)
donc O < i < a+l1. D'apres (¢), si c = co+b', la réponse est oui.

Combinant avec (z), on voit que, si ¢ > c la réponse est oui.

OI

A) Les seuls cas qui restent a examiner sont ceux ou

a>1, et g+ >b-a-1.
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Alors, d'aprés (10),
b > g(a+1) > (b-a-1) (a+1)

d'ou ab < (a+1)2 . Si b > a+3, on en déduit que a%s 3a<a2+2a+1,

d'ol a = 0, contradiction. Donc

b a+2.

Alors q =1 et co=2b-(a+1)+b+a=3b-—1.

Soit 7" wune partition pratique de a, et posons
r = (r",b,b,b'), ol b#1 K b' < 2 b-1. Ona b'-b < b-1 =a + 1,

et b+b < b'+b-1 = b'+(a+1), donc le lemme 2.4 est applicable et

f(r) = [0,al u [b,b+b'+a] U [2b+b',2b+b'+a] .

Quand b' parcourt [b+1,2b-1], b+b'+a parcourt
[2b+1+b-2,3b-1+b-2 ] = [co,co+b-2]. Combinant avec ), on voit que, si
c > So et c # co+b-1, la réponse est oui .
Soit Ty o= (n",b,b+1,2b-1). On a 2b-1-(b+1) = b-2 < a+1,
et b+(b+1) < 3b-2 = (2b-1)+(a+1) (car b > a+2 > 3).Donc le

lemme 2.4 est applicable et 1l'on a

Z(1r1) = [0,a] u [b,3b+a] U [4b,4b+a].

Or 3b+a = 4b-2 = Cot (b-1) . Donc, pour c > Cor la réponse est oui.

2.10. Lemme. Soient a,x,y,z des entiers tels que
a>0, z>2, atz < x £ y+2

Soit A 1l'ensemble symétrique d'entiers :

A = [0,a) U[x,x+y] U[x+y+z,x+2y+2] U [2x+2y+z-a,2x+2y+z]
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Soient e, < e, < .o < e des entiers tels que :

e, approche 3 a prés par défaut les nambres x+y+l, x+y+2, ..., x+y+4,

e, approche & a prés par défaut les nambres XHy+lFl, x4yE42, ..., x4y

cee

e, approche 3 a prés par défaut les nambres x+y+n+l, x+y+n+2, ..., xt+y+z-l1.

Soient t la partition (e;, ey, ..., er), et o= o(1). Alors

A+ I(1) =[0,a] V[x,x+2y+z+o ]V [ 2x+2ytz~ato , 2x+2ytzto ] .

I1 est clair que

[0,a]l , [ 2x+2y+z~ato, 2x+2y+zto] C A + Z(1)

X, Xx+2y+z+0 € A + Z(1)

et que tout élément de A + Z(t) qui n'appartient, ni & [0O,a]l, ni &

[ 2x+2y+z-a+o , 2x+2y+z+o], appartient a [ x, x+2y+zto] (observons que

e, = xtytl-a > x+l car y > a). Soit u € A + Z(1) tel que

(22) u¢lo,al
(23) u # x+2y+z+o
(24) u € [ 2x+2y+z-ato , 2x+2y+zto].

Nous allons prouver que utl € A + Z(1). Le lemme sera alors établi.

On a u =y +u, avecuIEA, u2€ Z(1). Siu1 + 1 € A, notre assertion est
claire. Nous pouvons donc nous limiter au cas ol

u; =a ou xty ou x+2ytz ou 2x+2y+z

u:_,=eil+eiz+...-1-<:.-is (1<11<12<...<1s<r).

Supposons que la suite (il, iys +e.y i) ne soit pas de la forme (j,j+1,

3+2, ..., 1). Il existe we suite 1 < 1) <i)<...<il<r telle que i;)=ip

sauf pour un indice p_, eti' =4i_ + 1. Alors
° Po Po

1 1 s 1 s

+ ...+ +1<e,,+ ... +e,,Se, +... .+
el eis 1 € e Sey +el a+1
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(car e, < xty+itl = (x+y+g-a) + (atl) < e, + (a+1), et de méme e, <ei + (a+l)
pour i =1,2, ..., r-1). Donc
a+(eil+...+eis)+1=eii+...+ei;+a' avec O0<a'<a
€A+ Z(1)

(x+y) + (ei + ... +ei) +1 =e;, + ... + e + x' avec x < xty-a < x' < xt+y
1 ] s s
€A+ Z(1)
et 1'on raisonne de méme pour x+2y+z+ei + ...+ e et 2x+2y+z+ei + ...+ e -
1 s 1 ]

Nous pouvons donc nous limiter au cas ou

= i €
(25) u, =e; + ein te.ote pour un i € [1,r+l1]

(le cas i = r+l1 signifiant qu'on considére la samme vide, i.e. u, = 0).

Nous avons 4 cas a examiner :

1) u, =a, u, est de la forme (25), et u, # 0 & cause de (22). Alors

u+l=a+e +...+er+l

i+l

s cee e
& *ten*t * G

[

+(er+a+1).

Or e +a + 1 € [x+y+z, xty+z+a]l C [ x+y+z, x+2y+z] C A, donc utl € A + Z(1).

2) u, = xty, u, est de la forme (25). Si i > 1, ona

u+1 (x+y+1)+ei+ei+1+...+e

r

€e +[O,a]+ei+e +...+ereA+E(1).

1 itl
Sii=1],ona
u+1=(x+y+1)+el+e2+...+er.

En regroupant le premier et le dernier terme de la samme, on obtient
u+l€ e teyt+ ...+ e + (x+y+l+x+y+z-1- [0,a] )
=e teyt...te ,+ [ 2x+2y+z-a, 2x+2y+z] C A + Z(1).

3) u, = x+2y+z, u, est de la forme (25). Alors i > 1 a cause de (23), et

1

u+ls= x+2y+z+1+ei+ ein + ...+ e
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€ ytzte, + [O,a] + e + €1 t oo ten.

Or x < y+z et y+z+a < x+y, donc y+z+ [0,a] C [x,x+y] C A, et u+l € A + Z(1).
4) u = 2x+2y+z, u, est de la forme (25). Alors i > 1 & cause de (24), et

u+l-= 2x+2y+z+l-f1—:i + €4 toote

€ xtytzte, + [0,a] + e te t.. te

Clxtytz, x+2y+z] +e +e +e + ... +e CA+I().

2.11 Proposition. Soient w une partition, [0,a] et [b,cl ses 2 premiéres campo-

santes. On suppose ¢ = 2bta. Soit p la sous-partition de = formée des sammants

< c-b. Alors p est une partition & 2 trous, et Z(p) =[0,a] VU [b,c'] U [btc'-a,btc']

avec c-bta+2 € ¢' < c.

Soient ©', ©" camme en 2.1.

D'aprés la preuve de 2.9, (8), m admet des sammants > b, et, si bl est le plus

petit d'entre eux, on a
(26) b+1s< b, < btatl.

Soit fP 1'ensemble des sous-partitions LY de n telles que :

1) =" Cx 2) b,b1 sont des sammants de LA 3) m est une partition a 2 trous.

17
On a (n",b,bl) € g), car

Z(n',b/by) =[0,al Ulb,bta] Ul[b,,b +a] U [btb,,btb,+a]
=10,al U [b,bj+al U [btb,,bib, +al

d'aprés (26). Donc P @. Soit 1 un &lément maximal de ? Montrons que :
(*) Tout sommant de m majoré par c-b est un samant de t.

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Alors
(27) T = (T,4;, dy, ..., d) avecs>1,d <4, <...< dg, dl < c-b.

Nous allons aboutir 3 une contradiction.

Carmme d1 est un samant de 7', on a
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(28) d; >b.

I1 existe un entier g tel que

(29) Z(t) =[0,al Y I[b,gl U [btg-a, btg]
avec

(30) g>b +a > batl

(31) g<c

(car T est une sous-partition & 2 trous de = contenant 1", b, b;).

Posons t' = (r,dl). On a

(32) Z(x') = [0,al U[b,gl Ulbtg-a, btgl U[Q, d+al

UlbH), gtd] U [brg-atd), bigtd] .

ler cas. d1 < g-btl.
On a bkil < bt+(g-bt+l) = g+l1, donc
[b,gl UlbH,, gd] =b,g+d,].

On a cl1 2 Db (c£.(28)) et dl+g Pd dl+a, donc

[d;, d,+a] C [b,d,+d].
Ona btg-a>b et bc—g<g+dl (cf. (28)), donc
[btg-a, btgl C (b, g+d;].
Ainsi,
Z(1') = [0,a] U [b,g+d|] VU [btg-atd), btg+d,]

et 1' est une partition & 2 trous, contradiction.

2éme cas. g-bt2 < d1 < g-a.
On a dl>betd1+a<g, donc
[dll d1+a] Clb,gl.
On a btg-a = I:rt-cll et btg < g+d1, donc
[btg-a, btgl C [bHd;, gHd,].
Ainsi,
Z(r') =[0,al VIb,gl VIbtd,, gtd|] U [btg-atd,, bigtd,],

et, caomme btd, > g+2, t' est une partition & 3 trous.

On a bid; < bt(c-b) = c (cf.(27)), donc [b, bé-dl] C Z(n). Soit i €

29
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[g+1, b4d1-1] .Onai € Z(n), i ¢ Z(1'). Dans l'expression de i comme somme de

sommants de w, intervient 1'un des nambres dz, dyy eeey ds, disons dj(i) ; ona
i- dj(i) <i- d1 < (bh:ll-l) - d1 = b-1.

id.,., €2 i < i-d,
Gomnel—dj(l) (r), on voit que O l-d](i)

i€[g+l, bidl—l] , le sommant dj < i qui est le plus proche de i, on obtient une

< a. En considérant, pour chaque

sulteel<e2< <er telle que :

e, approche a a prés par défaut les nombres g+l, g+2, ..., g+k-1
e, approche a a prés par défaut les nambres g+k, g+k+l, ..., g+k',

Appliquons 2.10 avec

A=Z(t") xb  y=g-b  z=d,-g+b.
On a

z = dl-g+b = dl - (g=bt2) + 22> 2

ytz=d, 2b=x

atz = a+d1-g+b < b=x.
On voit que (t', €r € weey er) est une partition 8 2 trous, contradiction.
3éme cas. g-atl < g+l.

On a
Z(x') =[0,al V[b,d +a] Ul[btg-a, gHd|] U [btg-aHd, , brg+d] .

Si btg-a € d1+a+1, 1' est une partition 3 2 trous, contradiction. Donc
(33) b+g-2a-1 > dl'

Alors t' est une partition & 3 trous. On a (cf.(27))

btg-a < b+d1—1 < b+(c-b)-1 = c-1,
donc [b,btg-a] C Z(n). Soit i € [d1+a+1, btg-a-1]. Ona i € Z(n), i & Z(x").
Dans l'expression de i comme somme de sammants de w, intervient 1'un des nombres
dz, 3¢ eeer dg disons dj(i) ; ona

i—dj (1) < i—dl < (btg-a-1) - d1 < (btg-a-1) - (g-a+l) =b - 2
donc l—dj(i)
Appliquons 2.10 avec

< a. Ainsi, on peut introduire €)s €y -.., €, comme dans le 2éme cas.

A= Z(1") x=b y=d,+a-b z = btg-2a-d,.



LES DEUX PREMIERES COMPOSANTES DE X () 31

On a
z = btg-2a-d, > 1 d'aprés (33)
y+z = g-a # btatl-a d'aprés (30)
=Dbtl 2 x

atz = I:ri-g—a-d1 < btg-a-(g-a+l) = b-1 < x.

On voit que (t' , €1r €1 ceny er) est une partition & 2 trous, contradiction.

4éme cas. dl > g+2.
D'aprés (29) et les inégalités g+2 < dl < d2 < ... < ds, on voit que g+l

est l'origine du 2éme trou de 7, d'od g =c > d1+b (c£.(27)), ce qui contredit
1'hypothése du 4éme cas. .

Nous avons donc établi 1'assertion (*) .

Supposons que T admette un sommant £ > c-b. D'aprés (11) et la prop.2.9,
1'hypothése c = 2bt+a entraine c > 3b-1. Alors

£ > 3b-b = 2b > btat+2 > bl (cf. (26))
donc

olt) = bl-b1+f > btbtc-b = ctb 2 g+b (cf. (31))

et cela contredit (29).

ponc t est la partition notée p dans 1'énoncé de la proposition. Donc p
est une partition 3 2 trous, et ¢c' =g<c.

Tout sommant de = qui n'est pas sommant de p est > c-b. D'autre part,
c'+1 € Z (p). Donc, si c' < c-b, on a c'+1 & Z(w), donc c'+1 est l'origine du 2&me
trou de n, d'od ¢ = ¢' < ¢c-b, contradiction. Donc c' > é—b.

Sic' =c-b, onab<c'+l = c-btl < ¢, donc c'+1 € Z(r). Mais, si s est
un sommant de 7 qui n'est pas un sammant de p, on a s > c-btl = c'+l. Camne
c'+l & Z(p), on voit que c'+l est un sommant de w. Alors (c'+1)+b € Z(n), c'est-a-
dire c+l € (), contradiction. Donc ¢' > c-b+l.

Si c-b+l < c' € c-btatl, on a bic'-a < c+l < bic', d'oll ctl € Z(p) C Z(n),
contradiction. Donc c' 2 c-btat2.

2.12. Corollaire. Soit w une partition dont les 2 premiéres composantes vérifient
la condition de 2.11. Soient Jyr 9, les 2 premiers trous de w. Alors Card J, <
Card J,. ) ’

Utilisons les notations de 2.11. On a ¢' < ¢ < bic'-a-2. Come bic'-a €
Z(p) € Z(m), on wit que
Card J, < (btc'-a~1l) - ¢ < (btc'-a~1) - c' = (b-1)-a = Card J;-
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2.13. Corollaire. Soient = une partition, [0,a] et [b,c] ses 2 premiéres compo-
santes. On suppose que tout sommant de n est majoré par c-b+l. Alors :

(1) c 2 2bta (et donc c = co avec la notation 2.8) ;

(ii) = est une partition & 2 trous (non triviale au sens de 3.5) ;
(1ii) o(m) = bic. '
Supposons ¢ < 2bta-1.
Puisque b est un sommant de w, 1'hypothése du corollaire entraine b < c-b+l,
donc '

(34) c=22 - 1.

Si tous les sommants de n' sont égaux & b, on a ¢ = b+a contrairement a
(34) . Donc «' admet un sommant b' 2 b+l. L'hypothése du corollaire entraine
b+l < b' < c~bt+l, d'ol ¢ 2 2b. Ecrivons donc

(35) c=2b+1i avec 0 € i < a-1.
On a b+l € b' < c-b+l = b+i+l, donc
b' = bti' avec 1 < i' < i+l.
Alors, O < i+l-i' < i < a-1 (cf.(35)), donc
btb'+(i+1-i') € Z(n).

Or btb'+(it+l-i') = btb+i'+it+l-i' = 2b+i+l = c+l (cf.(35)), d'old c+l € Z(7),
contradiction.

bn a donc prouvé (i).

Alors c-b+l 2> bt+a+l. Si c-btl est un sommant de w7, on a c+l = b+(c-btl) €
Z(n), contradiction. Donc tout sommant de w est < c-b. Alors la partition notée p
dans 2.11 est égale a w, et cela prouve (ii). L'assertion (iii) résulte aussitdt
de (ii).

2.14. Corollaire. Soient w une partition ayant au moins 3 trous, 12 sa deuxiéme

composante. Alors m adnet un sonmant qui est > Card I, + 1.
Cela résulte aussitdt de 2.13.

2.15. Corollaire. Soient b,c des entiers tels que b > 2, ¢ = %— b(3b-1). Soit

?(n,b,c) 1'ensemble des partitions = de n admettant {O} et [b,c] pour 2 premiéres
composantes. Notons g(x,y) le nombre de partitions p telles que Z(p) = {0} U [x,yl

U {x+y}. Alors

c
card P (n,b,c) < zc'=c—b+2 q(b,c')r(n-b-c' , c-bt+l)

< (b-1)p(btc)r(n,c-btl).
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(c£.0.7. pour la définition de r(.,.)).

1) Pour tout w G?(n,b,c) , soit p(m) la éous—parj:ition de 7 formée des sammants
< c-b. Alors Z(p(m)) = {0} VU [b,c’'(m] YV {btc'(m}, od c-b+2 < c'(n) < c (2.11).
Pour c-b+2 < c' < ¢, soit ?(n,b,c,c') l'ensanblé des m € f(n,b,c) telles que
c'(m) = c'. Alors J?(n,b,c) est la réunion disjointe des \? (n,b,c,c') pour
c-b+2 < ¢' < ¢, donc

Card 50 (n,b,c) = Ec Card \T(n,b,c,c') .

-bt2 < c' <c

2) Pour tout m € ?(n,b,c) , soit p'(m) la sous partition de m obtenue en prenant

tous les sammants de m qui sont = c-btl. Pour w € g’(n,b,c,c') , on a

olp'(m)) =n - oa(p(m)) =n - (bic’).

L'application m + (p(w), p'(wm)) est une injection de \?(n,b,c,c') dans le produit
des 2 ensembles suivants : 1) 1l'ensemble des partitions T telles que

Z(1) = {0} V[b,c'] U {btc'} ; 2 1l'ensemble des partitions de n~(b+c') dont tous
les sammants sont 2 c-bt+l. Donc

Card J’(n,b,c,c') < g(b,c') r(n-b-c', c-btl).

3) Les parties 1) et 2) entrafnent la lére inégalité du corollaire ; la 2éme inéga-
lité est évidente.
2.16. Remarque. Dans la propo.2.11, 1'inégalité c-bta+2 < c' < c ne peut étre
améliorée. En effet, soit T une partition a 2 trous non triviale, et posons
Z(1) = [0,a] V[b,c'] U [btc'-a, btc']. Soit c un entier tel que c-btat2 < c' < ¢
(d'od ¢ < (btc'-a)-2). Ona c-a=c'-a=>b (2.3). Si c-a > c', posons d1 =
c'+l, d2 =c'+2, ..., dq =c-a ; si c-a < c', posons simplement dl = c-a. Soit
v = (T, dl’ d2, ceey dq) . Tout €lément de Z(p) qui fait intervenir au moins deux
di est 2 2(c'+1l) 2 c'+b 2 c+2. Tout élément de di+[b,c'] ou de di+[b+c'~a, btc']
est = c+2. Enfin,

Ui (di+[ 0,al) ={-[ c'+1,c] si c-a>c'

[c-a,c] si cra<c'.

Donc Z(p) N[O,c+l] =[0,a] YV [b,c'] VU [c'+l,c]=[0,a] V[b,c]. Ainsi, les 2
premiéres composantes de ¢ sont [0,a] et [b,c]. On a ¢ 2 c' 2 2bta. Les di sont >
c-b. Enfin, les samants de 1 sont < c¢'-b-a+l (cf.3.4), donc sont < c-b. Ainsi :

I1 existe une partition dont les 2 premiéres composantes sont [0,a] et [b,c],
et telle que, pour la partition & 2 trous qu'on en déduit par le procédé de 2.11,
les 2 premiéres composantes sont [0,a] et [b,c'].



III. Partitions a 1 ou 2 trous.

3.1. Une partition de n a 1 trou est une partition 7 telle que Z(m) =[0,a] Y
[n-a,n], ol a+2 < n-a, c'est-d-dire 2a+2 < n. Les entiers a et n peuvent &tre
choisis arbitrairement pourvu que 2a+2 < n ; en effet :

Proposition. Soient w une partition, a et n des entiers = O tels que 2a+2 < n. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Z(m ={[0,a] Y [n-a,n] ;

(ii) m = (n-a, ") ol 7" est une partition gfatique de a.

(ii) = (i) : évident.

(i) = (ii) . Supposons Z(m) =[0,a] V [n-a,n] . Soient n', 7" camme en 2.1.

Alors m" est une partition pratique de a. D'aprés 2.3, n-a est le plus petit sam-
mant de w'. Mais og(n') = o(m) -o(n") = n-a ; donc 7' = (n-a).

3.2. Une partition a 2 trous est une partition n telle que
Z(m) =[0,al Y [b,c] Y [bic-a,bic]
ol a,b,c sont des entiers tels que a =2 0, b > a+2, c > b.

3.3. Proposition. Soient a,b,c des entiers tels cue a = 0, b > a+2, ¢ > b.

Soit m une partition telle que Z(m) =[0,a] VU [b,c] U [b+c-a,b+c]. Soient 7', n"
comme en 2.1.

(i) w' a au moins 2 sommants, dont b.

(ii) Tout sommant de ©' est < c-a.

(1) On sait que b est un sommant de w' (2.3). Si 7' = (b), on a Z(m)
=[0,a] YV |[b,bta], contradiction. Donc 7' a au moins 2 sommants.

(ii) Soit x un sommant de n'. SL1 x =b, ona x < c-a (2.3). Si x # b, on
a btx € g(n') = btc-a, d'ol x < c-a.

3.4. Proposition. Soient a,b,c,w,n',n", come en 3.3. Soit s le plus grand sommant
de n. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) c < bt2a+l ;
(ii) c < 2bta-1

(iii) 7' a exactement 2 scmmants ;

(iv) 7' = (b,b’') avec b < b' < bta+l ;

(v) s 2 c-bt+2 ;

(vi) s > c-b-atl.
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Si ces conditions sont vérifiées, on a ¢ = b'+a.
(i) = (ii). Cela résulte de ce que bt+2atl < 2b+a-l.

(ii) = (iii). Supposons c < 2bta-l. Alors ¢(n') = b+c-a < 3b-1, donc 7' a
au plus 2 sommants d'aprés 2.3. Alors m' a exactement 2 sammants d'aprés 3.3.

(iii) = (iv). Supposons w' = (b,b') avec b' = b (cf.2.3). Alors
(36) Z(m) =[9,a] V[b,bta] U[b',b'+a] U [b+b',btb'+a].
Puisque m a deux trous, on a b' < btatl.

(iv) = (i). Supposons w' = (b',b) avec b < b' < btat+l. D'aprés (36), on a
Z(m) =[0,al VU [b,b'+a] U [btb',btb'+a]. Donc c = b'+a < b+2a+l.

Les conditions (i) & (iv) sont donc é&quivalentes.
Si ces conditions sont vérifiées, ona s =Db' = c-a = c-b+2. Donc (i) = (v). Il
est clair que (v) = (vi).
Si les conditions (i) & (iv) ne sont pas vérifiées, 7' a au moins 3 sommants, tous
2 b, donc

s+ 2b< g (') = btc-a
d'od s < c-b-a. Donc (vi) = (i).
3.5. Nous dirons qu'une partition & 2 trous est triviale si elle vérifie les
oconditions de 3.4. Les partitions a4 2 trous triviales sont donc les partitions
de la forme (b',b,n") ol m" est une partition pratigue de a, b > a+2, b< b' <
btat+l.

3.6. Proposition. Soient a,b,c des entiers tels que a = 0, b > a+2, c < b.

Soit c,, camme en 2.8. Existe-t-il une partition m telle que Z(w) =[0,a]V [b,c] UV
| btc-a, btc] ?

(1) Si b < c < bta-1, réponse non.

(ii) Si b+ta < ¢ < bt2a+l, réponse oui (et m est triviale).

(iii) Si bt2at2 < c < Cy - 1, réponse non.

(iv) sic = c,ouc > Co * b, réponse oui (et m est non triviale).

(1) résulte de 2.9(i).

(ii) résulte de 2.9, partie (B) de la preuve, car la partition cons-
truite en 2.98 est une partition i 2 trous.

(iii) Supposons bt2a+2 < ¢ < cy-1. D'aprés 3.4, on a 2bta < c < -1,
et la réponse est non d'aprés 2.9 (iii).

(iv) résulte de 2.9, parties () et (;) de la preuve, car les parti-
tions construites en 2.9¢ et 2.9¢ sont des partitions i deux trous.
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3.7. La prop.3.6 ne résout pas camplétement le probléme qu'elle pose : il reste
a traiter le cas S <c< c0+b. On peut voir facilement qu'alors la réponse est

non si a =0, et que la réponse est oui si a = b-2 (cf.2.9. partie (A) de la
preuve). Le cas général ne présente certainement aucune difficulté majeure, mais
je ne 1'ai pas réglé camplétement.

IV. Partitions ayant des sous-sammes interdites ; résultats asymptotiques.

4.1. Notations. Dans ce chapitre, TN*={1,2,3, ...}, et J"(N*) est 1'ensemble des
parties finies de :N*. SiQ G.'F(l\l*) , sup Q désigne le plus grand' élément de Q
(si Q # @), P (n;Q) désigne l'ensemble des partitions de n dont
aucune sous-somme n'appartient 3 Q, et p(n;Q) = Card &P (n;Q).

Si Q C.N*, Q-b désigne le translaté de Q par -b, privé de ses
éléments < O.

T est l'opérateur "translation de 1" sur les fonctions f défi-
nies sur 2 :
(Tf) (n) = £(n-1).

4.2. Lemme. Soit Q EgﬁNﬁ). Il existe un polynéme f
tel que

€ 2[ X] et un seul

0

p(n;Q) = (£5(T)p) (n) pour n = 0,1,2,...

Comme la fonction z » Zn>lp(n) 2" est transcendante, la suite
(p(n)) ne vérifie aucune relation de récurrence linéaire. Cela en-

traine l'unicité de fQ.

Prouvons 1l'existence de fQ. Pour toute partition mw, notons JPn -
< ’

l'ensemble des partitions de n qui admettent m pour sous-partition.
On a Card P
n,

g = P(n-o(m).

Considérons toutes les partitions de tous les éléments de Q.

Soit ("1' LY ...) la famille finie de partitions, deux 3 deux dis-
tinctes, ainsi obtenue. Alors, uPr U,.. est l'ensemble des
n,m, n,m,

partitions de n qui admettent un élément de Q comme sous-somme. Donc

P(n;Q) = p(n) -card(P_ _ VP LU
et ]

n,m.

p(n) —EiCard(j‘)n,ﬂi) *2ig Cardl(ﬂ;‘n,1Ti nP J) -
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Considérons un terme de cette somme :

+ Card(?n'ﬂi n an,"j n...n.‘?nlﬂz)

avec i < j < ... < %. Pour tout entier r = 1,2, ..., soit m la plus

grande des multiplicités avec laquelle r apparait dans LY “j’ r Moo
Alors la suite (1,1,..., 1,2,2,..., 2,...) ol 1 apparait r, fois, 2

" apparait r, fois, ... est une partition n(i,j,..., 1), et 1'on a

P n...n .‘Pn'% )

n,m,

i n,m(i,3j, ...,%)

Les partitions w(i,j, ...,%) ainsi construites dépendent de Q mais

pas de n. Soit €55 ¢ = 1 ou -1 suivant que Card {i,j, ...,2} est
pair ou impair. On a
. =X .
p(n;Q) i<j<...< g €ij...p Card ‘?n,n(i,J,-.-,E)
= Zici<...cq Eig...q P-olmi,3,..000)).

Posons

i _ o(m(i,j,e..,2))

£ = Zy 3¢ <n Ci5..a X A €z [X].

Alors p(n;Q) = (fQ(T)p)(n).

4.3. En suivant la preuve 4.2, on trouve par exemple

p(n; {1}) = o(n) -p(n-1)
p(n; {2}) = p(n) - 2p(n-2) + p(n-4) v
p(n; {3}) = p(n) - 3p(n-3) +p(n-5) + 2p(n-6) - p(n-8)

donc
-1 vy = 1=2%24x" = 1-3%34+¥ 542w 6_y8
f{l}(x)-—l X, f{z}(x) 1-2X°4X ,f{3}(x) 1-3X°+X°+2X°-X".

Le calcul des fQ par cette méthode devient rapidement pénible
quand sup Q grandit. Il est alors préférable d'utiliser les lemmes
4.9 et 4.10 ci-dessous, qui fournissent un algorithme assez rapide
pour obtenir fQ par récurrence descendante sur Q. Toutefois, ces

lemmes ne peuvent servir & prouver l'existence des f a cause de

Ql
la division qui apparait dans 4.10(ii).

4.4. Pour des raisons typographiques, le polyndme fQ(X) sera aussi
noté f(Q: X).

4.5. Remarque. Le lemme 4.2 signifie que la série génératrice
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%>ommo)f
est égale & fQ(z)/(l-z)(l—zz)(l—za)...

4.6. Proposition. Soit Q € Srmf). Alors p(n; Q)/p(n) admet, quand
n - =, un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut sui-
1/2

vant les puissances de n~

Cela résulte de 4.2 par le méme argument gue dans [1], "estima-

tion of Sl".

4.7. En particulier, développons fQ suivant les puissances de 1-X :
- - ¥y 2
fQ(x) = ao-+a1(1 X)d—az(l X)) + ... (aiE 2).

Soit v le plus petit entier tel que a; # 0. Alors

p(n; @ = a,((1-1)"p) (n) +a,,, ((1-1) " p) () + ...
donc, d'aprés [ 1], preuve du th.1,
(n;Q) m\V 1 ©
R_p—(l’T av <7€> -n—v7§ quand n > .

*
Il résulte de 1la que a, EN .

4.8. Notations Y (Q), u(Q). Avec les notations de 4.7, on posera

v = y(Q) a, =u(Q).

Ainsi, Y (Q) est un entier 2 0O, u(Q) est un entier > 0, et l'on a

Q)
E(n;Q)N(Tr>w 1 .
(37) 6 e u(Q) nW(Q)/Z quand n .

On verra (4.20) que, si a = sup Q, alors [a/2] +1 < Y(Q) < a.

4.9. Lemme. £f({1,2,...,a};X) = (1-X) (1-X2)...(1-x3).
Cela résulte de [1], formule (11) (ou se voit facilement par

récurrence sur a).

4.10. Lemme. Soient Q EEFGN*), et a = sup Q. On_suppose gue
Q # {1,2,..., a}. Soit alors b le plus petit entier > O tel que
b# Q (onabe€ {1,2,..., a~-1}).

(i) S'il existe des multiples de b appartenant d Q, soit ib
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le plus petit de ces multiples (on a i > 2). Alors

£(Q;:X) =£(bUQ; X) +XPE(bUQU (0-b) ; X) + X?P£ (bU QU (Q-b) U (Q-2b;X)
+ o+ xEDDbe LG U (9-b)U...U(Q-(i-1)b ; X) .

(ii) Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne a Q. Soit

j le plus petit entier > O tel que
Q- (3+1)bCDbVU (Q-b) U ... VU (0-1ib)

(un_tel entier existe évidemment ; rappelons les conventions de 4.1

sur les translatés de Q). Alors

£(Q:X) = £(bUQ; Q) + XPE(BUQU (Q-b) ; X) + ...

x37DPe 00U (g-b)u...U(g-(5-1)b) : X)

+

ib £(bUQU (0-b)U...U(0-3b) ; X)
1~Xb

+ X

(Si §=0, 4.10(ii) signifie que £(0; X) =£(bUQ; X)/(1 -X)).
(i) Soit i comme dans 1'énoncé. Soit Gf?(n ; Q). Alors 1,2...,b-1
ne sont pas sommants de w, et b peut apparaitre 0,1,2,..., i-1 fois
comme sommant de w, mais pas i fois ni davantage. Soit 3°(n,k,Q)
l'ensemble des 7 € fP(n ; Q) telles que b apparaisse exactement k
fois comme sommant de m. Alors J° (n; Q) est réunion disjointe des
g)(n,k,Q) pour k=0,1,...,i-1. D'autre part, il existe une bijec-
tion évidente de 5D(n,k,Q) sur Jp(n-kb ; bUQU (Q-b)V...U(Q-kb)).
Donc

p(n; Q) =p(n;byVQ) + p(n-b; bUQU (Q-b)) + ...

+ p(n=(i-1)b ; bUQU (Q-b) ... U (Q-(i-1)b))

d'ol le (i) du lenme.

(ii) Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne & Q. Soit j com-

me dans 1l'énoncé. La preuve de (i) donne ici

p(n;Q) = Z,,  p(n=kb ; bUQU (Q-b)U ... U(0-kb)).

Posons Q' = bUQU (Q-b)U ... U(Q-jb). D'aprés la définitionde j, on a
zk>j p(n=kb ; bUQU (Q-b) U ...V (Q-kb))

= Z55 Pln=kb; %) = I, ((PPr@" i 1))p) (n)

(introduisant provisoirement une série formelle). Donc
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(1T £(Q 5 T)p) (n) = ((1-'r‘°)k2_(1"bf(b U QU...u@kb) ; TIp) (@)
<J

+ @Pr ; P @)
et finalement

1= E@ ;% = 1) T KPEb U g U...UKb) :X) + XPEQ" ; X).
k<j

4.11. Al'aide de 4.10, on a calculé fQ pour toutes les parties Q de {(1,2,3,4,5}.
Les résultats sont donnés dans 1'Appendice A.

4.12, Proposition. Soient Q € &'m*), et a=supQ. Si 1,2,...,[a/2) €Q, ona

£Q X =1 o (1-X) v(@ =card Q u@ =T, o i
Card Q
pin;: Q) _ /L) 1 ®
pm - TV (7 RCETR guand n > =

Ssi Q= {1,2,..., a} cela résulte de 4.9. Maintenant, raisonnons par récurrence
descendante sur Q. Soit b le plus petit entier > O tel que b & Q. D'aprés 1'hypo-
thése, on a [a/2] <b < a. Donc, aucun multiple de b n'appartient i Q, et

Q-bc{1,2,...,[a/2l} CbuUAqQ.

Alors
£Qx) =£BYQ X (lemre 4.10 (ii))
1-°
= - xb)'l nieb uQ (1=xh) (hypothése de récurrence)
_ i
= nieQ (1-X7) .

Les autres assertions de la proposition résultent aussitSt de ce qui précéde et
de 4.7.

4.13. Proposition. Soit Q €FWN'), tel que a = sup Q soit pair. Si 1,2, ...,
(@/2)-1 € Qet (a/2) ¢ Q, on a

- (1= ol
£Q ; X = (1-X) Mo (X))

v(@Q =Card Q + 1 u(Q)=aﬂi€Qi

1
——Gardorp quand n > .

pniQ ., (n. i) (x )card i
Q (vh)

p(n) i \7s.
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£Q X =£((/2) v ;X + X/ E(@/2va; X (lemme 4.10(i))

1?) £(@/2) Ve ; X

W%y 1?2 % g (1xh) (prop. 4.12)

d'ol la proposition.

4.14. Proposition. Soient i,m des entiers = 0, avec i < m. Soit

Q=1{1,2,3,...,2i, 2i+l, 2i+3, 2i+5,..., 2ml}. Alors

. ¥ = xJ = =1L _ 4
£Q ; X) HjEQ(l X7) , V(Q) = card Q u(Q) Seq 3
Card Q
pin; Q) ( ) (_"_) 1 + o,
p(n) N 3) 76 (/maa 0 Quand n

Si i =m, cela résulte de 4.9. Maintenant, raisonnons par récurrence descen-
dante sur i. Aucun multiple de 2i+2 n'appartient a Q, et Q-(2i+2) C Q, donc

£ x = £ 20 X) (lenme 4.10(ii))
1-X
= (1-)(2”2)_l Il (l-Xj) (hypoth@se de ré&currence)
Je(2i+2) U Q
_ |
=1, (%),

4.15. Lemme. Soient a,c des entiers tels que 1 < c <[a/2] + 1. Soit & 1'ensem-

ble des partitions des namwbres O0,1,2,..., c-1. Alors g (n; {c,ctl,..., a}) est
réunion disjointe des ensembles

o P (n-olp) ; {1,2,...,a})

quand p parcourt &,

Il est clair que, si p € § onap _u.ﬂ’(n—g(p) ; {1,2,..., a})C
fP(n ; {c,ctl,...,a}) ; et que, sip,p' € & et p # p', les ensenbles pu P(n-olp);
1,2,...,a}), p'L Pn-0lp') ; {1,2,...,a)) sont disjoints. Soit = € P(n;{c,c+l,
...,a}). Soit p (resp. 1) la sous-partition de m formmée des sammants < c-1 .
(resp. = a+l). Alors n = pJL 1, et T € .‘P(n—-o(p) ; {1,2,...,a}). Montrons que

€ i = - []
p € &, Ecrivons p (al, az,...,as) ol c-1 >a1 >a2 > ... >as. I1 s'agit de

prouver que a, +...+ ag < c-1. Supposons a, +...+as 2 c. I1 existe un entier t
<c-1l,a, + ...+ A 2 c. Camme (al,..., at+1) est une sous-

t 1 )
partition de n, onaa_  + ... + a 2 a+l, donc

L t+l

tel que a, +...+ Q
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an > (a+l) - (c-1) = at2-¢c = a+2-([a/2]+1) =2 [a/2]+1 = c,

contradiction.

4.16. Proposition. Soient a,c des entiers tels que 1 < c <[a/2]+l. On a

£({c,CHL, .. .,a};X)=(p(0)+p (1) X+p(2) X2+ . 4p(c-1)X° 1) (1-X) (1-X2) ... (1%X3)
y({c,c+1,...,a}) =a u({c,ct+l,...,al) = (p(O)+p(1)+...+p(c~-1)) .a!
Posons Q = {1,2,...,a}. Avec les notations de 4.15, on a

card P (n;lc,ctl,...,a)) =

e PO~ 0(0) 5Q) (4.15)

= 2 p(p(-1:0) = ZJ p(1) (£@D)p) (0-1)
= 371 pi) (e @imp) () = (2 pWTHEQTIP) ()
et £(Q;T) = (1-T) (1-T2) ... (1-T7) (lemme 4.9).

4.17. Lemme. 5i Q' € Q, on a ¥(Q') < ¥(Q). Si de plus ¥(Q') = ¥(Q), on a
u(Q') = u(Q).
Ona p(n; Q') 2p(n; Q) pour tout n, donc le lemme résulte de (37).

4.18. Lemme. Soient @ € F &%), et a = sup Q.
(1) Si Q=1{1,2,...,a}, ona y(Q = a.

(ii) Supposons désormais Q # {1,2,...,a}. Soit b le plus petit entier > O
tel que b & Q. S'il existe un multiple de b appartenant a4 Q, on a y(Q)=y(b V Q).

(iii) Si aucun multiple de b n'appartient 3 Q, on a

¥(Q =inf(y(b U Q), y(bUQU (Q-b) V (Q-2b) V ...) - 1).
(i) résulte de 4.9.
(ii) Plagons-nous dans les hypothéses de (ii). On a, quand X » 1,
£BUQ; X ~ubugaxtelY
et, pour k =1,2,...
¥Pe(b U Q U(E-b) U...U (@kb) ; X)
~ulUQU...U (kb)) (1-x) ¥ P Y QU...U(Qkb)).

Or y(bUQU...UWQkb)) = ¢y(bUQ) (4.17). Comme les entiers u(.) sont > O, on
a, d'aprés 4.10(i)

£Q: X ~uax)'®YV

quand X » 1
avec un u> 0, donc Y(Q) = y(b U Q).

(iii) Démonstration analogue a celle de (ii), en utilisant 4.10(ii).
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4.19. Lemme. Soit @ € Jw"). Soit a un entier > sup Q. Soit Q' =

QU {a+2}. On a ¢(Q') = ¢(Q) + 1.
Supposons d'abord Q = {1,2,...,a}. Alors y(Q) = a(4.18(i)). D'aprés
4.18(iii), on a
v(Q') = inf(y({1,2,...,a,a+l,a+2}), ¥({1,2,...,a,a+l,a+2}) - 1)
= inf(at2,a+l) = a+l = ¢(Q) + 1.
Maintenant, raisonnons par récurrence descendante sur Q. Soit b le plus
petit entier > O tel que b & Q. S'il existe un multiple de b appartenant a Q°',

on a

V(') =v(buQh (lemme 4.18(ii))
= y(b U QU {a+2})
Z2ydbUQ +1 (hypothése de récurrence)
2 y(Q) +1 (lemme 4.17).

Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne a Q'. Alors, aucun multiple
de b n'appartient & Q, et 1'on a (lemme 4.18(iii)) :

V() =inf(y(b U Q), y(bUQU (Q-b) V (Q-2b) U...) - 1)
Q') =inf(y(b U Q"), y(bUQ'V (Q'-b) U (Q'-2b) V...) - 1).
Ona bUQ'=bUQU {at2} donc ¢(bUQ') 2y (bUQ) + 1 d'aprés 1'hypo-

thése de récurrence. D'autre part,
bUQ'uUQ'-b) U... =b UQU (Q-b) V...V {at+2, a+2-b, a+2-2b,...}

> (b U QU(Q-b) V...)U {at2}

donc
V(b U Q' U(Q'-b)V ...) = y(b U QU(QDb)V...U {a+2}) (lemme 4.17)

2 (b VU QuU@bU...) +1 (hypothése de récurrence).
Ainsi,

¥(Q') 2 inf(y(b VU Q) + 1, v(b VU QU(QDbV...)) = y(Q+1.
4.20. Proposition. Soient Q € F@*), et a = sup Q. Alors
[a/2] + 1 < y(Q) < a.

L'inégalité y(Q) < a résulte de 4.17 et 4.18(i). Prouvons l'autre inégalité. On
raisonne par récurrence sur a. L'inégalité ¢(Q) > [a/2] + 1 est claire si a =1
ou 2 (c£.4.3). Soient a > 2, et R=QN {1,2,..., a-2}. On a
¥(Q > ¢v (RV {a}) (lemme 4.17)
=y R +1 (lemre 4.19)
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Z[(@2)/2 +1+1 (hypothése de récurrence)
=[a/2] + 1.

4.21. la proposition suivante précise 4.20.

Proposition. Soient Q € F(N*), a = sup Q, a' =[a/2], et Q' =

QN {a'+l, a'+2,..., a}.
(1) a1 <y (Q) <a'+ Card Q'.

(ii) Supposons qu'il existe i € {0,1,...,a'} tel que

1,2,...,1€Q

i+1, i+2,..., a' €Q

Q' ¢ {a-i, a-i+l,..., al.
Alors ¢(Q) =a' + Caxd Q'.

Prouvons (ii). si i =a',ona l,2,..., a' € Q, donc a' + Card Q' =
Card Q, et 1l'on applique 4.12.
Supposons i < a' - 1, et l'assertion (ii) prouvé pour i+l au lieu de i.

Soient R = QU {i+l} et R' = RN {a'+l,..., al. On a
1,2,..., itl €R i+2, it+3,..., a' € R
R' = Q' C {a~i, a-it+l,..., a} C€ {a-(it+1), a-i,..., a}
et 1'hypothése de récurrence donne
(38) y(R) =a' + Card Q'.
S'il existe un multiple de i+l appartenant & Q, on a

Vv(Q U {i+l}) (lemme 4.18(ii))

v(Q

Vv(R) =a' + Card Q' (d'aprés (38)).
Supposons qu'aucun multiple de i+l n'appartienne a Q. On a
(39) a = (i+l) > a'+l.

En effet, si a est impair, on a a-(i+l) » a - a' = a'+l. Si a est pair, on ne
peut avoir i+l = a' puisqu'alors 2(i+l) = a € Q contrairement a 1'hypothése sur
i+l ; donc i < a'-2, et alors a-(i+l) =2 a-(a'-1) = a'+l.
Posons

S = (i+l) V QU (Q-(i+1)) V (Q-2(i+1)) v...

s*= s n {a-i-1, a-i,...,a} C {a'+l, a'+2,..., a} " d'aprés (39)

T={1,2,..., it1} U s*
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T =Tn {a'+l, a'+2,..., a}l = §".
onal,2.. i€QCs, i+l €8s, s* C s, donc

(40) TCS.

Par ailleurs,

1,2,..., i1 €T i+2, i+3,..., a' & T
T' = §* C {a-i-1, a-i,..., a}

et 1'hypothése de récurrence donne

(41) Yv(T) =a' + Caxrd T'.

Oona RCS, donc R' C 8* =T', a-i-1 & R', a-i-1 € Q-i-1 C S, d'od a-i-1 €
s* = 7', donc

(42) Card T' > Card R'+l = Card Q'+1.
D'aprés (40), (41), (42), on a
(43) Y(S) 2 ¢(T) =a' + Card T' > a' + Card Q' + 1.
Alors
¥v(Q) = inf(y(R), y(S)-1) (lenme 4.18(iii)).
=a' + Card Q' (d'aprés (38) et (43)).

Ainsi, la prop. 4.21(ii) est établie. Prouvons (i).
L'assertion a'+l < §(Q) résulte de 4.20. On a

v({1,2,...,a't v Q') =a'+Card Q'

D'aprés 4.12 ou 4.21(ii). or Q € {(1,2,..., a'} U Q', d'ol y(Q) < a' + Card Q'
d'apres 4.17.

4.22, Corollaire. Soit a un entier > O. On a
v({a}) =[a/2] + 1.

4.23. Corollaire. Soient Q€ JW*), a =sup Q, a' =[a/2], et Q' =
QN {a'+l, a'+2,..., al.

(1) Ona y(@Q =a <« Q' = {a'+l, a'+2,..., a}.

(ii) si y(Q) =a, ona
al < u(Q) < (p(0) + p(1) +...+ p(a')).a!

Si y(Q) =a, ona Card Q' » a~-a' (4.21(i)), donc Q' = {a'+l, a'+2,..., al}.
Supposons Q' = {a'+l, a'+2,..., a}. Alors

{a'+l, a'+2,... a} € QcC {1,2,..., a}

as<y(Q <a (4.17, 4.16, 4.9)
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d'od y(Q) = a, et, d'aprés 4.17,

u({a'+l, a'+2,..., al) =2 u(@Q > u({1,2,..., a}).
or u({a'+l, a'+2,..., al) = (p(O)+p(1) +...+ p(a')).a! (4.16), et
u({1,2,..., a}) =a! (4.9).

4.24. Proposition. (i) u(a) = a((as/2)!) ﬂ a est pair
(ii) u(a) 2 1.3.5...a si a est impair.

Supposons a pair. Soit a' =a/2. On a

vi@ =v({1,2,...,a'a}) =a'+l (4.22 et 4.12)
donc
u(@) = u({1,2,..., a',al) (4.17)
=afa'!) (4.12)
Supposons a impair. Soit a' ={a/2]. On a
v(a) = ¢({1,3,5,..., a}) =a'+l (4.22 et 4.14)
donc
u@) > u({1,3,5,..., al) (4.17)
= 1.3.5... a (4.14)

4.25, Proposition. Soient Q € F ") et a = sup Q. Soit A 1'ensemble des divi-

seurs de a. Alors u(Q) est divisible par anQ ua*

Pour Q = {1,2,..., a}, ona u(Q) =a! (lemme 4.9), d'od la proposition
dans ce cas. Maintenant, raisonnons par récurrence descendante sur Q. Soit b le
plus petit entier > O tel que b & Q.

S'il existe un multiple de b appartenant a Q, soit ib le plus petit de
ces multiples. D'aprés le lemme 4.10(i), u(Q) est la somme de certains des
nonbres

ub VQ), ulb VQuU(@b)),...,ulb VQU (Q-b) V...U (Q-(i-1)b)),
et il suffit d'appliquer a chacun de ces nambres 1'hypothése de récurrence.

Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne & Q. Soit j comme au lemme
4.10(ii). D'aprés ce lemme, u(Q) est la somme de certains des nombres suivants :

(44) ub VYV Q, ubVQu (@b)),..., ubVQU (Q-b) V...U (Q-(3-1)b)),

(45) u(bUQuU (Q_bl)) U...U (@=b))

le nombre (45) étant donc nécessairement un entier s'il intervient effectivement
dans 1'expression de u(Q).

D'aprés 1'hypothése de récurrence, x divise chacun des nombres (44) .

nerUA
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Montrons que, si le nombre (45) intervient dans 1l'expression de u(Q), il est

divisible par ﬂx6 QUA % (cela prouvera la proposition). D'aprés 1'hypothé&se

de récurrence, il suffit de prouver que
(46) QUAC (bUQU (Q-b) VU...U (Q-jb) U Aa) \{b}.

Soit yE QUA. Siy€Q,onay#b par définition de b ; si y € A, un des mul-
tiples de y est égal a a, et a € Q, donc y # b. Dans les deux cas, il est clair
que y appartient au second membre de (46).

4.26. Corollaire. Soit a un entier > O. Soit A l'ensemble des diviseurs de a.

Alors u(a) est divisible par HX€A X.

4.27. Soient a, c des entiers tels que O < c < a, ¢ non diviseur de a.
Soit n 1l'entier tel que nc <[a/2] < (n+l)c. On a

47) nc < a/2 < (ml)c ) 2nc < a < (2n+2)c
(48) a-nc>a/2=a/2
(49) a - (ntl)c < a/2.

Nous appellerons cas A le cas ol 2nc < a < (2nt+l)c, cas B le cas ol (2ntl)c
< a < (2n+2)c. D'aprés (47), on est dans le cas A ou dans le cas B.
On a
(50) a- (ntl)c<nc<a-nc dans le cas A

(51) a- (m2)c <nc<a- (ntl)c dans le cas B.

4.28. Lemme. On utilise les notations de 4.27. Supposons n > 1, et soit
i€ {o0,1,..., n-1}. On a, dans le cas A,

v({1,2,3,..., (n-i)c-1, a-(n+i)c,a-(nt+i-1l)c,..., a-c,a}) <[a/2] + n-i
et, dans le cas B,

v({1,2,3,..., (n-i)c-1, a-(nt+i+l)c, a-(n+i)c,..., a-c,al) <[a/2]+ n-i.
(Observons que a-(n+i)c > (n-i)c-1 dans le cas A, et a-(ntit+l)c > (n-i)c-1
dans le cas B).

On a

(52) v({1,2,3,..., [a/2] , a-nc, a-(n-1)c,..., a-c,a}) =[a/2] +n+ 1
d'aprés 4.12 (rappelons 1'inégalité (48)).

Cas A. D'aprés (52), la définition de n, et le lemme 4.17, on a

(53) v({1,2,3,..., nc, a-nc, a-(n-1)c,..., a—c,a}) <[a/2] + n + 1.

Aucun multiple de nc n'appartient & {a-nc, a-(n-1)c,..., a-c, a} (puisque c
est non diviseur de a). Soit Q l'ensemble figurant dans (53). Compte tenu de (50),
onaQ-ncCQ. D'aprés le lemme 4.18(iii),



48 J. DIXMIER

v({1,2,3,..., nc-1, a-nc, a-(n-1)c,..., a-c,a})
=inf (¥(Q), ¥v(Q)-1) =y(@Q -1
<[a/2] +n d'aprés (53).

La formule du lemme est donc établie pour i = O. Raisonnant par récurrence sur i,
en supposant la formule établie pour i-1 :

(54) v({1,2,3,..., (n-i+l)c-1, a-(n+i-l)c, a-(n+i-2)c,..., a—-c,a})
<[a/2] +n-1i+1.

On a (n-i)c < a~(nti)c < (n-i+l)c-1, donc (54) et le lemme 4.17 entrainent
(55) v({1,2,3,..., (n-i)c,a-(n+i)c,a-(n+i-1)c,...,a-c,a}) < [a/2] + n-itl.
Utilisant comme plus haut le lemme 4.18(iii), on en déduit

v({1,2,3,..., (n-i)c-1,a-(n+i)c,a- (n+i-1)c,...,a—c,a}) <[a/2] +n-i.
Le lemme est donc établi dans le cas A.
Cas B. D'aprés (52), (49), (51) et le lemme 4.17, on a

v({1,2,3,..., nc, a-(n+tl)c, a-nc,..., a-c,a}) <[a/2] + n+ 1.

Cela posé, la démonstration se poursuit exactement comme dans le cas A, en utili-
sant (51) au lieu de (50).

4.29. Proposition. Soient a, c des entiers > O. On suppose c non diviseur de a,

et ¢, 2¢,..., hc <a. Alors
y({a~hc, a-(h-1) ¢,..., a-c, a}) =[a/2] + 1.

Sic> (a/2), on a
(3/2]+1 < W((a_hcl a'(h_l)cr-~-ra}) < w((llzl"'l [a/zl la}) = [a/zl + 1

(4.20, 4.17, 4.12), d'old la proposition. Supposons ¢ < (a/2). Utilisons les
notations de 4.27 et 4.28. On a n 2 1. Appliquons le lemme 4.28 avec i = n-1.
On obtient, dans le cas A,

(56) v({1,2,..., c-1, a-(2n-1)c, a~(2n-2)c,..., a-c,al) <[a/2] + 1.
On a hc < a, donc h < 2n, et a-2nc € {1,2,..., c-1}, donc (56) et le lemme 4.17
entrainent
v ({a~hc, a-(h-1)c,..., a-c,a}) <[a/2] +1
d'ol la proposition. Dans le cas B,
v({1,2,...,c-1, a-2nc, a-(2n-1)c,..., a-c,a}) <[a/2] + 1.
On a h < 2nt1, et a-(2n+l)c € {1,2,..., c~1} ; on temine comme dans le cas A.

4.30. Lemme. Soient d un entier > O, n un entier > 2, j € {0,1,..., d-1}, et
ReF ™) tel que nd € R C {nd-j, nd-j+1,..., nd}. Alors
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v({1,2,...,j, (n=-1)d} U R) = [a/2] +Card R+l.
Pour j = d-1, on a, compte tenu dae n > 2,
lp({llzl"°ld—ll (n_l)d} v R)

v({1,2,...,d} v ({(n-1)d} YV R)) (lemme 4.18(ii))

[a/2] +Card R+1 (prop.4.21(ii)).’

Supposons j < d-1, et le lemme établi pour j+1. Si j+1 a un

=

multiple appartenant a {(n-1)d} U R, on a
v({1,2,...,3, (n-1)a} YV R) = ¢({1,2,...,j+1,(n-1)d} UR) (lemme 4.18 (ii))

= [a/2] + Card R+l (hypothése de récurrence).
Sinon, on a

(57) p{1,2,...,3, (n-1)d} UR)

= inf (p({1,2,...,3+1, (n-1)d}VR), ¢({1,2,...,3+1, (n-1)d}UR')-1)

old R'> R et nd-(j+l1l) € R'. Compte tenu du lemme 4.17,

v({1,2,...,3+1,(n-1)d}VR") = ¢y ({1,2,...,3+1, (n-1)d} VU ({nd-j-1} UR))
= [a/2] + (Card R+1) + 1

d'aprés 1l'hypothése de récurrence (car nd-j-1 € R). Alors (57) donne,

en utilisant & nouveau 1l'hypothése de récurrence,
v({1,2,...,3,(n-1)d} UR) = [a/2] + Card R+1.

Le lemme est donc établi.

4.31. Proposition. Soient a,b des entiers tels que O < b < a.

i
4

(i) 8i b = 3 a ou % a ou é a... (autrement dit, si b=a-§

avec § diviseur de a et § < %), on a

v({b,a}) =la/2] + 2.
(ii) Sinon, yY({b,al}l) =[a/2] + 1.

Le lemme 4.30, ou 1l'on fait j = O, donne (i). La prop. 4.29

donne (ii), sauf si a = 2b. Dans ce cas, on a
b+ 1< y({b,a}l) <y(({1,2,..., b,a}) =b + 1

(4.20, 4.17, 4.12), d'ol Y({b,a}) = b + 1.

4.32. Exemples. p({a-1,a}) =1la/2] +2 sia=>3
v({a-2,a}) =la/2] +2 si a est pair et = 6
y({a-2,a}) = [a/2] +1 ©  si a est impair et > 3.
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D'oll certains des résultats annoncés dans 1'introduction.

4.33. soient 0,0' € F @F), tels que Q N Q' = @. On notera & (n ; ,0')
1'ensemble des partitions m de n telles que Z(m) N Q =@ et Z(m) > Q'.

soit p(n ; 0,0") = card P (n ; 0,0").

maPm;=Pmn;ad, ph;Q =phn; QP. Les résultats 4.34, 4.35
sont donc des généralisations de 4.2 et 4.6.

4.34. Lerme. Soient Q,Q' comme en 4.33. Posons

-f -3 s .
£0,0' = fo 7 Zicor foui t 51,50, icifguivg
" %i,9,ke0’, icick fQuiujuk too
Alors
P(n H QIQ') = (fO'QI(T)p) (n)-
En effet,

P =FPu:avy

Pmnioui
et il suffit d'appliquer le principe d'inclusion-exclusion.

4.35. Proposition. Soient Q,Q' comue en 4.33. Quand n + <, n(n ; Q,0')/p(n)

admet un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut suivant les puis-

1/2

sances de n_

Méme raisonnement que pour 4.6, en utilisant cette fois 4.34.



V. Calcul de u(a)

Soit a un entier > O, fixé dans tout ce chapitre. On pose §=%—lsia

est pair, @ =[a/2] si a est impair ; 3 est donc le plus grand entier k tel que

< a/2.

5.1. Yotations. Nous allons construire un arbre Aa‘ Le lecteur fera bien de
suivre la construction dans le cas de 1l'arbre A30, que nous avons figuré & 1'Ap-
pendice C.

Les sommets de Aa seront certaines suites strictement croissantes
i, ips..., i,) d'entiers appartenant a [1,3] . Le niveau d'un tel sommet sera r.
Pour chaque samet s de niveau r, nous définirons 1'ensemble des sammets suc-—

cesseurs de s, qui seront des sommets de niveau r+l. Un sommet peut n'avoir au-
cun successeur ; il est dit alors terminal. Si s, s' sont deux sommets, on écrit

- . : n - = ]
s < s' s'il existe une suite (sl,..., sn) de sammets avec s1 = s,sn =s', si_'_1
successeur de s; pour i=1,..., n-1.

Certains sormets de Aa seront dits distingués. On notera Aé 1'ensemble des
sommets distingués de Aa'
5.2. Construction de Aa. La suite @ est 1l'unique sommet de niveau O.

La construction procéde ensuite par récurrence sur le niveau. Pour la clarté,

nous explicitons la définition des sammets de niveau 1 ou 2.

Un samet de niveau 1 est un entier i € [1,3] tel que a ne soit pas
multiple de i.

Soit i un somet de niveau 1. Soit E 1l'ensemble des entiers j € [i+1,3]

tels qu'aucun multiple de j n'appartienne & a®Ni (={a,a-i, a-2i,...,}), autre-
ment dit tels que a ¥Ni +Nj.

Il est clair que [i+l,a] N INi C E. Si [i+1,3] NNi= @, les successeurs de
i sont les suites (i,j) ol j € E. Si [i+1,3] N Ni# @, soit J, son plus petit

élément ; alors les successeurs de i sont les suites (i,j) of jEE et j<3j o

On suppose définis les sammets de niveau r, et vérifiée la propriété :

si (il,..., ir) est un sommet de niveau r, ona a ¢ Ni +...+]Nir.

1
Soit (il,..., ir) un sommet de niveau r. Soit E 1l'ensemble des
j€ [ir+1,§] tels que a ¢ :l\Ji1 +...+ I\Iir + Nj. D'aprés 1'hypothése de récur-

rence, l'ensemble E' = [ir+1,5] N ‘“11 +...t ]Nir) est contenu dans E. Les
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successeurs de (il,..., ir) sont les (il,..., ir’j) , ol jEEet j estmjoré
par les &léments de E'. (Si E' = @, cela signifie seulement que j € E).
5.3. Sommets distinaés. Avec les notations de 5.2, le sommet (1,000, i) est
dit distingué si E' = g@. ’

SiE'"#g,onaE#@g, et (il""’ ir) est non terminal. Donc un samet
terminal est distinqus.

5.4. Exemple. La suite @ est un sommet distingué.
Lxemple

Nl

5.5. Exemple. Soit ‘i un sommet de niveau 1. Alors i est distingué si 2i > 5,
sxemp.e

non distingué si 2i < a (On ne peut avoir 2i = %—) . Plus généralement, si
(i,2i,3i,..., hi) est un samet, et si h a été choisi maximal, ce sommet est
distingué.

3 - 1 - . ~ : .
5.6. Exemple. Si a s<4ou a=6, l'arbre Aa se réduit 3 la suite vide.

On a AS=A."'>=g_‘

5.7. Lemme. Soit (il,...,ir)unsonmet.

(i) ll,ir] ncNil + ... +]Nir) = {il,..., ir}.

(ii) si (il""' ir) est distingué,

(1,8 N MNiy + ... +Ni) = {ij,..., i}.
(iii) _S_1 (il,..., ir) est distingué,
[1,3]y @-Ni; - ... -Ni )= [l,S]U{a,a—il,...,a-ir}.

(Conformément aux conventions du chap. IV, on supprime les nombres < 0),

Prouvons (i). L'assertion est claire si r = 1. On raisonne par récurrence
sur r. Soit j = ny i, +oo.t n. i,  avec ny,..., n, € N.
Supposons j € “'ir] , et prouvons que j € {il""' ir}. Sij= ir’ c'est clair.
Su . P . = . o . . . ~ .
pposons  j < i, Alors n, 0, donc j EI\Ll +...+I\l1r_l. Ona j< i <a;
si de plus j > ir-l’ la définition_ récurrente de (il""' ir) a partir de

(il,..., ir-l) entraine ir < j, contradiction. Donc j < i_ .. Alors

r-1



CALCUL DE u(a) 53

j € [l,ir_ll n (Nj.r +o.0t Nir-l) , et l'on peut appliquer 1'hypothése de récur-
rence.

Supposons (i;,..., i) distingué. Alors (Ni, +o.Ni) N[d + 1,3 =g,
donc (i) entraine (ii). Prouvons (iii). Soit j=a-b, avec b El\lil +...+ I\Iir
et j = 1, et prouvons que j € [1,a] U {a,a—il,..., a-ir}. I1 suffit d'envisager

lecas ol j2a+ 1. Si a est impair, ona j >[a/2] +1, donc b <[a/2] =3,
donc b€ {O,il, iz,..., ir} d'aprés (ii). Si a est pair, ona j 2 % , donc

b < %, Sib <%, ona b <3 et l'on applique encore (ii). Si b = %, on a
—3—61\111+...+ ]Nir' donc a € I\Jil L Nir, contradiction.

5.8. Remarque. Si (il""’ ir) est un sammet, on a in+1 < in+il pour

n=1,2,..., r-1. Cela résulte aussitbt de 5.7(1).

5.9. ‘Lemme. Soit (i), ip,..., i) un sommet distingué. On a ir>5—il.

Si lr+ll <a,ona 1r+11€[1r+1,§'] n Ci\ll +...+ Ih.r), donc

(il,..., ir) est non distingué.

5.10 Lemme. Soit (il,..., ir) un sammet distinqué non terminal et non vide.

Soient (il""’ ir’j)’ (il""’ ir,j') P (il,..., ir' j") les successeurs

de (il""’ ir), avec 3 < j' < ... < j". Alors ces successeurs sont tous distin-

qués, et (il,..., ir’ j") est terminal.

Soit (il" ey ir+1) un successeur non distingué, et aboutissons & une contra-

diction. Il existe nl,..., n_ . €N tels que

r+l

lr+l + 1< nl ll +...+ nr+1 lr_’_1 < a.

Comme (il,..., ir) est distingué, ona n > 1. Si 1'un des entiers Dyseeer D

r+l r

2, on a

+o.ot zil+i

1 N1 el

d'aprés 5.9, ce qui est contradictoire. Donc n=...=n_ = o, N = 1, d'od
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i + 1< 14y contradiction.

On a donc prouvé que (il,..., ir,j), (il"”’ ir,j'),..., (il,...ir,j") sont
distingués.

Soit k € [j" + 1,3 . Supposons a  Ni +...+Ni +N k. Come (i,,..., i) est
distingué, (il,..., ir’k) est un successeur de (il”"’ ir), ce qui contredit la
définition de j". Donc

a Gl\ii1 +o.t ZNir +IN k Cl\Ii1 +o.ot I\Iir +N j"+ I k.

Donc (il”"’ ir,j",k) n'est pas successeur de (il""' ir,j"). Ainsi,

(il""’ ir’ j") est terminal.

5.11. Remarque. Par contre, bien que la suite vide soit un samwet distingué,
il existe des sammets de niveau 1 non distingués (du moins si a = 13).

5.12. Lerme. Soit (il""' ir) une suite strictement croissante d'entiers, avec

11>

Wi

et i< a. Alors (i;,+.., i ) est un somet distingué.

C'est clair si r=1. Raisonnons par récurrence sur r. On peut donc supposer
que (11,..., lr—l) est un sammet distingué. Supposons a = ni; +o.0t n i avec

n,...,anN. Sin +...+nr23, on a a2311>a, contradiction.

1 1

Si nj +...+n <2, o0ona as 2i <2 a < a, contradiction. Donc (yreeer i)

est un sommet, et ce sommet est distingué d'aprés 5.10.
5.13. Notation Qs. Soit s = (il,..., ir) un sammet. On pose

Qs = ll,ir] v (a-I\Iir “eeem ]Nir)

(ol 1'on supprime les nambres < O).

On a Q¢={a}.

5.14. lemme. Soit s un samet de niveau r. Il existe un entier Vg 2 O tel que

[a/2] + r+1 [a/2] + r+2.

£ ¢ X) = v (1-X) mod. (1-X)

On a Qg > [ l,ir] v {a,a-il, a—iz,...,a-ir}, donc

w(QS) 2[a/2]l +r+1 (4.17 et 4.21).
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Cela signifie que

)[a/Z] +r+1 )[a/2] +r+2

£, s X) = vs(l-x mod. (1-X

avec un VSE Z. Sivs=0, le lemme est prouvé. Sivsaéo, on a

vy =la/2 +r+1, u@Q) =vg, donc v, >o0 d'aprés 4.8.

5.15. Lemme. Soit s = (il""' i) un sammet. Soit b € [i+1, a] . On suppose

que a € l\Ii1 LS :Nir + Nb. Posons

Q= QSU [ir+1, b-1] =[1,b-1] U (a---ZNi1 o= ]Nir)

Q'=QUDb=[1,b] U @-Mi; -...-Ni).

Alors
£Q ;X =£Q' ;X mod. (1-x)l ¥/ 142

Soit n b 1le plus petit multiple de b qui appartienne & Q, autrement dit
qui appartient a a—l\li1 - .—l\Iir (ce multiple existe puisque

a€ l\lir +...+ ]‘lir + M b). D'aprés 4.10(i),
LX) = £(0° - P ' . 2b ' .
£(Q;X) =£(Q' ;X +X° £(Q'U (2b) ; X) +X° £(Q'U (0-b) U (@-2b) ; X)
+eot XPUP £0010 (@) UL U (0-(n-1)b) ; X).

Or
Q'V (Q-b) > [1,b] U {a,a—il, a~iy, ..., a-i,, a-b}

donc (4.17 et 4.21)

[a/2) +xr+2 <y (Q'V(Q-b)) <y (Q'V(Q-D)V (Q-2b)) < ... ;

autrement dit,

£(0'U (0-b) ;X), £(0'U (@-b) U (0-2b);X),... = O mod. (1-x)1 &/ 4742,
d'old le lemme.
5.16. Lemme. Soient s = (il,..., ir) un sommet, s'= (il,..., ir’b) un sommet
successeur, Q = Qs U [ ir+1, b-1], Q' = Qs v [ir+1,b] =bUQ.

(i) Si b€ IJ:Lr +...+N1r, on a



56 J. DIXMIER

£Q %) v,

£Qi0 =2 Sl VAT g (@A AT
1-

(ii) si b ¢1\lil +o.ot liir, on a

£(Q_:X)
£(Q;X) = ___S____+ £(Q' ; X) nod. (1_x)[a/2] 2
1-x°
Ve
= —g— (l-x)[a/Z] +r+l £Q'; X) mod.(l—x)[a/21+ r+2.
(les fonctions rationnelles &crites étant des polyndmes).

Puisque s' est un sommet, aucun multiple de b n'appartient a

a- I\Iil—...- l\lir , donc aucun multiple de b n'appartient a Q.

Supposons b €Ni, +...+ :l\Iir . Alors

1

QS' =[1,b] UV (a—l\lil —...-INir— N b)

=[1,b] U (a-]l\li1 —...—I\Iir) =QU b.

D'aprés un cas particulier, déja signalé, de 4.10(ii), on a alors
£(Qg 5 X)

£Q ;X = —>p—.
1-x°

Come s' est de niveau r+1, on a, d'aprés 5.14,

£Qgr i X) = v, (-x)[ ¥/ +r+2 mod. (1-x)l @/ +r+3

f(qu i X)
1-%°

Supposons b & ZI\Ii1 +...4 l\lir. Soit nb le plus petit multiple de b tel que

a/2l +r+1 [a/2] +r+2

mod. (1-X)

n

Ve [
donc —b— (]."X)
Q-(ntl)b C b U QU (g-b) V...U(Q-nb). Alors, d'aprés 4.10(ii),

£(0;x) =x© £OYQUEQDbY...Y (Onb) ; X)
1-

+ £(Q i X) + XPEQ' U (D) 5 X) +...+£(Q'U (@D)U...U (@ (n-1)b) ; X) .
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Comme dans la démonstration du lemme 5.15, on a

[a/2] +r+2 < P(Q'U (Q-b)) < Y(Q'V (-b) U (O-2b)) < ...
D'autre part, par définition de n, on a

bUQU (Q-b)V...U (Q-nb) =[1,b] VU (a- Nil —I\Ii2 .. ]Nir-l\lb) =QS.
donc

f(Q ] 7x)
FO:% x5 L0 x) mod. (1-x)l &/ +r+2

1-x°

Comme plus haut, on a

e, X EQL X v,
Sb = s _g_ (l_x)[a/Zl +r+1 mod. (l__x)[a/Z] +r+2
1-X l-Xb

d'ol le lemme.

5.17. Lemme. Soit s un sommet non distinqué. Soient b <b' < ... <b" les

entiers tels que t = (s,b), t' = (s,b"),..., t" = (s,b") soient les successeurs

de s. On a

v =

1 1
s Vt+-b—,vt, +...+B—.,—vt,. .

ezl

Nous supposerons pour simplifier les notations que s a 3 successeurs
(s,b), (s,b'), (s,b"). Il sera clair que la démonstration est générale.

Posons s = (il’ 12’ veny ir) . Par définition des successeurs et des som-
mets non distingués : 1) b" est le seul entier de [1i 1 b"] qui appartient a
Iiil+...+l\lir ; 2) b,b',b" sont les seuls entiers k € [ir+1’ b"] tels que

a FWNi, +...+ Nir + INk.

1
D'aprés le lemme 5.15 appliqué de proche en proche, on a

(58) £(0,+S) = £ UIE+1,b-1] ;%) mod. (1-x)[@/2 +r+2

(cette partie du raisonnement est vide si b = ir+ 1).

D'aprés (58) et le lemme 5.16(ii), on a, en posant R = QY [ir+1,b1 =

[1L,bl U (@-WNi, -...-Wi ) :
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[a/2] +r+1

1

[a/2]) +r+2

A\
£ i X =4 (%) +ER;X  mod. (1K)

Appliquons de nouveau plusieurs fois le lemme 5.15 et le lemme 5.16(ii) ;

posant R' = Q_ U [i+1, b'l, on a, modulo (1-x)[ @72 4r+2

f(R;X) = f(Qs v [ir+1, b'-1] ; X)

Vi
bL' (1-X)[a/2] +r+l + £R' ;%)

v, ,
_b_t'_ (1—-}{)[ a/2] +r+l

1]

+ Qg YV [+, b"~1] ; X).

Enfin, d'aprés le leme 5.16(i),

Vin
£(0, U Li+1, b'-1] 5 %) = g (-l 2L g (gl a/2ere2,
De tout ce qui préceéde, on déduit
v v, v
. YO8 NS S _pyla/2]l+r+l _yla/2]+x+2
£, X) '(b g t b") (1-X) mod. (1-X) ’

d'ol le lemme.

5.18. Lamme. Soit s = (il""' ir) un sommet distinqué. Soient b<b' < ... <Db'

les entiers tels que t = (s,b),..., t" = (s,b") soient les successeurs de s. On a
-1 1 1 VA€ (s " s
Ve =5 Ve + 5" Vi +ooot 5" Ver + ala (a 11)(a 12)...(a lr)
avec € =1 si a est impair, € = 2 si a est pair.

Supposons pour simplifier les notations que s a 3 successeurs (s,b),
(s,b"), (s,b"). Raisonnant came au lemme 5.17, on trouve d'abord

(59) Qi X

1 1 ol a/2l+r+1
(‘5 Ve *pr Vt') 1-x)

+ £ U [ig#+, b1l ; X) mod. (1-x)| 3/21+r+2.

Comme s est distingué, on a b" él\lil+...+ i . En appliquant le lemme 5.16(ii),
on a, en posant Q' =[1,b"] U (a—]Nil-...- ]Nir) ,

[a/2] +r+1 [a/2]) +r+2

v "
(60) £(Q U1, +1,b"-1];X) =g (1-X) +EQX  mod. (1K)
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Par définition de b" et des samets distingués, tous les entiers k € [b"+1,5]

sont tels que a € Ni +...+Ni_ +Nk. Done, d'aprés le lemme 5.15 appliqué de

1
proche en proche,

-X) [a/2] +r+2

(61)  £(Q';X) = £(1,aV(a -Ni, ~...~ Ni);X) mod. (1

1

=£(1,alY{a,a=i,,..., a-i_}:X) (5.7(iii)) .

17"
Si a est pair, on a, d'aprés la prop.4.13,
a-i

)e.nl=x 5 I_(-x9)
154

a-i
62 f1aV%a,a1,..., a1 1% = XY Fax !

(a/2)+r+1

) (@/2) +r+2

ala? (@-i,)...(a-i) (1-X) mod. (1-X

Si a est impair, on a, d'aprés la prop. 4.12,

a-i

a-i _ r yvJ
63) f£( 1,'é]u{a,a—i1,...,a—ir} iX) = (1—xa) (1-X b...0X ) 1<]:'|I€(1 D
= ala(ai))... @iy (1-x) [ ¥/2 4 mod. (1-x){ /2 +r42

Le lemme résulte de (59), (60), (61), (62), (63).

5.19. Lemme. Soit s = (il""' ir) un sommet terminal. On a

Vv

s ala® (a—il)...(a—ir)

avec € = 1 si a est impair, € = 2 si a est pair.
Comme s est distingué (5.3), c'est un cas particulier de 5.18.

5.20. Définition de y(s). Soit s = (il,..., ir) un samet distingué. On pose

Y(s) = 234  af(a-i,) (a=i,)... (a=i )
1112"’1r 1 2 r

avec € = 1 si a est impair, € = 2 si a est pair.

5.21. Exemple. y(@) = d!a®? = 2(a/2)!a si a est pair, v(@) =[a/2]!a

si a est impair.

5.22. Exemple. Supposons a impair. Soit s =(2,4,6,..., 2n) ol 2n est le plus
grand entier pair < 3. Alors s est un sommet distingué, et y(s) = 1.3.5...a.
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5.23. Leme. Soit s un sommet distingué. Si a est pair, on a

2(a/2)ta < y(s) < 2al/((a/2)-1)!

Si a est impair, on a

3lta < v(s) < al/a!

Posons s = (il,..., ir).

Supposons a pair. Comme a—il,..., a—ir > (a/2) > il""’ ir' on a évidemment
v(s) = ala? = 2(a/2)!a. Soit {jl’jZ""’ jq} le complémentaire de {il,iz,..., ir}

dans [1,a]. On a
al

—=3.3,...3. < (a-3,) (@~F,) ... (@3 )
ii5..04p 1-2 q 1 2 q
donc

Y(s) < a? (@-i)...(a=1i)) (@=j;) ... (a—jq)

= a%(a-1) (@-2)... (a-:';) =2a(a-1) (a=2)...(a/2) =2a!(((a/2)-1) !)—1.
Supposons a impair. Raisonnant de méme, on a y(s) > 3dl!a et y(s) <

a(a—il) “ee (a—ir) (a-jl) ees (a-jq) = a(a-l) (a-2)...(a-a) = a!/(@t).
5.24. Lemme. Soit s = (il’iz""’ir) un sommet. On a

)[ a/2] +r+l )[ a/2] +r+2'

f(Qs;X) = iliZ"'ir (Ere}\',r>s y(r)) (1-X mod. (1-X

Supposons s terminal. Alors,

VS
(5.19)

z ' 'Y(r) = 'Y(S) = e—
reAa , r2s 1112"'1r
d'ol le lemme dans ce cas. Maintenant, on raisonne par récurrence décroissante

sur le niveau de s.

Supposons donc s non terminal, et soient t = (s,b), t' = (s,b'),..., t" = (s,b")
les successeurs de s. On a, d'aprés 1'hypothése de récurrence,

v, = 1112...1rb ErzAé ,r>t y(r)
o ip' T

Ver= ipdy..dpb redl , T >t Y(r)
= 3 : : " E

Vin 1112...1rb reAé'l ,r>t" y(r).

Supposons s non distingué. D'aprés le lemme 5.17,
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1 1
Vt + F Vt' +...+ F Vt..

<
1
o=

;g -
1112...1r(~r€Aa.L P 4 zreAa" ,r> (@)

=di5..ed zreA; L r>sY (r)

(on utilise une deuxiéme fois 1'hypoth&se que s est non distingué).

Supposons s distingué. D'aprés le lemme 5.18,

v =

VA€ fas s
s + ala (a 11)...(a lr)

1
Vt + bl——, vt' +...+ v Vt..

o'l

P . V€ pas s
iip...dy ZI'EAE; ,r>s y(r) + ala (a 11)...(a lr)

= dige.ed [EreAa,l ,r>s Y(r) + y(s)]

ii,..d, ZreA'; L r>s y(r).

5.25. Remarque. Came y(r) > O pour tout r, on déduit de 5.24 que vy > 0, donc

que w(QS) =[a/2]+r+l et u(Qs) = v pour tout sommet s.

5.26. Proposition. uf(a) = EteAa'. y(t).

(CE. 5.2 et 5.3 pour la définition de Aé, et 5.20 pour la définition de y(s)).

La prop. 5.26 est un cas particulier de 5.24.

5.27. Proposition. Soit i un entier tel que (a/3) < i < (a/2). Soit 13i 1'ensem~

ble des suites strictement croissantes d'entiers appartenant a [1i,3] (la suite

vide est incluse ; on a B, C Aé d'aprés 5.12). Alors

(i-1) !aa—i+3 si a est pair
ESEB Y(s) = { a-it+2
i (i-1) la si a est impair.

Supposons a pair. On a, pour (il’iZ""’ ir) € Bi’

i(i+l)...a L. o y
T Y(8) = 3y3y.--Igla-i)) (@-iy) ... (@-i)

ol {3},3ps--+s3g} est le camplémentaire de {i,,iy,...,i } dans (4,3 (3y/35--+3g

deux 3 deux distincts). Le cardinal de [i,gl est a-i+l1l ; donc

a-i+l _ . >
a = ni<j<a (3+ (@a=9)).
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Si 1'on développe ce produit, on obtient la samme, pour toutes les parties

{i .ir} de [i,a], des produits jljz...jq' (a-il) (a—iz) vee (a—ir) considérés plus

1
haut. Donc

~

a’3! ‘a-itl _ (i-1) 1a2-1*3

Zsep, YO =T . A
On raisonne de méme si a est impair.

5.28. La prop.5.26, simplifiée grdce & 5.27, permet un calcul assez rapide de
u(a) pour a < 20. Les résultats sont donnés dans 1'Appendice B. On a

u(2n) < u(2nt+l) pour n=2,3,4,..., 9. Canpte tenu de 4.22, il résulte de 1a que,
pour a parcourant [4,19], le comportement de p(n; {a}) pour n grand est "en
dent-de scie". Curieusement, on a aussi p(n; {2}) < p(n; {3}) pour n < 106, par-
ce que les termes d'ordre > 2 des développements asymptotiques de p(n; {2}) et
p(n; {3}) jouent alors un r8le non négligeable.

Il me parait probable que 1l'inégalité u(2n) < u(2n+l) reste vraie pour n = 10.
Par contre, je ne pense pas que la fonction a # u(a) soit croissante pour a = 3,
malgré ce que laisserait supposer 1'Appendice B.

5.29. Proposition. (i) Si a est pair,

a(61/6)-1»3

a/31-1)! <u@ <2%Pai/(@/2)-11.

(ii) Si a est impair,
(as3-1t a@9%2 < y@) < d¥Aa11a/2 1.
Les majorations résultent des 5.26, 5.23 et de la majoration évidente
Card Aa < 22, les minorations résultent de 5.27, ol 1'on prend pour i le plus
petit entier qui majore strictement a/3.
5.30. Corollaire. On a log uf(a) ~ %— aloga quand a » .

On a
1og 2D a1/(a/2)-1)t = a log a - (a/2)log(a/2) + o(a log a)~(a/2) log a

log (a/31-1)1a®®*3 - (a/3110g [a/3] + (a/6)10g a+o(a log a)~(a/2)10g a
d'oll le résultat pour a pair. On raisonne de fagon analogue pour a impair.

5.31. Bien entendu, la prop. 4.24 résulte du présent chapitre.



VI. Généralisation du phénoméne d'Erdds-Szalay

6.1. Lemme. Soient b, c des entiers tels que 2 < b < c. soit P (n,b,c) 1'ensem-
ble des partitions de n dont les 2 premiéres composantes sont {0} et [b,c].

Alors, quand n »> «,

card P n,b,e) /pm) ~ (D) (-1} (0)° 5 sic < 2b-2
n
card ¥ (n,b,c) /p(n) ~ (2b) b (7%)"“ n_(To'iT)ﬁ sic=2b-1.

Soit P'(n,b,c) 1l'ensemble des partitions m de n telles que 1,2,..., b-1 & Z(m)
et c+1 € Z(m). Pour b < i < ¢, soit \?" (n,b,c,i) l'ensemble des m € P (n,b,c)
telles que i & Z(m). Alors
Pwbe) =P b\ P (nbc,i).

Donc

card P(n,b,c) = card P’ (n,b,c) + zj £ p(n ;0
ol, pour tout j, Qj est la réunion de {1,2,..., b-1, ct+l} et d'une partie non
vide de [b,c] .
Supposons ¢ < 2b-2. Alors [ (c+1)/2] < b-1, et 4.12 entraine

(] ~ _lT_ b 1
card J* (n,b,0) /p(n)~(c+l) -1 ¢ ¢ 7 172

p(n;O.j)/p(n) =‘o( blm 2) pour tout j,
n

d'ol le lemme.
Supposons ¢ = 2b-1. D'aprés 4.13, on a

[ ~ _ l b+l 1
Card f (n,b,2b-1) /p(n)~(2b) (b-1) ! (2b) (/6) n(b'-l) 5

_ m b+l 1
= (4b)b! (:/E) W .

La prop. 4.13 donne aussi
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_ 1

sauf si Qj ={1,2,..., b,2b}. Dans ce cas, d'aprés 4.12, on a
b+l 1
p(n; Q) /p)~(2p)b! (17— .
J /6 n(b+1)/2
- m,btl 1 m bl 1
Cardg)(n:bIZb—l)/P(n) (4b)b! (75) W - (2b)b! (:/—6') W

d'ou le lemme.

6.2. Proposition. Soient b un entier > 2, f]e(n,b) 1'ensemble des partitions de

n dont tous les sommants sont = b, R(n,b) le nambre de m € f’a(n,b) qui ne rggré-

sententpaé tous les nambres b, b+l,..., n-b. Alors, quand n > =, R(n,b)/p(n)

a un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut suivant les puissances
de n—(l/ 2)

. Le premier terme de ce développement est

3 n,b 1
f(b-l)b!(z) ;WE .
(Rappelons (1] que (Card Rin,b)) /p )~ o-1) ¢ (1) 72

1) Soit ?(n,b,c) ‘comme dans 5.1. Alors

[
R(n,b) = Z_ card Pin,b,c).

=b
. 1 P =
Si 2b-1 <c < 5 b (3b-1), on a (n,b,c) = @ (prop.2.9). Donc

[n/2]
R@n,b) = 22271 cara Pinb,e) + 2. card Pn,b,0) .

c=3b(3b-1)
2) Pour chaque c fixé, (Card y(n,b,c))/p(n) a un développement limité d'ordre
aussi grand qu'on veut suivant les puissances de n-(l/ 2) (4.36) .

3) i k>3 b(3b-1), on a, d'aprés 2.14,

[n/2] [n/2]
t_, caraPinb,0) < (b+) I plbro)r(n,cbl)
n/2) -b
= (o) I, p(d+2b)r(n,d+l)
[n/2]

=0 (Ed=k-b p(d)r(n,d+1)) quand n + o,
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Donc, d'aprés 1.11,

n/2]

[ — (k=)
(64) (Ec=k Card ?(n,b,c))/p(n) = 0O(n (k b)/2) quand n + «,
et, a fortiori,

[n/2] -
(65) €, card Pnb,c))/pn) = o (®H1)/2) quand n > =,

car k-b > (3b-1) -b=2b - 1=Db+1.

4) Il résulte de 2) et de (64) que R(n,b)/p(n) a un développement limité d'ordre

aussi grand qu'on veut suivant les puissances de n_(l/ 2) .

5) D'aprés 6.1, le développement limité de

21 cara Pn,b,e))/p)
cammence par

(1:;—1)'(’r b 221;—2 (c+1)) ——7—

_ ‘. b 3b
(b-1)! (7—) (b-1) —7~ =3 (b—l)b' (—-—) 75 .

Campte tenu de (65), la proposition en résulte.

6.3. Le phénoméne d'Erdds-Szalay n'est plus vrai pour un ensemble Q € Fm*)
arbitraire. Par exemple, pour a entier = 3, on a, d'aprés un cas particulier
facile de 5.16,

f({a};X) ~ £({1,a} ; X) quand X > 1.

Par suite, p(n; {a}) ~p(n; {1,a}) quand n + », Ainsi, parmi les partitions = de
n telles que a € Z(w), presque toutes vérifient 1 ¢ Z(m).

Ona £({2};X)~4(1-X)2 et £({1,2} ; X) ~2(1-X)2 quand X + 1 ; ainsi, parmi les
partitions m de n telles que 2 € Z(m), a peu prés la moitié vérifient 1 & Z(m).

Problémes :

1. Caractériser les enscmbles de la forme Z(m).

2. Généraliser 2.11 et 2.13 en faisant intervenir les k premiéres composantes de
Z(m) (k>2).

3. Compléter la prop. 3.6 (cf.3.7).

4. En généralisant convenablement le chap.V, on doit pouvoir "calculer"
P(Q) et u(Q).
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5. A-t-on u(2n+l) 2 u(2n) pour n > 2 ?

6. Quels sont les ensembles Q pour lesquels le phénoméne de ErdSs-Szalay est
valable (i.e., pour n grand, presque toutes les partitions n € P (n ; Q)
représentent tous les nombres de [O,n]\ (Q U (n—Q))) ?

7. Quel est l'ordre de grandeur de p(2n ; {n}) pour n grand ?
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Appendice A.

Q £(Q ; X) v (Q) u(Q)
{1} 1-X 111
(1,2} (1-X) (1-%2) 212
{2} (1-%X2)2 214
{1,2,3} (1-X) (1-X2) (1-x3) 31]6
{2,3} (1-x2) 2(1-x3) 3|12
(1,3} (1-X) (1-x3) 213
{3} (1-X) (1-X3) (1+X+X2-X3-X*4) 2|3
{1,2,3,4) | (1-% (1-x2) (1-x3) (1-x") 4|24
{2,3,4} (1-%2)2(1-%3) (1-X%) 4 |48
{1,3,4} (1-X) (1-x3) (1-x*) 2 4 |48
{1,2,4} (1-X) (1-X2) (1-X%) 38
13,4} (1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X") (1+x+2X2) 4 |9
(2,4} (1-X) (1-X2) (1-X") (1+X~-X") 318
(1,4} (1-X) (1-x*)2 3 |16
{4} (1-X) (1-X2) (1-X") (1+X+2X242X 3-X"-X5-2x5) 3 |16
{1,2,3,4,5} | (1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X") (1-X5) 5 (120
{2,3,4,5) (1-X2) 2 (1-X3) (1-X") (1-X°) 5 | 240
{1,3,4,5} (1-X) (1-x3) (1-xX*) 2 (1-X5) 5 | 240
{1,2,4,5} (1-X) (1-X2) (1-X") (1-X3) 4 |40
{1,2,3,5} (1-X) (1-%2) (1-x3) (1-X%) 4 |30
(3,4,5} (1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X"*) (1-X5) (1+%+2X2) 5 | 480
(2,4,5} (1-X) (1-X2) (1-X"*) (1-X5) (14+X-X*) 4 |40
{1,4,5} (1-X) (1-X2) (1-X*) (1~X5) (1+X2-%5) 4 |40
2,3,5} (1-X) (1-%2) (1-X3) (1-X5) (1+%-X3) 4 |30
{1,3,5} (1-X) (1-x3) (1-X5) 3 |15
{1,2,5} (1-X) (1-%2) (1-X5) 3 |10
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{4,5} (1-X) (1-X2) (1-X*) (1-X5) (1+x+2X242X3-X"-2X5-2X5) 40
(3,5} (1-X) (1-X3) (1-X5) (14+X+X2-X3-X*-x5-x6+x7+x8) 15
{2,5} (1-X) (1-X2) (1-X5) (1+X-X5) 10
{1,5} (1-X) (1-x5)2 25
{5} (1-X) 2 (1-X5) (142%+3X2 +4X3+5K"4-5x6 ~7X7-6X8-x9+3x104+-4x1 14 25

2x12




Appendice B.

u(a) | a u(a) a | u(a) a u(a)

1 6 |72=23,32 11] 21901=112.181 16| 23670784 = 212,5779

4=22 | 7 |203=7.29 12| 41472=29.3"% 17| 64522939 = 13.17.281.1039
3 8 [1024=210 13{269893=132,1597 |18| 295659072 = 26.35.6337
16=2' 9 |1431=33,53 14]1964704=25.73.179]19| 1149903389 = 19.29.2086939
25=52 10| 11600=2".52,29| 15| 2951775=33.524373}20| 5402368000 = 211.53,47.449




Appendice C : 1'arbre Ay -

L} we Olf/l/”L
[P AR @ 7,111 14
® K11, 1Y
J/ —®
it 71013 7,12, 13,14
D712 14
13
Y © 313, 1Y
et
&9
i/vigfl 403;41/15
11,13
Pk @9 A1,13,14
\ 91
- © 4/44/ '“f
9/-{41
11, 12,13
s —@ 1141344
&
\.@ 112,14
1 TR
O — ©44,143,1Y
4}4'f
_ 141 @1,13,14
12 -
@1y 14
; ® 1344
O44

(On a encerclé les sommets distingués) .



