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ASYMPTOTIQUE DES POLES DE LA MATRICE DE SCATTERING
POUR DEUX OBSTACLES STRICTEMENT CONVEXES

ABSTRACT : We study the Location of poles forn the acoustic scattering matnix
for two strictly convex obstacles. We obtain complete asymptotic expansions fon
the poles in a stnip Imzsc as Rez ALends to infinity. These expansions are
obtained using an approximation of the quantized billiard operaton along the
trhapped ray between the two obstacles.

RESUME :  On étudie La position des piles de La matrice de scatterning acous-
tique pour deux obstacles strnictement convexes. On obtient des développements
asymptotiques complets pour Les piles dans une bande Imzsc quand Rez
tend vers L'infini. Ces développements sont obtenus grdce d une approximation
de L'opérateur de billard quantifié Le Long du rayon capté entre Les deux

obstacles.

Texte regu le 30 janvier 1987.

C.GﬁRARD, Université de Paris-Sud, Département de Mathé-
matiques, 91405 Orsay, France.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

On suppose que Q=970 ol Q; est un obstacle

n+l (n pair) a bord C” r.

strictement convexe dans R i

et Ql nQZ =4.
Soit d 1la distance de Q a Q, et a,er, les
i i
points tels que |al-az| =d. On va utiliser la caracté-
risation suivante des pbles de la matrice de scattering
pour @ ,S(z) (voir [V]).

Pour X € R on considére la solution du probléme

suivant

n+ly g

(1.0) Au+)\2u=f dans R
ulaQ =0

et u vérifie les conditions de radiation de Sommerfeld :

lu(r) | <cr /2 , lg—¥+ iru| scrp(n*l)/2

Soit d'autre part Y(x) une fonction c” positive

2
telle que ]D;‘(‘WI éCOLe_'XI , et sz 1'espace de Sobolev
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N . PP 2
a poids défini par |u|”, = |yu]|
W Wl (R )
1'espace de Sobolev classique.
. 2, on+l . 2 N
On note d'autre part La(H{ ) 1l'espace L~ wusuel a
support dans {|x| € a} avec a assez grand pour que
Q <{|x] s a}.
Alors il est montré dans (V] que la résolvante du pro-

bléme (1.0) définie pour A € R, a un prolongement méro-

morphe avec des résidus de rang fini aux poles, si on la

2
1

Cette résolvante notée S(A) est d'autre part holo-

considére comme opérateur de Lﬁ(Rn+1\ Q) dans W

morphe dans ImA <0, et ses pdles sont exactement avec
multiplicité les pdles de la matrice de scattering pour
Q . Une deuxiéme caractérisation des pdles est donnée
dans la section 6.

Enoncons maintenant le théoréme démontré dans cet
article.

Le rayon taj,a,1 est 1'unique rayon captif de Q.
I1 correspond au point fixe (al,O) €T*(Fl) pour 1l'ap-
plication du billard y associée aux rayons réfléchis.

Ce point fixe est de type hyperbolique car Fl et

n

r sont strictement convexes, ct on note vl,...,vné R

2
les valeurs propres plus grandes que 1 de Dx(al,O), ct

_ -1/2
b0 = (vl e vn) .

= “a ; -
Pour o € N, on pose Ka-bov . (On peut avoir Ka Ka'

our a=#0'). On note alors A%
p

. o .n .
Ye-ilogyy *if.iez,
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qui sont disposés sur des lignes Imz =cste et appellés
pseudopbles par [(B.G.R1. Pour chaque valeur de Ka’ on
introduit alors des développements asymptotiques : (on

omet 1l'indice a pour simplifier les notations)

Ay (3) =Aj +k£1ak’£(Aj)_k/2a£ avec al €N =1,...a

qui correspondent a des développements asymptotiques pour
les valeurs propres d'une N xN matrice oi N =Card{a'|Ka,=Ka}.

On note p la multiplicité de A,(j) comme valeur
2 L

propre asymptotique. On démontre alors le théoréme suivant:

Théoréme : Pour tout Ne€ W, i1l existe jN € N et CN€“E tels
que pour J z jN la matrice de scattering pour § a exactement 12

pdles avec multiplicité dans :

-k/2as -N
- A - (X £ A
| A ¥ k-z—z 4G g ,7) | < ey | J[
ou m, est le plus grand k tel que SLI N
v peus g e gy ©
De plus dans le cas ol les |a'| ont tous la méme pa-

rité pour a'E{a'lKa, =Ka} , le développement asymptotique

ne contient que des puissances A}k/al

et plus de % puis-
sances. Le premier résultat dans cette direction est di a
M. Ikawa ([11]) qui a démontré ce théoréme pour la premiére
rangée de pdles (a=0) avec un développement asymptotique

-1/2

a 1'ordre O(Aj) et récemment (CIZJ) avec un dévelop-

pement complet.
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On donne maintenant le plan de 1l'article.

On va réduire la recherche de pdles a un probléme sur
le bord d'un des ouverts, par exemple ry . Pour cela, on
introduit les opérateurs suivants : Hi LA) Cm(Fi) >

b

Cw(Rn+1\ Qi) est la résolvante du probléme

(a+x%)H; ,()v=0 dans R"T\g,
(1.1) .
Hi’+(A)v'Fi=v

étendue comme S(A) de W3/2(Fi) dans Wi (voir V1),
H. est définie pour i =1,2 pour A dans une région

1,+

{|ImA] s co,Re A2 Cl} pour c; assez grand, car d'aprés

les résultats de CMZJ, la matrice de scattering pour un
obstacle non captifn'a pas de pdles dans {ImA2alog|Ar|+b}.
On note alors Hi(A)v =Hi’+(A)v T ou F3 =F1 et

i+l
M(A) = HZ(A) Hl(A) .

Dans la section 2, on construit une approximation
asymptotique H(A) de M(A) prés du point (al,O) de
T*(Fl), qui est un opérateur intégral de Fourier a grand
paramétre X associé a la transformation canonique du

billard.

Dans la section 3 et 4 on étudie H en se placant dans
des coordonnées symplectiques convenables, et en remplacant
H par une approximation HO . On peut résoudre un probléme

de Grushin pour 1 -H0 ,» puis pour 1 -H par perturbation.
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Dans la section 5, on résout un probléme de Grushin
pour 1-M(X) en utilisant des résultats sur la propa-
gation des singularités en dehors d'un voisinage du rayon

périodique Cal,azl .

Dans la section 6, on démontre le théoréme sur les

pbles de S(z).

On a rassemblé dans 1'appendice les résultats techni-

ques nécessaires dans les démonstrations.

Enfin nous tenons particuliérement a remercier
J. Sjostrand qui est a l'origine de ce travail pour ses
nombreuses suggestions qui ont permis d'améliorer une
premiére version du manuscrit rédigée a 1'Institut

Mittag-Leffler au printemps 85.

2. CONSTRUCTION DES OPERATEURS MICROLOCAUX

On commence par introduire des opérateurs de tronca-

ture.

Soient ky(x,y,6), kj(x,y,8) €52°0(F) xT}), ky(x,y,E)€
Sg’g(rz XFZ), tous a4 support compact, (voir appendice A.I
’
pour les classes Sg’g(le Fl)) avec k1 ,ki égaux a 1
)
prés de (al,al,O) et k2 égal a 1 prés de (az,az,O).
Dans la suite, on posera a1=0.

On suppose de plus que k,=1 sur l'intersection avec

n+l

oT* (R \92) des rayons sortants de supp kl’ et que

ki vérifie la méme propriété avec k1 remplacé par k2'
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On aura besoin dans la suite de réduire un nombre
fini de fois les supports de kl’kZ’ki , en gardant ces
propriétés.

On pose alors
KpuGon) = G [ e OE oy 0w, ay a

@l
K2 et kl

sont définis de maniére analogue.
Kl envoie Cm(Fl) dans Cm(Fl) pour A €D ol D est

un domaine de € de la forme {|ImA]| s C,» Re A zcl}.'

Soit V1 cT*(Fl) le support de Kl(y,e) , et soit K
1'intersection du flot des 1/2 rayons sortants de Vl

avec un voisinage U1 de ?%_ qui contient ry.

Dans ce paragraphe, on va construire un opérateur

H, : Q?(Fl)->Q?(K) tel que

1]
=

(A+A2)Hlu
(2.1) ~
Hiou = K.u
I
ou Kl est l'opérateur de troncature introduit plus haut

et R1 a un noyau dans Q?(K xFl).

On a déja construit un tel opérateur si Ul est assez
petit dans la Proposition A.II.3. Il reste a étendre

cette construction au voisinage de K

Proposition 2.1 : Il existe un opérateur HJ :,gf(rl) + CT(K)

qui vérifie (2.1). El est de la forme :
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alx,y, 0, ) uly,X)dy de

~ _ An -A(Y(x,0)-y+0)
Hlu(x,k) = (2“) J e

o a est holomorphe en X pour X €D,
a€s”%Kk xr,) .
0,0 1

Démonstration : Il suffit de voir qu'on peut étendre les

constructions de la Proposition A.II.3. On étend ¥ a K
par

Y(x+2VYP(x,06),0) =¢P(x,06)+2. L'extension est bien
(2.2)

o)

C car Fl est strictement convexe.

On peut ensuite étendre a solution de (A.II.8) a K en
utilisant que (A.II.8) est une équation différentielle
ordinaire le long des rayons qui recouvrent K. On a

donc démontré la proposition.

Proposition 2.2 : Soit Vo = KN T,

on a : (H] OKJ-HJ) V2 a un noyau dans ( (VZ x FJ).

Démonstration : D'aprés 1l'appendice, il suffit de montrer

n+ly g

que si U2 est un voisinage de V, dans R 1
- H

(Hlo K1 l) U a un noyau dans g?(UZ XFl).

2
En utilisant les arguments de la preuve du th. A.II.12,
on voit que 1l'on peut prendre par cxcmple U, = K, et ter-

miner la démonstration de la méme facon. o

On peut faire la méme construction en échangeant les

réles de Iy et I', et construire un opérateur
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ﬁz : g”(rz) > CT(K")

tel que : (a+A

Nt
T
)
[«
n
=

Kzu

et R, a un noyau dans Qé(K'x r), K, est 1'opérateur
de troncature introduit plus haut. ﬁz vérifie 1'analogue
des propositions 2.1 et 2.2. Les singularités des noyaux

de ﬁl ,ﬁz sont décrites dans le corollaire A.II.4.

2.1. Opératcur de billard microlocal

On étudie maintenant 1'opérateur H : gf(rl) ->

g'(Fl) défini par H = KiH2 Hl'

On commence par définir une transformation cano-
nique yx de T*(Fl) dans T*(Fl) associée aux rayons

réfléchis sur FZ.

Pour »p eT*(Fl) , p proche de (0,0), on trace le
1/2 rayon sortant de p noté y et on note y' le rayon
réfléchi sur FZ. Yy' coupe Fl et x(p) est la projec-
tion sur T*(Fl) du point d'intersection de y' et de

n+l

aT* (R 7\ @)

On montre maintenant un lemme pour étendre la méthode
de la phase stationnaire pour des valeurs complexes du

grand paramétre.

Lemme 2.3 : Soit A €D={A€L|0sImhs c,sBed z il
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Soit alx,A) € Sg’g(ﬂfw » & support compact en x, holomorphe
3
en A, o(x) € CT(RY) une fonetion avec un unique point critique non
dégénéré sur le support de a, situé en x=0.

n/2

Alors 1l'intégrale (\) eixw(x) alx, \)dx admet un développe-

ment asymptotique gLre(0) ) bk(x)x'k o by € 5°(c) se caleule
k=0

comme dans le cas X € IR.

Démonstration : Supposons ¢(0) =0 et notons I

I(A) = A/ 2 I cire(x) a(x,A)dx .

Si A€R, le théoréme de la phase stationnaire montre que

IA

N . - (N+
vNeEN [I()) - kZO b (MK 5 Seaaeapy (WD)

pour |A] zEN.
Ici les bk(A) sont donnés par les formules classiques, et

holomorphes en A pour A €D. On commence par remplacer
N .
Y by A K

k=0

pour | A] 2cy ., et qui est holomorphe pour A €D. Par chan-

par une fonction équivalente modulo (1+|A|)-(N+1)

gement d'échelle, on peut se ramener au cas ol

D={reCl[0sImAsl,Rerzcyl).

N

On cherche cette fonction sous la forme ) ck(A)(A+Zi)_k.
k=0

k 1,-k

=2k (2107

miner les €y bpar récurrence, et ck(A) est holomorphe

En écrivant (A+2i)° , on peut déter-

en A .

En changeant la constante EN , on a donc
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N
VAieR [I(A) - ) ck(x)(x+21)'k| < EN(1+H|)‘(N+1).

N
On estime maintenant |I(A) - ) ck(A)(A+Zi)-k| pour
k:

o

ImAa=1. Il est clair que

WA

-
e~z

Ock(A)(A+Zi)-k c; pour

Imax=1.

En écrivant =A1+i , on peut majorer I(A) par une
constante en utilisant la phase stationnaire avec grand

paramétre Aq -

N
On a donc : |I(A) -kz Ck(A)(A+Zi)_

k| €cy pour Imi-=1.

En utilisant le principe du maximum sous une forme démon-
trée dans [Hi], on en déduit facilement qu'on peut majorer
pour 0§ImA§c1<1

“

N+1)

N
(2.3) |1(x)-k§0ck(x)(x+21)' par ¢ (1+]a]) e

ou o<1 dépend de cy -
On peut enlever dans (2.3) les termes Cy pour k> a(N+1),

En revenant aux bk(x) , On a aussi

a(N+1) . -
110D - 1 b ) K| sey (eapy e (N

pour |X| assez grand.

On a donc démontré le lemme. o

Avec les notations de la page 2.3, on note Xl(p) , pour
P €T*(F1) , la projection sur T*(FZ) du point d'intersec-

tion de Y et de 3T*(Rﬁ+1\ QZ)), X; est une transformation
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canonique de T*(Fl) sur T*(FZ).

Si on note X, la transformation définie de facon analogue
en échangeant les rdles de 1‘1 et T,, il est facile de
voir que X =X; o0 Xj - On se place dans des coordonnées 1li-
néaires centrées en ay telles que Fi a pour équation

X ) et on note (—1)1Ai le hessien de

n+l S fi(xl,...,x

fi en (0,...,0). Ai est donc défini positif.

n

On a alors le lemme suivant que nous ne démontrerons pas.

Lemme 2.4 : Dans les coordonnées canoniques induites par

(xl,...,xn) sur T*(I‘l) et T*(I‘Z) on a :

[ n+da, dn )
DXI(O’O) =
AZ(ZL +dA1) 1[+dA2
| +4, J
[ ﬂ+dA2 du
Dx2(0,0) = T
2
Al(ﬂifdAZ) ﬂ<+dA1
\ /

On montre maintenant la proposition suivante

Proposition 8.5 : H=K'H,H, est un opérateur intégral de Fourier

de la forme sutvante :
Hulz,\) = (5)" J e P02, 00y 042d) 500 6 0) uly, A)dy db

ou d € Sg’g(rlx r,), est a support compact en (z,y,8) et holomorphe
3
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en )\, la phase s(x,0)-y+ 8 paramétre la transformation cano-

nique X , et s(0,0) =0.

Démonstration : Il est clair d'aprés le corollaire A.II.4

et la définition de x , que Ki ﬁzﬂl est un opérateur in-
tégral de Fourier associé a x . La seule chose a vérifier
est la forme de la phase. Si y(y,0) -z +6, (resp.

@(x,é) -y -5) est la phase associée a Hl (resp. ﬁz)
ﬁzﬁl est un O0.I.F. associé a la phase ¢(x,y,z,e,§)=
@(x,é) -; -0 +y(y,6) -z 6, avec (y,e,é) comme variables
de fibres. On peut éliminer les variables (y,a) par 1la
phase stationnaire car Dx(0,0)(ﬁy,O) n'est jamais de la

forme (0’65)’ ce qui se vérifie immédiatement avec le lem-

me 2.4.

Si x=6=0, on obtient comme point critique Yy =9 =0,
c'est-a-dire (y,é) =(a2,0). D'aprés (2.2), on a w(a2,0)=d
et on a aussi @(31,0) =d. La valeur de la phase au point

(0,0) est donc bien 2d, ce qui démontre la Proposition.,

On va maintemant simplifier H par une transformation ca-
nonique. D'aprés tPi1, Dx(0,0) n'a que des valeurs propres
réelles, différentes de *1, car Fl et Fz sont stricte-
ment convexes. Donc x a une variété stable entrante A_
et une variété stable sortante A, , qui sont des variétés
lagrangiennes qui se coupent transversalement en (0,0).

On peut donc trouver une transformation canonique locale &
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de T*(Fl) dans T*(QE) ou QE est un voisinage de 0
dans R", qui envoie A, sur {g£=0} et A_ sur {x=0},
au voisinage de (0,0).

J est paramétrée par une phase t(x,0)-y -0 définie
prés de (0,0) car dans les coordonnées dc départ A_
est donnée par une équation & =f_(x) avec DEf_(0) in-
versible, donc D&F (0,0)(6),,0) n'est jamais dec la forme

(0,8,).

On note alors F : gf’(rl) »Q”(Qg) 1'opérateur
FuGon) = (2" [ e P ED YD ey 0,0 uiy, 0y a9

avec C €SO’O(F xQ ), ¢ holomorphe en A pour x €D,
o,0" 1 €
et ¢ ecﬁ(rl xQ_ R"), c=1 prés de (0,0,0). F admet

un inverse microlocal prés de (0,0), G : ~g°°(sz€) »gf’(rl)

Gutx,0) = (" [ e OO0 e,y 0,00 uty, 0y do

o e vérifie les mémes propriétés que c .

T O

[N ok
" 1}
_l R

Alors en utilisant le lemme 2.3, on voit que {

ot K et K' peuvent s'écrire sous la forme
Kuo,n) = ™ [ e 078 ki y,0,00 uty, )y a0

avec k €Sg’8(1“l>< Fl) , holomorphe en A, et k=1 prés de
b
(0,0,0). On a une forme analogue pour K'.

On prendra les supports de Ki , Kl assez petits pour qu'ils
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qu'ils soient inclus dans la région ou k=1.
Théoréme 2.6 : Ona : FHG=e M, avec
My ulz,\) = ()" j oMo, 0)-y=0) 4 6, 0) uly, Ady do

et be s xq) b est holomorphe en A, b(0,0,1) =(v, ...V )-1/2+
0,0 € € 1 n
O(IAI_J) ou Vyeee v, sont les valeurs propres plus grandes que 1

de DXx(0,0).

Démonstration : Il est clair que 1l'on pcut paramétrer

F o Xo 97'1 par une phase ¢(x,0)-y<6 , en utilisant le

méme argument que précédemment.

La deuxiéme partie du théoréme est démontrée dans la

Proposition A.III.2 de 1'appendice. |
'i)\l(‘P(X’Q)'y°9)
On peut aussi écrire M1 avec la phase e
-1/2

ou Al =Re A . Dans la suite on notera b0 -(vl ...vn)

Enfin la différentielle Dx(0,0) s'écrit dans les nou-

velles coordonnées symplectiques sous la forme A 0
0 |tal

ou les valeurs propres de A sont (vl,...,vn).

Dans la section 3, on va étudier 1'opérateur

MO : £~(Q€)-*£\(Q€) défini par
1
X-y)+g

-irg (A7
b, u(y,A)dy dg

My u(x,1) = (A" [ e
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3. RESOLUTION DU PROBLEME DE GRUSHIN POUR Mo'

3.1. Espace de Hilbert de fonctions microlocalement

sortantes.

On définit maintenant un espace de fonctions mi-
crolocalement sortantes, dans lequel on va résoudre le

probléme de Grushin pour Po.
Définition 3.1 : On pose :
P ={uen(a)| m(z? Al)'p+2’°‘| AJI“I ch“uez;zme) v lal £p/2}

et on munit H® de la norme naturelle.

| _ 1/2
Ici Dx")\—l DX ’ m(t) = (1+t) .
Rappellons que P0= u -e-iAZdMo, avec
. -1
)\1 n '1)\1(A X'Y)'E
(.1) MoulA) = ()" e b uly,\)dy dt

Notons m Ay l'opérateur de changement d'échelle

mapu(x) =u(x A9,

. _ -1 _ -1
Si on pose HDO—mAIPOm)\l et J(,O—mklMom)\l , on a
el M0
~ 1 -i(A -y) . . e~
K u(n) = G [ T HA I ey,
en faisant les changements de variable X =x A}/z,

E=ea/?, y=yal? dans (3.1).

1/2 1

Notons J6P = {u €D' (2, Ag )|m)\1 uc HP }. on a

9P = {ueD' (2, A}/z)|m(x2)_p+2la!D)2(au€L2(Q€ 278 v ol sp/2d .
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On va résoudre le probléme de Grushin pour 9"0

dans ﬂcp .

3.2. Résolution du probléme de Grushin pour JLO dans le

cas ou A est diagonale.

On note Lz(ma) 1'espace L2 avec la mesure
m(szO‘. On suppose dans ce paragraphe que At est diago-
nale dans la base (xl,...,xn). On a donc A=diag(v1,...,

<
\)n) avec 1<vysv, ...

A

\)n.

M, est l'opérateur wu(X) +b0u(A-li) et les mond-

mes forment une base de vecteurs proprcs dans (Ii[xl,...,an

pour M, .
(o}
-0

On note Ka =b0 v pour «q ¢ N' ct on fixe une

valeur K0 prise par Ka (éventuellement pour plusieurs
multi-indices a ).

On note €C wun paramétre qui varie dans un petit

z
.. 1 .
voisinage V de X et on posera dans la section 6,
o
v

e-i)\Zd

z = , O A varie dans un voisinage Vi des pseudo-

(o}

K
A o o, 1 .
poles “j =-1 10gﬂ+33 pour j €2.
On prend V assez petit pour que : v g € N avec

KBzKO, on a

A
™

vzev, ll-zK]igo , ‘1—21(0]

B

Enfin, on note J={a€]Nn|K =K } et a

N o CardJ .

Prenons N € N assez grand pour que
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I(detA)l/zzl) v-Nléz: <1 pour z€V,
o1 1

On prend maintenant p assez grand pour que
-p2N+n+ 1,

i.e. les polyndmes de degré <N sont dans %P

A
<
o

W
n
—pZZN+%+1,

ice. wPectN 11,
Enfin on note |u|s la norme de u dans 1l'espace

de Sobolev classique W° (|X| £1).

On commence par montrer deux lemmes

0 . . _ _ J _
Lemme 3.2 : Soit k>1, et B, =B(0,1), B, =B(0,k"), D.=B;\B, ;.

Ona VYu € C:(JRn) :

jm(xz)'q ul? dx s e (jul? + § 19 |l )
T % =1 i
fm(x‘?)'q wl? dwzc! (jul? + T k0l o).
1 o j=1 J
Démonstration : Il est facile de voir que

[ans® 92 ul? o
est équivalcnt a

2 S - 2
lulg + 5 k39wl
o j=1 J

ce qui donne immédiatement la premiére inégalité.
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Pour obtenir la deuxiéme, 1l suffit de majorer

.Z k.jq Iulé. . On a

j=1 j
o . w . o ] .
- 2 - 2 - 2
Z k JQ|u|B' = Z k JQlulB + Z ). k JqIUID
j=1 j j=1 0 j=1 &= L
K4 T 2 S -jc 2, 0§ .-t 2
= 1 dulp o« Tk N2cidulg ¢ 1 kT Yulg ).
1-k°9 e21 0 Dy g2 a By Dy

On a donc démontré le lemme. o

Lerme 3.3 : Soit v € W (B(0,1-+eo)) avee ng(0)==0 pour

la| <28+n+1. Alors 3 C et M€ N tels que :

(3.2) AT cx L [028)%, )
os]al<u L°(B(0,1)) v<lglsm L(B(0,1+¢ )

Si Dﬁv(O) =0 pour |B]| <2N+n+l. On a

A

Démonstration

pour fa| <N : DPDZ%(0) =0 pour [B] <2N-2|a|*n+l.

Donc
j 1
Diav(x) = ) ) %T J (l—t)lél'1 Di+2uv(tx)dt.
|§]=2N-2]a]+n+1 °° 0
Estimons [Diavl - , on a
L (B(0,1))
2% $C ox ) p8tEy| :
L (B(0,1)) |§]=2N-2]a]+n+1 L (B(0,1))

Notons u =Diav. Par les inégalités de Sobolev, on a

§ Y+6
D <C ( " |pY
| XulL‘”(B(O,l)) 02 yi;n;z+:1 D u,1,2(13(0,1))

Regardons un des termes DI+6u. On a y+¢6=8 avec
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|B] 2n+1. Si B =(Bl,...,6n) avec tous les B, pairs,

B

on peut majorcr directement |DAu| par un

L2(8(0,1))

terme du membrc de droite de (3.2).
Si 81 est impair, une inégalité simple montre que

B B B.+1 B 8
Lo Mul?, sc(io,' " f..p M|,
1 n L2(B(0,1)) 1 2 n o LE(B(0,1ve )+

B,-1 6 B
Lo 2 p Myl ?

R ).
Xp XXy LZ(B(0,1+eO))

Pour |B| 2n+1, on peut donc estimer |D6u|22
L™ (B(0,1)
par C ) DzYu 2 . Comme u=Diav,

Isylssn/2eNvl X LE(B(0,1+¢ )

on a donc démontré (3.2). o

Proposition 3.4 : Soit u €XP avec D;u(0)=0 pour |a| < 2N+

n+l, alors ]]u“z)écx . [m_p+2|a| Diuulzg 172
3”& Nslalsp/2 ta_x2y%)

Démonstration : D'aprés le lemme 3.2, on a

-p+2|al| H2a 2 2a. 12 -2j(p-2lal) ;n2a, ;2
[m Dy u‘ng(K[DX ulBo+ )k |D uiBj).

Posons x =k3y et u(x) =u(y). On a :Diuu =k-JZIaID§aa,
et

k’zj(p'zlal)lDiaulé =kjnk-2jpk-4|a'lD2aﬁl 2 .
j YL (B(0,1))

D'aprés le lemmc 3.3, on a
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k-Zj(p-Zlal)lDZGUIZ <C x
X B

j
) k-ijk-4|a|kjnID28ﬁ|22
Ns|B|sM YL (B(0,1+e_))
co 1 aEeezlsh paez
N<|B|sM L (B(O,kJ(1+eo)))

Le lemme 3.2 est encore vrai en changeant de décompo-

sition dyadique, ce qui démontre la proposition.

Proposition 3.5 : Soit f exP , et

o
flx) = ¥ > o) Lowfo(x)
la| <aWtn+1 of u

le développement de Taylor a l'ordre 2N+n+l de f.

©

Alors la série de Newmann v = ) (zA%)J fﬁ converge dans
J=0

)cp uniformément pour 2z € V et on a :

ol ose, lisll .
wP P P

Démonstration : On va estimer II(ZJ%)J £l .
(¢} N %P

D'aprés la proposition 3.4, il suffit d'estimer les dé-
rivées d'ordre supérieur a N de (ZJ(,O)J fN.
On commence par remarquer qu'a cause des inégalités
de Sobolev, on a si |B] £ 2N+n+1, IDBf(O)|§ c el .
X p 3P
Donc on a

(3.3) eyl o= e ll£ll
%P P xp
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(szo)j fy(x) = (z bo)j fN(A'jx) , et D)z(a(fN(A_jx)) =
“2aj 2 -
VIR D% (AT ).

Si Ja| 2N, on a
-pt2 -20j j 2 -j 2
ImP*2lel =203 (3 33 2 £ (a Jx)|L2

s Jzb | 23 v 4N n P*2lol 2y p2e £ (a7 Tx) | 2 ax,
|x|<e Ai/z

en faisant le changement de variables A"lx =% et en
utilisant que m est croissante, on peut majorer cette

intégrale par

2j -4jN j -p+2 2, 02 2
lzb ] "I vi™ (detA)J[ nPr2lel )| DL Ey(x) ] © dx.

1/2
[x|se ]

Donc on a

-p*+2|al 2o je 12

|m DX (LMO) fN|L2 <
2 -4N,j -p*2|a| p2a 2
s ldet A (zb) % v NI x moPr2lel p2 ol
. 2 _-4N _ L.

Pour ze¢V, on a : detA,|zbO| vy seq< 1, donc la série

Yoo (z J@O)j fN converge dans HP, ce qui démontre la
j=0

proposition. g

On peut maintenant démontrer la proposition suivante

Proposition 3.6 : On peut inverser dans 1P 1e probléme de

Grushin : u - z./t0u=9Z;c+f pour fexb , cer®,

ﬂ%lt=d 2 €V
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B

+ X
avec :Rc= ] e, 7
o7 ey BB

B
.ﬁ (Dxu(O))BEJ
+
L'inverse s'écrit JFO = 8 60
- +—
3o 5o

B
&,(f) = 1 (=%~ ) D £(0) 35 + r(x)
4

B4J_
IBI<N
8
r(z) = (1-a2k)" Tetw) , folx) = fx) - T 0B reo)
N N |B|<NB.’ X
¢ta= J 4 CAC (02 Fe0))
o" g B! gof—- xf BEJ
BEJ
+_ p—
‘éo d = (J-zl(o)d .
Ona: VvVzaeV
(3.3) |F | sc .
O L (HP x g% P
Démonstration : Soit f €XP et soit
- Z xB B8
(3.4) £(x) = 3 Dy £0) + £ (x)

|B|<N
le développement de Taylor de f a 1'ordre N.

Si u exP , on écrit u sous la forme (3.4) en sépa-
rant dans le développement de Taylor les mondmes xB
pour B €J.

I1 est facile de vérifier que gb est bien de la for-
me indiquée.

La seule chose a voir est 1l'estimation (3.3).

Pour cela, il suffit d'estimer jDE £(0)| en fonction
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de |f| P’ d'utiliser la proposition 3.5, et d'estimer

H N
| x pour |B] <N.

d
%P

on a: [DPfco)| scn,n) DB £
X X W

IA

n+2+1 sC
(Ix| 1) P 4P

A

IXBI » C(N) pour |B|<N.
X

On a donc démontré la proposition.

3.3. Résolution du probléme de Grushin pour /Q)dans

le cas ou A n'est pas diagonalisable.

Sur 1l'espace vectoriel des polyndmes de degré
inférieur a8 N, J%O a pour valeurs propres b0 v ¢ , mais
n'est pas diagonalisable, si A n'est pas diagonalisable.
Fixons une base {p,(x)} de polyndmes homogénes dans
laquelle J%O est sous forme de Jordan, et notons
{ij(x)},LE J l'ensemble des p, qui sont des vecteurs
propres généralisés de Jbo pour la valeur propre K,
considérée dans le §.3.2.

On peut alors écrire le développement de Taylor

de f a 1'ordre N sous la forme
f(x) = p(x) K, (£) + ) p,(x) K, (£) + fy(x)
1%J L L pegh [ N

I1 faut maintenant remplacer la norme sur %p par une

norme équivalente.
. e . -1
Pour simplifier les notations, on supposera que A

n'a qu'un seul bloc de Jordan associé a la valeur pro-

pre v;=, le cas général se traitant de la méme fagon.
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On peut trouver une norme euclidienne sur R"

2 _¢ 2 -1,52.1 2
“C”1=§Yi€i telle que |[tA “g|[7<z [lell] avec
C>1. On peut aussi trouver une autre norme ||x||%=

th 2 2 2

% B; xj telle que IIAXIIZz Cl|x|[2.

On pose alors m(x,A) =1n(Hx||§Al), et m munit HP de
la norme

llull ? =

- Iﬁ(x,x)_p+2h” AIaIYaEZaUIZ
HP  0<|a|sp/2 1

X 2
L7(Q.)
le lemme 3.2 s'étend si on remplace les boules Bj par
les boules pour la métrique ”X||§ et en utilisant les
arguments de la preuve du lemme 3.3 et les décompositions
dyadiques, on montre facilement qu'une norme équivalente
sur HP est
2 ~-p/2+]|a al/2 Lo 2
lult?y= 1 el plel/zpng 2
HP  0s|a|sp L7(&.)

On a la proposition suivante

Proposition 3.7 : On peut résoudre dans ®P e probléme de

Grushin : (u - zﬂ,ou=£;-c+f pour fEJCp, e,d € Z'a, z €V
ﬂ;u==d

+ - - -
avee ro— ) cyvpyv(x) ,Qou = (Kﬁ(u))

.

€
2€J . bed
L'inverse s'éerit : SFO = éo %0 avee :
- -
% %

.y -1
E,f= 1 (1-ak)T K (f)p () + (1-24)"" f,(z)
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+ -— - —
‘éod— I odyp (=), ‘é,of-(-Kl(f))lEJ
red
+- . ;
%0 est la matrice de ﬂ-—zJ% dans la base {pl(x)}lecf et

F < C(p) , VzET.
174l L P, %)

Démonstration : D'aprés la Proposition 3.4, il suffit

d'estimer ﬁ;(fN(A-Jx)) pour |a| 2z N.

. . . ~a N
Au lieu d'estimer ﬁig on peut estimer ng ol

D

1]
(=

X1 X1

X . X.
1 1

D

I
=]
'
<

1 Dy _; pour 122
i
CH 1% (AT =y leld -
On a alors : (Dx) fN(A X) =V (DX fN)(A x).

On peut alors terminer la démonstration de la méme

facon.

3.4. Résolution du probléme de Grushin pour M, .

Comme ”%o est obtenu par conjugaison de Mo par

mi;, on obtient immédiatement les propositions suivantes:

Proposition 3.8 : Si A est diagonalisable, on peut résoudre

dans HP e probléme de Grushin suivant :

u-z2M u=~R c+f
o o

R u=d
o

pour f € /i , c,d € s s 3 €V avec :

1/2 8
+ (xA7?) _,.-18l/2 .8
Roc—BgJ cg ——gr— » RHu=0 D ul0))ge
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B, B,
L'inverse s'écrit : F_= avec :
o - A
E E
o

o (J_ZJK) Df‘f(w + r(z)

B¢ J, [Bl<H
- -1 8 x
r(z) = (1 - aM )" (flz) - ) D, £(0) G7 )
|8|<W
1/2 .8
+ _ xA ")
E(\Jd = ] dg =5

BEJ

- _ 8 -|8l/2
EO(A) f=- (Dx o) )BEJ

+- —
EO (\) d=(1- zKO)d

et : |F0| sC ,Y3€V.
P xe*) P

Proposition 8.9 : Si A n'est pas diagonalisable, on peut

résoudre dans H' le probléme de Grushin suivant :

u-zMOu=R;c+f pour fellp,c,ded'a

R;u =d
+ 1/2 - -|B|/2 N _
R c L oeyp (@), Bou=(a Kyw) o on [8]=
LEJ
degré de p
L B E'+
L'inverse s'éerit F_= 9 o avee :
) - -
E E
o o
Lo -1
E f= L (1-am)7 K (f) pla)+ riz)
2 dJ
-1
r(x) = (1 -z Mo) (f(x) - % pz(x) KJL(f))
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1/2 - -18l/2
E-d= ) d,p,(xA’%) , E f=-(x K, (u))
Leg ¥ 2 o L LEJ

. . .
EO est la matrice de J-ZMO dans la base {pg‘(x)}me‘] et

|F

| <
©'guP x %)

Démonstration : On suit les preuves de la Proposition

c

p,VzEV.

3.6, Proposition 3.7, en utilisant que si A€ VK ,
o
ImA est borné, donc |A| est équivalent a I)\ll pour

A assez grand.

4. RESOLUTION DU PROBLEME DE GRUSHIN POUR Ml'

Dans ce paragraphe, on va inverser le probléme de

Grushin suivant

+
u—zM1u=Roc+f .

(4.1) B oi Rj et Ré sont les opérateurs
R u=d
o

introduits dans les Propositions 3.8 et 3.9, et u et

f sont dans HP.

On commence par fixer quelques notations

- r(s) =1 pour |sl§a0
Soit r(s) GCO(]R) avec
r(s) =1 pour |[s|z21
ou a, sera fixé plus tard.
On munit R" d'une norme euclidienne notée || ||
comme dans la Proposition 3.7, telle que |[Ax||22c||x||2

et ||tA-lg|I2§%||E,H2 avec c¢ > 1. Pour %<p<%,
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aeR" , la fonction r(||€”2 Aipa-z) est dans Sg’g(ﬂe)
)

et la fonction r(Hxlszipa_z) est dans Sg’g(QE) avec
’

les notations de 1l'appendice A.I. On note Q (resp.

o, X
Q, g) 1'opérateur de symbole r(||x||2)\ip a’z) (resp.
’
2.2 -2
r(lell“aiPa
Q=Q, Q -

Tous ces opérateurs sont pris & support propre.

)), et on mote Qp =Q, Q ,=Q,

4.1. Estimation de (Ml:Jﬂo)o Q.

)

On introduit 1'espace de symboles gg’k(ne ng

défini par : u(x,y,0,A) eég’k(gg xQE) si

v (a,B,Y) € N°"

o] |B] ~ot 2B .y
|m(x, 1) m(y,A) e By g u| s

e A M LA L CRR IO

si m(x,A) =m(]x|2A1).
On commence par montrer le lemme suivant

Lemme 4.1 : Soit A : C:(Qe) > Q'(Qe) un opérateur de la for-

Ann

me suivante :

A f Z Al(w(x,e)-y-e)
) e

Au(xz,A) = (ﬂ alx,y,0,A) uly,r)dy de

avec

a€3%%a xa ) n s, q esta support compact en 6,
p € € PsP

4.2 N .
(4.2) ¢o(x,0) =A(x,8)x + 0 ou A est une nxn matrice avec A(0,0)

inversible.
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On a alors :

(4.3) | 4l < C(p) .
&L (HP,HP)

Démonstration : On a

-p+lal ylal/2 50,
m )\1 Dx Au

A
(_z_l_)nj)‘il(”/zm'(p'lal) X CBQB

(4.4) T B+y=a & X

i Al(w(x,e)-y-e)
(e )ata u(y,r)dy do

On vérifie facilement par récurrence sur |B| et en uti-
lisant (4.2) que
i}\lw(x,e) i}\lw(x,e)

N

G (1,0)® o5 (x,0)

|s]<]8]

Chaque terme de (4.4) est donc de la forme

i )\l(w(x,e)—y-e)

A
(z—i)“Je alel/ 2 emlel) ooy

vy.01 %
wé(x,e) 8x 3)’ aay u(y,r)dy de
avec §;+6,=6 et |§| < |8].

2
‘52 IGZI/Z p'lazl
Si u€Hp(QE), ona 3 “u=x m(y,A) Vs (¥51)
2

avec |v(S | <C On est donc ramené a

2 L? “Cp Il
(2,) HP (q_)
estimer la norme dans ﬁﬁ(LZ(QE)) d'opérateurs du

type



30 C. GERARD

Monf irpCe(x,0)-y )
Ky v, h) = R fe T n D00

(18,1-lal)/2 p-|6,]
A m (y,2) c(x,y,0,A) vdyde

< §
ol c est de la forme wé(x,e) Blayl a(x,y,0,A).

Pour estimer la norme de Ka dans .’;K(LZ(QE)), il suf-

fit d'estimer celle de K; Ka. Le noyau de K& K est

[0
égal a
K(x,z,\) =
A on ixl(-w(x,9)+y-6+w(z,§)—y-@) _ 5
() J e b(x,y,z,6,0,1)dydedd

2(p-16,1])
ol b =m(x,A)_[p-‘al)m(z,x)-(p-lat)m p-ld,l

(y,M)ely,x,
0,1) c(y,2,8,1).
On va éliminer 1l'intégrale en (y,0) par la phase sta-

tionnaire

Le point critique est donné par

{ 6=9
y =32 (x,8) = ¢(x,0)

et est non dégénéré.

Vérifions que le développement de la phase stationnaire

est convergent. Le k-iéme terme est de la forme

-k ~
A RZR(X,Z,Q,ay,ae)b y=¢(x,§),9=§

Ici Ry est un opérateur différentiel d'ordre 2k. Si
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2k = k1+k2+k3 ol k1 est le nombre de dérivées en y

. 2(p'I62|)
qui portent sur m , k2 le nombre de dérivées
en y sur cc , k; le nombre de dérivées en 6 sur cc.
0-k+p(k2+k
On obtient un terme dans Sp 0
’

loppement est convergent car p < % .

3)
, donc le déve-

On a

-i Al(w(x,é)-w(zyé))

A
Kx,2,0) = ()" | e m(x,1) P*lel

m(z,0) Pl Bix,z,8,1) db

On a : -¢(x,8)+¢(z,0)=(x-2z)+06(x,z,8), ou le change-
ment de variables (x,z,8) > (x,z,6(x,2,8)) est inver-
sible au voisinage de (0,0,0).

Par 1'astuce de Kuranishi, on peut donc écrire 1l'opéra-
teur de noyau K comme un opérateur pseudodifférentiel,
en faisant dans 1l'intégrale le changement de variables
6§=0(x,2,6).

L'amplitude de K; Ka est de la forme

e, ) P ne, 0 P B, 2,8 (x,2,0) 00 93 = d(x,2,0,0)

0,¢€

b appartient a S O(Q xQ ), donc d(x,z,0,A) €
Py P € €
0,5€, . ) .
Sp,l/Zcng QE). Le probléme est de déterminer €o * On

peut calculer le symbole de Op(K; Ka) , GK car

p+7<1, en utilisant la Prop. (A.I1.4).
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Regardons le ler terme du développement asymptotique

de GK :

Si on pose ¥(x,0) =¢(x,0(x,x,0)) et a(x,z,6,A) =
a(x,z,0(x,x,8),A) , on obtient, modulo un facteur borné :
p-16,|
(1 (x, 0% .
a(¢(x,0),x,6,))

S
(1+>\1X2)P'la| y
L2(6(x,0),x,0,1)

on a : w(x,e)z'b(x)z donc (1+A1w(x,8)2)ﬂl(1+xlx2)

et

[y+s8.]/2 [y+8,1/2
2 P %oy 17

$
1
339y, al8(x,0),x,0,0) x (1+A; x7)

i 30,0
car a € Sp (Qex Q

).

Donc le ler terme du développement de Gk est majoré

€

par

al-16,1-16,1-1v]  -lal+ls l+]6,]+]v
RPN pl-loglelvl claleloglelsyl+lv]

IA

c

car |O‘Izldll+|52|+lYl-

Les autres termes du développement dec Gy s'estiment de
A - . 0,0 -

la méme facon, et on obtient que GKE Sp,l/Z(QE)' En

utilisant la Prop. A.I.6, on obtient que

[lK > K C

i, - 2 <
YrLat@,L@))

ce qui démontre le lemme.

On peut maintenant démontrer la proposition suivante
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Proposition 4.2 : On a

-€
Il My -m )all ¢ C(p)|A] © on

k]

€, = inflo,30-1) .

Démonstration : On a :

iAl(w(x,G)-)"e)
04y Mu(x,1)=GH" | o (b(x,y,0,1)-b,)

u(y,Ar)dy de
i)\l((p(x,e)-y'e)

Ghn [ by uly, A)dyde-( Lyn
-1 a (AT x-y) -0
Je bou(y,)\)dyd9=11u+12u

Commengons par étudier le ler terme

On a : b(x,y,e,)\)=b0+X°bX+y°by+9'be+b 1» avec

bysbysbg € sg:g(g xQ_) , b_ es°’ (2, x2.)

Donc Ilu=Ixu+Iyu+Ieu+I_1u. On a :

AL a4, "ir (W (x,0)-y-0)
Izu(x,)\)=(2—ﬂ) IO dtJboaT(e Ju(y,A)dydedt
ou ¥, (x,0) = t A" x + 0+ (1-t) v(x,6). Donc

A 1
u(x A) = (_2_1)n JO dt [ b0 i Al(A-lx-e-w(x,e))
‘ikl(lPt(X,e)'Y’e)
e u(y,A)dy de

sur le support de r(||x||2)\ip) r(||£||2>\ip) , on a :

[xebylsClng 177, dyeby I sCla 1™, fesb | scla|”

33
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D'autre part A'lx-g- ¢(x,0) EO(xs,es) donc sur le

support de 1 (|| x”z Aip)r([]gﬂz A%p), on a

lxl(A'lxw:- e(x,&)) | sC |>\1|1-30 -

En utilisant ces remarques, il est facile de voir que
1'on peut écrire modulo un régularisant I1 o Q comme
un opérateur du type étudié dans le lemme 4.1 avec
une amplitude dans S%:BD(QE x Q).

D'autre part r(]]xH2 A%p)r(IIEHZ Aip) appar-
tient a Ez’o(ﬂex Qe)’ et on en déduit que l'amplitude

).

De méme Izo Q s'écrit modulo un régularisant comme

. 30, -

de Ilo Q sera aussi dans Sp p(Qex Qe
une somme I At dt , ou At est du type étudié dans le
lemme 4.1, avec une amplitude dans 38,1-30(96 XQE) n
sO: 130 «g 3.
PP € €

I1 suffit donc d'appliquer le lemme 4.1 pour démon-
trer la proposition.

o

4,2. Construction d'une nouvelle norme sur HP.

On veut munir HP d'une norme équivalente qui
est plus adaptée a l'estimation de M et M0 . On se
place d'abord dans le cas ou A est diagonalisable.

Posons N(p) =H{a € N"| |a| s p} et notons

2

pour 05 j<N(p)-1, tj(x,g,x) =m(x,\) +A(zi£1 + ...

2 €8P, od (z),...,2) (R,
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On notera Tj =0p(tj) et il est facile de

. p,p/2
voir que tj(x,é,l) Eso,l/z(ﬂs)'

On a le lemme suivant

N(i)_l

. 2 2 o
4.3 : = T. .
Lemme Soit |u[p | JuILZ(Q ) pour u € Co(Qe)

o
On a :

2 . 2
s C(p)
uly = oo llull?,
2 . 2
s C(p)
i, < o) lul

Démonstration : On a

j .2 j .2 | lal-ay
mA(zd g5+ ..+ 2) P cl*l¢
( F 1°1 n E':n)) <|§|§p P |
%n p-lo| 4ol jyo 1 20Ln
Co +a m A (z7)" & En

13 -
Donc le vecteur (to”"’tN(p)—l) est 1'image du vec

par la matrice de

al<p
Van der Monde
3 1
71 YN(p)
K = .
N(p)-1 N(p)-1
71 YN(p)

ol (yl,...,yN(p)) est le N(p) vecteur formé des

[0}
z .
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On peut prendre (Zl""’zn) tel que Yi ¢yj pour
i#*j, donc K est inversible.

I1 suffit de prendre C(p) =sup(|lKH2,|lK'1H2) ol
|IK|| est la norme d'opérateur pour la norme hilber-

tienne sur CN(p).

Dans le cas ou A n'est pas diagonalisable, on pose
p g p

Ei= Yi&% , ou les Y; sont définis dans le §.3.3

et on remplace tj par

Ej(x,g,x) = (R(x,A) + A(z} Ei+...+zg Ei))p i

On a 1'analogue du lemme 4.3, si on prend |U|$ =

N(P)'l ~ 2 2
% ITqu ) et [Iu“p est la norme définie au

§.3.3.

4.3, Estimation de M1° (1-Q) et Moo (1-Q) dans 1le

cas ou A est diagonalisable.

On va maintenant estimer M1 o (1-Q) et
Moo (1-Q) a 1l'aide des opérateurs Tj . I1 suffit de
traiter le cas de M1 o (1-Q), le cas de Moo(l-Q) se
traitant de la méme facon.

Dans la suite on notera t(x,§,A) pour
tj(x,g,x) et T=0p(t).

Posons maintenant s, (x,£,A) =t-1(x,£,x)(1-r)
el ? a2y,

D'aprés 1'appendice A.I, S appartient a
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S'Zp’(ZD-l)p(Q ). I1 est facile de voir en utilisant le
p,1/2 €

; ; ; -p,(2p-1)p
calcul symbolique qu'il existe si(x,&,x)e Sp’i/z (Qe)

- 00

tel que : s Ht =1-r(llg|ﬁ AZQ)-PR_oo avec R__ €S

Enfin on note S; un opérateur de symbole s] et pro-

prement supporté, et on peut écrire S1 avec un symbole
3 droite §1(y,£,x) qui est dans Sé?i;%p-l)p(ﬂg).
On a donc : gl °T=(1-Q€) +R__ , avec R__ €S™”. De
méme on pose sz(x,g,x) =t-l(x,g,x)(l-r)(HxI{zxip)
r(llell?agf).

D'aprés 1'appendice A.I., S, appartient a

-2p,(2p-1)p - -p,(2p-1)p
51/2:p (Qe)’ I1 existe sé(x,g,x) 651/:}”p (Qe)

tel que

syt = (o AP rdiell g « v,

avec R__ €S

On note 52 un opérateur proprement supporté de symbole
sé et on peut écrire 32 avec un symbole a droite

< : --p, (2p-1)p

sz(y,g,x) qui est dans bl/Z,p (QE).

On a donc : S2 o T = (1'QX)Q5"R-w , avec R__ €S

On commence par montrer un lemme

Lemme 4.4 : Soit X € C:(IU une fonction de troncature telle
que si (l-r)(HyHZ) z 0 et X(Hx”2) %z 0 alors H%%—(m,e)-y“ zC
avee C > 0 , pour 6 dans le support de bl(x,y,0,)\).

2 2 -
ona : ||X(||=]|® A5P) M, o (1-Q )| € 0(|A]™") .
e AN D



38 C. GERARD

Démonstration : Il suffit d'estimer le noyau de

XClxlI® 23 M, o (1-Q). On a
XClxl2 220 M) o (1-Q) ulx,A) =
A . .
= (T}F)nJeIA(w(Xye)-y 6) b(x’y,e,)‘) X(“X”Z )\%p)(l'r)

2
Clly 112 22P) u(y, 1) dy do

On introduit 1'opérateur

1 T o0 3
L(X,)’,ey39) I — (3—6—._ (X,e)')'i) 30,
IVe(w—y-O)] 1 i i

L(eixw(x,e)-y-e)) =i Aeix(w(x,e)-y-e) et

On a
1 T de 3 n
tp = — ) ( (x,8)-y.) = - } a.(x,y,0)
Lo v e-y-0) |2 1 °% 1798t
ou
2
3
Jz' (Xye)
367
a.(x,y,0) = —~—_ +
e |9 (o-y-0) |
2
¢ 9
n g (60)-y3) X5
- i . i%7 5
351 194 (o-y+0) |

sur le support de X(HxllzA%p)(l-r)(HyIIZAip) on a

azw

|v9(¢-y-e)|z Cxip et d'autre part 3@7357-€0(|x|) car
1]

e =
Y] (0,9)-0.
ip sur le support de X(Hx||zxip)(1-r)

(Hyl]zx%p) et il est facile de voir que les dérivées

Donc Iai|§ C A
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9
sé% (X’e)-Yi

en 6 de sont toujours bornées par Aip

194 Co-y-0) |
sur le support de 1l'amplitude. On peut donc intégrer
par parties en 6 a l1l'aide de 1l'opérateur tL , ce qui
montre que le noyau de X(Hx||2A%p) M;o (1-Q,) est
dans O(Aim).

On peut alors suivre la preuve du lemme 4.1 pour démon-
trer le lemme.

On démontre maintenant la proposition suivante

Proposition 4.5 : On a :

_ AJ " —ikl(¢(x,€)-y-£)
T "MI OSJ ul(x, ) = (ﬂ) J e m(x,2,E, ) u(z,A)dz dg

N-1
g mn(z,E,A) + mN(x,z,g,A) et :

1]

avee : VN 21, m(x,z,8E,)\)

0, (p=-1/2)n
mn(z,g,k) € Sp,]/Z (QE)
0, (p=1/2)N

mN(x,z,A) € Sp,]/z

(Q xqQ ) .
€ €

Démonstration : On a

M10 glu(x,x)=

b(x,y,0,2)5,(z,€,1)
u(z,r)dz dg de dy .

>\1 2n 'i>\(w(X,e)'Y'e)'ikl(Y‘Z)‘E
(7;) Je
Comme él est proprement supporté, on peut inclure une

troncature en z, X(z) dans 1l'amplitude dans changer

1'opérateur car le support en y de b est inclus dans
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un compact fixe.
On estime 1'intégrale en (y,6) par la phase station-

naire

Al n Je-ix(w(x,e)-y-e)—ikly-g

11 =(7?) b(x,y,0,A)dy dé

Rappellons que A= ALt iAZ et qu'on inteégre sur un

compact, on peut donc considérer A, comme un paramé-

tre supplémentaire variant dans un compact. Les points

critiques sont y’=%%—(x,£) et le développement de
Lo

la phase stationnaire est asymptotiquement convergent

0,0
car b ESO,O(Qe XQE)‘ On a

A J -i )\1((9 (X,E)'Z't:)
e

My o8, ul,n) = (0" B(x,£,2) X(2)

s;(z,&, )u(z)dz dg

avec b €Sg’g(ﬂe) et b est a support compact en ¢,
’

modulo un terme dans S =
ToMo §1u(x,)\) =

t(x,0,\)b(y,£,1)
X(z) §l(z,§,A) u(z)dz dg dy de .

A “ixg(x-y)e-ix  (e(y,&)-2+8)
- e '

On estime a nouveau l'intégrale en (y,0) par la phase
stationnaire. Les points critiques sont ¢} =%% (x,8)
y =X

et le développement est convergent car te¢ Sg’g;%(ne).
)
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On va avoir besoin de la forme précise du développement
de la phase stationnaire : Notons X -=(x,&), Y= (y,9)
et (X,Y) > (X,Z) est un changement de coordonnées donné

par le lemme de Morse. On a

Al n J -iAl(x-y)'e-iklw(Y,E)
) e

(75 t(x,0,\) b(y,&,\)dy do =

'i)\l‘P(X,E) ~
e d(x,&,))

-k
M

5 _ k
avec d(x,&,A) _%kgo *r R(X,2,3,) d(X,Z,}) |z=0

d(X,2,0) = t(x,0,0) B(y,6,1) , RX(X,2,3,) =3<Q 1 (X)a,,d, >

et Q(X) est le hessien de (x-y)+*0+o(y,&) au point
critique.
0,-1u

On a donc : Q-l(X) = 32(»
a,- 2% (x,8)
ax

D'autre part g—§=u +K(X,Y) (Y-Y(X)), o Y(X) est le
point critique, donc az =3Y + (Y-Y (X)) K(X,Y)aY , et

<Q’1(X)az,az>=<Q‘1(X)ay,aY>+P(X,Y,3Y) , ol P est

un polyndme de degré 2 en Iy » dont les cocfficients

de Bzy s'annulent en Y =Y(X).

Enfin <Q 1(X)ay,dy>=-20 95 -29% (x,£)3
Y 9x 6

Donc dans <Q-1(X)BZ,B >, les termes de degré 2 en

Z
30 sont facteurs soit d'un terme qui s'annule quand
2
Z=0, soit d'un terme du type ﬁ_% qui est dans
ax
0(]&|). I1 est alors facile de voir que
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(4.5 R*(,2,0) 40620 a0 T Al eoe

!
Osasp

ol ai est borné sur un voisinage de 0 et
~o (2a-k), . 0,0

dy €o(lel) , dy €590 (0.

On utilise maintenant le lemme 4.6 démontré plus bas

pour écrire

d(x,6,1) =

- N-
(4.6) = d(k(z,8),E,\) + )

n=1

1
<d (2,8, (55 (x,6)-2)" > +

+<dy(x,2,8,0), (5% (5,8)-2)N >

Ici dn(z,g,A) est égal a Pn(x,g,ax) d(x,&,1) x=k(z,£)
ou Pn est un opérateur différentiel de degré n et
k(z,&) est la solution de %% (x,&) =z.

On remarque que
2 2
(4.7) d,(2,8,1) €sB2PI2en/2(q )

En effet la seule chose a estimer est les dérivées en
£ de dn qui portent sur k(z,£). On remarque alors
que agk(z,g) €0(|z]|), et on en déduit (4.7) (voir
appendice A.I.).

On pecut donc écrire To Mlo él sous la forme

. N ~
ToM oS =n£0 M , ot M est défini par
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Mn u(x,A) =

A -id (o (x,8)-2°8)
(4.8 ohyn[ M <d(2,6,0), (5E(x,8)-2)" >

§1(z,8,0)X(z)u(z,1)dzdg

pour n<N-1, et pour n=N on remplace l'amplitude par
le dernier terme de la somme (4.6). On a

~iA1(w(x,E)-z'€)
e =

(e (x,8)-2;)
1
i3 ( -ikl(w(x,i)-z‘i)
= e
XI 9E .

i
On peut donc intégrer n fois par parties en & dans
(4.8), et on obtient

-ikl(w(x,E)-Z'E)

- A
TRICISRIGSLY my (2,6, )X (2)u(z,\)dzdg

pour n=sN-1 et pour n=N , m  dépend aussi de x.

I1 reste a estimer m.
Pour n=0, mo(z’glx) =a(k(2,€),£,h) §1(z,£,A).

Pour nz2l, m est la somme asymptotique des termes

n
obtenus en remplacant d par les termes de (4.5).
Avec les notations de (4.5), on a

n/2
1

I’

dy 1 (z,6,0) =ajol-k ey n(2,E,1) x )

(2a-k)
N o 0,0 +
ou ey €57 )(8.), et eﬁ’n co(le])

Notons par abus de notation Ez =27 Ei+ vl
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aggl(z,g,x) est la somme asymptotique de termes de la

forme suivante

+ 2-v-
)\ql Clz/ Y B)\pYa(z £
M 1 3Gy
S(Z)E’)\) - p+q1+q2
(m+r &)
2q,-B-n
avec : a(z,£,\) esgzg/z(gg) , a(z,8,1) €0(|g] 1 ),

a est a support dans {Ilgllz%-kip }, et

7%

(n+g)/2 < a; n+ B

A

q, <8

Donc m.est la somme asymptotique de termes de la

forme suivante

e(z,E,1) =
-n/2 -k 9p%ap/2-y-B*py 2q;-8-n+(2o-k)
)\1"/ A{O‘I Y x0(|&]) *
B P+d;*q
(m o+ aey’ 1%
1/2

Si on pose & =2'%¢, ona

_ 20-k+2q,-8-n q,/2 _
Cx|E L5 2 aglelse

le(z,&,A)| s 5T q
m + 2P W72

On a : 2a-k+2ql-6-n gZp-n+2q1 <Zp+2ql+2q2.

Donc
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(1/2-9) (-n-2q,) aq,/2
Cxy A

C}\ip-l/Z)n

7%

N

sup le(z,g,1)]
llellz1/2 27"

BA

- 0,(p-1/2)n
Donc mn(z,g,A)e Sp,l/Z (Qe)'

En utilisant les mémes estimations, on voit que modulo

-1/2)

., 07([3
un terme dans Sp,l/Z (Qe), on peut remplacer

m, (z,6,)) par
t(k(z,£), %% (k(z,£),£),1) b(k(z,£),£,1) xs1(2,£,1)

On a donc démontré la proposition. |
On montre maintenant une proposition analogue
pour ToM, o5, .

Proposition 4.6 : On a :

T o (1-0) (|2 % A2 My 05y ulz,n) =

A, " —iAl(w(x,E)-Z'E) .
= (EF) J e m(x,z,6,A) ulz,\) dz d&
) N-1
avee : YN 2z 1, ml(z,2,E,1) = Z m (3,6,A) + m, (x,2,6,A) et :

0 n N
0, (p-1/2)n

-m (3,8,%) € 51720 (@)

0, (p=1/2)N
- mN(x,z,E,A) € 51/2,0 (Q6 xne),

Démonstration : On a

My o S, ulx,A) =
) S (0(x,0) Y+ 0) -1k (y-2)5 .
- @ e B ey, 0,0 82,650

u(z,Ar)dz d€ do dy.
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Comme dans la preuve de la Proposition 4.5, on peut
éliminer les variables (y,0) par la phase station-

naire, et on a
M1° Szu(x,x) =

A -idg (e(x,8)-2-8) .
@ e T b(x,£,0) X, (2) 3,(2,6,1)

u(z) dz dg

avec b(x,&,1) 688’8(96) et b(x,£,A) est a support
3

compact en & modulo un terme dans S™%. Puis on a
2., 2p P _
To (1-X) (|| x]|| Al )Ml(,Szu(x,A)—

t(XyO;A)(l'X)

Al 2n 'ill(X'Y)'e'ill(w(Y:E)'Z'€)
(7; Je

Uy 2a20) By, £,0) §,(2,8,1) X, (2) ulz) dz d¢ dy do

On estime a nouveau 1l'intégrale en (y,0) par la phase

stationnaire : les points critiques sont 0 =%%-(x,g)
[

et le développement est convergent car (1-X)(Hyllzxip)€

sg:g(ne).

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve de

la Proposition 4.5, on obtient avec les mémes notations :

la] K1°

kv 3
(4.5') RY(X,2,3.)d(X,2,0) | 729 MU A GG

Lo 0,0 5
ol dk2 €So:p(Qe) et dkze o(lel



POLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 47

On peut maintenant écrire d sous la forme (4.6), avec
d (z,&,A) €Sp,p/2+pn(Q ). Ici, on ne perd que des puis-
n 0,p €
sances de A? en dérivant a cause de la troncature

2.2
(L-x) Uiyl =A™
I1 reste a estimer les amplitudes mn(z,E,A)

Pour n=0,m (z,5,)) =d(k(z,8),6,A) 5,(2,8,))

\v

Pour n21l,m_ est la somme asymptotique des termes

n
obtenus en remplacant d par les termes de (4.5').

Avec les notations de (4.6), on a

~a _ |a|-k+pkl a on . a 0,0
dk’n(z,g,A) —Al ek’n(z,g,k)kl , ou Ck,ne So,p(Qe)
(2a-k,)
27+
et ei’n €eo(]g| ) avec ki +k,=k.

Comme auparavant, 0

e 3

Ez(z,g,x) est la sommc asympto-

tique de termes de la forme suivantc

qi+d,0-8
MY alz,e,)
) ’)\ =
s(z,8,2) 2. P*a;*q,
(m+r; €7)

0,0 2qp-B-n
avec : a(z,&,A) €Sl}z,p(95) » a(z,8,1) €0(|g] )
et (n+g)/2 $qpsn+p

a, s 8

Donc m, est la somme asymptotique de termes de la forme

suivante
e(z,8,0) o | -k+pk 2 (2a-k,)
-1 af-k+oky q;*pq,-8 qy-8-n+(2a-k,
afemliny A oClel) '

*q,%q
(e gy
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Si on pose £ =K}/2 &, on a

le(z,&,A0) ] <
N‘Za-k2+2q1-6-nx}‘(p-l/Z)n (o-1)kl-k2/zqu2-s/z

X A

p 1E 1 1 1

7%

(m+ELHP* At a

On a : Za-k2+2q1-B-n§2p+2q1-n<2p+2q1+2q2.

Donc

- pq,-B/2 )
sup e(z,8,1) s C, AP/ DN\ 7R T g ¢y [en1/2)n
|<C 271

|
car qzéﬁ et p<1l/2.
: 0,(p-1/2)n
Donc mn(z,g,x) €Sl/2,p (95)'
En utilisant les mémes estimations, on voit que modulo
o,p-1/2

un termc dans Sl/z,p (Qe) , on pecut rcmplacer mo(z,g,x)

par
t(k(z,8), 2 (k(2,8),6),0) b(k(z,6),6,1) x5,(2,£,1)

On a donc démontré la proposition. ,

Lemme 4.7 : Soit alx,E,)) wune fonction ¢ de (x,8) dé-
finie au voisinage de (0,0), YN 21, ona :
alx,E,A) =
N-1

= alk(z,€),6,0) + ) <P (x,6,3 ) alk(a,6),6,1), (22 (z,6)-2)" >
1 n x 9

¢ N
+ < (§E (x,8)-2)", QN(x,z,g,A) > .
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. £l
Avec : k(z,8) est la solution de 3_£ (x,8) = 3, et Pn(x, g, Bx)

est un opérateur différentiel de degré n.

Démonstration : On considére le changement de coordon-

nées (x,&)-»(%g (x,€),E) = (X,£). C'est un difféomor-

_lx + 0(x2,€2).

phisme local car g—% (x,&) =A
Si on pose a(x,&,A) =a(x,&£,A\) 1la formule de Taylor

appliquée a a donne
a(x,g,1) =

= Az, e ¢ I <Dl e, ("> ()N x

x ﬁN(i,z,g,A)

P 3 9 n P s
Enfin on a '§§=C(X»5)‘5} , donc D;(' est égal a
Pn(x,g,l)x)a ou Pn est un opérateur différentiel de
degré n

On a denc démontré le lemme.

On pecut maintenant estimer Ml o (1-Q) et

MO o (1‘Q) .

Théoréme 4.8 :

. - -p
P = 0,1 M.(1-.) < Cln) (k!
our 1 | (1~ IX(HP (n) (k)

LHP)

on a pour |A| assez grand :

e

- )P
M, (1-Q)Q s Cln)(k})

¢ | (P, HP)

|MO(1—Qm) l ¢

s Cn)(k')7P
(4P, 1P ) °

\

avee k'>1 .
0
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Démonstration : On a : My o(l-Q)==M1 o(l-QE)-fMl °(1'Qx)Qg'

Commencons par estimer M, (I-Qg).

On a vu que : §;oT= 1—Q€*-R_w.
Donc My o (l-Qg) =M oS o T+M_, .

A

On remarque tout de suite que |[[M

-

£ (HP,HP)
Cy(P) A 1™, VN2 0. En effet il suffit de vérifier

d'aprés lc lemme 4.1 que [[R__]| or""y, ce

€
£ (1P, 1Py
qui est facile.
I1 reste donc 4 estimer M1 051 o T
Soit u €HP et posons v=Tu. On a : ToM; oS oTus=

ToM o Slv, et il faut donc estimer

HT oMy o Syl
o gatey,tte))

On utilise maintenant la Proposition 4.4
~ NN
T0M1081=gMn ol

A -iAg (e(x,8)-2+¢)
1 1
hrfe

Mnu(x,k) =(7~ mn(z,ﬁ,k)u(z,k)dzdé

pour nsN-1, et Mn est une intégrale du méme type

avec une amplitude mn(x,z,g,A).

Comme  my esgziﬁil/z)N(Qe xQ_) , on peut prendre N assez
grand pour que le noyau KN(x,z,A) associé a MN vérifie

. -1
sup lKN(X;Z,X)I = CI)‘]_I >
(x,2) € Qe x Qe



POLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 51
ce qui entraine que

-1
[|M $C al

NII Z 2

Z(LE(2),L7 ()
Pour 1<n<N-1, on peut écrire Mn sous la forme
tloTn, avec

A “ir (o (x,8)-2+8)
1yn J o TALOUORITETR o yds de

UU(X’)\) = (2—,"‘

Tulx,n) = (o=

A n -i)\l(X-Z)'E
> ) J e mn(z,g,A)u(z,A)dsz .

D'aprés 1'appendice A.1,
Ul 2 2 sC
£ (a),1 (2))
(p-1/2)n
s Cn(p) |)\1|

llTnH 2 2
2 (L5(2),L°(a)

O,(p-l/Z)n
car m € %)’1/2 (Qe)'
I1 reste donc a estimer Mo , c'est-a-dire
)\1 n -i)\l(x-Z)nS
Toute ) = ()" [e mo (2,6,0) u(z,1)dz dg .
Grdce a la remarque de la fin de la démonstration de

la Proposition 4.5, on peut remplacer m, par
t(k(z,g), g—% (k(z,8),£),1) b(k(z,6),6,0) s;(2,E,))

D'aprés la Proposition A.I.O0, pour estimer

I

T 2 2 , 11 suffit de majorer son sym-
T L(@,), L (e)

bole.
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B(k(z,&),&,A) est majoré par une constante indépendan-

te de p. Il suffit donc de majorer
~ v 09 _
mo_t(k(z’g))ﬁ' (]\(Z)g))g)y)\) 51(2,5,)\) -

(m(k(z,£), M)A, <92 (k(z,£),8) >5)Px (1-1) (1€ 22P)

(n(z,A) + A <g>HP

2 _ 1 2
ol on a posé <g>“=) z.¢&:
it
39 _t -1 2 2 .
Rappellons que X (x,€) = A "¢g+0(x",£"), donc si
(x,£) est proche de (0,0), on a ’%% (x,e) ]| < k;1||€”’

ol ko> 1, et k0 est inférieur a la plus petite valeur
propre de A.

Sur le support de (l-r)(HEIIZAip) , on a

1,- 1/2 1 ,1/2-
lell = 3 247° . et ap/2 el = 3 a1/%°

D'autre part, |m(z,A)| <1, donc on a
Img(z,&,0) | <C(n)(k}) P pour A, assez grand ou 1<kl <k .

Donc : ||T oMy oS S C(n)(ké)-p pour

I
eate),?@))
Al assez grand.

Estimons maintenant Ml° (1_QX)QE‘
Grdce au lemme 4.4, on peut remplacer Mo (l-QX)QE par
(l-X)(Hx]lZA%p)Mlo (1-QX)Q£, modulo une erreur de norme

dans O(Xiw). Comme plus haut, il suffit d'estimer
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T o (1-X) (IxIIZ22P) M, o S, |
L2 2 e ey, L8 (,))

-1/2
Ago )

et modulo des termes de norme , on est ramené

a majorer le symbole suivant
no(z,8,1) =

C(m(K(2,6),0) 9 <52 (k(2,£),9>H)P(1-1) Ul 1 A1) r (el 219

(n(z,A) + A, <g>H)P

Comme plus haut, on a <-%% (k (z,8),¢8) >% ¢ kgl <g >2,

et il est facile de vérifier que

m(k(z,£),0) |p
Ton(z, 0

sgp iy (2,8,10) = ( =y

Rappellons que k(z,£) est la solution de %g(x,g) =z

_1x-+0(x2,£2), donc pour (z,&) proche

I¢ =
et E (x,&;) A
de (0,0), on a ||k(z,8)]| 2 kollzll od k >1 et kg
est inférieur a la plus petite valeur propre de A.

Enfin sur le support de (l-r)(lle2 A%p), on a

Ai/z llz]| 2 1/2Ai/2_p , donc EL%%%;%%fil < (ﬁL)Z

et [ (z,8,0)] 2 (k))P.

Donc : [|To (1-X) (l[x|[ZA2P)M, o 5, ] s
A A CR R AT

C(n) k;p pour A; assez grand.

Finalement si Ay est assez grand, on a
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A

M} (1-Qg) | ¢ C(n) (k)P

(HP,HP)

M} (1-Q,) Q| S Cm) (k)P

¢ (P ,HP)

Le cas de D&) se traite de la méme facon. o

4.4, Estimation de Ml o (1-Q) et Mo o (1-Q) dans 1le

cas ou A n'est pas diagonalisable.

Dans ce cas, on remplace les opérateurs Tj par
les T. définis en 4.2.

Les propositions 4.5 et 4.6 s'étendent sans dif-
ficulté. Pour démontrer 1'analogue du théoréme 4.8 on
utilise les estimations sur les normes II&H% et
]Ifo démontrées dans le §.3.3.

On a donc les estimations du théoréme 4.8 dans le cas

ot A n'est pas diagonalisable.

4.5. Résolution du probléme de Grushin pour M, .

On va maintenant inverser le probléme de Grushin
(4.1).
On commence par montrer un lemme qui montre com-

ment Eo agit sur l'ensemble de fréquence.

Lemme 4.9 : Soit w € HP tel que @ gV =W Alors on a :
3

Démonstration : On commence par écrire
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B
. 8 .
w(x) = ]3%<N DXW(O) %T WN(X)

On a Qa’gw=ws Qa’g(XB) =XB , donc

(4.9) Qa,g Wy = Wy

e 8

Puis on a r=
p

(zM )pr et on vérifie facilement
0 o)
que

o p Do (taP
MZwy (&) = by |det A Wy (CAPE)
Comme le support de QN(E) est inclus dans

el Soa |A1l—p, d'aprés (4.9), on a : Qq, g =T

Enfin Eow cst la somme de r et d'un polyndme, donc

Qa,gEoszow -

Proposition 4.10 : Notons R = z(Ml—MO). Pour p et |A]

assez grands, 3 € V on a :

_p N
Il E RQ, £ Cln)(k}) on k! >1.

{
580 L P, HP)

Démonstration : On a

Eol{Qa,E =EOZ(MI-MO)Qa,E -
- EOZ(MI-MO)Qa,XQa,g'*Eoz(MlnMo)(l-Qa,x)Qa,E
- EOZ(MI-MO)Qa,an,E'+EOZM1(1'Qa,x)Qa,E

.+EOZM0(1-Qa,X)Qa,£

55
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D'aprés la proposition 4.2 on a

-€
Il S C(p,a)ry °© pour A€D

ALl
< (HP,HP)

Il reste donc a estimer A2 et A3.

Estimons A2 ,A3 s'estimant de la mémec facgon.

D'aprés le théoréme 4.8 on a

l2My(1-Qy )Q, ¢l s C(n)ky P

€ (HP,HP)

et d'aprés le lemme 4.4 on a

-M
(4.10) llQz M (1-Qy )Q, Il Cylr 17, vMz 0

% (HP,HP)

avec &=ko¢oa, k>1.

Posons w =Ml(1-Q u. A cause de (4.10) on a

a,x)Qa,S

0% (0)| s KylAl™ vM z 0 pour |a| <N

a
et si wN(x) =w(x) -I %<N é' Dgw(O) , on a
a
-M
IQ&,X WNIHP s Ky [A] |U|Hp
(4.11)
B
-1x" B -M
|B gJ (1-z Kp) ETwa(OJ[Hpg Ky [A] |u|Hp .
|B|<N

I1 reste a estimer : (l-zMO)‘1

1. -1
Wy (L-z M) T Qg Wyt
-1 . PUP
(1-zMO) (l-Qa,x)wN , les deux termes étant définis
- 1 A pa '
car Q&,wa et (1 QELx)wN s'annulent a 1'ordre N

en x=0.
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D'aprés (4.11) et le lemme 4.3 on a

-1 -M
(4.12) | (1-2M ) Q&,wal“pécM(p)IH |u|Hp

3 A : - -1 -
I1 reste donc a estimer (1 zMO) (1 Q&’X)WN.

On cherche donc v €HP tel que
(4.13) vV -z Mov = (1-Q&’x)wN

Pour cela, on prend v solution de : v - ZMo(l_Qa Jv=
1)

X
(l-Qa’X)wN. v existe pour p assez grand, d'apreés le
théoréme 4.8.

On a

(4.14) |v]

<2|w
P

<2C(n)k' P .
N|Hp (n) o lual

I1 suffit de vérifier que 1'on peut prendre oy tel

que : Q v=0.0n a
,x(l—Q&,x)wN *

"y x M1 ) (1o Mo(l-le,x))‘1 (1-Qy ,Iwy

l’

Q v=0 si a1<£ia

et si a_ est assez grand pour
ag,X 0

lo) b

que co, >1. Donc v est bien solution de (4.13).

D'aprés (4.11), (4.12), (4.14), on a

1A, 1l S C(n,a)ké_p pour |A| assez grand.

& (1P, 1P)
On a la méme estimation pour A3, ce qui démontre 1la

proposition.
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On peut maintenant démontrer le théoréme sui-

vant

Théoréme 4.11 : On peut résoudre dans HY pour p et ||

assez grands, 3 € V le probléme de Grushin :

+
u-zM u=R c+f
(4.1) e
R u=d
o

avee : |ul

+lel scp)lfl _+1|dl ) pour A €D, z € V.
HP “ HP *

On notera ( Z ) = 51 ( g ) la solution de (4.1).

D'aprés le théoréme 4.8 on a

M (1- < C(n)k'P
M ( Qg)ll ¢ 4P 1P (n)k/

On peut donc prendre p assez grand pour que

M, z(1- < 1/2 , YA €D
” 1 2 Qg’)“ ,S&(Hp,Hp)

On peut donc pour f e HP , trouver 1 e HP unique tel

que
-z Mp(1-Q)i = f .

Pour résoudre (4.1), il suffit donc de résoudre

(@]
+
[aaYs

<
n
ae

+
(o]
(4.1") 0
(o]

o : d=d-R ﬁ,f=-zM1Qgﬁ , et de poser u=v+i.
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D'aprés la théorie de Fredholm de A.III.3, il suffit
pour résoudre (4.1') de savoir calculer (1-EOR)-1E0%

1

et (l-EOR)- E;a.. I1 est facile de démontrer en sui-

vant la preuve du lemme 4.4 que

-M . 1
- < 2 =
(1 L QEH (P P < Kyl Al VM20 si o>z

On a donc

(4.15) IQQ,E%-%IHP < Ky lr ™ llep

D'autre part, il est clair que Q E'd = E+a, car

E;d est un polyndme. I1 suffit donc de savoir calcu-
- -1 p
ler (1 EOR) Qa,gh’ pour h €HY.

On prend U solution de
(4.16) i - ER Q&,Eu = Qa,gh

U existe d'aprés la proposition 4.9, si p est assez

grand, et on a

I1 reste a estimer

(l'Qa’g)ﬁ = (1'Q&’£)Qa,£h +

_1Q

*(1-Qg IER Qg (12 BRQy ) 7 Qy ph=(1-Qg £)Q, ¢h

* (I_Qa,E)EOR Qa,g u
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a N

Si oy 2Ea— ou k>1 est plus petit que la plus pe-
o

tite valeur propre de A, on a

Il(1- IR Qg I
Rap, &0 % el g ey

sky (A Mvmzo

car cette estimation est vraie pour Ml et MO.

(1'Q&’£)Eo RQ&’g = (1"Q&’€)Eo QOt

A
~

R <
2l g e oy = "

En utilisant le lemme 4.9 on a

A

(1-

%, ¢)Bo %, g 7 0

si oy do_. Si a, est assez proche de 1 pour que

o

iflzﬁ 1, les deux conditions o
a
o

sont compatibles. On a donc

| (1-Qg, )Eq R Qg (81 < Ky [Al7

A

E—a—o— et al 0.(10

. . -1 _
I1 reste & prendre a>aa pour que (I-Q&’g)Qa,gh—O.

Donc : u-EoRu=Qa,€h+R3Qa’gh avec

IA

IR

s % (uP, uP)

KMIAI—M et on peut trouver uc¢€ HP  tel que

(4.17) u - Eollu = Qa,gh avec

En appliquant (4.17) a h=f et
peut obtenir

1

-1 :+
(1-E,R)™" E

—
£ <«
[N =
it it

(1-Eg R)’ E; Q

lul

h =

a,g

< 3|h| .
HP HP

+ .
Eod’ on voit qu'on

e
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A

u C %
avec

A

C d .
gl s clal

D'aprés la théorie de Fredholm, on a donc résolu (4.1"')
modulo une erreur de norme O([A|™"), d'aprés (4.15).
I1 suffit d'appliquer une série de Neumann qui converge
pour |A| assez grand pour résoudre (4.1'). On a donc

démontré le théoréme. o

On montre maintenant que (4.1) a une solution

unique.

Proposition 4.12 : Soient u € W , ¢ € 0%, tels que :

]
=
Q

Uu-23 M1 U

R u
o

(4.18)

]
S

alors u=c¢ = 0.

Démonstration : D'aprés 1'appendice A.III.3, on a si

(u,c) veérifie (4.18)

u - EO Ru = 0
(4.19) -
c = E0 Ru .

Si on applique (1-Q ) a la lére équation de (4.18)
P o,k

on a

(l-Qa’g)u = Z(l'Qa,g)Mlu
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on a : (1-Qa’€)M1u =(1-Qa,£)M1 X(l-Qa’g)u-+Rw11 ol
IR, s kg AN vNzo .

£ (HP,HP)

En répétant cette estimation un nombre fini de fois

ona: Ye>0, pour [Alz2C_ |(1-Q, ul _<e|ul _,
€ o, e p 4P

d'aprés le théoréme 4.8.
Or u-= E0 Ru = EOR(l-Qa,g)u + E0 RQOL,E u.
En utilisant la proposition 4.10, on voit, en prenant

e assez petit pour que [|E R]] (P 1P éz%-, que
b

[uIHpé-%lual pour p assez grand. Donc u=0 et c=0

a cause de la 2éme équation de (4.19).

o

E (A E;(A)

I~

Corollaire 4.13 : L'opérateur gz(x) = 7
By (M) B, _(X)

qui inverse le probléme de Grushin (4.1) est holomorphe en A

pour A €D, XA assez grand.

Proposition 4.14 : Si WFf < {|g] s e}, ona WFu <

{|e] s e}, st u est la solution de (4.1).

Démonstration : Rappellons que M1 est un opérateur

intégral de Fourier au sens de A.I. associé a la trans-
formation canonique x qui a pour variété stable entrante

{x=0}. La série U= ) My z(l-Qg))j f converge dans
j=0

HP , et a cause de 1l'action de M1 sur l'ensemble de
fréquence, chaque terme a son ensemble de fréquence

dans {|&| <€}, donc U a son ensemble dc fréquence



POLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 63

dans {|g| 2e}. I1 reste donc & vérifier que WEv <

1. % -1 o+
E0f~+(l-EOR) Eod avec

{]g] e} ou v= (l-EoR)'
les notations du théoréme 4.11.

On a WFfe{|g]| e}, donc d'aprés le lemme 4.9,

IA

WE(EE) ellg] se}, et WF(Ejd) <{|g]se}, car E]d
est un polynéme.

Enfin si WFve{|g]| e}, alors M(EORV)C{|€I§€},
en utilisant le lemme 4.9, et le fait que R,=z(M1-M0)
agit sur l'ensemblc de fréquence comme Ml'

1 153&) sont

Donc ﬂf((l-EoR) Eof) et Eﬁ((l-EOR)

inclus dans {[g] <€}, et on a démontré la proposition.g

5. RESOLUTION DU PROBLEME DE GRUSHIN POUR M.

On pose H = Lz(Fl).
Rappellons que dans la section 2, on a introduit

. ' 0,0
des opérateurs de troncature Kl’Kl GLO,O(FI), KZ €

0,0
L ’
0,0

tique H de Kil{ZKZFH.Kl’ étudiée dans la section 4.

On a M=H2 H1 =Ki H2 K2 H1 Kl + (1—l(i)H2 I(2 H1 Kl +

Hy (1-K,)Hy Ky + Hy Hy (1-K;).

(FZ), et on a construit une approximation asympto-

5.1. Estimation de M(l-Kll.

En utilisant la proposition A.II.2 et le théo-

réme de trace, on voit que

IN
(@]
>

[38]

[H u| <
1 Lz(rz)



64 C. GERARD

Si on tronque a 1'aide d'une partition de 1'unité pseu-
dodifférentielle, wu=Au+ (1-A)u, oi WF(1-A)u) est
inclus dans la région elliptique, Hl(l-A) a un noyau

dans C”(r;xr,) a cause du WE' de H; . Donc

|H1(1-A)u| < Cl(1-Mu] ,
e (r,) L
D'autre part, on a
4
|Au|w4 < Cla |Au|L2
(ry) (ry)

car Au a son WF dans une région {|g| <C}.
Donc on a

8
|Hu| < cial® Jul ,
L2 (ry) LA (rp)

et comme Hju a son WE dans une région ({|g] sC}

on a

IA

8+s
Clal [u]

(5.1) [H ul
LW () LAy

On note encore A, et A_ les variétés obtenues en

étendant par l'action des itérées de yx 1les variétés
locales A et A

+ e

On étend la relation canonique x de la facon suivante :

x T ve->T(rduv w

ol @ désigne un point a 1'infini.
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Pour »p €T*(Fl), on trace le 1/2 rayon sortant de p

(s'il existe).

Deux cas se produisent

1) y ne se réfléchit pas sur r,, ou le rayon réfléchi
Y' sur FZ ne rencontre pas Fl. On pose alors x(p)=w.

2) Sinon x(p) est la projection sur T*(Fl) de 1'in-

n+l

tersection de Yy' ec¢t de O9T*(R \ Ql).

Enfin on pose x(w) =w.
Comme les deux obstacles sont strictement convexes, sSi

B(p,e) ¢ A_,
(5.2) il existe m tel que Xm(B(p,E)) = w

Enfin on appellera opérateurs négligeables les opéra-

teurs de norme O(|A| ).

Proposition 6.1 : On a :

I (1-k)H, Ky H, K|

A

-N
Ky [
Lo, w) "
-
[|#,(1-K,) H, K. || =3 SR DY
A A T

Démonstration : Il suffit de montrer que ces opérateurs

ont un noyau dans QT(FI xrl). Pour cela, on utilise
que les 1/2 rayons sortants du support de K, arrivent
sur T, dans la région {Ki =1}, et que les 1/2 rayons

sortants du support de K1 arrivent sur T, dans 1la
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région {KZ =1}. On pcut donc conclure a 1l'aide du

Théoréme A.II.12. a

Proposition 5.2 : Soit f € Y, tel que WEf ne rencontre

pas un voisinage de la variété stable entrante M_
Alors 3 u € J6 tel que :
1
u-Mu=f7f+r8_Ff

(5.3) . 5
R Fu = R, f

N .
avee |ul ¢ A 1 If,J& , et R' ndgligeables.

¥

Démonstration : En introduisant une partition de 1'unité

pseudodifférentielle ct en utilisant (5.2), il est clair

que u= ) MIf vérifie la premiére équation de (5.3).
j=0

I1 reste a vérifier que R Eml g €o(|r]™").

Comme WF{f ne rencontre pas un voisinage de A_, il en
est de méme pour yﬁhﬂ f. Donc si X(x) est une fonction
de troncature a support prés de 0, on a XiiMjfE O(lxl-m),
donc Rg Emlfe o(Ir]™).

On a donc démontré la proposition.

Proposition 5.3 : Soit k(x,y,E) € S;’Z(FZ x Fl) une fonction
3

de troncature égale a 1 prés de (0,0,0). On note K = Opk défint
dans A.I ,
VFEfEN , 3ucH tel que :

N
schh 1

(5.4) Cu - M(1-K)u = f , avec [u] % "
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Démonstration : On va définir u par la série de Neumann

w=] M(1-x))7 £
0

On prend une partition de 1'unité pseudodifférentielle
M

1=7 xj(x,g) telle que
1

- si suppxj nA_#¢, alors il existe m; €N tel que

x™ (supp xj) n supp(l-K) = ¢

I1 suffit de résoudre (5.4) avec f remplacé par Xj f.

Deux cas peuvent se produire

1) suppxj nA_=¢. Alors d'aprés (5.2) il existe m, €N

m m
tel que X 2(suppxj) =w. On en déduit que (M(1-K)) ij
a un noyau dans QT(Fl xrl).

2) Si suppxj NA_=¢ , comme les support des xj sont

m
assez petits, il existe m, tel que (1-K)(M(1-K)) lxj

a un noyau dans Qf(rlx Fl).

3

Si on prend m= sup(ml,mz) et U=} (M(l-K))j:E= Ef .
j=0

mtle-f-R_£ ou R

On a : (1-M(1-K))u=f - (M(1-K))

est négligeable.
On peut donc inverser U -R_ par une série de Neumann

L,

pour )\ assez grand, et on prend u-= E(l-Rm)—
I1 reste a estimer la norme de M(1-K).
D'aprés (5.1) on a

IM(1-K)£] sc At g,
Lir)) L2(r))
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On a donc démontré la proposition.

Théoréme 5.4 : Notons B =GR , K =R F.
sRecTene 9.8 o o 0 0

On peut résoudre dans J6 x €% le probléme de Grushin

U,y _ f
avec ()= Z(A)(d),

Eu=d

{ (1-M)u R; c+f
o

(X)) holomorphe en A pour A €D, et
N
4
g sc ] .
Ly xc% 3 xa?

Démonstration : On procéde en plusieurs étapes

1) Soit k€Sg’g(I‘1) comme dans la Proposition 5.5.
b

D'aprés la Proposition 5.5, il existe u; € J6 tel que:

N
(5.5)  u-M(1-K)u;=f et |uy|,, sC[A|]

1l [ €1y,

2) 11 reste a trouver (u,c) € ¥ x t? tels que

{uz -M u, = f{; c +MK Uy modulo un reste négligeable

avec d=d-R

Notons g=MKu1. D'aprés le théoréme 4.11, il existe

(u,c) eHP x € tels que

u - e ird Mju = R;c + Fg
(5.6) - N
Rou =d
Ici on a pris z = e 1r2d » pour A€ Vg .

(o}
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Si on applique G 2 la lére équation de (5.6) il vient :

Gu - GFHGu = ﬁ; c + afig

4
14

~ ~

on a : 61~3=’, FG=K' o0 K et K' sont définis dans
la section 2.

A causc du support du noyau de H, on a

KH=H+R ou R est négligeable.

00 ‘00

D'autre part, si supp(k) est assez petit, EE(ﬁMl(ul)C
{|¢] <€}, donc d'aprés la Proposition 4.14, on a

WFu <{|g] s¢c}.

On a donc R; k'u==R;lJ+ r,u, ou r, 2 est négligeable.
Enfin (~3}~:g=kg=RMKlu1=g+RWul ou R est négli-

geable. Donc (5.6) entraine, si v=0Cu

v - Hv = ﬁ; c + g+ Rm(ul,d)
ﬁ;v =d + 1,(uy,d)
. N3 -~
(vl gy + 121 Q) 5 SRS ugly + 1] )

D'aprés la Proposition 2.2 et la Proposition 5.1, on a

H =MK1+Roo oi R, est négligeable. On a donc fina-

lement

R v
)

v-MK v f(;c+g+Rw(ul,d) avec R_,r négligeables.
(5.7 ~
d+r (ug,d)
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On a vu plus haut que WEu <{]|g] se}, donc si € est
assez petit, (i.e. si supp k est assez petit),
EEM(l'Kl)V ne rencontre pas un voisinage de la variété

entrante A_.

3) 11 reste a trouver uz € J6 tel que
- Mu3 = M(l'Kl)v

ﬁ; ug = 1,(Vv) ou r_ est négligeable .

uz

Pour cela, on applique la Proposition 5.2 a f=M(1-K1)v.

En prenant u=u; *tu,+ug*+v, on a

u - Mu=f + ﬁ; c + R_(N)(f,d)

1]

R u

cu=d+ T (A)(f,d)

avec R_,r_ négligeables, et (g) = % (A)(g) ou 'E(A)
est holomorphe en A pour A €D. On peut donc résoudre
exactement avec une série de Neumann, ce qui donne une
solution (g) = ¢ (A)(g) avec & (A) holomorphe en A,

pour A €D et on a les estimations du théoréme. ,

On aura besoin aussi de la proposition suivante, qui

se déduit immédiatement de la preuve du Théoréme 5.4.

Proposition 5.5 : Ona : E (A = E;—(A) + R (X)) ou

R\ ] €o(|A]™ ) .
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL.

Comme dans la section 3, on va remplacer e—“‘Zd par

N . . .. 1
z oU z varie dans un petit voisinage V de -
0

On commence par étudier la matrice EI'(A).

D'aprés 1'appendice A.III, on a

E}T(A) = EST(A) + EJ (DR (1-Eg (DRM)) ™ B (A)
: E, E . -
ou éo = - B est défini dans la proposition
o

3.8 ou 3.9, et R= z(Ml-MO).

Pour étudier EI-(A), on introduit deux espaces de

symboles
& m+N .
Définition 6.1 : On note K = fulm, ) = ) uj(x,A)A !

J=0

(k—2j)+)

n R
avec uj(x,x) € SZﬁ(ﬂ?) , et “j € 0(|x| , ol n+=sup(n,0).

Sk = e, 0|7 ED )% € o™ 0%) v a] 20 avee

1/2
o(x,2) = (I).l-l + |x|2)1/2.

On notera de la méme facon les espaces u(x,z,A) dé-

pendant de facon holomorphe de 1z €V.

m,k _ Sm,k k €So,k

On a alors S 172 1/2 et les ¢léments de

ST}% sont les symboles de la forme Am(bkv avec
0,0
v esl;z

On commence par montrer une proposition.
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Proposition 6.2 : Soit M : G (X) » ¢ (X) donné par :

(6.1) Mu(z,\) = (3=)" J o EMO(E,0)=220) o ) ulz, N)dz do

avec b € So’oﬁmzn), b a support compact en (x,6,2), ¢(x,0) =
A(x,8)x+ 0 avec det A(0,0) = 0.

Alors M emvoie K dans VK et S?;? dans S?;g .

Démonstration : On commence par démontrer la proposition

pour Sm’k. Pour cela, il suffit de prendre wu(z,A) =
zaua(z,x) avec u (z,))¢€ sgﬁ(m“). En appliquant les
arguments de la proposition 6.3 plus bas et la phase
stationnaire en (y,0) , on voit facilement que Mu ap-
m, k

partient a S

Pour ST}%, on ne peut plus appliquer la phase sta-

tionnaire.

6 =0

z =%%-(x,0)
Soit X ecz(nu , on introduit dans (6.1) la tronca-

.

Le point critique est donné par {

ture X(]A](Ielz +|z-z(x)|z)) ct on écrit M=M +M,,

ol M1 ’MZ sont de la forme (6.1), avec les amplitudes
2 2
X0 “* 12-2001“)b et (1-X) (Il (ol %+ ]z-2(x)[9))b

Commengons par étudier My

On écrit u sous la forme =" ¢kv , avec VE S?}cz) =
S?/Z(X), et on peut supposer que m=0.

La formule de Taylor a l'ordre 1 appliquée a ¢k donne
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- 2 k/2
(AL e 2 HK 2

: n 1
RN e e B N R NIRRT N

k/2-1

x (I)\I~ + (x+t(z-x)) ) dt

Si on remplace x par le point critique z(x) , sur

le support de 1l'amplitude on a |z-z(x)| <e |A|-1/z donc
(z;-2; () € o(]a] M2
2 2
2, GO+t (zg-2, GO) | €oCCIa] ]z o YD) et

2)1/2 1/2

a2+t (z-2(x)) €0((IA|—1+]zi(x)|2))

Donc si k22, on a, sur le support de l'amplitude
- 2 2 - 2 k/2 - 2 k 2
(al Rz % 2o (e 200 1% 2 ot 20 | DN

si k=1, on vérifiec directement que

|z IZ 1/2 _ 2 1/2

(Iafts =] Mz 1D Y 2 2z 0w (x, 2, 0)

avec  |y(x,z,A)] sC

2 1/2

D'autre part (IA[_ +1z|9) est équivalent a

(a] e gx B2

volume O(|A|-n), on en déduit que Mlu €O(¢k).

, et comme on intégre sur un compact de

Regardons maintenant 1l'estimation des dérivées de

Mlu.

I1 suffit de regarder les dérivées d'ordre 1
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On a
9 A -id 0)-z+96
H;Mﬂ:(ﬁ)nje IA(o(x,0)-28) (% 2,0,0)u(z,1)dz do
b 9b
. ] 1 1 1/2,
avec : C = -1A§§&bl-+§§—-, 5;—-€81§2 ?/Z(Rn), donc
i i i ’
abl
1'amplitude % Se€ traite comme précédemment.
i
3o it
0 : = .. 0)6. t
n a 3}; jzl ClJ(X’ ) j e

Aze0 . ge
I elh? Oj c(x,0,z,M)u(z,A)dz =—%—Jel z

On est donc a nouveau ramené au cas précédent car

-1/2 3dc du m, k
A 'ﬁ_sz+C’3_—zj ESl}Z

Donc M1 envoie ST;% dans ST}%.

Regardons maintenant 1'action de M, .

On peut maintenant intégrer par parties avec 1l'opé-
1

rateur L= i
ix|v (9-2+90) |
z,0

z,G(w-Z'e)' Vz,9=

1 1/2

= v} (p-2+0) oA \%
172 2 'z,0 » 0
ixl/ |VZ’9(¢-Z‘9)| ’ i
0,0 n n o,k -1/2
Comme b, €57/) ;,, (RExR7) et uce Si72 » A VZ,ObZu

vérifie les mémes estimations que bzu.

Les coefficients de 'L sont majorés par
©Q1)
1/2 1/2
e la 2o e Y -2 0 )
1/2 1/2

car sur le support de 1'ampli-

tude |A] [o]+|A] lz-z(x)| 2 ¢ .
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Aprés N intégrations par parties on a

M2 u(x,A) €
e oMM Mo+ Y2 220 N oz, 1)K dz a0

en intégrant en 0, on obtient
MpuGon) € 0 M2 [ e Y ez o N oz, 0  az

On coupe a nouveau en deux le domaine d'intégration

-1/2

- Sur |z-z(x)| se |A] , on peut utiliser la méme

méthode que pour estimer Mlu.

- Sur |z-z(x)]| ze |>\|-1/2 , il est facile de vérifier
; k

¢ A 1/2 k
que 'ET%%%Tng < Ck(1+|A| / lz-z(x) )" .
On utilise ici que si |z-x|2€e, on a

[ [2-|x|2 2
(1 + ZIIZ |)§C(1+Ix—z|) .
1+|z

Comme ¢(z(x),A) est équivalent a &(x,A) , pour N plus

grand que k+n+l, on obtient
M k
200 € 0(0(x,1)5)

Les dérivées de Mzu s'estiment comme Mzu, en utilisant

le méme argumcnt que pour Mlu. a

Proposition 6.3 : R(\) envote Sm’k dans Sm’k+1 et

, k Jny k+1 +1/2, k+2
5175 dans S5 @ 5], .
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Démonstration : Commencons par regarder le cas de

Sm’k :

I1 suffit de regarder 1'action de R(A) sur un terme
zaua(z), avec |al =k.

On peut tout d'abord, en suivant la preuve de la propo-

sition 4.5, écrire M, =M1-+Rm, ou l'amplitude de M;

ne dépend pas de z, et |[R_| €o([rx]""). on
£ (1P, HP)

peut donc négliger R

Avec les notations de la proposition 4.2, on écrit

et

Il(z"L uy) (x,1) =

. n
=(i%)n‘[e-1x(w(x,6)-z 9)(§xj-in(x,e,A)+eibei(x,9,A)

+b_)z® u,(z,1)dz do

I,(z%u ) (x,}) =

1, -ir(y, (x,0)-2+6)
ot

iA(w(x,O)—A_lx-e)b 2% u (z,))
0 o o

dz de dt.
wt(x,e) =t ¢o(x,0) +(1-t)A-1x-9 vérifie les hypothéses

de la proposition 6.2. On a

Je ilz-9 f’ua(z,X)dZ =(+iA)‘“l(5%J“ (Jei)‘z'e ua(z,x)dz)
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() (e 2000 b (x,8,0)) =
1

B B,9.8 34,Y -ide(x,0)
= Xi a=%+¥ Ca ng) bxi fgg) (e )

Comme %g (0,6) =0, on voit facilement par récurrence,

que
(Y o0y g by genihe (0
[8]<]v]
avec ug(x,6) EO(lx|6) , donc
-la] ;3 a -ixe (x,0), _
A ('s-e') (Xibxie )—
= o ire(x,0) AIBI_lalxi uB(x,e,A)
[8]<|al

avec ug €O(IXIB). En utilisant la proposition 6.2, on

obtient une somme de termes qui sont dans So’k+1.

Regardons maintenant la forme d'un terme
A -iA 8)-z+96
(7?)n Je ir(o(x,0)-2+6) Oi bei(x,G,A)zu'ua(z,A)dz do

. ilz+0 _a _ .4y 1 ilz<06 0 o
On a : GiJe z uadz— (-ix) je —Bzi(z ua(z,)\))dz
on est donc ramené au cas précédent, avec zuua remplacé

par - zBuB et |B| =|al-1. On obtient donc une somme

de termes
I A oqxhy
j <

. k 3 o
En posant k-j=j , on a une somme _J A J O(lek Jy et
j=1

si 3; 1, on a k-} zk-25+1.
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Donc on obtient un élément de So’k+1.

Regardons maintenant 1l'action des termes de I2
!
Dans 1'amplitude, on a un facteur xB 68" avec

[8+8'| = 3. Comme plus haut, on peut remplacer zauOl

1-1R! Y o n -
par A I Iz u, avec u €S (RT), et [y[=|al-[B"].
Comme g% wt(0,0) =0, on obtient une somme de termes

de la forme

AR ) Z- k=18 o(|x|3*18l
0sjsk-|B8"]|

En posant j-k+1=3 , on obtient la somme

k+|8]-j-1

A'j 0(|x| )

! -
|B']-Isj<k-1
Si jz|B'| -1, ona : k-1-j+|B| 2 k+1-2] car |[B+B'|=3.

so,k+1

On a donc une somme dans et on a démontré la

proposition pour Sm’k.

Regardons maintenant le cas de ST}?

Les termes provenant d'une amplitude xibX (x,6,1)
i
se traitent exactement comme pour Sm’k, en utilisant

la proposition 6.2.
Les termes provenant d'une amplitude ei be (x,6,1)
i

se raménent au cas précédent avec u(z,\) remplacé par

-1 3u . . s m,k+1
A 5;; qul appartient a 5172

Regardons 1l'action des termes de 12

1

On élimine le facteur 6°

1']6'] Br

A 82

en remplacant u par

- 1
u qui appartient a ST;% |8 |/2,k.



POLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 79

On distinguc deux cas

- Si |B'| =2, on obtient un terme dans ST}§+1 N

cause du facteur xB

- Si |B8'| =1, on obtient un terme dans ST;%/Z’k+2,
On a donc démontré¢ la Proposition.
Proposition 6.4 : EO(A) envoie S”Uk dans Sm’k et 5?72

dans S?;g pour k z N.

Démonstration : Pour Sm’k , 11 suffit de regarder 1'ac-

tion de EO(A) sur un terme zaua(z,k) avec ua(z,A)€

S°(R™). on a

1 1

( ) l‘-o-tnif(())) +(l-zM ) " f

E (M) f=(1-zM )~
o( Jf=(1-z o . ¢},|a|<N S

N

EO(A) n'agit pas sur les puissances de A et conserve
les ordres d'annulations & l'origine si o ¢%. Si

a €}, EO(A) augmente l'ordre d'annulation. EO(A) envoie

donc bien Sm’k dans Sm’k.
Montrons maintenant la proposition pour ST}%.
. k , k .
Si f ES??Z, Bgf(O)xa €ST/2 pour |o| £k, donc si
kzN
(1- zMo)'1 ( ) g:- D2£(0,1))€ s‘i‘;lz"
a ¢ %, laf<N
Montrons que la séric Z (zMO)j fN converge dans
m, k
51}2‘

On utilise le changement d'échelle introduit dans la
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section 3 : mau(X,A) =u(xa M2, ST}E est envoyé par
mx sur }T}§= tu ] pfu co([A ™K 21e x| 5K 2y,

I1 suffit donc de montrer que si fN(i,A) est le reste

du développement de Taylor a 1l'ordre N de f(X,A) 1la

série } (zJ@O)j fN converge dans T}?.

fN(i,A) est une somme de termes de la forme : XagN(x,A)
avec Jal=N et lgy(X,0)] s cy (™M 2|z HR 2.

Avec les notations du §. 3.1, on a

aj

(246)7 £y = (zb )T v g aTIx,n)

donc

. . o
| (o) gyl s Tab 13 07N e MR 2 (1a x| 3 K/2

On a les mémes estimations pour les dérivées, ce qui

prouve la convergence de la série.
. -1 . s oM,k
On a donc montré que (l-zMo) fN appartient a 51;2

b

ce qui démontre la proposition. [

On peut maintenant démontrer la proposition suivante

Proposition 6.5 : Ia matrice K(z,\) =EJ(MR(A)(1-E_(MR(O))™ES ()
admet un développement asymptotique :
Kiz,\) v T4y (a) A
k=1
avec 4 holormorphe en =z pour z€V.
51 les lal pour o € g' ont tous la méme parité, les 1/2 puis-

sances disparaissent dans le développement.
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Déhonstration : Supposons d'abord que A e¢st diagonali-

sable : 1'élément de matrice K pour a,a'€ %,

o,a’

est donné par
(6.2) Ka’a,=)\_Ia'I/ZDi'(R(l-EOR)_l(Alal/zxa))|x=0
On a

R(l-EOR)'l(AI"l/Zx"‘) =pi0 R(EOR)I’(AIO“/ZXO‘) a3
avec rj==R(EOR)j+1(1-EOR)_1(A[aI/Zxa).

A|a|/2xa appartient a 1P pour p Zpo , donc d'aprés 1la

section 4, on a : (l—EOR)-l(Ala’/Zxa)E HP vpz P, » et

l1-e Ry~ L alelze <
o HP p

On en déduit facilement, a 1'aide des inégalités de

Sobolev, que Vv = (1-EOR)-1(K|GI/ZXQ) appartient a
N0+m/2,m

>
Sl/Z V1n=po.

Prenons m2N. D'aprés les propositions 6.3 et 6.4,

R(EOR)J+1(v) est une somme de termes appartenant a

N +m/2+j.,/2,m+2j +j

0 1= 172 . . .
Sl/Z avec jy+j, =] + 2.

- ' N, -(iq*ipl)/2
A Ia"/zDi v(0) est donc majoré par ClA] 0 12 .
Donc VNE€N fixé, si j 2 2(N0+N) , on a

-lar]/2 Lot -N
A Dy rjEO(l)\l ) .

I1 suffit donc de regarder les termes de :
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j

I RERPOI 2.
p=0
On utilise maintenant que

slal/z,lal |

Alal/Zxa appartient a
D'aprés les propositions 6.3 et 6.4, R(EOR)p(A|a|/2xa)
est une somme finie de termes du type
.- (| +p*1-20),
“la'/2 o . py P
Les seuls termes non nuls de ) Dx R(LOR) sont
ceux ol |a'| 2 |a] +p*l-2¢, et on a alors

|o|/2-2-]a']/2< -1/2. On a donc un développement asymp-

-1/2
cl ().

Supposons maintenant que les |a| ont la méme parité

totique dans S

pour o €'}, alors les puissances |a|/2-2-|a'|/2Z sont
toutes enti€éres, ce qui démontre la deuxiéme partic de
la proposition.

Dans le cas oid A n'est pas diagonalisable, Ka o' st

donné par une fomule de type (6.2) ol Alal/zxa

A|a|/2

est rem-

placé par pa(x), ol p, est un polyndéme homogéne

al

o' a' N P
(DX) , ou P (DX) est un opérateur

et Dx par P
différentiel & coefficients constants, homogéne de degré

|a'|. On peut donc suivre la méme démonstration. o

On construit maintenant des valeurs propres asymptoti-

ques de la matrice K(z,X). Pour N €N, on pose

N
Ky(z,0) = 1 ALz tR ) Py(e,z,t) = det(Ky(z,t)-E10 ) =
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ga-+£a-1ay(z,t) + ... +ag(z,t). D'aprés le Th. A.IIIL.1,
on peut construirc des développements asymptotiques pour
les valeurs propres de KN(z,t) notécs ul(z,t),...,
ua(z,t) avec multiplicité, et on a

ez, ) v Loy p(2)(t

1/a%.k

)

pour &=1,...,a, et ag €N.
Dans le cas ou A n'est pas diagonalisable, on rappelle

que E;_ n'est pas diagonale, mais que

E;-(A) = (1-zKO) I, + S, od S est nilpotent.

N
On remplace donc KN(z,t) =7 Ak(z)tk , par KN(z,t) =S+
1

N
§ Ak(z)tk. On a toujours Py(E,z,t) =det(g 1 - Ky(z,t))

a
On retrouve donc une forme

qui vérifie PN(E,O,O) =g
analogue pour les développements asymptotiques des raci-
nes de PN(g,z,t), notés encore pz(z,t).

Notons Aj =Mj/d-1i 1og7§- pour j€ Z.

On montre maintenant le lemme suivant

Lemme 6.6 : Pour & =1,...,a , il existe des développements
asymptotiques
. s -k/2as
(6.3) X, (F) = x; + (x.)
AR kzl Trn

tels que si Al m(j) est la somme des m premiers termes de (6.3)
>

et st Hy m(z,t) est la somme des m premiers termes de ui(z,t),
3
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-ix,  (j)ad
L,m
on a pour 2 = e :

m+1

2a%

. -1/2 -
2K, -1+ ul,m(z,(kl’m(g)) /2) ¢ O(IAJI ).

Dans le cas o les |a| ont tous la méme parité, le développement
1/ay
(6.3) ne contient que des puissances entiéres de (Aj) .

Démonstration : Fixons une valeur propre asymptotique

po(z,t) notée pu(z,t) pour simplifier les notations

On cherche A(j) sous la forme Aj +2. avec

J
o -k/2ay
= A
ZJ kzl ak( J)
-1A.2d
On a : e J KO =1, donc
-ir(j)2d -iz.2d © «

e Ko-1l=e Jo-1- Z r (-i2dz))

. 1 v 1 . k
De méme on a : z =K; (kzl ¥r (-i2dz)7)

1/2 -k/2a _

- m .
Pm(l(j) ) = kzl Ck(Z)(A(J))
? -k/2ag

c, (z)A. (1+:z
k=1 K77

-1,-k/2as
A .
J ) )

I1 est facile de voir qu'on peut déterminer a, par Té-
currence

Pour éliminer le terme (Aj)-k/Zaa on a a résoudre
une équation : ay =Fk(al,...,ak_1, Cl""’ck-l) , ou les

aj,...,a; 1 sont connus. _
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On peut maintenant démontrer le théoréme principal

LT g dve-

Théoréme 6.7 : Soit A, (j) = At kzz a, (Aj)
loppement introduit dans le lemme 6.5 pour & =1,...,a.

Soit p, la multiplicité de A ld).

Pour tout N € IV, il existe jN €N et ey € R tels que pour
Jz jN la matrice de scattering pour K a exactement Py pdles

avec multiplicité dans :

m

N
-k/Za,L ~-N
[x - A - kzz ak,l(Aj) | = ¢y |AJ.| s
ou my, est le plus grand k tel que k/Zaz <N

Dans le cas ot les |a| ont tous la méme parité pour a € 3/,

les 1/2 puissances disparaissent dans le développement.

Démonstration : Dans la suite on supposera que &=1.

On note p=p la multiplicité de p,(z) et on a donc
1 1

N
Iuj(z)-pl(z)lz Colz[ ° pour j#1, avec N €N

On commence par construire des cercles TI. centrés sur

. . 2. -irzd,
les A (j) tels que : VA efj , CIIAjI < e K -1+

pm(x'l/z)]gczlle ? avec M, eR".

On veut de plus que le rayon de Fj soit compris entre
-M -M

CHlAs| 2 et CylA. | 2 , ce qui est possible car
1'% 217

3 -ir2d, | “1/245 _ - -ix2d . _1.-3/2
o (e K0 l+pm()\ )) =-ix2d e KO 7)\

au -

7;? (A 1/2) est plus grand que 1/2 pour IA-AjI <e,
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avec € assez petit.

Estimons maintenant EJ"(A)-1 pour A erj.

. N

On a : E+-(A)-1 =(1-c:-1>‘Zd KO)H‘+Z Ay A_k/z*-RN(A) d'aprés
0

les propositions 5.7¢t 6.5, avec : Ao =0 si A est dia-

gonalisable, Ao =S si A n'est pas diagonalisable, avec

S matrice nilpotente. De plus on a

I'(N+1)/2

IA

(6.4) [Ry(A) | = Cy [x

Si g= pg(z) pour &=1,...,a, on a

-1 . a N -1
L N O e I T OT
Donc
-ix2d -1/244-1 a -iA2
| (1-e Mk yuek 7 8 |sch1;|((1-e P2
+ ‘ 1/2)l
Si A EFj , on a
-ir2d N, -1/2 My
[(1-e KU +pg (A Iz Cy Iyl
-N /2
) Noy,-1/2y _ Ne-1/2y . o
et : ij(x ) pl(A )| oz Cx IAj|
si N est assez grand.
Donc on a
. M,+(p-a)N_/2
-ixad ;o m1/204-1 P 0
(6.5)  ((1-e" Mk yueky M3 oyl |
pour A€ T.

J
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-iA2d 1/2

Notons Eg-(A) = (1-e KU+ KN(A- ). On a
ETTO0 = B0+ BT T RY(W)

D'aprés (6.4) et (6.5), on a

1 pM,+(p-a)N /2-(N+1)/2

+ - -
E A Ry (A < Cy A
By (0 TRy | 5 cy |

pour A EFj
Prenons N>2pM2 +(p—a)N0. Pour j assez grand,

1

U +E;_(A)_ Ry@) est inversible pour A EFj par une

série de Neumann, et son inverse est borné par une cons-
tante.

On peut maintenant démontrer le théoréme

Supposons d'abord que KN(Z) soit diagonalisable
pour la valeur propre pT(z). On peut alors trouver des

vecteurs fl,...,fp €C? 1linéairement indépendants tels

que

1

J Eﬁ-(k)- f.dx=0 pour i=1,...,p
T. L

-1 -lp+- 1

= (U + BT () TRy D) TIEY T 0 -
+SyOVERT 7Y, avee  [sy(ER) Y scylAl T, i on

D'autre part on a E'T(0)
- 0-1

Ex (V)

prend N assez grand. Donc on a

J E*'(A)'lfidx==J E;'(A)'lfidx-fj sN(A)Eg’(A)'lfidx
r. r. I.
j j j

Comme le deuxiéme terme tend vers 0 quand j tend vers
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1'infini, on a

J E+-()\)-lfi dx =0 pour i=1l,...,p, pour j assez grand.
r

Comme E+-(A) est une fonction holomorphe de X pour

A €D, d'aprés le théoréme 5.4, ceci entraine que

#- -1

E (X) a p pbles comptés avec multiplicité dans Fj.

D'aprés la remarque a la fin de A.III.3, ces pdles sont
aussi des pdles de (1-M(A))_1.

Supposons maintenant que KN(Z) n'est pas diagonali-
sable pour la valeur propre pT(z). On peut alors trouver

f ..,f_€C? linéairement indépendants tels que

1

S +- -1
soit : Ir EN (\) fi drx =0

j
-irzd N, -1/2 %1 4= -1
soit : J ((1-e K )+p1(x )) EN (A) “f.dx=z0
r. 0 i
J
pour un k. £p

1

On peut alors faire le méme raisonnement que plus haut,

1

qui montre que (1-M(A))~ a p poOles avec multiplicité

dans T. .
J

Pour montrer que la matrice de scattering pour Q a
exactement p, péles asymptotiques a Al(j) , on va uti-

liser une formule de trace en suivant une idée die a

Sjostrand.
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On commence par donner une caractérisation des pdles
de la matrice de scattering par la méthode du complex
scaling.

On considére la résolvante sortante libre du Laplacien :

(A+)\2)u = v

u sortante |,

définie par : u=S_(A\)v =I e IA[x-y] P_(|x-y[,)v(y)dy
iAr

ou P (r,n) =C(n) (2o BV EE ) AT

P s Cn,r) C e .
Pn(r,A) est équivalent a —;577— a 1'infini. Soit

Ko(x,y,x) le noyau de SO(A). On peut étendre Ko holo-

morphiquement en (x,y) a ¢n+1 x gL , en étendant
2,1/2
Ix-y| par ((x-y)H/E
Si on restreint maintenant ce noyau a e 19 RO e 1OR*L

pour 8 >0, en écrivant les nouvelles variables sous la

-i6 -6

forme (e X, e y) , le terme ¢ iA|x-y]

devient

S 1
e 1re |x Yl’ qui est exponenticllement décroissant
pour A €D, Rex assez grand.

Le noyau K (x,y,\) restreint a e 10 gntl o -16 pnvl
est donc borné sur Lz(e'19 Rn+l) , et aussi sur L°(I)

ou I est une déformation de Rn+1 égale a e 1O R

hors d'un voisinage de @ . (Voir fig. 1).
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Fig. 1

On peut alors utiliser les potentiels de double couche
et la théorie de Fredholm pour résoudre le probléme de

Dirichlet inhomogéne : Au-+A2u= 0 dans r"*1 \ Q

u'aQ =v
u sortante.

Pour cela on écrit la résolvante H,(A) de ce probléme
sous la forme : H, _(A) =Sooés®(11+K(A)) , ou dg est la
dérivée normale de la masse de Dirac sur 3Q, et K(A)
est un opérateur a noyau C°, méromorphe en A .

Notons S(A) 1la résolvante du probléme de Dirichlet

mn+1

homogéne : Au*—A2u= f dans \ Q

ulaQ =0
u sortante

qui est définie sur LZ(F).

On a : S(A) =SO(A) -H, (\)y SO(A) , ol y est l'opéra-
teur de trace sur 99 .

Soit c¢ une courbe fermée dans C.
Le nombre de pdles de la résolvante S(A) a 1l'intérieur
de C est égal a m(c) =tr CZ%T JC -2XxS(\)dr) car

1

VETH J -2x S(A)dx est le projecteur spectral associé aux
C
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pdles de S(A) a l1l'intérieur de c.

. - 1 .
On a donc : m(c)-—trjﬁz-JC 2AH+(A)YSO(A)dA.
D'aprés ce qu'on a vu plus haut sur la structure de

H+(A), on a

Hy(\) = S 0 8g@U+S o8 @K(A) =H (M) + H (N

ol HS(A) est holomorphe &8 A, et a cause des estima-
tions sur le noyau de SO(A) dans LZ(F), He YSO(A)

est a trace sur LZ(F).

m(c) = -%tr] A H, ()Y S (A)dh =
C
L trOH ySs (A))dr=-L | tr(yS_H )AdA
mL c e o mT1 c Y o €

D'autre part, on vérifie que si (vl,v2)€ c“(anl) xc”(anz)

-1
on a : H+(A)(v1,v2) =(H1,+ —H2’+_Hl)(u-M) V1+(H2,+ -

-1 -1
Hy (U-M)"7Hy +Hy  Hy (M) 2 Hy)v,

On en déduit

P -1
He (M) (vysvy) = (Hy - Hy (Hy) MCU-M) Zvy +Hy vy +

-1 -1,
(Hy o= Hp (CU-M)TTHy +Hy Hy(1-M) " H))v,

2,e

On a donc : try So}% =tr'\(1So(Hl’e +(H1,+ -H2’+H1)M(u-

-1 -1 -1
M + S (H - H u-MmM H, + H H,(1-M H,).
) 7) trYZ 0( 1,+( ) 2 2,+ 1( ) 2)

2,e
Donc m(c) = - & tr S H, .(I-M) Y-y S Hoadh+
Ti CY1 0'1,+ ¥1°0"s

1 1

1 - 1 -
—tr chl So Hy 4 Hy(I-M)""xdh+optr JC Y So Hy 4 (L-M)

Hy(W-M) "1 Hy A dr = T+IT+ITI+IV.

1
HZ}‘dA-ﬁtrJ’CYZSOHZ,‘*
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On note maintenant n(c) 1le nombre de racines de

det(E'7) dans c.
on a : n(c) =—1—J d (det E*)(detE* ) Lan =
: 271 CHT

1 et - -1 N o+~ . d .+
fﬂ_i'JCtrE (E") “dx ou E dénote I E

11 est facile de voir que L' =E"ME'. On a

-1 1

dA =

n(c) =7111“1[ trE"MEY(EY)
C C

Ici tous les opérateurs sont a trace car E

fini.
D'autre part (ll-M)-1 =E -E+(E+_)'1E' donc
n(c) = - oo tr | M(U-M)"L aa
271 c
On a : M=Y1H2’+H1+sz2Hl’+ , et
(A+ A%, | = - 2 H.

J> ,

f =0

J,+ Yj
Donc H ,+ = - ZASj’+}l’+ = - ZA(SO--HJ.,+Yj So)Hj,+ On en

M= 20(y; S H, (Hy-Hyy,S Hy [H +H,v,S

J tr MEY(ETT)

donc
“1gda.

est de rang

+ o 2,%+ o 1,+
- MYy SgHy L)
Donc n(c) =——tr | Ay,S H, . H (1-M) Ldax
mi c Y1°0 2,+ 1
- e Al vy, s H, . Ho(1-M)"Lda
T c 2Y2% 2,4+ M
Laa

+_1_..trf Ay vy SoHy L (L-M)”
C

1

1 -
_._..JC AMyy oy L (1L-M)

dA = a+b+c+d .
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On observe maintenant que a=1I, b=1IV, c=1III.

| -1 -
—-ﬂ—itrJCMylsofll,+(]lM) AdA =

1 X dA

1 - __ 1
- —tr Jc Y1 S0 H1’+(]1-M) MAdr = n—itr Lyl S0 H1,+

1

1 - - -
-—.—JCYlsOHI,+(11-M) Adr=0+I=1.

Donc n(c) =m(c).

I1 reste a montrer 1'équivalence des pdles de S(A)
avec les pdles de la matrice de scattering pour Q. Les
pdles de la matrice dec scattering sont avec multiplicité

les pdles de 1l'extension méromorphe de la résolvante sor-

n+1l n+l

tante considérée de Cz(ﬂi \ Q) dans C (R \ Q).

Notons R(x,y,A) 1le noyau distribution de cette résol-

vante. On considére le¢ noyau . =7%T'J R(x,y,A)dx dé-
c

fini pour (x,y) €I' xI' et on veut étudier HC pour

(x,y) € R &

n+1l

R On a

1
c 271

J H, (1) ¥ S, () dx
C

Le noyau qui est sous le signe somme est de la forme

aKo

on, (x,y ') k(y',z',A) Ko(z',y,0)d S dsS .

JBQ x 3
k(y',z',A) est de la forme é(y'-z‘)-ri(y',z',x) ou k
est C° en (y',z'), et KO est le noyau de SO.

Hc(x,y) est donc holomorphe en (x,y) dans un ouvert

connexe de (En+1\ Q) X(En+1\ ) qui contient
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(V) x(P\2) et (R™I\q)x (rR*™\ 9). si n.(x,y)
est identiquement nul sur (Rn+1\ Q) x (Rn+1 \ ) il
l'est aussi sur I xT.
Donc si il y a des pdles de S(A) dans c, il y a aussi
des pbles de la matrice de scattering.

Passons a 1'étude dc la multiplicité

Sur LZ(F), HC est unc projection, donc tr(HC) =rang HC

n§c) — .
et I_(x,y) = L o (x) ¥;(y) , ot e;(x), ¥;(y) sont ho-

n+l

lomorphes dans des ouverts contenant € R \' @ et sont

dans LZ(F). Sur le réel, on a donc

n§c) —
HC(X:)’) = ¢ ‘Pj (x) w] (y)

Enfin on vérifie facilement par les mémes arguments que

les ,wj sont toujours indépendantes. Donc la matrice

¢ .
]
de scattering a exactement n(c) pdles dans <c , ce qui

termine la démonstration du théoréme. a
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A.I. OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS A GRAND PARAMETRE
ET ENSEMBLE DE FREQUENCE.

Soit X un ouvert de R".

Définition A.I.1. : - On note gf(x) l'espace des fonctions

u(x,\) pour A 21 telles que wulx,2) € c™(x) et plulz,\)) €
0()"7) pour toute semi-norme p sur c”(x).

- On note E;(X) le sous-ensemble de
QT(X) formé des fonctions d support em x dans un compact indé-
pendant de X .

- On note D!(X) 1'ensemble des distri-
butions u(x,A) € D'(X) telles que V X' ccX , 3N tel que
N

Cy A ou W est l'espace de Sobolev

IA

ulx,A) |y € Vet |u] N
W

classique.
Si on pose ﬁ(g,x) =J e-i)‘x'E u(x,\)dx on a
Br(x) = {u(x, ) | vxe CoX) | aNtq [xdce,n) | s ey AN+ e DNy

A.I.1. Opérateurs pseudodifférentiels a grand pa-

ramétre.

On commence par définir des classes de sym-
boles a grand paramctre.

Soient X et Y deux ouverts de R".

Définition A.I.2. : Pour my, kK € R, p, § €.P+ » On pose:
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s’:’ig(xw) = {a(z,y,E,1) € CT(XxYxR") |

o lvl+slors] |

n o, B .Y
v XxY, Vv €N 9.9 9 <C
KccXxY,Va,B,Y I x y Ea' oy By Y, K

(1+|g|)’”‘|Y'}.
., <M,k _ e,k
On note bp’s(X) Sp,d(x xX).
Si a €S$’§(X xY) , on note Op(a) 1'opé-
b
rateur
(A.I.1) Op(a) u(x,A) =

™ [ PV ay,0,0) uy, 0y do

qui envoie C:(Y) dans QT(X).

m, k - m, k
On notcra Lp,G(X) Op(Sp:G(X)).
On dit que Op(a) est a support propre si le noyau dis-
tribution de Op(a) est a support propre uniformément

en .

Proposition A.I.3. : Soit a € SZ’%(X) avee p < 1.
3

On a Op(a) = Op(b) + R ou R a un noyau dans QT(X><X) et

b € SZ’?(X) est tel que Op(b) est a support propre.

I1 suffit de poser b=a xX(x,y) ou X(x,y)€
C”(X xX) est a support prés de la diagonale, et on vé-
rifie facilement que Op((1-X)a) a un noyau dans

Co(XxX). |

Proposition A.I.4. : Soit alz,y,0,\) € Sg’g(X) a support
k]

propre. Si o + 8 < 1, il existe 0,(z,E,)) et G4(y,€,1) dans
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dmk X s :
p,G( ) tels que

Op(a) u(z,\) = (5*1-[)" J 2 0, (x,E,0) L€, N)dE

op(a) u(z,A) = ()" j eMEYE Sy, 60 uly,dy ds

5t A =0Opla), on appelle o, (resp. BA) le symbole a gauche

(resp. a droite) de A .

. _l_ -Ial o L0
on a : OA(m’E’A) n u% A Dy aE a(x,y,i,k)ly -z

|§00!
Syt v L L vl p ) 5% e YsEs ) .
AT la]z0 ¢/ A P

Démonstration : Ellc est identique a la démonstration

classique.

a]
mi’ki
Proposition A.I.5. : Soient Ai € Lp 5 (X) pour <i=1,2 ,
>
a support propre de symboles Y (x,E,0) , avec p + 6 < 1.
T
m,,k
U1 1 -la| o 0=
s A% X =
Ona:afer o (X et TR IGLO 7 A 0y 035, (2,6, ))
mtmg, K +k
17227172
A1 0 AZ € Lp,d (X)
N Y a
et : o ~ X = A 9, O D o
A7 045 Jo|z0 ¢ £ 4; = 4y

Proposition A.I.6. : Soit A € Lg’g(X) avee p + 6§< 1,
3

X borné et |o,(x,£,A)| <M pour (x,£) € X x R" . Alors on a

v
S

-
M+ Ky AT vz

ll4ll

A

L i), Lb )

Démonstration : On suit la démonstration classique en

. . B 2
construisant unc racine carrée de M” - A*A et en obser-
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vant que les opératcurs a noyau dans QT(X x X) ont une

norme dans ;ﬁ(LZ(X),LZ(X)) qui est dans O(|}\|-m).D

On peut ¢tendre ces résultats au cas ou A
varie dans une bandec de € de la forme D={x]| |ImA]| <

Co , |Re |z Cl}. Dans (A.I.1), on peut prendre a(x,y,0,A)

qui dépend de A dans D, et remplacer ei)‘(x-y)e par
iAl(x-y)e

e ou Ay =Re . On peut méme conserver le

terme el)‘(x-y)9 si le support en (y,0) de a(x,y,0,A)

est borné.
On montrc maintenant un résultat sur les som-

mes asymptotiques de symboles.

k.
J(X) des sym-

m_,
Proposition 1.1.7. : Soient aj(x,g,h) € SDJ6

boles holomorphes en X , pour X € D avec s et kj qui dé-

croissent vers - « .
mo’ko
Il existe a € Sp 5 (X) , holomorphe en 1\ , tel que a ~ Z aj »
B :
- mn’kn I
au sens que Y n,a- ) a,€S8 s (X).
j(VZ J Py
m_,k
Démonstration : On prend d'abord 4 68006 0(X) tel que
I’
av] a,. On a donc '3Aﬁ €S " "(X). On construit ensuite
J — —
b tel que BAb =3A a sous la forme
2
- (- _

b(x,&,A) = CO J e SAé(X’E)U)dP

o . =00

et ona beS 2 7(X) pour A€ D.

Alors a=3a-b vérifie la proposition.
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On montre maintenant une estimation sur un

symbole qui sera utile dans la section 4.

Proposition A.I1.8. : Soit m(x) Lla fonetion introduite

dans la section 3, et X(t) € C"(R) a support dans {|t| z 1}.

St p<1/2,

x(1e]2®) ez 212y + ajg)D7P ¢ ngll”;gp’“p(x)

31= /
2 1/2 2,~ -2p, (2p-1)
s, = X([23) (@ X%+ A|g|P)7P € 577 (7o)
. . i . 2 1/2
Démonstration : On commence par estimer (m (x A )+

AMel 578 =u pour [g] za7P.
- Dans |&|2C, on a : qux'q|g|’2qgc>\'q(1+|g|)'2q.

- Dans )\-p§ |£| <C, on a : uqéc)\(zp'l)q .

Donc |ud] ca(2P D14 1g)7%9 dans |e] 2a7° .
Estimons les dérivées en £ de sy ¢ I1 suffit d'estimer
les dérivées en & qui portent sur uP.
Dg(up) est une somme de termes du type
uP*a,\4 EZq-]aI. Dans A P<|g]<C on a
Ad g 2a- ol

N

< C )\plo‘l
(me+x £

Dans |¢&] 2C on a

A4 g2a-lal

AT g2 lal o ¢ P (1 g 2plol
(m™+x £7)

Donc |Dgsll < C, AP(2p-1)+p]a] (1+]g|) 2P lel,

Estimons maintenant les dérivées en x de 5y ¢
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Di(up) est une somme de termes du type

up+qklal/2 et on a

Ca Ap(20-1)+|u|/2 (1+lgi)'2P‘lal

In

D% (s |

Pour démontrer la proposition pour S, il suffit d'es-

lal/2 a2 172y pour |x|z22A"P°.

1/2

timer (x A

Pour |x| ZA-Q , on a lenz(xx

1
) =0
((xxl/2)2+'a|)

Donc : IAIal/zai,nz 1/2)l§ Cxplal+(29'1)’

on peut alors suivre l'estimation pour S1+ o
On introduit maintenant des opérateurs in-
tégraux de Fourier & grand paramétre.
Soit a ESE’?(X), o(x,8) =A(x,E)x*& avec
b
A(x,&£) wune nxn matrice inversible appartenant a
Cw(Xx Rn). On pose
A ' -y
Lo (6,0 = " [P OOB T By 6
u(y,A)dydg .
Iaw envoie C;TX) dans Qj?X).

On a la proposition suivante

Proposition A.I.9. : Si p=8=m=k=0 ona

I el ¢ 20200 < C pour X\ assez grand .
2

Démonstration : On montre que (I ¢) * (I w) est un opé-

tateur pseudodifférentiel dans g g(X), et on utilise

la proposition A.I.6.
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A.I.2. Ensemble de fréquence.

On va définir maintenant une notion d'ensem-
ble de fréquence pour des distributions de D'(X) pro-
posée par Sjostrand.

Soit %*(X) le fibré sur X obtenu en com-
pactifiant chaque fibre de T*(X) en ajoutant un point
a 1'infini dans chaque direction.

On peut écrire : %*(X) =T*(X) uS*(X) , ou S*(X) est le
fibré cotangent en sphéres, avec la topologie naturelle.

Les points de T*(X) sont appellés finis et
ceux de S*(X) infinis.

Le point infini (x,£§) pour §&=z0 est par
définition le rayon {(x,t§),t>0} ou de facon équiva-
lente le point (x ,T%T) de S*(X).

On peut remarquer que T*(X) est le support
du frequency set de [G.S1 et S*(X) 1le support du front

d'onde usuel.

Définition A.I.10. : Soit P € L’g”;(x) et (z,6) € TA(X).
Ed

On dit que P est elliptique en (xo,go) st :

c Ak dans un voisinage

v

- 8% (xo,go) est fini : |plx, 6,20 |

de (xo,go),

v

- sl (x,g) est infini : |p(x,g,0)] 2 C Ak(l+|g|)m dans un voi-
sinage conique de (x,¢ ) et pour |[g| z 1/C.
Ici p est le symbole de P et les voisinages sont indépendants

de .
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I1 est clair que 1l'enscmble des points el-

liptiques de P est ouvert dans T*(X).

Définition A.I.11. : Soit wu € D'(X). On dit que (xo,go) €

T*(X) n'appartient pas @ WF(u), si il existe PE€ Qf’g(x) avec
R
p + 8 < 1 proprement supporté, tel que Pu € QT(X) et p est

elliptique en (xo,éo).

Proposition A.I.12. : Soit (xo,go) € T*(X), et ue D'(X).

- 57 (xo,ﬁo) est fini, (xO,EO) ¢ WF(u) st et seulement st, il
existe x € C:(X) avec x(x,) =1, telle que [xule, )] 2 Cy A7V

v N, pour & dans un voisinage de £, indépendant de N .

- 57 (xo,go) est infini, (xo,go) ¢ WE(u) , st et sculement si,
il existe X € C:(X) avee x(xo) =1, telle que : |xu(g,\)] =

N

Cy(l + Igl)—N A YN, pour & dans un voisinage conique de

g, et lelzc.

Remarque : On voit que la projection sur T*(X) de
WF(u) est exactcment le frequency set de ¢ G.S3.

Par contre, si on fixe X et si on considére WFu(x,A)
comme inclus dans S*(X) on a : WFu(x,A) ¢WFunS*(X),
mais l'inclusion inverse est fausse cn général.

On va maintenant faire opérer dcs opérateurs & noyau
sur des €léments de D'(X) sous certaines conditions sur
1'ensemble de fréquence du noyau.

Soient X cHﬁl, Yc RP  deux ouverts et A, une fa-

A
mille d'opératecurs de Cz(Y) dans D'(X) , qui vérifie
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les conditions suivantes : VK et L ouverts relative-

ment compacts dans Y et X, il existe CK L et NzO,
b

tels que
Al e N v u €CT(K)
et
N
|Aul _ < C A ul
My Ny - KL aN (k)
Si KA est le noyau distribution de AA , on en déduit

facilement que KAE D' (X xX).

On définit alors ﬂﬁf(AA) comme 1l'image de ﬂE(KA) par
(x,€,y,n) > (x,&,y,-n).

On peut maintenant faire opérer A, sur une distribution
u de D'(X) si WF(u) est dans une bonne position.

On note Ny l'ensemble des points infinis engendrés par
(x,0,y,n) , n#0. (x,&,y,n) » (x,&) induit alors une
application HX : %*(X xY) \NX > %*(X).

De méme si Ny est 1'ensemble des points infinis engendrés
par (x,&,y,0), £#0, (x,&,y,n) > (y,n) induit une ap-
plication HY : %*(X xY) \NY > %*(Y).

Soit maintenant A, un opérateur du type con-

A
sidéré plus haut.

On a la proposition suivante

Proposition A.I.13. : Soit u € @'(Y) tel que :
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’ — Y il = ’
(A.I.2) WE(A) N WE(W =&, on WEL(A)) = M, (KE'(A) 0 N,) .

On peut alors définir A.u € D'(X) et on a :

A

(A.1.3) KE(Ayu) € L((WE'(A) 0 0,) U (WE'(A,) 0 ;T (WE(w)) .

Démonstration : On peut suivre la démonstration usuelle :

On introduit des partitions de 1l'unité

1= § o (x)a,(y) 1= ] B (x)B.(y)

Kk k k K k' k k

avec : Bk==1 sur supp(ak).
La condition (A.I.2) cntraine que pour tout A fixé, on
peut définir AAu comme élément de D'(X), aprés avoir
introduit des partitions de 1'unité convenables, et in-
dépendantes de A\ .

On obtient
A A <N A F
(A1.4) Au(E,A) = () kz'JBk.U(n,X)ak.K(E,-n,A)dn

Considérons un seul tcrme de cette somme
Dans |n|sC|g|, on a
~ N N

J u(n,)K(E,-n,)dn s C A ° (1+]g]) ©
Dans |&]| s€e|n|, si 4(n,A) n'est pas a décroissance
rapide, c'est R(g,-n,k) qui est a décroissance rapide
d'aprés (A.I1.2).

Cette région ne contribue donc pas a (A.I.4),

et AAu appartient bicn a D!(X).
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Vérifions maintenant la majoration (A.I.3).
On considére toujours un seul terme de (A.I.4).

Soit (xo,go) E%*(X) un point qui n'est pas
dans le membre de droite
- si (XO,EO) est fini : pour & proche de go, si

(£,-n) € WE(K,) alors n ¢WE(u). On a donc

1Ky (E,-n,0) aCn,) | s e+ np ™A™ vNzo
Donc (xo,io)¢ WEA u.
- Si (xo,io) est infini : la démonstration est identi-

que au cas classique.

On a donc démontré la proposition.

Application : Trace d'une distribution de D!(X) sur
1'hypersurface x =0. On note x =(x’,xn) , Y = r L
En appliquant la proposition A.I.13, on voit que si

u€bD!'(X), et si WFu ne rencontre pas les points in-

finis du type (x',0,0,¢ ), u’x €U (Y) etona
n

HEU|XH=0 < {(x',g")[3¢&, ta (x',0,8",¢ )€ WEu}

A.II.1. Estimation de la résolvante du probléme de

Dirichlet dans une bande de € pour un obs-

tacle strictement convexe.

Soit © un obstacle strictement convexe a

bord C* inclus dans Rn+1 et T =23R. On veut estimer

la résolvante du probléme aux limites
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Au + Azu = h
(A.I1.1) ulp=0

u sortante
ou h € é'(]Rn+l\Sl) et A varie dans D ={z||Im z| ¢
C1 et |z] 2 CZ} avec C1 et C2 assez grands. Notons

u=8,(A)h 1la résolvante de (A.IIL.1).

Proposition A.II.1. : Soit a €R tel que supph <

{x||x|§a}.
Soit C(x) wune fonction de troncature d support dans {xllxl sal.

Ona: VY hcEe C:({lxl sal) :

|Cul , sk |h
WJ al LZ

o

lc 3u
n®

K Ihl a
a; LZ

IA

=1,2.

W1

n désigne 1l'espace de Sobolev d'ordre m classique.

W

Démonstration : On utilise les résultats de Melrose [MZJ
sur les pbdles de la matrice de scattering pour un obs-

tacle strictement convexe, et la caractérisation de la

résolvante de (A.II.1) a 1'aide du 1/2 groupe de Lax-
Phillips.

Rappellons quelques résultats de [(L.P1
On note H 1l'espace de Hilbert qui est la fermeture de

(C:(]Rn+1 \Q))2 pour la norme

2 1 2 2
I(fl»fz)lH =7 I |3x fll + |f2| dx

R\
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0 u
On note A 1'opérateur et B? 1le générateur
A0

infinitésimal du 1/2 groupe Z(t) de Lax-Phillips.
(Voir [L.PJ pour la définition de Z(t)).

Pour avoir une solution sortante de (A.II.1), on prend
la solution sortante de Af -iif=(0,h) =g, et on prend
11=f1.
D'aprés CL.P1 (Th. IV.4.2) on a : f=(i)\-Ba)él si

|x] ca et suppllc{xllxl <al. Notons donc f£f2 1la res-
triction de f a {|x] sa}l.

D'autre part (i - Ba)—1g= jme_i)‘t Z(t) gdt .

On utilise maintenant le Th. %11.5.4 de (L.P1, et le fait
que Z(T) west compact pour T assez grand. ([MZJ). Si

on range les pdles Ai de la résolvante de (A.II.1)

dans 1'ordre croissant de leurs parties imaginaires, et
si on note Pj la projection propre sur le jéme espace
propre généralisé de B2, pour la valeur propre iAj,

que 1l'on notera Vj , on a

(-iAn+1+€)t

Cn,e le

IA

ve >0 || z(t) - ? Z(t)P ||
j=1 !

od || || désigne la norme dans < (H,H).

D'apres [M,3, il existe a et b¢€ R*  tels que les pdles
de la résolvante de (A.1l) sont dans Imzz2a+blog|z].
Donc il ex;ste n tel que Im el Cl'

Soit Mn =® Vj . On décompose g sur Mn et sur un espace
1
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n
supplémentaire en g=g, +g,, avec g, =) P.(g).
1 2 1 73

On a donc Pj(gz) =0 pour 15j<n.
0 . . a\y-1_ _ izt
n commence par estimer (iA-BY) g,=| e Z(t)gzdt-
0
Comme Pj(gz) =0 on a
(-Im An+1+€)t

Iz(t)gle s Cn,E € lgle .
Donc on a

1 C |g2|H pour Ae€D ,

A

(A I1.2) [ (iA-BH) 70 gy

et on a les mémes estimations pour les dérivées par
rapport a X .
I1 reste a estimer (iA —Ba)-llg g. On utilise que Vj
est invariant par B?, i.e. Balv' =iAj U +Kj , ol Kj
est un opérateur nilpotent d'ordre nﬁ , ij N.

Prenons C, assez grand pour que Ixj| <C,

1<jsn. La solution de iAuj-Balﬁ =Pjg est donnée

par
m.-1
k 1
u. = ) (K)) —x Pig

J k=0 7 1(-15) J
Donc

. ay-1
(A.11.3) | (ix - BY) gllH < C lgllH pour A€ D ,

et on a les mémes estimations pour les dérivées en A .

Les estimations (A.II.2), (A.II.3) donnent
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. -1
| (ir-B%)"" g, = C lgl, pour Ar€D

Si C est une fonction de troncature a4 support dans

{xllxlé al, on a donc

VA ED |VX(Cu)|L2§C Il

a L
lcul , s¢, A7 |nl,
L L
. Ju Bzu
On a les mémes estimations pour % et —-
ED
On a donc démontré la proposition.

On estime maintenant la résolvante du pro-

bléme aux limites non homogéne

Au + Azu =0
(A.I1.5) ulp

u sortante

=V pour X €D

Notons wu=H_(A)v cette résolvante.

Proposition A.II.2. : Soit U wun compact de FPT .

on a :

2
|, (A)v] ¢ Ir° |v] .
R ¢ I W (r)

Démonstration : Soit e : D’(F)-*D'(mp+l) un opérateur
P

d'extension.
on a H,(A) =e-S,(1)(b+2%)e.

Si v €W2(F) on a : I(A+A2)e v| 2 £C |A|2 [v] 2
Lo(Ww) W=(r)
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donc d'aprés la Proposition A.II.1

[S+(A+A2)cv|w1( < clal? |V|WZ

w) (r)

D'autre part |ev]| 1 < C|v]| 5 , ce qui démontre
Wo (W) wo(T)

la proposition. _

On va maintenant construire une solution
asymptotique sortante du probléme de Dirichlet (A.II.5)
au voisinage de Q.

~

Soit QW un voisinage de @ assez petit et

U=U\gQ
On va construire un opérateur
H, (M) @ ¢7(T) » ¢J(v)
tel que
AN TR
(A+A")H, u = KAu
(A.II.5")
H,u p-ut RAu

e

0 K, et R, ont des noyaux dans Qf(U xI') et

A A
QT(F xT) respectivement.
Rappellons la classification des points de

T*(r) wutilisée dans les problémes aux limites. On note

A

¥
Y

{(y,n) eT*(T) | |n]|
{(y,n) €T*(r) | |n|

{(y,n) €T*(r) | |n]

1} appellée zone hyperbolique

1} appellé zone glancing

Gn
I

A\

1} appellée zone elliptique.
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A.II.2. Construction dans la zone hyperbolique.

Soit (yo,no)e T*(I') avec ]nol <1, et
soit x(y,n) € Cz(T*(F)) une fonction de troncature au
voisinage de (yo,no) , & support contenu dans J{ .

On a la proposition suivante

~

Proposition A.II.3. : Il existe un opérateur [ : gf(r)+

hy+
¢C(u)  tel que :

(A + )\2);1;1,_,_ u =Kh u

v #|p = OP(x) u
ou K, a un noyau dans C7(U x 1) et

(A.II.6)

e—ix(w(x;e)—y-e)

z}h +u(x,a)=(ﬁ)” J alx,ys0,2) uly,A) dy do .

Démonstration : Si on applique (A+A2) sous le signe

somme de (A.II.6) on obtient
A H, L u(x,A) =
h,+ ’

- (%)“Je'i*(“‘(x’e)'y'g) ba - iAVy - Va-ir by - a

2 2
= AT ((ve)*-1) u(y,r)dy de
On prend donc ¢ solution de 1'équation eikonale

(v ? =1
(A.11.7)
P P=x * 0
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Cette équation a une solution locale pour (x,6) proche
de  (y°,n°) qui vérifie ¥ (y°,n%) > 0.
Puis on résoud les équations de transport :

1

2iVy eVa+iApea-A""aa=00"")

(A.II.8)
a = x(y,9)
Ir,

00
En écrivant a comme série asymptotique : a~ )

a.(x,0)r 7
j=o0 J

on obtient des équations

Zivw-Vaj+iAw~aj=Aa._

aj |Fl = 6_‘],0 x(y,8)

et on peut construire comme dans 1'appendice I un sym-
bole a(x,y,09,A) dans SO’O(U) équivalent a

D) aj(x,e)A—J , en utilisant la Proposition A.I.7.

3=0 -

On a H, h()\)u r =0p(x)v, et a est nul en dehors des
b

rayons sortants qui partent de supp(x). On a donc bien:
)

2 N ®
(A+A )Hh’+==Kh, ol le noyau de Kh est dans C_(U\ Fx;j.

Corollaire A.II.4. : On a :

Fa)
WE' e {(z,8,y,m) € THUNT) x 140 |[g]? = 1,
(x,§) appartient au 1/2 rayon sortant de (y,n), (y,n) € supp x}.

/\
Démonstration : Notons K(x,y,A) 1le noyau de Hh +
)

on a
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K(E,n,0) = ()" fe-ix(x.€+w(x’o)-y'9+y.n)a(x,y,Q,A)dydedx.

En utilisant le théoréme de la phase non sta-

tionnaire, on voit facilement que K(&,n,A) € 0(|A|™") si

£ = - %% (x,0) , ou y = %% (x,6) ou 6 = n.

7~
Les point finis de WE' Hp sont donc
b

+
bien inclus dans le membre de droitc.

Pour traiter le cas des points infinis, on
peut par exemple utiliser la phase non stationnaire en
X et en y et remarquer que l'on gagne des puissance de

A(1+|n|+]&|) en intégrant par parties.

On a donc démontré le corollaire.

A.II.3. Construction dans la zone glancing.

Soit (y°,n®) €T*(r) avec [n°|=1, et
soit x(y,n) EC:(T*(F)) une fonction de troncature égale

a 1 sur un petit voisinage de (yo,no).

Proposition A.II.5. : Il existe un opérateur H s eo(r) >

g>*

gs+ g

Co)  tel que { a+ 208 u=k u
=0p(x)u +R
p(x) u g%

H u
g+ ¥|r
ol Kg a un noyau dans Qf(Ux r), Eé a un noyau dans gf(r xT)

et

~

H ulz,A) = H M u avee :
g+ 7 g,*+° g
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. Hg " v(x,A) =

>

A
= (3)

nj iX(0(z,n)=0_(y',n)) 4 (%3 o (zyn))
e +

(go(aan,k) ; 773
/3 c A a)
D(x,n)))XJ(a|A| )

2/3(1)

2
1 A’(x

A NERNY. v(y', Mdy' dn

+

A_(A

(

+

A J iA(é(m;n)-wo(y',n))
e

o dl@yn, M) (1-X ) (a| X |®)v(y ', Ady " dn.

e M €1%°% (r) avee e < 2/3.

g 2/3,¢

Démonstration : On va suivre dec prés les constructions

de EMIJ, LTJ1, CEJ en les adaptant simplement a notre
cadre.

On commence par résoudre l'équation homogeéne sans s'oc-
cuper de la condition au bord.

On cherche donc une solution v(x,A) sous la forme

v(x,\) =

‘ A_U\Z/sp(x,n))
8o (X5m,2) U
A (23 0 x,m))

gy (x,m, 1) RGN w(n) dn

_ J A0 (x,n)

-1/3

+ 1A

avec a=|n| - 1.
Si on applique (A+A2) sous l'intégrale on obtient une

expression
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b(x,n,A) =
2 A 00 (1+p(Vp) - (v0) %)
= g +p p -
°a (W34
222 mA'(AZ/Sp) Vo - Vpr i X3 (1o (V)2 (V)L A0 %)
- g o] . p+ 1 +0 o} - g,
La 23 Lo 234y
21233 (vo - vp) A2 %) A A 0F%) (2V0 -V
+ 1 *Vp)p g + i - Vg
° A (2% 3q) A (A3 °
+ 20Vp Vg +80g +pbdpg, + (Vp)lg. -irtag)
81 8o 81 81 8o
2/3 a3y . 6.y -1
On obtient donc les équations suivantes

(A.

(A.

ve)? - p(vp)? - 1
11.10)
Vo « Vp =1
2 .-1
2VO-Vg0+2pr-V g1+06 g0+(Vp) g*tolpgy-iA Ago=0
11.11)

ZVp-VgO-2\76-Vgl+Ap'gO-AGgl’f?\_lAgl:O-

Faisons un changement de variables local prés de yo ,

ou

I' est donné par x1=0 avec x=(x1,x').

D'aprés les résultats de [T], on peut trouver p et 6

fonctions C~ telles que

{

(Ve)2 - p(Vp)2=1 dans p<0 et (x,n) proche de

Vo « Vp =0 (yo,no).
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avec
326

(A.11.12) ‘det Iyon # 0 sur Xy = 0

(A.II1.13) p=a + 0(a”) sur x; =0
ap -

(A.I1.14) 3}; <0 sur p =0

On peut aussi résoudre les équations suivantes dans
p<0
v 2
2V0 - Vg *+20Vp Vg +00 g + (Vo) gy +oVpgy=F,
2Vp°Vgo-2V9'Vgl+Apgo—A9gl=Fl

pour FO » By fonctions C~ réelles et avec

g, (%% =0 , g (%) =0
On peut donc résoudre (A.II.10) et (A.II.11) dans p <0,
en cherchant g8, et g; sous la forme de séries asympto-
tiques en X comme dans la Proposition A.II.3.
D'autre part on a l'asymptotique suivante pour la fonction
A_(s)

Si2/3(-5)3/2 o1 s)

pour |[s]| >+~ Res<0 Args #1/3

A (s) =e

(A.II1.15) 3/2

A_(s) = e2/30s) ¢%(5)

pour |[s|->+® Res>0 Args #1/3

-1/4

avec ¢f(s) ESl 0 (€) pour 1i=1,2 et ou (5)1/2
b

est

la branche définie pour args#m. ¢i sont de plus el-

liptiques dans 81164(D) ol D est défini en A.II.
’
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Pour voir que b(x,n,A) est une solution asymp-

totique de (A+A2)b =0(|2]|"%) il faut estimer la taille
A 30) At 30

des termes et , qui a priori peu-
(A273 ) A_(A273a)

vent €tre exponentiellement grands en A .

On se limite ici a un petit voisinage de «a=0.
- Dans a<-C|A|"® avec 0<e<2/3, C>0 on a aussi
p(0,x",n)=p_ <-C' |A]"® si |a| reste assez petit, a

€ 3 cause de

cause de A.II.13, et donc p<-C' |A]
(A.11.14).

I1 est facile de vérifier que dans cette région

2/3 0) 2/3 0,-1/6+€/4(V)

et ¢l(a o

¢ (X a) appartiennent a S
ou V est un petit voisinage de yo

Donc dans la région as<-C|A| ® on a
(a+2%)b €0(|A]™™)

- Dans |a| SC|A] % : on a aussi lo I sC' x| "€

Comme les équations (A.II.10) et (A.II.11) sont

\

vérifiées dans p<0, elles sont vérifiées dans p20

modulo une erreur qui est O(p~). On a donc

-Ne

<C

=z
\v
S

I(Ve)2 - o(vp)? - 1]

[ve « vp - 1]

A
@]

=
>

-Ne

A
(@]

2
>

et de méme pour les seconds membres de (A.II.11).
I1 reste donc a estimer la taille des termes contenant

les fonctions d'Airy.
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Regardons par exemple le terme

2/3 2.,2/3
MO sy 0¥ @2 920 )
A (W3 02 (12 3a)

ona p¢&g o donc il suffit d'estimer

273 (0 )Y - (@7
e

3/2'03/2 EO(IO.IOO)

Comme (S on a

A3/ 2-a3 %y s cp siofalscalTE .

2/30)

Enfin ,¢%(A est certainement borné pour A dans

une bande D et —7—~%7§—— aussi car ¢ ? est elliptique

o (A" "a)

dans D.

Donc dans |a| sC|A| % on a (a+2%)b €o(|Al™™).

On veut maintenant étendre la solution dans la

région elliptique, c'ecst-a-dire dans a2C |A] ©.

On commence par résoudre 1'équation eikonale a

1'ordre 1 sur x1=0.

Lemme A.II.6 : Il existe 6(x,n) c® au voisinage de

w%n% telle que :
(A.I1.16) (v6)? =1+ 2, e lm,n)

Démonstration : Ecrivons 1'équation eikonale dans les

coordonnées (xl,x') ol I est donné par x1=0. On peut
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prendre par exemple des coordonnées cartésiennes

(al,az... an+1) ou a1=0 est 1'équation du plan tan-

gent a T en (yo,no) et poser x1=a1-f(a2,...,an+1)
{x'=(a2,...,an+1)

si a1=f(a2,...,an+1) est une équation locale de T .

En écrivant (A.II1.10) dans les coordonnées

(xl,x’) sur x1=0 on obtient : si f. ===+
36 2 n 2 a0 1 30 , % 30,2
/(mq o) (- 2500 € mr+ ] )

= 1+p(vp)2+0(p™

3p . 36 1 2 30, _ T 30 dp
ax; Gxy LD - e 55 = Lo oy
n
a0 9 ©
- X x| axp.l O(p)
1

En utilisant que p(0,x',n) =a+0(a”) et que 20 . 0

axl ’
on a
36 12 T2 90 ¢ 30
(2292 (1+7£8 - 2 28 v g, 20
axl i1 Xq 11 Bxi
T 3642
(A.11.17) + % (gif) =1l+aa, avec a,>0
n n
96 2 20 y _
—axl (1+)1:fi %fi-———raxi)—aal avec a;=0.

On cherche & sous la forme 6(x,n) =0(x,n) *xq el(x,n).

I1 vient
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2 n o 96, n o,
91(1+§f.1)+261 (sx—1(1+§fi)
(A.11.18)

zfl T’) + a a2=0

Le discriminant de cette équation est de la forme aag
avec a3< 0, a cause de (A.II.17). On prend donc 91

solution de (A.II.18) avec

1+ ) £ o

En suivant CE1 on définit la classe o0P24 = {c(x,n,A)|
- i ] pti

C izo ci(x,n,)\)x1 avec c; € Sl,O(V) et on cherche

une solution asymptotique sous la forme

- iA
u = (d0+x1 d1+...+x1(iN) e

On prend do =g0(x,n,x). On a, a cause de (A.II.16)

(A+)\2)(do eiAe) =1 ei}‘e avec Ty 601’1
P94
Si dk €0 k> "k on a
(a+2%) (x, dy e119)
eiAe(Zlk(d * X EE—)(1 Xf Zf 86 26 + 1 )
k axl k+1

1

Py Y9k+2
avec Ty,q €0 .

On a
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n ~ ~

n
2 26 20
2(1+) £S-)f. =)
T e R A x,=0
=2aa, + 26 (1+I§f2-r§f Be)=20ta +2V/E=/a a
1 1 P T 1 4

F 4
avec a, 0.

Donc on a

2, 96
(A.11.19) 2(1+-§fi)§;1- 2

Ll l=]

36 36 _
fiaxrax; = /%% V1%

On montre le lemme suivant

Lemme A.IL.7. : Soit g € 0P Il existe d € P~1*e/% 4
tel que
ad a7 -
Y, 5, +td=——gyg dans az1/2 |A]7F.
Y1 iﬂ;a4

Démonstration : On prend d'abord

1 = er _1
e(Xl,x »NyA) = J g (s,x',n,A)ds
0 Vo a,

et on vérifie facilement que e =x1d avec d €Op-l+e/2,q

car a21/2 x| . d est solution de 1'équation du

lemme. o
0 _ e/2,1
n prend donc pour k=1, dl €0 tel que
ad -iaT e
1 _ 1
Xpax v 4t
1 Vo ay,
et on a : (A+A2)((do+x1 dl)elxe) =1, el avec

€/2,3
T2€ 0 .
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Pour k22, on suppose donc que

2 i A0 A6
(A5 ((dg +xpdy* e v xgdp ety =1 eth

Pp_1sq.1%2
T, €0 k-1°9%-1

Pp_-%€/2-1,q, _1+2
On prend dk€0 k-1 k-1 , tel que
ad, -t
+ d. = Tk
1o, 7 % T Tvwa,

On a donc Pk =Pg-1" (1-e/2), Q) =dy.1*2 donc
pk=1—k(1-e/2), q) = 2k-2.

Pour N €N on a

(4% ((d_#x; dy+oexy dy)e ) = (ihdy vaay + 1y, det?

X 2-2N(1-€/2),2N
avec 1AdN/&'a4+TN+1€O .

On utilise maintenant que 6 est complexe : 6=0 *yq198,

~ Y ﬂ;"QS
donc Im#® e On a donc
1+3 f:
1 -~
1Ay 0
k M -k
Iyl e | = Ck()‘ /a')
donc
ikélﬁ(:lAIZ—ZN(l—e/Z)x IAI(-1+e/2)N _

[ (ixdy CEYRE NI

Si on note d(x,n,A) une fonction qui a le développement

asymptotique do+x1dl+...+xldN+... , On a

~

0

(a+x%)(d e = o(|A|™™) , dans az21/2|A] "€ .
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Pour résumer on a donc construit une solution de 1'équa-
tion homogéne sous la forme
( A):J A0 (x,n) (o ¢ A) A0 %)
VX, e gO X,n, A—(—m

11 2/3
. -1/3 ALAT7e) ¢
+ 1A gl(x,n,k) m ) Xl(al)\l ) w(n)dn

. J o120 (x,n) d(x,n,4) (1-X,) (o [X]%) w(n)dn

avec Xl(s) =0 pour sz21, Xl(s) =1 pour sé-%.

Condition au bord :

On veut maintenant résoudre la condition au bord
VIF =0p(x)u. Soit ¢ _(x',n) la phasc égale a
1
2 3/2 .2 3/2
0,-5 o )¥ 2 2 (-

dans o <0 et égale a 90
dans o 20, avec

0,(x",n) =6(0,x",n), p (x',n) =

[e¢]
p(0,x',n). ) est C et paramétre une transformation

2
3”0
canonique inversible car 3y est inversible en
(y°,n°) drtaprés (A.II.12).
On cherche alors v sous la forme suivante

on ( AEOGM e () AL 3

v s " [ e o 0T

Y N ) o

* 1A g1 K—?;77§;))Xl(alkl ) w(y',A)dy' dn
ir(6(x,n)-w (y',n))

+ (7%)" I e "o d(x,n,)\)(l-xl)(al)\le)

w(y',x)dy" dn
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On a
. 2/3
ix(e (x',n)-o (y',n)) A_(A"""p )
v(0,x",A) =(%%)n I e ° ° (goz—z;773;?—
2/3
A' (A
+ 2713 -

0 1 '
glm)xl(ame)w(y ,A)dy " dn

A \N J eﬂ(eo(x',ﬂ)'%(}",n)

+ () d(0,x",n,A) (1-X)) (@A)

w(y',x)dy' dn.

Regardons le comportement de 1l'amplitude de cet opéra-

teur noté Ho

- Dans as-C|A|'® ona

. 2
A3 1273000 )3 ) h s
——73 ¢ appartient a S€’€(V).
A_(A"""a) ’

- Dans__ o] SC || ® :

. 2

12/32(-p)% - (-a)?/? o .
e appartient a SO’O(V) car po=a+0(a ).

)

1,.2/3
o_ (2 / o) . 0.0

appartient a car en dérivant en
PIRLES ient 3 5773 (V) déri

y', on fait sortir A2/3 g%% mais Vy.p GO(aw).
i

- Dans a2C|A]| ® on a

d(0,x',n,A) qui appartient a SO’O(V)
PP 0,0
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Soit maintenant ty ,t2 ,t3 3 fonctions C° sur
R avec t;+t,+tz=1 et supptyc]-=,-1/2]
supp t, < [-1,1]
supp tz < [1/2,+[

et on note T, =Op(ti(a|A|€)) pour i=1,2,3.

Ona : T,+T,+T,=1.

1 2 3
Ho oTl est un opératcur intégral de Fourier associé a la
la phase Go(x’,n) —eo(y',n) et avec une amplitude dans
Sg’g(V). C'est donc un opératcur pscudodifférentiel (par
bl

1'astuce de Kuranishi) et Ho oTl est elliptique dans
Lg:g(V) microlocalement sur le support de tyx car
g,(y°,n°%) = 0.

On peut donc trouver 81€ LE;Z(V) tel que
H0 ° T1 ° S1 = T1 o Op(x) + Rl ou R1 a un noyau dans
Qf(F xT).
De méme on voit facilement que Ho oT2 et H0 oT3 sont
des opérateurs pseudodifférentiels microlocalement ellip-
tiques preés de (yo,no) dans Lgig,O(V) et Lg;g(V)
respectivement. On peut donc trouver Si tels que
Ho o Ti o Si = Ti o Op(x) + Ri ol Ri a un noyau dans

QT(F xT) pour 1i=2,3.

En prenant w(y',A) =(S1 +S2 +53)u on a
v(0,x',A) =0p(xJu+Ru ol R a un noyau dans gf(Fx r).

On a donc démontré la proposition. |
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A
Regardons maintenant les singularités du noyau de Hg

, +

Corollaire A.II.8. : On a :

N\
wEl, ) oe Uz, 8y,m) € THU N 1) x TH(T) lel? =1,
3
(x,€) appartient au 1/2 rayon de (y,n), (y,n) € supp x}.

Démonstration : Comme Mg est un opérateur pseudodiffé-

rentiel, il suffit de regarder les singularités du noyau

~/

d H .
¢ Vg,

On remarque d'abord que le noyau du terme avec
la phase 6 est dans gf(U \I'xT). En effet d'aprés 1la

démonstration de la Proposition A.II.5 on a

~ -e/2

Imé 2 c; xy|A] sur le support de ¥ .

|Re 6] s c,

On a donc si A €D et Re) est assez grand, Xy >0

Im(ird) < - c /2 xllxll-e/z ,

ce qui entraine que le noyau du terme avec la phase 0
est dans Qf(U \T xT).

Regardons maintenant le noyau du ler terme noté
Kg(x,y,A). En introduisant une fonction de troncature
Xz(alxl—e) avec supp X, < 1-=,-1/21, on peut écrire

K sous la forme K + K avec
& 1 82
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A -
Kgl(gygy)‘) -
s on( CAAGERyeT-8Gom) e (y,n) AL(AE3p)
= (77) Je (——73— ¢
m A_(A4%a) 7O
1, 2/3
+i)\-1/3 Al (A p)

51 A—m) (1-X1) X, (a[A] ")X(y,n)dn dy dx .

Dans la région o é--%IAIQE , on utilise l'asymptotique

A.II.15 pour écrire

2/3 '
A_(A""7p) ) ei)\(2/3(—0:)3/2-2/3(‘0)3/2) x c(x,n,A)
m s Ny

avec c(x,n,\) €SO’O(V).
€,€
On obtient donc une phase : x-g+y-§-6(x,n)+90(y,n)-

2o ) E e E o, 2

de yo dans Rn+l\ 2, p est strictement négatif et on

2/3.

Si x est assez proche

peut poser Y(x,n) =06(x,n) ‘%‘('O(X,ﬂ))
La phase s'écrit donc : x<&+y.z-y(x,n)+p(0,y,n).
En utilisant le théoréme de la phase non stationnaire on
voit que Kg(g,n,A) €O(|A|-m) si E:‘%%(x,n) ou
- %% (0,y,n) , ou %%-(0,y,n) ¢—%% (x,n) , pour x et vy
proches de y°, (y,n) €suppx .
D'autre part (A.II.10) entraine que ]walz =1 et on a
j%k»(yo,no) < 0. Donc le ﬂf;(Kgl) est bien inclus dans
le membre de droite donné dans le corollaire.

Regardons maintenant f; (E,2,))

Dans la région Ialé-%lkl-e on distingue trois cas



POLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 129

1) p(x,n) s -%lxi'e. On a

3/2

c;(x,n,1) avec ¢, 652"1/6(V)

A (A2/35) = o7 2/3(-0) ,E

1 ,1/06
oy © 2056

On obtient donc une phase

3/2

x=E+y£-0(x,n) +§ (-o0,m) % 2 4o (y,n)

=x&+y c-y(x,n) +e (y,n)

et on a iwo(y,n)- v(0,y,n)| sCy |ArN v N, dans |a|s|A| "E.

On peut donc faire le méme raisonncment que pour
le noyau de K _ .
81
1 -€ 2/3 ~0,-1/6
2 S5 |A . 0 A (A €557 V) .
) Ip(x,n)l zl l na _( p) 2/3’2/3( )

On obtient une phase
xeE+yc-0(x,n) *+ o, (y,n)

avec |¢0(y,n)-6(0,y,n)]§ CNl)\I_N VN et |vxe|2= 1+
0(|A|™™) d'aprés (A.II.10). On peut de nouveau faire le

méme raisonnement que pour le noyau de l(g .
1

3) p(x,n) >%-|A|_E. C'est impossible si x; est assez
proche de y0 a causc de (A.II.13), (A.I1I.14).
On a donc montré le corollaire pour les points finis de

T*(U\NT) , et comme dans le corollaire A.II.4 on montre
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qu'il n'y a pas de points infinis dans ﬂgj(ﬁ; ).
’

A.II.4. Construction dans la zone elliptique.

Soit (y%,n°) €T*(I') avec |n°|>1 et soit
x(y,n) ECm(T*(F)) une fonction de troncature a support
dans VxW ou V cst un voisinage de yo et W un voi-
sinage coniquc de n° , inclus dans {|n]| >]_+co} avec

€5 petit.

Soit U un petit voisinage de yo dans Rn+l \ Q.

On notera S™(Vx W) l'espace des symboles a(y,n) qui
sont dans ST O(V x W) au sens classique.
’

On a la proposition suivante

A
Proposition A.II.9. : Il existe un opérateur h, .
Bl

o) > Qf(U\ r) tel que :

w+232) 0 u=K u
e, + e

ou K, a un noyau dans QT(U\ IxV) et :

He + ulz,\) = (2ﬂ)

3

J A0, 8)=y=6) =06 ) uly)dy do .

N\
Démonstration : On va construirc He . comme un opérateur

b

intégral de Fourier a phase complexe.
On commence par se placer dans les coordonnées locales
X =(xl,x') ou T ={x1=0}. Avec les notations de A.II1.3

1'équation eikonale s'écrit
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90 |2 T2, 18 30 a0 N je 2 _
(3;;) (1 + ; fi) 2 § fi o + % (5=7)" =1

—_
>
e =)

On cherche une solution a partie imaginaire positive, on

obtient donc 1'équation

2 = gx, )
(A.I1.20) 1
= '
¢ [x;=0 X

n n
avee g0un) “gigy () L0y * 1@ Ul -0 1 )5

T2
ct a(x) =1 + ) f2.

11
On va résoudre A.II.20 & 1'ordre <« sur x1=0 et pour
ccla on introduit la classe de symboles formels
ém(v W) qui est 1l'espacec des sérics formelles cn X4
a coefficients dans Sm(V>< W).

On a le lemme suivant

Lemme A.II.10. : On peut résoudre (A.II.20) dans §](V><W),

st V est assez petit.

Démonstration : On remarque tout d'abord que g(x,n) €

Sl(U xW) si U est assez petit.

En effet on a
2 o 2,1/2
(A.11.21)  la(x)(Inl®-1) - (% £,05) | 2 c(1+]n])

si n€W et U est assez petit, car a(yo) =1,

fi(yo) =0. (A.II.21) pcrmet d'estimer les dérivées de g.



132 C. GERARD

Montrons maintenant par récurrence que

K 1 :
3K o estvxw.
x1 |x1=0 ( )
1
On a ® Aa=X'en €S (VxW).
lxl—O
Si a)‘z *|x =0 €s1(V xW) on obtient en dérivant (A.II.20):
1 1%

ol gm T o alaeps, e
X w’x =0 x, On 81X ®xr)oy Pxt v
1 1 N 1 1
pry ]+ L k;=k
1 1

N=lv] 3 o)

Chaque terme est bien dans Sl(V xW). On a donc démontré

le lemme. a

On résout maintenant les équations de transport

a 1'ordre infini sur x1=0. L'équation de transport

s'écrit
n
2a da _ . -1
ay 3%, + § ay 3;: *aga =\ da
(A.11.22)
a _n = X(x',n)
lxl-O ’
n n
N . LK) 2 ¢
ou a; =2i(z—(1- %f.) - ) £
1 axl 1 11 axi
—9: (09 _ 39
ai-21(§§? fiaxl)

a,=Ahe oi A est le laplacien dans les coordonnées
euclidiennes centrées en yo.
@y, 01, @; appartiennent a §l(V xW) , et on vérifie en

utilisant (A.II.21) que ai appartient a 871 (V xW)
1
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(A.II.22) s'écrit donc

n
Jda da _ ,-1 Aa
90X * % By ax{ tBya = A EI
(A.11.23)
a _n=X(x"',n)
|X1-0 ’
% =0
ou Bi=a—es (V xW).
1
Lemme A.II.11. : On peut résoudre (A.II.23) en séries
formelles en x, sous la forme alx,n,\) = ) aj(x,n)A_J avec

s J=0
aJ.ESJ(VXW).

Démonstration : Commencons par chercher ao(x,n)
on a ao(o,x',n) =X(x"',n) eSO(V xW).
En dérivant (A.II.23) on obtient facilement que
esm(v x W). Pour trouver a; on résoud

Ja n Ja Aa

1 [

__ZB_ + B8 a; = —

IXy i1 axi o1 oy

a

llx1

On a un second membre dans é'l(v xW) , et on vérifie
facilement que a; eg_l(Vx W) , puis que 1'on obtient

des aj dans E-J(V xW).

[

= N
.

Soit re¢ Cz(mj avec : r(t)=1 pour |[t]

r(t)=0 pour |t]

w

On pose

J)(Xm)=mo(x',n)+xl wl(X',n) +; (Dj (X',ﬂ)xi T(X1(1+|n|)kj)
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ou les % sont les coefficients de ¢ déterminée dans
le lemme A.II.10, et kj une suite qui tend vers 1'in-
fini.

I1 est facile de voir que &(x,n)€ S™(UxW) et
que 1'on peut prendre kj qui tend vers 1'infini assez
vite pour avoir : ( Imé(x,n) z2cyxy (1+[n])

|[Re d (x,m) | £c, (1+[n])
On définit de la méme facon ﬁj(x,n)G S-j(Ux W) qui
est égal a aj(x,n) modulo O(XT) ;)puis a(x,n,A) €
Sg:g(U xW) qui est équivalent a jzo ﬁj(x,n)A_j.
On a alors (A+A2)(5eix&) =b(x,n,A) eixa*-b_m(x,n,k)eiAé
avec b¢€ Sg:g(Ux W) et b €O(xT)

bes T (U xW).

N\ 3 g - - ~
si My L u(x,A) = (7" J AP OOMITY G (o n, M u(y, 1) dydn
on a : H =0p(X)u. L'intégrale en n est conver-

e,+u|x1=0

gente pour x;>0 et A€D car Im¢ zcyx (l+|n]) et
|Red | <c,(1+|n]).

A [ee]
Enfin (A+)\2)He + @ un noyau dans C_ (UN\T xV) car
’

Im¢ 2c, x,(1+ |n)), donc le noyau
171

(%)n J A (e(x,n)=yon) oy ooy dn

est dans QT(U \T xV).

I1 est facile de voir aussi que le noyau de

A

He , estdans C (U\T xV). On a donc démontré la pro-
b

position.

w]
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A.II.5. Singularités du noyau de H_(}A).

On montre le théoréme suivant

Théoréme A.II.12. : Soit H+(A) la résolvante sortante

de (A.II.5). On a :

n+l

WE! H,(0) < {(z,8) (y,n) € T*H(R™"\ Q) x T*(1)

le] =1, |n| £ 1, (x,8) appartient au % rayon sortant de (y,n)}.

Démonstration : Soit V=U\Q ou U un petit voisinage

de Q. En utilisant les constructions des paragraphes
A.II.2. - A.II.4., et une partition de l'unité pseudo-
différentielle, on construit un opérateur H, _(A)

gf(F)-+Qf(V) tel que

(a+x4)1T, (A)u = K, u

H,(Mu p=ut RAU
ol KA a un noyau dans QT(Vx r), RA a un noyau dans
P} A
C,(I'xT). Si on restrecint le noyau de H_(A) a

(VNT) xT", on a, d'aprés les Propositions A.II.4, A.II.8:
A
WE' (1, (V) e {(x,£,y",n") € T*(VAT) x T*(r) | |g] =1, |n" |51,

(x,£) appartient au % rayon sortant de (y',n')}

Soit ¥ €C:(V) une fonction de troncature qui

vaut 1 dans un voisinage de T . On a

e ®) (T, 00w = x Ku + [8,00, (V)u
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Soit SO(A) la résolvante sortante du probléme libre
introduite dans la Proposition A.II.Z.

On pose H,(\)u=xH, (u-S (\)(x Ku+ [a,x]f, ).
I1 est facile de voir en utilisant la forme de SO(A)

que

WE' (S (1)) e a T*(R™ x R™) v { (x,&,y,n) | [g]=|n]|=1
(A.11.24)et (x,g) appartient au % rayon sortant passant

par (Y,n)}~

D'autre part SO(A) a la propriété dc transmission,
(voir [Ch.P]) donc SO(A) envoie cz(m“\ Q) dans
CT(R™M\ ).
D'aprés lcs Propositions A.II.4. et A.II.8., et en uti-
lisant (A.II.24) et la remarque aprés la Proposition A.I.12
on voit que 1l'opératcur S1 : gf(r)-»gj(r)

u- SO(A)([A,X]P?+(A)u)IF
a un noyau dans gf(r xI') , car [A,X]ﬂ;(x)u a des sin-
gularités sortantes qui ne peuvent pas retourner sur T
par l'action de SO(A).
Donc on a : (A+A2)ﬁ+(x)u =0

H,(MDu|,=u+R()u

B
od R(A)u a un noyau dans Qj(F xT).

Pour A assez grand, on peut donc inverser 1 +§(A)

par une série de Neumann dans WS(Fl) et on a

1, (1) =ﬁ+(x)(ﬂ +ﬁ(A))_1 , 1 Re X est assez grand, car
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(A.II.5) a alors une solution unique.
Ceci démontre que H,(A) a les mémes singularités que

ﬁ+(k) , ce qui prouve le théoréme.

A.III.1. Développements asymptotiques.

Théoréme A.IIT.1. : Soit aj(z) e (), j=1,...,m ,

LY

avec aj(z) ) a 2K, alors pour |z| assez petit, les racines
1 3
de "+ a,(z)g ml s a () admettent des développements
asymptotiques : pour 1 <L £p
£ (z) ~ E b 2 L avee § a, =m
L .

v=1

Démonstration : On rappelle d'abord lc théorcéme de

Puiscux : si bj(z), j=1,...,m sont des fonctions ho-
lomorphes prés de 0 avec bj(O) =0, lcs racines de
gm-fbl(z)€m~1 L.t bm(z) =0, sont p branches dc fonc-

tions algébriques, c'est-a-dire p fonctions holomorphes

de zl/al pour &£=1,...,p, avec E ag =m.
1
Soient maintenant a.(z) =0(z) des fonctions

k

¢, j=1,...,m, avec a.,(z)v)a, 2. On pose p(z,g)=
] ik

=18

m—1+.. m-1+.'

"+ a, ()8 cva(2), et pl(z,e) =eM+al(2)e

M
M N M _ k
+ am(z) , ol aj(z) —§ aj y 2
. N
Notons Ej(z) les racines de  p(z,&), £5(z) les racines
N
de p (z,£).

Pour se débarrasser de la dépendance en N des a on

Q/ b
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écrira
g?(z) - b? ) ,V/m!
= ’
(A.111.1) v=l
ol certains b? v Dbeuvent &tre nuls.
’

On dit que &NIW si &(z) -n(z)€ O(lzIN/m), quand z

tend vers 0. ﬁ est unc relation d'équivalence sur

M < {racines de pM}.

Fixons &? € AN . Soit L= AN la classe de €? pour
o o)

Nooet m(jg,N) = Card(L).

Notons m, =m(jO,N) pour simplificr lecs notations et

supposons que & €C  vérifie : [¢ -g?(z)[ =€ IzIN/m
Mo m °
N -
pV(z,0) = 1 (g-eN)) o (6N
1 J m_+1 J
0
- Si jémo, on a
N N . € N <
¥y - el @l s 5 1Y pour 2] sc

- Si ] ;mo+1, il existe eoi>0 tq

(5 - e 1)1 = eg 12l pour el sc
Donc pour |z] ¢ C., on a
m
£

N

.. m m
(a.111.2) Ce °zN s (5 O DIz = Nz, s e Ozl

Comme |pN(z,£) -pM(z,g)l <C ]z]N+1 pour ¢ variant dans

un compact, on a les mémes inégalités pour pM(z,C).
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Or cette iné¢galité entraine que pM(z,A) a exactement
m, racines dans le disque | & -g? (z)] s¢ }le/m pour
|z| assez petit. °

En effet si pM(z,A) a my racines dans ce disque avec

mp#mo, le méme raisonnement montre que l'on a une iné-

m m
galité (A.IIL.3) avec ¢ 1 a la place de ¢ ° , cc qui

est impossiblec.

On peut fairc le méme raisonnement pour p cc qui montre

que pM et p ont exactcement m(jO,N) racines & avec
. N
En g
',O
On a donc des bijections b =bz+l : AN—>AN+1 , telles que

b(¢ ) t In entraine b ~ b .
b (£) ?\15 et L (&)N (n)

Inversement Db(E) N}l b(n) entraine b(E) ﬁl)(n) donc

v .
€Nn
Si on identifie AN ct AN+1 par bz+1 , le découpage de
AM+1 en classes d'équivalences pour QJI est plus fin
+

que celui de AN pour N

Au bout d'un nombre fini de découpages, on arrive a un
découpage qui est le plus fin possible, car M ne con-
tient que m ¢léments au plus.

I1 existe donc No , tel que si NO SN<M, on a

si &,n¢€ AN, on a £vn si et seulement si

M M N M_ .M N+1
bN(g);/ibN(n) ou bN-bM_lo-..obN .
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Deux fonctions du type A.III.1. sont équivalentes pour

si et seulement si elles ont les mémes coefficients

ze

v _N . .
<= e « T e le 1ssances des
bv pour <o, ce qui montre qu s puiss es d

développements asymptotiques que l'on va obtenir seront
celles du théoréme de Puiseux appliqué a P 0(x,g).

« Finalement pour chaque N classe d'équiva-

o
N

lence L de A °, on a un développement asymptotique

® v/a

) bL v Z L ol a, fait partie des puissances
v=1 ’ ’

N

qui sont données par le Théoréme de Puiseux pour P

)

v/a

M/m
L,vZ ).

Leo(z]

o

et si ¢ Ebm (L)Y, ¢-
0 M/m

\)/aL
- De plus, comme les résultats sur pM sont
aussi valables pour p, on peut trouver exactemcnt## L

racines de p (avec multiplicité), qui forment une clas-

se d'équivalence pour N pour tout N ;NO , et donc qui

admettent le développcment asymptotique vzl bL,v Z“/aL.

On a donc démontré le théoréme.

A.III.2. Calcul de la constante du théoréme 2.5.
Propostition A.III.2. : La constante b0(0,0,0) du

-1/2 s
Théoréme 2.5 est égale a (v vn) Y ou v, sont les valeurs

JREE
propres plus grandes que 1 de Dx(0,0).

Démonstration : On rcmplace les deux obstacles ry et

I, par leurs paraboloides tangents aux extrémités du
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rayon périodique. Dans des coordonnées linéaires conve-

nables, Fl et Fz sont donnés par

_ 1
Xpep = 77 Ao X!
X =1 Ax' «x' +d
n+l 2 72 ’

avec Ai définies positives.

Notons A la variété lagrangienne de T*(Rﬁ+l) obtenue
en étendant A, par le flot des rayons sortants réflé-
chis sur T,. A est incluse dans la variété d'énergie
g2= 1, qui se sépare prés du rayon périodique en deux
nappes §& > 0 et &n <0.

D'autre part, on peut déduire des résultats de [I] que

A se projette bijectivement sur la base.

On peut donc paramétrer A par lcs deux phases

I f(x',xn) avec f,g €O(|x']2)

po=omxg o+ og(xt,x )

f et g sont reliés par des conditions de raccord sur
r, et ry.

f et g vérifient 1'équation eikonale

of 2 of {2
(15507 Gxn7 =1
. 9g42 9842 _

(1 axn) + (axl) 1

Ecrivons
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1 . 3
Llxt,x ) = 7 Flxxt e xt + 0(x7)
r(x',x_) = 1 G(x_)x' «x' + O(xs)
g **n 2 n
On obtient : 5%1 x' . x'+~F2x'- x'=0, donc §¥L= -F2
n n
et F(x ) =F(0)(L +xn>F(0))-1. D'autre part, comme le

hessien de wlrz est égal a F(d)-*Az, et celui de @
a G(d) ~A2 ,ona : G(d) =F(d) +2A2.
En résolvant de méme 1'équation eikonale pour g en

ler ordre en x'=0, on a de méme

G(0) = G(d)(1 + d G(d)) *

et la condition de raccord sur ry donne cette fois
F(0)=G(0) + ZAl'

On obtient donc le systéme de deux équations matricielles:

G(d) = F(0) (L +dF(0)) " + 24,
(A.111.3) ;)

F(0) = G(d) (1 +dG(0)) ™ +24, .
Si B est une nxn matrice, on note H(B) =B(11+dB)_1.
On obtient : (DH)(B)(8B) = (U+dB) L 6B(1+dB) 1. Si
Bzell, ona : |[DH(B)|| ¢ (1+€)-Z , ol la norme utilisée

est la norme dans £ (M(n)) et M(n) est 1l'espace des
matrices n xn.

Le systéme (A.III.3) s'écrit donc sous la forme

F(0 F(0 A F(0
G(d) G(d) A, G(d)
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On cherche une solution dans 1'espace des couples

F(0)
avec F(0) >2Al , G(d) 2 2/\2. K conserve
G(d)
2

cet espace, et on a : ||DK]|| € (1+e) “ si ZA zell.
On peut donc appliquer un théoréme de point fixe dans
cet espace ce qui donne une solution unique a (A.III.3).

On considére maintenant une solution asymptotique
a(x,x)e-lkw(x) de (A+A2)(a(x,x)e-lA®(x)) =0(x" ") avec
any a.(x)A-j.

g J

n+l s 93,
On obtient 1'équation de transport : 2 229y
il axiaxi

Aoa =0. La restriction au rayon périodique donne
ZdaO
—a?(:‘*' tr F(Xn)ﬂo =0,

On a donc : é%i-=-~% tr (F(0) (1+x F(O))_l) qui a comme
n

. . -1/2
solution ao(xn) =ao(0) det(1 X, F(0)) / .

ﬁzﬂl envoie
2d)

D'aprés la section 2, il est clair que

£
a (0) ¢"PAE(X",0) SEA(F(x",0)+
(o]

sur ao(O)e det (1 +

-1/2 1/2

d F(0)) det(1+dG(d))~ modulo o(x” 1.
I1 reste a exprimer ces constantes a l'aide de Dyx(0,0).
Calculons la différentielle de Dx(0,0) restreint a la

variété lagrangienne sortante A, . Le flot hamiltonien

restreint a A ﬂ{g]l> 0} est donné par le champ

'z‘acpa=a
i axl axi aX

9
ax'

+ F(xn)x' . modulo O([x'|2).

n
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L'évolution d'un vecteur tangent Gx.(xn) tel que
(6,,(0), F(0) 6,,(0)) € Ts.0
= F(0) (1 +x, F(0))

. d _
(A+) est donné par H?;’ax"

1
F(xn)é

x! axu(xn)-
On obtient Gx,(xn) =(1+xn F(0)) Gx,(O).
Si on paramétre A_ par x', la différentielle de

Dx(0,0) est donnée dans cette paramétrisation par
Spr (1+dG(d))(1+dF(0))5x.
on a donc : det((1+dG(d))(1+dF(0))) =V eV

Dans les nouvelles coordonnées symplectiques ou

A, ={g=0}, unc fonction oscillante associée & A, est
par exemple la fonction wu=1l.

En appliquant la phase stationnaire a Ml(u) on obtient

facilement

M, (1) (0,3) = eir2d b, (0,0,0) + ox 1.

Le facteur de transformation est bien siir le méme dans

les nouvelles coordonnées, donc bo(0,0,0) =(vl...vn)_1/2,

ce qui démontre la proposition.

A.III.3. Théorie de Fredholm.

On rappelle quelques résultats sur les opéra-
teurs a indice et les problémes de Grushin (voir tH.Sji).
Soient A et B des espaces de Banach et

P(A) : A>B wune famille continue d'opérateurs bornés
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avec A €Q, ol § est un ouvert de C.

Soit AOE € et supposons que P(Ao) est un opérateur

de Fredholm d'indice fini. Soit a+==dhnKer(P(Ao)),

a_ =din1Coker(P(Ao)).
- a

On choisit R' : €® +B et R : A-C ° bornés de

rang maximal tels que R+((Ea ) est transverse a th(AO)

et R IKerP(Ao) est bijectif.

P(n) RY

On introduit 1'opérateur J2(A) =

R 0
- +
AxC* > BxC? . On voit facilement que jD(AO) est

inversible et admet un inverse borné

E(A,) E+(AO)
&(r) = : BxC > AxC?

ETO)  ETT(A)

& (A) pour X proche de Ao admet aussi un inverse
borné & (A).
On regarde maintenant ce qui se passe quand on perturbe

P(A).

Proposition A.III.3. : Soit PO(A) : A+ B un opérateur

vérifiant les hypothéses du début du paragraphe, tel que le pro-

bleme de Grushin : (T //) est znverotble de
a o

Ax L~ dans B x E , d'inverse -

'o E,
Iy

St P\ = PO(A) - R(\) et si pour tout (f,d) € B x s
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(1- Ea R)-J EO f et (I- EO [\’)'1 E;d existent, alors le probléme

P &t
1 o a_
de Grushin j)l = _ est tnversible de A x €
RO 0
E gt
a, 1 1
dans B x € ', d'inverse %1 = _ o avee :
o By
g, =(1-8 rR)'
1 o o,
= (-e 7t B B =5 +E R(1-ER)LE
1 1) o ? 1 o 1?) o o ?

“ B R (1-8 R)L BT
o o ]

Remarquons enfin que si E+—(A) est inversible, on a

P = E0) - Ty BT o0 B oy



