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UNE INTRODUCTION NAÏVE

AUX COHOMOLOGIES DE DWORK

Philippe ROBBA

La démonstration originelle de Dwrk de la rationalité de la fonction zêta
pour les variétés [Dw.lJ semblait de nature non oohcroologique. En fait, une théo-
rie cohomologique p-adique était sous-jaoente à cette démonstration ainsi que le
montrait l'article [Dw.43, où E r̂ork déterminait le degré de la fonction zêta as-
sociée à une hypersurface sous des hypothèses de non-singularité.

Inspirés par les résultats de Dwrk, Monsky et Washnitzer ont développé une
théorie oohcmologique p-adique formelle ([W.l], [MW.2], [Mo.l]) d'inspiration
plus géométrique.

Bien entendu, pour la vérification des autres conjectures de Weil, une théorie
oohcmologique corplète était indispensable. Un échec majeur des théories de Dwork
et Monsky-Washnitzer était de ne pouvoir démontrer en général la finitude des co-
homologies (Monsky démontre la finitude dans le cas des courbes [Mo. 1 3 ) .

Pour ces raisons, on a vu se développer, avec le succès que l'on connaît, les
théories de cohomologie îl-adique et cristalline.

Néanmoins, la théorie de Dwork a, sur ses concurrentes, l'avantage de la sim-
plicité, de son caractère explicite, et du point de vue "sur convergent". (Dans
l'article de Berthelot, on verra comment le point de vue "sur convergent" peut
être introduit dans la théorie cristalline de façon à obtenir une théorie qui en-
globe la théorie cristalline, la théorie de Dwork et la théorie de Monsky-
Washnitzer). C'est pourquoi cette théorie a continué à rendre de grands services
corme par exemple dans l'estimation du degré des fonctions L, l'étude p-adique

des fonctions hypergécmétriques ou des fonctions de Bessel, grâce à la théorie de

la déformation, l'estimation de la valuation p-adique des racines des fonctions L,
la formule de Gross-Koblitz pour les scrmes de Gauss et sa généralisation.
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Malheureusement, les idées de base de la méthode de Dwork se trouvent bien
cachées au milieu de complexes calculs. Nous espérons que cet exposé pourra servir
de fil conducteur pour la lecture des articles utilisant les méthodes de Dwork. Si
les idées de base n'ont pas changé depuis les premiers articles de Dwork, certaines
améliorations techniques ont été apportées, surtout sous l'influence de la théorie
de Monsky-Washnitzer. Nous avons autant que possible tenu compte de ces améliora-
tions et nous n'avons pas hésité à nous éloigner des notations de Dwork pour sou-
ligner le côté cohomologique et pour travailler sans bases.

A titre d'application, nous montrons cannent la formule de trace permet d'uti-
liser les oohomologies de Dwork pour l'étude des fonctions L (dès le début. Serre
avait observé que les méthodes de Dwork s'appliquaient à l'étude des fonctions L ) .

Nous n'avons développé la théorie duale que dans le cas d'une variable car
il nous semble que dans le cas de plusieurs variables, la théorie n'a pas atteint
la même maturité. On pourra consulter [Dw.SDCDw.ôJESp.l] pour le cas de plusieurs
variables.

Pour ce qui est des équations différentielles p-adiques étudiées par des mé-
thodes cohomologiques, des résultats généraux ont été établis par Dwork et Katz
dans le cas des équations de Picard-Fuchs. D'autres cas particuliers ont été étu-
diés, parfois de façon très approfondie, par Dwork, Adolphson, Sperber, Baldas-
sarri. Il serait souhaitable que les résultats particuliers obtenus soient unifiés
dans une théorie générale. Le paragraphe 6 de cet exposé espère, malgré ses défauts,
effectuer un premier pas en vue de cette systématisation.

Nous n'avons pas mis de références au cours du texte. Nous renvoyons le lec-
teur à la bibliographie thématique pour les références correspondant aux diffé-
rentes parties de cet exposé.
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'COHOMOLOGIE DE D W Q R K

I.- L'ESPACE DAGUE DE MONSKY-WASHNITZER

Pour x £ (T" et v e H" on pose

| x| = max. |x.! , x^ = x, ... x n .• _ i r l n
Si x c Œ , x désignera son image dans le corps résiduel.

Pour P e Œ [X] = Œ [X^...,X^] , P = S^X^ , on pose | P| = | P|p p i n \) \) ' L ' ' 1 1 gauss
max a .\;1 v 1

Ceci définit une valeur absolue ultramétrique sur C [X] qui s'étend à C (X).
P P

Soit g e Cp[X], avec |g| ^ = 1. On pose

A = { x e C^ ; l g ( x ) | = 1 et | x| < 1} = { x e (C" ; |g(x) | ï 1 et |x| < 1}

(A est le relèvement en caractéristique 0 du complémentaire de 1 ' hyper sur face d'é-
quation g(x) = 0 en caractéristique p) et pour chacoie e < 1 on considère les
"voisinages tubulaires ouverts et fermés" de A

A^ = { x e C" ; |g(x) j > e et \x\ < 1/e}

A = { x e C" ; |g(x) [ ^ e et !x' - 1/e}.

On note ̂  (A ) l'algèbre des éléments analytiques sur A (à coefficients danL

î ) c'est-à-dire l'espace des limites uniformes sur A de fractions rationnelles
sans singularités dans A .

L'espace dague ^ (A) de .̂ tonsky-Washnitzer

•^(A) = U ^(A^) = lun ind %(A") .
p 1 e ^ , e
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On considérera aussi l'espace des fonctions analytiques sur A

c^(Aj = û «(A^.î^limproj^A^.) .
e el>e e e ' î e e

»
On a également

^(A) « U ct(AJ .
e<l

Nous utiliserons souvent la propriété suivante : si la série entière à une
variable v = Z .^ a.x1 a rayon de convergence R et si u e ^ (A) vérifie

[u| < R, alors v o u e 'Kp (A).gauss
+

On observera que Kf (A) ne dépend que de A et donc que de g e T^[X] (on note
par 1^ la clôture algébrique de 3F ), alors que^ (A_) et ^(AJ peuvent dépendre
du choix du relèvement g de g.

Nous avons adopté les définitions de fonctions analytiques à la Krasner
par goût personnel, les définitions en terme de fonctions analytiques rigides
à la Tate sont équivalentes (et peut-être mieux adaptées au problème considéré).

Cas particulier de la_diinensign_l (n = 1)

Alors l'ensemble A est de la forme

+ s
A = B(0,l ) - U B(c.,l )

j=l 3

où les B(c.,l~) sont des classes résiduelles distinctes. On peut pour définir
% (A) supposer que g (x) = n (x - c. ). Alors

J J

P^ = B^d/e)"*") - U B(c_,e~)
e j=l 3

et

^ = if = h>o ̂  + ^1.1 7^—T ; ̂ i ̂ i'6'1 = 0 '\x <^ i

V j lim^laj^le"1 = 0 ) .
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^COHOMOLOGIE DE DWORK

2.- COHOMOLOGIE DE DE RHAM ASSOCIEE A UN MODULE DIFFERENTIEL

2.1.- Modules différentiels

Sur l'espace ^ (A) agissent les dérivations 9. == ,—, 1 < i < n.

Un nodule différentiel M sur ^(A) est un module sur !G (A) sur lequel agis-
sent les dérivations 9. en respectant la formule de Leibnitz et la formule de

J- A

Schwartz : pour tout a e K> (A) et tout m e M

3. (am) = 3. (a)m + a9. (m)

9. 9 .m = 9 .9 .m •

Nous supposerons toujours (et nous ne le répéterons pas) que notre module M
est libre et de rang fini. Soit alors une base

/F^f^\wF = : ) de M.

V
Les dérivations 9. sent alors entièrement caractérisées par les matrices de

dérivation

(2.1) 3^ = ̂  F, .

+ kPar abus de notations, nous écrivons M = F(ÎK ) avec la correspondance pour
u = (u^...,u^) e (fô^

u . F *—«• £ u .F.

Cette notation a l'inconvénient de privilégier une base, et il ne faudra pas
oublier que l'on a des définitions équivalentes de notre module différentiel par
changement de base. Par contre l'avantage (surtout dans le cas d'un module de
rang 1) sera d'interpréter F comme une solution formelle du système (2.1) et au
lieu de définir M par les équations (2.1) on définira M à l'aide de la fonction
formelle F.

EXEMPLES. - (rang 1) a) Soit f € C^(x) , |f| = 1, n'ayant pas de singularités
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dans A. Soit TT € C solution de i^ = -p. Posons F = exp rrf. Le nodule F 1C (A)
est le module de rang 1, possédant une base F, les dérivations étant définies
par

3jF =ir3.fF .

b) Soit f e C (x), [ f [ s= 1, ne s'annulant pas dans A et n'ayant pas de singu-
larités dans A, et soit a e S2 • Posons F = f01. Les dérivations dans M=F^ (A)

P
sont définies par

3jF = aOjf/f)F .

2.2.- Formules de changement de base

Notons G. = (n1) la matrice de la dérivation 9. dans la base F. Les formules
(2.1) s'écrivent alors

r1} ( r 1 }v-v • '^J-^[,J •
Si l'on considère une nouvelle base F, on a la matrice de changement de base

H € G^(^1 ') telle que F = HF. Alors d'après la fornule de Leibniz :

9^F = 9^(HF) = OjH)F + H9^F = a^HH"1? + HC ï̂T1? .

Les nouvelles matrices de dérivation sont donc

G. = HG.H"1 + 9.HH~1

Autrement dit, deux familles de matrices de dérivation (G.) et (G.) sont équi-
valentes (définissent des modules différentiels isomorphes) s'il existe
H e G^{^) telle que

G.H - HG. = 3.H pour 1 < i $ n

Dans le cas de rang 1 les formules se simplifient (car les 1 x 1 matrices
ooniniitent!). Alors si 9^F = n F et 3^F = Î].F on a î î , = n_ + ô.u/u avec u et
u""1 e ^ + (ce qui équivaut à F = uF).

EXEMPLES. - a) Reprenons l'exençle a) de 2.1. Soient f et Ï e C (x), n'ayant pas
de singularités dans A, telles que |f| = 1, |f| = 1 et [f - f[ < 1 (donc f^î) .
Canne la fonction exp TTX a rayon de convergence 1, exp TT (f - f) appartient à ^ (A).
Par conséquent F = exp -nf et F = exp TTÎ définissent des modules différentiels cano-
niquanent
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isomorphes puisque F/F est un élément inversible de X (A). On définit donc un mo-
dule différentiel M qui ne dépend que de f.

b) Reprenons l'exemple b) de 2.1. Soient f et f e Œ (x), n'ayant ni singula-
rités ni zéros dans A, telles que |f| = |f| = 1 et |f - f| < 1. Soit ae 7L . Alors

ana| l - - | < 1 et - n'a pas de singularités dans A. Canne ae 7L , la fonction
f f p

(1 + x) a rayon de convergence 1 et donc, si on pose F = f01 et F = r01,

F/F = ( ! - ( ! - ^î)01 appartient à ^ (A) ce oui naître que F et F définissent des
f

modules différentiels canoniquement isomorphes (donc un module différentiel M qui
ne dépend que de f).

2.3.- Cohomologie de Dwork

Nous noterons îP l'espace des j-formes à coefficients dans le module différen-
tiel M (0 < j < n, n nombre de variables). La différentiation extérieure d envoie
^D dans S^ , nous écrirons d. : ^? -^ îP .On peut alors considérer le complexe
de de Rham

d - d d , d-1 _ o , _ , n-1 , n
(C) o ——> Î2° —— Q1 - —— ^n'1 ———— ̂  ——— 0.

Cette suite n'est pas exacte. Il lui correspond les espaces de oohcnologie
(cohonologie de Dwork)

H3 = Ker d./Im d. .

Alors se posent aussitôt les questions naturelles :

a) La cohomologie est-elle finie ? (c'est-à-dire dim- H3 < °° pour tout i)
1 p

b) Si oui, calculer dun H-.

Notons que quand la oohcnologie est finie, il est naturel de considérer la ca-
ractéristique d ' Euler-Poincaré du complexe (C)

X(C) = Z^-lpdun îî3 .

(Si l'on a une suite exacte de complexes

o-c^c^c^o

alors

X(C^) - x(C^) + X^) = 0) .

L'une des insuffisances de la théorie est que l'on ne possède pas de réponse
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tout à fait générale à la question a). Pour des réponses partielles voir la bi-
bliographie.

Nous allons cependant indiquer pourquoi il est intéressant de travailler
avec l'espace ^+. Si l'on utilise l'espace fl?(A) des éléments analytiques sur A,
on n'a, pour les nodules différentiels utilisés dans les applications, jamais
une oohomologie finie. Si l'on utilise IBCA4") on peut avoir parfois une cohomolo-

+ —gie finie, parfois infinie. Avec 9& (A) ou (^"(A) on obtient une oohcmologie
finie (du moins chaque fois que l'on sait répondre à la question : la cohomologie
est-elle finie ?)

2.4.- Cohomologie rationnelle

Posons £ = C [X^,...,X ,l/g(X)] où g est le polynôme qui a servi à définir A.
Supposons que pour une base F convenable de M les matrices de dérivation des 3.

4. 1

aient leurs coefficients dans £ c K . On peut donc considérer que l'on a
M = M 9 K • (A) où M est un £ -module différentiel. On peut alors considérer le
complexe de de Rhan (C^) attaché à M ainsi que les espaces de oohcmologie associés
H3 dits espaces de cohomologie rationnelle. Dans le cas où g = 1 on sait montrer
que les cohonologies rationnelles sont finies [Dw.6],

Par ailleurs ocnroe on a une injection du complexe (C ) dans le complexe (C)
on en déduit des applications canoniques H3 -r H3. La question se pose de savoir
si ces applications sont des iscnorphisnes.

Dans le cas d'une variable on montre facilement que

H° ^ H° est injective

et (en utilisant le fait que^ est dense dans ^(A))

H - » • H est surjective.

Il en résulte donc que \(C ) < \(C) et que l'on a égalité si et seulement si
les deux oohomologies sont isomorphes

3- ACTION DE FROBENIUS

^ • l •~ Action de Frobenius sur K .

Si q = p^ on sait que l'application x ̂  x0 est un autonarphisne de T et
que les points fixes de cet autanorphisne sont les éléments de P .

Considérons un relèvement en caractéristique 0 du polynûme x^y c'est-à-dire
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COSMOLOGIE DE DWORK

soit T € C [x] avec deg T = p et î(x) = x13 ç IFJlx]. Pour u entier > 1, on note
T = T o...o T (v fois), donc T (x) = x^ avec q = p11.

Soit g € C [X] le polynôme qui a servi à définir A. Si g e F [X], l'applica-
tion T : (x,,...,x ) h—- (T (x, ),...,T (x )) laisse A globalement invariant, et~p 1 ^ n u 1 p n
l'on voit que T : ui—»uo^ envoie K> (A) dans lui-m&ne. (Ceci est encore un
avantage de considérer ^ , en effet T* n'envoie pas ^(A } dans lui-même mais

i M »î
dans un ^ (A ,) avec e' < e ) .

3.2.- Action de Frobenius sur M.

On peut également définir une action T* sur le module différentiel M. Etant

donnas une base F de M, on a interprété F canne une solution formelle du système
2.1. Le nodule T*(M) aura même rang que M et aura formellement pour base F=F o r ,

pour cette base les matrices de dérivation sont donc

^j'WV^A •
On a l'application de Frobenius T* : M -^ T*(M)

^i—^W •
On vérifie qu'^ un Iscroorphisme près ces définitions ne dépendent pas de la

base choisie dans M.

Si le module différentiel T* (M) est iscroorphe à M on dit que M a une struc-
ture de Frobenius forte.

* 4-

(ï est un endomorphisme de la catégorie des Jf, (A)- modules différentiels).
Ças^d^un^mgdule^de r̂ang l̂

On a alors un seul vecteur de base F. Dire que T* (M) est isomorphe à M revient
à dire que (du point de vue des matrices de dérivation) tout se passe corme si l'on
avait F o T = <^F avec <p et <^~ c K> (A), ou encore on peut interpréter

^ + -1^ = F o ^ /F canne un élément de J^ (A) (ainsi que ^ ).

Reprenons les exemples du paragraphe 2.1.

a) F = exp -iïf, avec f c C (x) sans singularités dans A, j f j = 1. Si f e F (x),
alors î^) - fîx)01 = 0 donc |f o ^ - f'5] < 1 . On peut donc écrire

F/To^ = exp Trîf-f^exp Trd^f o r ) = e (f)exp TT (f0 - f o r ) .

Canne la fonction 6 (x) = exp -n (x - x^) a rayon de convergence R > 1 et que
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f e % (A) avec |f| = 1, on en déduit que 6 (f) € <? (A). Canne exp TTX a
rayon de convergence 1 et que f^ - f o ^ Ê ^ (A) avec | f - - f o ^ | < l, on.̂ ~y ~p gauss
en déduit que exp TT (r1 - f o r ) ç % (A) . Donc F/F o T s'interprète oanne un élé-. '̂ p ~p
ment de ^ (A).

Notons que 9.F/F = Trâ.f e jÇ . Donc notre nodule différentiel M provient d'un
« -̂module M . Notons que l'application T* transforme des fractions rationnelles
en fractions rationnelles. Supposons que g soit tel que T transforme £ en lui-
mÊme. On peut alors considérer le £ -module différentiel T* ( M ) Mais T* ( M ) n'est
pas iscnorphe à M car F/F o ^ est essentiellement une fonction analytique et

n'appartient pas à £ . L'action de Frobenius ne pourra donc être définie que pour
la oohonologie analytique et non pas pour la oohcmologie rationnelle.

b) F = f01 avec a e S et f e C (x) sans singularités ni zéros dans A,

l^gauss" 1-Qnpeutécrire

FA-o^f^-^/fo^ .

Si f e 3F (x), alors 11 - f^f o T | „ , . _ < 1 et f^f o T € ^+ (A). Canne deq Q u gauss p ^
plus la fonction (1 + x) a rayon de convergence 1 (car a e 7L ) (f-/f o T ) appar-

tient à K>+ (A).

Si de plus a(l - q) e S'alors f0^1"^ e ̂  (A) et par conséquent F/Fo ^

s ' interprète canne un élément de % (A) .

Cas général

Soit G. la matrice de la dérivation 8. relativement à la base F (cf. § 2.2).

Les matrices des 3. relativement à la base F = F o T de T (M) sont
G. = T ' ( x . ) G . o T . Dire que T (M) est isomorphe à M revient à dire ou ' il existel u i i u u
H e G ^ , ( ^ (A;) telle que

T ' (x. ) (G ° T )H - HG = 9 .H pour 1 ^ i <. n.

3.3.- Action de Frobenius sur le complexe de de Rham ( C ) .

Considérons le cas où notre X5 (Aï-module différentiel M a une structure de
Frobenius forte (c'est-à-dire qu'il existe q = p^ tel que g e F [X] et que T* (M)
soit isomorphe à M). On peut alors définir une action de Frobenius Frob^ sur l'es-
pace des j-formes différentielles par la formule (pour m c M)
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COHOMOLOGIE DE DWORK

(3.3) Frob^dndx. A . . . A d x . ) = T* (m)T ' (x . )... T ' ( x . )dx. A . . . A d x .

et en la prolongeant par linéarité.

Il est clair que l'action de Frobenius ocmnate avec la différentiation exté-

rieure, donc que l'on a défini un norphiane de conpiexe Frob de (C) dans lui-même.

Il en résulte une action de Frobenius sur les espaces de cohcmologie, on la notera

B. : H3 -^ H3.

Mors que le morphisnie Frob dépend du choix du relèvement T, on peut montrer

que les applications 8 • rie dépendent pas du choix du relèvement.

3 - 4 . - Application de Dwork

Nous nous proposons de définir un inverse à gauche à l'action de Frobenius.

Soit u c ̂ + (A). On définit la fonction y (u) par la formule

( 3 4 1 ) ^ (u) (x) = Y u(y) = v u(y)

^1} V ) ( ) ^)=x W-W X^)=x Jac(^

où Jac(^ ) désigne le jacobien de 1 ' application T . On démontre que ceci définit
un élément de l6 (A). (Pour les valeurs de x pour lesquelles le déncminateur peut
devenir̂  infini, la valeur de la fonction est définie par continuité). De plus on a

(3.4.2) ly (u) | $ |u|' ' l ' q 'gauss ! 'gauss

Posons ^ (u) = ^ (UT* (x ) . . .T ' (X ) ) . Si u e X? (A), on a donc ^ (u) e ̂  (A).

Par ailleurs, canne l'équation Tp(y . ) = x. possède q solutions pour chaque i, l'é-
quation T (x) = y possède donc q" solutions et on a donc pour tout u e % (A)

4^(u)) =qnu

ou encore (en tant qu'opérateurs sur <$ (A))

(3.4.3) 4; ° T * = q^d .

Observons que l'on a également pour tout a c f6 (A) la formule évidente

4; (r*(a)u) = a^ (u) .

Considérons alors notre module différentiel M avec structure de Frobenius

forte.
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Soit H la matrice de passage de la base F = F o T à la base F : F = VF .
Pour m = u . F € M on pose

y (m) » V(uH) .F et 1^ (m) = 4; (uH) . F

(à droite on applique y (resp. ^ ) à chaque composante du vecteur ligne uH" ).

On a clairement (en tant qu'opérateur sur M)

(3.4.4) i^oT^ ^q^d .

On définit alors l'application de Dwork Dw3 sur l'espace des j-f ormes diffé-
rentielles par la formule (pour m e M)

_ T ' ( X ) . . . T ' ( X )
(3.4.5) Dw^dndx. A . . . A O X ) = y (m ^ 1——j\ n J dx A...A dx.

q î  ij q Tp^i^--- ^^\.) h ^j

et en la prolongeant par linéarité.

Il découle inroédiatement de la formule (3.3) et de (3.4.4) et (3.4.5) que

Dw3 o Frob3 = q^d .

On vérifie sans trop de peine que l'application de IX<»ork ociiraite à la diffé-
rentiation extérieure. C'est donc un niorphisme de complexe de (C) dans lui-même
et l'on a

Dw o Frdb = q^d.

Il en résulte une action de Dwork sur les espaces de cohomologie on la notera
a. : H3 ^ H3. On a bien sûr

dj o ̂  = q^

et donc, si H3 est de dimension finie, a. est un isamarphisme de H3.

Canine on a vu que 6. ne dépendait pas du choix du relèvement T , il en résulte
-î ^

(au inoins dans le cas dim H" < + w) que a. non plus ne dépend pas du relèvement T .

3«5. - Formulation particulière de l'application de Dwork

Considérons le cas particulier où A est défini par le polyn&ne g(X)=X X^...X .
Alors
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^(A) = {u = ï a x avec Luiikj^ lale'^l =0-^ avec -"|v l^o .-^
^

pour ur. e < 1 non précisé).

Choisissons canne relèvement du Frobenius T (x) = y?. Alors pour u e ?B (A)

T*U(X) = I a x^
__nve2Z

et

n r v
^u(x) = Z 1 u(y) = p" I a^x\

i y? ,̂ VeZS11

„ -,-, - / -... p y a x
P , p ~ ' L n P^^s

dx
Si l'on prend CCITITTB base des formes différentielles les ——, l'action de Fro-

xi
benius dans Çr donnera (en admettant que T* (M) = M)

dx^ dx^ dx^ dx^
Frob^m——3-A...A——i-) =T* (m)p3——1 A. . .A——1

P x, x, x, x,
ll ^ 1! ^

et l'action de Dwork donnera

dx. dx. dx. dx.
Dx-idn—— A. . .A ——3.) = ip (m)?"3 ——1- A . . .A ——3- .p x^^ x^ p x^^ x^

3.6.- Factorisation du Frobenius

Lorsque la œhomologie dépend de certains paramètres, la/valeur q = p11 qu'il
faut prendre pour pouvoir définir un endcmorAisme de Frobenius pour notre complexe
de de Rham (C) peut dépendre de la valeur du paramètre. On a alors intérêt à facto-
riser notre application de Frobenius (et de Dwork) en facteurs correspondant à la
composition par T (ce qui en caractéristique p correspond au changement de varia-
ble X <—Y?} .

Nocons CT un c-utomorphisme de C qui relève 1 ' automorphisme de Frobenius de
r°°. Nous noterons également a la bijection correspondante de (E11. On notera A°
l'image de A par o. Alors l'application T* : u»—" u o T définit une application de
^t (A°) dans ̂  (A) . On dira que le ^ (A -̂inodule différentiel s (M) est un suc-
cesseur de M si M ̂  T* (s (M) ) . (On demande de plus pour M et s (M) d'être entièrement
solubles dans le polydisque générique du polydisque unité, c'est-à-dire qu'il existe
F....F, analytiques dans le polydisque unité ouvert, linéairement indépen-

dantes, satisfaisant le système (2.1) ; cette condition est automatiquement vérifiée
si M a une structure de Frobenius forte ; sous cette condition s (M) est uniquement
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déterminé à un isonorphisne près).

Notons s (C) le complexe de de Rhan associé à s (M). On a 1 * application de Fro-
benius Frob : s(C) -*- (C), qui est un morphisne de ocnçlexes^éfinie sur l'espace
des j-formes différentielles par la formule (avec m e s (M))

Frob^mdx^ A . . . A dx^ ) = T*(BI)T' (x. ) ... T ' (x. )dx. A . . . A dx

(et prolongée par linéarité).

Pour u e % ̂  (A), on définit ^ (u) par la formule

V"5 (x) = ^ T-ty,).1^) '

ceci est un élément de ^+ (A ). On pose ^ (u) = y (ur ' (x ) ... T ' (x ) ).

Si F est une base de M, notons s (F) la base de s (M) telle que s (F) o T = F.
On définit l'application ^ : s (M) -»• M par la formule

k k
y ( ^ u s(F )) = I V^-P j=l 3 3 j=i P 3 3

On obtient alors le morphiame de corplexesde Dwork Dw : (C) -*• s(C) défini sur les
j-formes différentielles par la formule (m appartenant à M)

T ' ( X ) . . .T ' (X )
D (̂mdx A . . . A O X ^ ) =,p(m^^——p^-) dx A . . .Adx^ .

1 3 ^j i- 1 3

On a encore Dw o Frob = p Id .

Exemples (cas de rang 1, on reprend les exemples du § 3.2) .

Pour f c C (x) on note f° la fraction rationnelle obtenue en appliquant o aux
coefficients de f. (Cette définition ne dépend pas de la représentation de f!). Si

^Igauss = 1 alors l^lgauss = 1 et 'fp - fo ° llgauss ' x - De plus si f nla pas de

singularités dans A (resp. n'a ni zéros ni singularités dans A) , f° n'a pas de sin-
gularités dans A° (resp. n'a ni zéros ni singularités dans A°) .

1) Soit F = expTT f avec f c C (x) sans singularités dans A, |f| = 1 . Suopo-
P A gauss

sons o choisi de telle sorte que o(-n) = T! . Alors le K (A )-module différentiel
défini par F = exp-rr f° est un successeur du ^ (A)-nodule différentiel défini par
F. Notons que F n'est pas ^o T . Les formules qui définissent Dw dans les bases F

^ '"' ^ F'
et F font alors intervenir la natrice de passage de F t F ' - :
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H(x) = expTT (fa(^(x)) - f(x) = For/F.

2) Soit F = f" avec a e 7L et f c € (x) sans zéros ni singularités dans A,

| f | g g = 1 - Soit B e S tel que a - p8 c S. (B est un successeur de a). Alors le
^f (A0)-module différentiel défini par v = (f°)6 est un successeur du ̂ + (A)-module

différentiel défini par F. Encore une fois F n'est pas F o ^ et il faut faire inter-
venir la matrice de passage de F à F o T : H = F o T/F = (f° o r/f^ ̂ P6"01.'>»

4.- LA FORMULE DE TRACE

La raison principale pour introduire la transformation de Dwork est qu'on peut

développer pour elle une théorie de Fredholm : trace, détenninant de Fredholm,
résolvante.

4 . 1 . - Opérateur nucléaire

Soit U un espace vectoriel sur C et soit L une application linéaire de U dans
U. On dit que L est nucléaire si

a) pour tout À e C il existe une décomposition U = N, e W, où N, et W, sont des
P À À À A

sous-espaces invariants pour L, N^ est de dimension finie, 1 - AL est niipotent
sur N, et bijectif sur W, .À À

b) pour tout r > 0 il y a un nombre fini de À e C tels que N ^ {0} et \\\ < r.

Pour L nucléaire on peut donc définir sa trace

(4.1.1) Tr(L) = ]_ ^ dim N,
N^{0} A À

(c'est la senne des valeurs propres de L comptées avec leur multiplicité algébrique)
et le déterminant

dim N. oc
(4.1.2) de t ( l - tL)= n (1--) ' = e x p ( - V TrîL3)!^)

N^{0} À s=l

qui est une fonction entière de t. (Ici 1 désigne l'application identité).

Considérons le cas où U est un espace de Banach possédant une base orthonor-
male (e_) . On dira que 1 ' endcnorphi âme L de U est complètement continu si c'est la

limite uniforme d'une suite d'opérateurs de ranq fini. Le résultat essentiel de la

théorie est que tout opérateur ccryletempn*- continu est nucléaire. De plus si l'on
note (c. .) la matrice de L relativemen; a la oas».- (e. )
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(L(e.) = S c _e, ) on a la relation
J -, *J J

Tr(L) = Z c .
J 33

4.2. Formule de Trace

L'opérateur y (défini au § 3.4), vu ocnroe opérateur de f l ' (A) dans lui-même,
est un opérateur nucléaire. Cela se voit en montrant que, pour e < 1 voisin de 1,
y envoie continûment ^ (A) dans un ^(A .) avec e' < e et que l'injection cano-
nique de K> (A .) dans Si (A ) est complètement continue ce qui prouve que ^ est un
endomorphiane complètement continu de^(A ). Ccnroe par ailleurs onipeut trouver
une base orthogonale ccnnune des ^ (A ) on voit que det(l - ty ) ne dépend pas de
e, donc pour chaque \ e C les N, ne dépendent pas de e, d'où la nucléarité de y
dans ^(A) = U %(A ).

e
Soit H € G^/K^A)). Alors l'application 9 de (^(A))1^ dans lui-m&ne

6 : u = (u^...,a) »--».y (uH)

est nucléaire et l'on a

( A "̂  T»»- û — T _____Tr H(x)_____
^ T C 6 ~ . (̂  W-^-W-^'^v

X€A
(où bien sûr Tr H désigne la scnroe des éléments diagonaux de la matrice H).

4.3.- Application à la transformation de Dwork

Considérons la situation décrite au § 3.4 en gardant les notations de ce pa-
ragraphe.

Il résulte immédiatement de la définition (3.4.5) et de ce que l'on vient de
voir que 1 ' endcmorphisme IX? de îp est nucléaire et il résulte de la formule (4.2)
que

T r D wa= ^ ^'(x ^"^r'fx \ 1} ^.^ ) — T ' ( X . ) )q T tx ï^Vl ' ^•••(W-1) U ii P Vj
-xcA

la dernière sanine portant sur toutes les familles de n-j éléments distincts
(i^,...,i^_) de {l,...,n} (il y a (n) termes) .
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Canne l'on a

(T^ (X^) - 1) ... (T^ (X^) - 1 = J (-1)^ T^ (X^ ) . . .T^ (X^ )

on en déduit

^ (-l)3^ Dw3 = ^ Tr(H(x)) .
J"0 Ip^^

XCA

Comme les opérateurs Dw^ sont nucléaires on en déduit facilement que les opé-
rateurs quotients a. (agissant sur H3) sont aussi nucléaires (c'est évident si H3

est de dimension finie). De plus on a

n . . n
^ (-D^Tr DW3 = ^ (-l)3^ a.

J=aQ a J=0 J

ce qui donne finalement
n _

(4.3) ^ (-D^Tr a. = ï Tr(H(x)) .
j=o J ^(x)==x

xeA

4 .4 /- Sonunes de caractères

Si a € r , alors a e r pour un certain q = p11 donc satisfait la relation
a^ - a = 0. Canne l'équation X0 - X = 0 a des racines simples dans F , il existe
un unique élément de Œ , solution de X^ - X = 0 qui relève a. Cet élément est appe-
lé le représentant de Teichmuller de a et sera noté Teich(a). On voit facilement
que cette définition ne dépend pas du choix de q tel que a e P et que pour tous
a et b àe-F^ Teich(ab) = Teich(a)Teich(b).

Donc l'application Teich : r -*- C est un caractère multiplicatif sur P . De
plus c'est un générateur du groupe des caractères multiplicatifs, c'est-à-dire
que si x : ^x -»• C est un caractère multiplicatif, on a \ = Teich8 pour un certain
s entier 0 •$ s ^ q - 1.

Soit r, e C une racine primitive p-ième de 1. L'application œ : a »—» ^a de P
P P P

dans C est un caractère additif. Il en résulte que l'application LL) de P dans C

^q : ̂ ^^pC^ ^^
•l ' q P

est un caractère additif sur F . On montre que pour tout caractère additif œ sur
r il existe c e r tel que (A) (x) = (A) (ex).
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Soient alors g er [X], f et h € P (X) telles que f (resp. h) n'ait pas de
singularités (resp. ni singularités ni zéros) en dehors de l'hypersurfaœ g = 0

dans 1^ .

Posons

(4.4.1) S(f,h;g) « î Teich(h(x))h) (f(x)) .
x€l^g(x)?<0

D'après ce que nous venons de voir les saunes les plus générales de carac-
tères se représentent de cette façon. Canne exemples de saunes de caractères citons
les sonnes de Gauss, sonnes de Joodbi, saunes de Kloostennan. Nous nous proposons
de donner une interprétation de ces sonnes à l'aide de cohorologies de Efcrork.

On connaît grâce à Dwork une représentation analytique des caractères addi-
tifs. Nous avons déjà introduit les fonctions 9 (x) = exp TT(X - 3?) et

V-l P
6 (x) = exp TT(X - Xe1) = 6 (x)9 (xp) ...e (xp ) qui ont rayon de convergence > 1.
Si l'on a choisi pour TT la solution la plus proche de ç - 1, on montre alors que
pour x e r^

(4.4.2) (D (x) = 9 (Teich x) .

Soit T un relèvement du Frobenius canne dans le paragraphe 3, soit g* e C.[X]
un relèvement de g, soient f* et h* e C (X) des relèvements de f et h tels que
f* (resp. h* ) n'a pas de singularités (resp. n'a ni singularités ni zéros) dans
l'ensemble A = {x € C" ; |g*(x)| = 1 et |x| ^ 1}, alors la sonne (4.4.1) peut être

réécrite sous la forme (g .§6 .3 de (Bo2)

(4.4.3) S(f,h;g) = 1 H(x)
xeA,^ (x)=x

OÙH(X) =h*(x) (-^-(x)——) 6 (f*(x)) exp^T(f*(x)q-f*(T (x) ) ).
n^W) CT

Canne H € ^ (A) (4.4.3) a bien un sens.

Formellement

H(x) = (^(xî/h^îxm^'^exp-iTîf^x) - f*(^(x))) .

Considérons alors le 7^ (A) -nodule différentiel M de rang 1 défini par

F^h^^exp.f' .

(On oonbine les exemples a) et b) du § 3.2). Alors

F/FO^ =H .
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En vertu de la fonnole de trace (4.3) (attention ici H a été renpiacé par H"1)
on obtient

n _
(4.4.4) S(f,h;g) = ^ (-l^Tr a. .

j=o J

4.5.- FONCTIONS L

Considérons une extension F g de F . A tout caractère nultiplicatif x sur
q

F on associe de façon canonique le caractère multiplicatif \ sur F
q

X (x) = x ( N x) ^x^8^7^)
F <. r̂r

q

et à tout caractère additif ip sur F on associe le caractère additif ^ sur F

^g(x) = ^(Tr^. .p x) = ^(x+x^ ...+ Xe3 ) .
q3- q

Donc à toute somme S de caractères sur F on associe de façon canonique une
sonne S de caractères sur F . Dans le cas de la scmne (4.4.1) on obtient

q

(4.5.1) Sg(f,h;g) = ^ Teichîh^ -l)/(crl) (xîù) g ( f (x ) ) .
xer^gîx)^ q

q
On construit alors la fonction L attachée à cette sonne de caractères

00

(4.5.2) L(f,h;g;T) = exp( ^ S (f^-gîT^s) .
s=l -

Canne dans le paragraphe précédent, on peut réécrire la sonne (4.5.1) sous la
forme

(4.5.3) S (f,h;g) = ^ H ( x ) H ( T (X» . . .H(T , ,, (x) )
s X A , ^ ( X ) = X ^ ^^-^

ce qui donnera grâce à la formule de trace

n
(4.5.4) S (f,h;g) = ^ (-D^lTa15 .

j=o J

On en déduit alors l'expression pour la fonction L (cf. formale 4 .1 .2 ) .

(4.5.5) L(f,h;g;T) = n [det(l - Tr a . ) 1 M)J^ .
j==o •»
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Si l'on sait que les H3 sont de dimensions finies, on en déduit que la fonc-
tion L est rationnelle. La connaissance des dimensions des H3 nous renseigne sur
les degrés des numérateurs et dénoninateurs. Enfin on voit que degré (L) = degré
du numérateur - degré du déncminateur est - x (C) où \ (C) désigne la caractéristi-
que d*Euler-Poincaré du complexe (C).

Notons qu'on peut obtenir la rationalité de L sans savoir que les H3 sont de
dimension finie. En effet on déduit de (4.5.5) que L est une fonction mércmorphe
dans C . On peut alors utiliser le critère de Borel-Dwork pour en déduire la ra-
tionalité de L. Une telle dânonstration peut être qualifiée de pré-cohcmologique.

4.6.- Nombre de points d'une hypersurface

Nous allons simplement indiquer ocnroent le nonbre de points d'une hypersur-
faoe peut s'exprimer à l'aide d'une sonroe de caractères, ceci permet d'exprimer
la fonction zêta canne une fonction L.

Considérons l'hypersurfaœ affine V dans F^ définie par l'équation g = 0 où
g e fjL^I • Notons N le nombre de F -points de V. On a

N= î l ^q"- ^ l
x<:r^g(x)=o xcI^.gCx)?^

(4.6.1.) N = q" - S(0,l;g) .

Donnons une autre formulation. On utilise le résultat classioue que si œ est
un caractère additif non trivial sur 3P

q

{ 0 si a ^ 0
î ù)(ax) =

xcF q si a = 0 .
q

Rajoutons une variable x et notons (x ,x) un point de P"4'1. Alors

N = ^ 1 1 u - ( x g ( x ) )
- _n x eF 4 u

xcl^ o q

(4.6.2) N = - S(x^g(x),l;l) .

Il est facile de voir que le ncrobre N de 3F -points de V est donné dans les s
premier cas par ^
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Ng = q"5 - Sg(0,l;g)

et dans le deuxième cas par

^^ Ss^o^-1^ •q
00

Donc la fonction zêta Z^(T) = exp( ^ N T^s) sera dans le premier cas

Z^(T) = (1 - ^''"LÎO.l^-g^-T)'1

et dans le deuxième cas

\ (T) = L (x^g (x), 1 ? 1 ;T/q) .

Donnons encore deux autres expressions uiçortantes de N à l'aide de sannes de
caractères.

-Revêtement de Kunroer

Soit f € fJ:X] et soit d|q- 1. Considérons l'hypersurface V dans Î 1 définie
par l'équation

y0 = f(x) .

On montre que le nombre N de F -points de V est

N ^ q " ^ ï \ Teichd1^"0^))
Kî i-1 ^^^

N=q n + î StO.f1^1^;!) .
l$isd-l

-Revêtement d ' Artin-Schreier

Soit f e ^^^l- soit r tel que T cp . Considérons l'hypersurface V dans
Î 1 définie par l'équation

^ - y = f(x) .

On montre que le nombre N de r -points de V est
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N » l l a) (af(x))q
r̂ xe^

N » î S(af,l;l) .
a^

5.~ THEORIE DUALE. STRUCTURE SYMPLECTIQUE

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au cas d'une seule variable.

5.1.- Les espaces R et R*

Etant donné une classe résiduelle c de Œ , on choisit un représentant privilé-
gié c de c (on prendra toujours le représentant œ pour la classe résiduelle oo). On
note

R = espace des fonctions analytiques dans la classe c (nulles à l'œ si c=»)

Ri = espace des fonctions analytiques dans une couronne

r < |x-c| < 1 (1 < |x| < 1/r si c st ^) (avec r< 1 non précisé).

Cette définition ne dépend pas du représentant c choisi.

Soit S un ensemble fini de classes résiduelles (avec ^ c S) et S l'ensemble
des représentants des élânents de S. On pose A =P(Œ ) - U c. On note

p CeS
R(A) = 9_ Rg

CeS

R' (A) = • R. .
c.§ c

Observons que, pùur tout c c S, % (A) c RL. Omplonge ^ (A) dans R' (A) dia-
gonalement :

u ^—^ (u,u,...,u)

On vérifie que l'on alors

R* (A) = %» < A ) • R(A) .

5.2.- Intégration et dualité

Pour u € Ri , si c ^ », on a u = ^ a (x-c)^ dans une couronne r< |x-c| < 1,
on pose V€ 2Z
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Res^(udx) = a ,

si a = ~ on a u= Z a x dans une couronne 1 < |x| < 1/r, on pose
\>c7L

Res^(udx) = -a , -
(Cette définition ne dépend pas du représentant choisi) •

Si u = (u )̂., ç- c R' (A), on pose

[ udx = - ^ Res (u dx) .
^ 9 A ccS c c

(Explication de la notation : pour e < 1, considérons le voisinage A de A
A4' =P(C ) - U B(c,e~), où B(oo,e~) = {x;[x[ > 1/e} et la frontière SA^ U C(c,e),
e P ces e ceS

où C(c,e) désigne le cercle de centre c et de rayon e, orientée canoniquement. Pour
e assez proche de 1, 9A est dans le domaine de définition de u, l'intégrale consi-

® 4.
dérée est alors précisément l'intégrale sur 3 A , elle ne dépend pas de e).

Si u € R' (A) ,\ du = 0. (C'est évident).
VA

Si u e îd> (A) ,\ udx == 0. On peut interpréter cette formule canne une formule
^A

de Cauchy. Si u est une fraction rationnelle, ceci exprime que la sonne des résidus
de u est nulle. On l'obtient pour u e ^ (A) par passage à la limite.

Si u,v e R(A), uvdx = 0. (C'est facile).
VA

La forme bilinéaire

(u,v) -^ uvdx

VA
met en dualité R' (A) avec lui-màne. Plus précisément, R* (A) étant muni de sa topo-
logie naturelle, R'(A) s'identifie ainsi avec son dual topologique. Il résulte des
fonniles que nous venons d'indiquer que ^ (A) est son proore polaire dans cette
dualité, c'est-à-dire que si u € R' (A) est tel que ] uvdx = 0 pour tout v c X? (A)
alors u e Ki (A). a^A

5.3. Module différentiel dual

Soit M un K» (A) module différentiel (de rang fini) . Soit M^HontM,^ (A))
le module dual. On notera < , > la dualité. On munit t^ d'une structure de module
différentiel par la fomule
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9 < m,m' > = < am.m' > + < m, âm' > m e M , m1 e Mt .

Si F est une base de M, nous noterons F la base duale dans M , en effet si
G est la matrice de la dérivation 3 (agissant sur M) dans la base F y la matrice de
9 (agissant sur M ) dans la base duale F" est -G11 •

Considérons le R' (Aï-module différentiel M = M •. R' (A). On peut identifier
î^ avec -̂ ^ ® R' (A). W(A)

të (A)
La forme bilinéaire

(m.m'dx) •—». <m,m'dx> (= <m,m'>dx)
J 4. J 4.a A a A

met en dualité (au-dessus de C ) îî et M dx, et d'après ce que nous avons vu le po-
laire de M est alors l^dx, donc le dual de M s'identifie à ^dx/^dx.

De même, on met en dualité Mdx et î^ et alors le dual de Mdx s'identifie à
/!»+• +•

M'/M-.

S-4- - Complexe dual. Structure symplectique

Dans cette dualité» la transposée de la différentiation extérieure

^ d ^
M ———^ Max

est -d^4- A4-
M ——». M dx .

En effet
f

< dm,m'> = d<m,m'> - < m,dm' > = <m,-dm'><m,-
J+.a^A a^ a^ 'a^A

Ccnroe d envoie M dans M dx, par passage au quotient, on a une application

d : MW^ -^ î^dx/^dx .

Il est clair que -d est l'application transposée de
d

M —.Mdx .

Si H = Mdx/dM est de dimension finie, il en résulte que dM est fermé dans
Mdx et alors le dual de H s'identifie au noyau K de-d, K = Kerd .

Dorénavant, nous supposons que l'on a dim H < + ".
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Soit A' un élément de K et soit m' e K un relèvement de m'. Dire que dm' = o
signifie que dm' e M dx. Canne m' est défini nodulo M^ dm' est défini module dM\
donc définit un unique élément âh' de H^ = Mtdx/dMt, d'où un marphisms :

à : K = Ker(d)-^ t^àx/ày^ = Htl,

c'est-à-dire du dual de H dans H . On a clairement un complexe

Ker .d -*• Ker d -»• Ker d
M M

la première flèche étant la restriction de l'injection canonique de M dans M et
la seconde la restriction de la projection de M dans M /M .

On vérifie assez facilement qu'on a plus précisément la suite exacte

0 ^ Ker d -^ Mer ,d -^ Ker d -^ 0 .
yr M'

Par conséquent, d est injective si et seulement si Ker ,d = Ker .d.Si d est in-
M- M-tl 1jective et si l'on sait que dim H = diro H (ce qui est le cas dans tous les

exemples où on sait calculer ces dimensions) il en résulte que d est un iscroorphiane.
C'est cet isomorphisme qu'on appellera la structure synpiectique.

5.5.- Action de Frobenius .

Soit T un relèvement du Frobenius et soit q = p11 tel que A soit invariant sous
1 ' action de 1 ' automorphisme x ^- x^.

Si u e R' (A), on vérifie que u ° T définit encore un élément de R' (A) . Egale-
ment on peut définir ^ (u) ocrrme élément de R' (A) par la formule (3.4.1) .

S'il est assez clair que pour u € R' (A)

(5.5.1) [ (u or )ï 'dx = q [ udx

9^ S^A

(c'est la formule de changement de variable), il est moins évident, mais également
vrai, que l'on a

f r
(5.5.2) ^ (u)dx = | udx .

J + c? J +
3 A 9^

De cette formule fondamentale on déduit alors que pour tous u et v de R' (A)

85



Philippe ROBBA

(5.5.3) uy(v)dx = (uo T )vdx
J + -a J 4. F*

3 A 9 A
et

(5.5.4) | u ip(v)dx»f v (uoT )T 'dx .
J + ^ s + ^ ri

9 A 3 A

Si l'on a T^(M) S' M alors on a également T* (M) ^ M et donc on peut définir les ap-
plications de Frobenius et de Dwork sur le complexe de de Rham

^ d ^
M>——-Max .

On a également T^ (M^ = (T*?^ = Mt et T*^ = M^ Si F est une base de M
(donc de M) et si F"1 est la base duale dans M^ la base duale de F o ï est
-l u

F o T . De cette remarque et des fonnules (5.5.3) et (5.5.4) il découle que la
transposée de l'application de Dwork (resp. de Frobenius) est l'application de
Frobenius (resp. de I>rork), précisément pour tous m e M et m' e ̂  on a

| < Frcb°(m) ,m'dx > = | < m,Dw1 (m'dx) >
J + q J + ^3 A 9 A

f < Frdb1 (ndx) ,m' > = [ < ndx,Dw°(m' ) >
J -h ^ J + ^9 A 9 A

< Dw°(m) ,m'dx> = < m,Frob (m'dx) >
J + q J + q

9 A 9 'A

f < Dw1 (mdx) ,m'> = [ <mdx,Frdb°(m') > .
3 + q J + q

9 A 9 A

Nous avons noté a, (resp. Bi) l'endemorphisme de H correspondant à l'action
ri

de [>^ork (resp. de Frobenius) sur le ocqplexe 0 -^ M S Mdx ^ 0.

Notons a' (resp. B') l'endannorohisne de H^ oarresporxiant à l'action de Dwork
rt d .,1, , .(resp. Frobenius) sur le complexe 0 -^ M S M dx ->- 0.

Canine Dw° (resp. Frdb0) laisse invariant M , par passage au quotient on peut
définir l'endcnorphisne a* (resp. 6*) de M ŷM^ On voit facilement que a* (et B*)
envoie K dans lui-in&ne. D'après ce que nous avons dit il est clair que a* est l'ap-
plication transposée de 8 et que B* est l'application transposée de a, (lorsqu'on
considère K ocnme le dual de H1).
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Rappelons que nous avons défini une appplication d de K dans H^, On vérifie
que les diagrammes

K——^——H" K-^——H"

" ' 1 à b 6' l a 1̂
K ————^ BT1 K ————- H-

sont oommutatifs.

Il en résulte que si à est un iscmorphiane

det a[ det c^ a= det a* det o^ = det B^ det a^ = q6

où 6 = dim H1.

5.6.- Equation fonctionnelle des fonctions L (une variable).

Considérons la sonne de caractères

S(f,h;g) = ^ Teich(h(x))o)(f(x))
X€r.g(x)7<0 q

où g € r [x3, f et h e F (x) tels que les pôles de f (resp. les zéros et les pôles
de h soient des zéros de g (dans P^).

Soit L(f,h;g;T) la fonction L associée.

Soit A l'ensemble des classes résiduelles où g ne s'annule pas. Soient f* et
h* des relèvements de f et h tels que les pôles de f* (resp. les zéros et les
pôles de h*) ne soient pas dans A. On pose

F^h^-^exp.f*.

Considérons la cohomologie associée au nodule différentiel F ̂  (A). On a vu
(§ 4.5) que

L(f,h;g;T) = det(l - Tc^)/det(l - Th ) .

Si F ̂ f (A) (ou plus précisément s'il n'existe pas u c/^ (A) tel que
u'/u = F'/F) on a H° = {0} et detd - Ta ) = 1, donc L(f,h;g;T) est alors un po-

1 1lynôme de degré 6 = dim H (car a, est une bijection de H , de plus on sait montrer
que dim H < + œ).
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La fonction conjuguée complexe de L(f,h;g;T) doit être interprétée ocnroe
L(-f^h;g;T). On doit donc considérer la cohonologie associée au module différen-
tiel F"1^ (A) qui est le module dual de F^CA). On a alors dim H1^ = dUn H1 et

H-f.irSgjT) « detd - Tap/det(A - Tcx^) .

Considérons le cas où F f^ (A). Les solutions de du = 0 pour u e F R' (A)
sont les éléments de R' (A) tels que u'/u s F'/P. On aura donc Ker̂ . ,^d ={0}si et
seulement si pour chaque classe résiduelle c qui est un zéro de g (et peur la
classe ~) F / R..

Dans ce cas, à est un isomorphisme. On aura par conséquent

L(f,h;g;T) = H-f.h'Sg;!') = det(l - Ta? = det(l - Tcx*)

= det(l - T^) » det(l - Tq o^1)

= (^^àet a^detd - — o^) = C^6L(f,h;g7l/qT))

où C est une constante.

5.7.- Autodualité. Cup-produit

Nous considérons le cas urportant où

a) M est iscmorphe à son nodule différentiel dual M

b) d réalise un iscroorphisme entre K et H .

A cause de l'hypothèse a) nous pouvons identifier H et H . Nous définissons
alors sur H1 une forme bilinéaire non dégénérée

H1 x H1 -^ €

par la formule

^—1(tu^n) '—»• «a)»r^>>= <a)yd n >

où < , > désigne la dualité entre H1 et K. Nous appellerons cette forme bilinéaire
çx^p—pjroduit •

Nous allons montrer que cette forme bilinéaire est alternée

«ù)yTi »s= — «ri»u) »
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pour tous u),neH1- Pour cela allons écrire le cup-produit sous une fonne équiva-

lente. Soient œ^n des relèvements de œ et n respectivement dans Mdx. Canins d est
/s <^

surjective, on a dM c Mdx et par conséquent il existe Ç c M tel que

dç = n •
r

On écrira Ç = | j^. On a alors

r r
« œ^n » = ] < Uf^, M}> .

^A J -

r r
(Notons que j j^ est défini module Ker.çd, mais canine Ker̂ d = Kerjy=^ 1 H GSI défini
modulo Ker d et donc l'intégrale ci-dessus ne dépend ni du représentant ^ ni du
représentant ^ ni de la primitive j^ et donc peut servir à définir le cup-

produit) . La formule à démontrer résulte alors simplement de la formule d ' intégra-
tion par partie

r r r r r
< d ] œ, j^> = - <^,d j^>

J + J J J + J
9 A S A

6.- EQUATION DIFFERENTIELLE ASSOCIEE A LA VARIATION DE LA COHOMOLOGIE

6 .1 . - Principe général

Supposons que nous cherchions une solution u (À) d'une équation différentielle
linéaire à coefficients polynûmiaux :

Lu = L a . OOu^ ( X ) = 0

r
sous la forme d'une intégrale u(À) = l ^(x,X)dx (dans le plan complexe), le contour
F ne dépendant pas de À . On cherchera ^ telle que l'on ait

S a ^ ( À ) •^(x,À)dx = d^'(x,À) = ̂  4; dx

puis on cherchera un contour F tel que la variation ^ d^ soit identiquement nulle
en \, tandis que l'intégrale définissant u ne l'est pas.

Le problème essentiel est donc un problème purement algébrique (c'est-à-dire
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ne relevant pas de la théorie des fonctions de variable ocroplexe) : montrer qu'une
combinaison linéaire de différentielles est nulle module les différentielles
exactes. Présenté sous cette forroe le problème garde tout son sens en p-aâique et
l'on voit que les méthodes de oohonologie p-adique que nous avons décrites se prê-
tent à l'étude de ces équations différentielles. Notons cependant qu'on devra en
général connenoer par faire une normalisation de façon à se ramener au cas où
toutes les solutions de notre équation convergent dans le disque générique.

6.2.- Exemples

6.2.1.- Méthode de Laplace

Elle s'applique principalement quand les a. (X) sont des polynfimes du premier
degré :

Lu = Z(c^À + d^u^ (À) = 0 c^ e « .

On cherche u sous la forme

u(À) = f ^(xîe^dx .
^

Après calculs on trouve que ^ doit satisfaire l'équation différentielle

^ (£ c^x\> (x) ) - î. d^x\ (x) = 0 .

Donc y» définit un Q[x , 1 3-module différentiel et ^e^ définit un£C^

®Cx , ——— , Aï-module différentiel.
"̂ i

Pour étudier la oohcmologie p-adique associée, il faut au moins faire un chan-
gement de variable de façon à faire apparaître exp^xA) au lieu de exp(x\ ).

6.2.2.- Eguation de Picard-Fuchs

(Nous utilisons sans vergogne l'excellente introduction de Katz [Ka.l]).

Soit X une courbe projective non singulière de genre g définie sur un corps K
de caractéristique 0.

Une différentielle mêromorphe est de deuxième espèce si ses résidus sont 0.
Les différentielles exactes sont de deuxième espèce et l'espace quotient est de
dimension 2g sur K.

Supposons K muni de dérivations non triviales (c'est-à-dire K dépend de para-
mètres).
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Soit x une fonction non constante ; ainsi le corps des fonctions de X est une
extension finie de K(x), toute dérivation D de K peut être étendue à K(x) en po-
sant D(x) =0 et ainsi définit une dérivation sur le corps des fonctions de X. On
notera cette dérivation D^ pour rappeler la dépendance en x. De mène soit ^- la
dérivation de K(x) qui tue K et prend la valeur 1 pour x, son extension au corps
des fonctions est encore notée ,- . On voit facilement que D et -3— oairaitent puis-
que leur oammatateur tue à la fois K et x. Enfin D agit sur les différentielles
par D (fdg) = D (f)dg + fd(D g) ou plus simplement D (fdx) = D (f)dx. Canne
D (dg) = d(D g), D préserve l'exactitude. La formule res (D (œ) ) =D (res (œ))
X X X X X

assure que D préserve les différentielles de deuxième espèce. Par passage au quo-
tient y D agit canne une dérivation sur les différentielles de deuxième espèce
module les différentielles exactes.

Sur l'espace quotient l'action de D ne dépend pas de x parce que si y est
une autre fonction non constante, (D - D ) f d x = d(fD (x)).y x y

L'espace quotient est donc un K-module différentiel de rang 2g (connexion de
Gauss-Manin).

Dans le cas complexe, si on intègre sur les classes d'homologie y .» les pé-
riodes [ vérifient une équation différentielle d'ordre 2g. En effet

^J
O),D u),...^29'1^ sont linéairement dépendants module les différentielles exactes
c'est-à-dire il existe a^ c K tels que

Za^(o)) = dg

et donc

£ a D1 | a) = 0 .

S
Ceci est l'équation de Picard-Fuchs.

6.3.- Fonctions spéciales

Nous allons passer en revue les principales fonctions spéciales étudiées par
les méthodes oohomologiques de IX^ork.

6.3.1.- Fonction hypergéoroétricme ^F.(a,b,c;À) (a,b,c e 0).

La f annale intégrale d'Euler

^(a,b,c;À) = c^ f x^d-xî^^d-Àxî^dx
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suggère de considérer la cohcmologie de Dwork associée au nodule différentiel de
rang 1 défini par F, = x^d -x^^d -Xx)"^ Pour que notre module différen-

A
fiel soit soluble dans le disque générique, on se limitera au cas a,b,ce ZS .

Si d est le dénominateur coninun de a.b.c : a = ̂  b = ̂  c = ~ cette inté-
grale représente les périodes de la différentielle de première espèce dx/y sur
la courbe

^x^a-xî^^a-xx)111.

On a donc affaire à une équation de Picard-Fuchs. Le genre g de cette courbe peut
être >l, alors que l'équation différentielle de ^F est d'ordre 2. Ceci est du au
fait qu'à cause des autcroorphismes de la courbe l'équation de Picard-Fuchs se
scinde.

6.3.2.- Fonction de Bessel

Pour a e ©» la fonction de Bessel J peut être définie par
2

J^(À) = Cte À3 f x'3"1 exp(x - ^)dx.

Avec TT^" = - p, on a donc

K ( À ) = \~'a/2 J,(2ir/^) = cte f x"^1 exp(x + TT2 ^)dx ,QL a j x

soit après le changement de variable x »—». TTX (et un changement de contour)

K ( X ) = cte'f x̂ "1 exp TT(X + ^)dx .a j x

Cette formule suggère, pour étudier l'équation différentielle associée à K ,
de considérer la cohomologie associée au nodule différentiel de rang 1 'défini par
F. = x^exp TT (x + —). L'introduction du facteur TT correspond à la nécessité d'une

À X
normalisation pour que les solutions de notre équation différentielle convergent
dans le disque générique.

6.3.3.- Fonction hypergéçroétrigue -F^

La formule intégrale

,a,b^b^ v c.-b-l b.-l c.-b^-l

3^1 ^V = c 1 x ^^ y ^"^ ' î1-^) dx ̂
v ̂ 2 /

suggère de considérer la cohonologie de Dwork associée au nodule différentiel de
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rang 1 (en 2 variables) défini par

b -1 c -b -1 b -1 c -b -1
F ^ = x 1 (1-x) i y " (1-y) z z ( 1 - x y A ) 3 .

Compte tenu de 6.3.1 on peut réécrire cette intégrale

/^l^ \ . b^-1 c^-1
3^^ ; X = cte j x 1 ( 1 - x ) 1 ' ^(a,b^,c^;xX)dx

1 r ̂  ^

ce qui suggère de considérer la oohonologie de Dwrk associée au module différen-

tiel de rang 2 (en 1 variable) obtenu en faisant le produit tensoriel du module
b -1 c -b -1

différentiel associé à x (1-x) et du nodule différentiel associé à
^(a.b^.c^; x X ) .

Notons que cette construction nous fournit un module différentiel de rang 4
alors que -T^ vérifie une équation différentielle d'ordre 3. On doit donc s'atten-
dre à voir apparaître un sous-module différentiel de rang 3. Celui-ci apparaît

effectivement de façon naturelle lorsqu'on considère la structure symplectique.

6 . 4 . Structure de Frobenius

Nous allons indiquer cannent les modules différentiels obtenus par variation
de la oohcrnologie sont naturellement munis d'une structure de Frobenius.

Dans ce paragraphe, purement descriptif, nous donnerons une formulation très
générale. Tout ce que nous dirons sera exact dans les cas particuliers mentionnés
au § 6 . 3 . Nous ignorons si c'est toujours vrai dans le cadre général que nous
adoptons. Il faut interpréter ce paragraphe canine une description de ce que pour-
rait être une théorie générale.

Considérons un module différentiel (de rang fini) en n variables dépendant
rationnellement d'un paramètre À . Plus précisément, considérons un module diffé-
rentiel M en n-t- 1 variables ( x , À ) tel que ses matrices de dérivation pour unex, A
base convenable aient des coefficients fractions rationnelles en ( x , À ) , \ étant
une variable indépendante de x.

On peut dans un premier temps considérer la cohomologie algébrique, en consi-
dérant M ^ comme un module différentiel en n variables, les x, avec C ( À ) canneX, A „ p
corps des constantes. Le n -espace de oohonologie H" est alors un Œ 0) -espace
vectoriel. Nous le noterons dorénavant W. Par ailleurs, canne la dérivation

9 /9À oormite avec les dérivations â/3x., 8/9 À définit un homcmorphisme du complexe
de de Rham associé à M , dans lui-même, donc, par passage au quotient, une déri-X , A
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vation sur W qui en fait un module différentiel sur C ( À ) . Nous nous limiterons au
cas où W est de dimension finie.

On peut également spécialiser X et considérer la cohomologie algébrique. On
obtient ainsi un espace de œhonologie W, = H" qui est de même dimension que W et
iscmorphe à la spécialisation de W sauf pour un ncrobre fini de valeurs de \ qui
sont les singularités de notre module différentiel.

Pour pouvoir définir une structure de Frobenius, il faut considérer la cohcno-
logie analytique. On suppose que notre module différentiel M \ a une structure de
Frobenius (forte). En particulier, il existe un nodule différentiel M^ ̂  le succes-
seur de M , , tel que M soit isomorphe à M8 p en tant que module différentielX , À X,À X~ , \(sur un espace dague convenable). Si maintenant, on spécialise le paramètre À , il
est clair que le nodule différentiel à n variables, M , a pour successeur M5 .xrÀ x.À^

Toujours pour À spécialisé, on peut considérer le complexe de de Rham associé
à M , considéré comme nodule différentiel sur un espace Ko ( A ^ ) . On obtient alors
le n1̂  espace de cohomologie H" et nous supposerons que, gêner iquement, iÇ est
isomorphe à l'espace W, obtenu dans la cohomologie algébrique. Ĉ iand À varie dans
une classe résiduelle, l'espace ̂ t (AJ ne varie pas et on montre que les nodules
différentiels M ^ sont isomorphes entre eux, il en est donc de même de H" : le
fibre H" est donc localement trivial. Quand on spécialise À dans une classe rési-
duelle où le nodule différentiel W a une singularité, la dimension de iÇ peut dé-
croître (H" n'est plus isomorphe à WJ . On remédie à cette situation en diminuant
les trous de A, . Nous n'entrerons pas dans les détails. Si l'on note B l'union des
classes résiduelles où W n'a pas de singularités, on notera encore W le 9^ (B)-
nodule différentiel W ® m ̂+ (B) ' et llon considérera iÇ comme spécialisation
W de W. p
À

Considérons l'espace de cohomologie W5 = (W5) associé au nodule différentiel
M8 , . Son Image sous l'action de Frobenius - r ( ^ ) = ̂  est l'espace 1*^= (W3 ) asso--X.À P̂
cié au nodule différentiel M5 . Comme, pour À spécialisé, le successeur de M .

x.^P xyÀ
est M , l'application de Frobenius, agissant sur les espaces de cohomologie, dé-

x \Pfinit un isomorphisme (car on est en dimension finie) de W8 sur W : B : W3 -̂  W .AP X X ^p À
II est clair que la dérivation par \ commute avec B. , car les applications 9/9 À etÀ i.
x t—»»x^ camrrutent. Pour s'assurer que B, est un norphiame de ̂  (B)-nodule diffé-
rentiel, il reste à vérifier que pour des bases convenables de W et W5, la matrice
de B, a ses coefficients dans ̂  ( B ) . Cette vérification a été faite cas par cas
dans les exemples cités au § 6 . 3 . Il serait souhaitable d'en avoir une démonstra-
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tion générale.

Nous allons expliciter les familles de changement de base et voir cannent elles
se traduisent pour les équations différentielles associées à nos modules différen-
tiels W et V^.

Au lieu de considérer 1 ' iscmorphiane B^ : W5 -*- W^, nous allons plutôt utiliser
Àp s -sl'isonarphisne inverse (à un facteur p) o^ : W^ -^ W . Soit F une base de W et F-

une base de V^. Par abus de notation, nous allons noter F8^) = T*F la base de
i-V3 = (W8 ) déduite de F3. Soient G(À) et G8^) les matrices de dérivation dans

À?
W et W respecitvanent :

^r=CF , è^A8.

Alors la matrice de dérivation dans T*W3 est p^^G3^

^ F^X?) = p^^iW^) .

Soit A(À) la matrice de l'application o^ relative aux bases F(X) et ps(AP)
(à ne pas confondre avec l'ensemble A. considéré ci-dessus) :

o^(F(À)) = AOîF^xP) .

Ccinne

^0 è= è ° ̂  '
on obtient

^(AFSap)) = (̂  AaîîF5^^ +A(X) ^- F8^) =^ AO) + AaïpXP-^aP) JF8 (ÀP)

= G(À)A(X)F S (À P )

ou encore

(6.4.1) ^ A ( À ) = G ( X ) A ( À ) - pÀP^AOïG^ÀP) .

Ceci correspond aux formates de changement de bases du § 2.2.

Canne il est possible de choisir des bases F et F3 telles que les matrices A,
G et G8 soient de norme de Gauss $ 1, on aura

(6.4.2) -̂ - A = GA nod p ...
OÀ
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Notons U(Z,À) la matrice telle que, pour |Z - \\ < 1,

•^ U(Z,À) « G(À) U (Z,X), U(Z,2) = I,

et définissons de même U^Z.À). On a alors

^ U^zP^P) = pÀ^G^P) Us (Z^), U^Z^zP) - 1 .

On déduit alors de la relation (6.4.1) que

^ICAOOU^Z^À?)] = [gi-AÎÀnU^Z^À^+Aœ ^US(ZP,ÀP) =G(À)A(À)US(ZP,ÀP)

et l'on a donc

ACÀÎU^zP^F) = U(Z ,X)C

où C est une matrice indépendante de À. En faisant ^ = Z, on obtient

(6.4.3) AaîU^zP^P) = U(Z,À)A(Z) .

Remarque.- Dwork développe sa théorie de la déformation dans l'espace dual. Les
points de vue sont équivalents et les formules sont les m&nes, à une transposition
près.

6.5.- Propriétés des équations différentielles ayant une structure
de Frobenius forte

6.5.1.- On considère un module différentiel W (en 1 variable \) et la suite
de ses successeurs W. :

"0^- "i+l-^ •

On suppose qu'il existe & tel que W soit isomorphe à W, soit T*^ = W.

Soit G la matrice de dérivation associée à une base de W. Nous nous proposons
d'étudier le rayon de convergence et la croissance des solutions de l'équation dif-
férentielle -^ U = G(X)U dans une classe résiduelle non singulière. On note F la
réunion des classes résiduelles non singulières (c'est-à-dire où le système n'a pas
de singularités). Notons U(Z,A) la matrice, définie pour \ proche de Z, telle que

(6.5.1.1) U ( Z , Z ) = 1 , ^ U ( Z , X ) = G ( À ) U ( À ) .

Canne T*S? = W, il existe une matrice A ( X ) , à coefficients dans ^+ ( ri,
P~
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ainsi que A ^(^)~1 telle que
P

& &
A ^(XWZ^ ̂  ) = U ( Z , À ) A ^ ( Z ) .
P P

o r^ &(m-l)
Pour q = p ,̂ on pose A (X) = A (X)A (À1' )...A ^(À^ ), alors

q P P P

(6.5.1.2) A (ÀWZ^À^ = U ( Z , À ) A (Z) .

Etant donné une classe résiduelle non singulière (donc contenue dans B), on
choisit pour Z le représentant de Teichnnuller de cette classe. Il existe alors q de

la forme q = p^ tel que Z = Z^ Pour la suite du paragraphe, Z et q restent fixés.

6.5.2.- Rayon de convergence,̂  U(Z,À)

Soit À appartenant à la classe résiduelle de Z. Il est bien connu que quand

j -^ + oo, Xe3 -)- Z uniformément en X. Précisément pour tout r < 1, tout c > 0, il

existe j tel que si [ À - Z| < r et j ï j^ alors \\q - Z| < c. (Formulation ana-
logue si Z =00) . Alors si e a été choisi plus petit que le rayon de convergence de
U(Z,À) (qui n'est pas nul) on déduit de (6.5.1.2) que pour un j >. j^

cPA . ( \ ) U ( Z , X 4 ) == U(2 r ,X)A _ ( Z )
q3 q

donc que U(Z,X) converge dans le disque |Z - \\ < r, donc dans toute la classe rési-

duelle |Z - \\ < 1.

6.5.3.- Croissance des solutions

si IV^Igauss = ^PijI^ij^lgauss ^ 1 ' soit c € c? avec

n/ç] =|A (X) j . Alors si on pose B(À) = c A ( À ) , l*équation (6.5.1.2) s'écrit

(6.5.3.1) BÎ^ ÎUÎZ,^) = U(Z ,Â)B(Z)

et l'on a \B(» \^^ = 1.

Supposons pour simplifier que la matrice B(Z) soit diagonal i sable. Soit P la

matrice telle que

P^BÎZ)? = A = ^o ^ yu
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Mors la matrice V(À) = U(Z,À)P vérifie le ntoe système différentiel que
U(Z,X) et la relation (6.5.3.1) devient

(6.5.3.2) BCOVC^) « V(Â)A .

On dit que V est une solution matrice normalisée de notre système différentiel.

Notons \T ... V8 les vecteurs colonnes de V(X) , on a donc

(6.5.3.3) BCCV^À9) « OÏ.V^À) 1 ^ j $ s .

Pour 0 < r < 1^ posons

IV^I(r) »max^ sup,̂ ^ |v^) | « max^ sup^^ |V^)| .

Canne pour |À - Z| > |p| on a j;^ - Z| » 1;^ - Z^ = \\ - Z)^ on déduit de
(6.5.3.3) que pour r > \p\l/q•

(6.5.3.4) [V3)^) ^-r—— IV^Kr3) .
l^jl

. ""lSi |(D . 1 = q J on en déduit que

(6.5.3.5) JV^ (r) = 0(l/(Log r) j) quand r -^ 1 ;

on dit que |v3! (r) a une croissance logarithmique d'ordre au plus a..

(Si B(Z) n'est pas diagonalisablê  on met B(Z) sous fonne de Jordan et on étu-
die sinultanénient les vecteurs colonnes de V correspondant aux sous-matrices élé-
mentaires de la forme de Jordan).

Pour savoir si |v3! (r) a exactement la croissance logarithnique d'ordre a.
(c'est-à-dire n'est pas de croissance logarithmique d'ordre < a . )^ il faut avoir
quelques renseignements supplémentaires sur la matrice B(À).

6.5.4- Remarque

La théorie des applications semi-linéaires de Dieudonné permet de considérer la
néroe matrice A ^(\) pour toutes classes résiduelles B"(Z,1) sans qu'il soit néœs-

P

saire de considérer les A (A) avec des q différents pour les différents Z.
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6.5.5- Cas d'un système différentiel obtenu par variation de la ootaroloqie

Nous naos plaçons dans la situation décrite au paragraphe 6.4. Spécialisons
\ en Z. Alors, pour la valeur de q introduite ci-dessus, T (M -) = M est iso-

q xfz x^Z
norphe à M -. On en déduit une application de IX^ork sur l'espace de cohcnologie

a : W^ W^

et d'après ce qu'on a vu A (Z) est la matrice de l'application a dans une base conve-
nable.

Les ordres de croissance des solutions sont liés aux valuations p-aàiques des
valeurs propres de l'endomorphisme de Dwork. Rappelons que dans le cas où l'on
considère une cohonologie associée à des sonnes de caractères, les valeurs propres
de l'endonorphisnne de Dwork sont les inverses des zéros de la fonction L associée.
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B I B L I O G R A P H I E THEMATIQUE

N.B. Nous ne considérons pas les articles utilisant les méthodes de cohanologie
cristalline.

- Rationalité des fonctions zêta et L.
Méthode précohoroologique :

fonction zêta [Dw 1] [Se 1] [Mo 2] [Ko 1]
Ponction L [Bo 1] [Dw 7] [Re]

Méthode cohomologique :
Fonction zêta (hypersurface non singulière) [IX^ 4] [Mo 23
Fonction L (1 variable) [Ro 2]

- Degré de fonctions zêta et L.
Degré de la fonction zêta (hypersurface non singulière) [Dw 4] [Mo 2]
Degré des fonctions L (1 variable) [Ro 2]
Estimation du degré des fonctions L [Bo 1] [Bo 2] [A-S 1]

- Dimension de la cohomologie - Indice d'un opérateur différentiel.
Cohomologie associée à une hypersurface non singulière [Dw 4] [Mo 23
Cohomologie algébrique [Dw 6]
Cohomologie associée aux fonctions hypergéométriqœs F(a,b;c;x) [Dw 9] [DM 17]

[Dw 18] [He]
Cohamologie associée aux hypersommes de Kloosterman, fonction hypergéométri-

que ^(l,l,...,l;x) [Sp 1]
Cohamologie associée aux produits symétriques de l'équation différentielle

de F(l/2,l/2;l;x), polynôme de Hecke [Ad 1]
Cohamologie associée aux fonctions de Bessel, sommes de Kloosterman

[Dw 16] [A-S 2] [Dw 18]
Cohamologie associée aux sommes de Gauss [By 1] [La] [E^ 17] [rx^ 18]
Cohamologie associée aux fonctions L (1 variable) [RD 2]
Cohamologie associée aux fonctions hypergéométriques ^F^ FBa 2]
Calcul de l'indice d'un opérateur différentiel à points singuliers réguliers

[Ad 3]
Existence d'un indice pour un opérateur différentiel FRo 1 ]
Calcul d'indice pour des opérateurs différentiels [Ro 2] [RD 3]
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- Opérateurs nucléaires et formule de trace.
[EW 1] [Dw 4] [Se 2] [Gr] [MD 1] [Mo 2] [Ite] [By 2]

- Autour de la fonnole de Gross-Koblitz. Dépendance de la coharplogie par rapport
à certains paramètres.

[GK] [By 1] [La] [Ka 4] [Dw 17] [Dw 18] [Ba 1]
- Estimation des valuations p-adiques des valeurs propres du Frobenius.

Zéros de la fonction zêta [Dw 5] [Ka 2]
Zéros des fonctions L [Bo 1] [Sp 2] [Sp 4] [Sp 5] [Ito 2]
Polyncres de Hecke [Ad 2]

- Théorie duale.
Plusieurs variables [Dw 5] [Dw 6 ] [Sp 1]
Une variable [Dw 16] [Dw 17] [AS 2] [Ito 2] [Ba 1] [Ba 2]
Equation fonctionnelle de la fonction zêta [Dw 5]
Equation fonctionnelle des fonctions L (1 variable) [Bo 2]

- Variation de la fonction zêta. Equations de Picard-Fuchs.
[Dw 3] [Dw 5] [Dw 6 ] [Ka 1] [Dw 8] [Ka 2] [Dw 9 ] [Ka 3]
[Dw 11] [Dw 13]

- Equations différentielles p-adiques étudiées par des méthodes cohonologiques.
Fonction hypergéométrique F(l/2,l/2;l;x) [Dw 9 ]
Equation de Picard-Fuchs pour les courbes [Dw 11]

pour les surfaces [Dw 13]
Produits symétriques de l'équation satisfaite par (F ( 1/2,1/2 ; 1 ;x)

[Dw 10] [Ad 1]
Fonction de Bessel [Dw 16] [AS 2]
Fonction hypergéométrique F ( 1 , 1 , . . . , l ; x ) [Sp 1]
Fonction hypergéomé trique F ( a , b ; c ; x ) [Dw 17] [He]
Fonction hypergéorrétrique ^^^1^2 ; x) [Ba 2]

ĉ
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