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UNE INTRODUCTION NAIVE
AUX COHOMOLOGIES DE DWORK

Philippe ROBBA

La démonstration originelle de Dwork de la rationalité de la fonction zéta
pour les variétés [Dw.l] semblait de nature non cohamologique. En fait, une théo-
rie cohamwlogique p-adique était sous-jacente & cette démonstration ainsi que le
montrait l'article [Dw.4], ol Dwork déterminait le degré de la fonction zéta as-
sociée & une hypersurface sous des hypothéses de non-singularité.

Inspirés par les résultats de Dwork, Monsky et Washnitzer ont développé une
théorie cohamologique p-adique formelle ([MW.1], [MW.2], [Mo.1l]) d'inspiration
pPlus géamétrique.

Bien entendu, pour la vérification des autres conjectures de Weil, une théorie
oohamologique campléte était indispensable. Un échec majeur des théories de Dwork
et Monsky-Washnitzer était de ne pouvoir démontrer en général la finitude des co-
hamologies (Monsky démontre la finitude dans le cas des courbes [Mo.1]).

Pour ces raisons, on a vu se développer, avec le succés que 1l'on connait, les
théories de cohamologie 2-adique et cristalline.

Néanmoins, la théorie de Dwork a, sur ses concurrentes, l'avantage de la sim-
plicité, de son caractére explicite, et du point de vue "surconvergent". (Dans
l'article de Berthelot, on verra cament le point de vue "surconvergent" peut
étre introduit dans la théorie cristalline de fagon a obtenir une théorie qui en-
globe la théorie cristalline, la théorie de Dwork et la théorie de Monsky-
Washnitzer). C'est pourquoi cette théorie a continué a rendre de grands services
came par exemple dans 1l'estimation du degré des fonctions L, 1'étude p-adique
des fonctions hypergéamétriques ou des fonctions de Bessel, grace & la théorie de
la déformation, l'estimation de la valuation p-adique des racines des fonctions L,

la formule de Gross-Koblitz pour les sammes de Gauss et sa généralisation.
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Malheureusement, les idées de base de la méthode de Dwork se trouvent bien
cachées au milieu de camplexes calculs. Nous espérons que cet exposé pourra servir
de fil conducteur pour la lecture des articles utilisant les méthodes de Dwork. Si
les idées de base n'ont pas changé depuis les premiers articles de Dwork, certaines
améliorations techniques ont &té apportées, surtout sous l'influence de la théorie
de Monsky-Washnitzer. Nous avons autant que possible tenu campte de ces améliora-
tions et nous n'avons pas hésité & nous éloigner des notations de Dwork pour sou-
ligner le cdté cohamologique et pour travailler sans bases.

A titre d'application, nous montrons cament la formule de trace permet d'uti-
liser les cohamologies de Dwork pour 1'étude des fonctions L (dés le début, Serre
avait observé que les méthodes de Dwork s'appliquaient & 1'étude des fonctions L).

Nous n'avons développé la théorie duale que dans le cas d'une variable car
il nous semble que dans le cas de plusieurs variables, la théorie n'a pas atteint
la mame maturité. On pourra consulter [Dw.5][Dw.6][Sp.1] pour le cas de plusieurs
variables.

Pour ce qui est des équations différentielles p-adiques étudiées par des mé-
thodes cohamologiques, des résultats généraux ont été établis par Dwork et Katz
dans le cas des équations de Picard-Fuchs. D'autres cas particuliers ont été étu-
diés, parfois de fagon trés approfondie, par Dwork, Adolphson, Sperber, Baldas-
sarri. Il serait souhaitable que les résultats particuliers obtenus soient unifiés
dans une théorie générale. Le paragraphe 6 de cet exposé espére, malgré ses défauts,
effectuetr un premier pas en vue de cette systématisation.

Nous n'avons pas mis de références au cours du texte. Nous renvoyons le lec-
teur & la bibliographie thématique pour les références correspondant aux diffé-
rentes parties de cet exposé.
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COHOMOLOGIE DE DWORK

I.- L'ESPACE D2GUE DE MONSKY-WASHNITZER

Pour x ed,';etv € l\lnonpose

\Y V1 Yn
= | =
| %| Taxilxi' S 4 X7 e X0
Sixe (I:p, X désignera son image dans le corps résiduel.
-— - \) = =
Pour Pe cp[x] = cp[xl,...,xnj » P =5 aX , onpose | p| lplgauss
max |a |.
vtV

Ceci définit une valeur absolue ultramétrique sur CD[X] qui s'étend & Cp(x) .

Soit g « Cp[XJ, avec |g| gauss = 1. On pose

= (x eCn;!g(x)|=l et |x| <1} ={x e¢n;|g(x)| >1 et |x| <1}

(A est le relévement en caractéristique 0 du camplémentaire de l'hypersurface d4'é-
quatlon 3(x) = 0 en caractéristique p) et pour chacue e < 1 on considére les
"voisinages tubulaires ouverts et fermés" de A

]

A; {x e GZ;; [gx)] > e et |x| < 1/e}

+
A
e

{x ¢ C‘;; lgx)] > e et !x' = 1/et.

On note ;’G(A+) _'algébre des éléments analvtiques sur A (& coefficients dans
(I ) ¢c est—a—ch_re 1'espace des limites uniformes sur A de fractlons rationnel te:

sans singularités dans Ae.

L'espace dague % (A) de Monskv-Washnitzer

2R = U %A = lim ind %(AD.
P e . e
e s
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On considérera aussi 1'espace des fonctions analytiques sur A;

AR = 0 @', = lim proj ', .
e e'>e e o e et

'Ch a également

e o= uae) .
e<l
Nous utiliserons souvent la propriété suivante : si la série entiére a une

i +
variable v = I, aixl a rayon de comvergence R et si u e 7 (A) vérifie
lu|

ganss <R, alars vou ¢ f&zt(A).

1.
On cbservera que & (a) ne dépend que de A et donc que de g ¢ F_[X] (on note
par F_ la cldture algébrique de l’p), alars quej) (A;) et %(A;) peuvent dépendre
du choix du relévement g de g.

Nous avons adopté les définitions de fonctions analytiques a la Krasner
par goQt personnel, les définitions en temme de fonctions analytiques rigides
a la Tate sont éguivalentes (et peut-2tre mieux adaptées au probléme considéré).

Cas particulier de la dimension 1 (n = 1)

Alors 1l'ensemble A est de la forme

S
A=80,1 - U

B(c.,17)
=1

ol les B(cj,l_) sont des classes résiduelles distinctes. On peut pour d&finir
%T(A) supposer que g(x) =T (x - cj). Alars

j
s -
A’ =BO,(1/e)") - U Blcye)
e . J
J=1
et
gAh = £=1, axt+rg . —ld _ , qyp la,let =0
e izo % RS PR S S L
J
vV j lim |a |e1=o)
et L I ‘
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‘COHOMOLOGIE DE DWORK

2.- COHOMOLOGIE DE DE RHAM ASSOCIEE A UN MODULE DIFFERENTIEL

2.1.- Modules différentiels

Sur 1l'espace %T (3) agissent les dérivations ai = di , 1< i

i

IA

n.

Un module différentiel M sur IGT(A) est un module sur )’6* () sur lequel agis-
sent les dérivations ai en respectant la forrnule de Leibnitz et la forrule de
Schwartz : pourtoutae%T(A) et tout m e M

]

ai(am) ai(a)m + aai (m)

Biajm ajaim .

Nous supposerons toujours (et nous ne le répéterons pas) que notre module M
est libre et de rang fini. Soit alors une base
1
F= } de M.
Fy
Les dérivations ai sont alors entiérement caractérisées par les matrices de

dérivation

_ i
(2.1) aipj = Zznjz F, .

Par abus de notations, nous écrivons M = F(’G?)k avec la correspondance pour
U= (Uy,eeey) e TAN

u.F +— Zu.F.
]3]

Cette notation a 1'inconvénient de privilégier une base, et il ne faudra pas
oublier que 1l'on a des définitions équivalentes de notre module différentiel par
changement de base. Par contre 1l'avantage (surtout dans le cas d'un module de
rang 1) sera d'interpréter F camme une solution formelle du systéme (2.1) et au
lieu de définir M par les égquations (2.1) on définira M a 1'aide de la fonction
formelle F.

EXEMPLES.- (rang 1) a) Soit £ ¢ C_(x), |£] = 1, n'ayant pas de singularités
L
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dans A. Soit 7 € Cp solution de P! = -p. Posons F = exp nf. Le module F16+(A)
est le module de rang 1, possédant une base F, les dérivations étant définies
par

aiF = ﬂaifF .

b)801tfe¢(x),|f|-1 ne s'annulant pas dans A et n'avant pas de singu-
larités dans A, et soitu ¢ Z,. Posons F = f*. Les dérivations dans M=F &' (a)
sont définies par

_F = a(aif/f)F .

2.~ Formules de changement de base

Notons Gi = (n§1) la matrice de la dérivation ai dans la base F. Les formules
(2.1) s'écrivent alors

F> /F1>
3. F=G,F , 9. =G.K: .
i i i F i F

k k
Si 1'on considére une nouvelle base F, on a la matrice de changement de base
H e G, (87) telle que F = HF. Alars d'aprés la farmile de Leibniz :

e,

= _ _ _ -1~ -1~
aiF = a.l(HF) = (aiH)F + HaiF = aiHH F + HGiH F .

Les muvelles matrices de dérivation sont donc

G =HGH '+ ml .
i i i
Autrement dit, deux familles de matrices de dérivation (G,) et (?;i) sont &qui-
valentes (définissent des modules différentiels isamorphes) s'il existe
H e le(f&f) telle que

GiH-HGi=BiH pour 1<is<n .

Dans le cas de rang 1 les formules se simplifient (car les 1 x 1 matrices
cclmutent') AlorssiaF-nFetaiF-nFonan i+aiu/uavecuet
616 (ce qui &quivaut & F = uF).

EXEMPLES.- a) Reprenons l'exemple a) de 2.1. Soient f et f ¢ C_(x), n'ayant pas
de singularités dans A, telles que |f| =1, |f| =1 et |f - F| <1 (donc f=§).
Camre la fonction exp X a rayon de convergence 1, exp w(f - ) appartient a f(j a).
Par conséquent F = exp nf et F = exp nf définissent des modules différentiels cano-
niquement
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COHCYOLOGIE DFE DWORK
isomorphes puisque F/F est un &lément inversible deif (A). On définit donc un mo-
dule différentiel M qui ne dépend que de f.

b) Reprenons l'exemple b) de 2.1. Soient £ et fec (x), n'ayant ni singula-
rités ni zéros dans A, telles que |f| = |£| = 1 et |£ - %I < 1. Soit ae Z,. Alors
onall- g] <1let £ n'a pas de singularités dans A. Come o e Zp' la fonction

£

(1 + x)% a rayon de convergence 1 et donc, si on pose F = £ et F = £,
F/F=(1-Q —:f;))a appartient 2 %*(A) ce aqui montre que F et F définissent des
£

modules différentiels canoniquement isamorphes (donc un module différentiel M qui
ne dépend que de f).

2.3.- Cohomologie de Dwork

Nous noterons 97 1'espace des j-formes a coefficients dans le module différen-
tiel M (O £ j < n, n narbre de variables). La différentiation extérieure d envoie
o? dans Qjﬂ, nous écrirons dj : 09 - Qjﬂ. On peut alors considérer le camplexe
de de Rham

d-l do dn—l dn
© 0 — @ — @l v m ™! ot — o.

Cette suite n'est pas exacte. Il lui correspond les espaces de cohamologie
(cohamologie de Dwork)
3 _
H” = Ker 4./Im 4.
3710 451
Alors se posent aussitdt les questions naturelles :

a) La cohamologie est-elle finie ? (c'est-a-dire ch'.n}t H < pour tout i)
| 1%
b) Si oui, calculer dim H7.

Notons que quand la cohamologie est finie, il est naturel de considérer la ca-
ractéristique d'Buler-Poincaré du camplexe (C)

x(C) = Zj(-l)jdim B

(Si 1'on a une suite exacte de camplexes
O*CI*CZ*C:;-*O

alors
x(C,) - x(Cz) + x(C3) = 0)

L'une des insuffisances de la théorie est que 1'on ne posséde pas de réponse
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tout & fait générale 3 la question a). Pour des réponses partielles voir la bi-
bliographie.

Nous allons cependant indiquer pourquoi il est intéressant de travailler
avec 1'espace #'. Si 1'on utilise 1'espace #(A) des &léments analytiques sur A,
on n'a, pour les modules différentiels ut.i.lisés dans les applications, jamais
une cohamologie finie. Si 1'on utilise U(A ) on peut avoir parfois une cohamolo-
gie finie, parfois infinie. Avec AR ﬂ'(A ) on obtient une cohamologie
finie (du moins chaque fois que 1'on sait r&xmdre a la question : la cohamologie
est-elle finie ?)

2.4.- Cohomologie rationnelle

Posons £ =C [x reeesX +1/g(X)] O g est le polyntme qui a servi i définir A.
Su;posmsquepwrmebaschawenabledeMlesmatncesdedérivatimdesa
aient leurs coefficients dans £ c % . On peut donc considérer que l'on a
M=M e %T(A) ol M, est un £ -module différentiel. On peut alors considérer le
ccnplate de de Rham (C ) attachs a M ainsi que les espaces de cohamologie associés
HJ dits espaces de oohmologie ratimnelle Dans le cas ol g = 1 on sait montrer
que les cohamlogies rationnelles sont finies [Dw.6].

Par ailleurs came on a une injection du ccnplexe (C ) dans le camwplexe (C)
on en déduit des applications canoniques HJ -+ HJ. La question se pose de savoir
si ces applications sont des 1sanorptusnes.

Dans le cas d'une variable on montre facilement que
Hg + H° est injective
et (en utilisant le fait que £ est dense dans FANTYY)
1

Hé + H® est surjective.

I1 en résulte donc que X(Co) < x(C) et que 1'on a &galité si et seulement si
les deux cohamologies sont isamorphes

3. ACTION DE FROBENIUS

3.1.- Action de Frobenius sur U* .

Sig-= pu on sait que 1'application x — x% est un autanorphisme de F_et
que les points fixes de cet autamorphisme sont les &léments de I’q.

Considérons un relévement en caractéristique O du polynfme &£ , c'est-a-dire
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soit T ecp[.X] avec deg T = p et T (x) =xpe]E‘m[x]. Pour u entier > 1, on note

T, =T ..o T (u fois), donc ?u(x) = x3 avec q = p*.

Soit g € Cp[)(] le polyn®me qui a servi a définir A. Si 5 € I‘q[XJ, 1'applica-

tion ru : (xl,...,xn) — (ru(x ),...,r (x )) laisse A globalement invariant, et
1'on voit que 'r* : u;-—.uoru envoie & (A) dans 1u1-m§re (Ceci est encore un
avantage de cons:.dére_r %T en effet 1' n'envoie pas IG(A ) dans lui-mdme mais

dansunlé(A.)avece <e) .

3.2.- Action de Frobenius sur M.

On peut également définir une action r: sur le module différentiel M. Etant
donn@ une base F de M, on a interprété F camme une solution formelle du systéme
2.1. Le module T:(M) aura méme rang que M et aura formellement pour base f=Fo;r_u,
pour cette base les matrices de dérivation sont donc

3.F. = Ly (x )Z T (nﬂ e

On a l'application de Frobenius 'r: : Mo T: (M)
Iu.F It (u,)F
s ok BT L U
On vérifie qu'l un isamorphisme prés ces définitions ne dépendent pas de la
base choisie dans M.

Si le module différentiel -r:(M) est isamorphe 3 M on dit que M a une struc—

tufe de Frobenius forte. .
(1. est un endomorphisme de la catégorie des & (A)- modules différentiels).
Cas d'un_module de rang 1

On a alors un seul vecteur de base I'. Dire que r:(M) est isamorphe & M revient
a dire que (du point de vue des matrices de dérivation) tout se passe camme si 1l'on
avait For = ¢F avec v et et e’ @), ouencore on peut interpréter

¢ =Fo I_u/F came un élément de h’,? (A) (ainsi que c-l).

Reprenons les exemples du paragraphe 2.1.

a) F = exp nf, avec f ¢ Cp(x) sans singularités dans A, |figauss =1. 8i f ¢ I’q(x),

qy o q_ o < i
alars £(x7) - £(x)7 = 0 donc |f 1, fqlgauss 1. On peut donc écrire

F/F°lu =exp1r(f-fq)expw(fq-fo1v) =eq(f)exp n(f? - fo:u) .

Cannelafonctioneq(x)=expn(x-xq) a rayon de convergence R > 1 et que
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fe %?(A) avec 'flgauss 1, onendédu:.tque b, () ¢ 5 (A) . Came exp mx a

rayondeconvergenceletquefq—for e X (A)aveclfq-f ~ulgauss<1'°n
endéduitqueacpn(fq-for)ei& (A) DoncF/Fo'r s'interpréte comme un é&lé-

ment de %' (a).

Notons que 3, F/F = na e £ . Donc notre module différentiel M provient d'un
£ -module M. Notons que l'apphcatmn 'r transforme des fractions rationnelles
en fractlons rationnelles. Supposons que g soit tel que Tu transforme £ en lui-
méme. On peut alors considérer le £ -module différentiel Tu (M) Mais 'ru (M) n'est
pas isamorphe a Mo car F/F o I est essentiellement une fonction analytique et
n'appartient pas 8 £ . L'action de Frobenius ne pourra donc 2tre définie que pour
la cohamologie analytique et non pas pour la cohamologie rationnelle.

b) F=£ avec ae Ep et f ¢ cp(x) sans singularités ni zéros dans A,
lf!gauss = 1. On peut écrire
Frer = 20D (¢ Vg0 |
~H ~u

Sife ]I-‘ (x), alors |1 - £, Tulgauss <1et fq/f»-ru cxia. Came de
plus la fonctmn a+x%a rayon de convergence 1 (carc € Z ) (£ T, ) appar-

tient a ﬁ

Si de plus a(l - q) € Z’ alors fu(l_q) € 25 (A) et par conséquent F/F°T
s'interpréte camme un élément de A a).

Cas_général

Soit G la matrice de la dérivation 3 relativement é la base F (cf. § 2.2).
Les mar_nces des a relamvenent ala base F=Fo T, de i *(M) sont
Ei = T;;(xi)Gi °T, Dn‘e que T * (M) est isamorphe a M rev1ent a dire qu'il existe

+
H e Gtk(b (A)) telle que

A

' ° - = i
Tu(xi)(G Tm)H HG aiH pour 1 < 1i<n.

3.3.- Action de Frobenius sur le complexe de de Rham (C).

Considérons le cas ol notre 5“ (A)-module différentiel M a une structu.re de
Frobenius forte (c'est-a-dire qu'il existe g = p tel que g ¢ I‘q[X] et que 1‘ (M)
soit isamorphe & M). On peut alors définir une action de Frobenius F‘rob(:;| sur 1l'es~
pace des j-farmes différentielles par la formule (pour m ¢ M)

70



COHOMOLOGIE DE DWORK

1 j 1 1 h *5

et en la prolongeant par linéarité.

3 o * e : |
(3.3) F‘robq(m dxi Aceoh dxi ) Tu(m)Tu(xi Yeeo T (xi )cleL Ae.on dx,

Il est clair que l'action de Frobenius cammte avec la différentiation exté-
rieure, donc que 1l'on a défini un morphisme de camplexe F‘robq de (C) dans lui-méme.
Il en résulte une action de Frobenius sur les espaces de cohawlogie, on la notera

.2 Hj Hj.
BJ b

Alors que le morphisme Frob dépend du choix du relévement T, on peut montrer
que les applications Bj ne dépendent pas du choix du relévement.

3.4.- Application de Dwork

Nous nous proposons de définir un inverse a gauche a 1l'action de Frobenius.

Soit u e 4 (A). On définit la fonction ¥_(u) par la formule

(3.4.1) ¥ () (x) = 1/ E— —uly)
q T, (E{):x T (yl)...'r (yy) I, ) =x Jac(;r,u) (y)

ol Jac (r ) désigne le jacobien de 1l'application L, On démontre que ceci définit
un elénent de ?L?T (a) . (Paur les valeurs de x pour lesquelles le dénaminateur peut
devenir_infini, la valeur de la fonction est définie par continuité). De plus on a
3.4.2 y_(u)
(3.4.2) |y (]

gauss < |y gauss

Posons w (u) = \P (ur'(x )...T'(x )). Siu ex’,T(A), on a donc u; (u) e%T(A).
Par allleurs, camme 1‘equat10n Ty (v ) = Xy posséde g solutions pour chaque i, 1'ée-
quation i (x) = y posséde donc gq" solutlons et on a donc pour tout u € 76 (A)

wq(r:(un = q'u
ou encore (en tant qu'opérateurs sur 5* (a))
*x _ n
(3.4.3) wq T, =d d .
Observons que l'on a également pour tout a e w! (A) la formule évidente
*
wq(ru(a)u) = dwq(u)

Considérons alors notre module différentiel M avec structure de Frobenius
forte.
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N

SoitHlanatricedepassagedelabase?=FerualabaseF:F=
Pour m=u.F ¢ M on pose

= uH) .F et = .
‘l’q(m) ‘!‘q( ). wq(m) wq(uH)
(a2 droite on applique ‘Pq (resp. wq) & chaque camposante du vecteur ligne uH-l) .
On a clairement (en tant qu'opérateur sur M)
* -
(3.4.4) ot} = dud .

On définit alors l'application de Dwork Dw% sur l'espace des j-formes diffé-
rentielles par la formule (pour m ¢ M)
1 1
T (xl) ey (xn)

(3.4.5) Dwd(max, A...ndx, ) =¥ (m — . ) X, A...n dx
q i, ij q T (xj?... N (xij) i, ij

et en la prolongeant par lindarité.
I1 découle immédiatement de la formule (3.3) et de (3.4.4) et (3.4.5) que
DwJ o Frob) = g™1d .
q q

On vérifie sans trop de peine que l'application de Dwork cammte & la diffé-
rentiation extérieure. C'est donc un morphisme de camplexe de (C) dans lui-méme
et 1'on a

Dw_ o Frob =qn“Id.
q q

Il en résulte une action de Dwork sur les espaces de cohamwologie on la notera
o : B 5 H). On a bien sir

ujij=and

et donc, si H) est de dimension finie, “j est un isamorphisme de HJ.

Cmmeonavuquee nedéperdaitpasductn:xdurelévanentr, il en résulte

(auminsdanslecasdnnﬂj<+m) queajnmplusnedépemlpasdurelévetmt-r,

3.5.- Formulation particuliére de l'application de Dwork

Considérons le cas particulier ol A est défini par le polynlme g(X)=X1X2...xn.
Alors
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t _ _ v |v]
L@ ={u=} . a x avec ljml\’l-"”
veZ

pour ur. e < 1 non précisé).

lav]e- =0

Choisissons camme relévement du Frobenius t(x) = x*. Alors Ppour u e }L”T (A)

™ulx) = J avxpv
veZn
et
pulx) =t J uly) =p" ] a x°.
P i n PV
Vi veZ
dxi
Si 1'on prend camne base des formes différentielles les R 1l'action de Fro-
. i
benius dans Q7 donnera (en admettant que ™M =M
dxi dxi dxi d.xi
Frob? (m 1 Aeeon —) ='r*(m)pj 1 Aeeon —2
P X X x; Xy
1 j 1 J
et 1'action de Dwork donnera
dxi d.xi dxi dxi
DXJ(m—ll\-.-/\ —4 =y (lﬂ)p—J Lo —2.
PoX X, p X; Xy
1 3 1 j

3.6.- Factorisation du Frobenius

Lorsque la cohamologie dépend de certains paramétres, la,valeur g = pu qu'il
faut prendre pour pouvoir définir un endamorphisme de Frobenius pour notre camplexe
de de Rham (C) peut déperdre de la valeur du paramétre. On a alors intérét a facto-
riser notre application de Frobenius (et de Dwork) en facteurs correspondant a la
camposition par 1 (ce qui en caractéristique p correspond au changement de varia-
ble X —=xF) .

Notons ¢ un utamorphisme de G_‘p qui reléve 1'autamorphisme de Frobenius de
¥ . Nous noterons également ¢ la bijection correspondante de tr; . On notera A’
1'image de A par o. Alors 1'application T : u+—Uo 1 définit une application de
%' (2% dans %' (A). On dira que le % (A%)-module différentiel s(M) est un suc-
cesseur de M si M ¥ 1*(s(M)). (On demande de plus pour M et s(M) d'étre entiérement
solubles dans le polydisque générique du polydisque unité, c'est-a-dire qu'il existe
Fl.. .Fk analyticues dans le polydisque unité ouvert, linéairement indépen-
dantes, satisfaisant le systéme (2.1) ; cette condition est autamatiquement vérifiée
si M a une structure de Frobenius forte ; sous cette condition s(M) est uniquement
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déterminé 3 un isamorphisme prés).

Notons s(C) le camwplexe de de Rham associé a s(M). On a 1'application de Fro-
benius 1=‘1:obp : s(C) » (C), qui est un morphisme de camplexes, définie sur 1'espace
des j-formes différentielles par la formule (avec m € s(M))

j = % ] ]
l‘i‘obp(rld{i Aeeoh d{ij) =1 mT (xi ) eee T (xi_)dxi AeooA dxi.

1 1 3j 1 J

(et prolongée par linéarité).

Pour u ¢ %' (A), on définit \l‘p(u) par la formule

u(y)
r'(yl)-..r'(yn)

?

Wp(u) (x) = }

ceci est un &lément de #' (A ). On pose wp(u) =\l’p(m;(x1) r'(xn)).

Si F est une base de M, notons s(F) la base de s(M) telle que s(F) o1 = F.
On définit 1'application \llp : s(M) » M par la formule

k k

.S(F,)) = )F..
L qu(FJ)) oy (u)

Yo

J

On obtient alors le marphisme de camplexesde Dwork pr : (C) » s(C) défini sur les
j-formes différentielles par la formule (m appartenant & M)
T'(Xl)...T'(X )

= n_,
AeesA dxi.) ‘l’p(m T'(Xi AL .), d.xil AeesA dxij.
J

de(ndx.
p 1 J 1 i

OnaencoreproProbp=pId .

Exemples (cas de rang 1, on reprend les exemples du § 3.2).

Pour £ ¢ C_(x) on note £° la fraction rationnelle obtenue en appliquant o aux
coefficients de f. (Cette définition ne dépend pas de la représentation de f!). Si
£ = = P - o
£l ganss 1 alars Ifo'gauss let|f £° ngauss
singularités dans A (resp. n'a ni zé&ros ni singularités dans A), £ n'a pas de sin-

< 1. De plus si f n'a pas de

gularités dans a° (resp. n'a ni zéros ni singularités dans a%).

1) Soit F = expn f avec £ ¢ € _(x) sans singularités da?s A, ]f!qauss = 1. Suppo-
sons ¢ choisi de telle sorte que o(n) = n. Alors le % (A")-module différentiel

défini par F= expn £0 est un successeur du %' () -module différentiel défini par
F. Notons cue F n'est pas Fo 1- Les formules qui définissent pr dans les bases F

A -~
et F font alors intervenir la matrice de passage de F & F - -
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H(x) = expm (£2(x(x)) - £(x) = Fo1/F.

2) Soit F = £~ avec ae Z,, et £ ¢ C (x) sans zéros ni singularités dans A,

If|gauss = 1. Soit Be Z_tel que @ - pBe Z. (B est un successeur de o). Alors le
%' (2% -module différentiel défini par F = (£°)f est un successeur dau %1 (a)-module
différentiel défini par F. Encore une fois F n'est pas Fo T et il faut faire inter-

venir la matrice de passage de F a Fot : H= I:”ol/F = (£9 o /P BePha,

4.- LA FORMULE DE TRACE

La raison principale pour introduire la transformation de Dwork est qu'on peut
développer pour elle une théorie de Fredholm : trace, détemminant de Fredholm,
résolvante.

4.1.- Opérateur nucléaire

Soit U un espace vectoriel sur Cp et soit L une application linéaire de U dans
U. On dit que L est nucléaire si

a) pour tout X ¢ Cp il existe une décamposition U = N, e w/\ ol N)\ et W, sont des

A A
sous-espaces invariants pour L, N)‘ est de dimension finie, 1 - AL est nilpotent

sur N)\ et bijectif sur w)\.

b)pourtoutr>Oilyaunncmbrefinide>\ettptelsqueNA#{O} et |\| <r.

Pour L nucléaire on peut donc définir sa trace

(4.1.1) TrL = ] faimN
N, #{0}

(c'est la same des valeurs propres de L camptées avec leur multiplicité algébrique)

et le déterminant

)

dim N o
t A S,,S
(4.1.2) det(1-tL)= T -9 =exp(- § Tr(L7)t"/s)
N, #{0} ' s=1

qui est une fonction entiére de t. (Ici 1 désigne l'application identité).

Considérons le cas ol U est un espace de Banach possédant une base orthonor-
male (ej) . On dira que l'endamorphusme L de U est camplétement continu si c'est la
limite uniforme d'une suite d'opérateurs de rang fini. Le résultat essentiel de la
théorie est que tout op2rateur caplétemen* continu est nucléaire. De plus si l'on
note (cij) la matrice de L relativemer: a la pasc (G

-



Philippe ROBBA
(L(ej) = ); cijej) on a la relation

Tr (L) =§ cjj'

4.2. Formule de Trace

L'opérateur Y (d6fini au § 3.4), vu came opérateur de %' a) dans lui-méme,
est un opérateur nucléaire. Cela se voit en montrant que, pour e < 1 voisin de 1,
¥ _ envoie contin@ment %(Ae) dans un J5(A,,) avec e' < e et que 1'injection cano-
nique de % (A_,) dans & (a) est campldtement continue ce qui prouve que Yq est un
endamorphisme complétement continu deﬁ(Ae) . Came par ailleurs on.peut trouver
une base orthogonale cammune des M(Ae) on voit que det(l —t\vq) ne dépend pas de
e, donc pour chaque ) ¢ a:p les NA ne dépendent pas de e, d'od la nucléarité de \l’q
dans #6'm) = U @)

e
Soit H ¢ le(/ﬂT(A)). Alors 1'application g de (76" @)X dans lui-meme
g :u= (ul,...,uk) I-—"i'q(uH)
est nucléaire et 1'on a

Tr H(x)
(-r‘: (xl) -1L... (rl: x)-1)

(4.2) Tr 6 =
T (X)=x
~d

XeA
(od bien sir Tr H désigne la same des &lé&ments diagonaux de la matrice H).

4.3.- Application 3@ la transformation de Dwork

Considérons la situation décrite au § 3.4 en gardant les notations de ce pa-
ragraphe.

Il résulte immédiatement de la définition (3.4.5) et de ce que 1l'on vient de
voir que 1'endamorphisme mé de ) est nucléaire et il résulte de la formule (4.2)
aue

'PL’DNj= z ( O TI'H(X) T IT'(X )..-T'(x. ))
q T (X)=x (Tu(xl)'l)---('[u(xn)‘l) %) il u ln_j

XeA

la derniére samme portant sur toutes les familles de n-j él&ments distincts
(4)0e-w0dy 5 de {1,...,n} (il ya (’j‘) termes) .
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Came 1l'on a

n .
' - ' -] = —1yJ [ [
(1, () =D een(rilx)) =1 1 (-1) Trylxg JeeetilXg )

j=o 1 n-j
on en déduit
n . .
I D¥teowd= §  TrHEHE) .
j=o 9 1 e
X€A

Camne les opérateurs de sont nucléaires on en déduit facilement que les opé-
rateurs quotientsa. (aglssant sur HJ) sont aussi nucléaires (c'est évident si n)
est de dimension finie). De plus on a

n . . n .
] (Dol =] (-1rra,
j=o * o ’
ce qui donne finalement
n .
(4.3) Y (D¥ra.= § TrHX) .
j=o J Iu(x)=x
XeA

4.4.- sommes de caractéres

SiacF_, alorsae!’ pour un certain q = p"l donc satisfait la relation
a¥d - a=0. came 1’ équatlon ¥¥ - X = 0 a des racines simples dans F_, il existe
un unique élé&ment de Cp' solution de X¥ - x = 0 qui reléve a. Cet &€lément est appe-
1é le représentant de Teichmuller de a et sera noté Teich(a). On voit facilement
que cette définition ne dépend pas du choix de q tel que a ¢ F_ et que pour tous
a et b deF, Teich(ab) = Teich(a)Teich(b).

Donc 1'application Teich : I‘; - Cp est un caractére multiplicatif sur I‘q. De
plus c'est un générateur du groupé des caractéres multiplicatifs, c'est-a-dire

que si yx : I‘; - Cp est un caractére multiplicatif, on a x = Teich® pour un certain
s entier O « s s g-1.

Soit r € Cp une racine primitive p-iéme de 1. L'application w_: a ca de F

dans Cp est un caractére additif. Il en résulte que l'application wq de Fq dans Cp

w_ : ar w_(Tr a)
¥ :F
q P a7 p
est un caractére additif sur ]F‘q. On montre que pour tout caractére additif ¢ sur

rq il existe c el“q tel que w(x) = wq(o().
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Soient alors g erq[x], fethe rq(X) telles que £ (resp. h) n'ait pas de
singularités (resp. ni singularités ni zé&ros) en dehors de 1'hypersurface g = O

Posons

(4.4.1) S(f,h;g) = ) Teich(h(x))mq(f(x)) .
xe!grg(x)#o

D'aprés ce que nous venons de voir les sammes les plus générales de carac-

teres se représentent de cette fagon. Camme exemples de sammes de caractéres citons
les sammes de Gauss, sammes de Jocabi, sammes de Kloosterman. Nous nous proposons
de donner une interprétation de ces sammes 3 1l'aide de cohamologies de Dwork.

On connait gréce 3 Dwork une représentation analytique des caractéres addi-

tifs. Nous avons d&jad introduit les fonctions ep(x) = exp m(x - L) et

Bq(X) expn(x-x) e(x)e (xp)...e (x‘p ) qui ont rayon de convergence > 1.
Sllonacho:Lsipour-nlasolutionlaplusprochede;-l on montre alors que
pourx€Fq

(4.4.2) wq(X) = eq(Teich X) .

Soit T un relévement du Frobenius camme dans le paragraphe 3, soit gik e C [X]
un relévement de g, soient £ et h" € C pX) des relévements de f et h tels que
£ (resp. n ) n'a pas de smgularités (resp. n'a ni singularités ni zéros) dans
l'ensemble A = {x € c; ; |g"(X)| =1 et |x| s 1}, alars la same (4.4.1) peut 8tre
réécrite sous la forme (g.§6.3 de (Ro2)

(4.4.3) S(f,h;q) = Z H(x)
xeA,g_u (x)=x

* d  1/(1-q) *
L L) By(£" () exp m(£* 9= £* (g ().
h* (g, ) M

CameHe’Co(I-\) (443)abienunsens

od H(x) = h" (x) (

Formellement
HOoo = (0" G0/ (g, 000 Y O e mie" 00 - £ g 000
Considérons alors le %f(l\) -module différentiel M de rang 1 défini par
Fu h*l/(l-q)acp" & .
(On cambine les exemples a) et b) du § 3.2). Alors
F/Fel, =H .

78



COHOMOLOGIE DE DWORK

En vertu de la farmule de trace (4.3) (attention ici H a été remplacé par Y
on obtient

n .
(4.4.4) S(fhig) = ] (-DImwa. .
j=o )
4.5.- FONCTIONS L
Considérons une extensionF _ de I‘q. A tout caractére multiplicatif yx sur

Fq on associe de fagon canonique le caractére multiplicatif Xg SUr F s

S
Xs(x) = Y (N X) = X(x(q 1)/(q 1))
F s :Il:‘q
q .
et 3 tout caractére additif y sur Fq on associe le caractére additif bg Sur F s
q
a qs-l
ws(x) = w('I‘rF g X S VEEXTH L4 X ) .

S
q

Donc & toute samme S de caractéres sur F_ on associe de fagon canonigue une
same S de caractéres sur F _. Dans le cas de la samme (4.4.1) on obtient
q
s
(4.5.1) S_(£,hiq) = ) Teich(h!T /@D g, (£0) .

xel"ns,glx)#o q
q
On oconstruit alors la fonction L attachée @ cette samme de caractéres

(4.5.2)  L(£,hig;T) = exp( | S_(£,hig)T"/s)
s=1
Camme dans le paragraphe nrécédent, on peut réécrire la samme (4.5.1) sous la

forme

(4.5.3) S_(f,h;g) = ) H(X)H(T (x)...H(z (x))
s % Arlu(’()"x ~u ~u(s-1)

ce qui donnera gréce a la formule de trace
n 3 s

(4.5.4) s_(f,hig) = ] (-D°Tr oy -
j=o

On en déduit alors l'expression pour la fonction L (cf. formule 4.1.2).

n (-l)j‘l

(4.5.5) L(f,h;g;T) = N [det(l = Tr a.)?
j=o .
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Si 1'on sait que les ﬂj sont de dimensions finies, on en dé&duit que la fonc-
tion L est rationnelle. La connaissance des dimensions des HJ nous renseigne sur
les degrés des numfrateurs et dénaminateurs. Enfin on voit que degré(L) = degré
du numérateur - degré du dénaminateur est - x(C) ol x(C) désigne la caractéristi-
que d'Buler-Poincaré du camwplexe (C).

Notons qu'on peut obtenir la rationalité de L sans savoir que les Hj sont de
dimension finie. En effet on dé&duit de (4.5.5) que L est une fonction m&ramarphe
dans Cp. On peut alors utiliser le critére de Borel-Dwork pour en déduire la ra-
tionalité de L. Une telle démonstration peut &tre qualifiée de pré-cohamologique.

4.6.- Nombre de points d'une hypersurface

Nous allons simplement indiquer camment le nambre de points d'une hypersur-
face peut s'exprimer a l'aide d'une samme de caractéres, ceci permet d'exprimer
la fonction z&ta came une fonction L.

Considérons 1'hypersurface affine V dans Ig définie par 1'équation g = O ol
gqu[X]. Notons N le nambre de rq-pomtsdev.'ma

N = ;] 1=4"- ) 1
Xe Fpy,g () =0 xef’:;,g(x)#o

(4.6.1.) N=q" -5(0,1;9) .

Donnons une autre farmulation. On  utilise le résultat classicue que si w est
un caractére additif non trivial sur F

q

7 O si a#b0
wlax) =

xcrq q si a=0.

Rajoutons une variable X, et notons (xo,x) un point de F:;l. Alars

1
N =—
3 z . EF wq(xog(x))
xc}g o

(4.6.2) N = cll Sx g(x),1:1) .
Il est facile de voir que le nambre Ns de F s-points de V est donné dans le

premier cas par q
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= oS .
N, =g §4(0,1:9)
et dans le deuxiéme cas par
N =L s (x g(x),1;1)
s qs s Ko X/ 12 :

Donc la fonction z&ta Z (T) = exp( ) NsTs/s) sera dans le premier cas
s=1

z,(T) = (1 - qn "L, 1:g;m

et dans le deuxiéme cas
zZ,(T) = L(xog(X).l;l;T/q) .

Donnons encore deux autres expressions importantes de N & 1'aide de sammes de
caractéres.

-Revétement de Kummer

Soit f ¢ I‘q[X] et soit d|{g-1. Considérons 1'hypersurface V dans F‘:l définie
par l'équation

yd =f(x) .

On montre que le nambre N de Fq-pointsdeVest

N=g"+ ) Teich(£1 (@1 /8 y))
1sisd-1 XeFy, £ (x) o

N=q"+ ] s @y

l1<isd-1

-Revétement d'Artin-Schreier

Soit £e¢ F_[X]. Soit r tel que Fr c:l"q. Considérons 1'hypersurface V dans
I':H définie par 1'é&quation
Y -y=£fx .

On montre que le nambre N de }‘q-points de V est
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N= D agaEm)
acF, o F
q
N= [ S(af,1;1) .
aEFr

5.- THEORIE DUALE. STRUCTURE SYMPLECTIQUE

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au cas d'une seule variable.

5.1.- Les espaces R et R'

Etant donné une classe résiduelle c de ¢p’ on choisit un représentant privilé-
gié c de c (on prendra toujours le représentant « pour la classe résiduelle ®). On
note

R, = espace des fonctions analytiques dans la classe C (mlles 3 1'= si c=w)
Ré = espace des fonctions analytiques dans une couronne

r<|x-cl <1 (<|x|<l/r si c==) (avec r<1 non précisé).
Cette définition ne dépend pas du représentant c choisi.

Soit S un ensemble fini de classes résiduelles (avec = ¢ S) et S 1'ensemble
des représentants des &léments de S. On pose A =P(¢p) - U ¢c. On note

CeS
R(A) = @ R-
CeS c
R'(A)= @ R. .
gs ©

Observons que, pour tout ¢ ¢ S, %T (A) c RL. Oniplonge 7' (a) dans R'(A) dia-
gonalement :

u+ (u,u,...,u) .
On vérifie que 1l'on alors

R'(A) = %?(A) ® R(A) .

5.2.- Intégration et dualité

Pan'ueRé,siE#;,onau= )) av(x-c)\’dansunecourmner<|x-c|<1,
on pose ve Z
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Resc_:(udx) =a_

L= - v
sia=w~onau=Iax dans une couromne 1 < [x| < 1/r, on pose
VeZ

Resg(udx) = -a_,.
(Cette définition ne dépend pas du représentant choisi).

Siu-= (u-) s—eR'(A),onDose

J , uwix=- | Resg(ugx)
3 A ceS
(Dcplication de la notation : pour e < 1, considérons le voisinage A de A
—:IP(C ) = UB(c,e’), od Blw,e ) = {x;|x| > 1/e} et la frontiére aA U Clc,e),
p ceS ceS

ol C(c,e) désigne le cercle de centre c et de rayon e, orient&e canoniquement. Pour
e assez proche de 1, aA est dans le damaine de définition de u, 1l'intégrale consi-
dérée est alors préc:.sérent 1'intégrale sur aA , elle ne dépend pas de e).

Siu e R'(3d) ,J du = 0. (C'est é&vident).
+
A

udx = O. On peut interpréter cette formule camme une farmule
+
3 A
de Cauchy. Si u est une fraction rationnelle, ceci exprime que la samme des résidus
de u est nulle. On l'obtient pour u ¢ HGT (A) par passage 3 la limite.

Siuelét(A),

—

Si u,v € R(a), J uvdx = 0. (C'est facile).
+
3 A
La forme bilinéaire
(u,v) -+ J uvdx
a*a
met en dualité R'(A) avec lui-m2me. Plus précisément, R'(A) &tant muni de sa topo-
logie naturelle, R'(A) s'identifie ainsi avec son dual topologique. Il résulte des
formules que nous venons d'indiquer que WT (A) est son propre polaire dans cette
r

dualité, c'est-a-dire que si u ¢ R'(A) est tel que J uvdx = O pour tout Vv ¢ ﬂt ()
alors u € t&f (a). A

5.3. Module différentiel dual

Soit M un %* (A) module différentiel (de rang fini). Soit Mt=Hcm(M, l&+ (7))
le module dual. On notera < , > la dualité. On munit Mt d'une structure de module
différentiel par la formule
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d<mm'> = <3mm'> + <m,am’' > meM , me Mt .

SiFest:unebasedeM,m:-usnot:e:n:t:l'xsF-1 labasedualedanth,eneffetsi
G est la matrice de la dérivation 3 (agissant sur M) dans la base F, la matrice de

9 (agissant sur Mt) dans la base duale F-l est -Gt

Considérons le R'(A)-module différentiel M Mo
Mt avec Mto 4 R'(A).
X )

La forme bilinéaire

R' (A). On peut identifier

LN

(m,m'dx) J <mm'dx> (= J <m,m' > dx)
+ +

A A

met en dualité (au-dessusdeC)Methx etdaptéscequenmsavmsvulepo—
1a1_redeMestalorstx,dmxcledualdeMs':.dentifieéde/de.

De méme, on met en dualité Mix et ﬁt et alors le dual de Mix s'identifie &
ot .t
M-/M".

5.4.- Complexe dual. Structure symplectique

Dans cette dualité, la transposfe de la différentiation extdrieure

~ d Cad

M —— Mix
est ,\t‘d a

M— Mdx .
En effet

< dm,m"' > =J d<m,m'> -J <m,dm' > =I <m,=dm'> .
a'a a*a a*a a'a

Camne d envoie Mt dans Mtdx, par passage au quotient, on a une application
3 : Mt - Mraxomtax .
Il est clair que -d est 1'application transposée de
d
M— Mix .

Si H1 = Mix/dM est de dimension finie, il en résulte que dM est fermé dans
Mix et alors le dual de H' s'identifie au noyau K de-d, K = Kerd .

Dorénavant, nous supposons que l'on a dim Hl < + w,

84



COHOMOLOGIE DE DWORK

Soit ' un &élément de K et soit m' € K un relévement de m'. Dire que dm' = O
signifie que am' ¢ M'dx. Camme m' est défini modulo MY, dm' est dé&fini modulo aMt,
donc définit un unique &lément am' de HT' = Mtax/amt, d'od un morphisme :

4 : K = Rer @ — MFax/aM® = v,

c'est-d-dire du dual de Hl dans Htl. On a clairement un camplexe

Ker ,d -+ Ke.rAtd-* Ke.ra

Mt M
la premiére fléche étant la restriction de 1'injection cancnicue de Mt dans fit et

la seconde la restriction de la projection de Mt dans ’r\dt/Mt.
On vérifie assez facilement qu'on a plus précisément la suite exacte

O+Ker d~+>Mer ,d+Kerd >0 .
Mt Mt

Par conséquent, d est injective si et seulement si Ker td = Kerﬁtd.Si 3 est in-
M M
jective et si 1l'on sait que dim Htl = dim Hl (ce qui est le cas dans tous les

exemples ol on sait calculer ces dimensions) il en résulte que d est un isamorphisme.
C'est cet isamorphisme qu'on appellera la structure symplectique.

5.5.- Action de Frobenius

Soit 1 un relévement du Frobenius et soit q = pu tel que A soit invariant sous
1'action de 1'autamorphisme x v x3,

Si u € R'(d), on vérifie que u °T, définit encore un élément de R'(A). Egale-
ment on peut définir ‘l’q(u) camme élément de R'(A) par la formule (3.4.1).

S'il est assez clair que pour u € R'(A)

(5.5.1) [ . (u °T, )T;de =g J udx

a'a a*a

(c'est la formule de changement de variable), il est moins é&vident, mais également
vrai, que l'on a

f
(5.5.2) [ Y (u)dx = J udx
4+ 9 +
3 A A

De cette formule fondamentale on déduit alors que pour tous u et v de R'(A)
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(5.5.3) J uy_(v)ax =[ (o T, )vdx
. 4 . u
a'A a'a

et

(5.5.4) J' , Urgvx =J vige T )Tidx .

a'a a*a

Si l'on a r;(M) M alars on a également T () = M et donc on peut définir les ap-
plications de Frobenius et de Dwork sur le camplexe de de Rham

A d ~
M+——eMix .
Onaégalanentru(M)—( '4) tomtet —M Si F est une base de M
(donc de M) et si F-l est la basedualedansM la base duale de Fo t est

- H
r 1. T, De cette remarque et des farmules (5.5.3) et (5.5.4) il découle que la

transposée de 1'application de Dwork (resp. de Fraobenius) est 1'application de
Frobenius (resp. de Dwork), précisément pour tous m e Metm' € M"on a

f o . f ) I

J < Frcb_ (m) ,m'dx > =J <m,Dw_ (m'dx) >

A 9 A

J{ < l?‘l.’ob‘l (mdx) ,m* > = J <nﬂx,Dw°(m') >

2'a a'a
J <Dw° (m) ,m'dx > = J < m,fl‘obl (m'dx) >
a'a a'a ~

J < Dd;(n'dx) m's = J <ndx,!-‘robg(m') > .
a'a a*a )

Nous avons noté ay (resp. Bl) 1'endamorphisme de H correspondant 3 1'action
de Dwork (resp. de Frobenius) sur le camplexe O + M g Mdx - O.

Notmsui (resp. B, ) 1'endamorvhisme de utt correspordant 3 1'action de Dwork
t d .t

(resp. Fraobenius) sur lecarplexeo-»M + Mdx -+ 0.

Camme Dd: (resp. h’obg) laisse invariant Mt, par passage au quotient on peut
définir 1'endamorphisme o* (resp. 8*) de MEMS. on voit facilement que o* (et 8%)
envoie K dans lui-méme. D'aprds ce que nous avons dit il est clair que a” est 1'ap-
plication transposée de B et que g* est 1' application transposée de oy (lorsqu'on
cmsidérel(cameledualdeﬂ)
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Rappelans que nous avons défini une appplication d de K dans H™. On vérifie
que les diagrammes

A ~
a i
K —— gt! K — ot
* *
a 1 " Ja‘l 8 l ‘[Bi
a 4 d vy
K — H K—— H

sont cammtatifs.
I1 en résulte que si d est un isamorphisme
det o} det o) = det o det o) = det 8 det a, = g
ol § = dim H'.

5.6.~ Equation fonctionnelle des fonctions L (une variable).

Considérons la samme de caractéres
S(f,h;q) = ) Teich(h(x))w_(£(x))
X£Fq.g(x)7‘0 q

odgeF [x], fethe I’q(x) tels que les pdles de f (resp. les zéros et les pdles
de h soient des z&ros de g (dans F).

Soit L(f,h;g;T) la fonction L associée.

Soit A l'ensemble des classes résiduelles od g ne s'annule pas. Soient f* et
h* des relévements de f et h tels que les pdles de f* (resp. les zéros et les
pdles de h*) ne soient pas dans A. On pose

*

F= h'l/(l-q)expvr f.

Considérons la cohamologie associée au module différentiel F %*(A) . Onawv
(§ 4.5) que

L(f,h;g;T) = det(l - 'Ihl)/det(l - 'Iho) .

SiF JIG* (A) (ou plus précisément s'il n'existe pas u »:l;s)r (A) tel que
u'/u=F'/F) on a H = {0} et det(l - Tuo) =1, donc L(f,h;g;T) est alors un po-
lyngme de degré 6 = dim H' (car a, est une bijection de H', de plus on sait montrer

1
quedimH1<+°°).
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La fonction conjuguée camplexe de L(f,h;g;T) doit &tre interprétée comme
L(-f,h-l;g;'r) . On doit donc considérer la cohamologie associée au module différen-
tiel F %' (&) qui est le module dual de F&'(a). On a alors dim H™ = @im & et

L(-£,h ';g:T) = det(l - To))/det(A - Ta}) .

Considérons le cas od F ¢! (a). Les solutions de du = 0 pour u ¢ FIR* (a)
sont les &léments de R' (A) tels que u'/u = F'/F. On aura donc Ker_, (A)d ={0}si et
seulement si pour chaque classe résiduelle c qui est un zéro de g (et pour la
classe =) F ¢ R..

Danscecas,ﬁestunisatmmisne.mm:raparconséqumt

L(£,h;q;T)

L(-£,h ;g:T) = det(l - Tu) = det(l - Ta")

1]

det(1 - Tg,) = det(l - Tg a]")

L
q

(qm) Sdet oj'det(1 - 2 o)) = CILE, higs 1/am))
ol C est une constante.

5.7.- Autodualité. Cup-produit

Nous considérons le cas important od
a) M est isamorphe & son module différentiel dual Mt

b) d réalise un isamorphisme entre K et Htl.

-

A cause de 1'hypothése a) nous pouvons identifier l-l1 et Htl

alars sur H! une forme bilinéaire non dégénérée

. Nous définissons

1 1
H xH =+ C
P

par la formule

A=1
(w,n) —> <<w,n>>= <u,d n>

ol <, > désigne la dualité entre H! et K. Nous appellerons cette farme bilinéaire

cupproduit.
Nous allons montrer que cette forme bilinéaire est alternée

<<Ww,N >>= = <<n,w >>
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pour tous w,neql. Pour cela allons écrire le cup-produit sous une forme équiva-
lente. Soient w,n des relévements de w et n respectivement dans Mix. Camme d est
surjective, mandfddxetparconséquentilexisteE € M tel que

& =n .

[
On écrira £ = JH.Onaalors

f

<<w,n>>=J <9,Jn> .

3+A
(Notons que rn est défini modulo Kerﬁi, mais camme Ke_rb{! = Kerﬂd, Jrg_ est défini
modulo Keer et donc 1'intégrale ci-dessus ne dépend ni du représentant w ni du
représentant n ni de la primitive | n et donc peut servir & définir le cup-
produit) . La formule & démontrer résulte alors simplement de la formule d'intégra-
tion par partie

6.- EQUATION DIFFERENTIELLE ASSOCIEE A LA VARIATION DE LA COHOMOLOGIE

6.1.- Principe général

Supposons que nous cherchions une solution u()) d'une &quation différentielle
linéaire & coefficients polynfmiaux :

Lu = Zai()\)u(i) (A) =0

r
sous la forme d'une intégrale u(l) = lro(x,)‘)dx (dans le plan camplexe), le contour
I ne dépendant pas de A. On cherchera ¢ telle que l'on ait

9 _ _ 9
Zai(A) ) v(X,A)dx = du(x,)) = =V dx

puis on cherchera un contour I' tel que la variation }rdo soit identiquement nulle
en A, tandis que 1'intégrale définissant u ne l'est pas.
Le probléme essentiel est donc un probléme purement algébrique (c'est-a-dire
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ne relevant pas de la thSorie des fonctions de variable camplexe) : montrer qu'une
cambinaison linéaire de différentielles est nulle modulo les différentielles
exactes. Présenté sous cette forme le probléme garde tout son sens en p-adique et
1'on voit que les méthodes de cohamologie p~adique que nous avons décrites se pré-
tent 3 1'étude de ces équations différentielles. Notons cependant qu'on devra en
général cammencer par faire une normalisation de fagon 3@ se ramener au cas ol
toutes les solutions de notre &quation convergent dans le disque générique.

6.2.- Exemples

6.2.1.- Méthode de Laplace

Elle s'applique principalement quand les ai(A) sont des polynfmes du premier
degré :

) A) =0 c..d, ¢ @.

Lu = Z(c;x +dylu 1794

On cherche u sous la forme
u(d) = J w(x)e’o‘dx .
T .

Aprés calculs on trouve que y doit satisfaire 1'équation différentielle

de‘ ( cixi.p () = Idxpx) =0 .

Donc ¢ définit un Q(x, yg5—J-module différentiel et ve® définit un
%4
oax, Tox ' AJ-module différentiel.
%5

Pour &tudier la cohamlogie p-adique associée, il faut au moins faire un chan-
gement de variable de fagon & faire apparaltre exp(rx)) au lieu de exp(x)).

6.2.2.- Equation de Picard-Fuchs

(Nous utilisons sans vergogne 1l'excellente introduction de Katz [Ka.l]).
Soit X une courbe projective non singuliére de genre g définie sur un corps K
de caractéristique O.

Une différentielle méramorphe est de deuxiéme espdce si ses résidus sont O.
Les différentielles exactes sont de deuxi®me espce et 1'espace quotient est de
dimension 2g sur K.

Supposons K muni de dérivations non triviales (c'est-3a-dire K dépend de para-
métres) .
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Soit x une fonction non constante ; ainsi le corps des fonctions de X est une
extension finie de K(x), toute dérivation D de K peut &tre &tendue 3 K(X) en po-
sant D(x) = O et ainsi définit une dérivation sur le corps des fonctions de X. On
mte.racettedérivatimepmrrappelerladépaﬂanceenx. Derréresoitagx-la
dérivation de K(x) qui tue K et prend la valeur 1 pour x, son extension au corps
des fonctions est encare notée % . On voit facilement que D, et % camutent puis-
que leur cammutateur tue 3 la fois K et x. Enfin Dx agit sur les différentielles
par Dx(fdg) = Dx(f)dg + fd(ng) ou plus simplement Dx(fdx) = Dx(f)dx. Camme
Dx(dg) = d(ng), Dx préserve l'exactitude. La formule res (Dx(w)) =Dx(res (w))
assure que D, préserve les différentielles de deuxiéme esp@ce. Par passage au quo-
tient, Dx agit came une dérivation sur les différentielles de deuxi®me espéce
modulo les différentielles exactes.

Sur 1l'espace quotient 1l'action de D, ne dépend pas de x parce que si y est
une autre fonction non constante, (Dy - Dx)fdx = d(ny(x)) .

L'espace quotient est donc un K-module différentiel de rang 2g (connexion de
Gauss-Manin) .

Dans le cas camplexe, si on intégre sur les classes d'hamologie Yj' les p&-
riodes JY vérifient une éguation différentielle d'ordre 2g. En effet
b]

w,D W, ... ,Dig'lw sont linéairement dépendants modulo les différentielles exactes
c'est-a-dire il existe a; € K tels que

taDiw =a

iox @ J
et donc
i =
z ali J w=0.
Yi
Ceci est 1'&quation de Picard-Fuchs.

6.3.- Fonctions spéciales

Nous allons passer en revue les principales fonctions spéciales é&tudiées par
les méthodes cohamologiques de Dwork.

6.3.1.- Fonction hypergéamétrique 2F1 (a,b,c;2) (a,b,c ¢ Q).

La farmule intégrale d'Euler

(1 =A%) "2ax

21"1 (a,b,c:;1) = ct"e I xb-l(l -x)'::.b-1
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suggére de considérer la cohamologie de Dwork associée au module différentiel de
rang 1 défini par F, = xl:’-l(l-x)c"b.1 (1-x)"2. Pour que notre module différen-

tiel soit soluble dans le disque générique, on se limitera au cas a,b,ce Zp.

Si d est le dénominateur camun de a,b,c : a=g, b=-3, c=%, cette inté-
grale représente les périodes de la différentielle de premiére esp&ce dx/y sur
la courbe

yd - d-n(1 _ x)d+n-1,(1 - M)m.

On a donc affaire a une éguation de Picard-Fuchs. Le genre g de cette courbe peut
8tre >1,alors que 1'équation différentielle de oF) est d'ordre 2. Ceci est di au
fait qu'a cause des autamorphismes de la courbe 1'éguation de Picard-Fuchs se
scinde.

6.3.2.- Fonction de Bessel

Pour a € @, la fonction de Bessel Ja peut &tre définie par
2
_ a -a-1 _A
Ja()‘) = Cte A I X exp(x ~4x)dx.

Avecnp"l:—p,onadom»

-a-

- r 2
K0 =225 @A) = cte | X Veopx +1° Dax,

soit aprés le changement de variable X « "X (et un changement de contour)

-a-

Ka()‘) = cte‘f x a1 exp'n(x+%)dx .

Cette formule suggére, pour étudier 1l'équation différentielle asso‘ciée a K.
de considérer la cohamologie associée au module différentiel de rang 1 ‘défini par
F, = x_aecp T(x + %) . L'introduction du facteur m correspond & la nécessité d'une
normalisation pour que les solutions de notre équation différentielle convergent
dans le disque générique.

6.3.3.- Fonction hypergéamétrique 3F2

La formule intégrale

a,b.,b _ - _ IR
1772 A\ _ te r bl 1 cl-bl 1 b2 1 <, b2 1
3F2 ; =c J X (1-x) Y (1-y)

suggére de considérer la cohamwologie de Dwork associée au module différentiel de

(1-xyA) @ax ay
Cl,C2
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rang 1 (en 2 variables) défini par

bl-l cl-bl-l b2-1 cz-bz-l

Fy=x (1-% y© a-y (1-xyn72.

Campte tenu de 6.3.1 on peut réécrire cette intégrale

a:b) /b, b -1 c,=b,-1
F i |=cte | x (1-x) F.(a,b,,c,; x \)dx
32 21 2'72
c,,C

1772
ce qui suggére de considérer la cohamologie de Dwork associée au module différen-
tiel de rang 2 (en 1 variable) obtenu en faisant le produit tensoriel du module

b,-1 c.-b. -1

= o 1 ™

différentiel associé & x (1-x) et du module différentiel associé a

21=‘1 (a,bz,cz; XA).

Notons que cette construction nous fournit un module différentiel de rang 4
3F2 vérifie une équation différentielle d'ordre 3. On doit donc s'atten-
dre 3 voir apparaitre un sous-module différentiel de rang 3. Celui-ci apparait

alors que

effectivement de fagon naturelle lorsaqu'on considére la structure symplectique.

6.4. Structure de Frobenius

Noaus allons indiquer camment les modules différentiels obtenus par variation
de la cohamologie sont naturellement munis d'une structure de Frobenius.

Dans ce paragraphe, purement descriptif, nous donnerons une formulation trés
générale. Tout ce que nous dirons sera exact dans les cas particuliers mentionnés
au § 6.3. Nous ignorons si c'est toujours vrai dans le cadre général que nous
adoptons. Il faut interpréter ce paragraphe camme une description de ce que pour-
rait étre une théorie générale.

Considérons un module différentiel (de rang fini) en n variables dépendant
rationnellement d'un paramétre A. Plus précisément, considérons un module diffé-
rentiel Mx’}‘ en n+ 1 variables (x,\) tel que ses matrices de dérivation pour une
base convenable aient des coefficients fractions rationnelles en (x,\), A étant

une variable indépendante de x.

On peut dans un premier temps considérer la cohamologie algébrique, en consi-
dérant Nl N came un module différentiel en n variables, les x, avec C () came
corps des constantes. Le né“e—esnaoe de cohamologie H" est alors un C (l)-espace
vectoriel. Nous le noterons dorénavant W. Par ailleurs, came la dérlSatlon
3 /3) cammte avec les dérivations 3/axi, 9/3) définit un hamomorphisme du camplexe
de de Rham associé a Mx’A dans lui-méme, donc, par passage au quotient, une déri-
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vation sur W qui en fait un module différentiel sur Cp(A) . Nous nous limiterons au
cas od W est de dimension finie.

On peut &galement spécialiser )\ et considérer la cohamologie algébrique. On
cbtient ainsi un espace de cohamologie w Hn qui est de méme dimension que W et
isamorphe 3 la spécialisation de W sauf pour un nambre fini de valeurs de A qui
sont les singularités de notre module différentiel.

Pour pouvoir définir une structure de Frobenius, il faut considérer la cohamo-
logie analytique. On suppose cue notre module différentiel M A a une structure de
Frobenius (forte). En particulier, il existe un module dlfférentlel Ng( A le succes-
seur de MX,A’ tel que Mx, soit iscmorphe a Mxp p en tant que module différentiel
(sur un espace dague convenable). Si maintenant, on spécialise le paramdtre A, il

est clair que le module différentiel 3 n variables, M_ ., a pour successeur M°

X, A P’
Toujours pour A spécialisé, on peut considérer le camplexe de de Rham as:o?ué
a L considéré camme module différentiel sur un espace %' (A)). On obtient alors
le nléme espace de cohamologie Hn et nous supposerons que, génériquement, Hn est
isamorphe & 1'espace W, obtenu dans la cohamologie algébrique. Quand A varie dans
une classe résiduelle, 1l'espace /é (A ) ne varie pas et on montre que les modules
différentiels M A sont isanorphes entre eux, il en est donc de méme de Hn
fibré Hn est donc localement trivial. Quand on spécialise A dans une classe rési-
duelle oﬁ le module différentiel W a une singularité, la dimension de H"; peut dé-
croitre (H" n'est plus isamorphe a w ). On remédie 3 cette situation en diminuant
les trous de A . Nous n'entrerons pas dans les détails. Si 1'on note B 1l'union des
classes résiduelles ol W n'a pas de singularités, on notera encore W le %T (B)~
module différentiel W @C ()‘)m (B), et 1'on considérera H‘n came spécialisation

WdeW

Considérons 1'espace de cohamologie W = (Wf) associé au module différentiel

Mi A Son image sous 1l'action de Frobenius t()\) = 3P est 1'espace T*w5= (Ws ) asso-

\P
cié au module différentiel M° P Came, pour ) spécialisé, le successeur de M

X, A
X, A
est M° p’ 1l'application de Frobenius, agissant sur les espaces de cohamologie, dé-
X, A
finit un isamorphisme (car on est en dimension finie) de WS sur w)\ B wsp > w)‘.
A

Il est clair que la dérivation par A cammte avec B car les a;:pllcatlons 3/3) et
x +— x* camutent. Pour s'assurer que B est un morph:.sne de d; (B)-module diffé-
rentiel, il reste & vérifier que pour des bases convenables de W et ws, la matrice
de 8, a ses coefficients dans #' (B). Cette vérification a &té faite cas par cas

dans les exemples cités au § 6.3. Il serait souhaitable d'en avoir une démonstra-
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tion générale.

Nous allons expliciter les farmules de changement de base et voir camment elles
se traduisent pour les &quations différentielles associées a nos modules différen-
tiels W et WP.

Au lieu de considérer 1'isamorphisme 8, : Wsp + W,, nous allons plutdt utiliser

A
1'isomorphisme inverse (& un facteur p) oy =W > Wsp. Soit F une base de W et F

p\
une base de Ws Par abus de notation, nous allons noter FS(Ap) = T*FS la base de

W = (wsp) déduite de F°. Soient G(A) et G°(\) les matrices de dérivation dans
A

Wet WS respecitvement :
Gr=& , &r=c%.
Alars la matrice de dérivation dans T'W® est pPlgS(\F)
& FP0B = pPlEaRrtn® .
Soit A(A) la matrice de 1l'application @, relative aux bases F(A) et pS(Ap)
(3 ne pas confondre avec 1'ensemble A considéré ci-dessus) :
o (F()) = AMF (P .

Camme

o a .
Ao ar T A X!
on obtient

a,.s,p,_.d S, P d s,p _-d p-1.5,P P
STAF () = (g ACNF 05 +A0) g F- () =Igr A0 +AM)pF 670 ) IFS (\P)
= cMAaMF (P

ou encore

d

S A0 =AM - pPlameoP)

(6.4.1)

Ceci correspond aux formules de changement de bases du § 2.2.

Came il est possible de choisir des bases F et F° telles que les matrices A,

G et Gs soient de norme de Gauss < 1, on aura

6.4.2) FAa=@mdp ...
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Notons U(Z,)) la matrice telle que, pour |2 - A\| < 1,
L uen =emueEn, uz,2) =1,
et définissons de méme U°(z,)). On a alors
L 5GP P = pP 0P o (PP, PP =1
On déduit alors de la relation (6.4.1) que
Zramu*@P P = (§ am 03P AP +a0) & U5 PP =cmam vt P P
et 1'on a donc
AU PP = uza)c
ol C est une matrice indépendante de A. En faisant A = Z, on obtient

6.4.3) AWMU @PP) =u@E,na@ .

Remarque.- Dwork développe sa théorie de la déformation dans 1'espace dual. Les
points de vue sont &quivalents et les formules sont les mémes, 3 une transposition

preés.

6.5.- Propriétés des équations différentielles ayant une structure

de Frobenius forte

6.5.1.- On considére un module différentiel W (en 1 variable 1) et la suite
de ses successeurs Wi :

Wo =W, Wi+

1T -
On suppose qu'il existe £ tel que wl soit isamorphe a W, soit T*lw = W.

Soit G la matrice de dérivation associée a une base de W. Nous nous proposons
d'étudier le rayon de convergence et la croissance des solutions de 1'équation dif-
férentielle Z% U = G()\)U dans une classe résiduelle non singuliére. On note T la
réunion des classes résiduelles non singuliéres (c'est-a-dire ol le systéme n'a pas
de singularités). Notons U(Z,)) la matrice, définie pour ) proche de Z, telle que

(6.5.1.1) U(Z,2) =1 , -c%-u(z,x) = GUN).

Came t**w = W, il existe une matrice A 2()\) , & coefficients dans Pl (n,
|4
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ainsi que A 20‘)-1 telle que

P 2 2
A, 00uEP OF) =uena @),
P P
om pz p!?.(m--l)
Pour q = p ,cmposeAq()\) =A£()\)A1()\ )...Al(k ), alors
P P )

(6.5.1.2) Aq(x)u(zq.xq) = UEZMA @) .

Etant donné une classe résiduelle ron singuliére (donc contenue dans B), on
choisit pour Z le représentant de Teichmuller de cette classe. Il existe alors q de

la formeq=p‘(m tel que 2 = 2%, pour la suite du paragraphe, 2 et q restent fixés.

6.5.2.- Rayon de_convergence de U(Z,})

Soit A appartenant & la classe résiduelle de Z. Il est bien connu que quand
3
j >+, 29"+ 2z uniformément en A. Précisément pour tout r <1, tout e > O, il

J
existe j0 tel que si |\ -Z| <ret3j2 jo alors I)\q - 2| < e. (Formulation ana-
logue si Z = »). Alors si € a été choisi plus petit que le rayon de convergence de
U(Z,)) (qui n'est pas nul) on déduit de (6.5.1.2) que pour un j 2 j,

e
A L(U(EZ,A7) = UZ,\A L(2)
e

donc que U(2,)) converge dans le disque |2 - \| < r, donc dans toute la classe rési-
duelle |2 - A| < 1.

6.5.3.~ Croissance des solutions

si |A_(A = su
1A g p

auss VR # 1, soit ce C_ avec
|1/¢] =1a |

i,] |Aq, ij gauss
: - ' . . .
gauss’ Alors si on pose B(A) =c¢ Aq(A) , 1'&quation (6.5.1.2) s'écrit

(6.5.3.1) BMUEZ,2Y) =U(z,M)B(@2)

et 1'on a [B(}) | =1.
gauss

Supposons pour simplifier que la matrice B(Z) soit diagonalisable. Soit P la
matrice telle que

ol 0 \
PlB@IP= b= K
o )
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Alors la matrice V(A\) = U(Z,))P vérifie le méme systdme différentiel que
U(z,\) et la relation (6.5.3.1) devient

(6.5.3.2) BMVOP) =v()a .

On dit que V est une solution matrice normalisée de notre systéme différentijel.

Nc:vt:cznsV‘l ... V° les vecteurs colomnes de V(A), on a donc
(6.5.3.3) BV = ijj ) 1sjss .
Pour O <r < 1, posons
V| (@) = max, |5 ) ar | = max, S|, g M .

Came pour |A - 2| > |p] ona [A? - 2] = AT - 29| = | - 2|9, on asduit de
(6.5.3.3) que pour r > |p|1/q

5] 1 s PO
(6.5.3.4) IV |(r) < -Iw—jl‘ |V |(r ) .
3
Silmj|=q on en déduit que

[+ 3%
(6.53.5) |V3|(x) =0(1/(Log r) J) quandr~+1;

on dit que |VI|(r) a une croissance logarithmique d'ardre au plus oy

(S1 B(Z) n'est pas diagonalisable, an met B(Z) sous farme de Jordan et on &tu-
die simultanément les vecteurs colonnes de V correspordant aux sous-matrices €1&-
mentaires de la forme de Jardan) .

Pour savoir si |Vj| (r) a exactement la croissance logarithmique d'ordre “j
(c'est-a-dire n'est pas de croissance logarithmique d'ordre < uj) , 11 faut avoir
quelques renseignements supplémentaires sur la matrice B(\).

6.5.4- Remarque

ia théorie des applications semi-linéaires de Dieudonné permet de considérer la
méme matrice A 2()\) pour toutes classes résiduelles B (Z,1) sans qu'il soit néces-
P

saire de considérer les Aq(x) avec des q différents pour les différents 2.
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6.5.5~ Cas d'un_systéme différentiel obtemu par variation de la cohamologie

Nous nous plagons dans la situation décrite an paragraphe 6.4. Spécialisons

A en Z. Alars, pour la valeur de g introduite ci-dessus, rq(Mx z) =Mq est iso-
’ x,2

mur;heasz.cnendédtntmeapplicatimdemurksarl'espacedecoruuologie
’

u:Wz->Wz

et d'aprés ce qu'on a vu Aq(Z) est la matrice de 1'application a dans une base conve-
nable.

Les ordres de croissance des solutions sont liés aux valuations p-adiques des
valeurs propres de 1'endamorphisme de Dwork. Rappelons que dans le cas ol 1'on
considére une cohamologie associée 3 des sammes de caractdres, les valeurs propres
de 1'endamorphisme de Dwork sont les inverses des zéros de la fonction L associée.
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Fonction hypergéométrique F(1/2,1/2;1;x) [Dw 9]
Equation de Picard-Fuchs pour les courbes [Dw 11]
pour les surfaces [Dw 13]
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