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COURBURES ET BASCULEMENTS

DES SOUS-VARIETES RIEMANNIENNES

par

MAILLOT Henry

A M E S P A R E N T S

Résumé.

Dans ce travail, après avoir rappelé les définitions et résultats de l'article

[Ma.l] nous poursuivons notre étude des relations entre le tenseur de courbure

de Riemann-Christoffel d'une sous-variété V et les variations angulaires de
l'espace tangent à V.

En chaque point de V nous avons défini un endomorphisme 3 qui mesure

les variations angulaires de l'espace tangent à V. Lorsque V est une sous-variété

compacte de IR , l'intégrale du déterminant de 3 est liée aux nombres de Betti
de V.

Nous définissons la notion de roulis de V suivant un vecteur tangent à V.

Ceci conduit en particulier à des définitions en codimension quelconque des
directions et des lignes de courbure.

Un "théorème de Joachimsthal" est démontré.

Nous définissons et étudions les directions principales "longitudinales" des

tubes autour de V. Des relations avec la courbure de la connexion normale
sont établies.

Abstract.

In this work, after recalling thé results of thé article [Ma.l] we continue

our study of thé relationship between thé Riemann-Christoffel curvature tensor
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of a submanifold V and thé angular variations of thé tangent space to V.

At each point of V we hâve defined an endomorphism 0 which measures
thé angular variations of thé tangent space to V.

If V is a compact submanifold of R" then thé intégral of thé déterminant
of @ is linked to thé Betti numbers of V.

We define thé notion of roll of V with respect to a tangent vector to V.
This leads in particular to définitions, for any dimension, of directions and
lines of curvature.

A "Joachimsthal theorem" is proved.

We define and study thé "longitudinal" principal directions of thé tube over V.

Relations with thé curvature of thé normal connection are established.
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Introduction

Depuis Gauss, les Géomètres se sont attachés à distinguer les propriétés
géométriques intrinsèques des surfaces de leurs propriétés extrinsèques.

La courbure, dite de Gauss, généralisée en le tenseur de Riemann-Christoffel
est devenue le pilier central de la théorie intrinsèque des variétés riemanniennes.

Il n'en reste pas moins que la notion de courbure est à l'origine purement
extrinsèque : la courbure intrinsèque des variétés de dimension 1 sur IR est
toujours nulle. Le problème de la généralisation des notions de courbures extrin-
sèques au cas des sous-variétés de dimension quelconque a été traité par de
nombreux auteurs (pour une étude récente, voir 3.M. MORVAN [Mo]).

Historiquement l'étude locale de la courbure des surfaces dans IR3 s'est
faite par l'intermédiaire des "sections normales". A chaque droite D tangente
en un point x^ de la surface est associé une "courbure normale" f(D) dont
on étudie la variation en fonction de D. On en déduit la définition des directions
principales (points stationnaires de f), de la courbure de Gauss, etc. .

Pour une hypersurface de dimension p d'une variété riemannienne V les
choses sont analogues, il y a en général p directions stationnaires pour la cour-
bure de la section normale, à savoir les directions principales. La situation
est beaucoup plus compliquée lorsque V est une sous-variété de codimension
q > 1. Dans ce dernier cas, on peut encore associer à chaque droite D tangente
en x^ à V une "courbure normale", mais celle-ci n'a pas un comportement
simple quand D varie ; en particulier il peut y avoir plus de p directions sta-
tionnaires.

Ceci incite à penser que pour une sous-variété de dimension p et de codimen-
sion q > 1 de V il n'y a pas en général p droites privilégiées jouant le rôle
des directions principales d'une hypersurface.

Dans [Ma.l] nous avons montré qu'en fait il existe quand même de telles
droites, que nous avons appelées directions de basculement principal.

Nous avons défini un endomorphisme symétrique P de T V caractérisé
par la propriété suivante :
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Soient y une courbe paramétrée de V, x = y (t ), u = y'(t )» ^ (t) l'angle
(0 ^ 6 $ -^) de T V avec P (T /.\v), où P désigne le transport parallèle

^o o9 n / o'
relatif à V, le long de y , de t à t .

Alors 6<tJ tend vers ||3(u)|| quand t ——> t .
Mo ^o °

Nous appelons 0 l'endomorphisme de bascule de V au point x. Les directions
de basculement principal sont, par définition, les directions propres de 6 .

Ceci nous a conduit naturellement à la définition suivante : une sous-variété V

de V est dite isobasculante lorsque, pour tout x e V, || 0(u)|| reste constant

quand u varie dans la sphère unité de T V. Pour cela, il faut et il suffit qu'en

tout point de V l'endomorphisme (3 soit une homothétie.

Dans le présent travail, constitué de cinq chapitres que nous allons décrire

brièvement, nous poursuivons notre étude des propriétés géométriques liées

aux notions de courbures intrinsèques ou extrinsèques d'une sous-variété d'une

variété riemannienne.

Les chapitres sont numérotés en chiffres romains, et une référence à (III.5.2)

par exemple, renvoie au n° (5.2) de III.

0. Le chapitre 0 contient les notations générales et un résumé de l'article

[Ma.l] auquel le présent travail fait suite.

I. Le chapitre 1 commence par une interprétation de la forme bilinéaire associée

à P comme différence de deux métriques.

Ceci nous permet de caractériser les sous-variétés isobasculantes comme

étant celles pour lesquelles l'application canonique de V dans le fibre en

grassmanniennes d'indice p sur V est une application conforme.

Puis nous donnons une interprétation géométrique de l'indice de nullité

relative introduit par Chern et Kuiper : cet indice au point x n'est autre

que le nombre maximum de directions linéairement indépendantes en x,
suivant lesquelles le basculement de V est nul (cf. 1.1.7).

Nous étudions ensuite plus avant les sous-variétés isobasculantes. Nous

avons vu dans [Ma.l] qu'il en existe de nombreux exemples.
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Les sous-variétés ombilicales sont automatiquement isobasclantes, mais la

réciproque est très loin d'être vraie. C'est dans le cas de la codimension 1

que les deux notions sont les plus proches.

Nous établissons en (1.1.18) qu'une hypersurface isobasculante compacte ,

connexe, de dimension > 2, d'un espace euclidien E est nécessairement une

hypersphère de E. Toutefois une hypersurface isobasculante d'une sphère

n'est pas forcément ombilicale (cf. 1 . 1 . 1 1 et 1.14).

Lorsqu'on étudie les rapports entre les deux notions d'hypersurfaces isobascu-

lantes et d'hypersurfaces ombilicales on rencontre la question suivante :

A quelles conditions, dans une variété V, toute hypersurface compacte possè-

de-t-elle au moins un point de convexité ? Nous avons cherché à voir dans

quelle mesure le raisonnement classique dans R0, consistant à enserrer V

dans des sphères, se généralisait (cf. 1.2.7 et 2.9).

Ensuite, ayant défini le tangage de V suivant un vecteur de façon naturelle,

nous avons étudié les rapports entre courbures, tangages, basculements

et diamètres extrinsèques. L'outil de base est le lemme (1.3.1) et son complé-

ment (1.3.7).

Mentionnons l'application aux sous-variétés minimales de R (1.3.3) et la

caractérisation d'une sphère (1.3.8).

L'étude des rapports entre basculements et transport parallèle nous permet

d'énoncer en particulier une propriété des surfaces minimales à bord de

R", qui relie l'intégrale de la racine carrée du module de la courbure de

Gauss sur le bord à l'intégrale de la courbure de Gauss sur la variété (cf.I.4.8).

Le chapitre 1 se termine par une comparaison de la courbure de Gauss-

Bonnet d'une sous-variété de dimension paire de R" avec sa courbure aréo-

laire det 0, (cf. 1.^.4).

L'intégrale de la courbure aréolaire dépend de la topologie de V : à un

facteur près ne dépendant que de la dimension et de la codimension de V,

elle est minorée par la somme des nombres de Betti de V (cf. I..5..5).

IL Dans le chapitre II la notion de roulis d'une sous-variété V suivant un vecteur
tangent à V est définie et étudiée. Le roulis est un invariant conforme.
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Si V est une hypersurface de V, et si x e V et u e (T V) \ {0 } , pour que

Ru soit une direction principale de V il faut et il suffit que le roulis de V sui-

vant u soit nul.

Ceci, ainsi que d'autres raisons, conduit à appeler direction de courbure
d'une sous-variété V de V toute droite IRu, u e (T V) \ {0} , telle que le

roulis de V suivant u soit nul, et ligne de courbure de V toute courbe de

V dont toutes les tangentes sont des directions de courbure de V. Une direc-

tion de courbure est nécessairement une direction de basculement principal.

La définition ci-dessus des lignes de courbure permet d'énoncer un "théorème

de 3oachimsthal" général (cf. 11.3.7). Le fibre normal relativement à V de

la ligne de courbure, et sa connexion canonique interviennent de façon

essentielle.

Pour qu'une sous-variété V de V soit ombilicale il faut et il suffit que tous

les roulis de V soient nuls. (Cet énoncé est à rapprocher du suivant : pour

qu'une sous-variété V de V soit totalement géodésique il faut et il suffit

que tous ses basculements soient nuls.)

Il en résulte en particulier que si V. et \^ sont deux sous-variétés ombili-
cales de V telles que :

i) dim V. + dim \^ > dim V,

ii) V, n V^ est connexe,
iii) V. et V^ sont transverses en un point x €: V. n V^,

alors V. n V^ est une sous-variété ombilicale et de plus V. et V- se coupent

suivant un angle constant (cf. 11.3.8 et 3.9).

Des formules relatives aux roulis ou aux basculements d'une intersection

sont établies.

On montre que le basculement |[ (3(u) || n'est autre que la norme euclidienne

d'une "rotation instantanée" g (cf. 11.4.5). L'endomorphisme g se décompose

canoniquement en une somme de deux éléments orthogonaux dont les normes

euclidiennes ne sont autres que le tangange de V suivant u et le roulis de V

suivant u.

Lorsque V est conformément plate, pour qu'une sous-variété V de dimension p
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de V ait une connexion normale plate, il faut et il suffit qu'en chaque point
de V il existe p directions linéairement indépendantes suivant lesquelles
le roulis de V est nul (cf. 11.6.6).

Le carré du basculement est égal à la somme du carré du tangage et

du carré du roulis, mais tangage et roulis ne sont pas indépendants et ne

se comportent pas de façon symétrique. Par exemple, d'une majoration

au point x^ des tangages suivant les vecteurs unitaires, on déduit une majora-

tion des roulis suivant ces mêmes vecteurs (cf. 11.7.1), mais la réciproque

est fausse, comme le montre le cas d'une sphère euclidienne dans IR".

Cette réciproque devient vraie quand on se limite aux sous-variétés minimales
(cf. 11.7.3).

III. Dans le chapitre III, nous définissons et étudions pour les sous-variétés
de R" des objets qui, lorsque V est une courbe, sont les axes et les centres
de courbure de V.

Si V est une sous-variété de IR" et u e T^V, on définit un champ de Killing X
sur IR qui donne naissance à un sous-espace affine ^ , appelé espace
central et à un vecteur de R", 7^, la translation instantanée.

Un point privilégié est aussi considéré : la projection orthogonale H de x
sur <^. Il s'avère que H^-x est orthogonal à V (cf. III.2.2).

Nous sommes conduits de façon naturelle à la définition de la non-dégénéres-

cence d'un élément u de TV (cf. III.3.3). La non-dégénérescence est le cas

général. Par exemple lorsque V est une courbe, pour que u e T V soit non
dégénéré il faut et il suffit que u et la courbure de V au point x soient
non nuls.

Les cas particuliers des courbes et hypersurfaces réelles ou complexes sont
examinés (III.3.7 et 3.8).

Les vecteurs u pour lesquels la rotation instantanée g est nulle sont évidem-
ment dégénérés.

Diverses caractérisations de ces vecteurs sont données.

Nous étudions ensuite les vecteurs u pour lesquels la translation instantanée



Henry MAILLOT

T3 est nulle. Ceci nous conduit à une interprétation cinématique des points
focaux (III.4.5).

Dans le cas où dim V ^ codim V, si u £ TV est non dégénéré et si y est

une courbe paramétrée de V telle que Y'(O) = u, alors dès que |t| est assez
petit, l'espace affine normal à V au point y(t) est transverse à l'espace

affine normal à V au point y(0) et l'intersection de ces deux espaces affines
normaux tend vers l'espace central ^ quand t i—>0 (cf. III.5.2).

u ^

Une interprétation analogue est donnée dans le cas où dim V ^ codim V,

l'intersection des espaces affines normaux est alors remplacée par "l'espace
affine perpendiculaire commun" (cf. III.5.3).

IV. Le chapitre IV est relatif aux tubes autour de V.

Dans (IV. 1) on considère le cas où la variété ambiante V est un espace
euclidien. Les géométries de V et des tubes autour de V sont alors étroite-
ment liées.

Nous nous intéressons particulièrement aux phénomènes que l'on observe
lorsqu'on suit par continuité une direction principale longitudinale de Tub V
depuis un point y jusqu'à son antipode y, (cf. IV. 1.5, 1.8 et 1.10).

Dans (IV.2) la variété V est quelconque. On définit d'abord en tout point y
de V pas trop éloigné de V, des sous-espaces (9 , ^ , Ï de T V qui
ont tous la dimension p et un caractère longitudinal.

Les définitions de 0 et ^ sont toutes naturelles. Celle de ^ est un peu

plus cachée. Elle se justifie par le fait que /]- est localement intégrable

si et seulement si la connexion normale de V est plate (cf. IV.2.7).

Lorsque V a une courbure sectionnelle (resp. sectionnelle holomorphe) cons-
tante, les espaces (9 , ^ et t sont confondus, et ils sont stables par
l'endomorphisme fondamental ^ du tube autour de V passant par y.

Si V a une courbure sectionnelle constante et si la connexion normale de V
est plate, alors (!) est localement intégrable et la connexion normale de

chaque sous-variété intégrale est plate (cf. IV.3.5).

Lorsque V est quelconque, les espaces 0 , ^ , j^ ne sont pas nécessai-

10
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rement égaux et ne sont pas nécessairement stables par A.

Dès lors existe-t-il une notion de directions propres longitudinales ?

La* réponse est oui ; ce sont les directions principales qui appartiennent

à un certain sous-espace ^ stable par A.

Grosso modo ^ est défini de la façon suivante : quand y approche de

V, l'endomorphisme fondamental A au point y du tube passant par y a

des valeurs propres qui tendent vers l'infini et d'autres qui ont des limites

finies ; la somme des sous-espaces propres de Si relatifs à ces dernières

est ^ . De façon plus précise, si n désigne le champ des vecteurs unitaires

normaux sortant des tubes autour de V, on sait que & est l'endomorphisme

induit par - Vn dans T (Tub V).

La difficulté est que n n'estpas défini sur V. On se tire d'affaire en consi-

dérant le champ on produit de n par la fonction distance à V.

an n'est autre que l'image du champ de Liouville du fibre normal NV par

la restriction à NV de l'exponentielle de V(cf. IV.^.1).

La proposition (IV. 4.5.2) précise ce que devient A quand y se rapproche
de V, en restant sur une géodésique fixe de V rencontrant V orthogonalement.

Après avoir établi les propriétés ci-dessus, on étend au cas d'une variété V

quelconque certains résultats démontrés en (IV. 1).

On procède de la façon suivante. Si Ç est un vecteur unitaire normal en x
^ '•—

à V et y : [0,r] -»• V la géodésique de V telle que y'tû) = Ç , on suit par

continuité les directions propres longitudinales le long de y ; on est ainsi

ramené à l'étude faite en (IV. 1) du comportement des vecteurs propres

de h» lorsque Ç varie dans la sphère unité de l'espace normal en x à

V (cf. IV.4.8).

On démontre que si J f̂ est localement intégrable alors la connexion normale

de V est plate (cf. IV.4.9).

1 1
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CHAPITRE 0

NOTATIONS GENERALES ET RESUME DE L'ARTICLE [Ma.l]

Nous fixons dans ce chapitre 0 des notations générales et nous rassemblons

les définitions et résultats de l'article [Ma.l] auquel le présent travail fait

suite.

1. Notations et conventions générales.

Pour alléger l'exposé nous supposons toutes les variétés données de classe C

et de dimensions finies.

La lettre V désigne une sous-variété d'une variété riemannienne V. La deuxiè-

me forme vectorielle de V relativement à V est notée a.

Pour tout X € V , T V = T V € N V où N V est l'orthogonal dans T V de T^V.

Pour tout Ç ^ N V, a.f est la forme bilinéaire symétrique sur T V défi-x t, x
nie par :

a.(u,v) = (a(u,v)|Ç)

pour tous u,v éléments de T V , et h>- est l'endomorphisme (dit fondamental)
X c>

associé à a,-.

Sauf mention du contraire, dim V = n, dim V = p, q = n-p, (T.,...,T ) (resp.

(\;,,...,v )) sont des bases orthonormées de T V (resp. N V).l q x x

Les endomorphismes h sont parfois notés h. pour alléger l'écriture.
i

Si u £ T V et u i 0, la courbure relativement à V de la géodésique de V
issue de u est " °n n ' 1 1 . Il est donc naturel (et ce sera commode dans la

II / ^ II
suite) d'appeler tangage de V suivant le vecteur u, le nombre t^ = " a W\ " •

13
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Nous posons t^ = 0 pour u = 0. Ainsi t, = |X | t pour tout XeR.

Si u est un élément non nul de T V nous disons en suivant Chern ([Ch.])

que IRu est une direction asymptotique lorsque a (u,u) = 0, i.e. lorsque le
tangage t est nul.

Pour toute variété riemannienne M, lorsque aucune confusion n'est à crain-

dre, V est la dérivation covariante de M, R est la courbure de M et p l'opérateur

de courbure correspondant : pour tous champs de vecteurs X,Y,Z sur M

R(X,Y)Z - ̂  V,. - ̂  ̂  - V^

(p(X AY) | (Z AW)) -- -((R(X,Y)Z)|W),

Q est la courbure de Ricci de M : pour tout x e M, tout u e T M et toute
base orthonormée (a.,...,a ) de T M,

Q(u) = Z R(u,a.)a..i i1^ i<:n

Si A est un champ de tenseurs sur M, VA est le champ d'applications linéaires
défini par (VA).u = V A pour tout u e TM.

On pose V^ = VA et V^ = VtV^A) pour tout entier i ̂  2.

Les objets relatifs à V sont généralement notés par une lettre munie d'un ~ ,
exemple : R,p, V, etc. .

Nous appelons géodésique unitaire toute géodésique y telle que ly't'1)!! = 1
pour tout t.

Si k e IN, $^ est la sphère euclidienne de centre 0 et de rayon 1 dans R^.

Le plus souvent I désigne un intervalle de IR.

2. Rappels d'algèbre euclidienne.
P

Soit E un espace euclidien de dimension n. Pour tout entier p > 0, AE est
canoniquement muni d'une structure d'espace euclidien telle que :

( X ^ A . . . A X | y ^ A . . . A y ) = det((x^|y.)).

14
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Soit X un sous-espace vectoriel de dimension k de E. Si (x.,...,x.) est une
k /base orthonormée de X, alors l'élément x. A ... A x. de A E est défini au signe

près, il est dit multivecteur unitaire associé à X.

Si X et Y sont des sous-espaces vectoriels de E ayant pour dimension com-
mune k, on définit l'angle ( < TT /2) de X et de Y comme étant le réel 6 qui
vérifie 0 ^ 8 ^ ïï/2 et | (oiv/ |aY)| = cos 9 OÙOL, et dy sont des multivecteurs
unitaires respectivement associés à X et Y.

3. Définition et signification géométrique de l'endomorphisme de bascule.
Soit V une sous-variété de dimension p d'une variété riemannienne V. Les

^ ~ / ~dérivations covariantes relatives a V et V seront notées V et V respectivement.

Soit x e V et u e T V : on va définir un coefficient de basculement au
point x , suivant u, de l'espace tangent à V.

Soit y : 1 -»• V une application deux fois dérivable, définie sur un intervalle
ouvert de IR contenant 0, telle que y(0) = x et Y'(O) = u.

P ~
Enfin, soit T : U(x ) ->• A TV une application définie sur un voisinage de x

dans V, telle que ï(x) soit l'un des deux multivecteurs unitaires associés au
sous-espace T V et telle que T soit continue.

P ~ .Posons f = T o y et soit g : 1 •*• A TV le champ parallèle le long de y défini
par la condition initiale g(0) =ï(x ). Notons 6(t) l'angle (•$ TT/2) de T / vV avec
le transporté par parallélisme dans V, le long de y, jusqu'au point y(ï), de
l'espace tangent en x à V. Posons S(t) = (f(t) | g(t)) ; on a donc S(t) = cos9(t),
au voisinage de t = 0. On a alors la :

(3.1) Proposition.
fi) -e^ tend vers \y(0)\[/2 quand t tend vers 0 par valeurs > 0.

(ii) S"(0) = -((V r)(x^).u) | (( V T)(x^).u).

6 (t)(3.2) Définitions. D'après la proposition (3.1) la limite de ne dépend
que de x et u ; nous l'appellerons le basculement au point x suivant
le vecteur u, de l'espace tangent à V.

Posons (p^ (u,v) = ((VT)(x^).u)07T)(x^).v)pouru,v e T^ V fie changement de T
0 • 0

15
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en - T n'affecte pas cette définition).

(p est une forme bilinéaire symétrique positive. Nous noterons cp
xo ^o

l'endomorphisme associé et nous appellerons endomorphisme de bascule @
o

au point x la racine carrée positive de cpo e,x^

D'après la proposition (3.1) si |[u|| = 1 et si u est vecteur propre de
3 alors îa valeur propre associée n'est autre que le basculement au
\

point x suivant u . Nous appellerons donc bascuZements principaux au
point x les valeurs propres de l'endomorphisme de bascule.

Exemples.
(3.2.1) Si V est une courbe dans V, l'endomorphisme de bascule n'est autre
que l'homothétie ayant pour rapport la courbure géodésique deV.

(3.2.2) Si V est une hypersurface de V, l'endomorphisme de bascule est la valeur
absolue de l'endomorphisme associé à la deuxième forme fondamentale (cf. (3.4)
plus bas).

(3.3) Proposition. Soient x e V et (T .,..., T ) une base orthonormée de T V .

L'endomorphisme de bascule @ de V s'exprime en fonction
de la deuxième forme vectorielle a de V par la formule :

(^(u)\v) ^ Z (a(u,T) |a(v,T))
K i^p

pour tous u,v e: T V.

On a donc Tr (32 = (a [ a) et par conséquent l'interprétation géométrique

suivante :

(3.3.1) Corollaire. Le carré scalaire de la deuxième forme fondamentale vecto-
rielle au point x est égal à la somme des carrés des basculements principaux.
(Ces derniers sont comptés avec leurs ordres de multiplicité.)

(3.3.2) Corollaire. Le tangage suivant un vecteur est inférieur ou égal au bascule-
ment suivant ce vecteur :

t ^ II 0(u)|| pour tout u £ T V.
o

16
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Cette inégalité est évidente pour u = 0, et pour u ^ 0, elle découle de la
formule ( @ ( u ) | @ ( u ) ) = Z (a(u,T •) |a(u, T.)) appliquée à une base orthonormée

1 <: i^p
(ï^,..., Tutelle que ^ = y^ .

(3.4) Proposition. Soient v . » . . . » ^ des champs de vecteurs normaux sur
V , tels que pour tout x de V , (\^.(x), ... , \; (x))soït une base orthonormée
de N^V . Pour X,Y e T^V posons

a(X,Y) = Z o^(X,Y)\^,
1 < k < q

et soit h. l'endomorphisme associé à O L . Alors l'endomorphisme de bascule

est donné par :

0 = ( Z h. o h.)172 .
l^k^q K k ;

(3.4.1) Corollaire. Soient V une hypersurface et v un champ sur V de vecteurs
normaux unitaires. Désignons par h l'endomorphisme associé à la deuxième
forme fondamentale scalaire relative à v . Alors g = |h| . Par conséquent,
les basculements principaux sont les valeurs absolues des courbures principales,

Dans le cas d'une sous-variété quelconque, lorsque les valeurs propres de
l'endomorphisme de bascule au point x sont toutes simples, on a, au point x ,
n directions privilégiées que nous appellerons directions de basculement principal.

(3.4.2) Corollaire. Soit V une sous-variété complexe d'une variété kà'hiérienne V .
Alors en tout point x de V l'endomorphisme de bascule 3 de V est C-
linéaire.

Preuve. Soit ^ l'opérateur de multiplication par i dans T V. On sait que les h.
X K

anticommutent avec o^, donc, d'après (3.4), (32 commute avec ^. II résulte
alors d'une propriété connue des racines carrées positives que (3 commute
avec î , d'où la C-linéarité de 0.

4. Courbure aréolaire d'une sous-variété.
Supposons que V est un espace euclidien E.

L'application T considérée dans la section 3 s'identifie alors à une applica-

17
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P
tion de U(x ) dans la sphère unité de AE.

Soit do l'aire balayée par T(x) quand x décrit l'élément d'aire dS autour
du point x sur V. On a alors la• o

(4.1) Proposition. Le rapport — tend vers le déterminant de l'endomorphisme

de bascule (3 lorsque dS tend vers zéro.
"o

Sous les hypothèses de la proposition (4.1) il est naturel d'appeler courbure
aréolaire de V au point x la limite de -.^ quand dS tend vers zéro. La proposi-

tion (4.1) peut alors s'énoncer :

Pour une sous-variété V d'un espace euclidien E, la courbure aréolaire de
V en un point x de V est égale au produit des basculements principaux en x
(comptés avec leurs ordres de multiplicité).

(4.2) Définition. Plus généralement, pour V quelconque, nous appellerons
courbure aréolaire de V , en un point x de V, le déterminant de l'endo-
morphisme de bascule en ce point.

5. Sous-variétés minimales et sous-variétés isobasculantes.

(5.1) Définition. Soit x e V. La sous-variété V est dite isobasculanteo ^
au point x , par rapport à V , lorsque l'endomorphisme de bascule au point x
de V relativement à V est une homothétie.

V est dite isobasculante lorsqu'elle est isobasculante en tout point.

Ainsi une sous-variété isobasculante est une sous-variété telle que la variation
angulaire de l'espace vectoriel tangent est la même dans toutes les directions.

(5.2) Proposition. Toute sous-variété minimale V de dimension deux, d'une
variété riemannienne quelconque V est isobasculante.

Ceci résulte de la proposition (3.4) les h, o h. étant alors des homothéties.

(5.3) Proposition. Soit x e V. Supposons que (Tra)(x ) = 0 et que p(x ) est
une homothétie de rapport a . Alors, au point x , la courbure de .Ricci
Q de V et l'endomorphisme de bascule 0 sont liés par la relation
e^Q = (p-l)aid.

18
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Lorsque a = 0, on a Q = -02 et par conséquent une interprétation géométrique

de Q dans ce cas.

(5.3.1) Corollaire. Soient V une variété à courbure sectionnelle constante
et V une sous-variété minimale de V . Alors pour que V soit une variété
d'Einstein il faut et il suffit que V soit isobasculante dans V .

(5.3.2) Corollaire. Soit x e V. Supposons que (Tra)(x ) = 0 et que p(x ) est
une homothétie de rapport a , alors :
(i) la courbure aréolaire de 'V en x est égale à la racine carrée de la

valeurs sur (p-l)a du polynôme caractéristique de la courbure de Ricci,
(ii) Si a = 0, la courbure scalaire de V en x est égale à l'opposé de la

somme des carrés des basculements principaux.

Remarque.

Le cas p = 2 et a = 0 du corollaire (i) s'énonce :

Soient V une surface (p=2) et x e V.

Supposons (Tr a )(x ) = 0 et 'p (x ) = 0, alors la courbure aréolaire ^/(x )

et la courbure de Gauss c(x ) de V au point x sont liés par

^(x^)= |c(x^)|.

Ainsi la courbure aréolaire d'une sous-variété minimale de dimension deux
dans une variété à courbure nulle est égale, en tout point, à la valeur absolue
de sa courbure de Gauss.

(5.3.3) Exemples. Soient E un espace euclidien de dimension n et ^. l'ensemble
k , / n

des p-vecteurs purs de norme 1 dans A E. La variété ^, est une sous-variété
k k k

minimale et isobasculante de la sphère unité S(AE) de AE.

. . . k
La courbure aréolaire de ^. relativement à la sphère unité de A E est

constante et égale à ((k-lXn-k-l))^'^72.

k
La variété ^. n'est pas minimale dans AE, mais elle est isobasculante

k
dans AE.

Revenons au cas général de V sous-variété de V et a deuxième forme fonda-
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mentale de V .

Soit a la linéarisée symétrique de a , i.e., a est l'application linéaire
de (T^V) 0 (T^V) dans T^V définie par a(x Q Y) = a(x,Y).

0.4) Définition. Soit x ^ V. V est dite sous-variété véronésienne au
point x lorsque l'application a est une similitude, i.e., lorsqu'il existe
À e IR tel que °

0.4.1) (a (Ç)| a (n) = X(Ç |n )) pour tous Ç,n dans (T V) 0(T V).
o o xo xo

V est dite sous-variété véronésienne de V lorsqu'elle est véronésienne
en chacun de ses points.

(5.4.2) Exemples : (cf. W et [5])
-)(•

Soient E euclidien de dimension n et k e: IN .
L'image de la sphère unité de E par l'application x -^ l/ /"kîx o ... © x de E

k / / , , . , k
dans OE est une sous-variété véronésienne V, de la sphère unité de OE.

k k

(Le produit scalaire de OE est défini par

( x ^ o . . . e x ^ | ^ o . . . o y ^ = ̂  ^ i lyad^-^k lW-
k

où <& , est l'ensemble des permutations de ( l,2,...,k}.)

La variété de Véronèse classique correspond au cas n = 3 et k = 2.

0.4.3) II résulte aussitôt de la formule (5.4.1) et de la proposition (3.3) que
pour toute sous-variété véronésienne V de dimension p de V :

(e^lv) = À(p+l)(u|v)

Par conséquent V est isobasculante dans V et la courbure aréolaire de V
dans V est égale à (^(p+l))1372.

En particulier ^ . est une sous-variété isobasculante de la sphère unité
n -1

S(OE) et Y^" a une courbure aréolaire constante égale à ( , )

- / n k
Pour k >2, les variétés Y , ne sont pas minimales dans S( 0 E).
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(5.5) Cas des variétés complexes. Soient V une variété kahlérienne à courbure

sectionnelle holomorphe constante c et V une sous-variété complexe de dimen-
sion complexe p de V. Alors la courbure de Ricci Q de V et l'endomorphisme
de bascule @ de V relativement à V sont liés par : Q = -!- c(p+l)id -02 .

Ceci découle directement de la proposition (3.3) et de [3] volume II, p. 177.

Ainsi pour que V soit une variété d'Einstein il faut et il suffit quelle
soit isobasculante dans V. Notons que V est minimale dans V puisque c'est
une sous-variété complexe d'une variété kahlérienne.

6. Relations entre l'opérateur de courbure de V et l'endomorphisme de bascule
dans le cas où V a une courbure nulle.

(6.1) Proposition. Supposons que la courbure de V est nulle au point x de V.
Soient ,̂..., r, les carrés des basculements principaux de V au point x
Alors le carré scalaire de l'opérateur de courbure p de V au point x°
vérifie °

( p | p ) < Z IS.'G..
14: i < j ^p 1 ^

(6.1.1) Corollaire. Sous les hypothèses de la proposition (6.1) on a :

(i) Soient (a^ ̂  ^ une base orthonormée de T V, et
^ xo

cr^ j = p(a^ A a ^ ) | ( a ^ ^a.) la courbure sectionnelle relative au plan

Ra^ + Ra. . Alors ;

£ a 2 € Z -Ç.T3.
l < : i < j $ : p J l . < i< j .< :p 1 ^

au point x .

(ii) 2(p| p ) ^ ( Z -Ç y = (a |a) 2 au point x .
l < : i < p 1 °

(6.1.2) Corollaire. Supposons que V est de dimension deux et que la courbure
de V est nulle au point x^ de V . Alors la courbure de Gauss c(x ) de V
en x^ et la courbure aréolaire ^(x^) vérifient |c(x )| ^(x ).

(On rappelle qu'on a vu en (5.3.2) que cette inégalité est une égalité lorsque
(Tr a)(x^) = 0.)
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L'inégalité de la proposition (6.1) est une égalité lorsque V est une hypersur-
face. En dehors de ce cas l'égalité n'a lieu que dans des circonstances particu-
lières. Plus précisément :

(6.2) Proposition. Sous les hypothèses de la proposition (6.1) supposons qu'on
a, au point x ,

( p | p ) = Z T5^,
K i < j ^ p J

et qu'il existe une deuxième forme fondamentale scalaire ne possédant
pas de valeurs propres opposées. Alors la deuxième forme fondamentale
vectorielle au point x prend ses valeurs dans une droite (i.e., toutes les
deuxièmes formes scalaires sont proportionnelles).

Corollaire. Soient V une surface (p=2) et x^e V. Supposons que
p(x ) = 0 et «^(x ) = 0, mais que la courbure moyenne vectorielle (Tr a)(x^)
soit non nulle. Alors la seconde forme fondamentale vectorielle a(x^) prend
ses valeurs dans une droite.

7. Endomorphismes de bascule et courbures aréolaires d'un produit de sous-
variétés.

Soient V. et V-, des sous-variétés respectivement de V. et V— variétés
\. L. < « > » > • » y» - l —

riemanniennes quelconques. Posons V = V . x V ^ e t V = V . x V^.

V est une sous-variété de V.

Soient 3., 3— 3 les endomorphismes de bascule respectifs des sous-va-
riétés VpV^.V.

Pour tout x = (x,,xj e V on vérifie aisément que 3 - 3 x 3
1 Z X X . X^

II en résulte pour les courbures aréolaires ^., ^y se correspondantes
la relation ^(x) = j2/. (x. ) cS/JxJ. Ceci permet de donner un exemple simple
de sous-variété de dimension deux dont la courbure aréolaire diffère de la
courbure de Gauss :

Considérons V ^ = V^ = IR2 et, pour i = 1,2, soit V^ le cercle S(0,r? de rayon
r., r. > 0. Alors la courbure de Gauss de V. x V^» est nulle mais la courbure aréo-
laire de'V. x V^ dans R2 x R2 est constante et égale à l/(r. rj.
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CHAPITRE 1

BASCULEMENTS, TANGAGES, DIAMETRES ET COURBURES

1. Compléments sur les endomorphismes de bascule et les sous-variétés iso-
basculantes.

En (0;3) nous avons défini, en chaque point x d'une sous-variété V d'une
variété riemannienne V, un endomorphisme symétrique 3 , dit de bascule,
de T^V.

Nous allons interpréter la forme bilinéaire associée à (32 comme différence
de deux métriques riemanniennes sur V.

Appelons V-fibre vectoriel riemannien tout fibre vectoriel ïï : F ->• B, muni.̂
d'une connexion V et d'une section différentiable g de (F ® F) vérifiant
les propriétés suivantes :

i) Pour tout x c B, g est un produit scalaire sur la fibre F en x ;

ii) Vg = 0.

Pour un tel fibre, on a en chaque point z e: F une application canonique v
de T F dans F qui est la composée de la projection sur l'espace vertical
i^ = T (F ) et de l'isomorphisme canonique de T (F ) sur F .z z x z x x

Posons pour tous A,B e T F,z

( 1 . 1 ) i(A,B) = g(v(A),v(B)) + gOr^A), TT^B».

Ceci définit canoniquement un produit scalaire sur T F pour lequel les
espaces horizontaux et verticaux sont orthogonaux.

La variété F munie de "g est une variété riemannienne.
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/ P ~Le fibre A TV est canoniquement un V -fibre vectoriel riemannien, et par
P ~suite canoniquement une variété riemannienne. Dans la suite, lorsque A TV sera

considéré comme variété riemannienne, il s'agira toujours de cette structure
canonique.

P ~L'ensemble des éléments purs de norme 1 dans A TV s'identifie au fibre
des sous-espaces vectoriels orientés de dimension p, lequel est un revêtement
à deux feuillets du fibre des sous-espaces de dimension p. Ce dernier, aussi
appelé fibre en grassmanniennes d'indice p sur V, sera noté ^(p,V).

^ , P ~
Nous munirons ^(p,V) de la métrique induite par celle de A TV.

Comme V est une sous-variété de dimension p de V, il existe un plongement
différentiable canonique :

f : V -^ (p,V)

x ̂  T^V

Localement f correspond à une application différentiable x »—)- T (x), définie
au signe près, telle que, pour tout x, ï(x) soit l'un des deux éléments unitaires

P ^
de AT V associes à T V.

Avec les notations précédentes :

(1.2) Î((TT).U, (T-r).v) = ( ( V T ) . U | ( V T ) . V ) + (u |v)

pour tous u,v éléments de T V. Or

(1.3) (e^ jv) = ( ( V T ) . U | ( V T ) . V ) , (cf. 0.3.2)

d'où la :

(1.^) Proposition. La forme bilinéaire associée à 3 2 est égale à la différence
entre la métrique induite par i et la métrique de V.

(1.5) Corollaire. La sous-variété V est isobasculante si et seulement si !'appli-
cation canonique i de V dans ^(p,V) est une application conforme.

Je suis redevable à 3.P. Bourguignon de m'avoir signalé cette équivalence.
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(1.6) Proposition. Soient x e: V c v et u G T V. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) IKTf).u|| -- ||u|| ;
ii) e (u) = 0 ;
iii) a (u,v) = 0 pour tout v e T V ;
iv) u enKer h,, où l'intersection est étendue à tous les Ç e N V.s x

Preuve. Compte tenu de (1.2) et (1.3), i) équivaut à ( ^(u) | u) = 0, i.e. à
@ (u) = 0, puisque @ est symétrique.

D'après (0.3.3)

e tu ) ! ! 2 ^ Z ||a(u,T)||2,
1 <i<:p

d'où l'équivalence de ii) et iii).

L'équivalence de iii) et iv) découle de la définition des h r . 0

L'indice de nullité relative de V au point x (cf. [Ch., Ku.]) est la dimension
de l'espace vectoriel des u eT V tels que a(u,.) = 0.

On a donc l'interprétation géométrique suivante :

(1.7) Théorème. L'indice de nullité relative de V au point x est le nombre
maximum de directions linéairement indépendantes suivant lesquelles le
basculement de V est nul.

Rappelons que V est dite ombilicale relativement à V au point x e V lorsqu'il
existe F e N V tel que a(u,v) = (u | v) Ç pour tous u,v éléments de T V. Pour
que V soit ombilicale au point x, il faut et il suffit que h.- soit une homothétie
pour tout Ç ^ N V.

V est dite ombilicale lorsqu'elle l'est en chacun de ses points.

(1.8) Proposition. Si V est ombilicale relativement à V au point x e V ,

alors Vendomorphisme de bascule de V au point x est l'homothétie de

rapport || ̂ .

Ceci se voit aisément à partir de (0.3.3).
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(1.9) Corollaire. Toute sous-variété ombilicale est isojbasculante. 0

Rappelons que (cf. [Ch. B]) :

(1.10) Les sous-variétés ombilicales connexes d'un espace euclidien E sont :

* les sous-variétés connexes de dimension 1 de E,
* les ouverts connexes des sous-espaces affines de E,
* les ouverts connexes des hypersphères des sous-espaces affines de E.

(1 .11 ) Les sous-variétés ombilicales connexes d'une hypersphère S d'un espace
euclidien E sont :

* les sous-variétés connexes de dimension 1 de S,
* les ouverts connexes des sections de S par les sous-espaces affines de E.

Les sous-variétés considérées en (1.10) et ( 1 . 1 1 ) sont donc a fortiori isobascu-
lantes relativement à E et à S respectivement, mais il y en a beaucoup d'autres.
Nous avons vu par exemple (cf. 0.5.2) que :

(1.12) Toute sous-variété minimale de dimension deux d'une variété riemannienne

quelconque est isobasculante.

Remarque.
Une sous-variété minimale de dimension > 2 n'est pas nécessairement isobas-

culante. Par exemple, soit M une caténoîde dans IR3. Alors M x M est une

sous-variété minimale de codimension 2 de R^ (comme produit de sous-variétés

minimales), mais M x M n'est pas isobasculante dans IR6. Ceci résulte du fait

que la caténoi'de est une surface isobasculante dans IR3 (d'après (1.12)) mais

les basculements suivant des vecteurs unitaires en deux points différents sont

en général distincts.

Autres exemples :
(1.13) V = $. x 3. est une sous-variété isobasculante compacte de codimension 2
de R^^2, ( @ ç = id, 8c = ^ et 0., = 3 , . x ^ ). Mais V n'est pas ombili-

"k " t v \ "9.

licale relativement à R d'après le rappel (1.10).

(1.14) V = S.(0,r) x S.(0,r) est une hypersurface isobasculante dans
V = S^. .(0,r /2) (cf. lemme (1.15) ci-dessous) et V est aussi une hypersurface

^K+ 1
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minimale dans V (cf. [Si.3.]).

k+ JL+2 k+ JL+2On notera que V n'est pas minimale relativement a R (puisque IR
ne possède aucune sous-variété minimale compacte), mais elle est isobasculante
relativement à IR*^^2.

(1.15) Lemme. Soient V.,V^,V^ des variétés riemarmiermes telles que V. soit
une sous-variété de V. , pour i = 1,2 . Supposons V^ ombilicale relative-
ment à V, . Alors V. est isobasculante par rapport à V^ si et seulement
si elle l'est par rapport à V,.

Preuve. Soit a.., pour i < j, la deuxième forme vectorielle de V. relativement
àv,.

Pour tous u,v éléments de T V, on a :

o^ ,(u,v) = 01^ ^(u,v) + a (u,v).

D'après l'hypothèse il existe Ç e N V^ tel que

a-5 -»(u,v) = (u| v)Ç pour tous u,v éléments de T V-,.
Z,-5 0 X Z

II en résulte en désignant par (T.,...,T ) une base orthonormée de T V. que

E (a. , (u ,T) |a . . ( V , T ) ) = £ (a (u , ï ) |a ( v , T ) ) + £ (u | ï ) (v | T) | | Ç ||2,
K i ^ p 1^ 1 1ÏJ l l< : i< ;p lz 1 lz ! K i > < p 1 A °

donc en désignant par ^,, pour i < j, l'endomorphisme de bascule de V. relative-
ment à V., on obtient d'après(0.3.3) @ 2 ,(u)|v = 3 2 -,(u)|v + (u|v)| |Ç || 2, d'où

) 1»-^ ^ y ^ 0
le résultat.

(1.16) Définitions. Soient V une hypersurface de V et x e V.
i) V est dite *-convejce (resp. fortement ^-convexe) au. point x lorsque

pour un choix convenable du vecteur unitaire normal Ç , a,, est ^ 0
(resp. définie positive).

ii) V est dite e-canvexe au point x lorsque, au voisinage de x dans V ,
V se trouve d'un même côté, au sens large, de l'hypersurface exp (T V).

V,x^ ^
iii) V est dite *-convexe (resp. fortement *-convexe, resp. e -convexe)

lorsqu'elle l'est en tout point.

iv) Le point x est dit méplat lorsque a, = 0 .
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On trouvera en (2.3) des justifications de la terminologie.

Notons que si V est minimale dans V, V n'est fortement ^-convexe en aucun
point.

(1.17) Proposition. Soit V une hypersurface connexe de V . Supposons que :
i) V est isobasculante dans V ,

ii) V est fortement *-convexe en au moins un point x ,

iii) La courbure aréolaire de V par rapport à V est non nulle en tout
point de V . Alors V est une hypersurface ombilicale fortement convexe
de V .

Preuve. La courbure aréolaire est, par définition, le déterminant de 3 (cf. 0.^).

Soit x. s y. V étant connexe il existe un chemin y : [0,1] ->• V tel que
y (0) = x et y(l) = x.. Soit t ->• n(t) un champ continu de vecteurs normaux

unitaires le long de y tel que h^/ ^ soit défini positif, det 3 / ^ = |det h^/ J,

donc det h^v ^ 0 pour tout t £ [0,1]. Il en résulte que l'indice de h^ . est

fonction continue de t ; il est donc constant et comme il vaut 0 pour 1 = 0 ,

il est partout nul sur [0,1] , donc h-^.v = 3 , donc V est ombilicale et forte-
ment ^-convexe.

(1.18) Proposition. Soient E un espace euclidien et V une hypersurface isobascu-
lante de E.

Supposons V compacte, connexe, et dim V > 2 . Alors V est une hypersphère
de E.

Preuve, i) Par hypothèse, pour tout élément x de V, 3 est l'homothétie de
rapport À , V étant une hypersurface compacte d'un espace euclidien, V est

fortement ^-convexe en au moins un point x de V (cf. [K.N.]). Il en résulte
que, au voisinage de x , il existe un champ local différentiable de vecteurs

unitaires normaux Ç tel que h,- = \ id. On déduit alors de (1.10) que hr
^x x -'

est l'homothétie de rapport constant X au voisinage de x .
o

ii) Soit x. e V. V étant connexe il existe un chemin continu y : [0,1] ->-V

tel que y(0) = x et y.(l) = x.. Soit t •> n(t) un champ continu de vecteurs

unitaires normaux le long de y . Notons A l'ensemble des t €: [0,1] tels que,

pour tout s e [0,t], h^/ x soit l'homothétie de rapport À . Soit a = sup A. Par

continuité, on a a £ A. Si a < 1, alors en raisonnant comme au i) avec y (a)

au lieu de x on voit qu'il existe un champ local n au voisinage de y(a) de
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vecteurs normaux unitaires, vérifiant n / v = n(a), et tel que h soit l'homothé-
tie de rapport À . Il existe donc des points de A strictement plus grands
que a : contradiction. Donc a = 1 et h-^.v est l'homothétie de rapport À .
Finalement V est ombilicale, donc V est d'après (1 .10) un ouvert d'une hyper-
sphère S de E et puisque S est connexe et V fermée, on a V = S.

(1.19) Dans la suite nous appellerons "p-sphère" d'un espace euclidien E toute
hypersphère d'un sous-espace affine de dimension p+1 de E.

Remarque.
L'exemple (1 .13) montre qu'une sous-variété isobasculante compacte connexe

de codimension 2 dans un espace euclidien n'est pas nécessairement une p-sphère
de E.

(1.20) Proposition. Soit S une hypersphère d'un espace euclidien E et V une
hypersurface compacte connexe de S , isobasculante relativement à S,
telle que V soit incluse dans un hémisphère ouvert de S et telle que
dim V ï 2 . Alors V est la section de S par un hyperplan affine de E.

Preuve. Du fait que S est compacte et incluse dans un hémisphère ouvert
de S on déduit (cf. [Spi.] ou section 2 ci-dessous) que V est fortement ^-convexe
en au moins un point x relativement à S. Et on peut alors décalquer la preuve
de la proposition (1.18) en s'appuyant sur ( 1 . 1 1 ) au lieu de (1.10).

2. Existence de points d'*-convexité.
"•' ~

(2.1) Définitions. Soient A une sous-variété à bord de V telle que dim A = dim V,
et x £ 3A.

i) A est dite convexoTde (resp. fortement convexoîde) au point x lorsque,
en désignant par Ç e T A le vecteur unitaire normal rentrant et par a
la deuxième forme de 3 A relativement à V on a a» ïO (resp. a.- dé-
fini positif).

ii) A est dite e ^convexoSie au point x lorsque A se trouve, au voisinage
de x dans V d'un même côté, au sens large, de l'hypersurface exp (T V).

V,x x

iii) A est dite convexoîae fresp. fortement convexoîde, resp. e -convexoîae,)
lorsqu'elle l'est en tout point. Nous dirons alors que A est un canvexoîQe
(resp. un convexoîae fort, resp. un e -convexoîae) de V.
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Le bord d'un convexoîde (resp. convexoîde fort, resp. e-convexoîde) est
donc une hypersurface *-convexe (resp. fortement ^-convexe, resp. e-convexe)
de V.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant :

(2.2) Lemme.

i) Soient î un intervalle ouvert de R , 0 e I , et Y : 1 -»- TV une application

différentiable. Soit c(t) l'origine de Y(t) . Posons x = c(0) , f = exp ,
V,x

c^t) = F^dt)) et Y^t) = (Trh.Yd) pour t voisin de 0. Alors¥<°'-^-
il) Soient Vp V^, V^ des variétés riemanniennes telles que pour i < j , V.

soit une sous-variété de \. . Notons a.. la deuxième forme de V.
relativement à V. . Soient x c V. et f = exp. Posons V? = f'^V.) et

î ° 1 v-i v l l
[ 1 "Ï^Q i

soit a^ la deuxième forme de V. relativement à V .

Alors pour tous éléments u,v de T V. on a :
^o 1

a^.(u,v) = a^u^) .

Preuve de i) : i) découle du fait que T f = id T V et que les " r^." relatifs
0 ^o ^

à la carte f sont nuls au point x .

Preuve de ii) : Pour i < j notons N..(x ) l'orthogonal de T V. dans T V..
o o

On a N^ ^(x^) = N^ ^(x^) C N^ ^(x^) où la somme directe est orthogonale.
ComneT^f = id T^ V^ on a T^V^ = T^V^ pour i = 1,2,3. Il en résulte que pour

i < j l'espace normal en x V 1 relativement à V? est égal à N..(x ).

D'après i) appliqué à V^ on a, par projection orthogonale sur N. ,(x ),
a^ ^(u,v) = a^ -(u,v), pour tous u,v éléments de T V. et i = 1,2.

o
Comme, pour tous u,v éléments de T V.,

^ 1

a^ 3<u,v) = a^ ^(u,v) + a^ ,(u,v)

et a^(u,v) = a^(u,v) + a^(u,v), il en résulte o^ ^(u,v) = Ot\ ^(u,v), pour tous
u,v éléments de T V..

xo 1
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(2.3) Corollaire. Soient V une hypersurface de V et x c v.
i) Si V est fortement *-convexe en x , alors V est e-convexe en x .
ii) Si V est e-convexe en x , alors V est *-convexe en x .

Preuve. Posons f = exp et V. = f" (V).
^0

Par définition de la ^-convexité au point x , V. se trouve au voisinage
de 0 dans T V, d'un même côté, au sens large, de T V.

^o ^o ^o

Soit C e N V. Notons a. la deuxième forme de V. relativement à T V.x i i x
0 0

Alors d'après (2.2) a/ ^ = a./ v d'où i) et ii) d'après des théorèmes classiques
o

appliqués à a, y .A » c »

(2.4) De même si A est un convexoi'de fort de V alors A est un e-convexoi'de ;
et si A est un e-convexoi'de, alors A est un convexoîde.

(2-5) Proposition. Soient V. une variété riemannienne, V une hypersurface
connexe de V, x R , pr. et pr^ les projections de V. x R sur V. etIR
respectivement et ^ = pr^V. Supposons que pour tout z ^ J> l'hypersurface
V. x {z} coupe V transversalement et soit S, = (V .x {z} )n V pour tout
z ej^.

Supposons qu'il existe une famille (C ), z e^, de e-convexoîdes de V. tels
que ••
i) pr. (S ) = 3 C pour tout z e J> ;
ii) z. < z^ entraîne C c C .1 z 2! ^
Alors, pour tout z e ̂ , l'ensemble A des points (x,z) de V tels que z^z0 ^ ^Q °
est un convexoïae de V dont le bord est S

ZQ

Soit 6 (m) l'angle de V, x {z } et de V au point m e S .
0 ~Si 6(m) = - alors m est un point méplat de S relativement à V.

o
Si 0 (m) / ^ et si C est fortement convexoîde au point m , alors

o ^
A est fortement convexoîde en m, relativement à V .

o

Preuve. On a pour tout (x,z) eV, x IR

T ( V . x R) ^ ( T V . ) x R.
X,Z 1 A l
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Nous dirons que z est la cote du point (x,z).

Si (u,X ) e (T V.) x IR, nous dirons que (u,X) est vertical (resp. horizontal)

lorsque u = 0 (resp. \ = 0) et que (u,X ) est tourné vers le haut (resp. vers le
bas) lorsque À > 0 (resp. X < 0).

Pour tout m e: V notons v.(m) le vecteur unitaire tangent à V, orthogonal
à S et tourné vers le bas. Soit a la deuxième forme de S relativement
. -z zo

a V. Il s'agit de prouver que a est >0 au point m = (x ,z ) de S .
1 o

Soit U.(0) un ouvert de T V. contenant 0, tel que exp induise un difféo-
xo ^omorphisme f.de U.(0) sur un ouvert U(x ) contenant x .• 1 1 o o

La restriction de exp à U,(0) x IR vérifie f ( u , X ) = (f.(u), z + X )
V^xR,(x^) 1 1 °

pour tous ue U.(0) et z G IR.

Soit g : U(x ) x IR ->-U.(0) x IR définie par g(x,z) = (f.(x),z). g est une carte

de V. x IR et g est la fonction composée (x,z) ->• ( u ,X) -> (u,z + X ) . On a donc

T X z g = id-
^o

L'application g conserve 1' "altitude" z. Il résulte alors du lemme (2.2)

et du fait que l'application (u,X) -»- (u,z + X ) est une isométrie de T V. x IR
o

sur lui-même que, pour prouver que a est ^ 0, on peut supposer que V.

est un ouvert d'un espace euclidien E., ce que nous faisons dans la suite de

la démonstration.

Toutefois, sous les hypothèses initiales, S était le bord d'un e-convexoîde
o

C = C x { z } d e V . x { z } , (car x i—>- (x,z ) est une isométrie de V. sur
o o ^

V. x {z } ). Nous pouvons maintenant seulement affirmer que C est dans
o

E. x {z } e-convexoi'de au point m •1 o " o

Posons E = E . x I R , H = E . x { z } e t notons P la projection orthogonale

(x,z) »-*• (x,z ) de E sur H.

Soit Ç e T (C ) le vecteur unitaire normal à S , de sens rentrant,
o o o

Ç , , e E i x { 0 } .
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Posons r = T (S ). Soit t >—»- y (t) une courbe paramétrée de S telle
o o o

que y(0) = m et Y'(0) = u.

Notons a., (resp. a ) la deuxième forme vectorielle de S relativement

à H (resp. V) °

a,, . (u,u) = ( y " ( t ) |Ç )
"'-'o

a^ (u,u) = (Y"(t)|^),

et Y"(t) = (a,, r (u,u))Ç + w, avec w e F .
"'S

Le vecteur v. est orthogonal à r , donc :

(2.5.1) a (u,u) = (au . (u,u))(Çj vR.
1 9 -'o

Montrons que (Ç | v,) ^ 0 au point m .

Soit X «—»• < p ( X ) la ligne intégrale du champ v, (ligne de plus grande pente

de V) telle que (p(0) = m . Supposons ( £ [ v . ) ^ 0 .

Posons (p(X) = (<p.(À),z,)
et cp^(X) = P((p(X)) = ( cp^ (X) , z^).

(2.5.2) On a cp '(0) = v. et v, est tourné vers le bas (le difféomorphisme g

dz
a conservé cette propriété) donc —— (0) < 0. Il existe donc n > 0 tel que 0 < À < n

OÀ

impliquez. < 0. On a ( p . ( X ) e C donc ( p . ( À ) e C , i.e. ( p u ( X ) c C .A i z^ i z^ n z^

cpu(X)-m
Par suite (———,——-| Ç ) ï 0 pour tout X e ]0,n[,

(2.5.3) donc, à la limite, ((p'^(0)| Ç^) >. 0

(^l^p^^l^œ))
- ( Ç o l ^ W 0 " ^ 0

La proposition résulte alors de (2.5.1).
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(2.6) Lemme. Soit A une sous-variété à bord de V telle que dim A = dim V.
Supposons que A est convexoîae (resp. fortement convexoîde, resp. e-con-
vexolde) au point m e 3 A . Soient V une sous-variété de V telle que
V c A et m e V n 9A. Soient Ç e T^ A le vecteur unitaire normal rentrant,
a (resp. a ^ la deuxième forme de V (resp. 9A^ relativement à V . Alors
pour tout u e T V :

o

(2.6.1) a» (u,u) <: a., (u,u).
^o "'o

Preuve. D'après le lemme (2.2) on peut supposer que V est un espace euclidien E
et que x = 0. Faisons-le et posons H = T (9A), H, = T V.o m 1 mo o

Les hypothèses x e V n 9A et V c A entraînent H. c H.

Soit z = cp(x), x e H, ||x|[ < n (resp. z = (p.(x), x e H. , ||x||< n ) des équations

locales de 9 A et V respectivement dans le repère (H,Ç ).

Comme V c A il en résulte que V est d'un même côté au sens large de
l'hypersurface 9 A au voisinage de x . Donc (p (x) ^ (p.(x) pour x e H. et
II x II < n, et la formule de Taylor à l'ordre deux appliquée à cp et cp. donne
(2.6.1)'.

(2.7) Corollaires.

(2.7.1) Sous les hypothèses de la proposition (2.5), pour toute sous-variété
compacte V de V il existe x e V e t Ç e N V tels que || Ç [| = 1 et

a. >. 0. ° xo

^o

Preuve. Soit f : V •> IR définie par f(x,z) = z. f étant continue sur le compact
V est majorée et atteint sa borne supérieure en un point m = (x ,z ). On
a V c A (notations de la proposition 2.5) et m e V n S . 1 1 suffit alors d'ap-

Z 0 Z
0 0

pliquer le lemme 2.6 à A et V.
o

On obtient de même les énoncés (2.7.2) et (2.7.3) :

(2.7.2) Sous les hypothèses de la proposition (2.5), si 6 (m) f- 7- pour tout
m e V et si C est un convexoîde fort pour tout z e ̂ , alors pour toute
sous-variété compacte V de V il existe x e V et Ç <E N V tel que

o
II Ç II = 1 et que a - soit définie positive.
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En particulier V ne possède pas de sous-variété minimale compacte de
dimension > 0 , et toute hypersurface compacte de ^ possède un point
où elle fortement *-convexe.

(2.7.3) Sous les hypothèses de la proposition (2.5) supposons que Q (m) ^ 1 pour
tout m <= V et que pr^(S^) ne possède aucun point méplat relativement
à V. . Alors pour toute hypersurface compacte V de V' i! existe x G V
et ^c N^ V tels que || ç j=l , a .^ 0 et a. ^ 0.

0 -0 -'0

En particulier V ne possède pas d'hypersurface minimale compacte.

(2.8) Exemples.
(2.8.1) Soit Q une forme quadratique définie positive sur IR". Alors le graphe G
de Q : IR ->• IR est une variété riemannienne de dimension n (paraboloîde ellip-
tique) qui ne possède aucune sous-variété minimale compacte de dimension >0
et dans laquelle toute hypersurface compacte possède un point où elle est
fortement ^-convexe. (En fait dans cet exemple IR" x {0} ne coupe pas transver-
salement G mais il est clair que la preuve ci-dessus est encore valable ; on
suppose dim V > 0 1).

(2.8.2) Soit cp : R -> IR une application C telle que cp '(r) > 0 pour tout
r e IR .

Soit G le graphe de l'application ^ ^ " Y t O } - » - ! ^ définie par f(x) = cp(|| x|| )
(hypersurface de révolution). Alors G ne possède aucune sous-variété minimale
compacte de dimension > 0 et toute hypersurface compacte de G. possède
un point où elle est fortement ^-convexe.

En effet, les pr^(S^) sont alors des sphères de R", elles sont donc les bords
des boules fermées correspondantes qui sont des convexoi'des forts de R".
De plus G étant le graphe d'une fonction différentiable, l'angle de R" x {z}
avec G est toujours ^ -j ; d'où le résultat d'après (2.7.2).

Pour tout m e G soit \^. le vecteur unitaire tangent à la méridienne et
tourné vers le bas :

(2.8.2.1) v -1 ——- -JL. CP'(NI) î
^(p'dixll) ||x|| /l.cp-dixil)

où î est l'élément (0.1) de IR" x IR.
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On vérifie aisément que, au point m = (x,z) où z = cp ( || x || ), la deuxième
forme a de S relativement à G vérifie :

(2.8.2.2) a (u,u) = ———^ , pour tout u c T (S ).x)! i i x i i / i + ^ d i x i r ) m z

En particulier si q> (r) = - / R^r2, 0 ^ r < R, (hémisphère ouvert) on a,
en posant 6 = A r c t g p ,

(2.8.2.3) a (u,u) = cos ^(uju), pour tout z e ]-R,0[ et tout ue: T (S ).\)t K sin o m z

La proposition suivante généralise le principe de démonstration classique
de l'existence d'un point ^-convexe sur toute hypersurface compacte V de
IR" par enserrement de V au moyen d'une famille de sphères.

(2.9) Proposition. Soit (A ), t e R une famille de convexoî'des d'une variété
riemannienne V . Posons W = 3A et pour tout c > 0 , soit W (e) l'ensemble
des xe V tels que d(x,W ) ^ e . Supposons que t^ A vérifie la condition
de continuité suivante (où A désigne la différence symétrique :
X A Y = (X \ Y) u (Y \ X)) :

(2.9.̂ ) Pour tout t > 0, tout compact K de V et tout e > 0, il existe n > 0 tel
que |t-t | <: n implique (A A A ) n K c W fe).

o o

Soit V une sous-variété compacte de V telle que :

(2.9.1) i) V ^ n A ;
t>o

(2.9.2) if) il existe ^ > 0 tel que V c A .

Alors l'ensemble T des t e ] 0, p ] tels que pour tout s e [t,u] on ait
Vc A a un plus petit élément t > O . O n a V c A et V n W t. () .

o o

Preuve.
i) Posons t = Inf T.

Comme V / n A il existe X > 0 tel que V t- A, . \ est un minorant
t > o T À

de T (sinon il existerait t e T tel que t < À et on aurait V c A, ), doncÀ
t ^>0.
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ii) Prouvons que V c A .
o

Par l'absurde, supposons V i- A . Alors il existe x. <=- V tel que x. <f- A .
o . o

Comme A est fermé on a d(x.,A ) > 0. Posons c. = — d(x.,A ).
o o o

(2.9.3) On a x^ ^ W ( e . ) et d'après l'hypothèse il existe n. > 0 tel que

|t-t [^ n . entraîne :

(A^ A A^ )n V c w^ (cp.
o o

Supposons n, < p-t et posons t, = t + r\..

On a V c A donc x. e A .
L! 1 t!

Comme x. ^ A on a x. <= A \ A ,
o 1 o

donc x, e (A A A ) n V
o

donc x. e W (c.),
o

ce qui contredit (2.9.3).

Donc V G A .
o

Comme T est un intervalle il en résulte que V c A pour tout s e [t ,p],
i.e.t^T.

iii) Prouvons que V n W ^0.
o

Par l'absurde, supposons V n W = 0 . V étant compact et W étant fermé,

d(V,W^ ) > 0. Posons c^ = \ d(V,W^° ), alors W^ (c^) n V = 0. °
0 0 0

D'après l'hypothèse il existera > 0 tel que |t-t | $ n^ entraîne

(A A A ) n Kc W. (cJ. Supposons n^ < t . Soit s e [t -n^,t ], alors |s-t | <: n^

donc :

(A^A A^ )n K c W ^ (e^)
o o

Prouvons que V c A . Soit x e V.

Comme d(V,W^ ) = 2c^, on a d(x,W^ )^ 2 c^, donc x ^ W (c), donc
0 0 0

x 4 (A A A, ) n V, donc x ^ A A A, .
s 'o s ^

Or x e V, donc x e A .
o
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II en résulte que x e A n A , donc x e: A .
o

Donc V c A . Comme t e T on a aussi V c A pour tout s s [t ,u] . Finale-
ment V c A pour tout s e [t -n-,u], donc t -n^ e T, ce qui contredit t = Inf T.

Donc V n W ^ 0.
o

(2.10) Corollaire. Sous les hypothèses de la proposition (2.9) :

i) II existe x c V et Ç e N V tels que \\ Ç || = 1 et y. > 0.
xo ° * °

ii) Si A est un. convexoVde fort pour tout t e IR , alors il existe x c v
et ç e. N V tels que || Ç || = 1 , et que a» soit définie positive.

xo * ° "o
iii) Si pour tout t c R , 8 A ne possède aucun point méplat et si V est
une hypersurface, alors il existe x <s V et Ç e N V tels que || Ç |[ = 1,

o
a,- ï 0 et a. t- 0.

"o ''o

Preuve. Application immédiate du lemme (2.6).

(2.11) Remarques.
(2.11.1) La condition (2.9.1) est automatiquement vérifiée pour toute sous-va-
riété V de dimension p lorsque n A. est inclus dans une sous-variété à bord I• ' t>o t o
de dimension k •$ p telle que 9 I soit non vide et I connexe (car V e n A

entraîne V c I , donc dim V = dim I , V est donc ouverte relativement à I ,
V étant de plus fermée non vide on a donc V = I , ce qui est impossible puisque

3V = 0 et 3 IQ / 0 .

(2.11.2) La condition (2.9.2) est automatiquement vérifiée pour toute sous-variété
compacte de dimension p lorsque la famille t «—> A est croissante et que la
réunion des intérieurs des A , pour t > 0, est égale à V.

L'exemple simple suivant illustre les deux remarques précédentes.

Soient V = E un espace euclidien et x,,x^ des éléments de E. Posons
d(xpX^) = 2c.

Pour tout t > 0, soit A l'ensemble des x e V tels que d(x,x.)+d(x,x^) ̂  2c+t.

(Ellipsoïde de révolution), n A est alors le segment fermé I = [x.,x^].
t > o ° 1 z
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(2.11.3) On peut démontrer que la famille z t-> A de convexoi'des de la proposi-

tion (2..5) vérifie la propriété de continuité (2.9.*).

Nous omettons la preuve de ce fait que nous n'utilisons pas.

3. Courbures, tangages et diamètres.

Lorsque A est une partie d'une variété riemannienne M, on note ^(A) le

diamètre de A dans l'espace métrique M.

Le lemme suivant est à la base de la présente section.

(3.1) Lemme de comparaison. Soient E un espace euclidien, c > 0 , y : [a,b]-»-E

une application de classe C2 telle que ||y'(s)| = 1 et [|Y"(s)|| ^ e pour

tout s € [a,b]. Posons R = —. Alors : ,o c • p—a
1~~R~

i) Si b-a ^ 2ïïR^,on a || y(b)-y(a)|| ^ Rjl -e ° | ;

il/Si -iïR ^b-a, on a ôpOm y) > 2R ;

iii) Si y (a) = y(b) , on a long y ^ 2-iïR et ^(îm y) ^2R .

Preuve.
Q Q

i) Soit Si = b-a. On peut supposer E vectoriel a = - -^ , b = -^ et y(0) = 0.
-> ~^ , ~^

Posons k = y'(0), z(s) = (y(s)|k) et soit cp(s) défini par (y ' (s) [k) = cos cp ,

0 ^ (p <: TT .

Dans Œ = R2, désignons par (e.,ej la base canonique, posons

i(ïï--|-)

y^(s) = R^ + R^ e ° , y^(s) = (y^(s) |e^) -- R^ sin ̂  , ^

et soit i^(s) défini par y.(s)|e^ = cos ^ , O . $ i p < : i r . On a ip(s) = — , — = cos cp,

^i
-ds" = cos 1' •

->•

Posons T (s) = y'(s). Comme cp (s) est la distance géodésique de k à r(s)

sur la sphère unité :

(s .
^s) ^ II ̂  II dt» P01^ tout s e l^0^] •

o

Donc cp(s) ^ -p dt,
^o o
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(3.1.1) i.e. cp (s) ^ ip(s), pour tout s e [0, -j-], donc cos ip(s) ^ cos cp(s), i.e.
dy^ .
"ds" ^"ds • comme YI^ = z(o)» il en résulte y^(s) <: z(s), pour tout s e [0,^].

En particulier y. (-7) < z(-l) .

De même on obtient :

z(-|)<y^)=-y^),

donc 2y,(-|) < z(-|) - z(--J) < || y^) - y(-|)|| .

^
Comme 2y^) = ̂ l-e 0| , i) est démontré.

ii) Si îrR^ ^ b-a alors a + TTR e: [a,b], donc d'après i) || y (a + R ) - Y(a)|| > 2R ,
donc ô(Im y ) $- 2R .

iii) Si y (a) = y (b) alors long y > 2-iï R (car si on avait long y < 2-iï R

on aurait || y (a) - y(b)|| > 0 d'après i)). Ainsi b-a ^ 2-iï R , donc d'après ii),
6 (Im y) ^2R^.

(3.2) Théorème. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E et c > 0 .
Supposons que pour tout x e V et tout u e T V tel que || u [[ = 1 on ait
t ^ c . Alors :

i) Si V possède au moins une géodésique définie sur tout IR, le diamètre
extrinsèque de V dans E est minoré : 6pV > — ;

ii) Si y : [a,b] ^ V , a ^,b , est une gèodésique de V telle que y (a) = y (b),
alors :

long y ï 2-iï -^ et ôpdm y) ̂ 2 .
fc L. £

Preuve. Si c est une gèodésique unitaire de V, en désignant par a la deuxième
forme vectorielle de V relativement à E, on a c"(t) = a (c'(t), c'(t)). Donc
||c"(t)|| ^ c pour tout t. Il suffit alors d'appliquer le lemme (3.1).

(3.3) Corollaire. Soient V une sous-variété minimale d'un espace euclidien E

et k > 0 • Supposons que la courbure de Ricci Q de V vérifie -k ^ (Q(u)|u)
pour tout u e TV tel que ||u|| = 1 . Soit y : [a,b] -»-V une gèodésique de V
telle que y (a) = y(b) . Alors :
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i) long y >. ^— ;
"o

ii) Ô^Om y) ^ 7^ .

Preuve. V étant minimale, on a Q = - @ 2. Il suffit alors d'appliquer (3.2)
avec £ = /"k~\

(3.4) Lemme. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E et
R^ > 0 . Notons a la deuxième forme vectorielle de V relativement
à E et supposons que || 5 (u,u) || ^ p— pour tout u e: TV tel que || u || = 1 .

Soit y : [a,b] -^ V une courbe paramétrée de V telle que [| Y'(s)|| = 1 ,
pour tout s e [a,b], et dont la courbure relativement à V est partout ^ c..
Alors :

T T R 2R
l) si b-a ^ YR2 p^P on a (SF(Im ^ ) ^ A ^ 2- îy K^ c ^ + i t- /1+RI c^

2-iïR,
ii) Si •y(a) = y(b) , on a long y ^ — .

'1 "1

Preuve. Y"(s) = y (s) + a (Y'(s),y'(s)) pour tout se [a,b], et les deux termes
du deuxième membre sont orthogonaux. Donc

II Y "(s) II2 = II v^- (s) ||2 + H 5 (y'(s), y'(s)) ||2, d'où ||Y"(s)|| .< / c2^ + ̂ - et

il suffit d'appliquer le lemme (3.1) avec e =

Remarque. Si V est une sphère S de rayon R. et y une gèodésique de S alors le
lemme (3.4) s'applique avec e. = 0 et se réduit à des propriétés bien connues.

(3.5) Proposition. Soient V une sous-variété fermée d'un espace euclidien E
et V une sous-variété fermée de V . Notons a (resp. a) la deuxième
forme vectorielle de V (resp. V) relativement à V (resp. E).

Supposons que pour tout u e TV (resp. TV ) tel que || u || = 1 on ait
||a(u,u)|| ^ e . (resp. ||3(u,u)|| <—.i K^

Alors <SpV ^
2R!

/T+R2^ £2

Preuve. V étant fermée relativement à V et V étant fermée dans E, V est
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fermée dans E, donc V est complète. La proposition découle alors du lemme (3.4)
appliqué aux géodésiques de V.

(3.5.1) Remarque. Si on remplace dans (3.5) les hypothèses || a(u,u) || $ € ,
i ~ i

et ||5(u,u)|| <: -D- par || @ (u) || ^ £ . et [| B (u) || ^ ±- , la proposition s'appli-
K! [ K!

que (cf. 0 ; 3.3.2).

(3.6) Théorème. Soient S une sphère de rayon R. dans un espace euclidien E,
V une sous-variété fermée de S , et e . > 0. Notons a la deuxième

forme vectorielle de V relativement à S et supposons |[ a(u,u) || < c , pour
tout u G TV tel que ||u|| = 1 . Alors le diamètre extrinsèque de V dans S
est minoré :

(3.6.1) 2R^ Arctg^-1-^- < <S^V.

Preuve. D'après la proposition (3.5) :

2R.

^'Tr^/ l + K ^ C ^

V étant compacte il existe x. et x^ éléments de V tels que

2R,
(3.6.2) 11^ -x^ l j

'l0!

Posons d<, (x . ,x^) = 2cp R. .

2R.
(3.6.2) s'écrit : 2R. sin cp = - , d'où 1 = sin2^ + e2 R2 sin2 cp

/ÎÏR^

ïV' ̂  ^£^

i.e. (p = Arc tg ——p— , d'où le résultat.c^

D'après (3.6.1), si une sous-variété de S a, relativement à S , tous ses
basculements, suivant des vecteurs unitaires, majorés par e, très petit, alors
6 < , V est très voisin de ô <,S = TT R..

Le lemme suivant complète le lemme de comparaison (3.1).
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(3.7) Lemme. Avec les hypothèses et notations du le m me (3.1), supposons
b-a^ 27rR et

b^a
1 R

(3.7.1) ||y(b) -y(a)|| = R^ 1 - e °

Alors l'image de y est un arc de cercle de rayon R .

n
Preuve. Conservons les notations de la preuve de (3.1). Posons A = y(- -x),

B = y ( J ) , A ^ = Y^-l^l ~- ^A^

(3.7.1) s'écrit : ||B-A|| = H B ^ - A J I .

Soient H l'hyperplan vectoriel orthogonal à k, P (resp. Q) la projection
orthogonale de A (resp. B) sur H.

D'après la preuve de (3.1) on a (A|k) ^ 0 et (B|k)^ 0.

Supposons que || B-Q || ^ ||A-P|| , et soit y : [- -j, + ̂ ] •> E défini par
les conditions suivantes :

i) y | [0 ,^]=y[0 ,^] ,
p A

ii) Pour tout s e [- ^,0], y (s) est le symétrique par rapport à H de y(-s).

(3.7.2) Posons B' =y(--|) . Alors ||B-B'|| ^ | [ B . A . ||. On vérifie sans . peine
que y est de classe C2. Comme || y "(s) || ^ c pour tout s, on peut appliquer
à y le lemme (3.1), d'où :

(3.7.3) HB-B'H > IJBpAjl .

On a donc || B-B' || = || B-A || .

Comme (A|k) <:(B'|k) ceci exige A = B'.

(3.7.^) Ainsi ||B-Q|| = ||A-P||o
n

Nous allons montrer que y ([0, -^]) est un arc de cercle de rayon R . De
Q Q

même en échangeant les rôles de [0, —] et de [- —,0], ce qui est possible
Q

d'après (3.7.4) on saura que y([- -0]) est un arc de cercle de rayon R .
Comme ces deux arcs de cercle auront même tangente en 0 et même normale
principale, la proposition sera démontrée.
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1 o o d(z(s)-y (s))
Comme || B-Q ]| = ^ ||B^-A^ || , on a z(-|) = y^) . Or 0 <———^-——

pour tout s e [- — , —] ; l'application s »—»• z(s) -y. (s) est donc croissante.
n

Comme elle s'annule pour s = 0 et s = — , il en resuite qu'elle est constante

sur [0,^] .

Par suite <p(s) = ip(s) pour tout se [0,-^], donc —^ = p- .
o

Soit <^ le cylindre engendré par les droites y (s) + Rk, s ^lO,"-].

Notons \(s) (resp. X (s)) la courbure de y au point s relativement à E
(resp. à ^ ).

Comme X (s) = -j—, on a:

vvi-
(3.7.5) Donc À = X .

6

Montrons que ceci entraîne que ^ est plan. Soit a la deuxième forme
vectorielle de ^ , u = y'(s), (u.,u^) une base orthonormée de T / ^€ telle que

u^ = k.

(3.7.5) se traduit par a(u,u) = 0.

Posons u = x.u. + x^u^. Comme a(u.,uj = 0 et a(u^,uJ = 0 on a
x2 a(u.,u.) = 0.

Comme s > 0, on a x. ^ 0, donc a(u , ,u . ) = 0 . a est donc nulle en tout
0 -

point y(s), s £ ] 0 — ] . Il en résulte que a est nulle en tout point de <^.

Par conséquent ^ est plan. Comme une courbe plane dont la courbure
est — est un arc de cercle de rayon R , le lemme (3.7) est démontré.

"o °

(3.8) Théorème. Soit V une hypersurface fermée d'un espace euclidien E
et c > 0 . Supposons que:
i) Pour tout x e V et tout u e T V tel que || u|| = 1, on a ||a(u,u)|[ ^ e ;

x . . 2ii) Le diamètre extrinsèque de V dans E est égal a -ç:.
Alors V est une sphère.

Preuve. Posons R = — .
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V étant fermée bornée est complète. Soit x e V. Pour tout u e T V tel

que H u H = 1 soit y î 1R ">> V la géodésique issue de u.

Posons ̂ - Y^R),B^ Y^R).

D'après le lemme (3.1) on a :

II B - A II > 2R,11 u u" '
et d'après ii), || B - A || <: 2R.

Donc 11^-^11 = 2 R -

Donc, d'après le lemme (3.7), y ([" '7^» ^R]) est un demi-cercle de rayon R.
En répétant le raisonnement aux points A et B au lieu de x , on voit que

Im y est un cercle de rayon R.

Soit v e N V tel que || \) \\ = 1.
xo

On a y"(0) = ± - \) .
U Iv

Comme y "(O) est fonction continue de u quand u varie dans la sphère
unité de T V, on peut supposer, en remplaçant au besoin \^ par son opposé,

xo 1que y"(0) = -5 v . Im y est donc le cercle de diamètre (x ,x + 2 R \ ^ ) dans
U JK U 0 0

le plan affine x + Ru+IRv. Il en résulte que V est la sphère de centre x + R\)
et de rayon R.

(3.9) Proposition. Soient E un espace euclidien et R réel > 0 , y : [O,TTR] •> E
une application de classe C2 telle que || y'(s)|| = 1 et || y"(s)|| ^ n pour
tout se [0,-iïR] .
Soit S une sphère de centre 1 et de rayon R. Supposons que y (0) e S et que
y '(0) e TS. Alors ••
i) Im y est incluse dans le complémentaire de la boule ouverte de centre
1 et de rayon R ,•
ii) Si t. e [0, ÎTR ] est tel que y(t.) e S , alors y([0,t.]) est un arc
de grand cercle de la sphère S.

Preuve. Reprenons les notations de la preuve du lemme (3.1) (avec H = 2TrR) :
y(0) = 0, y'(0) = k. Soit H l'hyperplan vectoriel orthogonal à k. Posons

Ç = -JT-.-H et identifions la base canonique (e.,e^) de IR2 avec (Ç,k), de sorte
que y, devient une courbe paramétrée dans le plan RÇ Q) Rk telle que y,(0) = 0
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et y'.(O) = k. Posons y (s) = M(s), y, (s) = M. (s), et soit P(s) (resp. P^(s)) la
projection orthogonale de M(s) (resp. M, (s)) sur H.

1° Prouvons que pour tout s e [ 0 , ^ R ] o n a ||M(s)-l|| ^ R.

Puisque cp = ang(k, y'(s)), on a || -,— || = sin cp , donc ~j~ ^ sin ip .
dx^

D'autre part, en posant Yi(s) = x.(s)Ç + y.(s)k, on a—,- = sin (p.

A I I D II ^ 1
Comme 0 ^ cp •$ i p ^ ^ o n a donc | —~i— \ ̂  —i— > et ceci pour tout
s e [ 0 , ^ R ] .

Par suite || P(s) || ^ x^(s), i.e. || P(s) || .$ ||P^(s)|| pour tout s e [0 ,^R] .

Il en résulte que || I-P, || <: || I-P || .

De plus, d'après la preuve du lemme (3.1) : ||M.-P. || <: ||M-P|| • II résulte
alors du théorème de Pythagore que | |M. l | | <: II M-I II » i-e. R ^ ||M(s)-l||,
ceci pour tout se [0,^R].

2° Soit T l'ensemble des t e [0,'iïR] tels que pour tout se [0,t] on ait
II y(s)-l|| > R. T est un intervalle contenant [O,1- R] .

Posons p = Sup T et B = y(u). Par continuité on a

||Y(u)-l|| > R et U C T .

Supposons que u < TTR.

Alors nécessairement || y (u)-I || = R.

(Sinon par continuité il existerait des points de T strictement plus grands
que u).

y(s ) - I
Pour tout se [0, TTR] posons y,, (s) ^ I + R » y / s \ T | | '

Soit y . : [0, TTR] ->• S la paramétrisation par l'abscisse curviligne d'un
demi-grand cercle de S telle que y^(0) = 0 et B e im y^

Soit t^e [0,-iïR] tel que y^(t^) = B. On a :

(3.9.1) long y^|[0,u] <$ \i

donc, a fortiori, t^ <: u.

Posons B. = y,(u). D'après le lemme (3.1) appliqué à y|[0,u], on a
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II ^ûll ^ II ̂ -0|| . Comme 0 ̂  < U ^ T T , ceci exige B = Bp i.e. t. = p. Donc
d'après (3.9.1),

^"g Ysl[0»M]^ d^(0,B),

(où d^ désigne la distance de la variété riemannienne S), donc Yç;([0,p]) est
un arc de grand cercle de la sphère S, de longueur p.

Ainsi long Y^|[0,p] = long(y|[0,p]).

Ceci exige Y^|[0,p] = Y|[0,|j] .

Donc y|[0,p] est un arc de grand cercle de la sphère S. On peut alors
reprendre le raisonnement précédent au point y (u) au lieu de y(0), ce qui
montre l'existence de points de T strictement plus grands que p : contradiction.

Donc u = TIR.

Donc ||Y(s)-l|| ï R pour tout se [O,TTR].

3° Prouvons le ii) de la proposition (3.9).

Soit t^ e [0, TrR] tel que y (t.) e S.

Puisque, pour tout s e [0,1^], on a || y(s)-I || ï R, on prouve comme dans
la partie 2°), en remplaçant u par t^, que Y([0,t^) est un arc de grand
cercle de S.

4. Basculements et transports parallèles.

(4.1) Proposition. Soient V une sous-variété de V , y : [a,b] -»• V une courbe
paramétrée de V et X : [a,b] -> TV un champ V-parallèle le long de y
tel que ||X(t)|| = 1 pour tout t e [a,b].

Alors ||-^(t)i| .< H e(y'(t)||.

Preuve. Soient T^,..., T des champs de vecteurs unitaires le long de y tels
que, en posant -r^(t) = X(t), T^(t),...,T (t) soit une base orthonormée de T / vV
pour tout t e [a,b], et tels que les T . soient V-parallèles.

Posons T(t) = T^(t) A . . .AT (t)
et B(t) = T(t) L- X(t?

i.e. B(t) = T^(t) A ... A T (t).2 P

47



Henry MAILLOT

Ona X -- (-DP^T L- B, donc -^- - (-DP-1^ B . T^ ).

'V7R V'1' •
Or -^ (t) = Z ï.(t) A ... A -—(t) = Z T^(t) A ... A -^- (t) A... A T (t), et d'après l'hypothèse

2 ^ i ̂  p r^ i ^ p
VT.
çjf-(t)e: NV.

n n
II en résulte que T t_ —— = 0.

Donc -^ = (-l)13" -x3- L- B, et comme B est pur :

1 1 ^ 1 1 -< ll&l . 1 | B | |

- 1 1 ^ 1 1 . 1 1 ^ 1 1

.̂ II ^11 .< ||e(Y'(t))|| (cf. 0; 3.2).

(4.2) Pour tous vecteurs u,v non nuls dans un espace euclidien nous noterons

ang(u,v) le réel 6 défini par (u | v) = || u || || v || cos 6 et 0 ^ 6 ^ TT .

(4.3) Proposition. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E ,
y : [a,b] -»• V une courbe paramétrée de V , X : [a,b] -»-TV un champ paral-
lèle le long de y . Alors :

fb
ang(X(a), X(b)) ^ || (3(Y'(t))|| dt.

'a

Preuve. On peut supposer que ||X(t)|| = 1 pour tout t £[a,b]. Faisons-le.

ang(X(a), X(b)) est alors la distance géodésique de X(a) à X(b) sur la sphère
unité. Donc :

ang(X(a), X(b)) ^ f || ̂ -\\ dt,
a

et il suffit d'appliquer la proposition (4.1).

(4.4) Corollaire. Sous les hypothèses de la proposition (4.3), soit C > 0. Sup-

posons que II 3(u)|| <: C pour tout u e TV tel que || u|| =1 . Alors ;

ang(X(a), X(b)) <: C long y .
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(4.5) Corollaire. Soient V une sous-variété minimale d'un espace euclidien E
et y : [a,b] -> V une géodésique unitaire de V.

Suppsons que k^ est un réel > 0 tel que la courbure de Ricci Q de V
vérifie -k^ <: (Q(y'(t))| y'(t))pour tout t e [a,b]. Alors ••

ang(y'(a),y'(b)) ^ /k^long y.

Preuve. Immédiate à partir de 8 2 = -Q et du corollaire (4.3).

(4.6) Corollaire. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E et

Y : [a,b] ^ V une courbe paramétrée de V telle que y (a) = y^) = x •
Soit L : T V ^ T V l'application linéaire définie par le transport

0 °
parallèle le long de y • Alors; ;

rb
Sup II (L-id)(u) II < II 8(y'(t))||dt.

H u H = 1 ; a

Preuve. Lorsque || u || = 1, on a || L(u)-u || ^ ang(L(u),u), et il suffit d'appliquer
(4.3).

Remarque.
La définition et les principales propriétés de l'endomorphisme de bascule

s'étendent sans problème aux sous-variétés à bord.

Dans la proposition suivante, pour tout réel x nous posons
x = (x)" = angîe10^).

(4.7) Proposition. Soit V une sous-variété à bord d'un espace euclidien.
Supposons que V est compacte et de dimension 2.

Pour tout x e v soit G(x) la courbure de Gauss de V au point x . Pour
tout x e 3 V soit @ (x) le basculement de V suivant un vecteur unitaire
tangent en x à 3V. Alors :

(f f GF.< f i.
JJ V î 3V

Preuve. On peut supposer | p^ < -rr .
^av3V

En désignant par À la courbure géodésique de 3V dans V, relative au
6
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vecteur unitaire normal à 3V et de sens rentrant, on a, d'après le théorème
de Gauss-Bonnet :

Hv^-lavV^'
où X^ est la caractéristique d'Euler-Poincaré de V.

Donc(f f G)" = ( ( X )\
JJy J av g

Notons r̂ ,..., r^ les composantes connexes du bord 9V de V. Soit T l'un
quelconque des 1^ et y : [a,b] ^ V telle que || y'(s)|| -. 1 pour tout s e [a,b],

y(a) = y(b), y|[a,b] soit injective et Im y = F.

Soit X •• [a,b] ^ TV un champ de vecteurs unitaires le long de y, V-parallèle.

Notons v(s) le vecteur unitaire tangent à V au point y (s), normal à r et de
sens rentrant. Orientons T ^\ par la base ( y'(s), v)(s)) et soit <p(s) un angle
polaire de X(s) par rapport a y '(s), que l'on suit par continuité. On a À - - •d^-
donc : 8 ds

f5
- \ ds = (p(b) -(p(a).
; a °

(p(b) - <p(a) est une détermination de l'angle orienté à 2k7r près de (X(a),X(b)),
donc :

fb
\ ds = c ang(X(a),X(b)) + k27r

' a °

avec c = ± 1 et k e 2.

Ainsi f X = Z (c.ang(X (a,),X,(b,)) + k.27r)
^ â V g l< : i ^n A 1 1 1 1 i

donc ( f À r = ( z e ang(X (a ),X (b,)))' . Or d'après (4.3),
' 9 V 6 l«:i<:n i l

ang(X^),X^(b?) < f i, donc |Zeang(X,(a.),X,(b.))| ,< f ^^^
) ^ [ i 1 1 1 1 J 9v

donc ( £ yng(X^), X^)))' = | z ^ ang(X^), X^(bp) |,

i.e. (JJ^Gr = |î€iang(X^),X^))|,donc(JJ G)\< J y.
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(4.8) Corollaire. Avec les mêmes hypothèses qu'à la proposition (4.7), sup-
posons que V soit minimale. Alors :

(|f G)-, f /fcT.
) ) \ 1 ï av

En particulier, si | G | ^ TT , on a :
} ! y

f f |G| s< ( /TGT.
J J y J av

Preuve. V étant minimale dans l'espace euclidien E, on a 02 = -Q ; et comme
dim V = 2, Q est l'homothétie de rapport G, d'où le résultat.

(4.9) Théorème. Soit t ^—^ V , t décrivant [0,1], une déformation continue
d'une surface compacte à bord dans un espace euclidien de façon que :

i) V est plane et V est minimale pour tout t ,

ii) /|G| < TT pour tout t.
J 3V

Alors f f |G| ^ f /|G"f pour tout t.
J J V^ J 9V^

Preuve. Notons A l'ensemble des t e [0,1] tels que pour tout s €: [0,t] on ait

[ f |G| « f /î T.
î î v î a v; ^v ^ a v

Par un raisonnement de type classique on démontre que sup A est un élément
de A nécessairement égal à 1.

Exemple concret d'une telle déformation :

Dans l'espace où nous vivons, considérer une membrane savonneuse plane
limitée par un ou plusieurs cycles en fil de fer, et déformer un peu les fils
de fer.

Remarque.
Les énoncés (4.7), (4.8), (4.9) sont encore valables pour des immersions

isométriques.

(4.8) et (4.9) montrent que, dans une certaine mesure, un contrôle de la
courbure de Gauss sur le bord d'une surface minimale donne une majoration
de f | |G|.
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De tels résultats ne sont pas valables pour des sous-variétés quelconques.

Par exemple, on peut, dans IR3, déformer un disque plan par une famille de

cônes dont on a arrondi le sommet. On a alors /|G |' = 0, puisque G
est nul sur 9V , mais // G = - / À f- 0. ^t

v! ^t g

5. Courbure aréolaire et nombres de Betti.

0.1) Rappels. Soient X. et Y des K-espaces vectoriels de dimensions finies,
k k A H

k e N, H c IN, cp e ^f(AX, AY), î  e:̂ (AX, AY). On note cp D ip , (cf. [G,H.V.])
k+A k+JL

l'élément J^( A X, A Y) défini par :

0.1.1)
(CPD^...AX^)= Z ea (P (xa(l)A••-'xa(k) )^ (xa(k.l)A•••'xa(k^) )

a ^k,^

où les x. appartiennent à X et où (ô \, n désigne l'ensemble des permutationsA K, Jo
de {l,2,...,k+U telles que a( l ) < ... < o(k) et o(k+l) < ... < a(k+&).

k k k k ^
«Sf(AX, AY) s'identifie canoniquement à (A Y)® A (X ). Pour cp = A<^U avec

k k ^ 9. H ^
A ^ A Y e t U e A X ,et vp = B ® V avec B e AY et Ve AX , on a :

0.1.2) (p D ^ = (A A B)<S> (U A V).

Il en résulte que l'opération D est commutative et associative.

Pour tout espace vectoriel euclidien Z notons o f̂ (Z) (resp. Jaf (Z)) l'espaces a
vectoriel des endomorphismes de Z qui sont symétriques (resp. antisymétriques).

k H k+jl
0.1.3) Si cpe -^(AX) et \p e "^(AX) alors cp D ip e ^ ( A X). De plus si
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cp ^ 0 et ip $. 0 alors cp D ^ ^ 0 ; si <p et il; sont définis positifs et
si k+£ ^ dim X, alors cp D ip est défini positif. Toutes ces propriétés s'obtien-
nent par diagonalisation et en utilisant la formule (5.1.2).

Si cp ^ ^( A X) et p e 1M , on pose cp = (p D (p D ... D cp, où cp figure
p fois.

n . [n]
0.1.4) Si f e^f(x) et n = dim X on a Af = — f .n.

Lorsque f e ^f(X) et g e ̂ f(X) sont tels que 0 ^ f et 0 $ g on a
det(f+g) > det f + det g. (Ceci découle aussitôt de la formule du binôme appli-

(3
quée à (f+g) et de (5.1.3).)

(5.1.5) Plus généralement si f.,.-,J sont des éléments ^ 0 de ^f(X) on a
det(f.+ ... +f ) > det f . + ... + det f . On voit en particulier que la fonction
det est croissante sur l'ensemble des endomorphismes ^ 0 de X.

(5.1.6) Soient V une variété riemannienne, x ^ V , p : A T V - ^ A T V l'opé-
0 ^ ^ ^

râleur de courbure de V au point x , défini par :

(p(u A v))[(w A z) = -(R(u,v)w)|z,

(où R(X,Y) - ̂  ̂  - VY V^-V^^])-

Supposons que V a une dimension paire p = 2k. La courbure de Gauss-Bonnet
de V au point x est le réel G défini par :

o
i i/ Bw^\-\-^

(5.1.7) Rappelons enfin (cf. 0;4) que lorsque V est une sous-variété riemannienne
de V la courbure aréolaire de V relativement à V au point x de V est le détermi-
nant de l'endomorphisme de bascule (3 de V par rapport à V, au point x.

La proposition suivante a été établie à l'instigation de R. Lange vin.

(5.2) Proposition. Soit V une sous-variété de dimension p = 2k d'un espace
euclidien E de dimension n = p+q . Alors la courbure G de Gauss-Bonnet
et la courbure aréolaire ^ de V vérifient :
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0 ) _ 0) i

101 <^'où o). désigne le volume de la sphère unité de dimension i dans R^ .

Preuve. G est donné par :

G = P f det h , (cf. [Ch. La.]) .
x 2a)"-! Jr.s<l>N v ^n-1 ^cS^N V

xo
(La normalisation de G utilisée est telle que X (v) = — G , où X (V) est

la caractéristique d'Euler-Poincaré de V ),

Soient ÇeN V tel que || Ç || = 1 et v.,...,v une base orthonormée de N V
o A q ^

telle que \). = Ç . On a @ 2 = h2 + ... +h2 , donc h2 <: 32, donc |h» |^ 0,
1 q 1 "

donc d'après (5.1.6), det|h.-| < det P, d'où le résultat.

(5.3) Théorème. Soit une sous-variété compacte V de dimension p d'un
espace euclidien de dimension n . La somme des nombres de Betti de V
est majorée à un facteur constant universel près par l'intégrale de la courbure
aréolaire :

"o^i—^p^;!^-
Preuve. D'après un théorème de Chern et Lashof (cf. [Ch. La.]) on a :

b+b , + ... + b ^ ——— [ ( \ .. |dethJ)
o 1 P œ^ J ^ Jçcs^N V ç

^
On procède alors comme dans la preuve de (5.2).

L'inégalité de la proposition (5.2) peut être affinée dans certains cas. Par
exemple on a l'énoncé suivant :

(5.4) Proposition. Supposons que V a une courbure sectionnelle constante
a > 0 , que V a une dimension paire et que la connexion normale de V est
plate. Alors G2 <: det(a id + (32) . En particulier, si a = 0, on a |G| <: ^ .
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Preuve. Comme V a une courbure sectionnelle constante a :

p = a id + £ Ah..
l<:Kq J

Posons h^ = /"a id(T^ V), alors p = z Ah..
o 0<j<:q j

Soit e ' l'endomorphisme positif dont le carré est Z h2..
0 $ j $ q J

On a e'2 = r h2. ,
O^ j ^q J

i.e. g '2 = a id + @ 2 .

Supposons p = 2k (p = dim V).
2k

Soit H l'endomorphisme de A T V défini par :
0.4.1)

^•••^--[A ̂  £ap(ua(l)A ua(2) ) A•••AP(ua(2k-l)A ua(2k))
2k

pour tous u. e: T V.
2k ' x

AT^V étant un espace vectoriel de dimension 1, H est une homothétie,
et le rapport d'hornothétie est la courbure de Gauss-Bonnet G.

Comme V est V-1-plate et que la courbure sectionnelle de V est constante,

h^,...,h^ commutent ; a fortiori h ,̂h .̂..,h^ commutent ; on peut donc les
diagonaiiser sur une même base a.,. ,,a .̂ de T V.i zk x

Posons hj(a? = \^.

Alors ^r^-^j^W,

^•^^'-0^^^-^

posons ^'O^^, ̂  x ^ ' a l o ^ s p ( a ^^ -^^^^
d'après l'inégalité de Schwarz :

^•^ 1 a o ml ^ / — ^ ^ 7 •^~î——T^.
x'tm 0.<i.<q )•A 0.<j.<q i'"1

D'autre part B'^a.) = s h?(a.),
0<j<q ' 1

e'^)-( i x 2 ) ^ .
0< j$q )'1 t
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Posons 0; = / î ^ r ' , alors É'(a.) = 6; a. et d'après (5.4.2)1 0.<j$q ))1 i i 1

(5.̂ 3) l ' ^^ml^ ^A ^m-

D'après (5.4.1) :

H(a,A.. .Aa^) =^; Z £oao(l),o(2)•••ao(2k-l),o(2k)ao(l)Aao(2)A"•^ao(2k)
oe^

'"î̂ l̂ l; <ïo(l),o(2)"•ao(2k-l),o(2k))al< •••"^k
ZK

donc G=T2i<y^^^^ aa(l),a(2) •<•aa(2k-l),o(2k)î

donc, d'après (.5.4.3) :

I^T^ s- ^(D^œ - ^a (2^1)^0 (2k)0 e ̂

i.e. |G| ^ det ^

d'où G2 $ det(a id + e2).
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CHAPITRE II

ROULIS ET ROTATIONS INSTANTANEES

1. Notations et rappels.

(1.1) Soient M une variété riemanniénne, y : 1 •> M une courbe paramétrée
de M, t et t. des éléments de I. P ou simplement P désigne l'appli-

0 ^ 1 ^o ^ ^o
cation linéaire de T / yM dans T , xM définie par le transport parallèle le

long de y l ^ ^ i l - Nous notons de la même façon l'extension de P aux espa -
. V ~ rto

ces de tenseurs. Lorsque M = V nous posons P. . = P+ + .
^o ^o

(1.2) Soient E un espace vectoriel euclidien, F. et F^ deux sous-espaces de
dimension k de E, k > 0, œ. et o)^ deux multivecteurs unitaires associés respec-
tivement à F. et F^. Nous appelons angle de F. et F^ et nous notons ang(FpF^)
le réel 6 défini par | (a), |a)J | = cos 6 et 0 $ 6 <$ 1- (cf. 0;2).

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivant :

* k k
(1.3) Lemme. Soient E un espace vectoriel euclidien, k e IN , A<= À E , 8e A E,

u c E, v c E . Alors :

(1.3.1) (AAU) | (B AV) = (A| B)(u|v) - (Ai-v)|(Bt-u).

Preuve. ( A A U ) | ( B A V ) = (-O^AA u)| (v AB) = (-D^A L - V Ï A U + (-l)kA(u| v)]| B

= - (B|(UA(ALV))) + (A|B)(u|v)

= -(B L u) | (A .-v) + (A|B)(u|v).

Remarque.

Pour A = B et u = v la formule (1.3.1) se réduit à l'identité de Lagrange,
mais ne s'obtient pas par polarisation de celle-ci.
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2. Un invariant conforme : le roulis.

(2.1) Théorème et définition. Soient une sous-variété V d'une variété rieman-
nienne V , un vecteur u non nul tangent à V en x^, une courbe paramé-
trée y : 1 -»- V et t c l tels que y'(t )= u et -j^J = ° • Notons
9(t) l'angle de N V ® Ru avec P. .(N ,,vV e IR y'(t)) .XQ to,t Y^t;

û /^\
Alors ——— a une limite quand t tend vers t par valeurs > t . CetteT - TQ o o
limite ne dépend que de u , nous l'appellerons le roulis de la variété V
suivant u et nous le noterons r .

Ce théorème résulte du lemme suivant :

(2.1.1) Lemme. Sous les hypothèses du théorème à l'exception de J. (t ) = 0,
Q^ ta^ Monotend vers
^0

ll^ll2-1"^^ ll^-do)

quand t tend vers t par valeurs > t .

Preuve du lemme. Soit t '—> s(t) une abscisse curviligne le long de y telle

que-g>0.
A A S-S

Comme —— = —— . —— , il suffit de prouver la proposition avec l'hypo-
o o o

thèse supplémentaire que — est constante. Faisons cette hypothèse.

Soit v(t) un multivecteur unitaire associé à N / ^V tel que v soit continue,

Y'(t)et posons z(t) = v (t) A n 't(^)|| •

On a H -^-(t^)ll= 11-^ (î\ ^(z(t)))|| , et pour tout t c I, P^ ^z(t) <E S^ A T^ V),

sphère unité de l'espace euclidien T V.
"o

6 (t) ~ II P. .(z(t)) - z(t ) II , quand t tend vers t^.

Donc—Q— tend vers ||-^(t )|| quand t tend vers t^ par valeurs > t^.

PosonsH=||-g(t^)||.
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H1-- II-̂ (t) A-^g^)»2, donc H^||r(t)B^=JI-^•(t)+

+ \>(t)A(^ï'+ a(Y'(t),-Y'(t)))||2.

Comme a(u,u) e N V, on a v (t ) A a(u,u) = 0, donc
o

H'IHÎ  ll̂ o^^ÏMI'-

De plus, d'après le lemme (1.3) :

(|^")tMt,)A^'(t,))=0.

(Car -^-(t^l v(t^) = 0 et vdg)1- u = 0). Donc :

H^ll "II 2 - ll^t^u» ̂  » v(t,)A -^'(t,)» -,

donc, en calculant les deux termes par l'identité de Lagrange :
'"••' <<>»

H2!!"»2-!!^"2»"!!2-!^""!!2

. l l -^ ' ( t , )112-B^'( to)-^<( to)B ^ t

On a ^•--S^-O.

De plus, pour tout t cl, v(t) i_ Y'(t) = 0, donc ̂ -(t) >- -y '(t) + \)(t)i-^'(t) = 0,

donc^(^)L-u=-v(0)>-^'(t,)

= - -^(0) i—a(u,u). Ainsi :

H2!!"!!2 = ll̂ nHI2 - ll^to^^ll2 + ll̂ '̂ ll2

H2!! "Il2 - ll̂ ll ' " " 1 1 2 - ll01^!!2 + IIÏ'̂ II2 •

Or ||̂ < )̂|| = II (3 (u) II , (cf. 0;3.2), d'où le résultat.

Comme, par définition, t^ = II ̂ f" » o" a d'après le lemme précédent

||0(u)|| 2 = t2 + r2 . Ceci s'énonce :

(2.2) Théorème. Le carré du basculement est égal à la somme du carré du
tangage et du carré du roulis.
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Remarque.
r , = [ X |r pour tout réel X ^ 0 .

AU U

Ceci nous conduit à poser r = 0 lorsque u = 0.

(2.3) Théorème. Soient V une sous-variété de la variété riemannienne V , x e V,
ue T V, u t. 0. Alors r est un invariant conforme donné par ;

o

'"•" '^w i.f.iN"'""1'
Preuve. Posons h^ = h. pour alléger les notations. D'après (2.1) et (2.1.1)

N1^= l l^niu l l 2 - | |a(u,u)| |2.

Il (3 (u) i l 2 = (^aolu)
= (( Z h^uWlu)

l ^ j ^q J

= Z (h.(u)|h.(u)).
l ^ j ^ q J J

(2.3.2) I le^ ) ! ! 2 ^ z l|n,(u)||2
l ^ j ^ q j

||a(u,u)||2 = Z (h.(u)|u)2, donc :
l $ j $ q j

Hpr2 -- z (llhtu)!!2^!!2-^)!^2)
l ^ j . < q J J

= Z ||h.(u)A u|| 2.
K j $ q j

Dans un changement conforme de métrique sur V, \\r est remplacé par
lui-même plus une homothétie (cf. [Ch. B.2])et le rapport de deux normes
ne change pas, par suite r est un invariant conforme.

(2.4) Corollaire. Sous les mêmes hypothèses qu'au, théorème (2.3) les conditions
suivantes sont équivalentes :
i) r ^ O ;
ii) u est vecteur propre de h pour tout Ç e N Y.

c> ^
Lorsque ces conditions sont remplies, u est vecteur propre de 6.
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Preuve. Immédiate à partir de (2.3.1) et du fait que tout vecteur unitaire ^
peut être considéré comme faisant partie d'une base orthonormée de N V.

o

(2.4.1) En particulier, lorsque V est une hypersurface un élément non nul u
de TV vérifie r = 0 si et seulement si IRu est une direction principale de V.

(2.5) Corollaire. Soient V une sous-variété de la variété riemannienne V

et x <sV. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) x est un ombilic ;
il) r = 0 , pour tout u e T V.

u o

Preuve. D'après le corollaire (2.4), ii) équivaut à :

V u e T ^ V, ( V ^ ^ N ^ V, 3X^,h^(u)= \^u)
o o 9

Le. VÇ^ v» ̂ "^x v ï ^uÇ» ̂ (u) = ^u.Ç u)

0 0 9

i.e. VÇ eT V, h,- est une homothétie,
^o •'

(d'après une caractérisation classique des homothéties parmi les endomorphismes),

i.e. x est un ombilic.

(2.5.1) En particulier V est une sous-variété ombilicale de V si et seulement
si tous les roulis de V sont nuls. Cette propriété est à rapprocher du fait que
V est une sous-variété totalement géodésique de V si et seulement si tous les

basculements de V sont nuls.

3. Roulis et intersections de sous-variétés, théorème de Joachimsthal.
(3.1) Notations. Soit V une sous-variété de la variété riemannienne V. Nous
notons V1 la connexion canonique du fibre normal NV de V. Si Ç est une
section locale de NV au voisinage de x e V et si u e T^ V, V^ Ç n'est autre

que la projection orthogonale de V Ç sur N^ V. Nous noterons aussi V1' l'exten-
o

sion aux fibres de tenseurs. Soit maintenant une courbe C de V passant par
x . Nous désignerons par V la connexion canonique du fibre normal à C relative-

ment à V.

(3.2) Proposition. Soient V une sous-variété de la variété riemannienne V,
x e V , u ^ T V , u ^ O , y : I - » - V une courbe paramétrée de V et
0 ^
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t € I tels que y (t ) = x et Y'(t ) = u •

Soit t •-»• v(t) une application continue telle que \>(t) soit un multivecteur
unitaire associé à N / vV pour tout t e i . Alors, en désignant par V
la connexion canonique du fibre normal de y relativement à V on a :

(3.2.1) ^ll7^"-

Preuve. Soit, pour tout t e 1 une base orthonormée v.(t),..., \) (t) de N / ,V
telle que les v. soient C00 et \Kt) = v.(t)A ...AV (t)

V^(\)^. . .A^) = Z (-1)J•1(V^^)^^A...^F....^.
1 ̂  j $ q

Supposons que || u || = 1. Alors :

^u^i = ^u ̂ i" ^^u^i^l^11» ^u^ = ^u^ + z ( - l ) ) ( (V^v.) |u)uAV.A. . .^v.A. . .AV.
1 •$ J $q

Posons A = Z (-D^V v?|u)uAV.A ...A\I.A ...^v et S = ((V v)|A).
l^j<s:q J i ) q u

(3.2.2) Alors || V \>\\ 2 = || V \> [| 2 + ||A|| 2 + 2S.

Comme (u, \̂ ,..., v ) est orthonormée :

II A H ̂  Z «V,^)|u)2

l ^ j^q J

= Z (h (u)|u)2

l ^ j $q j

(3.2.3) i.e. H A ||2 = ||a(u,u)||2.

S = ( Z ( -D^^V^JA^.A . . . A V . A . . . A \ ï ) | ( U A £ (-l^V V)|u)^,^.. .A\i A...^)
l $ k $ q u k l k q K j ^ q " ! 1 1 ^

S = - H Z (-l)1'"1^, \L)|u) V. A ... A ^ A ... A^JI 2

1 <:k^q u K A K q

S = - Z ((Vv.) |u)2

l<:k$q u k

(3.2.4) S = -II a(u,u)||2.
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(3.2.5) Finalement || V \)\\ 2 = || V \)\\ 2 -||a(u,u)|| 2, et ceci lorsque || u|| = 1. On
a donc, pour u quelconque :

iiv^ii-ii^r-i^^2

(Rappel : ||V^|| = H e(u)|| , (cf. [Ma. 1]).

(3.3) Remarque. [| V v || ne dépend que de V et de u. La courbe y est seulement
astreinte à être tracée sur V et à vérifier y'(t ) = u.

(3.4) Cas d'une hypersurface. Supposons que V est une hypersurface de V,

que y es^ paramétrée par l'abscisse curviligne et posons e(s) = y'(s). Par défini-
tion, la courbure À (s) de y au point s relativement à V est égale à || -^-^(s)!! .

Supposons X (s ) ^ 0. Alors la torsion de y au point x ^est définie (cf.
par ex. [Di], tome 4). Si n(s) est le vecteur unitaire défini par —i—ts) = X(s)n(s),

la torsion de y au point s n'est autre que || —["(s )|| .

Il en résulte que si u e T V est un vecteur unitaire tel que a(u,u) ^ 0,
xo

le roulis r est égal à la torsion de la géodésique de V issue de u.

(3.5) Définitions. Soient V c v et D une droite vectorielle de T» V . D
est dite direction de courbure de V au point x lorsque pour tout u e: D
on a r = 0.

Une courbe C tracée sur V est dite ligne de courbure de V lorsque T C
est une direction de courbure de V pour tout x e C.

Ainsi une sous-variété V est ombilicale si et seulement si toute courbe

tracée sur V est ligne de courbure de V.

(3.6) Proposition. Soient V (resp. W) une sous-variété d'une' variété riemannienne
V fresp. W), et f ; V -> W une transformation conforme.

Alors les images par Tf des directions de courbure de V sont les directions
de courbure de f(V) et par conséquent les lignes de courbure de f(V)

sont les images par i des lignes de courbure de V .
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Preuve. Ceci résulte de l'invariance conforme du roulis.

(3.7) Théorème de Joachimsthal. Soient V, et V- deux sous-variétés de V,
F une courbe de V telle que r c v. et F c v.

Supposons que T est connexe et que T est ligne de courbure à la. fois
de V. et de V^. Alors l' "angle" de T V . et T V^ est constant le
long de r.

Preuve. On verra à la fin de la preuve la signification qu'il faut donner au
mot "angle" dans cet énoncé. Soient t •———> y (t) une paramétrisation de r ,
B.(t) (resp. B^(t)) un multivecteur unitaire associé à N /..\V, (resp. N f+\V^),
variant continûment.

D'après l'hypothèse et compte tenu de la proposition (3.2) :
VB. VB^
- d T - ° et -Sî--09

Donc B. et B^ sont parallèles dans le fibre normal de r relativement à V.

Il en résulte que N / xV . (resp. N /..\VJ est le transporté par V-parallé-
lisme dans le fibre normal à r de N /..\V, (resp. N / V-).

Comme ce transport est une isométrie il en résulte que le théorème de
Joachimsthal est vrai pour toutes les définitions imaginables, invariantes par
isométries, de 1' "angle" de deux sous-espaces.

(3.8) Corollaire. Soient V. et V^ deux sous-variétés ombilicales de V .
Supposons que V. n V^ est connexe par arcs deux fois différentiables.
Alors r "angle" de T V, et t V^ est constant quand x parcourt V. n V^.x i x ^ i '-

(3.9) Théorème- Soient V. et V^ deux sous-variétés ombilicales de V telles
que dim V. + dim V^ > dim V . Supposons que V, n V- est connexe et
que V. et V-. se coupent transversalement en un point x e V .nV^ .
Alors V, et V^ sont transverses, elles se coupent suivant un angle cons-

tant, et V, n V-, est une sous-variété ombilicale de 7.

Preuve. Pour tout x c V. n V^ soit B.(x) (resp. B^(x)) un multivecteur unitaire
associé à N V. (resp. N VJ.Posons f(x) = || B.(x) A B^(x) [| où la norme est
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la norme euclidienne. f(x) ne dépend pas du choix des multivecteurs unitaires

et f est une fonction continue sur V. n V^. On a f(x) ^ 0 si et seulement si
V. et V-, se coupent transversalement au point x. Ainsi, par hypothèse, f(x ) f- 0.

Soit A l'ensemble des x e V, n V-, tels que f(x) = f(x ).1 z • o

Comme f est continue, A est fermé relativement à V. n V-,. Soit x. e A ;
alors f(x. ^ 0, donc V. n V^ est une sous-variété au voisinage de x. dans V,

donc d'après le corollaire (3.8) on a f(x) = f(x.) pour tout x de V. n V^ suffisam-

ment voisin de x.. Donc A est ouvert dans V. n V^. Il résulte alors de la con-

nexité de V^ n V^ que V. n V^ = A. Ainsi f(x) est non nul pour tout x c V. n V—
ce qui traduit le fait que V. et V^ se coupent transversalement en tout point

de V. n V^ . En particulier V. n V^ est une sous-variété de V.

Soit r une courbe tracée sur V, n V^, et reprenons les notations de la

preuve du théorème (3.7). D'après ce qui précède ||B,(t) A BJt)|| est une
constante. Par suite

^ B ^ A B^ ^ VB^ VB^

dt^ lB^ . B^l^ | | B ^ A B^II^F'^ V^t^

= 0.
B^ . B^

Or -n-o——o—rr est un multivecteur unitaire associé à l'orthogonal de
II [ A 2"

B ^ A B ^
T V . n T V i.e. -n-o——o-n est un multivecteur unitaire associé à N (V, n Vj.

A i A £. | | I - ) . A "^11 X I Z

Donc, d'après la proposition (3.2) le roulis de V. n V^ suivant y'(t) relative-

ment à V est nul. Comme r est une courbe quelconque de V, n V-,, il en résulte
que V. n \ est ombilicale par rapport à V.

(3.10) Proposition. Soient V. et \^ deux sous-variétés de V telles que

dim V, + dim V^ > dim V . Supposons que V. et V^ se coupent transversa-

lement. Pour tout x e V , n \^, soit B.(x) (resp. B^(x) ) un multivecteur
unitaire associé à N V, (resp. N VJ. Alors :

^1 n ̂  ^ ||B^X)IB,(X)|| ̂ l) + ̂ 2»

pour tout u £ T (V. n V^) . (Les trois roulis considérés sont des roulis par rapport
<~ X 1 L

à V).
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Preuve. V. et V^ étant transverses par hypothèse, on a B.(x) \ B^(x) ^ 0 pour
1 2 B 1 A B 2

tout x e y. n V^. Comme plus haut B = -ir-n——o~~li esi un multivecteur unitaire1 2 r ||B^ A B^|j
associé à N^(V^ n V^). Pour tout u e T^(V^ n V^), V^(B) = V^(,.^ ^ ^ n B^),

^ = - IIB/̂ IÎ I A b2))\Q)b+J^L^ W A ̂  n en résulte ̂ e:

^ II ^ HB^B^I II ^u^l A B2)ll • par suite :llv

^I^^^IIB/AB.II (IK^l^^ll + llBl^u^ll^

Donc, puisque B. et B^ sont des multivecteurs purs et unitaires :

^I'-'^HB.IBJ l̂ ̂ l" + II ^211 )' d'où le résultat-
" 1 2 "

(3.10.1) Exemple. Soit V une variété kàhlérienne dont la courbure sectionnelle

holomorphe est constante. Si V est une sphère géodésique de rayon pas trop

grand, V est une hypersurface, et en désignant par u un vecteur unitaire normal

à V, on sait (cf. [Ch. Va]) que la restriction de h à l'orthogonal de ^\),
est une homothétie. Par suite le roulis de V est nul suivant tout vecteur orthogo-

nal à ^^.. II résulte alors de la proposition (3.10) que si V. et V^ sont deux

sphères géodésiques de rayons pas trop grands et transverses, il existe pour

tout x e V. n V- un sous-espace vectoriel F de T (V. n V.-) de codimension -$2

tel que, pour tout u e F, le roulis de V. n V- suivant u, relativement à V, est nul.

Les basculements d'une intersection vérifient une formule analogue à celle

de la proposition (3.10) :

(3.11) Proposition. Sous les hypothèses de la proposition (3.10), en notant @ (resp.

P. ) l'endomorphisme de bascule de V. n V^ (resp. V.) par rapport à V

on a :

«^I^IIB^IB^II^I^II -H^W

pour tout u s T (V. n Vj.

Preuve. Comme || 0(u)|| = || V B|| (resp. || Mu)|| = || V B. |[ ), il suffit de décal-
quer la preuve précédente en mettant partout V au lieu de V .
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(3.12) Corollaire. Soient V une variété riemarmienne dont la courbure est nulle,
V. et V^ deux sous-variétés minimales de V telles que
dim V. + dim V^ > dim V. Supposons que V. et V^ se coupent transversale-
ment au point x e V, n V^.

Soient B. (x) (resp. B^(x) ) un muiti vecteur unitaire associé à N V, fresp.
N V^ ), ^ l'endomorphisme de bascule de V. n V^ et Q. la courbure
de Ricci de V, , i = 1 , 2 . Alors :

(3.12.1) II 8 (u)|| II B^(x) A B^(x)|| <: /-Q^(u)|u + /-Q^(u)|u

pour tout u e T (V. n Vj.

Preuve. On a || 0.(u)[| = /-Q.(u)[ u, d'où le résultat.

Remarque.
Lorsque V, et V- sont des hypersurfaces d'une variété V,

II e ^(x) A B^(x) II = ang(N^Vp N^) = ang(T^, T^V^) (cf. (1.2) pour la définition
de ang).

Cette propriété n'est plus valable pour des sous-variétés V . , V^ de même
codimension q > 1.

4. Rotation instantanée e associée à un vecteur u tangent à V, relations
avec courbures intrinsèques, basculements, tangages et roulis.

(4.1) Motivations et définitions. Nous avons jusqu'ici étudié comment T V bascule,
tangue ou roule quand on le suit le long d'une courbe y d6 V*

Pour avoir des renseignements plus précis, nous allons lier de façon canoni-
que T V à un solide de T V dont nous considérerons la rotation instantanée.

Ce mouvement de solide glissant sur V le long de Y est complètement
déterminé par la condition d'avoir un pivotement constamment nul.

Venons-en aux définitions précises.

Soit y : I ->• V une application dérivable. Appelons repère vectoriel mobile
le long de Y toute application cp : t ^-> (u^(t),...,u^(t)) telle que u.(t),...,u (t)
soit une base orthonormée de T /..\V, avec u. dérivable pour tout i.
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Si ip : t »—> (v,(t),...,v (t)) est un autre repère mobile le long de y nous
dirons que cp équivaut à ip , notation cp ~ ip , s'il existe une famille de cons-
tantes réelles a.. telle que v.(t) = Za.. u.(t) pour tous j,t.

La relation ~ est évidemment une relation d'équivalence. Nous appellerons
mouvement de solide le long de Y toute classe d'équivalence.

Tout mouvement V de solide le long de y a à chaque instant t une rotation
instantanée ^?,, qui est un endomorphisme antisymétrique de T ( )V.

La rotation Si est caractérisée par la propriété suivante :
si t ->• (u.(t),...,u (t)) représente V, on a

Vu.
-.-(t) = ^ (u^(t)), pour tout t.

Nous noterons ^ l'élément de A T / v V associée ^.

(De façon générale, sauf mention du contraire, si H est un espace euclidien,
nous notons j$f (H) l'espace vectoriel des endomorphismes antisymétriquesa
de H et pour tout f e ^ (H) nous désignons par f l'élément correspondant dea
2
AH. L'isomorphisme que nous utilisons est tel que x A y correspond a l'endomor-
phisme v »—» (x | v)y - (y | v)x).

Soit maintenant V une sous-variété de V, et supposons que y(t) e V pour
tout t.

Un repère vectoriel mobile le long de y sera dit adapté à V si ses p pre-
miers vecteurs appartiennent à T / \V pour tout t.

Un mouvement de solide le long de y dans V sera dit adapté à V s'il possède
un représentant adapté à V.

Soit y un tel mouvement. On a

^W ' ^W ̂ WA "W"e ̂ Y^
(où T / ^V A N / xV désigne l'espace vectoriel engendré par les u A v où
u e T . vV et v s N /..\V), et une décomposition correspondante de ^f (T /^\V).

Nous appellerons pivotement tangentiel (resp. normal) de V à l'instant
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t l'endomorphisme associé à la composante de ^ dans ÂTV (resp. ÀNV), et
pivotement la somme du pivotement tangentiel et du pivotement normal.

On note que, lorsque V est une courbe (resp. une hypersurface) le pivotement
tangentiel (resp. normal) est toujours nul.

On vérifie aisément que, pour tout t fixé, la condition « e T . . A N
qui traduit la nullité du pivotement à l'instant t, équivaut à : t Y

(•^w^w
^(D^W

Ceci étant, on a :

(4.2) Proposition. Soit y une courbe paramétrée de V . Alors il existe un
unique mouvement de solide dans V , adapté à V le long de y ayant
un pivotement constamment nul.

Ce mouvement M est représenté par

t ̂  (T^(t),...,Tp(t), ̂ (t),..., \^(t)),

repère mobile orthonormé où les T ^ sont ^-parallèles et les \). V-" -
parallèles» 1

Preuve. Supposons que t^ u^(t),...,u^(t) représente un mouvement de solide ^,
adapté à VJe long de y et ayant un pivotement constamment nul.

Vu.
Alors ~~dt~ = ^/u? pour tous l^ et P^ suite ••

Vu.
i) Si 1 ^ i $ p on a -^-e ̂ (t^ pour tout t» ^"c ^ est V-parallèle ;

V'u.
n) Si p+1 ^ i ,< n on a -^ e T^ ̂ V pour tout t, donc u^ est V-parallèle.

. D'où l'unicité de V.

Inversement un repère orthonormé mobile adapté à V le long de y :

t — (Ti(t),...,Tp(t),^(t),...,^(t)), où lesï^ sont V-parallèles et les v .

V -parallèles, représente un mouvement jy de solide, adapté à V le
long de y .
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VT.
On a -^-c N /^V, i.e. ^(T ̂  e N /^V pour tout i et tout t, donc

^t^yd^^y^ pour toutt-

De façon similaire ^^y(^ c ̂  (t^ pour tout t*

Donc le pivotement de ^ est nul.

Remarque.
Pour V = R3, p = 2 et q = 1 la proposition précédente se réduit à un énoncé

classique dû à Levi-Civita.

(4.3) Proposition. Avec les données et notations de la proposition précédente,
soit t e I , x = y(t ) et u = y'(t ). Alors la rotation instantanée ^
de M ne dépend que de u . Nous la noterons g .

(4.3.1) Pour tout v e T V, g (v) = a(u,v) ;

(4.3.2) pour tout Ç e N^ V, gjÇ) = -h.(u).

Preuve. D'après les formules de Gauss et Weingarten :

-̂ ) - a(u,ï^)) et ^(t^) - -tV^(u),

i.e. ^ (T;(^)) - a(u,ï^)) et ^, (x»(^)) -- -h^ )(u)
0 0 ) 0

pour tous i et j tels que l < i < : p e t l < : j < q ; d'où le résultat.

g a déjà été considéré dans la littérature (cf. [G.V.]).

(4.4) Proposition. Pour tous éléments u,v de T V notons [g^,g^]^ (resp.
o

[g ,g ] ) l'endomorphisme induit par [g ,g ] dans T^ V (resp. N^ V).

Désignons par R fresp. R ) la courbure de la connexion V (resp. ^ ^ )
de TV fresp. NV). Supposons que la courDure de V est nulle (resp. que V

est conformément plate), alors :

(4.4.1) R(u,v) = -[g^,g^]-r

(4.4.2) (resp. R^v) = -[g^gy^-

Preuve. Lorsque la courbure de V est nulle, on a d'après la formule de Gauss:
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(R(X,Y)Z)|W = -a(X,Z)|a(Y,W) +a(Y,Z)| a(X,W)

pour tous X,Y,Z,W tangents à V.

Lorsque V est conformément plate, on a, d'après la formule de Ricci :

(4.4.3) (R-^X.Y^In = ([h ,h ]X ) [Y

pour tous X,Y tangents à V et tous Ç,n normaux à V.

Ces deux formules se traduisent en (4.4.1) et (4.4.2) par utilisation des
formules (4.3.1) et (4.3.2).

Nous allons maintenant montrer que le basculement || @(u)|| est, à un facteur
près, la norme euclidienne de la rotation instantanée g , et que le tangage
et le roulis s'obtiennent à partir d'une décomposition canonique de g .

Soient V une sous-variété riemannienne V, x s v, u e T V, u ^ 0. Posons
E = T V et notons F l'orthogonal de Ru dans E. °

^
2 2

On a la décomposition en somme directe orthogonale AE = (u A F) <D (AF),
en notant u A F l'ensemble des u A v, pour v décrivant F. Cette décomposition
correspond par l'isomorphisme à une décomposition de -2f(E).a

Posons e = t + r oùt e: u A F et r̂  eAF.°u e,u e,u e,u e,u

(4.5) Proposition. Avec les notations ci-dessus, en désignant par ^.,...,\) une
base orthonormée de N V et par (T^,...,T ) une base orthonormée de F :

i) §u = £ h^ ̂ ^i0^l^ j<q "j )

ii) ̂ -^i^ + .z ^^(^" " z •$ 1 ^ p

ni) llêjl - lle(u)|| ;

v) ll^u" -^

Preuve. En posant T. =-n—n, ii) s'écrit g = Z T Aa(u,T;).
A " u " u l^i<:p 1 1

i) et ii) se vérifient à l'aide des formules (4.3.1) et (4.3.2).
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De plus, pour i ^ j on a :

(T^a(u,T?) | (T,Aa(u,T,) ) = 0, donc

g II- Z | |T^a(u,^)||2

l < i ^ p

Z l | a (u ,T^) | | 2

1 ^ i$p

^(u) | |2 .

D'après ii), t^ = u . -^j^et î^ = Z T^a(u,T^,
^•$- i ̂  p

a(uiu)_^

donc ||t 1| =i^T)! , et comme r2 = ||e(u)|| 2 - la^2 , on a || r̂ || - ̂

(4.^.1) Remarque. La proposition précédente montre que (2.2) est une relation
2 ~

de Pythagore dans l'espace euclidien AT^ V.
o

5. Tangages, roulis et basculements dans les sous-variétés produits.
Soient, k entier > 2 et, pour tout i tel que 1 ^ i ^ k, V^ une sous-variété

devr

Posons V = n V et V = II V,.
l $ i ^ k l < i $ k

Notons a. la deuxième forme vectorielle de V^ relativement à V^, h^ ..l'endo-
morphisme fondamental de V^ associé à ^ e NV^, É^ l'endomorphisme de bascule

de V. relativement à V. et t. (resp. r; ) le tangage (resp. le roulis) de \/. ,
1 1 ^Uj 1,U,

relativement à V., suivant u. c TV,.

Rappelons le :

(5.1) Lemme. Pour tous éléments u,v de T V ^ n T V , et tout
x l<i^k ^

^ c N V ^ n N V
x l^i^k ^ A

a(u,v) = (a,(u,,v,))
1 1 l l< : i< :k

et h,.(u) = (h; . (u,))
ç ^^i 1 l ^ i ^ k
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(5.2) Proposition. Soient V une sous-variété produit, x = (x ,...,x ) e: V et
u = (u^,...,u^) c T V . Alors :

a) @ = @ ^ x . . . x 3^ et, par suite

\\W -- ^ IIWII2;
ï c i ^ k l l

b) i) t2 ^ Z t2 ;
u l .<^k ^i

n) Pour que t = 0 i! faut et i; suffit que t. = 0 pour tout
i ; î

ni) (5.2.J) est une égalité si et seulement si u vérifie la condition :

(s) " ̂  = ° ou n existe ^ £ I tel ̂  "i = ° P0"1' ^ut i ^ i " î

(5.2.2) cj î  r2 > Z r.2 ;
u l . < i < k ^i

ii) Pour que r^ = 0 i! faut et il suffit que r. = 0 pour tout i
et que u vérifie (S) ; 9 l

iii) 5.2.2 est une égalité si et seulement si u vérifie (S).

Preuve. Rappelons qu'un tangage ou un roulis suivant un vecteur nul vaut 0
par définition, a) découle de (0; 3.3) ou (0 ; 3.4).

Prouvons b) i). Posons I = {l,2,...,k} et soit A l'ensemble des i e I tels
que u. i 0.

Si u = 0, (5.2.1) est évidemment vraie.

Supposons u ^ 0. Alors :

,2 . l la (u ,u)11 2

u ~ [| u |[ 2

^ ll^(u^)||2

0.2.3) Le. t- . 1 £ A „ , 1

u Z \ \ u \ \ 2

i e A l

Ho^,u)||2
donc t2 = Z ——-n——n-—— - 7 t2

" i , A ^ " i L ^i-

Prouvons b) ii). t^ = 0 équivaut à a(u,u) = 0 ; de même t. = 0 équivaut à
o^(u^) = 0 ; d'où b) ii) d'après (5.2.3). lyui
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Prouvons b) iii). Supposons que (5.2.1) est une égalité.

Si u = 0, alors t = 0.

Supposons u ^ 0. Alors

i^"";^"2 , ll-Wl2-IT^—J.̂ -
i•e• ^Jl^i^12^2--^?^0-

l ^ A

Supposons qu'il existe i e I tel que t. t- 0, i.e. a. (u. ,u. ) ^ 0, alors

^ = 0 pour tout i / i^. ° ^^o 10 10 10

Donc si (5.2.1) est une égalité, alors u vérifie la condition (S). La réciproque

découle de (5.2.3) et de b) ii).

Prouvons c). D'après a)

t2 + r2 = Z t? + Z r? .
u u Ui^k^i l^<k î

b) i) et iii) entraînent donc c) i) et iii), d'où il résulte c) ii).

6. Indice de nullité de roulis et courbure de la connexion normale.
(6.1) Définition. Soit x e V c v . On appelle indice de nullité de roulis au. point x

de V , relativement à V , le nombre maximum de directions de courbure
linéairement indépendantes de V au point x .

Cet indice sera noté ^^ (x,V,V) ou sous les formes abrégées o^?(x,V) ,
^?(x) quand i! n'y aura pas de risque de confusion,

Ainsi c^?(x) est le rang de l'ensemble des u s T V tels que r = 0. On a
0 <: ^?(x) < p = dim V. Lorsque V est une hypersurface, on a toujours ^?(x) = p,
mais si p > 2 et q > 2 on a en général ^^(x) = 0, d'après le corollaire (2.4).

Nous verrons plus loin que si k est un entier tel que 0 < : k < : p e t k ^ p - l
il existe des exemples où c^%(x,V,V) = k.
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(6.2) Proposition. Soient V = n V. et V = IIV. comme en (5), et x e V . Alors

J^(x,V,V) = Z J^?(x.,V.,V.).
l<i^k 1 A A

Preuve. On peut supposer k = 2.

Posons m. = .^î(x.,V.,V.), pour i = 1,2, et m = ^?(x,V,V).

Prouvons que m. + m^ ^ m.

Soient a.,...,a des éléments linéairement indépendants de T V , , telsi m^ x. i
que r. = 0 pour tout i vérifiant 1 ^ i <; m, ; et b,,...,b des élémentsi»a^ i i vf\
linéairement indépendants de T V^ tels que r-, , = 0 pour tout j vérifiant

X^ £. ^fD-

1 -$ J ^ m^. " J

D'après (5.2) c) on a r/ x = 0 et r/ . v = 0.(a^o) (o,b,)

Comme (a.,0),...,(a ,0), (0,b.), ... , (0,b ) sont linéairement indépendants,i m i i 111̂
il en résulte

m. + m^ $: m.

Prouvons que m ̂  m. + m^.

Soient w.,...,w des éléments linéairement indépendants de T V tels que
r = 0 pour tout i vérifiant 1 ̂  i <: m.

i
Posons w. = (u.,v.). D'après (5.2) c), on a :

w ^ 1 ! ^ ^ -

Donc r , = 0 et r^ = 0 pour tout i tel que 1 ^ i $ m.l,u^ 2,v^

Soit A (resp. B) l'espace vectoriel engendré par les u. (resp. v.).

w. e A x B, pour tout i vérifiant 1 ^ i <: m, donc m ^ dim A + dim B.

A fortiori, m < m. + m^.

Conclusion : m = m, + m-,.

Nous allons voir que l'indice de nullité de roulis d'une sous-variété V de
dimension p > 2 d'une variété V peut être n'importe quel entier compris au
sens large entre 0 et p et différent de p-1. Plus précisément :
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(6.3) Proposition.
i) L'indice de nullité de roulis d'une sous-variété V de dimension p ^ 2 d'une

variété V ne peut être égal à p-1.
ii) Pour tous entiers p,q vérifiant p ^ 2 et q ^ 2 il existe une sous-variété

V de dimension p et de codimension q d'un espace euclidien telle
que V n'ait aucune direction de courbure (cas général).

iii) Pour tous entiers p, q, k tels que p ^ 2, q ^ 3 , 1 ^ k^ p et k^p-1
il existe une sous-variété V de dimension p et de codimension q
d'un espace euclidien telle qu'en tout point de V l'ensemble des directions
de courbure est constitué de k droites orthogonales.

Preuve de i). Si u.,...,u , sont linéairement indépendants dans T V, et sont
vecteurs propres de h r pour tout Ç e N V, alors l'espace vectoriel F engendré

î ipar les u. est stable par tous les h,-, donc F aussi, et par suite F
est une direction de courbure. D'où i).

Preuve de ii). ii) découle du fait qu'il existe une sous-variété d'un espace eucli-
dien ayant une deuxième forme vectorielle donnée en un point, et que dans
un espace euclidien de dimension > 2 on peut toujours trouver deux endomorphis-
mes symétriques n'ayant pas de vecteur propre commun.

Preuve de iii).
1° Supposons k = p.

Soit V. une hypersurface de IR^ telle que V. ait en tout point p courbures
principales distinctes. Posons

V = V ^ x { 0 } et V = IR^1 x R^.

On vérifie immédiatement qu'en tout point de V l'ensemble des directions
de courbure de V est constitué de p droites orthogonales.

2° Supposons 1 ^ k <: p-2.
k+1Soit V, une hypersurface de R telle que V, ait en tout point k courbures

principales distinctes.

Soit V- une sous-variété de dimension p-k de IR^^" ' telle que V- n'ait
pas de direction de courbure.

Posons V = V. x V^ et utilisons les notations de (5).
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Soit u = (u,,uJ e T V tel que u i 0 et r =0 .

Alors d'après (5.2), r, = 0 et r^ = 0 . Comme V^ n'a pas de direction dei,u. ^»u^ z
courbure on a u^ = 0. Donc u = (u.,0), avec u. f- 0 et r. =0 .z i i i,u.

Inversement, soit a. e T V. tel que a, i- 0 et r. = 0 alors, d'aprèsi x i i i i ,a i

(5.2), r/ ^ = 0. Il en résulte qu'au point x l'ensemble des directions de COUr-
^a, yU)

bure de V est constitué de k droites orthogonales.

Remarque.
Les exemples construits dans la preuve précédente sont tels que, lorsque

k f 0, il passe par chaque point de V exactement k lignes de courbure.

(6.4) Définition. Soit x e V c V.
Notons ^r(R±) l'ensemble des u c T V tels que R (u,v) = 0 pourx .̂ x
tout v e T V . ^ (R ) est un espace vectoriel, sa dimension sera appelée

indice de nullité de R^ et notée ^(R^ )(x).

(6.5) Proposition. Supposons V conformément plate. Alors ^ (R ) contient les
directions de courbure de V au point x ,• en particulier :

JWx) < ^(R-^x).

Preuve. Soit u e T V tel que r = 0. Supposons u ^ 0. Alors, d'après (2.^), u

est vecteur propre de h , pour tout Ç e N V.c» x

II en résulte, compte tenu de la formule (^.4.3) de Ricci, que

((R'^u.v^ln) = 0, pour tout v e T^V

et tous ^, n éléments de N V.

D'où u e^R1).

Remarque. L'inégalité de (6.5) peut être stricte. C'est le cas par exemple de

toute sous-variété V de dimension impaire et de codimension deux d'un espace

euclidien telle que V n'ait aucune direction de courbure.

En effet, si ( ^., \^) est une base de N V, on a compte tenu de la formule

(4.4.3) de Ricci

^.(R^) = Ker[h ,h ]x ^ ^
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Or [h ,h ] est un endomorphisme antisymétrique d'un espace vectoriel
T V de dimension impaire donc Ker[h ,h 1 t. {0} .x \^ ^

(6.6) Proposition. Supposons V conformément plate. Soit x e V c V.
Pour que ^?(x) = dim V il faut et il suffit que R soit nulle au point x.
Plus précisément les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) II existe une base u,,...,u de T V telle que r = 0 pour tout i ;
ii) Jl existe une base orthonormée u.,...°u de T V telle que r = 0 pour

tout i ,• 0 1

iii) La courbure R1 de la connexion V1 est nulle au point x .

Preuve. D'après un lemme classique sur les endomorphismes symétriques i) et ii)
équivalent à chacun à a) :

a) Les h»» ^ e N V, commutent.
^ ^

Comme V est conformément plate, a) équivaut à iii) d'après la formule (4.4.3)
de Ricci.

(6.7) Proposition. Soient V une sous-variété complexe d'une variété kaehiérienne
V et u e TV. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) r ^ - 0 ;

ii) ||e(u)|| = 0 .

Si de plus la courbure sectionnelle holomorphe de V est constante égale
à c, alors i) et ii) équivalent à iii) :
iii) Q(u) = -^ c(p+l)u , où p = dim^V.

Preuve. Puisque 0 ^ r ^ |[ (3 (u) || , ii) entraîne toujours i).
Prouvons que i) entraîne ii).
Supposons r = 0.
Alors pour tout Ç e N V il existe X., e R tel que

^ c>

h (u) = X-u.

Donc (.̂ o h )(u) = X. ^u
i.e. h (u) = X ^u
donc \ u = \ Ai

donc X.- = 0.
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Par suite h,-(u) = 0 pour tout Ç e N V, donc Z h2 (u) = 0, i.e. ^(u) = 0
- \ l< : j^q ^j

donc (3(u) = 0, (car 0 est symétrique).

Lorsque la courbure sectionnelle holomorphe de V est constante, égale à c,
l'équivalence de i) et ii) avec iii) provient de la formule

Q = -^ c(p+l)id - e2, (cf. 0;5.5).

7. Liaisons entre tangages, roulis et basculements.

Il résulte de (2.2) que toute majoration du basculement fournit une majoration
du tangage et du roulis.

Nous allons voir qu'une majoration du tangage donne une majoration du
roulis et du basculement.

Pour tout x e V c V, posons :

Basc(x,V,V) = Sup || B(u)|| ,
Tang(x,V,V) = Sup t^ ,
Roul(x,V,V) = Sup r^ ,

où tous les Sup sont étendus aux u s T V tels que || u [| = 1.

On emploiera souvent les notations abrégées Basc(x), ou Base, etc. .

Rappelons que p = dim V et q = codim V.

(7.1) Proposition.
i) (Roui)2 < 4(p-l)(Tang)2 5
ii)(Basc)2 ^ (^p-3)(Tang)2 .

Preuve. Soit u e T V un vecteur unitaire, et ( T .,..., T ) une base orthonormée
de T V telle que T. = u. On a :

r; - II e(")ll2 - ̂  ,
i.e. r; ^(e'dOlu)- | a(u,u)||2,

i.e. r 1 = î ||a(u.T)||2.
2<j«p )
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Pour tout j tel que 2 $ j $ p,

u + T . u+ T. / v a( T .,T .)
a(u,ï.)= a(———J-,——l)--^^- ^ V

J /2 /2 2 2

d'où ||a(u, T.) Il <: 2 Tang

donc r^ <: (p-l)4(Tang)2, d'où i).

ii) découle alors de || 3(u)|| 2 = t2 + r2 .

Une majoration du roulis ne saurait, elle, fournir une majoration du bascule-
ment (une sphère de rayon R dans IR" a tous ses roulis nuls et tous ses bascule-
ments égaux à ^ ). Cependant :

(7.2) Proposition, p Tr g2 <: [[ Tr a || 2 + 2 p^Roul)2 ; a fortiori,
p(Basc)2 < II Tr a|| 2 + 2p2q(Roul)2.

Démontrons d'abord le :

(7.2.1.) Lemme. Soient Ç e N^ V tel que || Ç || = 1, et X ,..., X . le spectre

de h r- • Alors :
i) | X - . - X . 1 <: 2 Roui, pour tous i,j ;

ii) p ' Z X 2 - ( Z X. .)2 ^ 2p2(Roul)2.
l ^ i ^ p •>ïl l < : i ^ p <"1

Preuve du lemme. Soit .̂,..., v une base orthonormée de N V telle que \). = Ç .

Pour tout v ST V tel que |[ v|| = 1 on a :
"o

r ^ = Z II h ( v )Av | | 2

U']^q "]

donc r^ ï \\ h.(v) A v|| 2.

D'après la formule de Lagrange :

||hç(v) A v i l 2 ^ H h (v)||2 -(h (v)|v)2.

Soit T^... T une base orthonormée de vecteurs propres de hr de valeurs
propres associées X.,...,X .

Pour v =(cos 6)r. +(sin 9)r., on a
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h^(v) =(cos 9)À^T. +(sin9)X.T.

et donc | |h^(v)A v|| 2 =(cos2 9)xf +(sin2 6 ) X 2 - (\^ cos^ +À•s in 2 e) 2

= (XF X.)2 cos^ sin2 6

Donc | À ^- À j [ l51"^29! <: Roui, pour tout 6 e R.

D'où | À . À . l <: 2 Roui.

Donc, pour tous i,j tels que 1 ^ i ̂  p et 1 ,< j .< p,

X ^ + À J - 2\.^\ <:4(Roul)2.

En sommant sur i et j on obtient

2 p Z ^ 2 - 2(ZX^2 ^ ^(Roul)2,

d'où ii), et le lemme est établi.

Preuve de la proposition (7.2). D'après le ii) du lemme, pour tout k tel que
1 $ k ,<: q,

p Tr(h2^ ) - (Tr h^ )2 ^ 2 p^Roul)2

Or 32 = Z h^ , d'où, en sommant sur k = l,...,q,
K K

P Tr g2 - ||Tra||2 .$ 2p2q(Roul)2.

Pour tout u e T^ V tel que || u|| = 1, on a
o

II e(u)||2 = (e^luî^Tr 82.
Ceci achève la preuve de la proposition (7.2).

(7.3) Corollaire. Soit V une sous-variété minimale de V • Alors :

(7-3-1) (Basc)2^^ (32 ^2pq(Roul)2 ;

si de plus la courbure de v est nulle au point x^ , on a en ce point

(7-3-2) -Tr Q $2pq(Roul)2.
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Preuve. L'hypothèse V minimale signifie Tr a = 0 ; et si de plus la courbure
de V est nulle on sait que Q = - @ 2 (cf. 0 ; 5.3).

Ainsi, pour une sous-variété minimale, toute majoration des roulis fournit
une majoration des basculements.

D'après (7.3.2) si V est une hypersurface minimale de R et si la courbure
scalaire de V au point x (qui est négative) est "grande" en valeur absolue, alors
il existe, passant par x , une géodésique de V dont la torsion par rapport à V
est "grande" (cf. (3.4)).

Nous terminerons ce chapitre en calculant le tangage et le roulis des variétés
de Véronèse V^" n > 2, k > 2, considérées comme sous-variété de la sphère unité

k k

S de OE, où E est un espace euclidien de dimension n (cf. 0 ; 5.4.2).

Nous allons voir que Y . est relativement à S non seulement isobasculante,
mais "isotangante" et "isoroulante".

(7.̂ ) Proposition. Pour n et k entiers > 2 soit u un vecteur unitaire tangent
k

à .̂. Alors, relativement à la sphère unité de 0 E, on a :

I I B ^ I I 2 ^ "k^1 ;
t1 - 21^1 •\i - 2 k '

^ - (n-2^ •

Preuve. || @(u)[| a été calculé dans [Ma.l]. t découle directement de l'expression
de la deuxième forme vectorielle, et r se déduit de la relation
Ilehi)!!2^^.
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CHAPITRE III

SOUS-ESPACES CENTRAUX, TRANSLATIONS INSTANTANEES ET
POINTS FOCAUX DES SOUS-VARIETES D'UN ESPACE EUCLIDIEN

1. Notations et préliminaires.

Dans tout ce chapitre V est une sous-variété de dimension p > 1 et de codi-
mension q > 1 d'un espace affine euclidien S .

Pour tout espace affine •s/ nous noterons s/ l'espace vectoriel associé.

Pour tout x e V, T V est (comme d'habitude) la fibre de TV au point x,x - > . - > .
'C V est l'espace affine tangent : ' C V c ^ et TS V c <^. Quand il n'y aura
pas de confusion à craindre nous identifierons T V et 15 V.

-»•
Les notations analogues N V, ^V V, j^ V sont utilisées pour les espaces

normaux.

Nous aurons besoin du lemme classique suivant :

(1.1) Lemme. Soient E un. espace vectoriel euclidien, g e ^f(E) un endomor-
phisme symétrique ou antisymétrique. Alors :

i) E = Kerg®o^m g, et cette somme directe est orthogonale ;
ii) Ker g = Ker g2.

Rappelons qu'un champ de Killing sur un espace euclidien S est une appli--^
cation affine de S dans S dont l'application linéaire associée est antisymé-
trique.

A l'aide du lemme (1.1) on établit sans peine la proposition suivante :

(1.2) Proposition. Soient X un champ de Killing sur un espace euclidien S,
g l'application linéaire associée à X . Notons ^ l'ensemble des points
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critiques de l'application f : x *-> (X(x)|X(x)) de 8 dans IR .
i) ^ est un sons-espace affine (non vide) de direction Ker g . ^ est
l'ensemble des x e S tels que g(X(x)) = 0.
ii) Les points de ^ sont les points de S où i présente un minimum global.
iii) La restriction de X à ^ est un champ constant à valeurs dans
Ker g . Notons 75 cette valeur constante.
iv) Pour tout x e < ,̂ 15 est la projection orthogonale de X(x) sur
^.

(1.3) Définitions. Sous les hypothèses de la proposition précédente nous dirons
que ^ est l'espace central et que 15 est la translation instantanée du
champ de Killing X .

2. Champ de Killing X , sous-espace central ^ , point central H et trans-
lation instantanée 1S associés à un vecteur u tangent à la sous-variété V.

Soient V une sous-variété de <?, x e V et u c T V.
o ^

Reprenons les notations du chapitre II, section 4, avec maintenant V = <^.

Pour tout t e l , notons M l'application affine qui transforme x en y(t)
et dont l'application linéaire associée est M . L'application t t—> M définit
un mouvement affine de solide dans S dont la rotation instantanée à t = 0
est g , et dont le champ des vitesses à t = 0 est le champ de Killing X donné
par

X (x) = u + g (x-x ), pour tout x e S.

(2.1) L'espace central (resp. la translation instantanée) de X sera noté ^
(resp. 15 ) et appelé espace central de V associé à u (resp. translation instantanée
de V associée à u).

La projection orthogonale de x sur ^ sera notée H et appelée point
central de V associé à u.

Remarque. Pour tout réel À ^ 0 on a

^Xu -^u et ^u- ^u-
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(2.2) Proposition. Avec les notations ci-dessus :
i) H^ - x^ est orthogonal à V ;

ii) ((H^-x^)|a(u,u)) = (u|u) - ( 13 | -ç ).

Preuve de i).

V^ - W + Su^u-^ donc ëu^u^u» ï A^o» + ëu^u- '̂ i•e•
puisque H^ e ̂ ,

(2.2.1) g^(X^)) . g^(H^) . 0.

^^u"^ estî par definition de H^» orthogonal à <^ = Ker g , donc

(2.2.2) H -x e ^m g .u o °u

D'après le lemme ( 1 . 1 ) S = Ker g^ © J^m g^ et g^ induit une bijection
de J^m g^ sur ^m g^. Par suite g^ fait de même. H^-x^ est donc complètement

déterminé par (2.2.1) et (2.2.2). g^ induit une bijection de ^m g sur
^m g, donc il existe w e: ^m g tel que

(2-2.3) g^(u) + g^(w) = 0.

Posons w = w^+w^, où w^ c TV et w^ e NV. Alors g^(w) = g^(w? + g^w ),

g^(wpe NV et g^w^e TV.

La relation (2.2.3) s'écrit :

g^) + gu(wl) + ëu(w2) = °-

Comme g^(u) c NV, on a donc :

g^) + gu(wl) = oî

^e. g^(u) + g^(wp) = 0,

donc H^-x^ = 8^1^ et comme w. £ TV, H -x e NV.

Preuve de ii).
On a X^) = u + g^H^-x^).
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(H^)|a(u,u)=((H^)|g^(u))

-«g.OVx l̂u)

= ((u-Xy(H^))|u)

=((u|u)-(X^)|X^)).

(2.3) Lorsque a(u,u) t 0 la géodésique de V issue de u a un centre de courbure
que nous noterons C .

(2.^) Corollaire. Si le point central H de V associé à u coïncide avec le

centre de courbure C^ de la géodésique de V issue de u , alors la trans-
lation instantanée 13 est nulle.

Preuve. On peut supposer || u || = 1 . Alors C - x , = .a ̂ ^ „ et le corollaire
U 0 H (X VUyU/ II

découle de (2.2) ii).

(2.5) Proposition. ^ est la somme directe d'un sous-espace vectoriel de
T^ V et d'un sous-espace vectoriel de N V. Plus précisément :

o o

^(g^V/^g^V))1"
0 0

où J.' (resp. ± " ) veut dire orthogonal dans T V (resp. dans N V).
^ ^

Preuve. Soit w c S .

w = w, + w,, avec w, c T V et w^ e N V.
' ^o z ^o

La condition g (w) = 0 s'écrit :

g^(wp + g^(w^) = 0 ;

comme g^(w? e N^ V et g^(w^) e T^ V, elle équivaut à g (w. ) = 0 et

gjw^) -- 0.

1) g..(wl) = 0 équivaut à :

(gy(wp| Ç) = 0 pour tout Ç €N V,
x

Le- ^Igf/0 = ° P0111" tout S ̂ x v»
0

i.e. w^ appartient à l'orthogonal dans T V de g (N V).
^ u ^o
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2) g (w^) = 0 équivaut à :

(g (w^)| v) = 0 pour tout v e T V,
o

i.e. (wJg (v)) = 0 pour tout v e T V,.̂., . ,-„. ..-.v. .̂

i.e. w^ appartient à l'orthogonal dans N V de g (T V).
\ u \

3. Vecteurs tangents non dégénérés.
(3.1) Proposition. Soit u e T V. L(3.1) Proposition. Soit u e T V. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

\
i) a (u, T . ) A ... A a(u,T ) t 0 ;
l'î  g | T V est injective ;

o

\
i) a (u, T . ) A ... A a(u,T ) t 0 ;
ii) g | T V est injective ;

o
iii) g o g induit une bijection de T V sur T V ;

o o
iv) g induit une surjection de N V sur T V ;
v) ^ c N^ V.

0

Preuve.

1° a(u,T,) A ... A a(u,T ) ^ 0 s'écrit gjïp A — ^J^ ^ ° et traduit

l'indépendance linéaire de g ( T . ),..., g ( T ). Il en résulte que i) équivaut
àii).

2° Prouvons que ii) entraîne iii).
Supposons g | T V injective.

-»• o
Comme S = Ker g 9 o^m g , g induit une bijection de ^m g sur
o^m g . Il en résulte que (g o g ) [ (T V) est injective. Comme g o g

n0
applique T V dans T V (g envoie T V dans N V et N V dans T V)

^ xo u o ^ o o o
g o g induit une bijection de T V sur T V.

o o
3° Prouvons que iii) entraîne v).

Supposons iii) vrai.
En particulier on a T V c ^m g , donc en passant aux orthogonaux :

o
N V D Ker g

, u

i.e. N^ V D .̂
o

4° L'équivalence de iv) et v) résulte de la proposition (2.5).
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5° Prouvons que v) entraîne ii).
->•

Supposons ^ c N^ V. Alors T^ V c ^m g^. g | *^m g étant injective,
o ox °u °u ' "u
0 0

a fortiori g | T V est injective.
o

(3.2) Proposition. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :
i) h^ (u) A ... A h^ (u) t 0 ;

1 q
ii) g [ N V est injective ;

o
iii) g o g induit une bijection de N V sur N V ,'

o o
iv) g induit une surjection de T V sur N V ,•

\) xo
v) ^u^x v-o

Preuve abrégée.
h (u) A ... A h (u) ^ 0 s'écrit

1 q
g ( \^ i ) A ... A g..(\_) t- 0, et traduit l'indépendance linéaire de g (v, ),..., g (v ).

Il en résulte que i) équivaut à ii). Le reste de la preuve est analogue à celui
de la proposition (3.1).

(3.3) Définition. Soit u e T V. u est dit non dégénéré lorsque l'une des
xo

deux conditions suivantes est remplie :
i) gjT^ V est injective ,•

o
ii) g | N V est injective.

o

(3.4) Proposition. Lorsque p = q, u est non dégénéré si et seulement si
g est Directive.

Preuve. Supposons g [ T V injective.
u xo ^

Alors, d'après la proposition 2.5 puisque p=q, on a ^ = 0 , i.e. Ker g = 0 ,
donc g est bijective.

De façon analogue on voit que si g | N V est injective alors g est bijective.
o

(3.4.1) Remarque. D'après les propositions (3.1) et (3.2), u est non dégénéré si et

seulement si l'application a (u,.) de T V dans N V est de rangXQ XQ
maximum, i.e. est injective lorsque p < q , et surjective lorsque p > q • II

88



Courbures et basculements ... chapitre III

en résulte que la non-dégénérescence de u est "le cas général".

(3.5) Proposition. Supposons p ^ q et soit u un élément non dégénéré de T V .
Alors : xo

L) Ï est l'orthogonal dans N V de g (T V) ,d im<^ = q-p et ^ c^V ,•
"o o u u xo

ii) 7^ = 0 ;
m) En désignant par (g o g )-. l'endomorphisme induit dans T V par g og

o

(3.5.1) H^ - ̂ - -g^(((g^ o g^)-1 . u).

Preuve.
1° i) résulte de la proposition (2.5).

2° Prouvons que 73 = 0.
D'après la proposition (3.1) ^ <= N V.

o
Donc u est orthogonal à ^ .

Or 73 est la projection orthogonale de u sur ^ , donc 73 = 0.

30 on a ^U = ̂ /̂  et ̂ ^ - u + ëu^U - X0)-

donc 0 = u + gjH^ - x^).

D'après la définition du point H , H -x est orthogonal à ^ , i.e.
H ^ - x ^ ^ m g ^ .

Soient x. e T V et x^ c N V tels que
o - xo

"u - ̂  ~- ëu^l^^-
Alors H^ - x^ = g^(xp + g^(x^) avec g^(x? Œ N^ V et g^(x^) e T^ V, donc :

0 0

(3.5.2) "u - ̂  = gu '̂

gu ( Hu-xo ) -gu^l»
i.e. -u -- (g^ o g^.x^

donc x^ = -((g^ o g^r'.u

d'où iii) d'après (3.5.2).
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(3.6) Proposition. Supposons q ^ p et soit u un élément non dégénéré de T V.
Alors •• °
0 ^ est l'orthogonal dans T^ V de g^(N^ V), dim ̂  = p-q et

^^/-^u^

ii) En désignant par (g o g )„ l'endomorphisme induit dans N V par
g^og^ on a : °

(3-6.0 nu-^-^u^uW'1-^^

Preuve.
1° i) résulte de la proposition (2.5) et de la proposition (2.2) i).
2° On a XJH^) - u ^ g^ - x^), donc 0 - g^(u) ^ g (̂H )̂.

D'après la proposition (2.2) i), H - x ^ N V, d'où ii).
o

(3.7) Cas des courbes réelles ou complexes.

(3.7.1) Proposition. Soient V une courbe de S (p = 1) de courbure X au
point x et u un élément non nul de T V. Alors :
i) ^u00^ = -^IHPidO^V); xo

pour que u soit non dégénéré il faut et il suffit que la courbure X de V
au point x soit non nulle ;
ii) Si À ^ 0 , on a H = C .

Preuve.
1° Soit T e T V tel que || T || = 1. Alors \ = || a (T , ï ) | | . Donc T est non

"o
dégénéré si et seulement si X ^ 0. De plus, pour tout {, e N V :

^

g^O=(g^ ( ^ |T )T

= - ( Ç | g ^ ( T ) ) T ,

doncg^(ï))=- Hg^ï)!!^.

Par conséquent, (g^ o g^ = - X ^dCT^ V) et (g^ o g^ = -X^ lu f l 2 id(T^ V),
pour tout u e: T V. ° °

xo

2° Supposons \ i- 0, alors :

((g.og^r^-p-idcr^v),

90



Courbures et basculements ... chapitre III

donc, d'après la formule (3.5.1) :

"u-^Su^

_ a (u,u)

||a(u,u)||

- ̂  - "o •

(3.7.2) Proposition. Soient V une courbe complexe (p=2) de Œ , 6 entier
> 2 , x e V , G la courbure de Gauss de V au point x et u un

élément non nul de T^ V. Alors :

l) ^u^T'^ INI021^ v) ;
o

pour que u soit non dégénéré il faut et il suffit que la courbure de Gauss
de V au point x soit non nulle ;
ii) Si G ^ 0 , on a H = C .

Preuve.
1° Soient ( f . ,T^) une base orthonormée de T^ V telle que T ^ = IT.. La formule

de Gauss donne, compte tenu de la C-linéarité de a :

(3.7.2.1) G = -2 | | a (T^ ,Tp | | 2 .

Du fait que g est antisymétrique et que g(ï .) = a(u,T.) il résulte que la matrice
de -(g o g ),. sur la base T , , T ^ est le produit de la matrice unité par ||a(u,T.)|| 2.
Donc :

(^O^T~-- ll^u.TpIpid^ V)

—Ml 2 II^T^Tpridn^ v)
^iiurid^v).

o

2° Supposons G ^ 0 et soit u e T V tel que || u || = 1 . Alors u est non dégénéré
^

et ((g o g )-)~1 = -= id(T V), donc, d'après la formule (3.5.1) :

H^-ï'.

i.e., d'après (3.7.2.1) appliquée avec T. = u :
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"u-^T^r2''10"^^-

3.8. Cas des hypersurfaces réelles ou complexes.

(3.8.1) Proposition. Soient V une hypersurface de ê et \j un élément non
nul de T V . Alors ;

^o

^u0^ = - 11^ (^ll21^ v)-1 o
Pour que u soit dégénéré il faut et il suffit que IRu soit une direction
principale ayant une courbure principale associée nulle.

Preuve. Soit \) e N V tel que || \) j| = 1 .
1 ^ 1

On a «g^ o g^)|^) -- -(g^pigu^

= -(h (u) |h (u))
1 1

d'où la proposition.

(3.8.2) Proposition. Soient V une hypersurface complexe (q = 2) de C ,
6 entier ^ 2 , et u <=• T V «Notons Q la courbure de Ricci de Vx

au point x . Alors ;
i) ^u0^ ^(Q^I^N^ V).

o
n) u est non dégénéré si et seulement si Q(u) ^ 0.

Preuve. Soit (v . , \ / - ) une base de N V telle que v^ = ï\),. Du fait que g est
o

antisymétrique et que g ( v . ) = -h (u), il résulte que la matrice de -g o g
U K v i U U

sur la base ( \ ^ . , \^) est le produit de la matrice unité par (h.(u) | h,(u)), donc

^u0^ '-^l ° "i^l ̂ (^ V).
o

Or, V étant une sous-variété complexe de C , y = -Q, et V étant une hypersur-
face complexe, @ 2 = 2h. o h.. Donc

^u0^ =i<Q(")|^d(N^ V).
o

Donc u est dégénéré si et seulement si

(Q(u)|u) = 0.
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Cette condition équivaut, compte tenu de la relation Q = - 32 à Q(u) = 0.

(3.8.3) Remarque. Les valeurs propres de la courbure de Ricci d'une hypersurfacep
complexe de (L sont toujours d'ordre > 2, du fait de la (D-linéarité
de la courbure de Ricci d'une variété kahlérienne. Ceci résulte aussi
du lemme algébrique suivant utile pour la suite.

(3.8.^) Lemme. Soient F un espace hermitien de dimension complexe k ,
F,o l'espace euclidien sous-jacent, i un endomorphisme symétrique
de Fjn tel que i o ^ = - ̂ o i, où ^ est la multiplication par i . Alors
il existe une base orthonormée de vecteurs propres de i de la forme
a. , ^a,, a^ , ^a^ , a, , ^a. . Sur une telle base la matrice de i est
diagonale, avec pour diagonale X , , - X i » X ^ , - ^9 »•••» X ^ , " ^ i / " par

suite les valeurs propres de i2 sont toutes d'ordre au moins deux.

(3.8.5) Proposition. Avec les hypothèses de la proposition (3.8.2), supposons
a (u,u) i 0 . Alors u est non dégénéré et les conditions suivantes a)
et b) sont équivalentes :
a) \-C^,
b) ^= 0.
De plus les propriétés a) et b) entraînent c) :
c) u est vecteur propre de Q.
Supposons en outre que les valeurs propres de Q sont d'ordre deux, alors c)
est équivalente à a) et b).

Preuve.
1° Comme a(u,u) ^ 0 il existe Ç <=. N V tel que || Ç || = 1 et (h - (u ) | u ) j- 0.

^ •'
Posons \), = Ç et v^ = iv . . Alors h . (u) i- 0.

Comme, d'après (3.8.2) i)

(3.8.5.1) ^u0^ ~-~ ll"i^ll2^ V),
o

il en résulte que u est non dégénéré.

((g^og^-^-F——pi^ v),

donc, d'après la formule (3.6.1) :
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(3.8.5.2) H^-x^=^^a(u,u).

(3.8.5.3) On a C^-x^ = n ^ ̂  ̂  n 2 a(u,u), donc H^ et C sont tous deux sur

la droite affine x^ + R a (u,u). Il résulte alors de la formule (2.2.1) que
H = C si et seulement si 15 = 0 .

2° a(u,u) = (h^(u)|u)\^ + (h^(u)|u)\^ donc || a(u,u)|| 2 = (h.(u)|u)2 + (^h.(u)|u)2

= (h^(u)|u)2 + (h^(u)| J^u)2.
La condition H = C équivaut donc à :

(3.8.5.4) H h^(u)|| 2 = (h^(u)|u)2 + (h^(u)|j^u)2.

En complétant u, o^u en une base orthonormée de T V on voit que 3.8.5.4.
équivaut à h^(u) e IRu + IR^u, i.e. h.(u) e (Eu. °

Prouvons que a) entraîne c). Supposons H = C .

Alors h.(u) = zu et comme h. est antilinéaire : h.(h.(u)) = [zpu.

V étant une hypersurface complexe de d:6 , Q(u) = ^h^u), donc
Q(u) = Iz^u.

3° D'après la remarque (3.8.3) les valeurs propres de Q = -2h2 sont toutes d'ordre
> 2. Supposons qu'elles sont d'ordre deux, ce qui est le cas général. Alors d'après
le lemme (3.8.4) il existe une base orthonormée de vecteurs propres de h. de
la forme a., ia.,...,a.,ia. et les sous-espaces propres de Q sont les Ça .

Supposons que u soit vecteur propre de Q :

u = za, avec z e C \ {0}.

Alors h.(u) = zh.(a p)

= z X a
donc h.(u) e Œu, i.e. H = C .

Ainsi, lorsque les valeurs propres de Q sont d'ordre deux, c) entraîne a).

4. Vecteurs tels que gy = 0 ou TS = 0, relations avec les points focaux.

Parmi les vecteurs dégénérés se trouvent évidemment les u tels que g = 0.
La proposition suivante donne diverses caractérisations de ces derniers.
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(4.1) Proposition. Soient V une sous-variété d'un espace affine euclidien S
x^ e V et ue T^ V . Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :
i) ^--0 ; °
iî  ^ = ^ ;
w e(u) = o ;
iv) a(u,.) = 0 ;
v) u € n Ker h pour Ç e N V.

" ^

Preuve, iii), iv) et v) sont équivalentes de façon générale (cf. (1.1.6)).

Comme ^ est un sous-espace affine d'espace vectoriel associé Ker g ,
g^ = 0 si et seulement si ^ = S , donc i) équivaut à ii). u

On a vu (iï.^.5) que || gj| = || @ (u)||, donc i) équivaut à iii).

L'énoncé suivant précise, dans le cas des courbes et hypersurfaces réelles
ou complexes, quelles sont les directions de IRu pour lesquelles g = 0.

(4.2) Proposition. Soit u un élément non nul de T V .
xo

i) Supposons que V est une courbe fresp. une courbe complexe dans <E ô,
entier ^ 2 ). Alors gy = 0 si et seulement si la courbure fresp. la courbure

de Gaussa de V au point x est nulle.

ii) Supposons que V est une hypersurface de S . Alors g = 0 si et seule-
ment si la droite IRu est une direction principale de V" au point x
dont la courbure principale associée est nulle.

iii) Supposons que V est une hypersurface complexe de Œ ô, ô entier >2.
Notons Q la courbure de Ricci de V au point x . Alors g = 0 si et
seulement si Q(u) = 0 .

Preuve. La propriété gy = 0 entraîne évidemment que u est dégénéré. Prouvons
que la réciproque est vraie dans les cas considérés.

Supposons u dégénéré.

1° Supposons que V est une courbe. Alors d'après (3.7.1) la courbure À de V
au point x^ est nulle. Or 3 = \ id(T^ V), donc g = 0, d'après le lemme (1.1).

o
2° Supposons que V est une courbe complexe. Alors d'après (3.7.2) la courbure
de Gauss G de V au point x est nulle.

Or Q = G id(T V), donc Q = 0.
o
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p
V étant une sous-variété complexe de C , on a Q = - @ 2 , donc @ 2 = 0,

donc @ = 0 (car (3 est symétrique), donc g = 0.

3° Supposons que V est une hypersurface de S . Alors d'après (3.8.1), h.(u) = 0.
Or @ = |h.|, donc Ker 8 = Ker h..

Donc 8(u) = 0, donc g = 0.

4° Supposons que V est une hypersurface complexe de (C . Alors d'après (3.8.2),
Q(u) =0 . Or Q = - 32, donc @ (u) = 0, donc g = 0 .

La proposition découle alors de (3.7.1), (3.7.2), (3.8.1) et (3.8.2).

Nous allons maintenant étudier la condition T3 = 0 .

(4.3) Proposition. Soit u e T V.
"o

A) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ^ = 0 ;
ii) u est orthogonal à ^ ;
iii) II existe un. élément Ç ^ 0 de N V et un réel \ ^ 0 tel que
h (u) = X u. ^o

B) Supposons u t- 0 et ^ = 0.

Alors l'ensemble des Ç e (N V) \ {0 } tels que u soit vecteur propre
o

de h avec une valeur propre associée non nulle est l'ensemble des
Ç G N V \ {0} tels que la droite affine x + IRÇ rencontre le sous-

o
espace central ^ -

Preuve de A. Si u = 0, i), ii), iii) sont évidemment vraies. Supposons u ^ 0.
1° i) équivaut à ii) du fait que T3 est la projection orthogonale de u sur
ï.

2° Supposons T; = 0.

^u ~- ̂ "^ et ̂ "^ ~- u + ëu^u - ̂  donc ° •- u + Su^u - ̂
Puisque u ^ 0, on a H - x ^0 .

H -x
Posons Ç = i i " ° H , alors Ç e N V et h (u) = n „ 1 n u, donc

1) u o" o -'o ""u o 1 1

i) entraîne iii).
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3° Supposons hr(u) = À u avec Ç t 0 et X ^ 0, i.e. -g (0 = À u.

Puisque À f. 0, u = - -^ g^O* û0^ u ^m g ,'u
i.e. uc(Kerg^)1

i.e. u e^)"1 .

Donc iii) entraîne ii).

Conclusion : i), ii), iii) sont équivalentes.

Preuve de B.
1° Supposons h (u) = \ u avec Ç ^ 0 et À j- 0. On a pour tout réel t :

X^. tÇ)=u^( tÇ)

X^+ tÇ) = i - thç(u)

Xjx^ + tÇ) = ( l - tX)u,

donc, pour t^ =-^ , on a X (x + t. Ç) = 0 et par conséquent x + t .Ç e: ^ .

Donc x + RÇ rencontre ^ .

2° Réciproquement supposons que Ç est non nul et que x + IRÇ rencontre <^ .
Soit t réel tel que x^ + tÇ e ̂  i.e. X (x + tÇ) = 0 (car -Ç = 0).

On a vu que X (x + tÇ) = u - th,-(u), donc th_(u) = u.

Puisque u i 0, on a t t 0, donc h,-(u) = — u.

Donc u est vecteur propre de h,, avec une valeur propre associée non nulle.

(4.̂ ) Remarques.
(4.4.1) Si u e T V et u i- 0, on ne peut avoir simultanément TS = 0 et g = 0.

En effet = X^) - u . g^ - x^)

(M.1.1) i.e. ^=u.g^-x^)

(4.4.2) Les propriétés suivantes sont équivalentes ;

y u e ̂  ;
W ^ = u ;
«u x^^;
iv^ a (u,u) = 0.
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En effet :

1° -Ç^ est la projection orthogonale de u sur ^ , donc u e (̂  équivaut à "Ç = u.

2° 'C^ = u équivaut, d'après (4.4.1.1)^ à :

"u-^^gu
Le- "u-^ ^u

i•e• \ e ^u (P"15^6 "u c ̂

30 ̂  € ^u éc^uivaut à êu^u^o" = of Le- Su^ = oî Le- ol(uîu) = °-

Conclusion : i), ii), iii), iv) sont équivalentes.

(4.5) Relations avec les points focaux.

Rappelons qu'un point y e S est un point focal de V relatif au point x
1 °si et seulement si il est de la forme y = x + - Ç, où Ç est un vecteur unitaire

normal au point x^ à V, et À une valeur propre non nulle de h. (cf. [Mil.]).

Si h (u) = Au avec u t 0, nous dirons que y est un point focal associé à u.

(4.5.1) Théorème (Interprétation cinématique des points focaux).
Soit u e T V, u t 0. Alors ••XQ
1. Un point y e ̂  v est un point focal associé à u si et seulement
si X^(y) = 0 ;

2. Pour qu'il existe un point focal associé à u , il faut et il suffit que
\ - 0 ;

et quand cette condition est remplie, l'ensemble des points focaux associés
à u est ^ n^r V.

o
En particulier, lorsque 13 = 0 ;

i) Si p ^ q et si u est non dégénéré, l'ensemble des points focaux asso-
ciés à u est égal à ^ ;

ii) Si p > q et si u est non dégénéré, l'ensemble des points focaux

associés à u est réduit au point H^ qui est, sous les hypothèses faites,
l'unique élément de ^ n ^ v.

o

1° Soit y e ^ v un point focal associé à u : h (u) = \ u, avec À i 0, et
o c»

y = ^ + is^10^ "y.x (u) = u» Le- 0 = u + g^(y-x^), i.e. 0 = X^(y).
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2° Inversement, soit y c ̂  V tel que X (y) = 0. Comme u t 0, on a y-x t 0.

y-x^ °
Posons Ç = ii i». •

II J^Q\\

Alors en remontant le calcul du 1° on voit que y est un point focal de V
associé à u.

3° La deuxième partie du théorème (4.5.1) découle directement de la première
et de (3.1) et (3.2).

5. Limites d'intersections d'espaces normaux, tangents ... etc.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

(5.1) Lemme. Soient ^ une partie de IR, n e IN , k e IN , 0 un point adhérent
à ^, et pour tout t e^, A : R" -*• R une application affine.
Supposons que :

i) A tend vers A quand t tend vers 0 ;

ii) A'^O }) ^ 6 et A^({0}) t 0 pour tout t e .̂ Alors ••

1° Jl existe n > 0 tel que |t| < n entnune dim A.^ tO})^ dim A'^to}) ;
2° S'il existe n > 0 tel que |t| < n entraide dim A.^O}) = dim A'^CO}),

alors A. ( {0} ) tend vers A' ( {0} ) dans la grassmannienne affine, quand t
tend vers 0.

(5.2) Théorème. Supposons p ^ q . Soient u un élément non dégénéré de T V
\

et y : l ^ V t^e oue y(0) = x et Y'(°) = u • Alors il existe n > 0
tel que 0 < |t| < n entraide dim^/ .V n jy V = q-p , et

^ (t}^ n ^ V tend vers ^ quand t tend vers 0 par valeurs diffé-

rentes de 0.

Preuve. On peut supposer que S est vectoriel et que x = 0. Posons T / vV = T ,

N ytt^ = ̂  ^(t^ = ^t et ^(t^ = ^t* on sait que> au ^^^g6 de 0»
V est l'ensemble des éléments x+z tels que x e T , z e N e t z = f(x), où f
est une application C définie sur un voisinage ouvert de 0 dans T et à valeurs
dans N , telle que f(0) = 0, (Df)(0) = 0 et (D^XO.v = a (v,.) pour tout v e T .
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Posons y(t) = x(t) + f(x(t)), où x(t) e T^. -nt)- -^u quand t —> 0, et u e T^,

donc x^- . u. ^

Par suite (Df)wt)) ->• (D^XO.u quand t ——> 0

0.2.1) Le. (Df)(x(t)) -.a(u,.) quand t——>0.
t ^

Posons M = y(t), et pour tout P e ê ,

P = X p + Zp où Xp£ T^ et Z p Œ N ^ ,

P G ̂  n ̂  <^ (xp = 0 et P-M e N^).

P-M e N se traduit par :

((P-M)| (v+(Df)(x).v)) = 0 pour tout v e T^

i.e. (xp-x^)|v + (Zp-z^)|((Df)(x).v) = 0

i.e. (xp-x^)|v + ((Df)(x))*(zp-z^)|v = 0,

pour tout v e T .r o ^
Comme Xp - x.. + ((Df)(x)) (Zp-z.,.) c T , ceci équivaut à :

Xp - x» + ((Df)(x))*(Zp-z^) = 0.

Ainsi P e ̂  n .̂  si et seulement si :

0.2.2) Xp = 0 et -x^ + ((Df)(x)f(zp-z^) = 0.

Notons g -5 , (resp. g , -5) l'application de T V dans N V (resp. de N Vu?2-»1 u,i,z x^ x^ x^
dans T V) induite par g .

o

On déduit de l'antisymétrie de g que :

^u^,? = "^,1,2-

II résulte alors de 0.2.1) que le système (Xp = 0 et

- \ x^ + ((Dfxx))— (zp-z^) = 0) qui définit ^ n ^, tend vers le système

limite :
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(xp = 0 et -u -gy(Zp) = 0), quand t ——> 0.

Ce dernier équivaut à (Xp = 0 et P e <^ ), i.e. à (P e ^ ), puisque sous
les hypothèses faites ^ c ̂  .

Ainsi le système limite a pour ensemble de solutions l'espace central ^ .

Or dim ^ = q-p. Donc, d'après le lemme 0.1), il existe n > 0 tel que
0 < |t| < n entraîne dim(N^ n N^) ^ q-p. Comme dim(N n N ) > q-p, on a

dim(N n N ) = q-p, et par conséquent
dim(N + N ) = n.

Donc ^ n ̂  ^ t et dim ^ n ^ = q-p, d'où le théorème (5.2), d'après
le lemme 0.1), 2° .

(5.3) Théorème. Supposons p > q . Soient u un élément non dégénéré de T V
^

et y : 1 -^ V telle que y(0) = x et y'(0) = u . Alors il existe n > 0
tel que pour tout t vérifiant 0 < |t| < n on a ^V / .V n ^ v = { 0 } .

w/ ^
Pour 0 < |t| < n notons ^ l'espace affine de dimension n-2q qui rencon-
tre orthogonalement ^V , vV et ^ V . ^ tend vers ^ quand t —> 0 .

De plus soit K (t) (resp. K(t) ) le point intersection de ^ avec ^ VT x^
fresp. ^ ^vV ), alors K^(t) et K(t) tendent vers H et - (K(t) - K (t))

tend vers X> quand t —> 0 . Enfin 73.,/^V n r V tend vers l'espaceu ^ Yit; x^
-»•

affine passant par x et de direction ^ .

Preuve. Posons ^ = (̂  + ^)1 ,
i.e. ^-- ^ n ^ .

->•
Ainsi dim ^ > p-q.

Représentons V comme au n° (5.2) à l'aide d'une application f et supposons t ^0.
->•

Soit w e ^. w = w^+w^, avec w. c T et w^ e N . w e-Ç n ̂  équivaut à:

(w^ = 0 et w^ = (Df)(x).w,)
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i.e. (w^ -- 0 et (Dyx)-w^ = 0).

Ce système a pour système limite :

(w^ = 0 et ((D'fXO.iO.w. = 0) quand t —>0,

i.e. (w^ = 0 et g (w.) = 0).

Or par hypothèse u est non dégénéré, i.e. Ker g c T V, donc le système
limite équivaut à (g (w) = 0), i.e. (w e Ker g ). °

On a vu que sous les hypothèses faites dim Ker g = p-q.

Le même type de raisonnement que pour le théorème (5.2) montre alors
-> •*• -4-

que t>^ n ̂  tend vers ^ (= Ker g^).

->•
En particulier il existe n > 0 tel que 0 < |t| < n entraîne dim (^ = p-q .

- » • - » • •*• •*•
Comme ^f + ,̂ + ^ - S , la relation 0 < |t| < n entraîne
- > • - » • .̂ .̂

dimC^ + ̂  ) = 2q, et par conséquent ^ n ̂  = {0}.

Il en résulte que pour 0 < |t| < n il existe un unique sous-espace affine ^
de S ayant pour direction ^ et qui rencontre à la fois ^ et ^..

y a un unique point commun K (t) (resp. K(t)) avec ^V V (resp. ^.V).
o

Posons M(t) = x(t) + f(x(t)), où x(t) <= T , et

0.3.1) K(t) - M(t) = X + u, où X e T^ et u e N .̂

Dans la suite de la démonstration x(t) sera parfois noté x pour alléger l'écri-

ture.

Prouvons que K(t) - M(t) tend vers une limite p e N quand t —>0.o o /

K(t) - M(t) e N se traduit par :

(X|v) + (u | (Df)(x).v) = 0 pour tout v <= T ,

i.e.(X|v)+((((Df)(x))*.u)|v) = 0.

Or \ + ((Df)(x))* . u e T^ , donc
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(5.3.2) À + ((Df)(x))*. u = 0.

K(t) = (K(t) - M(t)) + M(t)

= X + p + x(t) + f(x(t))

= (X + x(t)) + (u + f(x(t)))

avec À + x(t) <= T et p + f(x(t)) e N .

On a aussi K(t) = (K(t) - K^(t)) + K^(t), avec K(t) - K^(t) c T^ et K^(t) c N^.

Donc K(t) - K^(t) = X + x(t).
Or K(t) - K^(t)ç(^)1,

i.e. K(t) - K^(t) c ̂ ,

i.e. 0 = (Df)(x).( À + x(t))

0.3.3) 0 = (Df)(x). À + (Df)(x).x.

Les relations (5.3.2) et (5.3.3) donnent :

(5.3.̂ ) (Df)(x).x - (Df)(x).((Df)(x))*p = 0

(Df)(x) ((Df)(x)f . t ^ •
——T~~ ° ———t—— tend vers 8u,2,l 0 (8u,2,l) ' ̂  vers -8u,2,l 0 §u,l,2

quand t —> 0.
-X-

Ainsi ^Df^x^ o ^Df^x^ tend vers -(g o g )>.. Comme u est non dégénéré

(g ° 6 )pj est bijective. Il en résulte que pour t assez petit non nul
(Df)(x) o ((Df)(x)) est bijective, et par conséquent p est déterminé par (5.3.4)

. (Df)(x) ((Df)(x))*v1 . (Df)(x) X Yu v ^ o ^ / • ^ ^ • ^ / •

fnfïïYÏ Yw/w ^ tend vers g (u) quand t —^0.

Donc p tend vers une limite u :

^o = -^u ° Su^^1 • ̂ (u)

i.e. ̂  = H^ - x^ .
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K(t) - K^(t)
Montrons que ———-——— tend vers une limite quand t —> 0

i
K(t) - K^(t) À + x(t)

t t

D'après (5.3.2) on a :

^-^x^.p=0,

donc ^ tend vers -(g^,/ • MQ Le- vers êu^o^ ^uand t "̂  °-

En particulier À tend vers 0 quand t —>0.

K(t) - K^(t) ^
Donc ———^———— tend vers u + g (u )

= u + A - xo)

- \^
= ^ .u

En particulier K(t) - K (t) tend vers 0 quand t —> 0.

Or K(t) - M(t) = À + p, donc K(t) -^ x^ + u^, i.e. K(t) -^ H quand
t —> 0. Par suite K^(t) tend vers H aussi.

K(t) e ^ et K(t) tend vers H quand t —> 0.

De plus ^ ̂  tend vers Ker g quand t —> 0.

Il en résulte que ^ tend vers l'espace central <^ lorsque t ——> 0.

Montrons pour finir que -^ n -C tend vers l'espace affine passant
r^- ̂  e^ dont la direction est ^ .

Posons P = a + e où a e - T e t e e N , P e X 3 , n ' C équivaut
0 0 t 0

a :

( @ = 0 et e -f(x) = (Df)(x).(a-x))
i . e . à ( e = 0 et f -̂ .(DfMxL.^.,),^

Y (t) = x + f(x), donc x+ (x) tend vers u quand t ——> 0. Comme u e T
^ o»
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-fw- tend vers 0 quand t ——> 0, et le système précédent a pour système limite :
T ^

( 6 = 0 et g^(a) = 0)

i.e. (g (P) = 0) , puisque sous les hypothèses faites Ker g c T .

Cette équation limite a pour ensemble de solutions l'espace affine passant

par x de direction Ker g . Cet espace (non vide) est de dimension p-q. On0 u -A. -^ - > • - > • - > •
a vu que pour 0 < [ t [ < n , 'C n 73. a pour dimension p-q, donc ~G + 13. = © *

II en résulte C n T5 ^ 0 et dim "Ç n 13 - p-q. Par suite, d'après le lemme
(5.1) 2°, 73 n 13 tend vers le sous-espace affine passant par x de direction

^ - Ker ĝ °
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CHAPITRE IV

SUR LES SOUS-ESPACES -LONGITUDINAUX" ET LES DIRECTIONS PRINCIPALES

DES TUBES AUTOUR D'UNE SOUS-VARIETE

Nous étudions d'abord le cas où la variété ambiante V est un espace euclidien.
Les choses sont alors beaucoup plus simples que dans le cas général. En particulier
toutes les notions raisonnables d'espaces longitudinaux se confondent en une
seule.

1. Cas où V est un espace euclidien.

(1.1) Notations et définitions relatives aux tubes autour de V.
Soit r réel > 0. Pour tout x e v, notons Jub<r > V la sphère de l'espace

affine normal ^V qui a pour centre x et pour rayon r. Pour toute partie A

de V notons Tub^^V la réunion des Tub^ ̂  pour x décrivant A.r\ x
Soient x e V et X = Sup || h „ (v) || pour v (resp. Ç ) décrivant la

sphère unité de T V (resp. N V). Dans la suite nous supposerons toujours
xo xo

r < y- . On sait qu'il existe alors U ouvert de V contenant x tel que Tub., V
o

soit une hypersurface de S réunion disjointe des Tub^ V pour x e u, et que

l'application m : T^^^ V ->- U définie par OT (y) = x pour tout y e Tub r Vu x
soit une submersion.

Dans la suite nous écrirons souvent Tub V pour Tub < r > V f etc. . Nous

noterons A l'endomorphisme fondamental du tube au point y, associé à

ç 'ifêll •
-̂ . -^ ->

On a "G (Tub V) = T5 (Tub V) (DT3 V, où la somme directe est orthogonale.y y x x

Ï (Tub V) est stable par A (pour tout b € ^ (Tub V), A (b) = - -!- b).y x ->. y x r
Comme A est symétrique, l'orthogonal "C V est aussi stable par A .
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Nous noterons & l'endomorphisme induit par & dans T3 V.
^

Les objets relatifs à Si seront qualifiés par l'adjectif "longitudinal". On

parlera, par exemple, des courbures principales longitudinales, des directions

principales longitudinales, etc. .

(1.2) Lemme. Soient y e Tub V et Ç = ^"x . Avec les hypothèses et
x l|y-x||

notations ci-dessus, £ et h ont les mêmes sous-espaces propres.
Si u est vecteur propre de î et h , î,(u) = pu et h (u) = Xu, alors

^r^hr et ^-H-FT-
Preuve. Soit b un vecteur propre de î :

H (b) = ub, b ^ 0.

Posons Ç (y) = n ̂ n où x = zn (y).il v'^ii
Alors -(D Ç)(y).b = ub.

On a y = TU (y) + rÇ(y), donc b = (T nï).b + r(D Ç)(y).b, donc, en posant
a = (T m).b,

a = (l+rp)b.

T zn s'annule sur T (Tub V) et T JS est surjective. Il en résulte quey y \ y _ ^
T 'U5 induit une bijection de T5 V sur 'C V. Donc a ^ 0, et par conséquent
1 + ru ^ 0.

Par ailleurs -(((DÇ)(y).b)| v) = (h_(a)|v), pour tout v <= T V, i.e.
.. xo

(ub|v) = (h (a)|v) donc h (a) = ub, donc h (b) =-j-^- b.

T ni induisant un isomorphisme de T V sur T V et l'application p '^T^—
y ^ ^o xo p

étant injective il en résulte que H et h ont les mêmes sous-espaces propres.

(1.3) Corollaire. Les points focaux de V sont les points focaux de Tub1^ V

qui n'appartiennent pas à V . Plus précisément, soit y e Tub'^qui n'appartiennent pas à V . Plus précisément, soit y e Tub^^. Suppo-
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sons que IRu , u t- 0 , est une direction principale longitudinale du tube
au point y dont la courbure principale associée est non nulle. Notons 1
le centre de courbure principal du tube associé à IRu.
Alors 1 est un point focal de V associé à u :

De plus, tous les points focaux de V associés à u sont obtenus de cette
façon.

Preuve. Soit (J la courbure principale du tube associée à IRu. Par définition de 1 :

^ - ^ - î ^

^ - x -- ̂  - y + y-x

^ç^P

= - ^ Ç , d'après (1.2).

(1.^) Proposition. Supposons p > q, u e T V, u non dégénéré et 73 = 0.
Alors : °
ï) L'ensemble des Ç e N V tels que u soit vecteur propre de h

XQ s
est une droite vectorielle D ;
n) La droite affine x + D rencontre Tubx V en deux points y, et y^ .
Au point y. (i = 1 ,2) , IRu est une direction principale longitudinale

de Tub V et le centre de courbure principal correspondant n'est autre
que H^ .

(On rappelle (cf. (III.3.5)) que lorsque p = q , la non dégénérescence de
u implique 'C = 0.)

Preuve de i). Puisque 73 = 0, il résulte de la proposition (III.4.3) que l'ensemble
D des Ç e N V tels que u soit vecteur propre de h,- n'est pas réduit à 0.

Soit Ç ^ 0 tel que Ç e D : h (u) = A u . Alors nécessairement À ^ 0
(sinon : h-(u) = 0, i.e. g (Ç ) = 0, avec ^ i- 0, ce qui contredit l'hypothèse
u non dégénéré).
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Soient ^ e D^, Ç^ 0 et Ç^ e D ,̂ Ç^ ^ 0.

Alors h- (u) = X .u, avec \. i 0, pour i = 1,2, i.e. g (Ç.) = -À.u

' etg^)=-^u.
Donc ^gy(Ç? - ^gu^ = °'

i.e. g^Çi - À^) -0,

donc X ^ Ç . - X , Ç ^ = 0 d'après la non dégénérescence de u.

Ainsi D est une droite vectorielle.

Preuve de ii). Soit i = 1 ou 2.

Posons Ç =^g et Ç, . p^ . D-après (111.4.3) Ç^ D, et

Ç = e ÇQ où e = ± 1.

On a vu dans la démonstration de (III.4.3) que h y . (u) = TT,,——» u, donc
-•o I1 u o11

h (u)= x u où À =jH^nr
- " u o"

D'après le lemme (1.2), IRu est donc une direction principale de Tub V

au point y..

D'après le corollaire (1.3), en notant I le centre de courbure principal

correspondant :

, -« -^é cu o ~ e -•

- "u - "o •

Comme h „ = -h ,. pour tout Ç e N V, il résulte du lemme (1.2) que
" •' o

si y et y, sont deux éléments quelconques antipodaux de Tub V et si Ru est
0 o

une direction principale longitudinale de Tub V au point y , Ru l'est aussi au
point y.. Mais, lorsque q ^ 2, si on suit par continuité IRu en allant de y à y.
sur Tub V, on aboutit en général à une direction principale autre que IRu :

^
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(1.5) Théorème. Supposons q ^ 2 et qu'en tout point de Tub^ V les p cour-
bures principales longitudinales sont distinctes. Soient D. , ... , D les
directions principales longitudinales en un point y de Tubx V , indexées
de façon que les courbures principales correspondantes aillent en croissant.
Alors si on suit (D.,D^, ... , D ) par continuité le long d'un chemin dans
Tub V , allant de y à son antipode y. , la position finale est

°V Vr-^p-

Preuve. Soit y : [0»1] ">: T^b V un chemin continu allant de y à y. dans
o

Tub V. Notons A.(t),..., A (t) les directions principales longitudinales au point
o '

y (t) et u,(t),...,p (t) les courbures principales correspondantes indexées de façon
que u^(0)<— < u (0).

Il s'agit de démontrer que A.(l) = A . .(0).

y.x
Pour tout vecteur t e [0,1] posons y = y (t)» S+ = n———n » et P0"1'1 T II y-r^ll

tout i = l,2,...,p soit T .(t) un vecteur unitaire appartenant à A.(t) et dépen-
dant continûment de t. D'après le lemme (1.2) :

h. (T^(t)) = X^(t)^(t).

Les À . sont des fonctions continues.

Soit S le spectre de h y . Comme h- = -hx , on a S. = -S .
T "t "1 ^o A °

II en résulte que :

(1.5.1) ^(1) = - À ^(0)

pour tout i = l,2,...,p, sinon il y aurait des "croisements", les valeurs propres
de h,, ne seraient pas constamment distinctes.

S
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Schéma pour le cas p = 3 :

\(0) X^(0) À^(0)

- X^(0)- ^(0) -UO)

plus h. (T^(D) = ^i./0)1'^1)» donc ^(1) = A ^ - ( O ) - Notons que la relationDe

(1.5.1) équivaut à :

;(0)___ Vi^?,(!)
1^(1) = - l.ru^(O) î

-M • (0),(0)

^p+r^-«" -,"> ° -rT,6—-̂  •

(1.6) Proposition.
i) Supposons q ^ 2 et qu'en tout point y <E Tub V les p courbures

principales longitudinales sont non nulles et distinctes. Alors en tout point
y £ T^xo ^ ll Y a autant de courbures longitudinales > 0 que de <0.
ii) Si V est compacte et si q > 2 il est impossible qu'en tout point de V
les courbures principales longitudinales soient distinctes et non nulles.

y ^ Tub^ V

Preuve.
i) Soit y s Tub V. Supposons qu'il n'y a pas autant de courbures longitudinales > 0

o
que de < 0 au point y . Soit y un chemin continu de Tub V allant de y

o
à son antipode y.. Alors, avec les notations de la preuve de (1.5), une valeur
propre X.(t) de h r s'annulerait pour au moins un t G [0,1], la courbure principale

"t
longitudinale correspondante u.(t) serait nulle. Contradiction. Par exemple, sur
le schéma relatif au cas p=3 considéré dans la preuve de (1.5), X ^(t) s'annule
au moins une fois.
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ii) Le ii) découle du i) et du fait que si V est compacte, Tub V l'est aussi, et
par conséquent Tub V possède au moins un point où toutes les courbures princi-
pales sont non nulles et de même signe. Remarquons que ii) est encore valable
si on considère une immersion isométrique au lieu d'une sous-variété V.

(1.7) Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Les courbures principales longitudinales de Tub V aux points de Tub Vx
sont toutes non nulles ;
ii) Pour tout élément Ç non nul de N V, h- est bijectif ;

\ "
iii) p > q et tous les vecteurs non nuls de T V sont non dégénérés.

o

Preuve. D'après le lemme (1.2) les valeurs propres À . de h» sont toutes
non nulles si et seulement si les courbures principales longitudinales correspondan-
tes sont toutes non nulles. Il en résulte que i) est équivalente à ii).

ii) équivaut à :

V Ç e ( N V ) \ { 0 } , V v e ( T V) \ {0} , h,,(v)^0.
o \ c>

iii) équivaut à :

V v e (T V) \ {0} , V Ç <E (N V) \ {0} , g (Ç) i 0.
o o

II résulte alors de la relation h,-(v) = - g ( Ç ) que ii) est équivalente à iii).

(1.7.1) Corollaire. Supposons p > q, q ï 2, et que la courbure de Lipschitz-
Killing de V au point x est nulle. Alors il existe dans T V un élément
non nul et dégénéré.
(On rappelle que lorsque p est impair la courbure de L,ipschitz-Killing

est nulle.)

Preuve. Notons S N V la sphère unité de N V. L'hypothèse que la courbure
^ ^o

de Lipschitz-Killing (cf. [Ch.La.]) au point x est nulle, s'écrit :

< • > det h. = 0
^ S 1 N V •>

xo
La fonction intégrée est continue sur la sphère S N V qui est connexe

^
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car q > 2, si elle ne s'annulait pas elle garderait un signe constant, d'où une
contradiction. Donc il existe f. e N V tel que || Ç || = 1 et det h,, = 0, d'où
le résultat. °

(1.7.2) Corollaire. Supposons p ^ 2, q > 2, V connexe et compacte et que la
caractéristique d'Euler-Poincaré de V est nulle. Alors il existe dans TV
un élément non nul et dégénéré.

Preuve. D'après le théorème de Gauss-Bonnet la nullité de la caractéristique
d'Euler-Poincaré de V se traduit par :

| (| det h ) = 0 .
J V ^ S ^ N V t>

^o
V étant connexe, il existe x G: V tel que :

[ det h =0 .
; S N V s

^o
On est donc ramené au corollaire (1.7.1).

Remarquons que (1.7.2) est encore valable si on considère une immersion
isométrique au lieu d'une sous-variété V.

(1.&) Théorème. Supposons p=q=2 et supposons qu'en tout point de Tub V
^o

les deux courbures principales longitudinales sont distinctes.
Soit (u.,u-) (resp. (v,,\^)/ une base orthonormée de T V (resp. N V).

o o
Posons Ç - (cos t) v. + (sin t) \^ , y . = x + r ç et soit T (t) un vecteur
unitaire tel que IRT(t) soit une direction principale longitudinale du tube
au point y , suivi par continuité. Posons k r. = î\\r - (Tr hr)id et notons

<p(t) un angle polaire de k.- (u,) (resp. 6(t) un angle polaire de T<t) )
"t A

relativement à u,, T V étant orienté par (u,,u^).i XQ i /
Alors, pour des déterminations continues convenables de (p et 6 on
a : e=f ou 6 =^1.

Ainsi, par exemple, lorsque y fait un demi-tour sur Tub V, kr- (u.)décrit
- ''o "t 1

une demi-ellipse, et T décrit un quart de cercle dans T V .
"o

1 1 4



Courbures et basculements ... chapitre IV

r(Ç) s(Ç)
Preuve. Soit la matrice de h,- sur la base (u.,u.J

.s(Ç) t(Ç)
de T V. L'endomorphisme 1< r = 2h». - (Tr h r)id a pour matrice sur la basex^ c, c, e,

(u^) :

(D(Ç) S ( Ç ) \

S(Ç) -D(a/

en posant D(Ç) = r(Ç) - t(Ç) et S(Ç) = 2s(Ç).

Les valeurs propres de h p. sont :

^ r(g) + t(^) -h c /(r(T) - t(^))2 + 4s(D2

c " 2

où c = ± 1.

Celles de k r sont donc :

2X^ - ( r (Ç) + t(Ç)),

i.e. c /D(02 + S(Ç) 2 .

Posons T(t) = X(t)u, + Y(t)u^.

Dans la suite r ( Ç ) , s(Ç), D(Ç) , etc. seront notés parfois r,s,D, etc. pour
alléger l'écriture.

rX + sY = X^ X
On a

sX + tY = X Y

Ce système est équivalent à :

DX + SY = £ /D2 + S2 X
(1.8.1)

SX - DY = c /D2 + S2 Y

D'après le lemme (1.2), les valeurs propres de h^ sont distinctes: X , ^ X . .
Donc D(Ç)2 + S(Ç)2 i 0.
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On vérifie que (1.8.1) équivaut à :

D+iS X ^ i Y
|D+iS| ~ X - iY*

D(Ç.) + iS(Ç.)
Ainsi |D(^iS(^| -^^V

Donc, s i e = l , o n a cp = 26 + k27r ;
et si e = -1 , cp = 26 + TT + k2iT.

Un phénomène analogue à celui de la proposition (1.8) a lieu dans le cas
d'une hypersurface complexe. Le vecteur T tourne alors dans un plan fixe,
sous-espace propre de la courbure de Ricci au point x . Etablissons d'abord
un lemme.

(1.9) Lemme. Soient V une hypersurface complexe de C , <S entier >2

x e V , v .c S^^ V et ^f = elt ^l* Notons ^ l'application

u -»• e^u de T V dans T V . Alors ;
\) ^

h = R o h o ( R )"1 ,
"t — 1 —1 2 1 2

et par conséquent le spectre de h.. est indépendant de t .
^t

En particulier det h.. est une constante (cf. [La]).
^t

Preuve. Soit (v.,\^) une base orthonormée de N V telle que \^ = i \) ,. On
ita Ç - e ^p et l'application ( Ç ,u) ->• h (u) de N V x T V dans T V est

- 1 -9 ^o ^o ^
Œ-linéaire en Ç et antilinéaire en u, donc :

h (u) = e^h (u),
"t 1

•^ ^
i.e. h (u) = e h (e u), pour tout u e T V.

St v! \

Ainsi h = R o h^ o (R )~ .
S \ 1 \

Par suite, h - \ id = R^ o (h - X id) o (R^)~1 pour tout réel À ,
2 ;1 2
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donc det(hr - À id) = det(h - À id),

donc le spectre de h y est indépendant de Ç .

(1.10) Proposition. Soient V une hypersurface complexe de C , 6 entier ^ 2,
et x^ V.

i) Les p courbures principales longitudinales de Tub V au point
y ^Tub V ne dépendent que de x .
ii) Soit v , e S < ̂  V et posons, pour tout t e R, y - x + re^ v..

o
Supposons que les p courbures principales longitudinales de Tub V au
point y sont distinctes. Soit T (t) un vecteur unitaire tel que
RT-(t) soit une direction principale longitudinale de Tub V au point y ,
suivi par continuité. Alors :

T (t) = e1 2 T(O).

Preuve.
i) D'après les lemmes (1.2) et (1.9) les p courbures principales longitudinales
en un point y eTub V ne dépendent pas du choix de y dans Tub V.

^ . ^
ii) Pour tout réel t, en posant Ç - e \), :

h (ï(t)) = À (t)T(t),
"t

i.e. d'après le lemme (1.9) :

R^ o h^ o R ^ï(t) = X ( t ) T ( t )
2 [ ~ 2

h ^ (R ^ï(t)) = X( t )R ^T(t).
1 -^ -^

D'après (1.2), h a des valeurs propres distinctes ; ses sous-espaces propres

sont donc des droites. Il en résulte que R . T(t) garde une direction constante.
" ~Ï

Or les R sont des isométries, donc R T(t) est constant.
"2

Ainsi R ^ T(t) = T (0), donc T(t) = R^T(O).
"î ~î
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(1.10.1) Remarque. V étant une hypersurface complexe de Œ , la courbure de

Ricci Q de V vérifie :

Q = - e - - 2 h ^ o h ^ .

Supposons vérifiées les hypothèses de (1.10) ii). h a alors ses p valeurs

propres distinctes, donc, d'après le lemme (III.3.8.4) les sous-espaces propres

de Q sont de dimension deux et les valeurs propres de h sont toutes non nulles.

Par suite C ï(0) est un sous-espace propre de Q et les courbures principales

longitudinales de Tub V aux points de Tub V sont toutes non nulles.
\

2. Définition et propriétés des champs de sous-espaces "longitudinaux" (9,
,̂ î- (pour V quelconque).

(2.1) Notations. Pour tout réel r > 0 et tout x e V, S < >^ V est la sphère

de centre 0 et de rayon r dans N V et B < r N V la boule ouverte de centre
X X X

0 et de rayon r dans N V.

Pour toute partie A de V on pose :

N V = u N V
A x e A x

b<r>N,.\ = u B^^ V
A x<= A x

S<r>^,V = u S<r>^ V,
A xe A x

et, exp désignant la restriction à NV de l'application exponentielle de V ,

Tub^V^exp^S^N^V)

^V ^exp^B^N^V).

Tub^*"^ V (resp. ^r^-^ V) seront notés plus simplement Tub r V (resp.
i X j t X J X

S< r ̂  pour tout x e V.

On sait que pour tout x e V il existe un ouvert U contenant x et

ri > 0 tel que si r < n , exp induit un difféomorphisme $ de ^< r ^^jV

sur^'V.
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^l/^V est alors réunion disjointe des ^<r> V pour x e U, et on a une
application ay : ̂  r \ ->• U définie par w (y) = x pour tout ye S<r>\.

Pour tout élément y de ^< r > V\ {x} , y est la géodésique
-1

s ̂  expN(s T^r^ et on pose a (y) = 11 <rl(y)11 et ?i(y) = ^y^» (CL K^)-
Tu^^^V est une hypersurface de V. L'endomorphisme fondamental associé
à n(y) sera noté A .

Lorsqu'il n'y aura pas de confusion à craindre, nous écrirons g au lieu
de ̂ >\, a au lieu de À , etc. . x

(2.2) Définitions. Soient x^ e V, u € T^ V, \^ e N^ V, y la géodésique

s -^ expç<s^). Un champ de Jacobi W le long de y sera dit adapté
à V lorsque:

i) W(s)[ y'(s) = 0 pour tout s ;
ii) W(0) c T V ;

\
vw

iii) d s ^ + h^ (w(o)) ^x v-
1 0

(Un tel champ W est appelé V-champ de Jacobi dans le livre [Bi, Cri]

Nous dirons que W est strictement adapté à V lorsque -v^- (0) + h (W(0)) = 0.

Notons qu'un champ de Jacobi W strictement adapté à V est normal tout
le long de la géodésique ainsi que sa dérivée ̂  . (D'après une propriété classi-

que, si un champ de Jacobi Y vérifie (Y(s^)| y'(s^)) = 0 et (-^(s )| y'(s )) = 0

en un point s^, alors on a (Y(s) | y'(s)) = 0 et (-^(s)| y'(s)) = 0 pour tout s .)

(2.3) Lemme.

i) Soit t^x(t) une courbe paramétrée de V et t»-^ Ç(t) telle que
ÇMeS^N^V pour tout t.

Posons c(s,t) = y (s) = expy(sç(t)).

Alors W défini par ; W(s) = -^ (s,0) est un champ de Jacobi adapté

à V le long de y^ .Si t -» ç(t) est V'1- parallèle, alors W est stricte-
ment adapté à V .

ii) Réciproquement, soient x^es^ v et y^ la géodésique s -^exp~(sv ).

1 1 9
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Alors tout champ de Jacobi adapté (resp. strictement adapté) à V le long

de Y Q est ^e ^o^P ^e Jacobi d'une variation de y du. type considéré
au i).

Preuve.
i) W(s) = -|̂ (s,0), donc

^'i^'.»-i,^'.».
(2.3.1) donc-^(O) =-|f-(0).

Or - (-|̂ (0) |u) = (h^ (W(0))|u) pour tout u e T^ V, donc ^(0) + h (W(0))) <=N V.
^ ~ ° ^ 1 o

Si t-^ Ç(t ) est V ̂ -parallèle, ̂  (O)e T^ V, donc -^(0) + h W(0)) = 0.
o 1

ii) Tout champ de Jacobi adapté à V le long de y est le champ de Jacobi d'une
variation du type considéré au i) (cf. [Bi. Cri.]).

Supposons que W^ est un champ de Jacobi strictement adapté à V le long

de y •
VW.

Posons u = W,(0). On a u e T V et —,- (0) = -h (u).x^ s \^

Soient t •—> x(t) une courbe paramétrée de V telle que x'(0) = u, et soit
t^ Ç(t) le V'1' -transport parallèle de \). le long de t^ x(t).

Posons c(s,t) = expy(s Ç(t)) et W(s) = -ĵ  (s,0).

Alors on a W(0) = u et -v^ (0) = -h^ (u), d'après i). Donc W = W..

Nous allons définir sur (^(V) trois champs (9 , ^», ^ de sous-espaces
vectoriels de dimension p.

(2.4) Définition de 0.
Pour tout y (E < ,̂ G y ^^ » où -L désigne l'orthogonal dans l'espace

euclidien T V^

(2.5) Définition de ^ .
Pour tout y e < ,̂ ^ est l'espace vectoriel obtenu par ^-transport parallèle

de T V depuis x jusqu'à y le long de la géodésique y
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(2.6) Définition de ^ .

Pour tout y e ê et tout u e T V il existe un unique champ de Jacobi W
le long de y défini par : W(0) = uxy

et -^(0)=-h^ (u), où ^ -- y^(0).

Soient t i—> c(t) une courbe paramétrée de V telle que c(0) = x et
c'(0) = u, t '—>• Ç(t) le déplacement V'L-parallèle de \) . le long de c et y
la géodésique s *—>• exp^(sÇ(t)) de V. On a vu dans la preuve de (2.3) ii) que
i^ y est une variation de y dont le champ de Jacobi associé est W.T x,y

II en résulte en particulier, en posant r = a (y), que (Tzn)(y) .W(r) = u, par
suite l'application linéaire u '—^ W(r) de T V dans T V est injective ; son imagex y
sera notée ^ .

Pour tout y e S , les sous-espaces G , «^ » 7 sont orthogonaux à y ,^ <r > y y ° y ^
c'est-à-dire tangents a Tub,, V.

La proposition qui suit montre l'intérêt de ,3̂ .

(2.7) Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) La connexion normale de V est plate (cf. [Ch. Bj) ;
ii) ^ est localement intégrable.

La preuve résultera des deux lemmes suivants :

(2.7.1) Lemme. Soient y e Tub^^ V, x = nr(y ) et V. une sous-variété intégrale
de dimension p de /? passant par y . Posons v. = y ' (0).
Alors \). se prolonge au voisinage de x dans V ïifun. champ normal

à V et V''"-parallèle.

Preuve du lemme. Soient u e T V, t ->• x(t) une courbe paramétrée de V telle
"o ^

que x'(0) = u, t -»• Ç(t) le transport par V -parallélisme de v, le long de t»->-x(t).1,0
Posons c(s,t) = expç(sÇ(t)), y^ = c(r,t) et W^(s) =-|^(s,t).

D'après (2.3), W est un champ de Jacobi strictement adapté à V, et par
définition de ^ on a W (r) e T .t '/ y^
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Ainsi t>—*:y^ est une courbe intégrale de ^ passant par y . Elle est donc
contenue dans V..

On a GT (y(t)) = x(t) pour tout t, donc :

T or . y'(0) = x'(0) = u.
-o

Ainsi (T ar)|(T V.) est surjective, donc bijective (car dim V, = p) ; donc
'o 'o 1

le théorème d'inversion locale appliqué à cî | V , : V . ->- V donne un difféomor-

phisme g d'un ouvert V de V, contenant y sur un ouvert de V contenant x .1 1 0 Q

g permet de définir un champ de vecteurs normaux, \^., sur zn(V ' ) en
posant :

^. (x) = y ' i (0).
x.g-^x)

Ce champ \^ coïncide le long de y avec le champ t>—»- Ç(t) précédent (car
w(y(t)) = x(t)) lequel champ tt-»-Ç(t) était V ̂ -parallèle.

Il en résulte que \> ^ est un champ de vecteurs normaux V 'L -parallèle,
défini sur nr(V') et prolongeant \). .•*• i ,o

(2.7.2) Lemme. Soient v.,..., \ _ unitaires constituant une base (non nécessaire-

ment orthonormée) de N^ V . Pour tout i = l,2,...,q soit y. = exp^(r. \).) .

Supposons qu'il passe par chaque y. une sous-variété intégrale V. de

dimension p de ^ . Alors V est ^-plate au voisinage de x .

Preuve. D'après le lemme (2.7.1) v p..., \ _ se prolongent chacun en un champ
V -parallèle défini au voisinage de x . Il en résulte que tout vecteur appartenant

à N^ V se prolonge en un champ V'1 -parallèle sur V (prendre des coefficients
o

constants). Ainsi le déplacement par V -parallélisme ne dépend pas du chemin
suivi sur V au voisinage de x , donc V est V^-plate au voisinage de x .

Il résulte aussitôt de (2.7.2) que si ^ est localement intégrable alors
V est V -plate. Prouvons la réciproque.

Supposons que V est V^-plate.

Soient y^ e Tub^V et ^ = y*, „ (0).
0 ? O'O0 7 0"0
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D'après l'hypothèse \) . „ se prolonge au voisinage de x en un champ \/.
1 ,U 0 1

V^-parallèle.

Posons f(x) = expy(r v.(x)).

On a (T f)(T V) = f^ ./ v, d'après l'interprétation des champs de Jacobi
strictement adaptés, f est donc une immersion et l'image par f d'un voisinage
suffisamment petit U de x dans V est une sous-variété intégrale de /! passant
par y^.

Donc ^ est localement intégrable.

Ceci achève la preuve de la proposition (2.7).

3. Cas où V est une variété riemannienne (resp. kâhlérienne) dont la courbure
sectionnelle (resp. sectionnelle holomorphe) est constante.

Nous aurons besoin d'un certain nombre de lemmes.

(3.1) Lemme. Soit Y : 1 -^TV un champ le long d'une courbe paramétrée
c : 1 -^ V . Supposons que Y ne s'annule pas. Alors pour que

Y(t)1 ^^ II y ̂  /. H soit parallèle, il faut et il suffit qu'il existe une fonction
VYk : 1 ->- R telle que — = k(t) Y(t) pour tout tel .

Preuve. Posons Y'(t) = P Y(t) pour tout tel.
o

La condition Y(t) = cp (t)Z(t) pour tout t e l , avec Z parallèle, équivaut

à Y(t) = (p(t)Z(t^) ; et -^ = k(t)Y(t) équivaut à -^ = kdmi). D'où le
résultat.

(3.2) Lemme. Supposons que V a une courbure sectionnelle constante a .
Soient y : 1 -»• V une géodésique unitaire (|| y'(s)|| = 1),

Z : 1 -»-TV un champ parallèle non nul normal à y le long de
y, et

6 : 1 ->• 1R une application deux fois dérivable.
Posons W(s) = 6 (s)Z(s).
Alors W est un champ de Jacobi si et seulement si Q " + 6 a = 0.

Preuve. W champ de 3acobi signifie :
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-^ + (p(y A W) L y = 0

i.e., puisque p = a id,

-^ Z + 6 a( y A Z) L. y = 0,

i.e., puisque Z est normal à y »

(à^— + 9 a)Z = 0.

(3.3) Lemme. Soient V une variété à courbure sectionnelle constante a ,

Y : 1 -»• V une géodésique unitaire de V ,

W : 1 -»• TV un champ de Jacobi le long de y » et s c l • Supposons
que :

i) W(s^)|Y(s^) = 0 ;

ii) -Sf^ = ̂ o^ ^^

Alors W = 6Z , où Z est !e champ parallèle s -^P W(s ) et 6 est
o

la solution de l'équation différentielle 9" + a6 = 0 telle que 6 (s ) = 1 et
9 .(s,) = k,.

Preuve. Posons W.(s) = 6(s)Z(s).

Si W(s ) = 0 alors W. = 0, donc W. est un champ de Jacobi.

Si W(s ) f. 0, W. est un champ de Jacobi d'après (3.2).

On a W^(s^) = W(s^)

VW
^^O^ ^(W

= k^ W(s^)

-^
Donc W = W..

Lorsque V est une variété kàhlérienne à courbure sectionnelle holomorphe

constante a, on a pour tout y e V et tous u,v éléments de T v :
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(3.4) p(u A v) = -|(u A v + J?u AJ^V + 2(j?(u)| v)^'),

où ^' est le bi vecteur associé à ^, (^' LW = ^(w) pour tout w e TV).

On a alors les lemmes (3.2') et (3.3') suivants, analogues, ainsi que leurs
démonstrations, aux lemmes (3.2) et (3.3) :

(3.2*)Lemme. Soient V une variété kà'hiérienne à courbure sectionnelle holomor-
phe constante a , -y : 1 -> V une géodésique unitaire de V , Z : 1 -> TV
un champ parallèle non nul le long de y tel que (Z(s)| y '(s)) = 0 et
(Z(s)| ^Y'(s)) = 0 pour tout se 1 , 0 : 1 ->-IR une application deux
fois dérivable.
Posons W(s) = 0(s)Z(s).
Alors W est un champ de Jacobi si et seulement si 6 " + -^ 9 = 0.

(3.3*) Lemme. Soient V une variété kdhiérienne à courbure sectionnelle holomor-
phe constante a , y : 1 -> V une géodésique unitaire de V , W : 1 -»-TV
un champ de Jacobi le long de y » 6t s e l . Supposons que :
i) (W(s^|Y(s^)) = 0 ;

i0 (W(s^)|^Y(s^)) = 0 ;

110 -S^o^o ̂  koeIR•

Alors W(s) = 6(s)Z(s) où Z est le champ parallèle s »—^ P W(s ) et 9sso o
est la solution de l'équation différentielle Q " + 7. 9 = 0 telle que
9(s^) = 1 et 9'(s^) = k^.

(3.5) Proposition. Si V est une variété riemannienne fresp. kàTilérienne) dont
la courbure sectionnelle fresp. courbure sectionnelle holomorphe) est cons-
tante, et si V est une sous-variété réelle (resp. complexe) de V, alors 0
est stable par A et on a 0 = ^ = .̂

Preuve. Supposons que la courbure sectionnelle de V est constante et soit
y^ Tub^ V.

o
1° Prouvons que T (Tu^ V) est stable par Si . Soient v £ T (Tu^ V) et t^ y

^ ^ , ^ ^ L
dy

une courbe paramétrée de Tub V telle que ——(O) = v.
o

Posons c(s,t) = y (s).
Vt
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On a c(s,t) e S pour tous s,t, donc -|-° Œ W ).
^ o s ^

Comme V a une courbure sectionnelle constante S est une sous-variétéx
totalement géodésique de V, i.e. ^ , a une deuxième forme vectorielle nulle,

o

donc ^--If^-^'
0

i.e. ( ̂  rî)(y^).v e T(<^ ).
0

Par ailleurs Ty ( ̂  ) = T^(Tub^V) ® IRn(y^) et ((( Vr^).v)| n(y^)) = 0,

donc (Vrî)(y).ve T (Tub1 'V).
^o V - y ^ - x ^ — — ' v "l v" ' "^yo'-^ i "'V

^0 V

2° Prouvons que (3? = ^ .' v v
^ ^0

^ étant totalement géodésique, un déplacement parallèle dans T ê est

aussi un déplacement parallèle dans TV.

Par suite, T^ ( ̂  ) se transporte en T ( € ) par le V-parallélisme le long
0 0 ' 0 0

de Y
Vo

Le déplacement par V-parallélisme conservant le produit scalaire, il en résulte
que l'espace normal en x^ à <^, c'est-à-dire T^ V, se transporte en l'espace
normal en y^ à ^ , c'est-à-dire en 0 . Donc (9 ° ̂  .

o ^

3° Prouvons que ^ = JT, .
^o ^^no " ^o

Posons \^ = Yx y (0) et soit ( T1»—'TD ) une base orthonormée de vecteurs
propres de h . ° °

Pour tous i = l,2,...,p soit W^ le champ de Jacobi le long de y défini par :
Vo

W^(0) = T ^

' VW.
[^(O-h^p

'VW.
Alors -ds^0) = - ^^W^(0).
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D'après le lemme (3.3) :

w;(s)= e;(s)p^ï;.

Or les W.(r) forment une base de ^ (cf. la définition de ^ ), donc ^ = ^ .
1 <^yo ^ Yo Yo ^ Y o

Ceci achève la preuve de la proposition (3. ,'>)dans le cas où la courbure sectionnelle de

V est constante.

Lorsque V est une variété kaenlérienne à courbure sectionnelle holomorphe cons-
tante on procède de façon analogue. exp.,N V est totalement géodésique du fait quev ï;o
N V est un C-sous-espace vectoriel de T V, et le lemme (3.3') remplace le lemme

^0 ^0

(3.3). D

(3.^) Corollaire. Supposons que la courbure sectionnelle de V est constante.

i) Si la connexion normale de V est plate, alors (9 est localement intégrable et

la connexion normale de chaque sous-variété intégrale est plate,

ii) Supposons que la codimension de V dans V est deux, et soit yo e {S V) \ { X o } •
^0

S'il existe une sous-variété intégrale de 0 passant par yo alors la connexion normale
de V est plate au voisinage de Xo.

Preuve.
i) Supposons que V est V -plate.

Alors G., est intégrable (car (P., = ^w). Soient V .
une sous-variété intégrale de G „, (V. c ê i,V),

y € V, et x = uj(y).

Puisque V, est une sous-variété intégrale de

^v'Vi-V^-
Comme 8 V est totalement géodésique, ê V.

x / y
coïncide avec ê V au voisinage de y. Il en résulte
que (9 „ coïncide avec <?„ au voisinage de y.
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Donc 0.. est intégrable au voisinage de y, donc V. a une connexion normale
• l

plate (car 0^ = J ^ ).

ii) Soit V, une sous-variété intégrale de (9 passant par yo. Alors, avec les notations
du lemme (2.7.1), v, se prolonge au voisinagel,o j_
de Xo en un champ v V -parallèle.

Choisissons une orientation continue au voisinage

de Xo des plans N V, et soit ^ ^(x) le vecteur
X TT

se déduisant de v,(x) par rotation de + -, dans N V.1 j_ ,
Alors v^ est aussi V -parallèle. Il en resuite
que V est V -plate au voisinage de Xo. D

Dans la suite nous utiliserons souvent les lemmes

suivants :

;3.6)Lemme. Soient V une variété riemannienne, TT un plan vectoriel orienté dans T V ,AQ
(a.,aj une base orthonormée positive de TT.

16 9 c ,v ,3e.Posons u(6) = e a . et c(s,6) = expy(su(6)). Alors —— (-1^)(0,6 ) = iy^(0,9).

En particulier, le champ de Jacobi Y défini le long de la géodésique de V issue
de a^ par Y(s) = -|̂ (s, 0) vérifie -^(0) = a^ .

Preuve. On a -^—(0,6) = u(6), donc, en dérivant dans le plan TT :
d S

^<-|i)(0,9)=iu(6)

i.e. ^)(o,6)=i^(0,6)

^ ^-tf^6^1^0-6^ a

(3.7) Lemme de E. Cartan (cf. [Ch. B.]).
Soit V une variété riemannienne de dimension ^ 3. Alors la courbure sectionnelle

de \ est constante si et seulement si, pour tout x G V et tout triplet orthonormé

(X,Y,Z) d'éléments de T V on a ((R(X,Y)X) | Z) = 0 .

Pour toute variété M, y (M) désignera l'ensemble des sous-variétés de dimension p

de M.
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(3.8 Proposition. Supposons n ^ 3 et 1 .< p $ n-2. Si V possède l'une des trois proprié-
tés suivantes :

i) ^v = ^ pour tout V e y (V),
IL) ^V = J V p0^ tottt v e y (v)»
lll>) <^V = ^V pour tout ve y? (v)»

aîors V a une courbure sectionnelle constante.

Preuve.

1° Supposons que i) est vérifiée.

Soit (A,B,C) un triplet orthonormé d'éléments de T V,
XQ

Prouvons que (p(A A B)) | (A A C) = 0.

Dans l'orthogonal de C relativement à T^ V, soit F un sous-espace vectoriel de
dimension q contenant A et B. Ainsi C e F x.

Soit V la variété (au voisinage de x<,) exp-(F1).

On a N V == F et C e T V.Xo Xo

Soient y : I -. V la géodesique s ̂ -> exp^ sA, et Y le champ de Jacobi le long
de y défini par Y(0) = 0 et -p-(0) = B.

D'après le lemme (1.9) on a :

Y(s) e T(^ ) pour tout s € I.XQ

Soit Z : I ->• V le champ V-parallèle le long de y tel que Z(0) = C.

Comme ^ -- ̂  on a (Y(s) | Z(s)) = 0 pour tout s G I ; donc (̂  (s) | Z(s» -- 0.

Il en résulte que ?

((pC^A^)) |(y(s)^Z(s)))= 0,

pour tout s € I \ {0} , d'où à la limite
quand s —7-^ 0 ;

( P ( A A B ) ) | (AA 0) = 0.

Donc, d'après le lemme de E. Cartan, la cour-
bure sectionnelle de V est constante.

2° Supposons que ii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V et y comme au 1° ; W le champ de Jacobi strictement adapté à V,
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le long de y , tel que W(0) = C ; B. le champ 'V-parallèle le long de y tel que B.(0) = B.

Comme ^ = ^ on a (W(s) |B.(s)) = 0 pour tout s e l , donc (-^^-(s)| B (s)) = 0,

i.e. (p( y(s) A W(s))| (y(s) A B^(s))) = 0.

En particulier, pour s=0 :

( ( p ( A A C ) ) | ( A A B)) = 0,

d'où le résultat.

3° Supposons que iii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V, y et Y comme au 1° ; W le champ de Jacobi le long de y, stricte-

ment adapté à V tel que W(0) = C.

Comme Ï-y = ^y on a (Y(s) | W(s)) = 0 pour tout s e I, donc, en dérivant deux
fois :

-(p(y A Y) L y ) | W + 2(-^-|--^) - (p( y A W) L y ) | Y = 0

i.e. - ( p ( y ,v Y ) ) | ( y A W) ^ (- l̂-ĵ ) = 0.

Dérivons encore une fois et faisons s=0, on obtient :

- ( p ( y ( O ) A -^-(0)) | (y(0) A W(0))) + (-%-(0) 1-1^(0)) + (^(0) I-^-(O)) = 0

i.e., compte tenu de l'équation de Jacobi, de la symétrie de p et du fait que Y(0) = 0 :

-2((p(y(0)A ^<0)))| (y(0) A W(0))) = 0

i.e. ( ( p ( A A B))|(A A 0) = 0,

d'où le résultat.

Ceci achève la preuve de la proposition (3.8)D

(3.9) Proposition. Supposons n ï 3 et 1 < p ^ n-2. Si V possède l'une des trois propriétés
suivantes :

i) (9^. est stable par ^ pour tout V e ^(V),

ii) ^y est stable par A pour tout V Gyï(V),

iii) \ ̂  est stable par H pour tout V e V (V),

alors V a une courbure sectionnelle constante.
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Preuve.
1° Supposons que i) est vérifiée.

Soient A,B,C,V,y comme dans la preuve de (3.8) ; B.,...,B une base orthonormée
de N V telle que B. = y'(0) et B^ = B.

Xç 1 Z

Pour tout j = 2,...,q soit Y. le champ de Jacobi le long de y défini par :

Y.(0) = 0

< VY.

-dî  - B]

D'après le lemme (3.6) on a Y.(s) e T / v(<^ ) , pour tous j = 2,...,q.] Yvs/ x^

^ ^ ^ -^ o» ->•
0 / \ est, d'après l'hypothèse, stable par V n, et V n est symétrique, donc

T ^ / \( S ) est stable par V n. (On rappelle que Si est induit dans l'espace tangent
' V5/ ^o ^ ^

au tube par l'endomorphisme -Vn.)

Soit H l'orthogonal de y'(s) dans T , v(<^ ). Il existe un réel n > 0 tel que,
pour tout se ]0,n [, Y^(s),...,Y (s) forment une base de H .

Comme (Vn).Y. est orthogonal à n(y(s)) = Y'(s), on a donc (Vn).Y. = Z <p. .Y , ,
) j 2< k ^q )>k k

pour tout j = 2,...,q, où les (p., sont des fonctions numériques définies sur ]0, n [ .
''Ainsi, d'après un calcul déjà fait :

^Y.

^^k^i^-
V^ VY^

Par suite —.J- = Z (p' . Y, + cp; . —.— , d'où l'on déduit en particulier :
as 2 $ k ^ q j>K K jïk ds

V'Y.

^^Tts/^-

II en résulte que :
Y (s)

p ( y ( s ) A — ^ — ) i_ y(s) e T(^ ), pour tout se] 0, n [.

Donc, à la limite quand s ——
^

(p (A A B)) L- A e N V,Xo
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donc (p(A A B))| (A A C) = 0, d'où le résultat d'après le lemme de E. Cartan.

Nous utiliserons, à deux reprises dans la suite de la démonstration, le lemme suivant :

(3.9.1)Lemme. Soient, pour tout s e I \ {0} , L une partie de T , v V , stable par ^fî\ ;

v : 1 \ {0} -^ TV un champ de vecteurs le long de Y te^ aue ^^ ^ L P01^
tout s G 1 \ {0 } . Alors ((V ̂ Ms)}^ € L , pour tout s e 1 \ {0} .

Preuve. On a CV n).?! = 0 (cf. la définition de iÏ) donc (('̂ nï.v).^ + 07 n). v = 0 ,

pour tout v e L ; d'où le résultat. D

2° Supposons que ii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V,-y comme au 1° et C.,...,C une base de T V telle que C,=C.l p Xg l
Pour tout i = l,,..,p soit s ->Z.(s) le champ ^-parallèle le long de y tel que Z.(0) = C..

Comme ^ / v est, d'après l'hypothèse, stable par ^n :

( V n ) z , ( s ) = Z 6.(s)Z.(s),
1 1< i < p l l

pour tout s ç I \ {0} , donc

((V^Z^s) = Z 6 .'(s)Z.(s), donc :
1 1< i ^ p ' '

(3.9.2) (('V^.'rDz^s) e ̂  . ., pour tout s e I\ {0} .

D'autre part, Z.(s) e ^ ^ et ^ / x est stable par 'V Tl, pour tout s e I \ {0} ,

donc d'après le lemme (3.9.1) :

(3.9.3) ((V^.Z^sMrî e ^ ̂

Donc R(n,Z.(s))n € ^ / \, pour tout s e I ^{0} , donc, à la limite quand s —> 0,
l Y^' L

'R(A,C)A e T V ;
^0

donc ((R(A,C).A)| B) = 0, d'où le résultat.

3° Supposons que iii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V,y, C.,...,C comme au 2°.
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Pour tous i = l,...,p soit W. le champ de dacobi le long de y > strictement adapté
à V, tel que W.(0) = C..

Comme ^ /v est, d'après l'hypothèse, stable par V n :

(Vnlw^(s) e ̂ ^, pour tout s e I\ { 0} ,

i.e., d'après un calcul déjà fait :

'VW.
-^—(s)e^^, pour tout s e I \ {0}

et tous i = l,...,p.

Posons (Vn)W.(s) = X 6 .(s)W.(s), alors :
1 ^ i ^ p ' !

vw vw
((v^w +Cvn).—.-1 = z e.'(s)w.(s)+ z e . (s)——,

1 $ i $ p ' J 1 < i $: p l ds

(3-9-^) donc (('V^.^.W^ e ^ pour tout s e I \ {0} .

D'autre part, W^(s) € ^ / . et ^ ^v est stable par Vi?i pour tout s ç I \ {0 } ,
donc d'après le lemme (3.9.1) :

(3-9-5) ((V^W^n'e \. . . .

Donc R(n,W^(s))n e ^-y(s) îîour tout s e î \ {0} » donc à la limite quand s —> 0,

R(A,C)Ae T V ;
"0

donc ((R(A,C)A) I B) = 0, d'où le résultat.

Ceci achève la démonstration de la proposition(3.9).D

4. Le champ de sous-espaces ^'. Définition des directions principales longitudinales
(pour V quelconque). Relations entre l'intégrabilité de ^ et la platitude de la con-
nexion normale.

Nous définissons dans cette section en tout point y de Tub < r > V, pour r

assez petit, un espace "longitudinal" ^f stable par il et qui dans le cas où V est
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une variété riemannienne à courbure sectionnelle constante (resp. une variété
kàhlérienne à courbure sectionnelle holomorphe constante) vérifie

<p = (Q = ^ = ^ ."y y y ^y

(4.1) Lemme. Soient x e V et ^ r V comme au n° J.

i) a rî est la restriction d'un champ C00 sur ^^V que nous noterons

encore an et v(o n)(x ) est le projecteur orthogonal de T V sur N V.
0 o ^o

ii) Pour tout y e (TUD^ V) \ V on a ;

^(on)(y).n(y) = rî(y),

T (Tué^ V) est stable par ^(on)(y) , et l'endomorphisme induit par ^(o n)(y)

dans T (TUD^ V) est -r&.

Preuve.
1° Soient x € U, \^ € S'^N^V^ : [0,r[ ->- V la géodésique de V telle que

Y'(0) = ^p ^ : [0»r[ -*• NV l'application définie par cp(s) = s \) ̂

On a y (s) = (exp^cp (s)) et n(y(s)) -- y '(s) pour tout s € ] 0,r [, il en résulte que

(o n)(y(s)) = (exp^.UqKs)), pour tout s € ]0,r [ ,

où L est le champ de Liouville (cf. [Go]) du fibre vectoriel NV.

Comme expN induit un difféomorphisme $ de ^N^jV sur ^V, o iî est la restric-
00 ^ ïf>

tion d^n champ C , L, sur ® i j V .

On a L(x) = 0 pour tout x G U,
donc ^ L = 0 pour tout u e T V.u x

De plus, ^ ^ t = -^ (P^ ^(L(Y(s)))) [ , où P^ ^ désigne le transport parallèle

le long de Y ,

^ \1- = ̂ (^^'^ ,„
i.e. ^1 . ^?^=^ .
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Donc CW)(x).u = u, pour tout u £ N V. Finalement (^t)(x) est le projecteur orthogonal

de T^V sur N^V.

2° Pour tout y £ (^[.V^ V et tout v £ T V on a

'V(a n).u = ((grad a ) \ v)iî + rC^nî.v.

Or grad a = n, (cf. [Gr. ]),

donc 'Ç(on).v = (n | v)n + r(^n)v.

En particulier ^(an).n = ?! et pour tout v £ T (TulS^V),

^ (a n).v = rC9Îi).v.

i.e. ^(a^).v = -rA(v).

Ainsi T (TutS^V) est stable par 'Ç(oîi)(y) et l'endomorphisme induit par '^((jrï)(y)

dans T (Tub^V) est -rA . D

(4.2) Lemme. Soient y c ^ J ^ V e t (t ̂ (y),...,t^(y)) le spectre de V(o rî)(y),
t^(y) $ t^(y) $ ... < t (y). Il existe r > 0 tel que si r < r on a

|t^(y)| < - pour 1 -? i -$ p et |t.(y)-l| <- pourp+1 ^ j ^ n.

Preuve. D'après le lemme (4.1), V(on)(y) tend vers le projecteur orthogonal

P.. „ de T V sur N V quand y tend vers x ; son spectre tend donc versl\ V x^ x^ o
o

(0,0,...,0,1,1,...,1) où 0 est répété p fois et 1 l'est q fois, quand y tend vers

V
(4.3) Définitions- Dans les conditions du lemme précédent, nous noterons ^

l'espace vectoriel de dimension p , somme directe dessous-espaces propres

de V ( o n)(y) relatifs aux valeurs propres dont le module est < -^ .

Pour tout y n'appartenant pas à V l'endomorphisme induit par it dans ^
/ ^sera note & .

Les vecteurs propres de A , ses valeurs propres, etc. seront qualifiés par
l'adjectif "longitudinal".
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Observons que, d'après le lemme (4.1), n(y) € j^f , et que si y s V, on a

^ - y.
(4.4) Théorème. Le champ de sous-espaces Jzf est de classe C °°.

Preuve. Posons f = V ( o r T ) ( y ) , A = II (X - t.(y)),
y y l $ i ^ n l

A - n (X-t (y)),
i y y 1 ^ i < p l

A - n (X-t (y)).
z?y p+1 ^ j < n J

Comme A. et A,, sont premiers entre eux et que A = A. . A- on a, d'après

un lemme classique : Ker A (f ) = Ker A. (f ) ® Ker A,, (f ) donc, d'après Hamilton

Cayley :

TyV=KerA^)eKerA^).

Comme Ker(f - t.(y)I) c Ker A. (f ) pour 1 < i < p,

Ker(f -t.(y)I) c Ker A^ (f ) pour p+i < j < n,

il en résulte © Ker(f - t.(y)I) = Ker(A (f ))
1 ^ i $ p y } îy y

et © Ker ( f - t . (y ) I ) = Ker(A. (f )).
P+l $ J < n y J z?y y

(4.4.1) Ainsi ^ = Ker(A^ (f )).

Pour terminer la démonstration nous utiliserons le lemme suivant :

(4.4.2)Lemme. Pour tout k entier ^ 1 soit E, l'ensemble des polynômes unitaires

de degré k à coefficients dans un corps K. Soient p et q entiers > 1 . Soit

H : E x E ->• E l'application (A,B) i——> AB.

Alors le jacobien de H au point (A,B) est égal au résultant de A et B quand

on identifie E, à Kk par l'application Z a.X1 + X^ •—>(a .)
K 0 $ i < k-1 l l 0 < i < k-1
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Preuve. Il suff i t d'écrire le jacobien. I]

Puisque A est le polynôme caractéristique de f et que y -> f est C00 , l'applica-

tion y ->. A est C°° . Comme A. et A-, sont premiers entre eux, il résulte du lemme

(^.4.2)et du théorème d'inversion locale que y - r A. est C°°.

Par suite y -. A . ( f ) est C °°.

Comme, pour tout y, dim Ker A. (f ) = p (= dimjaf ) il en résulte, d'après la version

C du lemme ( 5.1) du chapitre III, que y<—> Ker A. (f ) est C°° en tant que fonction

à valeurs dans la grassmannienne. D

(4.5) Nous allons étudier dans cette section ce que devient î quand a(y) ——^0.

La difficulté provient de ce que ?! est défini autour de V mais pas sur V. Nous
utiliserons le lemme suivant :

(4.5.1)Lemme. Soient x^ G V, \> eS^N V, y : [0,r] -> ^ la géodésique de V telle quei XQ
Y'(0) = \^ 5 s»—> u(s) un champ de vecteurs le long de y tel aue

u(0) e T V.XQ
Alors il existe n > 0 et une application C°°, c : [ 0,r ] x [ 0, n ] ^ V telle
que :

i) c(s,0) = y(s) et -|-̂ (s,0) = u(s) pour tout se [0,r] ; et c(0,t) e V pour tout
t e [0, n] ;

u) l'application g :]0,r] x [0, n] dans TV de/'inie par g(s,t) = n(c(s,t)) se
prolonge en une fonction C°° sur [0,r] x [ 0, n] .

Preuve. Soit ^V comme au n° 1.

Supposons que U est l'ensemble de définition d'une carte c : x »—>-x, de V au

voisinage de Xo et qu'il existe sur LJ des champs v ., 1 < j ^ q, tels que pour tout x

eV, (\^(x)) soit une base orthonormée de N V. Posons U, = c(U).
) 1 $ j < q x i

Soit é la boule ouverte de rayon r de R^ centrée à l'origine. L'application

(xp ÇP..., ç )«——> Z ç \; (x) de U .x E^dans ^ÏM^V est un difféomorphisme
1 < j •$ q
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qui, par composition avec $ , fournit un difféomorphisme k de U^ x B sur ^Jv-

k est donc une carte de V.

Posons ^ 1 1 = (Tk). \).,

u^(s) = (Tk).u(s),

c^(s,t) = s v [ [ + ^i^) •

L'application c : [0,r ] x [0,n] -*• V, définie pourri assez petit par :

c(s,t) = k^c^t)),

vérifie les conditions de i).

Posons T^ = R13 x {0} et N^ = {0} x IRq, ainsi IR" = T^ « N., et notons P^ le

projecteur orthogonal sur N..

PN (^
Pour tout y^ G R" \ T^, posons n^(y? = n p ^ )i| et ^^(y? = || P^ (y? Il .

k est ainsi faite que o(y) = o ,(k(y)) et (T k)?I(y) = n.(k(y)).

Posons g.(s,t) = n.(c.(s,t)), pour tout (s,t)c[0,r]x [0,n ] .

Il suffit de montrer que g. se prolonge en une fonction C sur [0,r ] x [0,n] .

P^(s^.tu^s))

gl^' ||P^(s^.t^(s)||

P^(u^s))

V , , +1—•-——" 1 1 • ' s
BÎ  ï ——————P.. (u,(s))N i l '

1 V , , + t——————II • 1 l l s H
P Us)}

Comme u,(0) cT V, on a P.. (u.(0)) = 0, donc la fonction s •——>———-—— admet
1 XQ IN . 1 S

un prolongement C à [0,r], d'où le résultat. D

(4.5.2)Proposition. Soient x e V, \^ GS^V, y : [0,r] -^ V la géodésique de V telle

que y'(0) = \). , u et v deux champs de vecteurs le long de y tels que

u(0) e T V et v(0) e T^V.
Alors (-((V n')(y (s)).u(s)) |v(s)) tend vers h (u(0))|v(0) quand s— "0 .

1 s>o
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Preuve. Soit g la fonction du lemme précédent.

(VrT)(Y(s)).u(s) =^(s,0).

On a vu que -^ (s,0) tend vers -^ (0,0) quand s tend vers 0.
d t d t

De plus pour tout t € [0, n ] , g(0,t) est un vecteur normal à V (car g^(0,t) e N^
en tant que limite d'un vecteur appartenant à N.)

donc --^(0,0) |v(0) = h . (u(0)) | v(0),
d T V «

d'où le résultat. D

( ̂ .5.3)Coronaire. Soit y comme dans (4.5.2).
Pour tous i = 1, ... , p soit u. : [0,r] -*• V un champ de vecteurs le long de Y

tel que u.(0) e T V. Supposons que, pour tout s e [0,r] :i XQ
i) u.(s) est orthonormée,

1 1 <i € p
ii) ^ IRu.(s) est stable par (Vn)(-y(s)).

1 $ i < p
Notons L l'endomorphisme induit par -('vn)(ï(s)) dans ® Ru^(s).

s 1 < i < p

Alors la matrice de L sur la base (u,(s)) . , . _ tend vers la matrice des i i •̂  i ^ p
h , quand s ———>• 0 . En particulier le spectre de L tend vers celui de h .v i s ^ o s v«
Si de plus les valeurs propres de h sont simples alors il existe ro tel que

pour 0 < s < ro , L a des valeurs propres simples ; et les directions propres

de L tendent vers les directions propres de h^ .

(̂ .6) Théorème. Supposons que V a une courbure sectionnelle constante fresp.
que V est une variété kdhiérienne à courbure sectionnelle holomorphe
constante et que V est une sous-variété complexe de V .

Alors ^= ̂  -^=^.

Preuve. D'après la proposition (3.5) 0 / \ est stable par (V n)(y(s)). Soit L^ l'endomor-

phisme induit par ( ^ 7 n ) ( Y ( s ) ) dans 0 , y D'après le corollaire précédent le spectre

(u.(s),...,u (s)) de L^ tend vers celui de h ^ .
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II existe donc i-o tel que si |s| < i-o on a | s ̂ (s)| <-^ pour tout i tel que

1 $ i < p, et par suite 0 - ^ , d'où le résultat. D

En utilisant la proposition (4.4)et en généralisant la proposition (4.5.2) nous allons

voir que certaines propriétés des tubes de rayon assez- petit autour de V, démontrées

en (IV,1) dans le cas où V est un espace euclidien» s'étendent au cas d'une variété V

quelconque.

L'idée est de "descendre" de Tub < r > V sur V le long des géodésiques t -> exp^t Ç,

ou Ç e S < [ >^ V en suivant les vecteurs propres longitudinaux de V rî par continuité.

On est ainsi ramené à l'étude faite en (IV, 1) du comportement des vecteurs

propres de h ,- quand Ç varie dans S N V.

(4.7)Proposition. Soit V une sous-variété de V • Supposons que pour tout Ce S N^ V,

h .- a toutes ses valeurs propres simples et non nulles.
Alors il existe ro > 0 tel que, pour tout y e ^<ro> \ { X o } » les courbures longi-Xo

tudinales de Tub V au point y sont distinctes et non nulles.

Preuve. Pour tout Ce S N V notons y,- la géodésique issue de Ç. Soient y -*• a;(y),
Xo s l

1 < i < p des champs locaux C définis au voisinage de Xo dans V, tels que pour

tout y,(a^(y)) ^ ^^ ̂  ̂ ç orthonormée de if.

Posons u.(s, 0 = a.( Y^(s)) pour 1 .$ i < p.

On peut alors, comme dans le lemme (4.5.1)définir une fonction (s,t, Ç ) ->c^(s,t,Ç)

de [0,r ] x [ 0 , n ] x S^^ V dans V telle que ——(s,0,Ç) = u.(s, Ç), etc. et montrer
XQ u - -

< 1 > ~
que l'application g. de ]0,r] x [0,n] x S N V dans TV définie pari XQ

->• 00

g.(s,t, Ç ) = n(c.(s,t, Ç)) se prolonge en une application C de

[ 0,r ] x [0, n ] x S < 1 > N V dans TV. (Comme u.(0, 0 = a;(Xo) pour tout Ç <= S < [ > N V
XQ 1 1 "O

on a P., (u.(0, 0) = 0 pour tout Ç e S N V, donc l'application
N « 1 Xo

P (il (s f' )) oo sN, i se prolonge en une fonction C d'après un lemme classique
(s, a - —]———

00
sur la division des fonctions C .)
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On en déduit que la matrice î / v par rapport à la base (u.(s, 0) est
^ ' 1 ^ i < p

fonction C de (s, Ç) sur [0,r ] x S N V et en particulier qu'elle tend vers laXo

matrice de h,- uniformément par rapport à Ç e S N V quand s tend vers 0.c» x<»
D'où le résultat. D

(4.7.1) Remarque. Si T (s, Ç) est, pour tout s e ]0,r] , vecteur propre de £ / \ et si
Y r'-'

T (s, Ç) dépend continûment de s, on a vu que, pour Ç fixé, i (s,Ç) tendait vers un

vecteur propre u r de h ̂  quand s —/->• 0. Il résulte de ce qui précède que T (s, Ç)

tend vers u,.» uniformément par rapport à Ç € S N V, quand s-7->-0.
c, XQ F

(4.8) Théorème.
A. Soient V une sous-variété de dimension deux et de codimension deux dans V ,

et Xo £ V.
Supposons que pour tout Ç G S < > N V , h >- a toutes ses valeurs propres simples

xo •> <r >
et non nulles et soit r<, > 0 tel que, pour tout y e ̂  ° \ { x } , les courbures lon-

\ °
gitudinales de Tub V au point y soient distinctes et non nulles.

Alors si r < F Q , tout vecteur unitaire principal longitudinal T au point y e Tub V

suivi par continuité quand y fait un tour sur Tub <r> V a pour position finale -T.Xo

B. Soient V une hypersurface complexe d'une variété kaehiérienne V et Xo £ V .

Les basculements principaux ^/'.(O^^)) au point Xo sont d'ordre > 2. S'ils sont

tous d'ordre 2 et non nuls, alors on a la même conclusion qu'au A.

C. Soient V une variété kaehiérienne dont la courbure sectionnelle holomorphe

est constante et V une hypersurface complexe de V.

Alors le spectre de î en un point y e Tub^^ ne dépend que de x.

Preuve.
A. Soit T un vecteur propre unitaire longitudinal au point y^ c Tub V . Orientons

Xo

N V et posons Ç = e^ (0).
XQ L ^oYo
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Soit s -*• T (s) l'unique application continue de [0,r] dans TV telle que T (s) soit
vecteur propre unitaire de î / v pour tout s e [0,r], et T(r) = T .

Y r ^s/
So

Pour tout s e ] 0,r] soit t -»- A(s,t) l'unique application continue de [0,2'iï] dans TV

telle que A(s,t) soit vecteur propre unitaire de î / v pour tout t e [0,2'iï] et
A(s,0) = ï(s). ^

L'application (s,t) -»• A(s,t) de ]0,r ] x [ 0,2'iï] est continue, et on a vu que pour
tout t fixé A(s,t) tendait vers un vecteur propre u(t) de h .- quand s tend vers 0 et

" t

que A(s,t) tendait vers u(t) uniformément par rapport à t quand s tend vers 0. Il en
résulte que t»—» u(t\ est une fonction continue. D'après la preuve du théorème (1.8) ,

on a u(2Tr) = -u(0),

i.e. A(0,2 TT) = -A(0,0).

La fonction s- —»• (A(s,2 TT ) | A(s,0)) est continue et comme A(s,2 TT ) et A(s,0) sont
deux vecteurs propres unitaires de î , v , elle ne peut prendre que les valeurs -1,

Yr ^s's o

0, ou 1. Sa valeur en 0 étant -1, on a (A(s,2 TT ) | A(s,0)) = -1, et donc A(s,2-iï) = -A(s,0)
pour tout s e [0,r ].

B. Rappelons que les basculements principaux sont les valeurs propres de l'endomor-
morphisme de bascule 3 . Lorsque V est une hypersurface complexe d'une variété
kàhlérienne, 8 est Œ-linéaire (cf. (0 ; 3.4.2)) donc les basculements principaux
de V au point x sont d'ordre > 2.

On procède ensuite comme au A. en utilisant cette fois la preuve de la proposition

(1.10).

C. Soient Xo e V, yo € 'T{lb<^> V, Ço = Y ' (0)» (u.) une base orthonormée
xoyo 1 1 < i ̂  p

de vecteurs propres de h „ . Pour tout i tel que 1 < i ^ p notons W. le champ de
S o 1

3acobi le long de y défini par :XoYo
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W^(0) = U^

Vw:
"ds" •(0) = -h. (u.).

On a Ço e N^V et ^Ço e N^V, donc (W^(0) | Ço) = 0 et (W^(0) | ̂ (Ço» = 0 ; de
'VW.

Plus -^-(O) = -X ̂ ,

'VW.
i-e.-^O) = -X^W^(O) ,

donc, d'après le lemme (3.3'), W^(s) = 9 ^(s)Z^(s), où Z. est le champ parallèle
s "̂  ^ 5 ^ et 6^ est la solution de l'équation différentielle 6 " + -| 6 = 0 telle que

6(0) = 1 et 6 '(0) = - À . .

VW. 9'.(s)
On a alors -^- (s) = -Q^- W^s)

6 !(s)
et donc -("vn).W;(s) = - ——-r- W.(s)

1 0 :\S) 1

i.e. ^W^(s)) = u^(s)W^(s),

6;(s)
= "~97sT-

ou P;(s)

Ainsi le spectre longitudinal au point y,, est déterminé par r et le spectre de h „ .
So

Or on a vu (cf. Lemme (1.9)) que le spectre de h .. était indépendant

du choix de Ç dans S < > N V, d'où le résultat. DXo

Ceci achève la preuve du théorème (4.8).

(4.9) Théorème. Soit V une sous-variété d'une variété riemannienne V . Si .Sf., est
localement intégrable, alors la connexion normale de V est plate.

Preuve. Supposons -^>, intégrable.

< r >Soient \o e V, yo e Tub V, y = y , X et Y des champs adaptés à ^
XoYo
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voisinage de \o, (i.e. X(y) <s ^ et Y(y) e ^ ). Pour tout s G [0,r] soit
(\^.(s)) une base de ( ̂  . J1 telle que u(s) ="n(y(s)).

j l ^ j ^ q ns/

On a, pour tout s > 0, au point y (s) :

(p(X /v Y))|(rf ̂ ) = ((V^Vy'n - Vy YX^ " ̂ IXY] ̂ l^-

Soit Q, : (s,t.) -»• C./(s,t.) l'application de [0,r] x [0,n] dans V, définie comme

9 C.,
dans la preuve du lemme (4.5.1) telle que -^——(s,0) = X( y (s)) pour tout s e [ 0,r ],

1

et C./(0,t)e V pour tout t. G [0,n] , et posons \^ ^^P = "^x^^p)-

— ~ 1Pour k = 2,...,q soit v. y : [0,r ] x [0, n] -»• TV de classe C telle que
Ky/v

~^ , ^(s,!,) e (^ / , J1 pour tout (s,t) e [0,r] x [0,n] ; et définissons de même
KyA i __ ^•Y\S)T./

^^C^et ^^x

V^(V ^)(Y(s)) = ̂ 1- ((V Y'n)(C^(s,tp»
t^O

Comme Jîf est stable par ^rT, 'V^ e ^» donc ((v Y^^X^^I^ ^kX^l^ = 0 pour

tout t. ;

V v k,X
donc ((-^^-((VYÎIXC^S^P))) l^^^x^l^ + «^Y^^x^^l^ 91 ^l^ = 0

donc (V.,(V,, rî) ^.(s)) = -((V ^(ïts))A I ^{c\ K ][
Y (s)

Vv k,X (s,0))

V\)
^t, (s,0) ^k

9t, (s,0)),

et ceci tend vers :
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X,Y,k

V\ ) V\ /i,Y k.X(———J— (0,0) ——-2—(0,Q)), quand s tend vers 0
- - d T^ d TI

=(h /,,(Y(xo)) (-'X,Y,k - "'^^O)
Vv k.X

a t , )(o,o»

=-h^(o)(X(x.» | h^(Y(x.)).

Comme J^ est intégrable, [X,Y] est adapté à ^f et, puisque ^£ est stable par

'Vn ,̂ Vr^ YKv) l^e ̂ v pour tout yî donc

^[X^^s)!^^0-

Finalement, au point x,, :

( p ( X A Y ) ) | ( \ ; , A ^ , ) = - h (X) |h (Y) + h (Y) |h (X)
1 k ^k v! ^k ^1

= -h h (X) | Y + h h (X) | Y
^1 ^k ^k ^1

i.e. (p (X A Y)) | ( \) . A \;. ) = (h,, h . - h h . )(X) | Y au point x<,,
1 k ^k ^ 1 ^ 1 ^k

donc la connexion normale de V est plate, (cf.[Ch. B] ). D
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Index

Angle de deux sous-espaces vectoriels
Basculements principaux
Basculement suivant le vecteur u
Champ de Jacobi adapté (resp. strictement adapté)
*-convexe, fortement *-convexe, e-convexe
Convexoîde, fortement convexoîde, e-convexoîde
Courbure aréolaire
Courbure de Gauss-Bonnet
Dégénéré (vecteur tangent)
Direction asymptotique
Direction de basculement principal
Direction principale longitudinale
Direction de courbure
Endomorphisme de bascule
Espace central
Géodésique unitaire
Indice de nullité de roulis
Isobasculante (sous-variété)
Joachimsthal (théorème de)
Ligne de courbure
Longitudinal
Méplat

Ombilical

Pivotement

Point central

Points focaux (interprétation cinématique)

Rotation instantanée

Roulis
Tangage
Translation instantanée

Véronésienne (sous-variété)
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Principales notations

ang (u,v)
ang(F^,F^)
a, ap

B^N^V
e
^u
c»
6^(A)

^r>v

<P« <PY» Tç

G

8u
h

"u
^
Jt
^

-̂>•
n

^ .
^v, ^v
^

p. 48
p. 57
p. 13

p. 118
p. 16
p. 84

p. 86
p. 39

p. 118

p. 16

p. 49, 53
p. 70
p. 13
p. 84
p. 121
p. 107
p. 108, 135
p. 120
p. 119
p. 83
p. 83

p. 120

P. *
^o

9
Q

R
R1

P

^

\
S^V

•y (M)
P

\
T v .
Y'^
T:"rv
(̂VA).u
V'A
V^
V

a
T5

P-

P-
P-

P-
P-
P-
P-

P-

P-

P-

P-
P-
P-
P-
P-
P-
P-
P-
P-
P-
P-

P-

57

120
14

14
70
14
58

14

118

128

13
83
83
84

107, 118
84
14
14
61

61
52

107
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