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SUR LES FIBRES UNIFORMES DE RANG (n+1) SUR ]Pn
ELLIA Philippe (*)

Résumé : On sait que les fibrés vectoriels algébriques uniformes de rang au plus n
sur l'espace projectif de dimension n sont homogénes et on en connait la liste. Dans
le présent travail, on établit la liste, qui ne comporte pas de surprise,des fibrés
homogénes de rang n+l et n+2 sur ce mé@me espace projectif, et on aborde l'étude des
fibrés uniformes de rang n+l : le résultat principal assure que ceux-ci sont homogé-
nes si n+tl vaut 4, Sou 6 ou bien si n+l est un nombre premier. Ce sont certains cal-
culs dans des anneaux de cohomologie qui conduisent & des problémes d'arithmétique
qu'on n'a pas su résoudre sans l'hypothése précédente sur n.

Summary : It is known that uniform algebraic vector bundles of rank at most n over a
projective space of dimension n are homogeneous and listed. In the present work, we
establish the list of homogeneous vector bundles of rank n+l or n+2 over the same pro-
jective space and we start studying uniform bundles of rank n+1: the mainresult says
that they are homogeneous, provided n+l1 equals 4, 5or 6, or is prime. Indeed,calcula-
tion in some cohomology rings leads to number theoretic questions we could not answer
without such assumptions.
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INTRODUCTION

Tous les fibrés en question sont vectoriels algébriques.
on note P": = Pn(l() ol K est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
Un fibré E sur P est uniforme s'il existe une suite d'entiers (appelée type de
scindage de }E{:) : (k iy ...rk; My [lk) avec l‘1>~-~ > ”k , telle que pour toute droite %

n

: = O . .
de P : EA=9r, 0y G

La classification de ces fibrés est connue dans certains cas :

THEOREME O : ([vav], [sal, [Ele,1], [E-H-S]) :

Pour r< n, n=>2 et pour r=3, n=2, les fibrés uniformes de rang r sur Pn sont

s s : ss): ®rp. ol o) ® 2 .

(& isomorphisme prés) r, @Pn(#i) » Tpnfa) , Spn®) C)Jpz( ) sz(ﬁ), § T2 (7)
En particulier tous ces fibrés sont homogénes (c'est-a-dire invariants sous les auto-
morphismes de ]Pn) . Il est d'ailleurs facile de voir que tout fibré homogéne est uni-
forme, mais la réciproque est fausse: il existe des fibrés uniformes sur annon homo-
génes en rang élevé (=2n) (cf.[Ele,2], [E-B-S],[Ell], [Dx]).
Le probléme de la classification et de 1'homogénéité des fibrés uniformes de rang r

sur Pn reste donc ouvert si :
: n+1<rx<2n, n=>3 .

La principale contribution de ce travail peut se résumer dans les énoncés

suivants :

THEOREME I : Les fibrés homogénes sur " (n23) de rang (n+1) sont (& isomor-

N = 1
phisme prés) : ®r, OPn(ui) ¢ Tpn(a) ® @Pn(b) . QP (c) ® (‘)Pn(d).

THEOREME II : Les fibrés homogénes sur " (n=3) de rang (n+2) sont soit
somme directe d'un fibré homogéne de rang (n+1) avec un fibré en droites,

soit isomorphes & A2T]P4 (a).

THEOREME III : Pour n=3,4,5 et n=p-1 oll p est un nombre premier, les fibrés

uniformes de rang (n+l) sur P" sont homogénes.

En ce qui concerne les deux premiers théorémes leur démonstration est purement
géométrique et repose sur le "diagramme standard"(I;§1). Le point de départ est le
lemme (II;1.1) qui assure que les restrictions aux fibres de p (lesquelles s'identi-

s s n-1 . s . .
fient & des P ) des fibrés de la filtration relative de Harder-Narasimhan (1;81)
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sont encore homogénes. L'étude de la restriction des suites exactes de la filtration
permet alors de déterminer les fibrés associés, Ei, etdonc (par I;§4 et I1;1.3) le fi-

bré E en question.

Pour la démonstration du théoréme III la méthode suivie est essentiellement celle

de [E-H-S]. On associe, de fagon naturelle, & tout fibré uniforme E de rang (n+1) et

de type de scindage (k; r;..r

" N ...rk) une relation :

k
(&) P(r,0) +x0" @ T+bU+c0) RE,VI= TS, (T4 p,0,0,V)

n+1

< n -
oli: P(T,U) :=T +c;UT +..+ cnUnT, les ey étant les classes de Chern de E.

Les Si(T,U,V) sont des polyndmes homogénes de degré r., symétriques en U et V;

g™ (v (ef.153.2,

x,a,b,c sont des entiers et R(U,V) est le polynSme (U
III;1.1).

La relation (&) est donc une condition topologique nécessaire & l'existence de fibrés
uniformes d'un type de scindage donné. C'est par 1l'étude de cette relation que 1l'on
classifie les fibrés uniformes.

On se limite aux types de scindage consécutifs (i.e.: [li—ﬂ 1, 1<i< k-1).

i+l
Cette restriction est sans conséquence (si car (K)=o) sur la classification en rang
(n+1) (III;§2).

A ce sujet notons que (I;4.1) mesure la différence, du moins en ce qui concerne les
fibrés uniformes, entre la caractéristique nulle et la caractéristique positive

(cf.[Ein] qui classifie les fibrés uniformes de rang n sur P" en caractéristique p).

on résout (&) avec 1l'hypothése supplémentaire c=o (III;§2). Pour cela on se
raméne notamment & une équation de degré n pour laquelle on peut utiliser les résul-
tats de ([E-H-S]). Il s'agit maintenant de reconnalitre parmi les solutions ainsi ob-

tenues celles qui correspondent a des fibrés et, par-1a méme, identifier ces fibrés.

Pour mener & bien ce passage de la topologie & la géométrie, on utilise les méthodes
standard de ([vav],[Ele,1],[E-H-S]) : images directes, restriction, théoréme de
Riemann-Roch.

Les propositions de (I;§4) jouent un réle primordial : (I;4.2)traite le type de scin-
dage k=1: un fibré dont la restriction & toute droite est isomorphe & r. 02 est
trivial. Pour reconnaltre les sommes directes de fibrés en droites ®ri- OPn(yi), on
dispose de (I;4.3) : si tous les fibrés associés & E ont leur premiére classe de

Chern nulle, alors E est décomposé.

La proposition (I;4.4), quant & elle, donne une condition nécessaire et suffisante

sur p*E, pour que E ait comme sous-fibré un translaté convenable de TP“ : ceci per-
met de traiter les types de scindage avec r;=1 (ou T, = 1.

Finalement il a fallu, pour les types de scindage avec r;=2, utiliser dans ce contex-
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te une proposition de ([Ba-vdv]) concernant les fibrés uniformes de rang deux sur
G(1,n), (c£.1;4.5).

A l'aide de tout cet arsenal on obtient le résultat suivant :
en premier lieu, parmi les solutions algébriques trouvées il y en a une qui ne cor-
respond pas & un fibré uniforme (III;2.2.2.b)).Ceci est un fait nouveau qui ne se
produit pas pour r<n et r=3. Par contre les autres solutions de (&) avec c=o
correspondent a tous les fibrés "attendus" (I1I;2.4).
Ainsi pour démontrer le théoréme suffit-il de prouver que, si c est non nul, les

solutions algébriques de (&) wvérifient k=1.

Pour résoudre la relation (&) quand c est non nul on introduit la notion de
"solutions primitives" c'est-a-dire de diviseurs symétriques Si(T,U,V) tels que
Si(o,l,v) =0 ait pour solution une "bonne" racine de xi+ (bi+c v) R(1,v) (cf. par
exemple V;§1).

On peut montrer en effet que si (&) admet une solution primitive et si certaines
conditions arithmétiques (sur cet bi) sont vérifiées, les ci ont alors une forme
trés simple (cf.V;1,2) pour laquelle on prouve k=1 (cf.V;§6).

La difficulté principale est de montrer 1l'existence de ces solutions primitives.

Pour cela on s'intéresse au cas ol n est de la forme p-1 (p un nombre premier).
Ceci.parce que l'irréductibilité de R(1,v) permet de montrer l'existence de "solu-
tions primitives" (V;§3). Une solution primitive une fois choisie, on est conduit a
étudier les conditions arithmétiques, sur c et bi' qui sont l'obstruction a& calculer
les Ci' Par des arguments de la théorie des corps cyclotomiques, on montre que ces
conditions sont en défaut si et seulement si : cbi=o ’ c==ibi (V;84) . Ces cas
"pathologiques" (& part c=o déja traité) sont étudiés en (V;§5). En utilisant,entre
autre choses, l'irréductibilité de certains polynémes cyclotomiques (car n=p-1) on
montre que les solutions algébriques correspondantes vérifient :k=1ou k=2, r;j=1
(ra=1) . Dans le dernier cas le passage & la géométrie se fait par (IV;§2).

C'est en (V;§6) que l'on conclut la démonstration du théoréme en prouvant que si
toutes les conditions arithmétiques sont vérifiées alors k=1. L& en particulier, la

restriction aux types de scindage consécutifs se révéle décisive.

Au cours de la démonstration on est amené a étudier certains fibrés uniformes
de types de scindage particuliers (par ex. :k=2, r;=1voir plus haut, cf. aussi
V;2.2, V;5.2.2). Cette étude dont les résultats sont regroupés en IV, s'est étendue
au-deld des besoins strictement nécessaires a d'autres types de scindage et non seu-

lement au rang (n+ 1). Par exemple on montre (IV;1.1) :

PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme de rang r sur P" (n> 3) de type de

r
: =rs:r =1: . = @ .
scindage (k=r;r,=1; i) alors: E= & 0 @)
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Pour cela on utilise les méthodes géométriques standard mais en se ramenant, par

restriction & des sous-ensembles judicieux, & des situations simples(IV;1.1;IV;2.2;
Iv;4.2).

En (VI), par des calculs explicites, on traite les petites valeurs de n

(n=3,4,5) en montrant que c=0, se ramenant ainsi & la situation de (III).

]

Je voudrais exprimer toute ma reconnaissance & A.Hirschowitz, qui a su me

guider tout au long de ce travail avec autant de générosité que de gentillesse.
.

Note ajoutée aux épreuves : Dans ([Ba-Ell]) en utilisant la méthode et les résul-

tats de (II) on donne la classification des fibrés homogénes sur P" (n>2) de rang
au plus 2n-1.



CHAPITRE I

LE DIAGRAMME STANDARD

1) La filtration HN® pour les fibrés uniformes
2) La variété F

3) La relation (&)

4) Quelques propositions

©wN U w2 W

§1. La filtration HN® pour les fibrés uniformes

I- 1.1 : ILa filtration de Harder-Narasimhan sur P'.

Tout fibré E sur P' est muni d'une filtration naturelle HN*(E) .
En effet soit Egiél ri-0P1 (Ili) , u1>...>;tk , alors le j-éme terme, HNjE, de cette
filtration est l'unique sous-fibré de E isomorphe & iélri‘OJPl (lli) . Cette filtration

n'est autre que celle de Harder-Narasimhan ([Ha-Na]).

.

I- 1.2 : La filtration de Harder-Narasimhan relative.

Soit G(1,n) la grassmanienne des droites de Pn et Fn la variété d'incidence :
Fn: ={(x,d2) € ]anG(l,n)/XG 9} ,2 désigne une droite de " et dy le point correspon-
dant de G(1,n).

p: Fn—> an,q: Fn-> G(1,n) sont les projections. On obtient ainsi le diagramme "standard":

G(1,n)=—3— F -2, o

Les fibres de p s'identifient a deé espaces projectifs de dimension (n-1) (cf.§2) et
p induit un isomorphisme entre q_'(dg) et £. Par la suite, & moins d'une confusion
possible, nous écrirons plus simplement G,F au lieu de G(1,n) ,Fn. Soit maintenant E
un fibré uniforme sur P". Pour chaque droite £ de " B E|Q est muni d'une filtra-
tion naturelle. Ces différentes filtrations s'organisent sur F en une filtration

globale de p*E, plus précisément :

I- 1.3 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme sur ]Pr1 de type de scindage
(k;xy o Ty i My uk) alors on associe a E, de fagon naturelle, des fibrés Ei de
rang ri sur G tels que p*E admette une filtration, par des sous-fibrés, de gra-
dué associé k
1191 q* E ® p'(‘)Pn(Mi)] .
On notera HNj p* E (ou méme HNj si aucune confusion n'est a craindre) le j-éme terme
de la filtration, il est donné par :
BN p*E : = Inlg* q, P E(-#y) ® p*OGu,) —= p*E] .

Pour plus de détails cf. ([E-H-S]).
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§2. La variété F
1 - 2.1 : Cohomologie entiére de F.
On rappelle ici la description de la cohomologie de F donnée dans ([E-H-S]).
On a les fibrés tautologiques suivants :
w le sous-fibré tautologique de rang 2 sur G,
le fibré quotient tautologique de rang (n-1) sur G,
le sous-fibré tautologique (de Hopf) de rang 1 sur "

O m =z

le fibré quotient tautologique de rang n sur ]F‘n .

De fagon naturelle F s'identifie & P(Q) et ceci détermine le fibré de Hopf relatif &
Q noté HQ'

On introduit les classes de Chern :
U:=ci(p*H) , V :=cl(HQ) et on définit le polynéme :

n-%

?
R(X,Y) : =X+t X Y2 4t YO,

On a alors :

I- 2.1.1 : PROPOSITION :
(a) Le morphisme naturel, 7, de Z[U,v] dans H*(F,Z) identifie H*(F,Z) a
z[u,vl /(r(u,v) 0™ 1),
(b) La sous-algébre p*H* (P", Z) est 1'image par 7 de 1'algébre des polyndmes
indépendants de V.
(¢) La sous-algébre gq* H*(G,Z) est 1'image par 7 de l'algébre des polynémes

symétriques en U et V.

Démonstration : cf. ([E-H-S]).
Rappelons un autre résultat de ([E-H-8])

I- 2.2 : PROPOSITION : Le groupe de Picard de F est le groupe libre (commutatif)

engendré par p*H et HQ'

I- 2.3 : Restriction de la filtration HN' aux fibres de p.

Soit E un fibré uniforme sur ]Pn et (HNl)l<i<k les termes de la filtration de
Harder-Narasimhan relative de p®* E. Cette filtration fournit les suites exactes :
i i+t » * :
e d -> - g -
0~ HN HN q*E; ., @p Opn("iﬂ) 0, 1<i<k-1.

On rappelle que les fibres de p s'identifient de fagon naturelle & des espaces pro-

jectifs de dimension (n-1)(p(x) E]P(Qx)). on note ¥ —uxt 5! et 81: =q*E,

(x) i

- &i+1->0, 1<i<k-1.

i geitl P
Par restriction, onales suitesexactes: 0 > H > H
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1

Si S(T,U,V)=T +T° ~ A;(U+V)+ .t T5 + [Ai(Ul+ v')+..]+.. est le polyndme de Chern de

a* Ej+1 (cf£.1;3.1) alors les classes de Chernde &i+1' considéré comme fibré sur

-1 gl(x), sont données par : c;=h; 1<i<n-1. En effet p‘(@Pn(-l)) est trivial

sur les fibres de p et HQ| . = op.l(x)(-l) .De plus,remarquons que Ik~ rqg(E) .op—l(x)
5 (%

car HNC = p*E. ® px)

I- 2.4 : "Sous-diagramme" standard induit par un plan.

Soit P un plan de P" (n>3) alors P induit un "sous-diagramme" du diagramme

L] 1
standard : P*a—3 F2 £ . P, (DP) ,oi: Fa:=q'(P*), q' et p' sont les restrictions

de g et p. F, s'identifie a P(QP) ol QP désigne le fibré quotient tautologique de

rang 2 sur P; (DP) est le diagramme standard pour P.

: P X
Sur F2 nous avons les fibrés: p (HP) et HQP'

H1> est le sous-fibré tautologique de rang 1 sur P.

HQP est le fibré de Hopf relatif & QP'

Soient : U: =c1(p"Hp) , YV =c1(HQP) et i 1l'injection de F; dans F. Il est clair

que : i*(p*H) = p"'Hp et i"'(HQ) =Hy . En particulier : ci(i* (p* #))= i*(c1(p* H)) ce que
P

1l'on peut écrire : ql=U|Fz , de méme : “V=V|F2. En combinant avec (I;2.1.1) :

1- 2.4.1 : PROPOSITION : Le morphisme H*(F,Z) = H*(F;,Z) induit par la restric-

tion s'identifie au morphisme naturel :

z[u, vl /(™2 R (U,V)) ——= Z[u,v] /(v*, Ra(u, V) .

§3. La relation (&)
I - 3.1": Polynéme de Chern.
A tout fibré topologique E, de rang r sur X on associe son polynéme de Chern :

r-1

%’E(T) =: T - ci(E) T "+.. + (—1)r cr(E) . On a alors les relations suivantes :

a) Si L est un fibré en droites sur X, alors :

o™ = %E(T- (L) .

b) si E est filtré de sorte que le gradué associé soit Qia E.,

. = JI
alors : ‘KE A ‘%i .
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I- 3.2 : La relation (&)
Soit maintenant E un fibré uniforme de rang r sur " .

Soit P(T,U) =T % ¢ vt iy v T % le polyndme de Chern de p*E, oi les
c; sont les classes de Chern de E, alors d'aprés (I;1.3) et (I;2.1.1) on a une rela-

tion dans Z[T,U,V]:

k
(&) P(r,0)+0(r,0,v) » 0" e mir,0,v) RUWI= T S (e 0,0,

i

Q(T,U,V) est un polyndme homogéne de degré r-n-1

M(T,U,V) est un polyndme homogéne de degré r-n

Si (T,U,V) est le polynéme de Chern de q* Ei (il est donc homogéne de degré r,
et symétrique en U et V).

84. Quelques propositions

ses . : A : n
Dans les propositions suivantes, E désigne un fibré uniforme de rang r sur P,

de type de scindage (k;r; .. rk PRy e yk) .
I1- 4.1 : PROPOSITION : Supposons qu'il existe un indice j, 1<j<k, tel que
11j+1—#j<—2, alors E est extension de deux fibrés uniformes de rang r;+..+ rj

et rj+1+...+ r i (cf.[E-H-8]).

I- 4.2 : PROPOSITION : Si k=1, alors Ezr,-o)Pn(ul); (cf. [E-B-8]).

1- 4.3 : PROPOSITION : Si les premiéres classes de Chern des fibrés associés :
cy(Ey ) ""cl(Ek) sont nulles, alors E est somme directe de fibrés en droites;
(cf.[E-B-S]).

I- i_4_ : PROPOSITION : E a un sous-fibré isomorphe Q si et seulement si p*E aun
sous-fibré isomorphe a HQ. En particulier :
i) si r;=1 et q*(c,(E)) =U+V,alors E admet un sous-fibré isomorphe & Q(u;-1).
i) si rk=1 et q"(c,(Ek))= -U -V,alors E admet un quotient isomorphe & Q’(ﬂk"‘ 1)
(cf. [E-BH-8]).

I- 4,5 : PROPOSITION : Soit & un fibré de rang deux sur G(1,n), n=>3, tel que

pour .tout x de ]Pn , a* glp"(x) soit décomposable. Alors soit & est lui-méme
décomposable, soit &=w(h), h€Z (cf.[Ba-vav]).



CHAPITRE II

FIBRES HOMOGENES DE RANG (n+1) et (n+2) SUR P"

§ 1) Préliminaires
§ 2) Démonstration du théoréme

§1. Préliminaires

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme :

THEOREME : Les fibrés homogénes sur P’ (n>3) de rang (nt+l) et (n+2) sont

(& isomorphisme prés) :
k
. 1
igl ri c)]Pn(l-l i) ] TPn(a) Gc)Pn(b) ' nPn(C) eopn(d) ’
Tpn(@) @0Ln(6) @0 n(r) , Qn(6) ©0 nle) 0 n() , AT oalm) .

Le point de départ de la démonstration .est le lemme (II;1.1) qui assure que la restric-
tion aux fibres de p des fibrés fournis par la filtration relative de Harder-Narasimhan
est encore homogéne. Dé&s lors la méthode consiste & étudier la restriction aux fibres
de p des suites exactes :

@nh) 0> ane) > antEm) > qte, e pt 0w, )v0,  1<i<k
fournies par la filtration HN® et par-1& déterminer les fibrés Ei. On conclut ensui-

te 4 l'aide des propositions de (I;§4) et de la proposition (II;1.3).

Finalement remarquons que cette méthode peut vraisemblablement s'étendre aux rangs

supérieurs .

IT- 1.1 : LEMME : Soit E un fibré homogéne sur P". on note 5i(x) B JCl(x) les res-

trictions & p'l(x) = ]Pn_1 des fibrés q* Ei ’ HNl(E) associés par la ﬁiltration
relative de Harder-Narasimhan. Alors, pour tout x de ]Pn, Ei(x) et Jfl(x) sont

homogénes.

Démonstration : Soit 0 un automorphisme de " laissant x invariant. Cet automorphis-
me 0 opére sur F(UF) , sur G(OG) et sur p'(x) (ox) . Par homogénéité de E et par unici-
té de la filtration HN®on a :

ac‘;' E,=E, et aEfHNiEHNi, d'ot, par changement de base, a}: &i(x)eai(x) et 0; J(i(x)%J(i(x) .
Pour conclure il reste a observer que tout automorphisme de p'l (x) provient d'un

automorphisme de P" laissant x invariant.®

Avec la méme démonstration mais en considérant cette fois un automorphisme ¢ véri-

fiant 0(x) =y, on obtient :

10
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IT- 1.2 : LEMME : Avec les hypothéses et les notations de (II;1.1), si x et y

sont deux points distincts de " alors &'-i(x) S 8i(y) et J(i(x) = in(y).

II - 1.3 : PROPOSITION : Soit Fun fibré sur G(1,n) (n=>3) tel que, pour tout x

de P, q"?lp‘l(x) soit isomorphe & Tp_' (-1). Alors #=N (N désigne le fi-

(x)
bré quotient tautologique sur G(1,n) ).

Démonstration : On considére les variétés :
F':={(x,4,H)/x€4,dCH} , F": = {(x,H)/ x€H)}; x,d,H désignent respectivement un
point, une droite et un plan de P°.

B

a
Dans le diagramme : F"<——F' —»F, f et @ désignent les projections naturelles.

On a une identification: F'=P(q*N) qui permet de définir le fibré de Hopf relatif
a q*N, on le note X. Soit &: =q*%#® HQ
F=P(Q) —2» P"). Par le théoréme de changement de base, L:=p*B,d*& est un sous-

(HQ est le fibré de Hopf relatif a :

fibré de rang un de d*&, D'autre part, Pic(F') est isomorphe au groupe libre commu-

tatif engendré par ¥, a*p*d(-1), a‘HQ: pour le voir il suffit d'adapter la démonstra-
+

tion de ([E-H-S], prop.2.3) en remarquant H"’(F',Z)EZ[U,V,W]/(Un 1,R(U,V) ,Zn_l(W,U V)

ol R(U,V):= (Un+1- Vlrl+1 )/ (w-v),Z_, (W,u,V)= z wus vt (appliquer Hirsch-Leray
n-1 r+s+t=n-1

® ®
3:F'™ P(q*N)>F). Ainsi £ est de la forme: X o @ a*p*0(-k)®d* HQb. En restreignant
a une fibre de B il vient a=Db, en restreignant & une fibre de @:a=1. On voit donc
que X est un sous-fibré de a* (q*F® p*d(k)). Ceci fournit une injection :

0>g*N>qg*%e pg*0(k), en effet, il suffit d'utiliser le résultat suivant :

I1- 1.4 : LEMME : Soit E = X un fibré sur la variété X. ¥ désigne le fibré de

T PR
Hopf relatif & P(E) ——» X. Alors un fibré F sur X admet un sous~-fibré isomor-

phe 4 E si et seulement si T*F admet un sous-fibré isomorphe a ¥.

Démonstration : cf.[E-H-S]prop.(3.5)
Comme rang % =rang N, la proposition (II;1.3) est démontrée.®

Par la suite nous utiliserons fréquemment la proposition suivante :

II- 1.5 : PROPOSITION : Soit E un £ibré uniforme P° (n>3). Supposons qu'il
existe un point x de P" tel que tous les fibrés &i(x) soient entiérement décom-

posés alors E, lui aussi, est somme directe de fibrés en droites.

11
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Démonstration : Désignons par (HNi(x)) la restriction ﬁ'l(x) de la i-éme suite exacte
fournie par la filtration HN®. D'aprés nos hypothéses et comme n-132, toutes les
suites exactes (HNi (x)) sont scindées.
En particulier pour (H Nk_l(x)) on aboutit & :

k ,¥i

i (je=91(9

ina .
5 (x) (aj))—r 015-

H(x)
d'ol l'on déduit : a;'=o pour tout i et j. Ceci montre :

c,(Ei) =0, 1<i<k, on conclut avec (I;4.3). m

IT- 1.6 : Pour la commodité du lecteur voici quelques calculs de cohomologie que

nous utiliserons constamment par la suite :
Pour n=>3 et a appartenant a Z :
0 si a<1

he (P, Q%a)) ={ n(n+1)/2 si a=2

Z n(n+1) (n+2)/3 si a=3 avec égalité si et seulement si a=3.

0 si a#o

' (B", Q') =
1 si a=o

he (@, T(a))={n+1 si a=-1

2 n(n+2) si a2o, avec égalité si et seulement si a=o.

)
l <-1
|

h! (Pn,T(a))= 0, pour tout a dans Z.

(0 si a<o
he(®”,0(a))=

(n;a) si a>o

n! (P",0(a))=0, pour tout a dans Z. (Cf. par exemple [0-5-5]).

§2. Démonstration du théoréme

Remarquons d'abord que grice aux résultats de (VI,§1) et de [Ball-Ell] on
peut se limiter 4 démontrer le théoréme pour les valeurs de n supérieures ou égales

4 quatre. Ensuite, par dualité, il suffit d'étudier les types de scindages suivants:

12
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1) r.<n-1, pour tout i, 1<i<k

i

2) r= n-1

3) k=2, r;=2, r=n

) k=3, rj=1, ry=1, ry=n

5) k=3, r;=1, r,=n-1, ry=2

6) k=3, ry=1, r,=n, ry=1

70 k=4, r;=1, r=1, ry=n-1, r,=1
8 k=2, r;=1

9 k=3, r;=1, ry=n-1, ry=1.

Les cas 8) et 9) sont traités en (IV;§2) et (IV;§4) respectivement.

Notations : 8i(x) :=q* Eil plx) , in(x) := HN (E) l plx).
(HN1 (x)) désigne 1a.restriction a p"‘(x) de la suite exacte (HNl) :
(anteo) 0 >3t >3 > 8 w0,  i<i<k.

11 - 2.1 : ri<n-1, pour tout i, 1<i<k.

Ce cas est entiérement réglé par la proposition suivante :

I1 - 2.1.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré homogéne de rang r sur " (n>3), de

type de scindage (k; ry..r; ;Hy.. M) avec r,<n-1, pour tout i, 1<i<k,
alors : k
= ® r .
E= & r, Gpn(ui) .

Démonstration : D'aprés (II;1.1) les fibrés ﬁi(x) sont homogénes et, par hypothése,
de rang strictement inférieur & n-1: ils sont donc sommes directes de fibrés en

droites ([Sal). On conclut avec (II;1.5).®

I1 - 2.1.2 : Remarque : Voir (IV;1.2).

I1- 2.2 : rk=n-1 .

II1 - 2.2.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré homogéne de rang r sur P" (n>4) de

type de scindage (k; r;.. Ty By uk) . Si r<2n-2 et si T~ n-1 alors E est
k
isomorphe & 1l'un des fibrés suivants : 121 ri° OPn(ui),

2 .
B ryr O ) xy _-1)e O pnty_)® T+ 1), S (141) B (n-2) Opn(ka) (Aszd) (1-3) .

13
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Démonstration : Considérons (H Nk_1 (x))

0 - J(k_l(x) > rel > &(x) > 0. D'aprés (II,1.1) et ([e-8-g]), & (%) est isomorphe &
1'un des fibrés : T(a), Q) , ® (‘)(ai) ; de méme J(k (x) est de la forme : ® 0(a, ) ou
T(a), 2'B) (il faut alors r=2n-2).

De plus remarquons que & (x) est engendré pas ses sections globales avec

h°(P . & (x))<r+1<2n—1 (car h'( 78{ 1(x)) < 1 dans tous les cas).

Examinons maintenant les différentes possibilités :

(a) Supposons : & (x) = T(a). Comme 8x(x) est engendré par ses sections globales
avec h°(& (x))< 2n-1 , on déduit : a=-1. En comparant les classes de Chern dans
(HNk 1(x)) il vient: 3~ 1(x)= 0(-1)® (r-n)0. (On ne peut avoir ?Kk_l(x)éﬂ‘(l) :

considérer la suite longue de cohomologie associée a: 0 > Q1)y=>r+0->1(-1)~> 0).

Maintenant, d'aprés (II;1.3) (et aussi II;1.2) : Eké N.
Ainsi en appliquant p, & HNk_1 il vient :
0> > E~> T (<1+p,) >0 (%)

k= 1—o car - 1(x)"' 0(- 1)®(r—n)0)

1
(R p, HN
En restreignant (*) & une droite £ on a :

k=2 .
?l’ligl . 09("1) ® (rp_-1 OQ(II 1)+ @ est uniforme, de rang strictement inférieur
a4 n et par suite ([sa]) entiérement décomposé. Pour que (*) scinde il suffit que

n! (P“,,Q'(l-}lk)®{i)=o , ce qui est vérifié car 1—[1k+ll est non nul pour 1<i<k-1.

i

(b) Supposons &k(x)EQ; (')(ai) . Toujours avec les m@mes arguments on obtient :
t;k(x)s(n-l)-@ ou &k(x)sou) ® (n-2) « 0.

Dans 1e premier cas on déduit sans peine : J(k_l(x)%' (r-n 1) + ® et par suite:

1®1r1 * Opnlity) -

Dans le second cas on a: r=2n-2 (sinon HNk_1 serait scindée) et d'aprés les premié-
res classes de Chern: J{k-l(x)aﬂl(i) .
Remarquons que dans cette situation, on a forcément k=2 (sinon HNk_2 (%) serait
scindée) . En appliquant p, & (HN')" on obtient (cf. (@) ) :

E=Q (14 0,)®(n-2) +0 (12) .

(¢c) Si&ux)=Q'b), alors b>2 (car & LK) est engendré par ses sections globales).
De h°(Pn -1 & (x))<2n—1, on déduit: n=4 et b=2 (cf.II;1.6). Si th (x) est somme

directe de fibrés en droites alors (HN (x)) est scindée, ce qui est absurde.

Si J(k-l(x) est indécomposable, d'aprés les premiéres classes de Chern, on

déduit : Jehl(x) = TP3(-2) . Comme ce fibré n'est pas extension de fibrés homogénes

\
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de rang au plus deux, (II;1.1) assure k=2.
D'apréds (II;1.3), HN'(x) s'écrit 0~>g*N(-1) ~ p* E(=)~>.q" N" (1) ® p* 0(-1) = 0.
Par image directe, on trouve E(1-p;) = p, q*(N* (1)). Cce fibréne peut atre que A¥T(-1))
puisque celui-ci vérifkie les hypothéses de la proposition. m

11 - g:g;g : Remarque : La proposition précédente régle largement le cas 2) et le
théoréme est démontré pour le rang (n+1).

IT -2.3: k=2, r,=2, r,=n.

IT - 2.3.1 : PROPOSITION : Tout fibré homogéne E sur " (n>4) de type de scindage

(k=2;r;=2,r,=n;u, ,#,) est isomorphe & 1'un des fibrés suivants :

PR OPD(”]-_) ’ c7I,n(l‘l) O Ton(-2+u1)® @Pn(#z) .

Démonstration : Soit (HN'(x)) : 0 = &(x) > (n+2)+0 = &(x) > 0
&(x) est homogéne de rang n sur p(x) EPn_1 donc (cf.II1;2.2.2) de l'une des formes
suivantes : ® O(ai) , T(@®0(®) , D(c)®0Q) .

Si &(x) est somme directe de fibrés en droites, il en est de méme de E (II;1.5).

Avec les mémes arguments qu'en (II,2.2,1) on voit qu'il suffit de traiter le cas

suivant : & (x)=0®0(-1) et E(x)=T(-1)® O .
Dés lors, d'aprés (I;4.5), E; est isomorphe a 1'un des deux fibrés suivants: w, 0G®0G(_—1).

i) E#ow.
Dans le cas contraire, en dualisant (H Nl), il viendrait :
0> Eepd-p)>gE>dde g 0(-u)>0.
on a : p,q*Ej est un fibré de rang un, soit @Pn(a) , et R! ped" Ey=o (car &) (x)= Ql1)® 0) .

p,"q'm"E (n+1) -O)Pn (considérer la suite exacte : 0 = *N'—> (n+1) -OF—’ Fw=>0).

En appliquant p, & (HNY ;0> 0(a-p,) PE> (n+1)+0(-x,) > 0, et donc E2®ri- OP,{ﬂi),
ce qui est absurde si E, # 2 ¢ OG .

i) siE =000 (-1).
G G
Sous cette hypothése, cf(‘)G(-l) ® *0(1;) s'injecte dans p'E. Comme
q'c)G(-i) = Her'O(-n, de (I;4.4) il vient :
0> T(-1)>E(l-u)>F >0 .
Il est facile de voir que & est uniforme et isomorphe a 0®0(1).
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La suite ci-dessus est donc scindée et on a bien :

E=0() @ T(-2+p1)® Oiy) . m
IT- 2.4 : k=3, r,=1, r,=1, ry=n.

IT- 2.4.1 : PROPOSITION : Tout fibré homogéne E sur " (n=>4) de type de scindage

(k=3,r;=1,r,=1,r3=n ; M;,HU,, ;) est isomorphe & 1'un des fibrés suivants :

3
124750 Opn(y) » Tpn(-2+4,)® 0w)) ® Ony) .

Démonstration : Soient les suites (HNi(x)):
0->0()~>H¥x) > 0(d)>0 ; et donc X2(x)= 0(a)® O(b)
0 = H2(x) = (n+2)0 = &(x) > 0.

Comme dans la démonstration précédente on voit qu'il suffit d'examiner le cas ol :

3
&(x) = 7(-1)® 0 (sinon E = 191r1‘01>n(“i)) .

En comparant les premiéres classes de Chern dans (HN?(x)) il vient : ¥ (x)=0® 0(-1).
On ne peut avoir a= -1 car alors T]Pn(—l) serait un sous-fibré de E(-u1+ 1) (I;4.4)
ce qui est impossible vu le type de scindage de E. Donc a=o0 et b=-1. Comme EIEOG
on a une suite exacte sur P :

00 >E(-#1) >F >0 (+)
ol F est uniforme de type de scindage (k=2;r;=1, ry=n ;HM2-H1, H3-H1).
D'aprés (IV;§2) et ce qui précéde : F=T(-2+My-i))® O(u3 - #1) et la suite (#) est

scindée, d'ou la proposition. =

IT - 2.5 : k=3, r;=1, r,=n-1, r;=2.

I - 215;1 : PROPOSITION : Tout fibré homogéne E sur 3 (n=>4) de type de scinda-

ge (k=3;r;=1, r,=n-1, ry=2; M, Il,,MH;) est isomorphe & l'un des fibrés

suivants : ,®r , @Pn(ﬂi) » Ton(=2+11)® 20 (k3), Q;Pn(2—ll3)@ 0 on(tn) ® 0 y(us) .

Démonstration : &;(x) est un fibré de rang un, 0(a); &(x) est isomorphe a 0(a)
O(@)® O(B) et &(x) est de l'une des formes suivantes : ® O(ai) ,QYb), TE) (cf.II;
1.1). Comme d'habitude si &(x) = ® O(ai) alors Ezeri- OPn(ui) (I1;1.5).

a) Supposons & (x)= Q!(b) .

comme h! (]Pn_l, Hom (&2(x) , &i(x))=0 (II;1.6), on a: ¥H(x)= 0(a)OQ(b).
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De 1'injection ¥?%(x) > (n+2) « 0, on déduit a< o et b<1. La suite longue de cohomo-
logie associée & (HN® (x))donne h®(&;(x))+he(2(x))= n+2+h! (3} 2(x));n° (32 (x)) et n(H2(x))
étant inférieurs & 1, il vient: &(x)=0®0(1) et donc, en comparant les classes de
Chern, #%(x)=Q!(1)®0. D'aprés (I;4.5) E; est isomorphe & l'un des fibrés suivants :
w®, OG ® OG(I) .

En procédant comme dans (II;2.3.1) on montre: E3#w" et si Egﬁ(‘)G@ OG(l) alors

(cf£. I;4.4) : E= Q'2-43)® 0(u1)® O(n3).

b) supposons &(x)=T(£) .
pe (EN'(x)) 11 vient : H2%(x)=0(a) ® T(¢) ou ¥2(x)=n.« 0(a+l) (avec t=a).

b.1) si X*x)=0(a) ® T(§) alors a< o et £<-1 (car ¥%(x) s'injecte dans
(n+2)0).I1 s'ensuit que :
n+2 si a<o
he (&3(x)) =
n+1 si a=o.
Ceci implique &3(x)=0®0(1) et a=o, ce qui est absurde (considérer les premiéres

classes de Chern dans: O =>0 @ T(()~> (n+2) 0 >0 ® O(1) >0 ).

b.u) soit X*(x)= n-+ 0(a+1).

Comme h°(&3(x)) ne peut valoir exactement n+ 2 on déduit de (H N2(x)) :
a=f=-1. et &x)=2+0. Ainsi E1= 0_(-1), en utilisant (I;4.4) il vient :
EXT(-2+4;)® 20(u3) . =

IT - 2.6 : k=3, r;=1, ry=n, r;=1.

II - 2.6.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré homogéne sur P" (n>4) de type de
scindage (k=3, r;=1, xr,=n, ry=1; K, , M2, M3).Alors E est isomorphe & 1'un
des fibrés suivants :

3
(Oyr 0B ), Ton(-2+00® 0 n(k2) ® 0 rks), 0 n1) ® O () ® Qo(1+12) .

Démonstration : On a les suites exactes :
0 = 0(a) > ¥2(x) = &(x) > 0, (HN'(x))
0 ¥ (x) >(n+2)+0~> 0(b) >0, (HN*(x)
Avec &3(x) isomorphe & 1l'un des fibrés suivants :
®0(a,) , TE)® 0(a), Q'(BI®OG) (IT;1.1 et I1;2.2.2).
a) Si &(x)=® G(ai) alors E=® rioini) (II;1.5)
b) Supposons & (x) = T(£)® 0(a).

pe (EN'(x)) il vient: h! (Pn_1 #2(x) (k))=0, pour tout k dans Z (cf. II;1.6).
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En particulier : h! (Pn-i sz(x)(-b))=o et (H Nz(x)) est scindée. Ceci implique b=o0 et
par suite H2(x)=(n+1)0 . En appliquant P, a4 (HN?) on obtient la suite exacte sur
P06 > E >0 (u3) > 0.

I1 est facile de voir que G est uniforme, de type de scindage :
(k=2;r,=1, ry=n; #,, #,). En utilisant (IV;§2) on déduit :
EXTon(-2+ 1)@ 0 nm2)® 0 nlks) .
c) Cas ot &(x)=Q!(§)® 0(3).
Dans ce cas (HN'(x)) est scindée et de l'injection : 0(a)®0(5)®Q!(B) = (n+2) +0, on
déduit : f<1 a< o et §<o. De la suite longue de cohomologie associde a (HN?(x))

il vient: a=8 =0, f=1, b=1. E; étant isomorphe & GG(l), en utilisant (I;4.4) on

as E=0(u) ® O(y) ® Q' (14p5) . ®

I1-2.7: k=4,r,=1, ry=1, ry=n-1,r,=1.

1I- g:z;_l_: PROPOSITION : Tout fibré homogéne, E, sur S (n=>4) de type de scin-
dage (k=4; ry=1, ry=1, r3=n-1, rea=1 ;p,, By, U3, Hs) est isomorphe a
1'un des fibrés suivants :

n
1 0pn(®) 5 OpnUN@T(-2+u2)® 0 ka) O pn(1) @ 0 (12) ® Qp (24 1) .

Démonstration : Soient les suites exactes (H Ni(x)) H
0 - O0a) = H*x) = O®) = 0, donc X} (x)=0(a)®0(b)
0 = 0a)®0(b)~>¥3(x) —> &(x) > 0
0 = H3x) > (n+2)+0 > O(c) — 0.
Avec, bien sdir, 8 (x) de l'une des formes suivantes : T(¢) , Q'(m) , ® O(ai) . (CE£.II;

1.1). Pour le dernier cas, comme d'habitude nous renvoyons a (II;1.5).

a) Cas ou & (x)=T(f).

De h! (Pn_l, #3 (x) (k))=0, pour tout k (cf. (EN*(x))) on déduit :
(n+2) «@=0(c)®H3(x), donc c=o et par suite H3(x)=(n+1) 0. Ceci montre que (HN?(x))
s'écrit 0 > 0®0(-1) > (n+t1) «® > T(-1) > 0. Bien entendu a #-1 car sinon T(-1)
s'injecterait dans E(-Hu;+1) (cf.I;4.4) ce qui est impossible vu le type de scindage
de E. On a donc : E; = OG ce qui fournit la suite exacte: 00 E(-u))>F—>0 (X)
avec # uniforme de type de scindage (k=3, ri=1, ry=n-1,r3=1, Ha-H1, H3-B1, He-H).
En utilisant (IV;§4) et la suite exacte (X) il vient :

E=0 (1) © T(-2+u2)® O(ka) .
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b) Cas o &(x)= Q'(n) .
Dans ce cas (HN?(x)) est scindée et exactement comme en (II;2.6.1,c)) ondéduit:
a=b=0, N=1et c=1. Comme maoc(l), en utilisant (I;4.4) il vient :
E=0(u) © O(uy) ® Q'(2+44) .

Cette proposition achéve la démonstration du théoréme.

CHAPITRE III

LA RELATION (&) POUR LES FIBRES DE RANG (n+1l)

§ 1) Notations, Généralités
§ 2) La relation (&) avec c=o

§1. Notations, Gé&néralités
IIT- 1.1 : Notations.

D'aprés (I;3.2) & tout fibré uniforme E de rang (n+l) sur Pn, de type de
scindage (kK ; ry.. r, iMye. #k) , correspond une égalité :

k
€3 p(T,0) +x Ul (aT+bU+ V) e R(U,V) = JLs, (r4p u,0,v)

k

P(T,U):Tn+1+ c,U ™o+ c U T est le polyndme de Chern de p* E .

Si(T,U,V) est le polyn8me de Chern de q" E, : i1 est homogéne de degré r, symétrique

i
en U et V.

x,a,b,c sont des entiers relatifs.
On notera (8j) la relation obtenue & partir de (&) en remplagant T par
T-u4_.U:
J

‘ k
n+1
(&) PyT,O)+x 07 (@ T4 UeV) R, V)= T S (T4 G- 1)0,0,v)

P, (T,U) est le polynémede Cherndep® E(-u,) et bi:=-au_ +b.
par (&), , (Ej)o , on indiquera la relation (&), (83.), dans laquelle on a posé :
T=0 et U=1.

La symétrie de S,(T,U,V) limite les valeurs de x

3 ]

ITI- 1.2 : LEMME : Dans la relation (8].) deux cas seulement sont possibles :
i) X,= 0 ou

i) xj=c-b
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Démonstration : On a donc : S (T,U,V) divise P (T u)+ xj u” +(aT+bjU+cv)R(U V).

si Sj(T ,U,V)=T "3 alors il est clair que xj—o En posant T=0, on se raméne au cas ou

S(0,U,V) est un diviseur symétrique non trivial de xU +(b U+cV) R(U,V). Par symétrie

$(0,U,v) divise xV*'l+(bV+cU) R(U,V) et, par différence, il divise :

(x+b-c) (Un+1-Vn+1) .
Supposons x+b-c non nul. S(0,U,V) divise (U-V)[x Un+1+(bU+cV) R(U,V)] et donc
+1
aussi x(U-V)Un . Or les seuls diviseurs symétriques de x(U-V)Um'1 sont les constan-

tes, donc x=o. =&

Il s'ensuit que la relation (8j)° ne peut prendre que deux formes :

(cv+bj)-R(1,v) k
= T s (u Ky 1,0 .
cvn+1+ (c+bj)(vn+...+v)+c i=1 7474
(Notation) : \Uj(v):=cvn+1+(c+bj) Wt VIt .

Dans le lemme suivant, on étudie les racines de VY(v)

ITI- 1.3 : LEMME : Pour tout couple (c,b) €2ZxZ\{(0,0)} le polynéme
V(v): =cvn+1+ (c+b) (v?+ .. +v)+c a les deux propriétés suivantes :
1. il a au plus trois racines réelles,
2. il a au plus une racine multiple. Cette racine, quand elle existe,
est réelle, de multiplicité inférieure ou égale & trois.

«t 1+E(v o tv)+1

Démonstration : Si c=o0, c'est clair. Si ¢ # o, onconsidére \Ps(v)=
et le lemme découle des faits suivants qui se prouvent en considérant
(v-1) ¢ WE(V): \I/S(o) #0 , V& ; \llE a des racines complexes non nulles d'argument

(2k+1)7m/(n+1) si et seulement si £=o0, d'argument 2k7/(n+2) si et seulementsié(=1.9

§2. La relation (&) avec c=o0

Désormais nous nous limiterons aux fibrés uniformes de type de scindage

(k;Tyer, My ,uk) avec M -Ht =1, 1<i<k; un tel type de scindage sera dit

k i+l
consécutif., D'apréds (I;4.1) cette restriction n'a aucune conséquence sur le problé-
me de la classification des fibrés uniformes de rang (n+1) sur Pn; en effet, si F
est isomorphe & 1'un des fibrés suivants :

Tpn(=2+M2-p1) i Qpn(l+pa-p1) 5 @ xye O onm-m1) 5 m-p2 > 2 ;

les extensions: 0 — (')Pn-* E(-u3) > F 2> 0 scindent pour n=3.
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Dans ce paragraphe, nous donnons une "classification" des relations (&) pour les-
quelles c=o0 (III;2.4).

Pour établir cette classification, une des étapes essentielles consiste & se
ramener & une relation (&') du type "r=n" (c'est-a-dire correspondant & un fibré

uniforme de rang n sur ") et a utiliser le résultat suivant ([E-H-S]) :

111- 2. PROPOSITION : Soit p(T,0) =T c,u T s cnun et (8') la relation :

P(T,U)+aR(U,V)= il='Ilsi('r+uiU,U,v) avec c,,a, 4, des entiers relatifs et S;
des polyndémes homogénes symétriques en U et V. Alors seuls sont possibles les

cas suivants :

1. k=1,

2. a=o,

3. k=2 et S (7,U0,V)=2Z  (T,-aU,-aV) , S (T,U,V)=T+ a(U+V)
ou §1(T,U,V)=T-a(U+V) , S;(T,U0,V)=Z _ (T,au,av) ;
= . .= r s_t
=pi-#2; X _ (TUVI:= B TUV .

Remarque : On ne suppose pas les ui consécutifs.

Pour le rang (n+l1) il apparait cependant un fait nouveau : une solution algé-

brique qui ne correspond pas & un fibré uniforme (cf.III;2.2.2.b)).

I11- 2.1 PRELIMINAIRES : Soit une rela}%ion (&) avec c=o0 :
p(T,0) +x0™ e (aT+bU) s R(U, V)= JL s (map uu,m).

Pour j, 1<j<k, 1la relation (gj’)o donne

b, (v .+ 1) X
. = ir=11 si(.ui—uj,l,v) (c£.III;1.2) .
bj-v(v + o +1)

Il existe donc un indice j, tel que S (T U,V) soit de degré r:J et tel que

s (M j ,1,v) soit de degré strictement inférieur & r, . Par symétrie et homogénéi-
O o

te, on déduit :
i) a° S.(o,l,v) <rj

i) v divise S, (o0,1,v) .
Jo
Dans la suite, nous distinguerons les deux cas suivants :

s,(0,1,v)= 0 ; S,(0,1,V¥0.
JO o
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IIT- 2.2 : Cas ou Sj(o,l,v)Eo .

)
Nous distinguerons deux sous-cas suivant le degré de sj (T,U0,Vv).

II1- 2.2.1 : cas oi @°S (Tuv)>1.

Comme Sj (0,1,V)=0, T divise S (T U,V) et donc aussi P (T U)+XJ U +(aT+bjU)°R(U,V)
o o

ainsi X, et b, sont nuls.
o o

En divisant par T la relation (&, )} on obtient :
. o

(&Jf ) Fj (T,U)+aR(U,v)=§.(T,U,V) j ('r+(u By YU,U,V)
ou : TPj (T, U)—P (T U) et Te Sj(T,U,V)=Sj (T,U,Vv)

(85 ) est une relation du type "r=n", de plus les & :={ i, , 1<i<k sont consé-
o o

cutifs. D'aprés (III;2) il vient :

Imr- 2.2.1. @) : PROPOSITION : Sous les hypothéses de (III;2.2.1) seules peuvent
se présenter les possibilités suivantes pour la relation (&) :
(a) a=b=c=o0
(b) k=1
(c) k=2 et les Si sont donnés par
(c.1)  Si(T,U,V)=T-T(U+V) ; ST, U,V)=3 _ (T,0,V)

(c.1)' suT,u,V=2

(c.2) S1(T,U,V)=T- (U+V) ; Sz(T,U,V)=T'Zn_1(T,U,V)

(T,-U,-V) ; Sz(T,U,V)= T2+ T (U+V)

(c.2)' sy(T,u,V)=T+Z _ (T,-U,-V); S2(T,U,V)=T+(U+V) .

III- 2.2.1.b): ©PROPOSITION : Les fibrés correspondants aux différents cas de
la proposition précédente sont :
k
(a) r, G.Pn(ll )

(b)  (n#1) * O r(ey)

(c.1) opn(ul)QTPn("l‘z)
)" Q2+ 1) @0 ko)

(c.2) Opn(;z,-nea TPn(ul— 2)
(c.2)! Qll:,n(2+#2)® Q)Pn(“l) .

Démondtration : ¢ (a) - Remarquons d'abord que: a=o et bj =0 implique :b=0 ; et
o

par suite bi=o , 1<i<k. D'aprés la relation (&), on a: Si(T,U,V) divise Py(T,U),
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donc, Si(T,U,V) est indépendant de V et donc aussi de U par symétrie. En particulier:
q*c1(Ey) =o .

De la méme fagon : q*c;(Ei)= o, 1<i<k, et il suffit d'appliquer (I;4.3).

. (b) - C'est la proposition (I;4.2).
. (c) - Nous ne traiterons que les cas (c.1) et (c.2), (c.1)' et

(c.2)' étant les cas duaux.

. (c.1) - La filtration HN® donne la suite exacte sur F :

0> q*E; » p*E(-11)~> q* E,8p* @Pn(-l) > 0. Onpose Z: =q*E|p'(x). En restrei-
gnant la suite exacte ci-dessus & une fibre de p on voit que ,97x est un sous-fibré
de rang deux de premiére classe de Chern -1 d'un fibré trivial. Donc pour toute

droite 2 de pl(x) EPH—I : .9');|QE 0)2@ (92(—1) et 5; est uniforme. D'aprés ([vav],[sa])
on a :
190

(1) si n=24 : 9;{50 1(-1)

Pph- Pph-

(ii) Si n=3: 0],2(—1)®0P2

F =
* o rpat-2)
D'autre part, caf %)=° (c2(q* Ep=0) et donc .7)(5 OPZ ® 0]1:2 (-1) .

Dans tous les cas, le fibré g* E; est totalement scindé sur les fibres de p.
D'aprés (I;4,5): E;= %9 O)G(-l) ou bien E;= w (h) .
Cependant : ci(g* E1)=ci(q* w) et c2(q® E1) # c2(q* w)=UV etcecimontre: E = OGe QG(—I).

Comme E; contient un sous-fibré trivial de rang un, on a une suite exacte :
(g Opn" E(-py) > E'=> 0 (*¥) avec E' uniforme de rang n de type de scindage
(k=2;r;=1, r,=n-1, #;=0, k,=-1). D'aprés ([E-H-S])
E-gd:)Pne (n—l)'(')rn(—l) ou E'ETPn(—2),
dans les deux cas la suite (¥) scinde et :
E(~1) 220 5 ®(n-1) 0 (-1) ou E(-u)=0pn @ Tpn(-2)

mais le premier cas est & exclure car E; #2 ¢ (‘)G.

. (c.2) - D'aprés (I;4.4) on a une suite exacte :

(0 0d TPn(‘l) > E(-pp+1) = 0Pn(m) >0 (**). En regardant les premiéres classes de

Chern, il vient m=o0 et la suite (¥*) est scindée donc EETPn(,ul— 2)®@Pn(u1— 1). =

I11- 2.2.2 : casouad® sj (T,Uu,V)=1.
o
En procédant comme en (III;2.2.1) on obtient une équation du type "r=n":
~ k
&' = -
( j°) P, (T,0)+aR(U,V) ig% s, (T+ ujo)u,u,v) .
izj,
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Il faut remarquer que si j,#1 et j,#k, alors les ai; ai: =lli- uj ’
o
ne sont plus consécutifs. Toujours d'aprés (III;2) il vient :

1<i<k, ifd,;

IIT- 2.2.2.a) : PROPOSITION : Sous les hypothéses de (III;2.2.2) seules peuvent
se présenter les possibilités suivantes pour (&) :
(a) a=b=c=o0

(b) k=2, ST, Uu,V)=T ; (b') k=2, S(T,U,V)=T

(c.1) k=3, S (T,U,V)=T , 1xr=1, ryg=n-1
(c.1)' k=3, r,=n-1, r,=1, 8S3(T,U,V)=T

(c.2) k=3, si(T,U,V)=T , ry=n-1, rz=1
(c.2)' k=3, r,=1, ry=n-1, S3(T,U,V)=T

(c.3) k=3, Si(T,U,V)=T-2(U+V) , S(T,u,V)=T , S(T,U,V)=Z (T,2U,2V)
(c.3)' k=3, su(T,U,V)=Z (T, -20, -2V) , ST,U,V)=T , S3(T,0,V)=T+2(U+V).

On peut donner les précisions suivantes :
Dans le cas (c.1) : S(T,U,V)=T- (U+V) ,
dans le cas (c.2) : S3(T,U,V)=T+ (U+V) .

IIT - 2.2.2.b) : PROPOSITION : Les solutions (c.3) et (c.3)' ne correspondent

pas a des fibrés uniformes.
Démonstration : On donne deux démonstrations différentes.

Premiére démonstration : oOn considére (c.3)', (c.3) s'obtenant par dualité. Soit P

un plan de " (n=3) et le sous-diagramme induit par P :

P"<-———?—-—— Fa F2:=q'(P*) , p' et q' étant les restrictions de
p' petgq.
P
Supposons 'que (c.3)' corresponde & un fibré uniforme E et soit :
&:=©£glp , &
p'*& . En particulier : q'*(c, (81)) =0 car q*(ca (E1)= 4 (U2+V*+UV) et

:=Ei|P' , Xt = HNile. Les X1’ 8i donnent la filtration HN® de

H* (F2,2)= 2[U,v] / (U3, UP+UV + V?) (cf.I;2.4). Pour le fibré & défini sur P* on a :

c1(8&)=-2 et c2(&)=0. D'autre part, sur chaque droite 2* de P*, &|2* est un

sous-fibré de rang (n-1) du fibré : (n+1)-02,, , d'ol deux cas :
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2094(-1) ® (n-3)+0,, (a)

&, |e*=
Oge(-2) ® (n-2)-0p, (8)

Si on a (@) pour une droite, on 1'a génériquement, en particulier :

h° (P* &) < n-3 et h’ (P* &) =0 , d'oi: X(P* &)< n-3.

D'autre part, d'aprés Riemann-Roch : X (P*, &) =n-2, ce qui est absurde.

on a donc (B) pour toutes les droites de P*.

Revenons maintenant & E défini sur IIPn. Comme précédemment, pour toute droite %
de pl(x)= ]Pn_l, on a deux possibilités :

. 20,(-1) ® (n-3)+0,
q 1‘31|’2 =
(‘)Q(—2) ® (n-2) '02
? s'identifie aux droites de ]Pn passant par x et contenues dans un certain P’ ’
c'est-a-dire £ s'identifie & la fibre p"'(x) dans le "sous-diagramme" induit par

ce P’. :Comme : q*Ei|8=q % & = &|%*%, d'aprés ce qui précéde, on voit que :

-1
p' (x)
q* Bl 9(-2) ® (n-2)- ) pour toute droite de plx).

v & . . . . L = - - - - s -
D'aprés (I;4.1) et (I;4.2) : q Ellp'l(x) OPI(X)( 2) ® (n Z)GPI(X). Ceci est en contra

diction avec : ca(q* Ellp-l(x)) =4 (car "(ca(E) =40+ V2 + UV) ).

Deuxiéme démonstration : Cette fois on considére (c.3). La filtration HN® donne la
suite exacte :
0->q* OG(-z) ® p* O(uy) > EN> > p* Q) = 0 (*)
on a : H\(F,q* (’)G(-2)®p"0(1))=o. D'une fagon plus générale H'(F, g* OG("t) ep'0(1))=0
si t>o. En effet, la suite spectrale de Leray dégénére et on a la suite exacte :
o~u (2", p,(¢ 0 (-t) ® g 0(1) > H'(F, " O,(-t) @ p‘o)(1))->ﬁ°(P“,R‘p.(q"oG(-t)@p‘o)(1)))

et il suffit de remarquer que : p, q* @G(—t)=o et R'p.(q’OG(—t))=o si t>0 (n>3).

La suite (*) est scindée et p*@(t2) est un sous~fibré de p*E :
0>p" 0> p'E>¥> 0 ;
sous p, il vient (aprés torsion)
0~>0>E(-u)>F0.
Z est uniforme de type (1; -1; ..; -1) puisque E(- W) est uniformede type (1;0;-1;...;=1.
Main}i;_enant, d'aprés (I;4.1) et (I;4.2) : fi‘OPn(l)@(n-l)'@Pn(-l) et donc :

E= igl ri GPn(ui) , ce qui est absurde car il faudrait : Sy(T,U,V)=T et S3(T,U,V)= Tn—i. -
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I11- 2;2;2; €) : PROPOSITION : Les fibrés correspondent aux autres cas de
(II1;2.2.2.2)) sont :
(@) 18 73 Opntit)
(b) opn(l-lx) ®r 'd)Pn(llz) ; (") =1 ‘@Pn(“l) ® ol,n(llz)

(c.1) @Pn(“1)® Tpn(=3 +#1)
(c.1)! sz;,nmul)@ 0 pnlks)

(c.2) Qi) ® O k)

(c.2)!' Tpn('2+ll1)®(’)1,n(#3)

Démonstration :

(a) Cf£.(III;2.2.1.b)).

(b) Comme Si(T,U,V)=T , E1= OG et on a une suite exacte : 0—>G)Pn—>E(-#1) >F >0
ou F est un fibré uniforme avec k=1, on conclut avec (I;4.2).

(c.1) Comme précédemment, on a une suite exacte : 0"(’)Pn'> E(-My) >F > 0 (*)
avec F uniforme de type (-1, -2..-2) et de rang n; d'aprés ([E-H-S]), F est

isomorphe & Tpn(-3) ou & e)]Pn(-neB (n-1)-o>Pn(—2).

Dans les deux cas la suite (¥*) scinde et : E(-u;)= @Pne TPn(—3) l'autres cas

devant é&tre exclu car Si(T,U,V)=T - (U+V).
(c.2) Se traite de la méme maniére que (c.l).

(c.1)' et (c.2)' s'obtiennent par dualité. ®

II1- 2.3 : cas ol S,(0,1,v)%o .
-]
La relation (&j ), s'écrit :
o
k
n-1 _
bj ev o (Vv 4t 1) = 1131 Si(“i “jo , 1,

o

avec : S, (0,1,v)#0, d°s, (0,1,v)<r, et : v|S.(0,1,v) (I11;2.1).
° ° Jo Jo

3

I1I- 2.3.1: Cas ou bj=o

_____ °

si bj est nul, alors il existe i, (1<i,<k , i,#j,)tel que Si(ui—uj ,1,v)
] ° o o
soit identiquement nul. En particulier : d° Si (0,1,v) <ri , car par symétrie et
°

o
homogénéité S, (a,1,v) est un polyndme en® de degré r, et de terme constant :

Z(:'jb o o
B(v™®+1)+v+P(v) avec d°P(v) <ri -2 . Pour la relation (&
o

-b, X
1, n _ -
t by (vl = ML sug-m L 1,v)

. ), il vient :
lo

0
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mais comme : d"Sj (uj-lli ,1,v)<r,-1, o0na:
o o o

K 3o
o - -
ae( 1L s, (uy o 1,v)) < n-1, et donc b
et d'aprés (I1II;2.2.1.0)) :

;=0 i bi et b, étant nuls il suit:a=b=c=o0

o o °

Y
s (T,U,V)=TJo , ce qui contredit 1'hypothése: S, (0,1,v)#o .
o

°

Ce cas ne se présente donc pas sous ces hypothéses et b, est non nul. En particulier,
o
ceci montre que v=o0 est racine simple de Sj (0,1,v).
o

IIT- 2.3.2 : PROPOSITION : Dans les hypothéses de (III;2.3) la relation (&j )
o
s'écrit : K
n+1 n+1
TV =k U7 4T 4by 0) R(U,V) = s, (T -ny ) 0,0,0).

Démonstration : On note y la solution holomorphe de :
Sjo(k(l +yM)),1,y(\))=o0 vérifiant y(o) =o. L'existence et l'unicité sont assurées
par le théoréme des fonctions implicites car v=o0 est racine simple de Sjo(O,l,v)=o.
Par symétrie, y(A) vérifie le systéme :

p' (A1+y ), 1)+[a Mi+y AD+bIR(1,yA) =0

p' (Mi+y ), y ) +[aMi+y AY+by (W) R,y A ) =0 .

Pour simplifier 1'écriture, on omet 1l'indice j,. On pose :

n+1 1

~ ~ +
p'(T,0)= B(T,0-bU™" ; B(T,w)=T" +c,uT.4c VT .

Par différence dans (&) il vient : PA(1+y(A),1) =3AU+yA),y)).

En dérivant cette égalité en A=o0 et en tenant compte que y(o)=o , il vient facile-

ment par récurrence que c =0, 1<i<n.mw

Dans la proposition suivante, on rassemble les résultats obtenus c'est-d-dire

une "classification" quand c=o0:

IIT- 2.4 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme de rang (n+l) sur P" de
type de scindage (ﬂl...uk) avec les lli consécutifs. On suppose que dans la rela-
tion (&) correspondante on ait c=o. Alors: ou E est isomorphe & l'un des fi-
brés suivants :
®ri . O)]Pn(ui) ’ T]Pn("‘l'z)e O)]Pn(“l) ’ T]Pn(u]'2)® OPn(yZ) ’
T pnlk1-2)® 0 pnla) , @Pn(lh) ® Tpn2-2) ﬂ;,n(uw DO 0 nk)
ﬂ;en(llx‘* 1)® @Pn(llz) ' ﬂ;,n(lll"' 1H® olpn(lla) ' 0Pn(111) ® QI‘,n(112+1)

ol il existe j,, 1<3,<k, tel que la relation (&, ) correspondante s'écrive :
°

n+l_ Un+1+(aT+b

K
i 3 W ROW= s, (T4 -py) v,0,v)
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ITT- 2.4.1 : Remarque : Tous les fibrés "attendus" apparaissent dans la proposi-

tion précédente. Ceci laisse supposer que l'on doit toujours avoir c=o dans (&) .

C'est d'ailleurs ce que nous montrons dans certains cas particuliers (n=3,4,5). De

méme quand la relation (&,) prend la forme particuliére de la proposition précéden-
o

te, on doit avoir k=1.

CHAPITRE IV

CERTAINS TYPES DE FIBRES UNIFORMES

1) k=r (n=>3)

2) k=2, =1 (n>2)

3) r=n+l,k=n (n=>4)

4) r=n+l,k=3,r=r3="1 (n=3)

5) r=n+l,npair, n24 , k=2, r;=2

0 LoD LN €O CO?

Dans ce chapitre, on étudie certains fibrés uniformes de type de scindage par-
. s N s s n
ticulier. Rappelons qu'd tout fibré uniforme E de rang r sur P est associée une

suite d'entiers: (k;r;.. PR Ilk) appelée tyde de scindagekde E et qui vérifie:

r
k k

Q= i n ; =r.
E| A r, @Q(ui) pour toute droite £ de P avec K> ..> By i igl r,=r

§1. k=r (n=3)
IV- 1.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme sur P (n>3) de type de
scindage (k; ry - Ty i By #k) avec k=rang (E)

: =
alors: E iglalP"(#i) .

Démonstration : La filtration HN® fournit les suites exactes

i+1

> gt > g » - <i<k-
0> HN > HN q Ei+1®p @pn(“iﬂ) 0, 1<i<k-1.

Quand on restreint ces suites & p(x) EPn_l , on obtient des extensions de fibrés
entiérement décomposés (car ri=1 , V i). Ces extensions scindent (car n-12>2) et on
it a: .® -
aboutit a: & @p 1x) 1
V i, et par conséquent Cn(Ei)=0 , VYV i. On conclut avec (I;4.3). ®

= yo_ = > 51 R i =
(ai) r Opl(x) avec a cl(q Ei|p (x)) I1 vient donc ai o,

- . . 2 = A S . -
v l’.2 : Remarque : Sur P° le résultat précédent est faux: on a des contre

exemples par : T_2 , §?T_ 5 . On peut se demander néanmoins si les fibrés uniformes

P P
sur P avec k=r sont bien "ceux qu'on croit".
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Dans le méme ordre d'idées, on peut conjecturer le résultat suivant :

Conjecture : « Soit E un fibré uniforme sur P" avec ri<kn-1, Vi, 1<i<k, alors
E est homogéne et par suite (cf.II;2.1.1) isomorphe & i4=91 r,. GPn(/-li) . Par (III;1.1)

c'est vrai pour n= 3.

§2. k=2, ri=1 (n>2)

La proposition suivante a été démontrée par Elencwajg ([Ele,3])

IV- 2.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme sur P? de type de scindage

=2 et ry=1 (ou r=1) alors E est isomorphe & 1l'un des fibrés suivants :

1Tyt Opa) , TaWi=2)® (x-2) » 0pa(2) , Qa(2+12) ® (2-2)+ 2 (k)

on =

1

Pour la commodité du lecteur, nous donnons maintenant une démonstration de cette

proposition.

Démonstration : Par (I;4.1),(I;4.2) et par dualité, on peut se limiter aux fibrés
uniformes de type de scindage (k=2 ; ry ,¥2=1; Hy=0 ,[2=-1). Pour untel fibré, E,
la relation (&) s'écrit :

Lttt %mM(T,U,v) U+ Q(T,U,V) R(U,V)

$1(T,U,V) Sp(T-U,U,V)=T+c; UT
ou M(T,U,V) , Q(T,U,V) sont des polynSmes homogénes de degré (r - 3) et (r-2) res-
pectivement. R(U,V): = v+uv+v. Posons :

—1+ rI,r-2 3

Si(T,u,v)=T" B(U+V) + TF 3 (0% + v2) + 5 3povs 18 4E (0% v+t 4G (WP vy 4 e

S2(T,U,V)=T+A(U+V).
On note (&), la relation (&) modulo (U?+V?+UV). On a :

Tl e 2 gy + TE S D - UV + T2 GV UVE) 4 ..

Si(T,U,V) T

S2(T-U,U,V) = T+ U(A-1) +AV
ol = indique une égalité module (U+vi+uv) .
Les coefficients de 'I‘r_.1 v, TI_ZUV , Tr_3 v’V dans (&), donnent respectivement
les relations :
(1) A+B=o, (2) BA-B+D-F=o0, (3) D-F=o0 ;
on en déduit A(1-A) =0, c'est-d-dire A=0 ou A=1.
Si A est nul alors B aussi est nul -(1)- et d'aprés (I;4.3): E= (r—1)-0Pz®0]P2(-1).

Si A=1 d'aprés (I;4.4) on a la suite exacte :
0=>F>E>Qn)>o (M)
& est uniforme avec k=1 et ci(F)=o. En effet, si F|U= @02(ai) on a :
r-

ai<o, Vi car H°(, J(om(@,z(a),(?g(b)))=o si a>b et de plus ,Z a;=o

i=1
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car ci(E)=c (ﬂ];z(l))= -1. On a donc &= (r-2).0p2 (cf. I;4.2) et la suite (%k) est
scindée. ®

On peut maintenant généraliser cette proposition :

IV- 2.2 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme sur P" (n>2) de type de

scindage : k=2 et r;=1 (ou r,=1) alors E est isomorphe & 1l'un des fibrés

2
suivants : igl e @Pn(lli) , TPn(yl-Z)e(r—n)@Pn(llz) ' n;,n(2+l-lz)e(r-n)'opn(#1) .

T L
Démonstration : Soit P un plan de b (n=>3) et soit : P Fa L2 o p 1e sous-
diagramme induit par ce plan (cf.I;2.4). Soit &: = E|P. D'aprés la proposition
S . = @ . =3 - - 'y -
précédente : &= ® r, ('JP(IIi) ou &T_ (-2+u)® (r-2) OP(I-ll 1,
on suppose r;=1 ce qui est toujours licite quitte & dualiser.
Ccomme HN'(&)= HN'(E) |F2, on voit que :

! (E) =0 ep* Opnl#1)  ou HN'(E) = H.® 4 0 pnlk1-1) .

Dans le premier cas, on a une suite exacte : 0 —> @Pn(/ll)-’ E>%2>0 ou Fest
uniforme avec k=1 et donc : F=(r-1)e OPn(nz) (1;4.2), il s'en
il s'ensuit que : E = @Pn(“l)® (r-1) (’)Pn(uz) .

Dans le second cas, d'aprés (I;4.4) on a la suite exacte: 0= QE(-#;+1)> ¥~ 0
ol ¢ est uniforme avec k=1 donc isomorphe & (r—n)-(?Pn finalement :

E(-u+1)=Q® (r—n)-@Pn . m

§3. r=n+l , k=n (n=4)

IV- 3.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme de rang (n+l1) sur P® (n> 4)
de type de scindage (k=n; rj.. rn; Hy e un)

n
alors : E= . ® r «0,,0).

3

Démonstration : Pour un tel fibré, la relation (ﬁj )o » 1< 3<n, s'écrit :

(cv+bj)- R(1,v)

n
1Ty S0k 1) = n

evtis (c+by) (Ve t V) e,

Le membre de gauche a au moins (n-1) racines réelles et celui de droite au plus
trois si (c,‘bj) # (0,0) (cf. III;1.3) donc pour n=>5 ceci implique :

(c,bj=(0,0) , 1<j<n.

De bi= bj pour i#3j on déduit a=o (car bi: =—aui+b) et ensuite bi=° et a=o
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il vient b=0 ; a, h et ¢ étant nuls, on conclut comme dans (III;2.2.1.b)).
Pour n=4, on peut procéder de la fagon suivante :
supposons rs=2, la relation (84), est de la forme :
$1(3,1,v) $2(2,1,v) S3(1,1,v) Sa(0,1,v) =c v*+ (c + ba) (v*+vP+vi+v)+c
(s'il en était autrement, on aurait immédiatement a=b=c=o0 en comptant le
nombre de racines réelles).
Comme -1 est racine dans le membre de droite, on a: é4(0,1,-1)=o (en effet si
S(T,U,V)=T+A(U+V) et si a#o0, alors S(a,1,-1) #0). Comme S4(0,1,v) est de la for-
me EV’+DV+E il vient : S4(0,1,v)=E(v+ 1)2 et -1 est racine double dans le membre
de droite; ceci implique : bs= % c et le membre s'écrit: c(v+ 1)3(v2-%+ 1) or
ceci est absurde si c#o0 car, encore une fois Si(4—i,1,'—1) #0, 1<i< 3.
Comme c et bs sont nuls, en comptant le nombre de racines réelles dans (c‘?zi)o ,1<i<3,

on voit que a=b=c=o0.%

IV- 3.2 : Remarque : En fait, on démontre davantage : si E est un fibré unifor-
me de rang (n+l1) sur Pn , n2 4, de type de scindage (k ; oy rk PoHy e lik) et s'il

. 1 s = = . N =3 .
existe quatre indices tels que x; 1, %=1, ..,4; alors: E r6=91 T, (‘)Pn(lli) B

2

§4. r=n+l , k=3 , r,=r; =1 (n=3)

IV- 4.1 : LEMME : Soit E un fibré uniforme sur P’ de type de scindage
(k=3;r;=1,r,=x-2,r3=1; 4, =1,#,=0,M3 =-1) avec cz(E)=0, alors E
est isomorphe & l'un des fibrés suivants :

sz(—1)®<r—3)-e)PzGB@P;(-n ; Q];;(l)@(r—3)'opz®opz(l).

Démonstration : On distingue deux cas suivant les valeurs de h“'(I’2 . E(-l)) :
i) he(®? E(-1))#0 : soit s€H°(E(-1)) , s#o0, alors s détermine un morphisme in-

jectif de fibrés: 0> (‘)Pz => E(-1). En effet, pour chaque droite £, on a un morphis-
sl®

me : 02 - 0729(1'—2)-02(—1)902(—2) , si s s'annule en x, x€%, alors s|2='o et
donc S'Q’EO pour toute droite Q',c'est-é-dire s=o0 ce qui est absurde. On a donc
une suite exacte : 0o~ 01,2 > E(-1) >F > 0 o % est un fibré uniforme de type
(-1;..;-1;=2), d'aprés (IV;2,1), Fest isomorphe & (r—2)~0P2(—1)® Opz(-Z) ou a

(x-3) 'OPz(—l)Q Qﬁpz et E(-1) est donc is‘omorphe a OJPZ D (r-2)- OPZ(-l)G 0P2(-2) ou a
0520 (r-3)+0(-1)® R

La premiére possibilité est en contradiction avec 1'hypothése c(E)=o.
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if) h°(P2, E(-l))=o. On va montrxer que dans ce cas h°(E¥(-1))=h? (E(-2)) est non
nul. Par Riemann-Roch : )((:E’2 , E(—l))=o. D'autre part : h? (]P2 B E(—l))=o (& cause du
type de scindage). Il vient donc : h!' (®?, E(-1))=0. Dés lors de la suite exacte :

0 > E(-2) > E(-1) > E(-1) |2 =0
on déduit : h?(®*, E(-2)) =1.
ponc h°(®P?, E¥(-1)) = 1 et le méme raisonnement qu'en (i) appliqué & E¥(-1) montre
que, dans ce cas, E est isomorphe & Opz(-1)®(r-3)- C)Pg - Tp2(-1). ®

Par le mé@me procédé qu'en (IV;2.2) on généralise ce résultat a P’ , n=2 :

IV- 4.2 : COROLLAIRE : Soit E un fibré uniforme sur P° (n>2) de type de scinda-
(k=3;r;=1,r,=0r-2,r3=1;4,=1,H8,=0,H; =-1) avec c2(E)=0 ; alors E

est isomorphe & T n(-1)®(r-n-1)+0_ D 0 1(-1) oua Q:pn(l)G(r-n—l) 08 0 n1).

Démonstration : Soit P un plan de " (n=>3) et le sous-diagramme qu'il induit :

Al L
p*<«2 L o~ p (c£.1;2.4). Posons &: = E|P. comme HN'(8)=HN!(E)|F;, d'aprés le

lemme précédent, on voit que : HENYE) HQ ou HN'(E)= p‘@Pn(l) . Dans le premier cas,
d'aprés (I;4.4), on a une suite exacte : 0 > Tpn(—l) > E>F—>0
avec F uniforme de type (0;..;0;-1). D'aprés (IV;2.2) on a :

F = (x-n-1)+0_,80_(-1) ou F = ® (r-2n)+0,, .

L'hypothése c2(E)=o0 €élimine la deuxiéme possibilité et on a bien :
E= Tpn(-1)®(r-n-1) «0 @0 _r(-1).

Dans le second cas, on a une suite exacte : 0 > @Pn(l) >E>%->0

avec ¢ uniforme de type (0, ..,0,-1) : on conclut comme plus haut.®

IV- 4.3 : Remarque : Soit E un fibré uniforme de rang (n+l) sur " (n>2) de
type de scindage: (k=3;x, =1, r,=r-2,r;=1; 4, =1,4,=0,;=-1); ona
EE(‘)Pn(l) ® (r-2) 'OPnQ(')Pn(-l)

si et seulement si: c¢3(E)=-1 (cf. par exemple [Ele. For], corollary 2.12).

IV- 4.4 : r=n+1
IV- 4.4.1 .: PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme de rang (n+1) sur P° (n>3)
de type de scindage : (k=3;r =1,r,=n-1,ry3=1; i, ,#, ,HK;) alorsE est
isomorphe & 1l'un des fibrés suivants :
3
Tpn#1=2)® Opns)  , O ® Qg W), & rp e O0on)) .

32



SUR LES FIBRES UNIFORMES DE RANG (n+1) SUR p"
La démonstration de cette proposition fait 1'6bjet des numéros(IV;4.4.2,..,1V;4.4.7).

Remarquons d'abord que l'on peut se limiter au cas ol les M, sont consécutifs

i
sinon d'aprés (I;4.1) le fibré est entiérement décomposé. Aprés torsion, on peut

méme supposer M1=1. Soit donc E un tel fibré et (&) l'égalité correspondante : -

1

(&) : S1(T+U,U,V)*S2(T,U,V)eS3(T-U,U,V) = T L4 qyu Tn+...+cuUn r+x ™ L (arsbusev) R (U, V) .

n=1l n_1-3
On pose : Si(T,U,V)=T+A(U+V) , S3(T,U,V)=T+B(U+V), Sz(T,U,V)=i§°Tn 1 l-si(U,V),
ol si(U,V) est un polyndme homogéne de degré i symétrique en U et V:

s, (U,v) =1,

. . i-1 .
R (1) i-k k .
si(U,V)-xi(U +V7) + k§1 ay e v U, 1<i<n-2,

n—1) n-2

_ n-1 n-1-k _k
s (UW=x (U7 "4V +k§1an_1_k u.

v

IV- 4.4.2 : cas ot c=o0 dans (&)

D'aprés (III;3.4), il suffit d'examiner la situation suivante :
il existe M€ {-1,0,1} tel que la relation (&#) correspondante soit de la forme :

n+1 1

3
n+
T +aTR(U, V) - b, U 4D U R,V = s, (T4 -m)v,0,v).

Dans ce cas, on a forcément =0 (car ci;=0) et comme cz=o0 on peut appliquer (IV;4.2).

IV- 4.4.3 : On a les relations : B+A+x1= 0 , X+Ax3+ B(x3+A)=0, c=A'B-xn

-1
Pour le voir, on peut par exemple poser U=o, V=1 dans (&) et comparer les coeffi-

cients de Tn, Tn-1 et 1.

IV- 4.4.4 : De méme en comparant les coefficients de 'I‘n_1 u? dans (&) et en utili-

sant (IV;4.4.3) il vient : c2 =B-A-1.

IV~ 4.4.5 : 1'égalité (&), est de la forme :

n+1
v

+[2aBx_ ,+(B-A) x_ ,+BBa_ .| vi4..
n-1 n n

-1 -2

+[28Bx _ +(B-A) x__ + (B+AB-1-3) ailv + (AB+B-1-2) x__,

cvn+1+(c +D) (VP et V) C (1)

n

=) ev™lic+b) (WPt v)+b  (2)  (c£.IIT;1.2).

On distingue deux cas suivant la forme prise par la relation (&), .
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IV~ 4.4.6 : Dans le cas (1) il faut : (B-A-l)'xn_1=o c'est-a-dire (Iv;4.4.4) :
c2ex 4=0 .
Si c2=0 on applique (IV;4.2) si x
(Iv;4.4.2).

_1=° alors c=o0 (IV;4.4.3) et on conclut avec

IV- 4.4.7 : Dans le cas (2) on a les égalités suivantes :

(1) c+b

2ABx_ ,+(B-1-A)x
n-1 n-1
(ii) c+b = 2AB xn_1+ (B~A) xn_1+ AB a _,
(iii) c+b = 2ABx_ _ +(B-A) x +(B+AB-1-A) a
n-1 n-1

(i) s'obtient en additionnant le coefficient de vm’1 & celui de 1 dans chaque mem-

bre de (8&),. (ii) et (iii) s'obtiennent & partir des coefficients de v" et v.

sn_l(U,V) étant symétrique on a : a =a; , de (ii) et (iii) il vient :

n-2
(B-A-1)aj=0 c'est-3a-dire: ai=o ou c2=0. 8Si aj=o0 alors X, _4=©° ((i),(ii)) et
donc c=o0, on termine comme en (IV;4.4.2). Si c;=0, on applique (IV;4.2). Ceci

achéve la démonstration de la proposition (IV;4.4.1).

§. r=n+l , k=2, r;=2, n pair (n=>4)

Le but de ce paragraphe est de montrer :

' n
IV- 5.1 : PROPOSITION : Soit E un fibré uniforme de rang (n+l) sur P avec
n pair, n=24, de type de scindage : (k=2 ; r; =2, r, =n-1; M1 , M) alors

E est isomorphe a TPn(ill-Z) ® Opn(lll) ol a 191 r. OPn(ui) .

IV- 5.2 : Remarque : Par dualité, on a le type de scindage :
(k=2,r,=n-1,r, =2). D'aprés (I;4.1) on peut supposer les “i consécutifs et

méme M;=1 aprés torsion.

IV- 5.3 : (1)n pose : S (T,U,V)= T*+TA(U+V) + F(U+V?)+DUV

- ‘n- 14
S»(T,U,V) = i‘:"o " -1 s; (u,v) , s; (U,V) est un polynSme homogéne de degré i symé-
trique en U et V avec : s,(U,V)=1

~ i, 04,450 (4) it t
s; (U =x, (U+V)+ T a; VU 1<i<n-2
_ n-1_ . n-1, 7§ n-1-t_t
Spog UiV =2, (U7 74V )+t§1 qh-1-t ¥ v
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La relation (&; ) s'écrit :

+1

SIT +U,U,V)* §(T,U,V)=T" '+ c1 UT #.tc 0" T+ % U™ L (aT + butev)R(U,V) .

IV- 5.4 : Pour démontrer la proposition (IV;5.1) il suffit d'aprés (III;3.4) de
montrer que l'on a c=o dans (& ). En effet, il ne peut exister u€ {1,0} tel que
(8#) s'écrive :

n+1

+
T +aTR(U,v)- b, g™t

2
+b, U R(W,V)= L s (T+@w-wu,u,v)

car il faudrait : ci(E(-u))=2(1-p)+(n-1) (-#)=0, ce qui est impossible.

IV- 5.5 : L'égalité (&), est de la forme :
n+1 n
viUFx _+vi bk @+D)+a o Fl+ .+ via(l+arR)+x A+ D)+ x _ (1+a+F)
cvn+1+(c +b2) (vt v+ e (1)
= )ev™ e +by) (Wt v)+by  (2) (c£.III;1.2).

Dans un cas comme dans l'autre, on déduit la relation (1+A) a _,=0 en comparant les

coefficients de Vn et v et en utilisant a,= an_2 (symétrie de S;(0,U,V) ).

IV- 5.6 : Cas o A=-1

En restreignant la filtration HN® & une fibre de p (cf.I;2.3) on obtient la
suite exacte : 0 = & = (n+1)s 0Pn—1_’ &> 0, oué: =cfEilp_l(x) *& est un sous-
fibré de rang deux de premiére classe de Chern -1 du fibré trivial (n+1) 'OPn—l . I1

est donc uniforme de type (0,-1). Pour n=>4: &= Opn_l(B(DPn_l(—l) ([vav]) . En par-

ticulier c2(&; ) est nul, c'est-a-dire F=o0 et ceci implique c=o0 dans (&).

N.B. On peut montrer que dans ce cas : EETPn(u1—2)® (‘)Pn(ul) .

IV- 5.7 : Cas ol a_ =0

n-2
On examine les deux possibilités de (IV;5.5) suivant la forme prise par (&;),.

+
IV- 5.7.1 : Dans le cas (1) il faut : X _(1#A) = o (coefficients de Vet de 1

dans (&), ).
Si A=-1 (cf.Iv;5.6).

Si x

=0 alors c=o.
n-1
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IV- 5.7.2 : Dans le cas {2) on a les relations :

1) c + b2=(2F+1+A)xn_1
(i) c + b2=xn_1(A+D)
(i) s'obtient & partir des coefficients de vn+1 et de 1
(i) s'obtient & partir des coefficients de v,
Si x =0 alors c=o.
n-1

Si D=2F+ 1 alors Si(1,1,v)=(v+1)(Fv+1+A+F) et (cv+by)*R(1,v) a deux
racines réelles, ce qui est absurde (car n est pair), & moins que c=o=b;.

Ceci achéve la démonstration de la proposition (IV;5.1).

CHAPITRE V
n=p -1

0) Introduction

1) Les solutions primitives associées

2) Cas ou.il existe un indice j tel que X4=0

3) Cas ol c#0 et xj#0, 1<j<k.Existencede
solutions primitives associées

4) Les conditions arithmétiques

5) Les cas pathologiques bi=° , C+b,=0

6) Fin de la démonstration du théoréme III'

€02 0D R LO?

02 L0 &L

§0. Introduction

Le but de ce chapitre est de démontrer le :

THEOREME III' : Sur P" avec n=p-1 od p est un nombre premier supérieur
ou égal & 7, les fibrés uniformes de rang (n+1) sont (& isomorphismes prés) :
k
1 ®
ig__al r, OPn(#i) + Tpnl@) eoPn(b) . ﬂpn(c) @Pn(d) .

Plan de démonstration :
Dans le §1) on définit les solutions primitives associées (ﬂi,si,i) et on
montre que si certaines conditions arithmétiques A(ci,bi,é,si,n) sont vérifiées

alors la relation (81) i:rend une forme particuliére simple.

A partir du §2) et jusqu'a la fin de ce chapitre on suppose n de la forme
p-1 ol p est un nombre premier. L'hypothése n=p-1 nous permet d'écarter les cas ol

il existe un indice j, 1<j<k, tel que xj=o dans la relation (ﬂj) correspondante
(§2).
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Dans le §3) on suppose donc xj#o ;, 1<j<k et aussi c#o0; sous ces hypothéses
on montre l'existence de solutions associées primitives. Une fois une solution pri-
mitive associée.(ﬁi,si,’é) choisie, il nous faut étudier les conditions arithmétiques

A(ci’bi's rsirn) .
Au §4) nous montrons que ces conditions sont vérifiées si cbi;éo , c# bi’
Les cas pathologiques (bi=o , c=1% bi) sont traités au §5).

Maintenant le probléme se réduit aux situations de (II1I;2.4) et (V;1.2); pour

conclure il reste & étudier le cas ol il existe un indice j, tel que la relation

(&, ) soit de la forme :

Jo n+1

™hareru,v+c(™ s

. k
. VN by ) (U"V 4t U 7P)= jr=l1 sj(T oy lljo)U,U,V)

ceci est le contenu du §6).

§1. Les solutionsprimitives associées

Etant donné la relation (&)= (&;P,x,a,b,c,k, M) ol :

k i 4
- P(T,U)= igo c; b 1 1Ul est un polynéme homogéne en T et U & coefficients

entiers, monique en T(c,=1).
- x,a,b,c,k sont des entiers, k étant supérieur ou égal a 1.

- &F=(S,,-++S,) est une suite de k polyndmes homogénes en T,U,V de degré au moins
1 k .

égal a un, symétriques en U et V.

- H=(@y,..,H ) est une suite de k entiers strictement décroissante.

k

Toutes ces données vérifiant :

k
P(T,U) +xu™tly (aT+bU+cV) R(U,V)= iﬂl S,(T+u,U,U,V).

Nous dirons que (8i)= (&i; Pi' xi,a,bi,c,k, SLu,t) (c£.1II;1.1 pour la définition de

81) est une solution associée primitive de (&) si :

1°) Xx,=c -b, est non nul,
' i i

2°) £ est une racine de Si(O,l,v) qui est distincte de 1 et -1 et qui est racine

simple de llli(v) 1=c vr~1+1+(c +bi)(vn+ wtV)te .

Si aucune confusion n'est & craindre nous écrirons plus simplement (&i; Si,E).

V- 1.1 : LEMME : Soit (8i;Si,%’) une solution primitive associée de (&) et soit

+
p(1,0)=1" Licur® +ote T,

n+l-t

.81 & -1#0 pour 1<t<® alors c o, 1<t<t.

ntl-t
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Démonstration : On considére v(A\) la solution holomorphe de si(k(1+v M) ,1,vN))=0
qui vérifie v(o)=£. L'existence et l'unicité sont assurées par le théoréme des
fonctions implicites car ¢ est racine simple de Wi(v) . Par symétrie v(\) vérifie le
systéme :
Pi(?\(1+v(>\)) 1)+ (e -bi)+[a M1+v(N)+ btc v r(,v(N) = o
(&)

n+1

Pi(7\(1+v()\)),v()\))+(c-bi)v()\) +[a7\(1+v()\))+biv()\)+c]R(l,v, A\)=o .

On remarque l'égalité :
(c-b,) v ) nHl, [ar(+v (M) + biV()\) +c] R(1,v(A))=(c - b, )+ [aX(14v (7\))+bi+cv()\)] rR(,v (V).

Ainsi par différence dans (%) il vient :
Pi()\(1+v()\)) , 1)=1>i(>\(,1+v(>\)),v(>\)) ).

En dérivant une fois (*) en A=o il vient :

cn(1+i)(1-£n)=o donc si £"#1 on a bien c =o.

Procédons par récurrence et supposons ¢ o, 1<t<g-1.

-t
En dérivant £ fois (*), en A =0, on obtient :
n+1-2 .
- = .
cn+1_2(1+£)(1 £ )=0 , d'od le lemme.
V- 1.2 : Soit (&’:i;Pi,xi,a,bi,c,k,,9”,;1,2) une solution primitive associée de (&)

on note A(c,b,,,S;,n) les conditions arithmétiques : grti-t_y #0, 1<t<n.
si A(c,bi,’é,si,n) sont vérifiées alors (ﬁi) s'écrit :

k
™y arrw, v+ c @ v 4 (e +b,) (U V4t UV = jl=11 s, (7+ (uj-ui)u,u,v)

§2. Cas ol il existe un indice j tel que xj=o

Notation : Dans tout ce paragraphe et jusqu'ad la fin de ce chapitre p désigne un

nombre premier. On suppose dorénavant n de la forme p-1.

V- 2.1 : PROPOSITION : Si n=p-1 et s'il existe un indice j, 1<j<k, tel que
=o dans la relation (8j) correspondante alors ou

i) c et bj sont nuls, ou #) k=1, ou ii) k=2, r;=1, r,=n (r;=n, r,=1).

Démonstration : D'aprés 1l'hypothése la relation (&j)° s'écrit :

.,1,v), or R(1,v) est irréductible(car n=p-1) d'ou la

(cv+bj) R(1,v)= ir=11 sj_(“i_“j

proposition. ®
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V- 2.2 : Remarque : Le cas i) rentre dans la "catégorie c=o0" (cf.chap.III).
Les cas 1i) et iii) sont traités par (I;4.2) et (IV;2.2) respectivement.

§3. Cas oll c#0 et Xj #0 , 1<j<k, existence de solutions
primitives associées

Avant toute chose, notons le résultat suivant qui nous sera bien utile :

V- 3_1 : LEMME : Soit E un fibré uniforme de rang (n+1) sur Pn de type de
scindage (k; rp.. T i My nk) . Si n est pair et s'il existe deux indices
iet j, 1<i<j<k, tels que T et rj soient impairs alors, dans:la relation
(&) correspondante, c est nul.

+
Démonstration : Considérons le polynéme F(Y)=Yn 1

+ clYn+ - ho Y+x. Il est de
degré impair & coefficients réels, il a donc une racine réelle : A . Dans (&)
posons : T=\A et U=1 il vient:

k
(al+b+cv) R(i,v)=if=l1 Si(7\+u 1,V

Si ¢ est non nul, le membre de gauche a une racine réelle, celui de droite au moins

deux ce qui est absurde. ®

Faisons maintenant quelques remarques élémentaires :

V- 3.2 : Remarque : Dans les hypothéses de ce §3 s'il existe j, 1<j<k, tel

que rj>4 alors il existe ¢ racine de Sj(O,l,v) telle que (& ,Sj,‘é) soit une solu-

3

tion primitive associée. En effet, d'aprés (III;1.3), Sj(O,l,v) a une racine com-

plexe £ qui est donc une racine simple de \llj (v).

V- 3.3 : Remarque : Soit S(V)=Ev*+Dv+ E, alors S(v) a une racine double si
et seulement si S(1)=o ou S(-1)=o0 . Donc si ri=2 et si si n'est pas solution pri-
mitive associée alors c vaut Lb. ou 1b. . En effet si 1 est racine de

n+2 i n+2 i

S;(0,1,v) alors 1 est racine double de Si(O,I,v) et donc de \//i(v), ceci implique

- Tc=bi . Par le méme raisonnement on voit que si -1 est racine de Si(o,l,v)

alors -1 est racine double de V¥, (v)=(v+1) (cv +b vn-1+

+2
et \l/]!_(—l)=o si et seulement si nT c=bi. Supposons maintenant que les deux

.. +bv+c) (carn estpair)

racines (a; , @;) de Si(O,l,v) soient des racines multiples de llli alors a;=a,=a car

\l/i n'a qu'une racine multiple (cf.III;1.3) et donc a=1 ou a=-1 (car @ est racine
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multiple de Si(O,i,v) ).

V- 3.4 : Remarque : De l'égalité : HV' + GV +Gv+H=(v+1)[Hv?+(G-H)v +H] on

déduit comme ci-dessus: si r,=3 et si Si n'est pas solution primitive associée

2 c=b, ou -n—+2c=b. .
i n i

alors

Pour montrer l'existence de solutions primitives associées nous avons besoin du

V- 3.5 : LEMME : Soit Qt(v)=P(t,1)+(b+cv)R(l,v) avec
P(t,l):tn+1+ cltn+...+cnt+x . 8i b#-c alors v} ne divise jamais Qt(v) et

Qt (v) n'a jamais de racines complexes non nulles d'argument (2k+ 1) 7/(n+1) .

Démonstration : Pour la deuxiéme assertion il suffit de considérer (v-1) Qt(v). L]

V- 3.6 : PROPOSITION : Dans les hypothéses de ce §3 et si n>6, il existe
toujours une solution primitive associée.

Démonstration : D'aprés (V;3.1 et V;3.2) il nous reste a traiter le cas suivant :

il existe un seul indice j, 1<j<k, tel que rj=1 (ou 3) et si i#j alors ri=2 .

Comme n=>6, il existe au moins trois indices avec ri=2 ou 3. Soient L 1<2<3,

ces indices.

Si les Si (1<2<3) ne sont pas solutions primitives associées alors (cf. V;3.3 et

2
V;3.4) bi vaut 11120 ou _E‘L;_zc , 1<2<3, il existe donc t et s, 1St<s<3, tels
2
= i i i = e=a = <i< =+ 2 .
que bit bis. Ceci implique a=o (car bi. aui+b) ’ bi b, 1Sisk,etc n+2b
En particulier c#-b et pour i, 1<i<k, la re]:tation (&i)" s'écrit :
n+1 n
= 1 - .
cv “+(c+b)(V+.+v)+c et Sm(llm By 1,v)
Montrons maintenant le résultat suivant :
(*) Y(v): = cvn+1+(c +Db) (vn+ ..+V)+c a une racine complexe non nulle 8 vérifiant :

m/(n+1) <argf <57/ (n+1) .
En effet soit \Pt(v): vty t(v™..+v)+1; pour t>1, ll/t a deux racines r, (t) et
r, (t) d'argument strictement compris entre 7/(n+l) et 57/(n+1) : c'est une consé-

quence des faits suivants (cf.III;1.3) :

i) lbs a une racine d'argument (2k+1)7/(n+1) si et seulement si s=o.

e2i1r/(n+2) é}iﬂ/(n+2)

ii) ¥,a et comme racines.

iii) Pour tout s: llls(o) #0. De plus on a les inégalités :
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(2k+ 1) 1/ (n+1) < (2k+2) 7/(n+2) < (2k+3) 7/(n+l) si o<k<’§‘_ 1
et : 2<g— 1 si n>6. Pour les mémes raisons si 0o<t<1, r;(t) et r,(t) ont encore
un argument strictement compris entre m/(n+1) et 57/n+l) :
Pour t=0, une des deux racines, disons par exemple r,(o) , prend la valeur e3i1r/(n+1)‘
et donc pour t<o: w/(n+l) <arg(r,(t)) < 57/(n+1l) (cf. i)). .

Pour t= (c+b)/c, wt=é¢l et (*) est démontré.

En revenant & la relation (&), , d'aprés (*) il existe i, 1<i,<k, tel que
Sio(ﬂi'#l 1110)=°-

Nous allons montrer que S (0 1,v) a une racine complexe { d'argument
strictement compris entre 1r/(n+1) et 57/(n+1). Ce sera alors une racine simple de
xJ+ (cv+b:I YR(1,v)=¥(v) (cf.III;1.3) et (&io' S, , £) sera donc solution primitive
associée. Soxt Y l'ensemble des réels y tels que S (y My, 1 ,v) ait une racine non
nulle r(y) d'argument strictement compris entre 1r/(n+1) et 57/(n+1). Y est nonvide
(i1 contient Il. ) et est ouvert. Montrons que Y est fermé. Soit y, adhérant & Y et
v, une racine doe S; (y k1,1,v) adhérant & tous les ensembles r(YN]y,-€, y,+€[).
Pour y dans Y, S (y M1,1,v) est divisible par (v-r(y)(v-r(y). Comme

P(ty,, 1) + (b+cv) R(1,v) n'est pas divisible par v?

(car b#-c c¢£.V;3.5) la racine
v, est non nulle. Pour conclure il suffit de montrer que pour 2=0,2, 0 réel et
b#-c: 0+(b+cv)R(1,v) n'a pas de racine non nulle d'argument (22+1) 7/n+1) :

c'est justement le lemme (V;3.5). ®

§4. Les conditions arithmétiques

Soit (8]._ ;a, bi ,c,k,%,1,§) une solution primitive associée de
(&i ;a,b,c,kx,¥,Hn). Si les conditions arithmétiques

Ale, b, , £, S; /1) : {£n+1—t_ 1#0 , 1<t<n sont vérifiées,

" alors d'aprés (vV;1.2) : Pi(T,U) = Tn+1.

On étudie dans ce qui suit & quelles conditions, portant sur c et bi les relations

'

A(c, bi €, 84 n) sont vérifiées.

V- 4.1 : LEMME : Si pour tout r, 2<r<n, on note q.. le reste de la division
+1

de n par r et si <I>r(_x) ne divise pas qu1*2+ bi x3r -bix -c (ol ‘I’r désigne le

r-iéme polynéme cyclotomique) alors les conditions A (c ,bi,’é ,Si,n) sont vérifiées.

n+l-t

Démonstration : Supposons que l'on ait § =1 pour un certain t, 1<t<n,alorsé
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est une racine primitive r-iéme de l'unité pour un certain r tel que r divise n+l-t.
Remarquons que r>2 car ¢ #*1 par hypothé&se. Soit : n=xr+q_ , o<qr<r <n. Ona :
P+t =t 4t et de: c£n+1 +(c+bi) (™4 ..+f)+c=0 il vient :
cg‘lr"'l +(c+bi) ¢ 4. +E)+c=0.
En multipliant par §{-1: ciqr+2 +bi$q’-'+1 - bié-c =o.

Comme ‘I’r est le polynSme minimal de § sur Q , on a le lemme. ®

t -1
- 4. : que : i \ ] ivi . -b.X -~
V- 4.2 Remarque Si c#bl et cbi#o alors . ne divise pas cX+bl>{’ B le c
pour t=2,r,r+l . Donc si pour tout r, 2<r<n, <I>r ne divise pas qu+bixq -biX—c,

2<g<r, alors A(c,bi,’é,si,n) est vérifiée.

V- 4;3 : Pour démontrer le lemme suivant nous avons besoin de quelques résultats
de la théorie des corps cyclotomiques que nous rappelons ci-dessous (cf.[Lang] pour
plus de détails). Soit 0:=exp(2im/r) une racine primitive r-iéme ‘de l'unité. Le
groupe de Galois, ¥(0), del'extension Q(6) de Q@ s'identifie 4(Z/rZ)*: a x avec x<r,
(x,r)=1 on fait correspondre 0 dans ¥%(0) entiérement déterminé par

0 (0)=exp (2imx/r). Ainsi %(0) permute les r?pci?es de ‘Pr. On définit la norme, N ,
de Q) par rapport 3 Q@ : Vx€ Q(f):N(x) = iI=I1aj_(x) ou les o sont les éléments
de Q). La norme est multiplicative : V€ Q(f), Vy€E€ Q(f), N(xy)=N(x)e+ N(y).

(x)

Si a€Q :N(a)=a’ (car %(0) laisse Q fixe). Si r; divise r et si ¥ est une raci-

ne primitive r;~iéme de 1'unité on a les inclusions :
9) -
QC Q)T Q) et pour tout x dans Q(¥) on a : N(x)=N'(x)[Q( ): Q)]
oli N' désigne la norme de Q(¥) par rapport & Q.

comme : [QB):Q]=[Q(0): QI[Q(¥): Q] il vient : N(x)=N.(x)¢(r)/¢(rl) .

V- 4.4 : LEMME : Si r>12 et si cb#o0 et c#*b alors ‘I>r ne divise pas
ch+qu—1—bx—c , 2<g<r.

Démonstration : On peut supposer c et b premiers entre eux. Nous allons montrer

que si ¢ divise qu+bxq_1—bx—c, avec r>12, alors c=%*1 et b=*%1.

On pose 9=e2j'"/r. si ‘Pr divise ch+bxq’1—bX-c alors c(09-1)=-p6 (Gq—z- 1) (%)

Soient d=(r,q-2) , ryd=xr, V¥: =0q-2. Il est clair que ¥ est une racine primitive

r;-idme de l'unité. On note N la norme de Q(f) par rapport & @ et N' celle de Q(¥)

par rapport & Q. En prenant les normes dans (%) il ;rient :

&) aivise (-bfT) N@O)NW-1), or (b,c)=1 et N(8) vaut 1 donc ¢ F) divise

N(¥-1).
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Comme ¥-1 appartient & Q(¥),ona: N(¢—1)=N'(,¢-1)‘p(r)/(”(r‘.). De xrl'1+...+ 1=sTlIr <I>S(x) il
elr,) s>
vient en posant X=1: r, =( slllrltbs(l))( igl (1—wi))
1<s<r;

ou les wi' 1<i<yp (r;), sont les racines primitives r;-iémes de 1l'unité.

o(xy)
D'autre part: N'(¥-1)= I (o (¥)-1)= .1_11 (w,-1) car quand 0 parcourt % (V) ,
0EZ(Y) =t

o (¥) parcourt les racines primitives r,-iémes de 1l'unité. Ceci montre que N' (¥-1)
divise r;. De ce qui précéde on déduit : c¢(r‘) divise r; (*%),

Si c est différent de 1 et -1 il existe un nombre premier p qui divise c et ry.
Soient £ et 7 les plus grandes puissances de p qui divisent c et r, . On pose r,=p7m.
De (¥*) il vient : £« p7_1(p—1)«p(m) < 7. Ceci implique f=1, p=2, m=1 et

Y=1 ou 2. En effet :

si £22 alors £p 22">7; si p>2:p Np-1)22">7; si m>2, ¢(m)>2 et

o' o m) >2"> .

Finalement pour £f=1, p=2, m=1 on a : 27_1<'Y c'est-a-dire 7=1 ou 2.

Soit maintenant g-2=24, de gq-2<r et r=r;+d il vient < r;.

De ce qui précéde: r;=2 ou 4 et donc : q—2=€§ avec o<e€ <3,

Ainsi 0q—2 ne peut prendre que les valeurs *1 et *i.

De (*) on déduit que # satisfait & une équation de degré au plus quatre & coeffi-
cients dans Z, ceci n'est possible que si ¢(r) <4, c'est-a-dire r<12. Cecimontre
que sous nos hypothéses ¢ vaut 1 ou -1. De la m&me maniére en posant :

d'=(r,q) , rd'=r, £:=09 avec ¢ racine primitive r,-iéme de l1'unité on montre que

b vaut 1 ou -1. ®

V- 4.5 : LEMME ; Soitpq(x):=qu+bxq'1—bx—c , 2<qg<r,

e211rk/r

r>2, et x:= . On suppose cb#o , c#%b et (k,r)=1.

o implique: f3a-10 _ b . 4. _
Alors Pq(x) o implique : tg 0 e ©°8 :=km/r.

De X_q/2
q/2-1

Démonstration : -c )8/2— b)(q/z_1 =- cx_q/z— b )(_q/z_1 '

a/2

P(X)=0o il vient:

donc -cx "-bx est réel (|x|=1); ceci implique : csinq9+bsin(q;2)0=o.

Remarquons que d'aprés nos hypothéses sin(g-2)6 #o (dans le cas contraire on aurait
aussi singf=o d'ou (g-2)k=r® , gk=rm et r(mR)=2k c'est-ad-dire r divise 2
ce qui est absurde). On a donc : ———=—— = - =, On pose t: =q-1. En développant,
sin(g-2)0 c
il vient :
-1
-b/c=(1+ (tgto/tgg))e(-1+(tg td/tg b))
Remarquons que cosf costf #0 car b# * c. En appliquant la transformation

-1-t
£(0) = 1%

on a le résultat annoncé. ®
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V- 4.6 : LEMME : Si r est impair, supérieur ou égal & 5, et si éb#o , c#%hb

alors <I>r ne divise pas exd+pxTlpx-c 2<g<r.

Démonstration : Si @r aivise cx¥+bx3 _px- c, en appliquant (V;4.5) avec k=1
et k=2 il vient :

tgla-D}=tgla-Z / tgZ (=(b-c)/ (o))
d'ol : tg 2(q-1)1£/tg(q—1)1i=tg 2:—:—/th .

En particulier f(x)=tg 2x/tgx prend deux fois la méme valeur pour x'=7/r et
x"=(q-1)7/r avec o<x'<7/4 et o<x"<7. Ceci montre que x'=x" ou x'+x"=m,

c'est-d-dire gq=2 ou g=r d'od le lemme.®

V- 4.7 : PROPOSITION : Soit n=p-1 ol p est un nombre premier supérieur ou égal
a 7 Soit (&i, a, bi' c,k,S,H4,t) une solution primitive associée de
(& a,b,c,k,S,n). 8i ¢ bi#o et ¢ #ibi alors les conditions arithméti-
ques Al(c, bi €, Si’ n) sont vérifiées et (cf.v;1.2).

La relation (&i) est de la forme :

k
n+1 n+1
T 4+(c-b U +(aT+b,U+c V) R(U,V) -jr=11 sj(T+(uj—ui)U,U,v)

Démonstration : D'aprés (V;4.4) et (V;4.6) il reste & montrer que pour r apparte-
nant & {3,4,6,8,10,12}, ‘I’r ne divise pas ¢ er+2+bxqr+l—bx—c ol q, est le reste
de la division de n=p-1 par r avec p=>7. Ceci se vérifie facilement en utilisant
la démonstration de (V;4.4) et en remarquant que a, ne peut prendre que certaines
valeurs: par exemple d¢ ne peut prendre que les valeurs o et 4; pour les autres

on aurait p-1=6x+qge et si g¢=1,2,3,5 alors 2 divise p ou 3 divise p. ®

V- 4.8 : Remarque : Le cas ol ¢ est nul dans la relation (&) est traité en
(III;3.4). Si c—bi=o alors xi=o (c£.III;1.2) et dans l'hypothése od n=p-1, ce
cas est traité en (V;§2). Ainsi les seuls cas "pathologiques" sont bi=o B c+bi=o :

il font l'objet du paragraphe suivant. Le cas de (V;4.7) est réglé au paragraphe 6.

§5. Les cas pathologiques b;=o0 , c+b;=o
V- 5.1 : Cas ou b, est nul

Les hypothéses sont celles du §3 : n=p-1, c est non nul et pour tout j,

44



SUR LES FIBRES UNIFORMES DE RANG (n+l1) SUR "

1<3<k, xj est non nul. On suppose que (&i;a ,bi=o ,c,k,S,u,t) est une solu-

tion primitive associée de (&) .

V- 5.1.1 : PROPOSITION : Sous les hypothéses de (V;5.1) s'il existe #, 1<2<k,

tel que b2=o alors on a k=1 dans la relation (&) correspondante.

Démonstration : De bi= by il vient a=o0 (bi= -au+ b) et b=o (carkbi= o) ainsi pour

tout j, 1<j<k, x,=c et (8j)° est de la forme : c(vn+1

+u+1)= II - .
1) 1S (1 pj ,1,v)
n¥1

Soient P(t,1): =t +c1tn+...+cnt+x et Q (V)=P(t,1) +cVR(L,v) .

Ona: v’ ne divise jamais Qt(v) et en considérant (v—l)'Qt(v) on voit que Qt(v) n'a

jamais de racines complexes non nulles d'argument (2k+1)7/(n+2).

(&1)0 s'écrit : c(er.1 Il

+...+1)=m | m(um-ul ,1,v), il existe donc j, 1<j<k, tel
24 /(n+2)y "0

que sj(nj—u1 r1,e
En considérant l'ensemble des réels y tels que Sj (y-#,,1,v) ait une racine non
nulle d'argument strictement compris entre 7/(n+2) et 37/(n+2) on montre, comme

211r/(n+2)= °

en (V;3.6) que Sj(O,l,e Ainsi (ﬁj; S, ’§,=e211r/(n+2)) est une solution

+1-
primitive associée de(8) vérifiant A(c,bj ,¢ ,Sj ,n) (car ¢ 1-s_ 1#0, 1<s<n) dés
lors la relation (&,) est de la forme (cf.V;1.2) :

n+1
T +cR ., (U,V) = mﬁl Sm(T - i) u,u,v).

+1
Pour conclure il suffit de montrer que le polyndme : Tn +CcR (U,V) est irréducti-

n+1
ble. Or ceci est une conséquence du critére d'Eisenstein car le polynSme irréducti-

ble : ®(U,V)=V-U exp (2im/(n+2)) divise cRn+1(U,V) mais ® ne divise pas Ro.q- L]

V- 5.1.2 : PROPOSITION : Sous les hypothése de (V;5.1) et si pour tout j diffé-

rent de i, 1<j<k , bj est non nul alors

ou il existe une autre solution primitive associée (82 ;a, b’2 , C, SQ ,£') avec
by #0 ou la relation (&i) s'écrit

ou la relation (&i) s'écrit :

™l arrU, v+ R (U,V)= ]ﬁS(T(l-P)UUV)
a ! CR 1\ UV)= g ST VRym#y) U/T

Démonstration : S'il existe r.> 4 avec j#1i c'est clair (cf.v;3.2).

On suppose donc rj<3 pour j#i. (8i)° s'écrit :
c @™ty I s@-u, ,1,%
B =n=1 mum l-‘i: V).

Soit { une racine primitive (n+2)-iéme de 1l'unité, alors Si(0,1,§)=o. En effet

pour n>7, ¢ (n+2) vaut au moins quatre, le polyndme minimal de { sur Q est donc de
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degré au moins quatre et on ne peut avoir : Sm(ttm-ui,l,i')=o sim#i.
Ainsi (ﬁi, a, b= 0,c, Si,i‘) est une solution primitive associée qui vérifie

A(a,b,c,S,k,n) et d'aprés (V;1.2) on a le résultat. ®

V- 5.1.3 : Remarque : En (V;6) on montre que si (8]._) est donnée par :

n+1 = 1
T +aTR(U,V)+cR (U,v) = I Sm(T+(um—Ili)U,U,V) avec c#0 ,

alors k=1.

V- 5.2 Cas ou c+b, est nul
Les hypothéses sont identiques a celles de (V;5.1) si ce n'est que pour la

solution primitive associée (8]._; Si’ £) ona : c+bi=o .

V- 5.2.1 : PROPOSITION : Sous les hypothéses de (V;5.2) on a k<2 dans la rela-

tion (&) correspondante. De plus si k=2 alors r;=1 (ou r, =2).

k
Démonstration : La relation (&), s'écrit : c(vn+1+ =11 su,-u,1,v).
—_— e i j=1 373 i

p:l i
L ovPr 1 ce qui est encore égal & (v+1)(i§°(-—1)ivl) c'est-a-

Or n=p-1 donc v

dire (v+1) <I>P(-v) ou, si 1l'on préfére : (v+1) <I>2p(v). Par irréductibilité on a le

résultat. ®

V- 5.2.2 : Remarque : Si k=2 etr; =1 (ou r,=1) on sait que les fibrés corres-

pondants sont (& isomorphisme prés)

&y Gpn(ui) , Tpn(-2+#1)®01m(llz) ’ ﬂl‘,n(2+uz)®0pn(u.) (c£.1V;§2).

§6. Fin de la démonstration du théoréme III'

Pour achever la démontration du théoréme III' il suffit de prouver :

V- 6. : PROPOSITION : Soient n=p-1 et la relation :

n+1+ Un+1

k
(*) : ™haTrE,vrew y+(c +b, ) (U V+.t+uv)= IS (T+(u-u )u,u,v).
iy i=171 i i,

Si c=o0, on fait 1l'hypothése supplémentaire : bifo et v divise Si°(0,1,v).
Alors, sous ces conditions : k=1.

L'hypothése supplémentaire pour le cas c=o est motivée par (III;2.3) et (III;3.4).
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La démonstration de cette proposition fait 1l'objet de tout ce paragraphe.

V- 6.1 k<4

Pour simplifier les notations posons b:=b, et a,:=p-p, , 1<i<k, on a

i, 1T
a, =0 et les @, sont consécutifs (car les Ilile sont) .

o
Soit (&) :

k
™ arrwv+c ™ o™y cop) @Pveruvh= s (rre v,

En remplagant T par T-@,U on obtient la relation (&2)

n+1 n+1[

T 4t (<17 (1) ) TUN U n+l ““

(-1) +c-bl+[aT +(-aa+b)U+ cv]=
Q2

k ,
= iI=I1Si(T+(ai' @ )U,U,V).

+
Comme d'habitude on pose : b!Z : =-aa2+b et Xpt =-ax; 1+c-h (n=p-1 est pair).
D'aprés (III;1.2) on a deux possibilités :
n+1

1. Xp=0 , 2. x2=c-b2 , c'est-a-dire 1. Gy "=c-b , 2. ar;z——--a.

Si k est supérieur ou égal & cing il est clair que la condition 1. ou 2. ne peut

&tre satisfaite pour tous les @, (prendre a,=%1,%2).

Nous sommes donc ramenés a étudier :

n+1 n+1 n+1

(&) T +aTR(U,V)+c(U )+(c+b)(U V+. +UV )=, ﬁ S(T+a u,u,Vv)

avec : ai—o ’ a -a, ,=1, 1<i<k , k<4, et la condition : si c#o0 alors b#o et

i+1
v divise S (0 1, v)

Rimarquons que le coefficient de T U, c1, étant nul dans (&) on a la relation :

i§1 rif!i=o , en particulier k# 2. Par la suite on suppose 3<k<4 et on distingue

deux cas selon que: 1) x =0 (1=Db-c) ou 2) x =c-Db, (1=-a).

11 i1 11

V- 6.2 Cas ot x, ,=o (l=b-c)
— i-1

i & :
Pour la relation ( i°+1) on a

i) xi°+1=o ou ii) xio+1=c—bi e
D'aprés 1l'hypothése on voit que : ]1( b-c et a=-1.
(810_1)0 s'écrit : c(v+l)*R(1,v) = H1 Sl(al it +1,v) (car bio-1=b_1=C) . Par irré-
ductibilité de R(1,v) il vient c=o0 et donc : b=1 ﬁt a=-1." (&) s'écrit :
™1 rru,v)+UR®,Y) - uP = JL s (r+e U,u,0).

Le membre de gauche s'écrit aussi :
(r-v) [R(T,0) - R(U, V)] = (T-U) (T-V) 2 __,(T,U,V)

s L . _ . . e s t
oa Z . (T,U,V) désignele polynéme (irréductible: cf. [E-H-5]) s+t§u=n—1T u-v

u
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Cecl montre que Si(T,U,V)=En_1(T,U,V) ce qui contredit 1l'hypothése :

°
v divise S, (0,1,v).
10

V- 6.3 : Cas ol X, ,=c=-b,

-1 1,-1 (a=-1) et rio_ = 4.

1

), s'écrit :

La relation (&,
i1

n+1 n k
=11 -
cv’ +(e +bi°_1)(v +etv)te=_ I s (e aio-l'l'v)

avec b, =b-1.
i,-1
V- 6.3.1: c est nul
Si ¢ est non nul, comme T _1>4 , il existe ¢ racine de S; _1(0,1,v) telle
-] o
que (ﬁi R Si 1 £) soit une solution primitive associée de (&) (cf.v;3.2).
o o

Soit P, _1(T,U) =Tn+1+clu ™+ ..+c_ulT. D'aprés (V;1.1) si £'-1#0 ona c =o.
o +

Mais Pi _l(T,U)=(T+U)n+1—Un 1 et Cn est manifestement non nul, donc £n= 1.
o

n+l n . . -

De cé +(c+bi _1)(’;' +..+§&)+c=0 il vient c((+1)=0 d'ot c=o (f#%*1 par
o

définition des solutions primitives associées).

)

V- 6.3.2 : c étant nul (&i _4)s devient :

n-1 k
b, v(v: 4..+1)=TI s (a, -
i=1"ii

i1 1,v).

117

Remarquons que bi _1=° est équivalent & b=1, comme par hypothése a=-1, ce cas se
o
traite comme (V;6.2). Par la suite on suppose donc bi _1#0. Soit { une racine
o

n-iéme de 1'unité telle que (8i -1
o

iSy _q¢ {)soit solutionprimitive associéede(&).
o .

On considére v(A) la solution holomorphe de Si _1(7\ (1+v(\),1,v\))=0 avec
. o
v(o)=¢ . L'existence est assurée par le théoréme des fonctions implicites car { est

racine simple de S, (0,1,v) .
i,-1

Par symétrie v(N) vérifie le systéme :
Pio-l(x(1+vm>,1)—x(1+v(x» R(LvON+b, R(l,v()\))-bio_lr °
n+1___°

Pi°—1(m+" AN, v )= N1+v Q) R(L,v(A)+ L M)eRr(1,v(A ))_bio_lv(x)

(#)

+
Avec : P, _(T,0): =+ utlog™l,
o

En utilisant les relations : R(1,§)=1 , R'(1,§)=n/(-1) (qui s'obtient & partir
de xn+1- 1=(x-1) R(1,x) et en dérivant la premiére équation de () en A=o0 on a:

v' (o) = (1—&'2)/1010_1.
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En dérivant deux fois (Sp) on obtient le systéme :

2¢_(1+5) 2+ v"(0) b, _, R'(1,§)+v'(0)[2¢ - 2R(1, §) -2 (145 R'(1, )]
h-1 i,-1 n
+v' ()b, _ R"(1,§)]=0
io_lfR'(l,i')- (n+1) bi°_1]
+v'o)2n ™! cl1+d+ 2¢§"- 2R (1, §)- 2(148) R (1,0)]
+v'(F [2b; | R'(L,5)+b, | FRYL, ) =(nt1)nb, _ =0,

), 2c "1+ 6) 4 v (o) o, R(1,)+D

1

On sait que cn_1=(n+1)n/2 et cn= n+l. En utilisant les relations précédentes :
R(1,§)=1, R'(1,§)=n/(-1) et en remarquant l'identité :
R"(1,x) (1-x)+ n(n+1) x™ 1 = 2R' (1,x)= 0 , par différence dans (" ), il vient :

n(n+1) (1+8)? (1- ;“‘1)+v'(o)[-2n(n+1)§“"1(1+;’)]=o .

En remplagant v'(o) par (1-¢2 )/bi -1
o

_ (-8 27+
el 0P (-0t

c'est-a-dire : bi 4 =-2 ce qui implique b=-1 (V;6.3) et la relation (&) s'écrit:
o

n+1 n+1

k
T "-TR(U,V)+U -UR(U,V)= iI=I1 Si(T+aiU,U,V) .

Le membre de gauche s'écrit aussi : (T+U)[R(T,-U)- R(U,V)] =(T+U) (T+V) En_l(T,—U,-—V) .

On déduit : Si ('I‘,U,V)=En_1(T,—U,-V) ce qui contredit encore une fois 1'hypothése :
o
v divise S, (0,1,V).
lO

- . Y =c- = - <
V- 6.4 : Cas ou xio_1 c bio'l (a 1) et rio_1\3

Faisons d'abord une remarque d'ordre général :
- Soit E un fibré uniforme de rang (n+l1) sur " de type de scindage

(ki Xy oy i Ay y ey ozi =0, .. ,ozk) tel que la relation (&) qui lui est associée
o
s'écrive :

n+1 n+1+Un

k
T+ a TR(U,V)+c(V ) L (ctb) (U V4. 40V = I S .(T+a

j=1 5§ iU,U,V).
On a donc : ci(E)=o , 1<i<n, ce qui implique ci(E")=o, 1<i<n, E désignant le
dual de E. E" est de type de scindage : (k; rk P Ty g —0&, ...,—ai°=0 peerm0y) et
la relation (&) qui lui est associée est de la forme :

n+1 n+1

™ +a' TR(U,V)+xU" +(c'V+b'U) R(U,V)= Hsi(T-aiU,U,v)

avec x=0 ou x=c¢'-b' (car -ai=o-, cf.ITI;1.2).
-]
V- 6.4.1 : r =3

"De Zr.a=o il vient : r, -3+€2r=o avec: €=o si k=3, €=1si j=i,+2
i1 i,+1 j
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et €=-1 si j=i -2. On en déduit les types de scindages possibles :

(k=3; ri°+1=3 ' rie, ri°_1=3) , k=4 ; ri°+2=1 , ri°+1=1 , ri°_1=3) , k=4 et ri°+1>5 .

Par dualité le dernier cas se raméne & (V;6.2 ou V;6.3).
Pour les deux autres, on remarque que LI 1 et Loy étant tous les deux impairs,
o o
d'aprés (V;3.1), c est nul. La relation (&)okdevient :

n-1 _
bev(v  +.t)= Il s (@, 1,v)

De plus Siot

se Si(O,l,v) par hypothése). Ceci est absurde.
o

1((!1011 +1,v) ont chacun une racine réelle qui est non nulle (carv divi-

En raisonnant par dualité & partir de Zri ai=o , on voit qu'il suffit de

traiter : (k=3, ri°+1=2 , rio’ ri°—1=2)'

Pour la relation (&i +1) on a deux possibilités :
-]

1. xi°+1=o (1=c-b) , 2. xi°+1=c-bi°+1 (a=-1).

* 1. Sous cette hypothése (I*Ei°+1)° s'écrit :

c(v+1) -R(l,v)=HSi(ai—a; 1,v) (biu*‘

i+l ' =1l+b=c)

1

Par irréductibilité de R(1,v) il vient c=o et donc b=-1: comme en (v;6.3.2), on

voit que Si (T,U,V)= En—l(T'—U’—V) ce qui est une contradiction.
o

« 2. s8is, et S, ne sont pas solutions primitives associées de (&) alors
i,+1 i-1
2 n+2
£042 £0+2 ; =b- =
o C bio‘l et f—oc bio+1 (c£.v;3.3). Comme bio_l b-1 et bio+1 b+l avec

b#0, on voit que ceci est impossible. Il existe donc { racine de S (0,1,v) telle

141

que (&i +q 7 Si +1 ,£) soit une solution primitive associée de (&). Comme en (V;6.3.1)
o~ o~

et b, non nuls (les cas a=-1 et

1 igHl

b=1 ou b=-1 sont traités en (V;6.2 et V;6.3.2) ).

on montre que c est nul. On peut supposer bi _
o

Si Si +1 désigne la solution primitive associée alors :
oF

Si +1(0,1,v) divise vn—1+...+1 (car -1 n'est pas racine de Si :1(0'1"’) par défini-
o~ o
tion des solutions primitives associées).

-1

s, ,,(*¥1,1,v) divise v '+ ..+1 (car v divise S, (0,1,v)) et S, +,(¥2,1,v) divise
1011 1, .‘Lo-l

n-1

v(v' "+..+1). Or ces trois conditions ne peuvent &tre réalisées simultanément, cela

se voit & partir de la forme explicite de Si +1(T,U,V) et en utilisant la remarque
ot
suivante : si P(v) est un polynéme a coefficients entiers, de degré deux, qui divi-

n-1 s 5
se v +..+1 alors, & une constante prés, P(v) vaut vty +1 ou vi+1.
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CHAPITRE VI

FIBRES UNIFORMES DE RANG (n+l) SUR P"” POUR DE PETITES VALEURS DE n

§ 0) 1Introduction
§ 1 n=3
§ 2) n=4
§ 3 n=5

§0. Introduction

Dans ce chapitre nous démontrons :

THEOREME III' : Pour n tel que 3<n<$5, les fibrés uniformes de rang (n+1)
sur P sont (& isomorphisme prés) :
® ol ® .
Tpn(a) opn(b) ’ Pn(C) Opn(d) ’ 191 rl OPn(ul)
Le plan de la démonstration est le suivant : pour chaque valeur de n nous
nous limitons aux fibrés uniformes de type de scindage consécutif.
(i.e. :I‘i-#i+1=1 , 1<i<k) (cf.III;§2). D'aprés (I;4.2) et les résultats de (III)
on peut écarter certains types de scindage (k=1 ; k=n+l ; k=n ; k=2 r; =1 (r=2);
k=3 ry=r;=1; k=2 r =2 et n pair). Les types de scindage restant seront dits

irréductibles. Maintenant, & chaque cas irréductible on associe sa relation (&) :

+1 +
o +c1UTn+...+cnUnT+ xt™ @ T+burcv) R(U,V)= RUETC RN AR

Si ¢ est nul nous pouvons utiliser la "classification" de (III;2.4). Ainsi la
seconde étape consiste & montrer que pour chaque type de scindage irréductible,
dans la relation (&) correspondante, "c est nul". Une fois ce résultat obtenu,
nous sommes ramenés & la situation de (III;2.4) et pour conclure il suffit de

prouver les

LEMME (n) : Soit E un fibré uniforme de rang (n+1) sur P" de type de

scindage irréductible (k; ry.. rk P By uk) .

Alors il n'existe pas j, , 1<3j,<k, tel que la relation (&,) s'écrive :

™ arr, V)+by UR(U,V)-by s FI s+ - ~H )UU V) avec b, non nul
o

et v divisant S, (0 1,v).

VIi- 0. Remarque k Il suffit de prouver les lemmes lorsque r_ >2 (car UV divise
s (0 u,v) ) et E (u -Hy ) o (car le coefficient de UT" est nul dans (u ) ),
2.

i
en partlculler k#

51



P. ELLIA

§1. Fibrés uniformes de rang 4 sur P°

VI- 1.1 : Réduction du probléme.
D'aprés (IV) et par dualité il suffit d'étudier les deux cas irréductibles

k=2 ry;=2 r,=2 et k=3 r=1 r,=1 ry;=2.

VI- 1.2 : k=2, 1,=2, 1r,=2

Pour étudier la relation (&) on pose :

S1(T,U,V)=T>+ T A(U+V)+ H(U2+ V®) +DUV , S3(T,U,V)=T?+ T B(U+V)+F (U+ vV} )+GUV.

VI- 1.2.1 : A=o ou A=-1
on calcule modulo (U*+V? dans (&). On a :
$1(T,U,V) = T+ TA(U+V)+DUV
S2(T-U,U,V) = T+ T U(B-2) + TV (B)+ U*(1-B) + UV (G-B) ,
ol = désigne une égalité modulo (U?+V?).
De Si(T,U,V)* Sa(T-U,U,V) = T*+ c; UT +c3 U>T?+c3U° T+ x;U* on déduit, en calculant

les coefficients de T3V, T2UV, TU*v et uvi:

D a+B=o 2D G+D+2AB-2A-B=0 3) AG-2AB+A +D(B-2)=0 4 D(1-B)=o.
ce que l'on peut réécrire :
2") G+D=2a%+a 3" G(aA+1)=D(A+1) 4") D(1+Aa) =0

d'ol le résultat.

VI- 1.2.2 : c est nul

Vi- 1l.2.2.a : Cas ol A est nul

En restreignant la filtration HN® a une fibre de p on voit que q"E1|p"l(x) est un
sous~fibré de rang deux, de premiére classe de Chern nulle, du fibré trivial

4.00P..1(X). Lx) *
c'est-a-dire H=o0 (cf.I;2.3). Il est clair que ceci implique c=o.

Ceci montre que q'Ellp_l(x) -] 2%_ en particulier caoq* E1|p"(x))=o ,

VI- 1.2.2.b : cCas ol A vaut -1

En restreignant encore HN® & pl(x) on a la suite exacte :

0~ a*Ei5 00 > 405\ > q*Elp'(x) > 0

En raisonnant comme en (VI;1.2.2a) on voit que q'E;lp"l(x) est uniforme et par suite

isomorphe soit a %—1( )G(’).., (-1) soit a Q;.l (x)(l) ([vavl) ; la deuxiéme classe

X) p (x)
de Chérn de ce fibré, c'est-a-dire H, vaut o ou +1. D'autre part, en calculant

modulo U, il vient F+H=1. Dans tous les cas FH=0 ce qui montre que ¢ est nul.
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IV- 1.3 :: k=3, r =1,x=1,1r=2

La relation (&), est de la forme :

;0L S, (=B, 1,v)=x +(cv+by (V1) (v+ 1)

avec : Si(T,U,V)=T+Ai(U+V) ; i=1,2.
S3(T,U,V)=T*+T B(U+V) + F (U*+V?)+DU V.

VI- 1.3.1 : ¢ est nul

Supposons ¢ # o alors (v+1) divise le membre de gauche de (&), (car r;=1) et
donc x3=o0. Ceci implique : (v2+1) divise S3(-2,1,v) (les ui sont consécutifs). De
la méme manidre, en considérant (&;), il vient : (v’+1) divise S3(-1,1,v). Ces deux

conditions sont irréalisables simultanément donc c est nul.

-

VI~ 1.4 : Démonstration du lemme (n) pour n=3

D'aprés la remarque (VI;0) on a k# 2 et pour le type de scindage de (VI;1.3)

3
il est clair que ig_:l ri(ui—ﬂ3) #0. Ceci démontre le théoréme III' pour n=3. ®

§2. Fibrés uniformes de rang 5 sur P*

VI- 2.1 : Réduction du probléme.
Par (IV) et par dualité on se raméne aux cas irréductibles suivants :
=3 ’ ry =1 B r,=1 ' r3=3
k=3 B ry=1 B r, =2 , r3 =2

k=3 r r1=2 ’ r =1 ’ r3=2.

Vi- 2.2 : k=3, r=1,1r,=1,1r=3

Pour montrer que c est nul dans la relation (&) correspondante il suffit

d'appliquer (V;3.1).

Vi- 2.3 : k=3, r =1,1xr,=2,1r=2

On pose :  S,(T,U,V)=T+A(U+V) , S(T,U,V)=T>+TB(U+V)+F(U*+V?)+DUV
S3(T,U, V)= T*+TM(U+V) + H(U*+V2)+GU V.

VI- 2.3.1 : En calculant modulo U, il vient notamment :

D A+B+M=o0 2) H+F+M(A+B)+AB=o0 .
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VI- 2,3.2 : c est nul

3
Soient les é&galités (taj)° (3=2,3) + L s-u ,1,v)=x+(cv+b,) R(L,v).

b] J J

Si xj est nul, R(1,v) étant irréductible on a forcément c=o.

Si xj est non nul le niembre de droite de (&j)o s'écrit : c vP+(c +bj)(v‘+...+v)+c
(c£.I11;1.2).

En comparant les coefficients de v® et de 1 dans (8j)° » 3=2,3; on obtient
respectivement :

» F(A-M+1+H-AM)=o ) H(A+2+ 2B+ 2F+AB)=0 .

Si FH=o0 il est clair que c=o. Supposons FH#o. De 1) et 3 on tire :
H=-A-2A-B-AB-1 et 4) donne F en fonction de A et B.

En reportant dans 2) : B +2a2+2B+ §A+ gA B+ 2=0, cette -conique n'ayant pas de
points réels on a une contradiction.
VI- 2.4 : k=3, 1r, =2, 15,=1,1r,=2

Soient : S;(T,U,V)=T’+TA(U+V)+F (U4 V})+DUV , So(T,U,V)=T+ B(U+V) ,
S3(T,U, V)= T?+T M (U+V) + H(U*+V2)+GU V.

Ce cas se traite par les mémes arguments que le précédent.

VI- 2.4.1 : La restriction de la filtration HN® & une fibre de p donne :
1 A+B+M=0 avec A<o (c:f\r & est un sous-fibré de 5.%_1(,{) ).

2) AB+F+M(A+B) +H = o.

3) FB+M(AB+F)+H(A+B)=o0.

VI- 2.4.2 : c est nul
On raisonne comme en (VI;2.3.2). Les relations (& )o , (83)° fournissent les
égalités :
4) F(-4+2M-H+ 4B - 2MB)=o0 .
5) H(4B+ 2AB+ 4+ 2A+F) =o.

Si FH#o0 de 4) et 1) il vient: H=2B?-2A+ 2B+ 2AB-4

et 5) donne F en fonction de A et B. En reportant dans 2) et 3)
29 A’-B™+AB+4A+2B+8=0.

3 B[2B%+ 2B+ 3B+ 4A + 3a%-4] =0 .

Si B=o, 2') donne : A*+4A+8=0 ce qui est absurde.
Pour B non nul les solutions de 2') et 3') avec A<o sont : (A,B)=(0,-2),(-2,2).

Dans le premier cas H=o, dans le second F=o0 (5)), ce qui est contradictoire.
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VI- 2.5 : Le lemme (n) pour n=4

Encore une fois c'est une conséquence imédiate de la remarque (VI;O).
D'ol le théoréme III' pour n=4.

§3. Fibrés uniformes de rang 6 sur P°

VI- 3.1 : Réduction du probléme.
Toujours par (IV) et par dualité on se limite aux cas irréductibles suivants:

k=2, r,=2,r,=4 ; k=2, r, =3, 1r,=3

et il existe i, , 1<i, <3, tel que r;=3
o

et il existe i, , 1<i,<3, tel que ri=4
o
et pour tout i , 1<i <3 : ri=2

]

et il existe i, , 1<i <4, tel que r;=3

E I O
]
SO W w W

]

o
et il existe iy, iz, 1<i;<i»<4, tel que r, =ri=2.
1 2

VI- 3.2 : k=2 ,1r,=2,1,=4

On pose : Si(T,U,V)=T*+TA(U+V)+ F (U*+V?) +DUV
So(T,U,V) =T T° B (U+V) + T? P(U? + V?) + T G U V+ T H(U? + V°)
+TRUV+ UV + MW UH+N (P usv )+ L v U2,

VI- 3.2.1 : Ona : FZ0 et AS<o. De plus si A égale o ou -1 alors c est nul.

En restreignant la filtration HN® & une fibre de p il vient : 0~ & > 6° O)P.; ’
ce qui montre A<o.

Par dualité : F>o. Car & est engendré par ses sections globales et c2(&;)=c2(&)).
Si A vaut o ou -1 alors & est uniforme et isomorphe a 2-(9P4 ou 0P4®0P‘(_1)

([vav] ): sa deuxiéme classe de Chern, F, est nulle. Ceci implique c=o.

VI- 3.2.2 : Sic#o alors D=2F+1

Supposons x2#0 alors (&), est de la forme :

S1(1,1,v)» $2(0,1,v)=cvi+(c +b2) (v +.t V) + .
En comparant les coefficients de v® et de 1, il vient : (1+A)M=o0, ce qui estexclu
par l'hypothése et (VI;3.2.1). Ceci montre que x2=0 et (&z)o est donnée par :

S1(1,1,v)* $2(0,1,v)=(bp+ cv)+ (v + 1) (v’ =v+1) (v*+v+1). Comme A# -1 (VI;3.2.1),
v+ vy+1 ne divisent pas Si(1,1,v). I1 faut donc que v+1 divise S;(1,1,v) : ceci
implique D= 2F + 1.
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VIi- 3.2,3 : c est nul
Si c#0 alors ona D=2F+1. Si xj=o , de (&), il vient :
FV'4(2F+1) v+F  divise (cv+b) (v+ 1) (vV-v+ 1) (vi+v+1).
Or ceci est impossible (F>0!). Si x1#0 alors (&), s'écrit :

(Fv(2F + 1) v +F)*Sa(-1,1,v)=c vo+(c +b))(¥* + .t V) +C .

Il est clair que Fv2+(2F+1)v+F a deux racines distinctes, &, 8, réelles, différentes
de *1. Ainsi (& ;S;,®) est solution primitive associée de (&) (cf.v;§1).
Comme a6_t-17‘o , 1<t<5, (&) s'écrit (cf£.v;1.2) :

T+a T R(U,V)+c (U + V) + (c+ b)) (U V + ..t UV®) =5, (T,U,V) +S3(T - U,U,V) .

Or ceci est absurde car iél ri(#i-ul) est non nul, (cf. par exemple : VI;0)).

vi- 3.3 : k=2 ,r, =3, r,=3

Soit : S1(T,U,V)=T+T?A(U+V)+ T E(U+V)+ TDUV + H(U + V) + R(UV+UV?)
S2(T,U,V)=T% T?B(U+V)+ T F (U V) + TG UV + M(U° + V) + N(U V+UV?).

VI- 3.3.1 : A<o et si A=o0 ou A=-1 alors c est nul.

Méme raisonnement qu'au (VI;3.2.1).

VI - 3.3.2 : Les relations suivantes s'obtiennent en calculant modulo U

1) A+B=o0 2) F+E=a% 3) M+AF-EA+H=o0 4) AM+EF -AH=o0.

VI - 2:3;2 : Les relations (Si)la , 1i=1,2 sont de la forme :

S1(1-1,1,v) + $2(1-2,1,v)=x+(cv + bi)(v2+v +1)(VP-v+ 1)(v+1).

Comme (v+1) divise Si(O,l,v) (degré trois) on a forcément xi=o .

VI- 3.3.4 : c est nul
Supposons que (vV*+v+ 1) divise $;(0,1,v). Ceci implique déja R= 2H.
$i(V+v+1) divise S1(1,1,v) alors A=-1 et on conclut avec (VI;3.3.1), on peut

donc supposer :
Sl(1,1,V)=cste(cv+bz)(v2-v+1) , Sz(O,l,v)=cste(v+1)(v2+v+1)

51(0,1,v) = cste (v +1)(v2+v +1) B Sz(—l,l,v)=cste(cv+b|)(v2-v+1) .
Ceci nous donne les relations : N=2M, 1+A=2H, M=-H.
En utilisant (VI;3.3.2): E=F , 2E=a?, 8M=-A’.
De -2M=1+A et 8M=-A’ il vient : A’-4A-4=0, ce qui est impossible.
De la méme fagon si on suppose que vi-v+1 divise $1(0,1,v) on aboutit & :

a%+4a+4=0 , ce qui est absurde.
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Vi- 3.4 : k=3 et il existe i, , 1<i <3, tel que r;=3

0 —

On ne traitera que lecas: r;, =1, r, =3, r; =3 ; les autres s'obtiennent

d'une fagon analogue. Posons :  S2(T,U,V)= T2+ T B (V+U) + E(U+ V) +D U V.

VI- 3.4.1 : ¢ est nul

soit (&), : x1+(cv+b1)(v2-v +1) (VP4 vHl)(vHl) = A,(v+1)-s2(-1‘, 1,v) «S3(-2,1,v).

On a x1=o0 (r; =1). Si c est non nul, pour des raisons de degré et d'irréductibilité,
1'un des deux polyndmes, v¥* v+l , divise Sp(-1,1,v). Ceci implique B=1.

Comme v+1 divise S3(0,1,v) (r3=3), on peut tenir le méme raisonnement & partir de
(8),. Il vient : v’+v+1 ou v’-v+1 divise S3(1,1,v), ce qui est impossible (il

faudrait B=-1).

Vi- 3.5 : k=3 et il existe i, , 1<i,<3, tel que ri=4

00—

D'aprés (IV;§4) on peut supposer i =1.
Soient :
Si1(T,U,V) = T% T° B (U+V) + T2 E (U + V2) + T DUVATH(USVHIG(Y U+U? V) +R (VU (v u+v i) 4ne? v

Si(T,U,V)=T+Ai(U+V) , 1i=2,3.

VI - 3_5_}_ : Les relations suivantes s'obtiennent en calculant modulo U :
1) B+0 = 2) E+BO+m =0 3) H+E0O+BmT =0 4) R+ HO+ Em=0.
On a pos€ : 0 :=RA+A3 , M= Ay Az .

VI- 3.5.2 : c est nul

Dans les relations (&'xi)<> on a x,=0 , i=2,3 (ri= 1).

I1 s'ensuit, si c#o0, pour des raisons de degré et d'irréductibilité, que :

SI(H’“1'1'V)=R(V4+V2+1) ;oi=2,3(%).
De (*) il vient : (B,H,E)=(-3,0,2), ce qui est contradictoire avec (VI;3.5.1).
VI- 3.6 : k=3 et pour tout i, 1<i<3, ri=2

Soient : S1(T,U,V)=T*+TA(U+V)+E(U?+V?)+DUV
S2(T,U,V)=T% TB(U + V)+ F(U*+ V}) +GUV
S3(T,U,V)= T TM(U + V) + H(U? + V2) +NU V.
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VI - Z_%lf_iﬁ_ :  En calculant modulo U on obtient le systéme :
A+B+M = o0

H+M(A+B) +F+AB+E=o0

H(A+B) + M(F+ AB+ E)+AF +EB = o

H(F+AB+ E)+M(AF +EB)+ EF =0 .

VI- 3.6.2 : Ona : A<o , EZo , M20o , HZ0 et si A= -1 ou M<1 alors c=o0.

VI - §:§;§ : Cas oll x2=0

Sous cette hypothése (&;), s'écrit :
3

JIL8,(2-5,1,v)=(c v+ bo) (vEv+ ) (vHve1)(vHl) .

Si ¢ est non nul, 1'un des deux polyndmes, vi-v+l ’ v2+v+1, divise Si(1,1,v) ou
S3(-1,1,v). Ceci entraine A=-1 ou M=1 et d'aprés (VI;3.6.2) ona unecontradiction.

Par la suite on suppose x2=c-bz non nul.

VI - 2;6_5;4_1 : Cas ol S; est solution primitive associée (x3#0)

Supposons c#0 et qu'il existe & vérifiant S3(0,1,&)=o0 tel que (&; S;,®)
soit solution primitive associée de (&) . Si la condition A(c,bz,®,Sz,n=5) :a6_t—1 #0,
1<t<5, (cf£.V;1.2), n'est pas vérifiée alors & est une racine primitive g-iéme de
1'unité.
Comme S2(0,1,&)=0 on a : v(q) <2, c'est-a-dire v(g)=2 (car @ #%1) et donc
q=3,4,6. Il est clair que si P3(V): =v*v+l ou De(V) = =vi-v+1 divise
\Ilbz(v) :=cvi+(c +bz)(vs+...+ v)+c alors: c-bz=0 et donc x;=o0.
D? plus si ¥4 divise \l/b2 ona : c+by=0 et (&), devient :
igl Si(2—i, 1,v)=c(v®+1)=c (v41)(v*-v?+ 1) . Mais ®a(v)=v*1 et v*-v*+1 sont irréduc-
tibles. Tout ceci montre que si c#o, la condition : Ote_t-l#o , 1<t<5, est véri-
fiée, ainsi, d'aprés (v;1.2), (&) s'écrit : s

T+a TR(U,V)+ ¢ (V+U") +(c+ b)(U v+ ot 0 V) =TT s (T+(2-1)u,0,v) .
En particulier : 8§;(T+U,U,V)e S3(T~U,U,V) est symétrique en U et V.
On vérifie que ceci implique : A=M-2, d'ou (cf.vI;3.6.2) (A,M)=(o0,2), (-1,1),

(-2,0) et dans tous les cas ¢ est nul (cf.VI;3.6.2).

VI- 3.6.5 : Cas ol S; n'est pas solution primitive (x2#0)

Sous cette hypothése et si c#o, S2(0,1,v) a une racine double (cf.III;1.3).
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Cette racine ne peut é&tre que 1 ou -1 (cf.v;3.3).
D'autre part si wbz(—1)=° alors c-by=0, ce qui est contraire & l'hypothése x;#o0.

Finalement si S; n'est pas solution primitive associée : S;(0,1,1)=0 et donc G= -2F ;

by =~ %c et ¢b2(v)= c(v-1)2 (v*+ gv3+§v2+§v+ 1). Mais ceci est absurde car le poly-
néme ¢ (v) : =vh §v3+ gv2+§v+1 est irréductible sur Q. En effet on a la décomposition :

5v+8v34+ 9v? 4+ 8v + 5= [5v2+ v(4—/21)+5] v2+v(4+\—5/ﬂ)+1]

=v+l
(poser x-v+v).

Ceci achéve de prouver que c est nul dans la relation (&) correspondant au type de

scindage k=3 et ri=2 , 1<i<3,

VI- 3.7 : k=4 et il existe i,, 1<i,S4, tel que r,=3

)
=1.

Pour les trois autres indices ig , 1<8<3, on a r;
?

VI- 3.7.1 : ¢ est nul

“““ 3
. . . a . 2_ 2 = -
Soit la relation : ( il)" x4 (c v+bi1)(V+1)(V v+1)(vH+v+1) 220852(#19 #il,l,v) .
Comme r, = 1 on a xi1=°' Si ¢ est non nul, le membre de gauche a -a;.l plus deux raci-
1

nes réelles, ce qui est absurde.

vi- 3.8 : k=4 et il existe i; , i, , 1<1i;<i;<4, tels que ril=riz=2

On pose : Si(T,U,V)=T2+ TB(U+V)+ E(U% V) +DUV .
1

Remarquons que : r,=r =1,
qu q i3 Fig

VI- 3.8.1 : c est nul

Soit (&, ), : xgHlev+ bia)(v+1)(v2—v+1)(v2+v+1)= jlil1 s; ,(“i_'“ia'l"’) .
3 3
Comme ri3=1 on a xia=o. Si c#0, pour des raisons de degré et d'irréductibilité,
1'un des deux polynémes v+v+l . vz—v+1, divise Sil("il_ uia,l,v).
Ceci implique :uil-ui;— B. De la méme maniére, & partir de la relation (8i4)° on

obtient : ui -Mi4=- B, ce qui est absurde.
1

VI- 3.9 : Le lemme (n) pour n=5

k
A partir de: T*+aTR(U,V)+b. (WCv+.+uv®)= I s (T+@-u )u,u,v)
Jo i=1"i i3,

en posant T=0 et U=1 on obtient :

k
o (v? = II -
bjov (V' + o +1) 121 Si("i ujo,l,v) ,

comme v*+..+1 est irréductible il vient k €2, ce qui est absurde (cf.VI;0).
Ceci achéve la démonstration du théoréme III".
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