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SUR LES FIBRES UNIFORMES DE RANG (n+1) SUR P1^

ELLIA Philippe ( * )

Résumé : On sait que les fibres vectoriels algébriques uniformes de rang au plus n
sur l'espace projectif de dimension n sont homogènes et on en connaît la liste. Dans
le présent travail, on établit la liste, qui ne comporte pas de surprise,des fibres
homogènes de rang n+1 et n+2 sur ce même espace projectif, et on aborde l'étude des
fibres uniformes de rang n+1 : le résultat principal assure que ceux-ci sont homogè-
nes si n+1 vaut 4, 5 ou 6 ou bien si n+1 est un nombre premier. Ce sont certains cal-
culs dans des anneaux de cohomologie qui conduisent à des problèmes d'arithmétique
qu'on n'a pas su résoudre sans l'hypothèse précédente sur n.

Summary : It is known that uniform algebraic vector bundies of rankatmost n over a
projective space of dimension n are homogeneous and listed. In thé présent work, we
estàblish thé list of homogeneous vector bundies of rank n+1 or n+2 over thé same pro-
jective space and we start studying uniform bundies of rank n+1: thé main resuit says
that they are homogeneous, provided n+1 equals 4, 5 or 6, or is prime. Indeed,calcula -
tion in some cohomology rings leads to number theoretic questions we could not answer
without such assumptions.
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INTRODUCTION

Tous les fibres en question sont vectoriels algébriques.

On note P": .= F11 (K) où K est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Un fibre E sur P est uniforme s'il existe une suite d'entiers (appelée type de

scindage de E) : (k ; r^ ...r ; ̂  ... P. ) avec ^ i>— > l^, , telle que pour toute droite C

de F": E/e-j^r^Oi^).

La classification de ces fibres est connue dans certains cas :

THÉORÈME 0 : ([VdV] , [Sa] , [Ele.l] , [E-H-S]) :

Pour r^ n , n^ 2 et pour r=3, n=2, les fibres uniformes de rang r sur P sont

(à isomorphisme près): Cr^- ^pn^) ' ^n^) / ^pn )̂ , ̂ (tt) ^T^QS), S2^^) .

En particulier tous ces fibres sont homogènes (c'est-à-dire invariants sous les auto-

morphismes de P11) . Il est d'ailleurs facile de voir que tout fibre homogène est uni-

forme, mais la réciproque est fausse : il existe des fibres uniformes sur P non homo-

gènes en rang élevé (> 2n) (cf. [Ele,2] , [E-H-S] , [EU] , [Dr] ) .

Le problème de la classification et de l'homogénéité des fibres uniformes de rang r

sur P reste donc ouvert si :
n+ Kr<2n , n> 3 .

La principale contribution de ce travail peut se résumer dans les énoncés

suivants :

THÉORÈME 1 : Les fibres homogènes sur F" (n>3) de rang ( n + 1 ) sont (à isomor-

phisme près) : ©r^O^i) . ̂ (a) © ^pn^) , Î2p (c) C O^W .

THÉORÈME II : Les fibres homogènes sur P" (n>3) de rang (n+2) sont soit

somme directe d'un fibre homogène de rang (n+1) avec un fibre en droites,

soit isomorphes à A^ 4 (a) .

THÉORÈME III : Pour n=3,4,5 et n=p-l où p est un nombre premier, les fibres

uniformes de rang (n+1) sur P11 sont homogènes.

En ce qui concerne les deux premiers théorèmes leur démonstration est purement

géométrique et repose sur le "diagramme standard"(!;§!). Le point de départ est le

lemme(II;l.1) qui assure que les restrictions aux fibres de p (lesquelles s'identi-

fient à des P ) des fibres de la filtration relative de Harder-Narasimhan (!;§!)
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sont encore homogènes. L'étude de la restriction des suites exactes de la filtration

permet alors de déterminer les fibres associés, E., et donc (par I;§4 et n;1.3) le fi-

bre E en question.

Pour la démonstration du théorème III la méthode suivie est essentiellement celle

de [E-H-S] . On associe, de façon naturelle, à tout fibre uniforme E de rang (n+1) et

de type de scindage (k ; r^ ...r ; {-<••, ...r ) une relation :
K K.

n+1 k

(Ê) P(T ,U) + x U + ( a T + b U + c U ) • R(U,V)=JÏ^ S^ (T + /i^U.U.V)

où: P(T ,U) : = T11'1' +C1UT 1 1 +...+c U^T, les c. étant les classes de Chern de E.1 n i
Les S.(T,U,V) sont des polynômes homogènes de degré r., symétriques en U et V;

x,a,b,c sont des entiers et R(U,V) est le polynôme (U11 -V" )/(U-V) (cf.I;3.2,

III;1.1).

La relation (&) est donc une condition topologique nécessaire à 1'existence de fibres

uniformes d'un type de scindage donné. C'est par l'étude de cette relation que l'on

classifie les fibres uniformes.

On se limite aux types de scindage consécutifs (i.e.: ^-"^...(.i^ 1 ' l^i^ k-1) .

Cette restriction est sans conséquence (si car (K)=o) sur la classification en rang

(n+1) (III;§2).

A ce sujet notons que (I;4.1) mesure la différence, du moins en ce qui concerne les

fibres uniformes, entre la caractéristique nulle et la caractéristique positive

(cf.[Ein] qui classifie les fibres uniformes de rang n sur 3P en caractéristique p).

On résout (&) avec l'hypothèse supplémentaire c = o (III; §2). Pour cela on se

ramène notamment à une équation de degré n pour laquelle on peut utiliser les résul-

tats de ([E-H-S]). Il s'agit maintenant de reconnaître parmi les solutions ainsi ob-

tenues celles qui correspondent à des fibres et, par-là même, identifier ces fibres.

Pour mener à bien ce passage de la topologie à la géométrie, on utilise les méthodes

standard de ([VdV],[Ele,1] ,[E-H-S] ) : images directes, restriction, théorème de

Riemann-Roch.

Les propositions de (I;§4) jouent un rôle primordial : (I;4.2)traite le type de scin-

dage k= 1 : un fibre dont la restriction à toute droite est isomorphe à r. 0g est

trivial. Pour reconnaître les sommes directes de fibres en droites © r « (9^pn(^^) , on

dispose de (I;4.3) : si tous les fibres associés à E ont leur première classe de

Chern nulle, alors E est décomposé.

La proposition (I;4.4), quant à elle, donne une condition nécessaire et suffisante

sur p*E, pour que E ait comme sous-fibre un translaté convenable de T n : ceci per-

met de traiter les types de scindage avec r^= 1 (ou r - 1 ) .

Finalement il a fallu, pour les types de scindage avec r^=2 , utiliser dans ce contex-



P . ELLIA
te une proposition de ([Ba-Vdv]) concernant les fibres uniformes de rang deux sur
G ( l , n ) , ( c f . 1 : 4 . 5 ) .

A l'aide de tout cet arsenal on obtient le résultat suivant :
en premier lieu, parmi les solutions algébriques trouvées il y en a une qui ne cor-
respond pas à un fibre uniforme (III ; 2 . 2 . 2 . b ) ) . Ceci est un fait nouveau qui ne se
produit pas pour r<n et r = 3 . Par contre les autres solutions de ( & ) avec c=o
correspondent à tous les fibres "attendus"(III;2.4).
Ainsi pour démontrer le théorème suffit-il de prouver que, si c est non nul, les
solutions algébriques de ( & ) vérifient k= 1 .

Pour résoudre la relation (à) quand c est non nul on introduit la notion de
"solutions primitives" c'est-à-dire de diviseurs symétriques S . ( T , U , V ) tels que
S . ( o , l , v ) =o ait pour solution une "bonne" racine de x . + ( b . + c v ) R ( l , v ) (cf. par
exemple V ; § 1 ) .
On peut montrer en effet que si ( & ) admet une solution primitive et si certaines
conditions arithmétiques (sur c e t b . ) sont vérifiées, les c . ont alors une forme
très simple ( c f . V ; 1 , 2 ) pour laquelle on prouve k=l ( c f . V ; § 6 ) .
La difficulté principale est de montrer l'existence de ces solutions primitives.

Pour cela on s'intéresse au cas où n est de la forme p- 1 (p un nombre premier).
Ceci parce que l'irréductibilité de R ( l , v ) permet de montrer l'existence de "solu-
tions primitives" ( V ; § 3 ) . Une solution primitive une fois choisie, on est conduit à
étudier les conditions arithmétiques, sur c et b . , qui sont l'obstruction à calculer
les c . . Par des arguments de la,théorie des corps cyclotomiques, on montre que ces
conditions sont en défaut si et seulement si: c b . = o , c = ± b . ( V ; § 4 ) . Ces cas
"pathologiques" (à part c=o déjà traité) sont étudiés en ( V ; § 5 ) . En utilisant,entre
autre choses, l'irréductibilité de certains polynômes cyclotomiques (car n = p - l ) on
montre que les solutions algébriques correspondantes vérifient : k= 1 ou k = 2 , ri= 1
(r2= 1) . Dans le dernier cas le passage à la géométrie se fait par ( I V ; § 2 ) .
C'est en ( V ; § 6 ) que l'on conclut la démonstration du théorème en prouvant que si
toutes les conditions arithmétiques sont vérifiées alors k = l . Là en particulier, la
restriction aux types de scindage consécutifs se révèle décisive.

Au cours de la démonstration on est amené à étudier certains fibres uniformes
de types de scindage particuliers (par ex. : k = 2 , r^= 1 voir plus haut, cf. aussi
V ; 2 . 2 , V ; 5 . 2 . 2 ) . Cette étude dont les résultats sont regroupés en IV, s'est étendue
au-delà des besoins strictement nécessaires à d'autres types de scindage et non seu-
lement au rang (n+ 1 ) . Par exemple on montre ( I V ; 1 . 1 ) :

PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme de rang r sur P" ( n > 3 ) de type der
scindage ( k = r ; r . = l ; A i . ) alors: E^ .0 ô ^. ) .
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Pour cela on utilise les méthodes géométriques standard mais en se ramenant, par

restriction à des sous-ensembles judicieux, à des situations s impies(IV;1.1;IV;2.2;

IV;4.2).

En (VI), par des calculs explicites, on traite les petites valeurs de n

(n=3,4,5) en montrant que c==o, se ramenant ainsi à la situation de (III).

•
Je voudrais exprimer toute ma reconnaissance à A.Hirschowitz, qui a su me
guider tout au long de ce travail avec autant de générosité que de gentillesse.

Note ajoutée aux épreuves : Dans ([Ba-Ell] ) en utilisant la méthode et les résul-

tats de (II) on donne la classification des fibres homogènes sur P" (n>2) de rang

au plus 2n-l.



CHAPITRE 1

LE DIAGRAMME STANDARD
§ 1 ) La filtration HN' pour les fibres uniformes
§ 2) La variété F
§ 3) La relation (à)
§ 4 ) Quelques propositions

§1. La filtration H N* pour les fibres uniformes
1 - 1 .1 : La filtration de Harder-Narasimhan sur P1.

Tout fibre E sur P1 est muni d'une filtration naturelle HN'(E).

En effet soit ES^ ^"^p1 ̂  ' Aii>...>^ , alors le j-ëme terme, HN^E, de cette

filtration est l'unique sous-fibre de E isomorphe à . ® r . ( 9 i Qi. ) . Cette filtration

n'est autre que celle de Harder-Narasimhan ([Ha-Na] ).

1 - 1.2 : La filtration de Harder-Narasimhan relative.

Soit G(l,n) la grassmanienne des droites de P11 et F la variété d'incidence :

F^: ={(x,dg) e P'^xGd.nî/xefi j . ,9. désigne une droite de F" et dg le point correspon-

dant de G(l,n).

p:F^^P ,q:F^G(l,n) sont les projections. On obtient ainsi le diagramme "standard"
G(l,n)^-—3- F —p— P".n
Les fibres de p s'identifient à des espaces projectifs de dimension (n-1) (cf.§2) et

p induit un isomorphisme entre q~1 (dg ) et K . Par la suite, à moins d'une confusion

possible, nous écrirons plus simplement G,F au lieu de G(l,n),F . Soit maintenant E

un fibre uniforme sur P". Pour chaque droite C de P11 , E|K est muni d'une filtra-

tion naturelle. Ces différentes filtrations s'organisent sur F en une filtration

globale de p*E, plus précisément :

1 - 1.3 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme sur P" de type de scindage
(k ; r i . . . r̂  7 p.^ . . . fi ) alors on associe à E, de façon naturelle, des fibres E. de
rang r^ sur G tels que p*Eadmette une filtration, par des sous-fibres, de gra-i
due associé

Jl^E^p^J.

On notera H N ^ p ^ E (ou même HN 3 si aucune confusion n'est à craindre) le j-ème terme
de la filtration, il est donné par :

HN 3 p*E : =Im[q* q^ p * E ( - A t . ) ® p*ô(l.i.)——- p* E] .

Pour plus de détails cf .([E-H-s]) .
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§2. La variété F
1 - 2.1 : Cohomologie entière de F.

On rappelle ici la description de la cohomologie de F donnée dans ([E-H-S] ) .

On a les fibres tautologiques suivants :

io le sous-fibre tautologique de rang 2 sur G,

N le fibre quotient tautologique de rang (n-1) sur G,

H le sous-fibre tautologique (de Hopf) de rang 1 sur P

Q le fibre quotient tautologique de rang n sur P .

De façon naturelle F s'identifie à P(Q) et ceci détermine le fibre de Hopf relatif à
0 noté H^.

On introduit les classes de Chern :
U : = ci(p*H) , V :=ci(Hç) et on définit le polynôme :
R(X,Y) : =Xn^...+XC Y^+.-.+Y11.

On a alors :

1 ~ l̂l̂ l : PROPOSITION :
(a) Le morphisme naturel, ïï , de Z [ u , V ] dans H*(F,Z) identifie H*(F,Z) à

Ztu.Vl/CRÎU.VÏ.U 1^ 1).
(b) La sous-algèbre p* H* (P11, Z) est l'image par ^ de l'algèbre des polynômes

indépendants de V .
(c) La sous-algèbre q* H*(G,Z) est l'image par ?r de l'algèbre des polynômes

symétriques en U et V.

Démonstration : c f . ( [ E - H - S ] ) .
Rappelons un autre résultat de ([E-H-S] ) :

I - 2.2 : PROPOSITION : Le groupe de Picard de F est le groupe libre (commutatif)
engendré par p* H et H .

I- 2.3 : Restriction de la filtration HN* aux fibres de p.

Soit E un fibre uniforme sur 3P11 et ("^ÎK^], les termes de la filtration de
Harder-Narasimhan relative de p*E. Cette filtration fournit les suites exactes :

0 -^HN^HN^-^E^ ® p* <9pn^i+i) ^ °/ Ki<k-l .

On rappelle que les fibres de p s'identifient de façon naturelle à des espaces pro-

jectifs de dimension (n-1) (p'̂ x) s P(Q )). On note ÏC^^HN1 ! -i et &. :=q*E. i|p (x) i ijpi^

Par restriction, on a les suites exactes : 0 -> 5C -> ÏC -> ê .^^0, Ki<k-l.
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Si SCr^V)^1^'!^"1 Ai(U + V) +...+ •Î "1 [A. (l^+V1) +...]+... est le polynôme de Chern de

q^E^+i ( c f . 1 7 3 . 1 ) alors les classes de Chern de &. , considéré comme fibre sur

pu-1 a P'^x), sont données par : c .==A . , Ki<n-l. En effet P*(^-pn(-1)) est trivial

sur les fibres de p et H | =a Ô -i .(-1) .De plus, remarquons que ÎC^ rg(E) •Q -i
Te ' p^x) p p (x)

car HN^ p* E . " p ' /

I- 2.4 : "Sous-diagramme19 standard induit par un plan.

Soit P un plan de P (n^ 3) alors P induit un "sous-diagramme" du diagramme

standard : P*^ q F-z -F—"• P, (D ) , où : F2 : = cf^P*), q' et p' sont les restrictions

de q et p. Fs s'identifie à PCQp) où Q désigne le fibre quotient tautologique de

rang 2 sur P; (D ) est le diagramme standard pour P.

Sur F2 nous avons les fibres : p'*(H ) et Hç .

H est le sous-fibre tautologique de rang 1 sur P.

HQ est le fibre de Hopf relatif à Q .

Soient: ^:=ci(p'*H ) , V: = ci(Ho ) et i l'injection de F2 dans F. Il est clairp .«-p
que : i*(p*H) == p'*H et i* (H ) ^ Hç . En particulier : ci(i*(p* H))= i*(ci(p* H)) ce que

l'on peut écrire : ^=u|F2 , de même : ^=v|F2. En combinant avec ( I ;2 .1 .1) :

I- 2^4^ : PROPOSITION : Le morphisme H*(F,Z) -^H*(F2,Z) induit par la restric-

tion s'identifie au morphisme naturel :

ztu/vl/Cu^R^u.v)) ——-ztu/v l /^^dJ /v) ) .

§3. La relation ( & )

I - 3.1 : Polynôme de Chern.

A tout fibre topologique E, de rang r sur X on associe son polynôme de Chern

^ (T) = : T^-ciCE) Tï:~l+... + (-l^ c (E) . On a alors les relations suivantes :

a) Si L est un fibre en droites sur X, alors :

^W^^-01'^ •
b) Si E est filtré de sorte que le gradué associé soit €> E.,

alors = ^ H ̂  .
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1 - 3.2 : La relation (à)

Soit maintenant E un fibre uniforme de rang r sur 3P .

Soit P(T,U) =^+01 UT r~ l+C2 U2 Tr~2+... le polynôme de Chern de p* E , où les

c. sont les classes de Chern de E, alors d'après (I;1.3) et ( I ;2 .1 .1) on a une rela-

tion dans Z[T,U,V] :
— i i K

(&) P ( T , U ) + Q ( T , U , V ) • U + M ( T , U , V ) R ( U , V ) = .Iî^ S . (T + JU . U , U , V )

Q(T,U,V) est un polynôme homogène de degré r -n- 1

M(T,U,V) est un polynôme homogène de degré r -n

S. (T,U,V) est le polynôme de Chern de'q*E. (il est donc homogène de degré r.

et symétrique en U et V) .

§4. Quelques propositions

Dans les propositions suivantes, E désigne un fibre uniforme de rang r sur P ,

de type de scindage (k;r^ ... r 7 /^ ... .u ) .

1 - 4.1 : PROPOSITION : Supposons qu'il existe un indice j, l < j<k , tel que

1 1 . -p.,^-2, alors E est extension de deux fibres uniformes de rang r^+...+r.

et r.^+...+r^ ; (cf. [E-H-S] ).

I- 4.2 : PROPOSITION : Si k=l, alors E^ri«(9 ^ï) î (cf.[E-H-S]).

1 - 4.3 : PROPOSITION : Si les premières classes de Chern des fibres associés :

c^(E-i) / ...,Ci(E ) sont nulles, alors E est somme directe de fibres en droites;

(cf.[E-H-S]).

I - 4.4 : PROPOSITION : E a un sous-fibre isomorphe Q si et seulement si p* E a un

sous-fibre isomorphe à H . En particulier :

i) Si ri = 1 et q*(ci(Ei)) =U + V , alors E admet un sous-fibre isomorphe à Q(^i-l).

ii) Si r = 1 et q*(ci(E.))=-U-V,alors E admet un quotient isomorphe à Çfî^ + 1)

(cf.[E-H-S]).

I - 4.5 : PROPOSITION : Soit & un fibre de rang deux sur G(l,n), n>3, tel que

pour .tout x de P" , q* &| -i, . soit décomposable. Alors soit à est lui-même

décomposable, soit&S(J(h), hGZ (cf.[Ba-VdV]).



CHAPITRE II

FIBRES HOMOGÈNES DE RANG (n+1) et (n+2) SUR P11

§ 1) Préliminaires
§ 2) Démonstration du théorème

§1. Préliminaires

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème :

THÉORÈME : Les fibres homogènes sur P11 (n>3) de rang (n+1) et (n+2) sont

(à isomorphisme près) :
k
i£l ̂  ̂ pn^) . Tpn(a) ^Ô^nW . ̂ c) ®<9pn(d) ,

Tpn^ ) ® 0pn05 ) ® (9pn(T ) . ̂ n(5 ) ® (9^ ) ® Ô^ ) , A2 T^4 (î? ) .

Le point de départ de la démonstration est le lemme (H;l.l) qui assure que la restric-

tion aux fibres de p des fibres fournis par la filtration relative de Harder-Narasimhan

est encore homogène. Dès lors la méthode consiste à étudier la restriction aux fibres

de p des suites exactes :

(HN1) 0-> HN^E)-^ HN^^E)->• q*E. ® p* (9 Ot. .)-^0, Ki<k

fournies par la filtration HN" et par-là déterminer les fibres E.. On conclut ensui-

te à l'aide des propositions de (I;§4) et de la proposition (II;1.3).

Finalement remarquons que cette méthode peut vraisemblablement s'étendre aux rangs

supérieurs .

II - 1.1 : LEMME : Soit E un fibre homogène sur P". On note â.(x) , ̂ (x) les res-

trictions à p'^x)^?11" des fibres q*E. , HN^E) associés par la filtration

relative de Harder-Narasimhan. Alors, pour tout x de P11, &.(x) et ^(x) sont

homogènes.

Démonstration : Soit o un automorphisme de P" laissant x invariant. Cet 'automorphis-

me o opère sur F(o^), sur G(o ) et sur p^x) (o ) . Par homogénéité de E et par unici-

té de la filtration HN* on a :

o*E.s E. et a* H N1 ̂  H N\ d'où, par changement de basera* &.(x) s &.(x) et o^ÏC^xîSÏC^x) .

Pour conclure il reste à observer que tout automorphisme de p"1 (x) provient d'un

automorphisme de P laissant x invariant."

Avec la même démonstration mais en considérant cette fois un automorphisme a véri-

fiant o(x) = y, on obtient :

10
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II - 1.2 : LEMME : Avec les hypothèses et les notations de (II;1.1), si x et y

sont deux points distincts de P11 alors &.(x) ^ &.(y) et ^(x) ^ ^(y).

II - 1.3 : PROPOSITION : Soit ^un fibre sur G(l,n) (n>3) tel que, pour tout x

de F" , q^lp^x) soit isomorphe à T- l /^^(- l )• Alors ^SN (N désigne le fi-

bre quotient tautologique sur G(l,n) ).

Démonstration : On considère les variétés :

F' : = {(x,d,H)/x€d, dCH} , F" : = { (x ,H) /x€H}; x,d,H désignent respectivement un

point, une droite et un plan de P11.
0

Dans le diagramme : F"-——F' ——-F, j3eta désignent les projections naturelles.

On a une identification : F ' ̂  P (q* N) qui permet de définir le fibre de Hopf relatif

à q*N, on le note 3C. Soit & : == q*^® H (H est le fibre de Hopf relatif à :

psp(ç) —p-^ p11) . par le théorème de changement de base, £ : = ff" ̂  c^fi est un sous-

fibre de rang un de o^&. D'autre part. Pic(F') est isomorphe au groupe libre commu-

tatif engendré par ïC, a*p*(9(-l), a* H : pour le voir il suffit d ' adapter la démonstra-

tion de ([E-H-S], prop.2.3) en remarquant H^(F',Z)^ z [u.V.WlAu^^RdJ.V) ,S (w,U,V))

où R(U,V) : = (u^-V^VîU-V) ,2 (W,U,V)= S W^ U3 ̂  (appliquer Hirsch-Lerayn-1 r+s+t=n-l ^ ^ ï

à : F's p(q* N) -^F ) . Ainsi £ est de la forme : 3C®8 8 a*p*(9(-k)®c^ H®^ En restreignant

à une fibre de ^ il vient a=b, en restreignant à une fibre de a : a =1. On voit donc

que ÏC est un sous-fibre de a* (q*.̂ ® p*(9(k)). Ceci fournit une injection :

0 -^ q*N -> q*^8> p*(9(k) , en effet, il suffit d'utiliser le résultat suivant :

II - 1.4 : LEMME : Soit E -> X un fibre sur la variété X. ?C désigne le fibre de

Hopf relatif à P(E) ——-X. Alors un fibre F sur X admet un sous-fibre isomor-

phe à E si et seulement si ir* F admet un sous-fibre isomorphe à 3C .

Démonstration : cf.[E-H-S]prop.(3.5)

Comme rang ^= rang N, la proposition (II;1.3) est démontrée."

Par la suite nous utiliserons fréquemment la proposition suivante :

II - 1.5 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme P11 ( n > 3 ) . Supposons qu'il
existe un point x de P11 tel que tous les fibres & . ( x ) soient entièrement décom-
posés alors E, lui aussi, est somme directe de fibres en droites.

11
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Démonstration : Désignons par (HN^x)) la restriction p^îx) de la i-ème suite exacte

fournie par la filtration HN\ D'après nos hypothèses et comme n-l>2, toutes les

suites exactes (H^îx)) sont scindées.

En particulier pour (HN "' (x)) on aboutit à :

À^p-'tx^S^^p-^)

d'où l'on déduit : a^so pour tout i et j. Ceci montre :

C i (E . )=o , l<i<k, on conclut avec (I;4.3) . •

II- 1 . 6 : Pour la commodité du lecteur voici quelques calculs de cohomologie que
nous utiliserons constamment par la suite :

Pour n > 3 et a appartenant à Z :

h^P11, ^(a)) ={ n(n+l)/2

si a<l

si a== 2

hl(Pn^l(a)5=

> n(n+l) (n+2)/3 si a>3 avec égalité si et seulement si a=3 .

0 si a ̂  o

1 si a = o

h^P^^a^ n + 1
> n(n+2)

si a < -1

si a = -1

si a>o, avec égalité si et seulement si a=o.

l^fP^Tta^ 0, pour tout a dans Z.

si a < o

h^P^^a^

(n+a) si a>o

h1 (Pn,0(a))= 0, pour tout a dans Z. (Cf. par exemple [0-S-S] ) .

§2. Démonstration du théorème

Remarquons d'abord que grâce aux résultats de (VI,§1) et de [Ball-Ell] on

peut se limiter à démontrer le théorème pour les valeurs de n supérieures ou égales

à quatre. Ensuite, par dualité, il suffit d'étudier les types de scindages suivants:

12
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1) r.< n-1, pour tout i, Ki<k
2) yn-1
5) k = 2, r ^ = 2 , r^==n
4) k = 3, ri= 1 , r^= 1 , r3=n
5) k = 3 , r i = l , r^n-1 , r^2
6) k = 3 , r^= 1 , r ^ n , ^3== 1

7) k = 4 , ri= 1 , r^= 1 , r3=n-l , r4=l
8) k = 2 , r ^ = l

9) k = 3 , r i = l , r2=n-l , r3= 1 .

Les cas 8) et 9) sont traités en (IV;§2) et (IV;§4) respectivement.

Notations : à. (x) : = q * E . | p'^x) /^ (x) : = HN^E) | p'^x)."—"—~~—~"— i l _
(H^îx)) désigne la restriction à p^x) de la suite exacte (HN ) :

(HN^x)) 0 -^(x) -^^\x) "^^^x) -> 0, i < i < k .

II - 2.1 : r.<n-l, pour tout i, Ki<k.

Ce cas est entièrement réglé par la proposition suivante :

II - 2 .1 .1 : PROPOSITION : Soit E un fibre homogène de rang r sur P (n>3), de

type de scindage (k ; r^...r ; /-4 ... ^ ) avec r < n-1, pour tout i, Ki<k,

alors :

^iVi^P^-

Démonstration : D'après ( I I ; 1 . 1 ) les fibres â . ( x ) sont homogènes et, par hypothèse,
de rang strictement inférieur à n- 1 : ils sont donc sommes directes de fibres en
droites ( [ S a ] ) . On conclut avec ( I I ; 1 . 5 ) . "

II- 2 . 1 . 2 : Remarque : Voir ( I V ; 1 . 2 ) .

ii - 2.2 : y1-1 •

II - 2.2.1 : PROPOSITION : Soit E un fibre homogène de rang r sur 3P (n>4) de

type de scindage (k ; r, ... r, ; ^,...ju ). Si r<2n-2 et si r -n-1 alors E est
K K- \r K-

isomorphe à l'un des fibres suivants : .©, r • ̂ pn )̂ '

^^pn^^k-r^ • ^pn^k-l^ TP^l+/'k) ̂ n^i)®^) (^2), (A2^) (^-3).

13
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Démonstration : Considérons (H N1^"1 (x)) :

0 -> TT^x) -^ r • Q -> &^(x) ̂  0. D'après ( 1 1 , 1 , 1 ) et ( [E-H-s] ) , S (x) est isomorphe à

l'un des fibres : T(a) , ^(b) , © C)(a^) ; de môme ï^'^x) est de la forme : © (9 (a.) ou

T(a) , î2 1 ^ ) (il faut alors r=2n-2).

De plus remarquons que S,(x) est engendré pas ses sections globales avec

h^P11"1, &^x))<r+K2n-l (car h^^x)) < 1 dans tous les cas) .

Examinons maintenant les différentes possibilités :

( a ) Supposons : & ( x ) ̂  T(a) . Comme & (x) est engendré par ses sections globales

avec h°(&^(x))< 2n-l , on déduit : a=-l. En comparant les classes de Chern dans

(HN^Îx)) il vient: ï^'^x)^ 0( -1 )© (r-n)(9. (On ne peut avoir ^"^(x) s^d) :

considérer la suite longue de cohomologie associée à : 0 -> ̂ (l) -> r • 0~^ T(-l) -> 0).

Maintenant, d'après (II;1.3) (et aussi II;1.2) : E ^ N.
k-1Ainsi en appliquant p^ à HN il vient :

0-^^-> E-> T^p (-I+JL( ) ̂  0 (*)

(^p^HN^^o car rf^'^x) s 0(-l)©(r-n) (9).

En restreignant (*) à une droite C on a :

k-2
1e! ^^i" ^fi^i5 e (rk-l~l) " ^fi^k-15 ' ^ est uniformey de ran? strictement inférieur

à n et par suite ([Sa]) entièrement décomposé. Pour que (*) scinde il suffit que

h1 (P1'1,^!-^ , )®^ )=o , ce qui est vérifié car 1-IJi +ft. est non nul pour Ki<k-l.

^|«

( b ) Supposons à (x)^© 0(a.) . Toujours avec les mêmes arguments on obtient :

&^(x)^(n-l)« (9 ou & (x)^(5(l) © (n-2) • 0.

Dans le premier cas on déduit sans peine : 5l ~ (x)^ (r-n 1) • Ô et par suite :

E^t^.OpnO^).

Dans le second cas on a : r= 2n-2 (sinon HN ~ serait scindée) et d'après les premiè-

res classes de Chern : ^^(xîsn^l) .

Remarquons que dans cette situation, on a forcément k =^ 2 (sinon HN^ (y) serai't

scindée). En appliquant p^ à (HN^on obtient (cf. (a) ) :

E^^d+Aïoeîn^î-é)^) .

(c ) Si &]ç(x) ̂ ^b) , alors b>2 (car &.(k) est engendré par ses sections globales).

De h^P11"1, &^(x))<2n-l, on déduit: n=4 et b = 2 (cf.II;1.6). Si ^"^(x) est somme

directe de fibres en droites alors (HN^^x)) est scindée, ce qui est absurde.

Si ïi~ (x) est indécomposable, d'après les premières classes de Chern, on

déduit: y. (x) ̂  T 3(-2). Comme ce fibre n'est pas extension de fibres homogènes

14
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de rang au plus deux, (II;1.1) assure k=2 .

D'après (II;1.3), HN^x) s'écrit 0-^q* N(-l) -> p* E (^i)-^q* N" ( 1 ) ® p* 0 (-1) -^ 0.

Par image directe, on trouve E(l-Mi) ^ P^q^Wd)). Ce fibre ne peut être que A2(T(-1))

puisque celui-ci vérifie les hypothèses de la proposition. •

II - 2.2^2 : Remarque : La proposition précédente règle largement le cas 2) et le
théorème est démontré pour le rang ( n + 1 ) .

II - 2.3 : k= 1, r , = 2 , r^=n .

II - 2 .3 .1_ : PROPOSITION : Tout fibre homogène E sur P11 (n>4) de type de scindage

(k=2;ri= 2,r;= n;^i ,^) est isomorphe à l'un des fibres suivants :

i®l ̂  ô-S?n(tli} ' ^pn^i) e Tpn(-2 +^i) 0 (9^2) .

Démonstration : Soit (HN^x)) : 0 -> &i(x) ̂  (n+ 2) •O -> &2(x) -^ 0

&2(x) est homogène de rang n sur p'^x)^?11" donc (cf.II;2.2.2) de l'une des formes

suivantes : © (9(a^) , T(a)©(9(b) , î î^cî^Oîd) .

Si &2(x) est somme directe de fibres en droites, il en est de même de E (II;1.5).

Avec les mêmes arguments qu'en (11 ,2 .2 ,1 ) on voit qu'il suffit de traiter le cas

suivant : &i(x)^ (9©0(-1) et &2(x)^T(-l)© (9 .

Dès lors, d'après (I;4.5), Ei est isomorphe à l'un des deux fibres suivants: e ,̂ 0_©(î.(-l).

i) Ei^ ^ .

Dans le cas contraire, en dualisant (HN1), il viendrait :

0 -^q* E$ ® p*û)(-^)^ P^E"-»- q*^® p* Q (-Mi) -> 0 .

On a : P^q^E^ est un fibre de rang un, soit (9 n(a) , etR^^q^E^o (car^(x)s îî^l)® d)) .

p q^co^s (n+1) •(9 n (considérer la suite exacte : 0 -> cfîf-^ (n+1) •(? -^ q*<^v-> 0) .

En appliquant p^ à (HN1^ : 0 -^ (9(a-/^) ^È^-»" (n+1) «(9 (-J^i) ̂  0 , et donc E ̂ Cr^ (9^ )̂,

ce qui est absurde si E, ̂  2 • (9 .

ii) Si EI s (90 (9(-1).
ta L>

Sous cette hypothèse, (^0 (-1) ® p*(9(Ati) s'injecte dans p*E. Comme

q»(9(-l) ^ H <8>ïf (?(-!) , de (I;4.4) il vient :

0 -> T(-l) -> Ed-JLii)-^^-»- 0 .

Il est facile de voir que ^ est uniforme et isomorphe à t f )©(9( l ) .
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La suite ci-dessus est donc scindée et on a bien :

E^oii) e T ( - 2 + / z i ) e oo^) . •

I I - 2.4 : k = 3 , r i = l , ^=1 , r3=n .

I I - 2^4^ : PROPOSITION : Tout fibre homogène E sur P11 ( n > 4 ) de type de scindage

(k= 3, ri= 1 , r2= 1 , r3= n ; ^1,^2^3) est isomorphe à l'un des fibres suivants :
3
AY o•s>^i.) ' ^(-2+^2)® ^i)® ^(^ •

Démonstration : Soient les suites (HN^x)):

0 -> 0(a) ̂  ÏC^x) -> 0(b) -^0 ; et donc ÏC^x) ^ (9 (a )®(9 (b )

0 -> ̂ (x) ->• (n+2)(9 -> &3(x) -»• 0.

Comme dans la démonstration précédente on voit qu'il suffit d'examiner le cas où :

&3(x) ^ T(-l)© (9 (sinon E s .© r. -(9 n^ . )) •

En comparant les premières classes de Chern dans CHN^X)) il vient : ÏC^x)^® (5(-1) .

On ne peut avoir a=-l car alors T —n(~l) serait un sous-fibre de E(-A t l+ 1) (I;4.4)

ce qui est impossible vu le type de scindage de E. Donc a = o et b = - l . Comme Ei^(?
G

on a une suite exacte sur P :

0 -^ Q -" E(-Hi) -^ F -> 0 (*)

où F est uniforme de type de scindage (k= 2 ; r^= 1 , r^n ; Hi-^i , V^3-V-\ ).

D'après (IV;§2) et ce qui précède : F^T( -2+^2-A t i )® 0(^3 - ^i) et la suite (») est

scindée, d'où la proposition. •

11 - 2.5 : k = 3, ri = 1 , r2 = n-1 , r3 = 2 .

II - 2.5^ : PROPOSITION : Tout fibre homogène E sur P11 (n>4) de type de scinda-

ge ( k=3 ; ri = 1 , r2=n-l , r3=2 ; ju^ ^2^3) est isomorphe à l'un des fibres

suivants : ̂ r^, ^p^) , T^^-2+^i)® 20^3) , ̂ ^(2-43)® ô^i) ® ^^3) .

Démonstration : &i(x) est un fibre de rang un, ô(a); Ê3(x) est isomorphe à (9 (a)

(9(a)C (9(^) et Ê2(x) est de l'une des formes suivantes : © (9(a. ) , îî^b) , T(0 (cf.II;

1 . 1 ) . Comme d'habitude si &2(x) s C (9 (a^) alors E^er . * (9r i ( ju . ) (II;1.5).

a^ Supposons &2(x)^ ^^b) .

Comme h1 (P11"1, Ïfom(&2(x) ,&i(x)))=o (II; 1 .6 ) , on a : ÏC^x)^ ^(a)®^1^) .
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De l'injection ïC^x) -^ (n+2 ) • Ô, on déduit a< o et b<l. La suite longue de cohomo-

logie associée à (HN2 (x))donne h°(&3(x))+ ̂ (^(x^ n+2+h1 (îC^x)) ̂ (^(x)) et h^ÏC^x))

étant inférieurs à 1, il vient: &3(x)^ (9 © 0 ( 1 ) et donc, en comparant les classes de

Chern, ïC^x^n^l)®^. D'après (I;4.5) Ea est isomorphe à l'un des fibres suivants :

^, Oç © (9ç(l) .

En procédant comme dans (II;2.3.1) on montre : Es^c^ et si Es ̂ Ô ® 0 (1) alors
G G

(cf, I;4.4) : E^ n^-jLta)® (9(At i )© 0(/i3) .

^ Supposons &2(x)ST(Ç) .

De (HN^x)) il vient : ̂ (x^ë^a) © T(^ ) ou ÎC2(x)^n,• 0(ei+l) (avec ^a).

&. < ^ Si ïC2(x)s(9(a) © T (Ç) alors a< o et Ç <-1 (car ^(x) s'injecte dans

(n^^)^).!! s'ensuit que :
( n + 2 si a < o

h°(&3(x))=
n+2 si a < o

n + 1 si a = o .

Ceci implique ^(x)^ (9 © 0 ( 1 ) et a=o, ce qui est absurde (considérer les premières

classes de Chern dans : 0 -^ Q © T (Ç ) -" (n+2) • Q -" Q © (î)(l) -^ 0 ) .

b . n ) Soit îC^x)^ n - (9(a+l).

Comme h°(&3(x)) ne peut valoir exactement n + 2 on déduit de (HN^x)) :

a=^=- l . et &3(x)^2-<9. Ainsi Ei^ (9.,(-1), en utilisant (I;4.4) il vient :
G

E^T(-2+jLli) © 2(?(fi3) . •

II - 2.6.1 : PROPOSITION : Soit E un fibre homogène sur P11 (n>4) de type de

scindage (k = 3, r^= 1 , r^= n , r3= 1 ; /^i , l^-i y ^3) . Alors E est isomorphe à l'un

des fibres suivants :

J'^-(9^n(^),T^(-2+jUi)© 0^2) © (9^3) / ^pn^i)® ̂ n )̂ © ^pnd + /Jt2 ) .

Démonstration : On a les suites exactes :

0-> Ô (a) -^^(x) -»• &2(x)-> 0 ^(HN^x))

0 ^ÏC^x) -ït(n+2)•(()-^ (9(b) -^ 0 , (HN^x))

Avec &2(x) isomorphe à l'un des fibres suivants :

© ( 5 ( a . ) , T ( Ç ) © ( 9 ( a ) , î î 1 ^ ) ® ^ ^ ) (II;1.1 et II;2.2.2).

a) Si â2(x) ^ © (9(a.) alors E^© r.(9 nu".) (II;1.5)

b) Supposons &2(x) ^ T (^ )© (!)(a) .

De (îîN^x)) il vient: h1 (P""1 ÏC^x) (k))= o, pour tout k dans Z (cf. II; 1.6).
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En particulier: h1 (P11" ÏC^xK-b^ o et (HN^x)) est scindée. Ceci implique b = o et

par suite ÏC^x^Cn+DC) . En appliquant p à (HN2) on obtient la suite exacte sur

P11: 0 -^G ^E -> (9^3) -> 0.

Il est facile de voir que G est uniforme, de type de scindage :

(k=2 ; ri=l , r^=n; /^ , ^4). En utilisant (IV;§2) on déduit :

E^T^(-2+J"i)® ^^2)^(9^3) .

c) Cas où ^(x^n^îC (9(0) .

Dans ce cas (HN^x)) est scindée et de l'injection : (9(a)©(9(0 ̂ ^OS ) -> (n+2) •ô, on

déduit : j3 < 1 a< o et 5<o. De la suite longue de cohomologie associée à (îîN^x))

il vient: a = ô = o , |3=1, b=l. Es étant isomorphe à (L(l), en utilisant (I;4.4) on
\3

a : E^(9(/Xi) C (9(jpt2) © îî^l +At2) . •

11 ~ 2'7 : k = = 4 , r i= 1 , ^=1 , r3=n-l , r4= 1 .

II- ̂ l^ •- PROPOSITION : Tout fibre homogène, E, sur P" (n>4) de type de scin-

dage (k = 4 ; ri = 1 , r2=l , r3=n-l , r4=l ; fi\ , ^2, ^3 , fi^) est isomorphe à

l'un des fibres suivants :

î lY0?^ f (9p^^l)eT^(-2+^2)e(9^4) , (9 î) 0(9^2) ©^(2+^4).

Démonstration : Soient les suites exactes (HN (x)) :

0 -^ 0(a) -^ TC^x) -> û)(b) -^ 0 , donc TC^xïs^ ta îOOCb)

0 -> ^(aîe^b^ÏC^x) -> &3(x) ^ 0

0 -> îC^x) ->- (n+2) •(9-^ é)(c) ^ 0 .

Avec, bien sûr, Ssîx) de l'une des formes suivantes : T (Ç) , ̂ (T?) ,©^(a.).(Cf.II;

1 . 1 ) . Pour le dernier cas, comme d'habitude nous renvoyons à ( 1 1 , 1 . 5 ) .

a) Cas où &3(x)ST(Ç) .

De h1 C^P11"1, ^3 (x) (k))=o , pour tout k (cf. (HN^x))) on déduit :

(n+2) •(^^(cîe^x) , donc c = o et par suite ^(x^Cn+l) •(9. Ceci montre que (HN^x))

s'écrit 0 -^ (9©(!)(-1)-^ (n+D-é)-> T(-l) -> 0. Bien entendu a ^-1 car sinon T(-l)

s'injecterait dans E(-jUi+l) (cf.I;4.4) ce qui est impossible vu le type de scindage

de E. On a donc : Ei^ Q ce qui fournit la suite exacte : Q-^Q E(-jLti) ->^-> 0 (X) .(j
avec ^uniforme de type de scindage (k = 3 , ̂  = 1 , r^n-1, r3 = 1 , ^^2-^tl i 1^3-^ï /A^-^i).

En utilisant (IV7§4) et la suite exacte CX) il vient :

ES(9(^i) ® T(-2+fi2)® (9(J"4) .
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b) Cas où &3(x)^ n^î?) .

Dans ce cas (lîN^x)) est scindée et exactement comme en (II;2.6.l,c)) on déduit;

a=b=o , T?= 1 et c= l . Comme E^^d)/ en utilisant (I;4.4) il vient :
G

ES^^i) C (?(jLt2) © ÎÎ^+J^) .

Cette proposition achève la démonstration du théorème.

CHAPITRE III

LA RELATION (à) POUR LES FIBRES DE RANG (n+1)

§ 1) Notations, Généralités
§ 2) La relation (&) avec c = o

§1. Notations, Généralités

III- 1.1 : Notations.

D'après (I;3.2) à tout fibre uniforme E de rang (n+1) sur P", de type de

scindage (k ; ri... r ; ̂ 4... p. ) , correspond une égalité :

+1 k

( & ) P(T ,U) + x U + ( a T + b U + c V ) • R(U,V) = . U S ( T + M .U,U,V)

PCr^U)^1"1'1"^ ClUT1^ ... + c l^T est le polynôme de Chern de p* E .

S.(T,U,V) est le polynôme de Chern de q* E : il est homogène de degré r. symétrique

en U et V.

x,a,b,c sont des entiers relatifs.

On notera (£. ) la relation obtenue à partir de (&) en remplaçant T par

T- ju . u :
t,

(Ê. ) P.(T,U)+x. U^^aT+b U+cV) •R(U,V)= ̂  S^T +(<H^- {i.. )U,U,v)

P.(T,U) est le polynôme de Chern de p* E(-Ai .) et b.:=- a fi .+b .

Par (S \ , (& . )o , on indiquera la relation (à) , (à.), dans laquelle on a posé :

T = o et U = 1.

La symétrie de S.(T,U,V) limite les valeurs de x :

III- 1.2 : LEMME : Dans la relation ( ê.) deux cas seulement sont possibles :

' i ) x. = o ou

i i > ^=0-^ .
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Démonstration : On a donc : S (T.U.V) divise P.(T,U)+ x. U^+CaT+b .U+cV)R(U,V) .

Si S^(T,U,V)=T 3 alors il est clair que x - o . E n posant T=o, on se ramène au cas où

S (0,U,V) est un diviseur symétrique non trivial de xU^^îb U + c V) R(U,V) . Par symétrie

S(0,U,V) divise xV^+œv+cUÏRCU.V) et, par différence, il divise •
(x+b-Oaj^-V^1).

Supposons x + b - c non nul. S(0,U,V) divise (U-V)[x U^^Cb U + c V) R(U,V)] et donc

aussi x(U-V)U11 . Or les seuls diviseurs symétriques de xdJ-VÏU11'1'1 sont les constan-
tes, donc x = o. •

II s'ensuit que la relation (&.)„ ne peut prendre que deux formes :

( c v + b ) . R ( l , v ) k

n+1 n = A ̂ r^i flfv) •cv + (c+b.) (vY-.+vî+c i-l 1 i 3

(Notation) : ^.(v) : = c vn+l+(c + b .) (vn+...+v)+c .— j ^

Dans le lemme suivant, on étudie les racines de V^(v) :

III- 1.3 : LEMME : Pour tout couple (c,b) G Z xZ \ { (0,0) } le polynôme

^(v) : =cv1 1 + (c+b) (v^ ... +v)+c a les deux propriétés suivantes :

1 . il a au plus trois racines réelles,

2. il a au plus une racine multiple. Cette racine, quand elle existe,

est réelle, de multiplicité inférieure ou égale à trois.

Démonstration : Si c=o, c'est clair. Si c ^ o, onconsidère ^(v)= v^^tv^.-.+vî+l

et le lemme découle des faits suivants qui se prouvent en considérant

(v-1) • ̂ (v) : ̂ (o) ^o , V§ ; V/ a des racines complexes non nulles d'argument

(2k+l)7r/(n+l) si et seulement si Ç=o, d'argument 2kw/(n+2) si et seulement si ^= 1. •

§2. La relation (&) avec c = o

Désormais nous nous limiterons aux fibres uniformes de type de scindage

(k ; r^ ...r̂  ; A<i ... /^) avec ^^-l1^^ 1 r Ki<k ; un tel type de scindage sera dit

consécutif. D'après (I;4.1) cette restriction n'a aucune conséquence sur le problè-

me de la classification des fibres uniformes de rang (n+1) sur P" ; en effet, si F

est isomorphe à l'un des fibres suivants :

'^(-Z+^-^i) ; ^pn(l+^2-^i) ; © r^- (9pn(^-J"i) ; H i - H 2 > 2 î

les extensions : 0 -^ (9^n ̂  E(-jui) -+ F -> 0 scindent pour n>3.
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Dans ce paragraphe, nous donnons une "classification" des relations (&) pour les-

quelles c =o (III;2.4).

Pour établir cette classification, une des étapes essentielles consiste à se

ramener à une relation (& ' ) du type "r= n" (c'est-à-dire correspondant à un fibre

uniforme de rang n sur P ) et à utiliser le résultat suivant ([E-H-S] ) :

III- 2. PROPOSITION : Soit P(T,U)=Tn+c^UTn~ l+...+c U" et (S ' ) la relation :
k "

P(T,U)+a R(U,V)= .ns.(T+j[ i .U,U,V) avec c.,a,ju. des entiers relatifs et S.

des polynômes homogènes symétriques en U et V. Alors seuls sont possibles les

cas suivants :

1 . k=l,

2. a=o,

3. k = 2 et Si (T,U,V)= S „(T.-ûU,-av) , S2 (T,U,V)= T + a (U+V)
n-1

OU Si (T,U,V)=T-a(U+V) , S2(T,U,V)=S , (T, au, ttV) ;n—1
a:=K,-^ ; S^(T,U,V):=^^ T^V6 .

Remarque : On ne suppose pas les H . consécutifs.

Pour le rang (n+1) il apparaît cependant un fait nouveau : une solution algé-
brique qui ne correspond pas à un fibre uniforme ( c f . I I I ; 2 . 2 . 2 . b ) ) .

III- 2.1 PRELIMINAIRES : Soit une relation (&) avec c = o :
_ , 4 K.

P(T ,U)+xU + (aT+bU) • R(U,V)= .n S . (T +fJi. U.U.V) .

Pour j , l^ j^k, la relation ( & , ) o donne

^v -r ... •r i/ p.
} = .n. S,(jti-jLi.,l,v) (cf. III; 1.2) .i=i r'i -]

b.-vîv""^ ... +1)

II existe donc un indice jg tel que S . ( T , U , V ) soit de degré r . et tel queDo 3o
S . ( M . - J " . , l , v ) soit de degré strictement inférieur à r . . Par symétrie et homogénéi-D o ^ o 3 3o
té, on déduit :

i ) d° S . ( o , l , v ) < r .
Jo Jo

ii ) v divise S ( o . l . v ) .
Jo

Dans la suite, nous distinguerons les deux cas suivants :
S . t o . l . v ï ^ o ; S . ( o , l , v ) * o .
Jo J o
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I I I - 2.2 : Cas où S. (o , l ,v)=o .
D O

Nous distinguerons deux sous-cas suivant le degré de S.(T,U,V).
3 o

I I I - 2.2.1 : Cas où d ° S . (T,U,V) > 1 .
~~~~ — ^° n+1

Comme S (o,l,V)==o, T divise S . (T,U,V) et donc aussi P . (T,U)+ X . U +(a T+b U) •R(U,V)
-'o 3o Do Do Do

ainsi X. et b. sont nuls,
3 o 3 o

En divisant par T la relation (à. ) on obtient :
D o

(ê; ) P. (T,U)+aR(U,V)=S. (T,U,V) • M. S, (ï + (fJL.-fl. )U,U,v)
Do Do 3o 1 D o 1 1 3o

Où : TP (T,U)= P. (T,U) et T • S. (T,U,V)=S (T,U,V)
Jo 3o 3o Jo

(&. ) est une relation du type "r=n", de plus les a . : = A t . - A t . , Ki<k sont consé-
Jo x 1 Do

cutifs. D'après (III;2) il vient :

1 1 1 ~ ^L2^!- a^ '' PROPOSITION : Sous les hypothèses de (III;2.2.1) seules peuvent

se présenter les possibilités suivantes pour la relation (&) :

(a) a = b = c = o

(b) k = l

(c) k = 2 et les S. sont donnés par

(c . l ) S iCT^U/VÎ^-TdJ+V) ; S2(T,U,V)=S _ (T,U,V)

( c . l ) ' S i (T ,U ,V)=2 (T,-U,-V) ; S2(T,U,V)=T 2 +T(U+V)

(c.2) Si(T,U,V)=T-(U+V) ; S2(T,U,V)=T • S (T,U,V)
n-1

(c .2) ' Si(T,U,V)=T • 2 . (T,-U,-V) ; Sî(T,U,V)= T+(U+V) .n—l

III- 2.1.\_.b) : PROPOSITION : Les fibres correspondants aux différents cas de

la proposition précédente sont :

(a) it^pn^)

5pn^i)

(c.l) ^n^i^Tpn^i^)

(c.l)' ^pn(2+M2)®(2pn^2)

(c.2) (^pn^i-D® Tpn(^i-2)

(c.2) ' .Q^(2+^)© ^pn^i) •

Démonstration : • (a) - Remarquons d'abord que : a=o et b. =o implique : b=o ; et
3o

par suite b^=o , Ki<k. D'après la relation (&i) , on a : Si(T,U,V) divise Pi(T,U) ,
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donc, Si(T,U,V) est indépendant de V et donc aussi de U par symétrie. En particulier::

q*ci(Ei) =o .

De la même façon: q*c i (E . )= o, K i < k , et il suffit d'appliquer ( I ;4 .3) .

• (b) - C'est la proposition ( I ;4 .2 ) .

• (c) - Nous ne traiterons que les cas (c . l ) et ( c . 2 ) , ( c . l ) ' et

( c . 2 ) ' étant les cas duaux.

• (c. l) - La filtration H N* donne la suite exacte sur F :

0 -> q*Ei ^ p * E ( - M i ) - ^ q*E2®p* (9-n(-l) ~" 0 . On pose ^ : = q* Ei Ip'^x) . En restrei-

gnant la suite exacte ci-dessus à une fibre de p on voit que ^ est un sous-fibre

de rang deux de première classe de Chern -1 d'un fibre trivial. Donc pour toute

droite Ê de p'^x)^?11'1 : ^|£s On® (U-l) et ^ est uniforme. D'après ( [vdV],[Sa] )x ~ ~ x
on a :

(i) si n>4 : .Ç^n-l̂ pn-l(-l)

(ii) Si n=3 : / „ , ̂  ,,^(-D® 0^2

^(T^(-2)

D'autre part, C2( ^)=o (c2(q*Ei)=o) et donc ^^ 0.^2 ® <9p2 (-1) .

Dans tous les cas, le fibre q* Ei est totalement scindé sur les fibres de p.

D'après ( I ;4 ,5) : Ei^ (9, © 0 (-1) ou bien Ei^ co (h) .
G G

Cependant : ci(q* Ei)=ci(q* CJ) et C2(q* Ei) ^ C2(q* ^)=u V et ceci montre: Ei^ (^ ® (^(-1).

Comme Ei contient un sous-fibre trivial de rang un, on a une suite exacte :

0 - ^ - 0 n ^ E Î - A t i î - ^ E ' ^ O (*) avec E' uniforme de rang n de type de scindage

(k= 2 y r i= 1 , r^^n-1 , J^=o , ^^=-1} . D'après ( [E-H-S] ) :

E'^n® (n- l)•(()pn(- l) ouE '^T^-2) ,
dans les deux cas la suite (*) scinde et :

E(-.ui) S2^e(n-l)-(9^(-l) ou E(-/Xi)S(^<BT^(-2)

mais le premier cas est à exclure car Ei ^ 2 • Ô .

• (c.2) - D'après (I;4.4) on a une suite exacte :

0 -^ T n(~1) "^ E(-Ai i+l) -^ (9 n(111) "^ ° (**) • En regardant les premières classes de
Chern, il vient m=o et la suite (**) est scindée donc E^T (̂.Ui - 2)€>(9 (^i - 1) . •

I I I - 2.2.2 : Cas où d° S (T,U,V)= 1 .
~ Jo

En procédant comme en (III;2.2.1) on obtient une équation du type "r= n"
]ç

(Ê; ) P . ( T , U ) + a R ( U , V ) = .H S ,(T+(u.-jLi ) U , U , V ) .
J o -) o l-—i 1 - ' - J e
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II faut remarquer que si j<, ^ 1 et jo ^k, alors les a. ; a. := /z . - ,u , KKk.i^j,
^- ^- ^- J o

ne sont plus consécutifs. Toujours d'après (III;2) il vient :

III- 2^2 ._2. a) : PROPOSITION : Sous les hypothèses de (III;2.2.2) seules peuvent

se présenter les possibilités suivantes pour (S) :

(a) a = b = c = o

(b) k = 2 , S i (T ,U,V)=T ; (b ' ) k = 2 , S2(T,U,V)=T

(c.l) k = 3 , S i ( T , U , V ) = T , r 2 = l , r 3 = n - l

( c . l ) ' k = 3 , r i=n-l , r^= 1 , Ss(T,U,V)= T

(c.2) k = 3 , Si(T,U,V)=T , r^n-1 , r3=l

(c .2) ' k = 3 , ri=l , r2=n-l ,S3(T,U,V)=T

(c.3) k = 3 , S i ( T , U , V ) = T - 2 (U + V) , S2(T ,U,V)=T , Ss(T,U,V)= 2^^(T,2U,2V)

(c .3) 1 k = 3 , S i (T ,U,V)=2 (T, -2U, -2V) , S2(T,U,V)=T , Ss(T,U,V)= T + 2 (U + V) .

On peut donner les précisions suivantes :

Dans le cas (c.l) : S2(T,U,V)=T- (U + V) ,

dans le cas (c.2) : Ss(T,U,V)=T+ (U + V) .

III - 2^2 ._2. b) : PROPOSITION : Les solutions (c.3) et (c .3) ' ne correspondent

pas à des fibres uniformes.

Démonstration : On donne deux démonstrations différentes.

Première démonstration : On considère (c .3 ) ' , (c.3) s'obtenant par dualité. Soit P

un plan de P (n^3) et le sous-diagramme induit par P :

P*-^———————,———— F2 F2 : = çf1 (P*) , p' et q' étant les restrictions de

P' p et q .

P

Supposons que (c .3) ' corresponde à un fibre uniforme E et soit :

& : = E | P , & :=E. |p* , ÎC^'^HN1^. Les 5C1 ' ê. donnent la filtration H N' de

p'*â . En particulier : q'*(c2 (&.)) =o car q*(c2 (Ei))= 4(U2+v2+Uv) et

H'(F2,Z)^ Z^vl/O^U^UV+V2) (cf.I;2.4). Pour le fibre &i défini sur P* on a :

ci (&i)=-2 et cz(Ê i )=o . D'autre part, sur chaque droite fi* de P*, &i|î* est un

sous-fibre, de rang (n-1) du fibre : (n+1) •Ôç^ , d'où deux cas :
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fi* s
20g»(- l ) © (n-3) -0^ (a )

0^(-2) ® (n-2) .0^ (^ )

Si on a (û() pour une droite, on l'a gêneriquement, en particulier :

h° (P*, &i) < n-3 et h2 (P*,&i) =o , d 'où : X (P*/&i) < n-3 .

D'autre part, d'après Riemann-Roch : x ( P * , & i ) = n - 2 , ce qui est absurde.

On a donc ( j8) pour toutes les droites de P*.

Revenons maintenant à E défini sur P11. Comme précédemment, pour toute droite £

de p^Cx)^ F" , on a deux possibilités :

20p(-l) © (n-3)-0p
q*Ei|fi - c e

0g(-2) © (n-2) •(^

£ s'identifie aux droites de P passant par x et contenues dans un certain P2 ,

c'est-à-dire fi s'identifie à la fibre p'"^) dans le "sous-diagramme" induit par

ce P2 . 'Comme : q* Ei|fi ̂  q'* &i| ,-i ^ &i|fi*, d'après ce qui précède, on voit que :

q* Eijfi ^ ^(-2) © (n-2) •0g pour toute droite de p'̂ x) .

D'après (I;4.1) et (I;4.2) : q*Ei|-i = (? -i (-2)0 (n-2)0-i . Ceci est en contra-

diction avec : C2(q*Ei| - i /J = 4 (car (f(c2(El))=4(U2+v2 + UV) ).

Deuxième démonstration : Cette fois on considère (c.3). La filtration H N" donne la

suite exacte :

0 -> q* (9-(-2) ® p* 00ti) ->• HN2 -^ p* d)(fi2) - ^ 0 C ï .
G

On à : H^F.q*^^)®?*^!))^. D'une façon plus générale H^F, q* 0ç(-t) ® p * 0 ( l ) 5 = o

si t>o. En effet, la suite spectrale de Leray dégénère et on a la suite exacte :

0-^H1 (P^p^q'fy-t) ® p*(!)(l))) ^H^F, q*(^(-t) ® p*(9 (1))-^H° (P^R^q^O (-t) ® p*0 ( 1)))

et il suffit de remarquer que : p., q* 0-(-t)= o et R^Cq^îLt-t)) = o si t>o ( n > 3 ) .v G v G

La suite (* ) est scindée et p*(9(j"2) est un sous^fibré de p*E :

0 -> p*Ô (^2) •̂  P*E ->^ -" Q ;

sous p il vient (après torsion) :

0 - ^ 0 -^E(-^2)-^-^ 0 .

y est uniforme de type (1; -1; ...? -1) puisque E(-M2) est uniforme de type (1 ;0;-1 ;...;-D.

Maintenant, d'après (I;4.1) et (I;4.2) : ̂ s 0 n<1) e (n-1) •0-n(-1) et donc :

E^ .© r. 0 n(^.) ^ ce qui est absurde car il faudrait : Si(T,U,V)=T et S3(T,U,V)= T11"1. •
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I I1" ^l2!2!^ : PROPOSITION : Les fibres correspondent aux autres cas de

(III;2.2.2.a>) sont :
k

(a) i®l r! ̂ p^

(b) ûpn^i)®r2-(^n^2) ; (b') n -^n(Mi) © ^(^2)

(c.l) ^pn^iî^Tpn^+^i)

(c.l) ' ^n(l+^i)®0pn(^3)

(c: t2) "pn^i)®0pn(Ati)

(c.2) • T^n(-2+jLti)©0^3)

Démonstration :

(a) Cf . ( I I I ;2 .2 .1 .b) ) .

(b) Comme S i ( T , U , V ) = T , Ei^ (9^ et on a une suite exacte; 0-^0 ^E(-jLii) -» F -» 0

où F est un fibre uniforme avec k = 1, on conclut avec ( I ;4 .2 ) .

(c . l ) Comme précédemment, on a une suite exacte : 0^0 ^ E(- p-i) -^ F ~^ 0 (*)

avec F uniforme de type (-1, -2 ...-2) et de rang n ; d'après ( [E-H-S] ) , F est

isomorphe à T^n(-3) ou à ^(-D® (n-1) -(9pn(-2) .

Dans les deux cas la suite (*) scinde et: E(-^i)^ (9 n ̂  T n(-3) l'autres cas

devant être exclu car S2(T,U,V)= T - (U+V) .

(c.2) Se traite de la même manière que (c.l).

(c.l) ' et (c .2) ' s'obtiennent par dualité. •

I I1" 2»3 : C^s où S . ( 0 , l , v ) ^ o .
3 0

La relation (& )g s'écrit :
k

b «v •(vn~l+...+l) = n S.(u.-ju. , l ,v)
Jo -L--1• 1 1 Do

avec : S (0,l,v)^o , d° S (0,1,v) <r. et : v|s.(0,l,v) (III;2.1).
•}o 3o Do 3o

1 î l " ïlèil '- Cas où b. = o
~ 3 o

Si b est nul, alors il existe i<, (Ki<,<k , ig^j^îtelque S.(/2.- ju. , l ,v)
0 10 ^-O ^0

soit identiquement nul. En particulier : d°S. (0,l,v)<r. , car par symétrie et

homogénéité s^(a,i,v) est un polynôme en a de degré r. et de terme constant :

Btv^+l î+v PM avec d°P(v)<r -2 . Pour la relation (&. )„ il vient :
. ° ^-o

i ] n k0 + b ^"+...+1) = .n s.(.u.-^. , i ,v)
l ^-o l—i 1 1 IQ
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mais comme : d° S (ju. -ju . , 1 ,v) < r , - 1 , on a :
, Jo Jo -'-o Jo

îSl̂ î"̂  ^M^ n-1' et donc ^=o ; b^ et b. étant nuls il suit: a = b = c = o
et d'après (IH;2.2.1. b) ) : o o Jo

r-
S_ (T,U,V)=T- 'o , ce qui contredit l'hypothèse : S (0,1,v) ^o .

Ce cas ne se présente donc pas sous ces hypothèses et b. est non nul. En particulier,

ceci montre que v = o est racine simple de S. (O.l.v).
3 o

111 ~ 2!3^2 : PROPOSITION : Dans les hypothèses de (III;2.3) la relation ( & . )

s'écrit : 30

T^+l-b_ U ^ + t a T + b U) R ( U , V ) - H S . ( T + ( J U . - J L I . ) u , U , v ) .
Jo Jo 1-1 l 1 Jo

Démonstration : On note y la solution holomorphe de :

S^ (X(l + y ( X ) ) , l ,y(X))=o vérifiant y(o) =o. L'existence et l'unicité sont assurées

par le théorème des fonctions implicites car v=o est. racine simple de S. (0,l,v)=o.

Par symétrie, y (X) vérifie le système :

( P ' (^(1+y (X )) , 1 )+ [ a X(l+y (X )) +b] R (1, y (X )) = o
C^) ;

P ' ( X ( l + y ( X ) ) , y ( X ) ) + [ a X ( l + y ( X ) ) + b y ( X ) ] R ( l , y ( X ) ) = o .

Pour simplifier l'écriture, on omet l'indice jg. On pose :

p ' ( T , U ) = pCr.in-bU1'1'1'1 ; p(T,U)=T n + l +ClUT n +. . .+c l^T .

Par différence dans (.V) il vient : p(X( l+y(X)) , l) == p(X(l+y(X)) , y(X)) .

En dérivant cette égalité en X=o et en tenant compte que y(o)==o , il vient facile-

ment par récurrence que c .=o , Ki<n."

Dans la proposition suivante, on rassemble les résultats obtenus c'est-à-dire

une "classification" quand c = o :

III- 2.4 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P11 de

type de scindage (^...^ ) avec les ju . consécutifs. On suppose que dans la rela-
K 1

tion (à) correspondante on ait c=o . Alors : ou E est isomorphe à l'un des fi-

bres suivants :
e^ • (̂ pn(̂ ) / T^i-2)e(9^i) , T^i-2)©6^2) .

•TRU^I^)® 0^3) , ^pn(/2l)eT^2-2) , Î2p^i+l)€> 0^1) /

^pn^i-H)® ^n^2) , ^pn^i+l)® ^^3) , ^pn^i) e ̂ ^2+1) .

où il existe Jo, Kjo^k, tel que la relation (&. ) correspondante s'écrive :
, Jo

Tn+l-b-, U ^ + C a T + b U ) R ( U , V ) = . 1 1 s . (ï + (^. -/x ) U.U.v)
J o Jo 1—-1- 1 1 Jo
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III- 2^4^ : Remarque : Tous les fibres "attendus" apparaissent dans la proposi-

tion précédente. Ceci laisse supposer que l'on doit toujours avoir c = o dans (à) .

C'est d'ailleurs ce que nous montrons dans certains cas particuliers (n=3,4 ,5) . De

même quand la relation ( à.) prend la forme particulière de la proposition précéden-
3 o

te, on doit avoir k= 1 .

CHAPITRE IV

CERTAINS TYPES DE FIBRES UNIFORMES

§ 1) k=r (n > 3)
§ 2) k= 2 , ri= 1 (n>2)
§ 3) r=n+l , k=n (n>4)
§ 4 ) r=n+l , k = 3 , ri=r3='l (n>3)
§ 5) r= n+1 , npair , n>4 , k=2 , ri =2

Dans ce chapitre, on étudie certains fibres uniformes de type de scindage par-

ticulier. Rappelons qu'à tout fibre uniforme E de rang r sur P est associée une

suite d'entiers : (k ; r^ ... r ; MI — / J l ) appelée tyde de scindage de E et qui vérifie:

E|£ ^ .€> r. (9g (,u . ) pour toute droite £ de P" avec M i> ... > AI, ; .S r.== r.

§1. k= r (n>3)
IV- 1.1 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme sur P11 (n>3) de type de

scindage (k ; r^... r, ; ̂  ... ju,) avec k = rang (E)

alors: E^e^n^).

Démonstration : La filtration H N " fournit les suites exactes

0-^ HN1^ HN^^q^E.^ ® p* (9 n^.+J "̂  ° i Ki<k-l.

Quand on restreint ces suites à p'^x) s P1'1^ , on obtient des extensions de fibres

entièrement décomposés (car r.=l , V i). ces extensions scindent (car n-l>2) et on

aboutit à : .© ^ - i / v (a. ) s r • (9-i. avec a.= ciCq^E.lp'^x)) . Il vient donc a^= o ,

V i, et par conséquent ci(E.)=o , V i. On conclut avec (I;4.3). •

IV- 1.2 : Remarque : Sur P2 le résultat précédent est faux : on a des contre-
exemples par : T 2 , S2 T 2 . On peut se demander néanmoins si les fibres uniformes
sur P2 avec k=r sont bien "ceux qu'on croit".
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Dans le même ordre d'idées, on peut conjecturer le résultat suivant :

Conjecture : « Soit E un fibre uniforme sur P" avec r.< n-1, V i, K i<k, alors1 k
E est homogène et par suite (cf.II;2.1.1) isomorphe à .€> r. • (9_n(A1. ) . Par (III;1.1)
c'est vrai pour n=3.

§2. k= 2 , n=l (n>2)

La proposition suivante a été démontrée par Elencwajg ( [Ele,3]) :

IV- 2.1 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme sur P2 de type de scindage

k = 2 et r i = l (ou r 2 = l ) alors E est isomorphe à l'un des fibres suivants :

1e! ̂  ̂ p2^ ' îp2(^i-2)©(r-2) • (^2(^2) , ^(2 + l^} © (r-2) • (^2(^1) .

Pour la commodité du lecteur, nous donnons maintenant une démonstration de cette

proposition.

Démonstration : Par ( I ;4 .1 ) , ( I ;4 .2 ) et par dualité, on peut se limiter aux fibres

uniformes de type de scindage (k = 2 ; n , r 2 = l ; A t i = o , P.2= -1) . Pour un tel fibre, E,

la relation ( & ) s'écrit :

Si(T,u,v) SaCr-u.u.vî^^+ci ui^^^u^^+MCr/u.v) u^QCr.u.v) R(U,V)
où M(T,U,V) , Q(T,U,V) sont des polynômes homogènes de degré ( r -3 ) et ( r - 2 ) res-

pectivement. R ( U , V ) : = U2 + U V + V 2 . Posons :

Sl(T,U,V)=T r~ l+ T r '"2B(U+V)+ T3^"3 F^+V 2 ) + Tr~3DUV+ ^^HÎU^ V3)+Tr~4G (U2V+UV2)+.....

S 2 ( T , U , V ) = T + A ( U + V ) .

On note (&)« la relation (à) modulo (l^+V^UV). On a :

Si(T,U,V) =• T1^"^^"2 B(U+V) + T r ~ 3 ( D - F ) U V + T2'"4 G ^ V + U V 2 ) + ...

S2(T-U,U,V) = T + U ( A - 1 ) + A V

où = indique une égalité module (l^+V^UV) .

Les coefficients de T3^"1 V , Tr~2 U V , •^"'^V dans (&)« donnent respectivement

les relations :

( 1 ) A + B = o , ( 2 ) B A - B + D - F = o , ( 3 ) D - F = 0 ;

on en déduit A ( l - A ) =o, c'est-à-dire A = o ou A = l .

Si A est nul alors B aussi est nul -(1 )- et d'après (I;4.3) : ES (r- l )«(9 i^Q 2^-1).

Si A = 1 d'après (I;4.4) on a la suite exacte :

0 -»^ E ^n_2(l)-^ o (**) ;

^est uniforme avec k = 1 et ci(^)=o. En effet, si ^'|fis C(9p(a.) on a :
^- r—2

a^<o, Vi car H° (fi , ?(bm( (9g(a) ,(?g(b)))=o si a>b et de plus ̂  a.= o
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car ci(E)^ci (n^(l))=-l. on a donc ̂  (r-2) . Op2 (cf. I;4.2y et la suite (**) est

scindée. •

On peut maintenant généraliser cette proposition :

IV- 2.2 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme sur P" (n>2) de type de

scindage : k = 2 et r, = 1 (ou ^ = 1 ) alors E est isomorphe à l'un des fibres

suivants : ̂  r^- ô^^^ ' Tpn^i-2)e(r-n)(9^^2) , îîpn^-^^r-n) -0yn^i) •

Démonstration : Soit P un plan de P11 (n>3) et soit : p*--^1— ?2 -p-»- P le sous-

diagramme induit par ce plan (cf.I;2.4). Soit & : = E|p. D'après la proposition

précédente : â^ ̂  r^« 0p (ju^) ou &ST (-2 +Aii) © (r-2) • Q (J"i-l),

on suppose ri= 1 ce qui est toujours licite quitte à dualiser.

Comme HN1^)^ HN^E) JF2, on voit que :

HN^E^^p^n î) ou HN^E)^ H «p^^n^i-D.

Dans le premier cas, on a une suite exacte : 0 -> Q ^i) ~^ E -^ ^-9' 0 où ^'est

uniforme avec k= l et donc : ^^ (r-1) • Q 1^2) (I;4.2), il s'en

il s'ensuit que : E ^ (j) n(^i) ® (r-1) • C-n^) .

Dans le second cas, d'après (I;4.4) on a la suite exacte: O-^" Q~^'E(-p.i + 1 ) ~^~ ^-^ 0

où '•S est uniforme avec k=l donc isomorphe à (r-n) •Q ^ finalement :

E(-^i+l) ^ Q© (r-n)"(9^n . •

§3. r=n+l , k=n (n>4)

IV- 3.1 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P11 (n>4)

de type de scindage (k=n; r^ ... r ; AI ^ ... /i )

alors : E-j|^-(^(^).
n • A n'

Démonstration : Pour un tel fibre, la relation (& . )o , 1 < j < n, s'écrit :

(cv+b . ) • R(l,v)
n D.n s ox -/x. , i ,v) =

1=1 x 1 3 cv114-^ (c+bj^+.-.+vî+c.

Le membre de gauche a au moins (n-1) racines réelles et celui de droite au plus

trois si (c,b.) ^ (0,0) (cf. III;1.3) donc pour n>5 ceci implique :

(c,b -(0,0), Kj<n.

De b^b pour i^ j on déduit a=o (car b.;=-a^.+b) et ensuite b.=o et a = o
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il vient b ̂  o ; a , b et c étant nuls, on conclut comme dans (III;2.2.1.b)).

Pour n = 4, on peut procéder de la façon suivante :

supposons r4=2, la relation (^4)0 est de la forme :

Sl(3,l,v) S2(2,1,V) Sad,1,V) S4(0,1,V) =€^+(04^) (V^V^V^VÎ+C

(s'il en était autrement, on aurait immédiatement a = b = c = o en comptant le

nombre de racines réelles).

Comme -1 est racine dans le membre de droite, on a : S4(0,l,-l)=o (en effet si

S(T,U,V)=T+A(U+V) et si a^o , alors S(a,l,-l) 3 ^ 0 ) . Comme 84(0,l,v) est de la for-

me E v 2 + D v + E il vient : 84(0, l,v)= E (v+ l)2 et -1 est racine double dans le membre

de droite ; ceci implique : b4= ^ c et le membre s'écrit : c(v+ l)3^2--^-^- l) or

ceci est absurde si c ^ o car, encore une fois S. (4-i,l, -1) ^o , Ki< 3.

Comme c et b4 sont nuls, en comptant le nombre de racines réelles dans (&.)o yl^i^S,

on voit que a = b = c = o . "

IV- 3.2 : Remarque : En fait, on démontre davantage : si E est un fibre unifor-

me de rang (n+1) sur P , n> 4 , de type de scindage (k ; r^ ... r 7 AI^ ... p. ) et s'ilme de rang (n+1) sur P , n> 4 , de type de scindage (k ; r^ ... r 7 A I ^ ... p. ) et s'il
k K kk K k

existe quatre indices tels que r.=l, £=!,...,4; alors: E ^ ©, r .« (9-n^ • ) •ip r—i i r i

§4. r = n+1 , k = 3 , v^ =r^ =1 (n > 3 )

IV- 4.1 : LEMME : Soit E un fibre uniforme sur P2 de type de scindage

(k= 3 ; ri = 1 , r2 = r-2 , ra = 1 ; IJL^ = 1 , 11^ = o , ^3 = -1) avec C2(E)= o , alors E

est isomorphe à l'un des fibres suivants :

T^2(-D® (r-3) • (9^2®^2(-1) ; ^p2(l)®(r-3) •Q^Q 2 ( 1 ) .

Démonstration : On distingue deux cas suivant les valeurs de h°[p2, E(-l)) :

l) h°(P2, E(-l))^o : soit seH°(E(-l)) , s^o, alors s détermine un morphisme in-

jectif de fibres : O""^ 0 2 "̂  E(-l) . En effet, pour chaque droite fi , on a un morphis-

me : (9g s tg *> 0ge(r-2)«(9g(-l)e(9g(-2) , si s s'annule en x, xe£ , alors s | î== o et

donc s j^=o pour toute droite ^, c'est-à-dire s^o ce qui est absurde. On a donc

une suite exacte : 0 -> 0 2 ^E(-l) -^ SP'-> 0 où ^est un fibre uniforme de type

(-1 ; ...; -1 ; -2), d'après (IV;2,1), ^'est isomorphe à (r-2) •(? 2(-D® 0-p2(-2) ou à

(r-3) -(^2(-1)® îîp2 et E(-l) est donc isomorphe à Q 2 ® (r-2) • Q 2(-D® (9-2(-2) ou à

Û^p2® (r-3)-(^2(-l)®îî|p2 .

La première possibilité est en contradiction avec l'hypothèse C2(E)==o.
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n) h°(p2, E(-l))^o. On va montrer que dans ce cas h^E^-DÎsh2 CE(-2)) est non

nul. Par Riemann-Roch : x(P2 , E(-l))=o. D'autre part : h2 (P2 , E(-l))= o (à cause du

type de scindage) . Il vient donc : h1 (.3P2 i E(-l))=o. Dès lors de la suite exacte :

0 -> E(-2) -^ E(-l) -^ E(-l) |C -^ 0

on déduit : h2 (P2 , E(-2)) =1.

Donc h°(P2, E^-l)) = 1 et le même raisonnement qu'en (î) appliqué à E^-l) montre

que, dans ce cas, E est isomorphe à 9 2 ( -1)© (r-3) • Q 2 ^ T 2(-1) . •

Par le même procédé qu'en (IV; 2.2) on généralise ce résultat à P , n>2 :

IV- 4.2 : COROLLAIRE : Soit E un fibre uniforme sur P" (n>2) de type de scinda-

(k = 3 ; ri = 1 , r^ = r-2 , r3 = 1 ; JL^ = 1 , fi^ = o , ^3 = -1) avec C2(E)= o ; alors E

est isomorphe à T^(-D®(r-n-l) -(9^B (9^-1) ou à n^(l)©(r-n-l)•^pn9 ^pn^)-

Démonstration : Soit P un plan de P (n^3) et le sous-diagramme qu'il induit :

P'*^-^1—F2 p > P (cf.I;2.4). Posons & : = EJP. Comme HN^&ÏSH N^E)^ , d'après le

lemme précédent, on voit que : HN^E) s H ou H N^EÏ^p*^ -,n(l) • Dans le premier cas,

d'après (I;4.4) , on a une suite exacte : 0 -> T n(-l) -> E -> F -> 0

avec F uniforme de type (0; ... ;0;-1) . D'après (IV; 2.2) on a :

F s (r-n-1) -^pn^pnî-1) ou F s ̂ C (r-2n) •0^ .

L'hypothèse C2(E)=o élimine la deuxième possibilité et on a bien :

E^T^-D^r-n-D-^e^-D.

Dans le second cas, on a une suite exacte : 0 -> 0 ^ ( 1 ) ->• E -*• ̂  ̂  0

avec ^ uniforme de type (0, ...,0,-1) : on conclut comme plus haut."

IV- 4.3 : Remarque : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P11 (n>2) de

type de scindage : (k = 3 ; ri = 1 , r^ = r-2 , r, = 1 ; ̂ i = 1 , ^4 = o , jUg = -1) ; on a

ES- <9^i(l) e (r-2) ̂ pn^pnî-l)

si et seulement si : C2(E)=-1 (cf. par exemple [Ele. For], corollary 2 .12 ) .

IV- 4.4 : r=n+l
Iv" 4.4.1 :: PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P11 (n> 3)

de type de scindage : (k = 3 ; ri = 1 , r^ = n-1 , r3 = 1 ; A4 r ^2 ' ̂ 3 ) alors E est

isomorphe à l'un des fibres suivants :

Tpn(̂  i - 2 ) © 0^3 ) , (9yn(^ i ) ®^ ^ i ) , ^ r^ • 0^ ̂  .
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La démonstration de cette proposition fait l'objet des numéros (IV; 4.4.2,..., IV 7 4.4.7).

Remarquons d'abord que l'on peut se limiter au cas où les p - . sont consécutifs

sinon d'après (I;4.1) le fibre est entièrement décomposé. Après torsion, on peut

même supposer pti=l. Soit donc E un tel fibre et (&) l'égalité correspondante :

(à ) : Si(T+U,U,V)-S2(T,U,V)-S3(T-U,U,V) = T11'1'1^-Ci U A.-.+c U11 T+xL^-KaT+bU+cV) R(U,V) .

On pose : S i ( T , U , V ) = T + A ( U + V ) , S3(T,U,V)= T + B(U + V) , S2(T,U,V) =^ T""1"1. s^(U,V) ,

où s.(U,V) est un polynôme homogène de degré i symétrique en U et V :

s < , ( U , V ) = l , ^

s.(U,V)=x^(U i+V i) + ̂  a^ V^ V^ . Ki<n-2,

^^i^-^^^^^

IV- 4.4.2 : Cas où c = o dans (&)

D'après (III;3.4), il suffit d'examiner la situation suivante :

il existe ju G {-1,0,1} tel que la relation (& ) correspondante soit de la forme :

T^^aTRÎU/VÏ-b U^+b U R(U,V) = ̂ S^(T + (.u^-jLt)U,U,v) .

Dans ce cas, on a forcément H. = o (car ci=o) et comme C2=o on peut appliquer(IV;4.2).

IV- 4^3 : On a les relations : B + A + X I = o , xi+Axi + B(xi+A)=o , c=A«B«x^_^ .

Pour le voir, on peut par exemple poser U=o, V= 1 dans (&) et comparer les coeffi-

cients de T", T11"1 et 1.

IV- 4.4.4 : De même en comparant les coefficients de T U2 dans ( à ) et en utili-
sant (IV; 4 . 4 . 3 ) il vient : 02 = B - A - 1.

IV- 4.4^5 : l'égalité (&)o est de la forme :

AB ̂ -1 vn+l+ [2 AB V^ ̂  xn-l+ AB an-21 vn+ •"

+ [ 2 A B x <+(B-A) x ,+ (B+AB-l-A) ai ] v + (AB+B-l-A) x .n—1 n-1 n-i

cv'^+îc +b) (v^.-.+vî+c ( 1 )
= cv^+tc +b) (v^.-.+vî+b ( 2 » (cf.HI;1.2) .

On distingue deux cas suivant la forme prise par la relation (â)g .
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IV— 4.4.6 : Dans le cas ( 1 ) il faut : (B -A - l ) ' x =o c'est-à-dire (IV;4.4.4) :
----- n-1

02 '\-r° •
Si C2=o on applique (IV; 4.2) si x -o alors c = o (IV; 4.4.3) et on conclut avec

(IV;4.4.2).

IV- 4^4^ : Dans le cas ( 2 ) on a les égalités suivantes :

(i) c + b = 2ABx +(B-l-A)x

(ii) c+b = 2 A B x ,+(B-A)x ,+ABa .n-1 n-1 n-2
(iii) c + b = 2 A B x ,+(B-A) x ,+(B + AB - 1 - A) ain-1 n-1

(i) s'obtient en additionnant le coefficient de v à celui de 1 dans chaque mem-

bre de (&)„ . (ii) et (iii) s'obtiennent à partir des coefficients de v11 et v.

s ,(U,V) étant symétrique on a : a o= ai / de (ii) et (iii) il vient :

(B -A - l )a i=o c 'est-à-dire : ai = o ou 02= o . Si ai =o alors x ,= o C (i) i (ii) ) et

donc c = o, on termine comme en (IV; 4.4.2) . Si C2=o , on applique (IV; 4 .2) . Ceci

achève la démonstration de la proposition (IV;4.4.1).

§5. r = n+1 , k = 2 , ri = 2 , n pair (n > 4 )

Le but de ce paragraphe est de montrer :

IV- 5.1 : PROPOSITION : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P avec

n pair, n>4, de type de scindage : (k = 2 ; ̂  = 2 , r^ = n-1 ; li\ , ^2 ) alors

E est isomorphe à T^n(jLii-2) © ^n î) où à ^ r^« ^pn(^) .

IV- 5.2 : Remarque : Par dualité, on a le type de scindage :

(k=2 , ri = n-1 , r^ =2 ) . D'après (I;4.1) on peut supposer les 1 1 . consécutifs et

même Mi=l après torsion.

IV- 5.3 : On pose : Si (T,U,V)= T^T A(U+V) + F (U^V2 )+D UV

S2(T,U,V) == .S T"" -:L s.(U,V) , s.(U,V) est un polynôme homogène de degré i symé-

trique en U et V avec : s<,(U,V)=l . . i-l . . . . . .
s^(U,V)=x^(U l+V l)+^a^V lU , Ki<n-2

^^--^n-l^-l^^^-l-t.^
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La relation (£2 ) s'écrit :

S i ( T + U , U , V ) • S2(T,U,V)=Tn + l+ Ci U Tn+...+ c U" T + X2Un+l+(aT + b2U+CV) R(U,V) .n

IV- 5.4 : Pour démontrer la proposition (IV;5.1) il suffit d'après (III;3.4) de

montrer que l'on a c = o dans ( &2 ) . En effet, il ne peut exister p.^ {1 ,0} tel que

(à ) s'écrive :

T^^aTRîu.VÎ-b U^+b U R ( U , V ) = .n. S^(T + 0^-JLl)U,U,v)

car il faudrait : c i (E(-AO)= 2 ( l - / n ) + ( n - l ) (- /2)= o , ce qui est impossible.

IV- 5.5 : L'égalité (^2)0 est de la forme :

v^^x ^v^x , ( A + D ) + a ^F]+ . . .+v[a i ( l+A+F)+x , ( A + D ) ] + x ,(1+A+F)n-1 n-1 n-2 n-1 n-1

cvn+l+(c+b2)(vn+...+v)+c ( 1 )

cvn+l+(c+b2) (vn+...+v)+b2 ( 2 ) (cf.III;1.2).

Dans un cas comme dans l'autre, on déduit la relation ( 1 + A ) a _^= o en comparant les

coefficients de V11 et v et en utilisant a<=a _., (symétrie de S2(0,U,V) ).

IV- 5.6 : Cas où A- -1

En restreignant la filtration HN' à une fibre de p (cf.I;2.3) on obtient la

suite exacte : 0 -> &i -^ (n+1) • ^-pn-1 "̂  &2 "> 0 , où & : = q*E. |p"1 (x) •âi est un sous-

fibre de rang deux de première classe de Chern -1 du fibre trivial (n+1) •(9pn-l - II

est donc uniforme de type (0,-1) . Pour n>4 : &i^ ^-pn-l̂ -pn-l (-1) ([ VdV]) . En par-

ticulier C2(&i ) est nul, c'est-à-dire F = o et ceci implique c = o dans (&) .

N.B. On peut montrer que dans ce cas : E^T ^(/ii-2)® ^-pn^iî •

IV- 5.7 : Cas où a ^=o
——— • îl—2

On examine les deux possibilités de (IV;5.5) suivant la forme prise par(&2)<>-

IV- 5.7.1 : Dans le cas (1 ï il faut : x^(l+A) = o (coefficients de v^ et de 1

dans ( &2 )o ) -
Si A=- l (cf.IV;5.6).

Si x 1 = 0 alors c = o.n-1
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IV- 5.7.2 : Dans. le cas Î 2 ) on a les relations :
( l ) c + b 2 = = ( 2 F + l+A)x^^

(n) c + b2=x . ( A + D )n-1
d) s'obtient à partir des coefficients de v1^1 et de 1

(n) s'obtient à partir des coefficients de V11.

Si x =o alors c=o .n-1
Si D= 2 F + 1 alors Si( l , l ,v)=(v+1) (F v + 1 + A + F ) et (c v +b2) "R(l,v) a deux

racines réelles, ce qui est absurde (car n est pair), à moins que c =o==bi.

Ceci achève la démonstration de la proposition (IV;5.1).

CHAPITRE V

n = p - 1

§ 0) Introduction
§ 1) Les solutions primitives associées
§ 2) Cas où il existe un indice j tel que xj=o
§ 3) Cas où c ^ o et x j^o, K j <k. Existence de

solutions primitives associées
§ 4) Les conditions arithmétiques
§ 5) Les cas pathologiques b.=o , c+ b^=o
§ 6) Fin de la démonstration du théorème III'

§0. Introduction
Le but de ce chapitre est de démontrer le :

THÉORÈME III' : Sur P11 avec n=p-l où p est un nombre premier supérieur

ou égal à 1 , les fibres uniformes de rang (n+1) sont (à isomorphismes près)

illl̂ pn )̂ ' T^(a) ©(?^(b) , î^(°) ̂ pntd) •

Plan de démonstration :
Dans le §1) on définit les solutions primitives associées ( & . , S . , ^ ) et on

montre que si certaines conditions arithmétiques A ( c . , b . , Ç , S . , n ) sont vérifiées
alors la relation ( à . ) prend une forme particulière simple.

A partir du §2) et jusqu'à la fin de ce chapitre on suppose n de la forme
p-1 où p est un nombre premier. L'hypothèse n=p-l nous permet d'écarter les cas où
il existe un indice j , l^j^k, tel que x . = o dans la relation ( à . ) correspondante
( § 2 ) .
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Dans le §3) on suppose donc x-^o , Kj<k et aussi c / o ? sous ces hypothèses

on montre l'existence de solutions associées primitives. Une fois une solution pri-

mitive associée , (& . ,S . ,Ç ) choisie, il nous faut étudier les conditions arithmétiques

A(c^,b^,S.,n).

Au §4) nous montrons que ces conditions sont vérifiées si c b . ^ o , c^b..

Les cas pathologiques (b .=o , c^b. ) sont traités au §5).

Maintenant le problème se réduit aux situations de (III;2.4) et (V;1.2);pour

conclure il reste à étudier le cas où il existe un indice jg tel que la relation

( &. ) soit de la forme :

T^+aT • RdJ .VÎ+cdj^+V^^+tc+b . ) ( u n V + , . . + U V n ) = .1] S .(ï + ( / i - fi. )U,U,v)
3o D~- 3 3 Do

ceci est le contenu du §6).

§1. Les solutions primitives associées

Etant donné la relation (&)= (â;P,x,a,b,c,k, y,ti) où :

P(T,U)= 2 c. T114" "^"U1 est un polynôme homogène en T et U à coefficients
1=0 i

entiers, monique en T(c<,=l).

x,a,b,c,k sont des entiers, k étant supérieur ou égal à 1 .

y=(S^, ...,S ) est une suite de k polynômes homogènes en T,U,V de degré au moins

égal à un, symétriques en U et V.

^=(JLI^, ..., ju ) est une suite de k entiers strictement décroissante.

Toutes ces données vérifiant :

P(T,U) +xU n + l + ( a T + b U + c V ) R ( U , V ) = ̂  S^(T+^U,U,V) .

Nous dirons que (&.)= (&.; P., x.,a,b.,c,k, V.^.Ç) (cf.IIIyl.l pour la définition de

&.) est une solution associée primitive de (à) si :

1°) x .=c -b . est non nul,

2°) Ç est une racine de S^(0,l,v) qui est distincte de 1 et -1 et qui est racine

simple de V/. (v) : = c vn+l+(c+b^)(vn+...+v)+c .

Si aucune confusion n'est à craindre nous écrirons plus simplement (&^; S^,Ç).

V- 1 .1 : LEMME : Soit (&. ;S. ,ê) une solution primitive associée de (&) et soit

P.Cr.l^T1'14'1 + c^U^+.-.+c l^T .

.Si Ç114"1^-!^ pour l<t<C alors c^_^=o, Kt<S.
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Démonstration : On considère v(X) la solution holomorphe de S.(X(l+v(X)) , 1 ,v(X))= o

qui vérifie v (o )=Ç. L'existence et l'unicité sont assurées par le théorème des

fonctions implicites car Ç est racine simple de ^.(v). Par symétrie v(X) vérifie le

système :

P^(X(l+v(X )),!)+ (c-b^)+[aX( l+v(X))+b^+cv(X) ] R(l,v(X))= o

[ y } ( +1
P. (X( l+v(X)) ,v (X))+(c - b . ) v ( X ) + [ a X ( l + v ( X ) ) + b . v ( X ) + c ] R( l , v , (X)) = o .

On remarque l'égalité :

(c-b.) v îX î ^+ taXd+v îX^+b . v îX î+c ] R(l,v(X)) =(c - b. )+[aX( l+v(X)>i-b.+cv(X)] R(l,v(X)).

Ainsi par différence dans (^) il vient :

PjX(l+v(X)) , l ) = P ^ ( X ( l + v ( X ) ) , v ( X ) ) (*).

En dérivant une fois (*) en X=o il vient :

c ( 1 + Ç ) ( 1 - ^ ) = o donc si ^ •^ 1 on a bien c = o .n n

Procédons par récurrence et supposons c , = o , l ^ t ^ C - 1 .U i l —'c
En dérivant ^ fois (*), en X = o , on obtient :

c . n( l+ê)( l -Çn + l~e )=o , d'où le lemme. •n+1 —y-

V- 1.2 : Soit (à. ;P. ,x. ,a,b. ,c,k, y,l^^ ) une solution primitive associée de (à)

on note A(c,b.,^ ,S. ,n) les conditions arithmétiques : Ç - 1 ^o , Kt<n.

Si A(c,b.,Ç,S.,n) sont vérifiées alors (& . ) s'écrit :

T^+aTRaj^+cîU^+V^Î+îc+b.) (U" V+... + U V11) = .̂  S . (T+ (fl .-^)u,U,v)

§2. Cas où il existe un indice j tel que x_=o_———————————————————— j
Notation : Dans tout ce paragraphe et jusqu'à la fin de ce chapitre p désigne un

nombre premier. On suppose dorénavant n de la forme p~l.

V- 2.1 : PROPOSITION : Si n=p-l et s'il existe un indice j, Kj<k, tel que

x.=o dans la relation (à.) correspondante alors ou

i) c et b. sont nuls, ou iL) k=l , ou iji) k=2, ri= 1, r^= n (^ = n, ^=1).

Démonstration : D'après l'hypothèse la relation (&.)„ s'écrit :

(cv+b. ) R(l,v)= .nS.O-t.-^i. ,lrv) , or R(l,v) est irréductible (car n=p-l) d'où la

proposition. •
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V - 2,2 : Remarque : Le cas i) rentre dans la "catégorie c = o" (cf.chap.III).

Les cas ii) et iii) sont traités par (I;4.2) et (IV; 2.2) respectivement.

§3. Cas où c ^ o e_t x . ^ o , 1 < j < k, existence de solutions
primitives associées

Avant toute chose, notons le résultat suivant qui nous sera bien utile :

V- 3.1 : LEMME : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P de type de

scindage (k ; r^... r 7 P--^... p . . ) . Si n est pair et s'il existe deux indices

i et j, l ^ i < j ^ k , tels que r. et r. soient impairs alors, dans la relation

(à) correspondante, c est nul.

Démonstration : Considérons le polynôme F(Y)=Yn+ + c^Y" + ... + c Y + x . Il est de

degré impair à coefficients réels, il a donc une racine réelle : X . Dans (ê)

posons : T == X et U = = 1 il vient :
k

( a X + b + c v ) R( l ,v )= . IT^ S^(X+/2., l ,v) .

Si c est non nul, le membre de gauche a une racine réelle, celui de droite au moins

deux ce qui est absurde. "

Faisons maintenant quelques remarques élémentaires :

V- 3.2 : Remarque : Dans les hypothèses de ce §3 s'il existe j, Kj<k, tel

que r.>4 alors il existe Ç racine de S.(0,l,v) telle que (&, ,S. ,Ç) soit une solu-

tion primitive associée. En effet, d'après (III;1.3), S.(0,l,v) a une racine com-

plexe ^ qui est donc une racine simple de ^. (v) .

V- 3.3 : Remarque : Soit S(v)=E v^ D v+ E, alors S(v) a une racine double si

et seulement si S( l )=o ou S(-l)=o . Donc si r .=2 et si S. n'est pas solution pri-

mitive associée alors c vaut —^—b. ou —^b. . En effet si 1 est racine den+2 i n+2 i
Si(0,l,v) alors 1 est racine double de S. (0 ,1 ,v ) et donc de <^(v) , ceci implique

- "^-c^. . Par le même raisonnement on voit que si -1 est racine de S. (0,1, v)
n 1 i 1

alors -1 est racine double de ^. (v)=(v+ 1) (c v11 + b V11" + ... +bv+ c) (car n est pair)

et ^' ( - l ) = = o si et seulement si -— c = b . . Supposons maintenant que les deux

racines (o;.i , 0 : 2 ) de S . (0 , l , v ) soient des racines multiples de ^. alors ai=oc2=a car

^ . n'a qu'une racine multiple (cf.III;1.3) et donc a=l ou a=-l (car a est racine

39



P. ELLIA

multiple de S .,(0,1, y) ) .

V- 3.4 : Remarque : De l'égalité : H v ^ G v ^ G v + H ^ v + D t H v ^ î C - i D v + H l on

déduit comme ci-dessus : si r .=3 et si S. n'est pas solution primitive associée
1 n+2 T- n+2 ^alors ——— c = b. ou - —— c = b. .n i n i

Pour montrer l'existence de solutions primitives associées nous avons besoin du

V- 3.5 : LEMME : Soit Q (v)= P (t, 1) + (b + c v) R ( l , v ) avec

P(tfl)=tn+ +Cltn+...+c t + x . Si b.^-c alors v2 ne divise jamais Q (v) et

Q (v) n'a jamais de racines complexes non nulles d'argument (2k+ l ) î r / ( n + l ) .

Démonstration : Pour la deuxième assertion il suffit de considérer (v-1) Qjv). "

V- 3.6 : PROPOSITION : Dans les hypothèses de ce §3 et si n>6, il existe

toujours une solution primitive associée.

Démonstration : D'après (V;3.1 et V;3.2) il nous reste à traiter le cas suivant :
il existe un seul indice j, l<j^k, tel que r.=l (ou 3) et si i ^ j alors r .=2 .

Comme n>6, il existe au moins trois indices avec r .=2 ou 3. Soient r , 1 < S < 3 ,

ces indices.
Si les S. ( 1 < K < 3 ) ne sont pas solutions primitives associées alors (cf. V;3.3 et

V;3.4) b £ vaut -I^-2 c ou - n^2 c , 1 < C <3, il existe donc t et s , Kt<s<3, telsip n n
que b. = b . . Ceci implique a = o (car b. : = - aj-t .+b) , b .=b , K i < k , e t c = ± -^ b .

^ S
En particulier c ^ - b et pour i, Ki<k , la relation ( &^)o s'écrit :

cv^+îc+b) (vn+...+v)+c= mGî Vi ' 1 y v ) -

Montrons maintenant le résultat suivant :

. . V/(v) : sîcv^ +(c+b) (v^.-.+vî+c a une racine complexe non nulle 0 vérifiant :
( ) îr/(n+l) <arg0 <5ir/(n+l) .
En effet soit ^ (v) : =vn+ + t(vn+...+v)+ 1 ; pour t> 1, ^ a deux racines r^ (t) et

r2 (t) d'argument strictement compris entre 7r / (n+l) et 5^r/(n+l) : c'est une consé-

quence des faits suivants (cf.III;1.3) :

l ) ^ a une racine d'argument (2k+l) î r / (n+l) si et seulement si s=o . ^

i l ) ^.ae21^'"^ et e41^^2' comme racines.

in) Pour tout s : ̂  (o) 9^0. De plus on a les inégalités :
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( 2 k + 1 ) w/(n+l) < (2k+2) 7/(n+2) < ( 2 k + 3 ? îr/(n+l) s io^k^ 1 1 - !

et : 2 < ^ - 1 si n>6. Pour les mêmes raisons si o<t<l, r^t) et r~(t) ont encore

un argument strictement compris entre 7r/(n+l) et 57r/n+l) :

Pour t=o, une des deux racines, disons par exemple r^o) , prend la valeur e317^^'1"1^

et donc pour t< o : 7r/(n+l) <arg(ri(t)) < 5îr/(n+l) (cf. l)) .

Pour t= (c+b)/c, ^ - -^ et (*) est démontré.

En revenant à la relation (&i)o / d'après (*) il existe io Kio<k, tel que

S, k. -JUi ,1 , 0 ) = o .
•'-o -'-o

Nous allons montrer que S.(0 ,1 ,v) a une racine complexe ^ d'argument
^-o

strictement compris entre îr/(n+l) et 57r/(n+l). Ce sera alors une racine simple de

x + ( c v + b )R( l ,v)=^(v) (cf.III;1.3) et ( â . ; S . , Ç ) sera donc solution primitive
- ïo Jo ^ - o ^ - o

associée. Soit Y l'ensemble des réels y tels que S. (y-^ i , 1 ,v) ait une racine non
^-0

nulle r(y) d'argument strictement compris entre ^r/(n+l) et 5îr/(n+l). Y est nonvide

(il contient P.. ) et est ouvert. Montrons que Y est fermé. Soit y,, adhérant à Y et
^-0

VQ une racine de S. ( yo -^ i y l / v ) adhérant à tous les ensembles r ( Y n ] y ^ - e , y Q + e [ ) .
^-0 __

Pour y dans Y, S. (y-Aii,l,v) est divisible par (v - r(y))(v - r (y)) . Comme

P(to , 1) + (b+cv) R(l,v) n'est pas divisible par v2 (car b ^ - c cf.V;3.5) la racine

VQ est non nulle. Pour conclure il suffit de montrer que pour C=o,2 , o réel et

b^ - c : o +(b + c v) R(l,v) n'a pas de racine non nulle d'argument (2fi+ 1 ) 7r/n+ 1) :

c'est justement le lemme (V;3.5). •

§4. Les conditions arithmétiques

Soit (à. ? a, b. , c , k , y, ju , ^ ) une solution primitive associée de

(&. ; a , b , c , k , y, fi) . Si les conditions arithmétiques

A(c , b. , Ç, S. , n) : { ^n+l~t-1 ^o , Kt<n sont vérifiées,

alors d'après (V;1.2) : P.(T,U) = T114'1.

On étudie dans ce qui suit à quelles conditions, portant sur c et b. les relations

A(c , b. , Ç , S. , n) sont vérifiées.

V- 4.1 : LEMME : Si pour tout r, 2<r^n, on note q.. le reste de la division

de n par r et si $ (X) ne divise pas cX^ +b. X^'^-b.X-c (où $ désigne le

r-ième polynôme cyclotomique) alors les conditions A(c ,b. ,Ç ,S. ,n) sont vérifiées.

Démonstration : Supposons que l'on ait ^n ~ = 1 pour un certain t, Kt<n,alorsê
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est une racine primitive r-ième de l'unité pour un certain r tel que r divise n+l-t.

Remarquons que r>2 car Ç ^±1 par hypothèse. Soit : n = x r + q , o ^ q ^ r ^ n . On a :

^V-.+Ç = Ç^+.-.+Ç et de : c^+îc+b^) O"»-...+Ç )+c = o il vient :

c^^+tc+b^)^+...+^)+c=o.

En multipliant par Ç-l : c^^2 +b. ̂ +1 - b.^-c =o .

Comme $ est le polynôme minimal de ^ sur Q , on a le lemme. •

V- 4.2 : Remarque : S i c ^ b . e t c b . ^ o alors <î> ne divise pas c X^ b.2?~1-b.X - c—— ——i———— j_ j_ y 1 1
pour t=2, r , r+1 . Donc si pour tout r, 2<r<n, <î> ne divise pas cX^b.X^ -b.X-c,

2<q<r, alors A(c,b. ,S,S. ,n) est vérifiée.

V - 4.3 : Pour démontrer le lemme suivant nous avons besoin de quelques résultats

de la théorie des corps cyclotomiques que nous rappelons ci-dessous (cf.[Lang] pour

plus de détails). Soit ô : ==exp(2iff/r) une racine primitive r-ième de l'unité. Le

groupe de Galois, ^{Q} , de 1 ' extension Q (6 ) de Q s'identifie à (Z/rZ)* : à x avec x<r,

(x,r)=l on fait correspondre a dans ^(9} entièrement déterminé par

a(0)=exp (2i7rx/r) . Ainsi <^(0) permute les racines de $ . On définit la norme, N ,
<P(r) r

de Q ( 0 ) par rapport à Q : V x € Q (0 ) : N(x) = .no. (x) où les a. sont les éléments

de Q ( 0 ) . La norme est multiplicative : V x € Q ( 0 ) , V y G Q ( 6 ) , N(xy)= N(x) • N(y) .

Si a € Q :N(a)=a^(r) (car ^(0) laisse Q fixe). Si ri divise r et si ^ est une raci-

ne primitive ri-ième de l'unité on a les inclusions :

Q C Q ( < ^ ) C Q(0 ) et pour tout x dans Q(VO on a : N(x)=N'(x)^ Q (e ) : Q(v/)^

où N' désigne la norme de Q(^) par rapport à Q .

Comme : [ Q(6 ) : Q 1 = [ Q (6 ): Q(V/)] [ Q(V/ ) : Q ] il vient : N(x)= N'(x)^ (r) A? (rl) .

V- 4.4 : LEMME : Si r>12 et si cb ^o et c ^±b alors $ ne divise pas

cX^bX^-bX-c , 2<q<r.

Démonstration : On peut supposer c et b premiers entre eux. Nous allons montrer

que si <î> divise c X°•+ b X^- b X - c, avec r> 12, alors c=± l et b=±l.

On pose ^e217^. Si $ divise c Xe3 + b X^1-b X - c alors c (0e1 -1 )= - b ô (0e1"2- 1 ) (*)

Soient d=(r,q-2) , rid=r , 0 : s^" . Il est clair que V/ est une racine primitive

ri-iême de l'unité. On note N la norme de Q ( ô ) par rapport à Q et N' celle de Q(^)

par rapport à Q. En prenant les normes dans (*) il vient :

c^^ divise (- bf^ N(0 ) •N(^-l) , or (b,c)= 1 e tN(0) vaut ± 1 donc c^ (r) divise

N(^-l).
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Comme ^-1 appartient à Q(^) , on a: N(<M)= N'C^-lf^^^0, De x^'^...^-^ n $ (x) il
s |r^ s

^(ri) s>l
vient en posant X = 1 : r^ = ( II $ ( l ) ) ( .IJ (1-û;.))

i<s<ri

où les <*?., Ki<i^(r^), sont les racines primitives r^-ièmes de l'unité.
<^(ri)

D'autre part: N ' ( ^ - l )= n (o (^ ) - i )= .n (cj.-l) car quand a parcourt ^(VQ ,
(7e^(V/) 1-1 1

(7 (VO parcourt les racines primitives ^ -ièmes de l'unité. Ceci montre que N ' (V/ -1 )

divise r i . De ce qui précède on déduit : c^ 1 divise ^ (**).

Si c est différent de 1 et -1 il existe un nombre premier p qui divise c et ^ .

Soient f et 7 les plus grandes puissances de p qui divisent c et r^ . On pose ^ = p m .

De (**) il vient : f • p7" ( p - l ) ^ ( m ) < 7 . Ceci implique f = l , p = 2 , m = l et

7 = 1 ou 2. En effet :

si f>2 alors fp'ï~l>2Y>'Y', si p> 2 : p'Y~l(p-l}>2Y>'Y ; si m>2, <p(m)>2 et
pf~l^(m)>2Y> y .

<y_1

Finalement pour f = l , p = 2 , m = l on a : 2 <7 c'est-à-dire 7=1 ou 2.

Soit maintenant q - 2 = £ d , de q-2 < r et r = ri • d il vient £< ri .

De ce qui précède : ^ = 2 ou 4 et donc : q-2 = 6 ^ avec o<e < 3 .

Ainsi 6 ne peut prendre que les valeurs +! et ±i.

De (*) on déduit que 6 satisfait à une équation de degré au plus quatre à coeffi-

cients dans Z , ceci n'est possible que si < ^ ( r ) < 4 , c'est-à-dire r<12. Ceci montre

que sous nos hypothèses c vaut 1 ou -1. De la même manière en posant :

d '=(r ,q) , r ^d '= r , Ç : =0 4 avec ^ racine primitive r^-ième de l'unité on montre que

b vaut 1 ou -1. •

V- 4.5 : LEMME ; SoitPq(X) : =c X^bX^-bX -c , 2<q<r ,

r > 2, et X : = e 1 . O n suppose c b ^ o , c ^ ±b et (k, r

Alors P ( X ) = o implique: -̂ l2-?0- = -j^ où 0 : = k î r / r .

r>2 , et X : = e217^^ . On suppose c b ^ o , c ^ ±b et ( k , r ) = l .

Démonstration : De X"^2 P^(X)= o il vient : - c X^2- bx^2^ =- cX"^2- bX"^2'"1 ,

donc - cX^-bX^2"1 est réel ( | x |= l ) ; ceci implique : csin q0+b sin(q-2)0= o.

Remarquons que d'après nos hypothèses sin(q-2)0 ^o (dans le cas contraire on aurait

aussi sinq0=o d'où (q-2)k=rfi , qk= rm et r (m-C ) = 2k c'est-à-dire r divise 2

ce qui est absurde) . On a donc : sln q—. = - -. On pose t : =q-l . En développant,sin(q-2)v c
il vient :

-b/c = ( l + ( tg t0/ tg0)) - ( - l+( tg t0/tg0))''1

Remarquons que cos 0 cos t ô ^ o car b ^ ± c. En appliquant la transformation

f( t ) = _ on a le résultat annoncé. "
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V- 4.6 : LEMME : Si r est impair, supérieur ou égal à 5, et si c b ^ o , c ^ ± b

alors $ ne divise pas c Xq + b X^-b X - c 2<q< r.

Démonstration : Si $ divise c Xe1 + b Xe1"1-b X - c, en appliquant (V;4.5) avec k= l

et k = 2 il vient :

tg(q-l)^=tg(q-l)2-/ tg ^-(=(b-c) / (b+c) )

d'où : tg 2(q- l )^ / tg(q- l )^=tg 2 ^ / t g ^ .

En particulier f (x) = tg 2x/tg x prend deux fois la même valeur pour x '=î r / r et

x"=(q-l)7r/r avec o<x* <îr/4 et O<X"< ÎT . Ceci montre que x '=x" ou X ' + X " = T T ,

c'est-à-dire q=2 ou q=r d'où le lemme.»

V- 4.7 : PROPOSITION : Soit n=p-l où p est un nombre premier supérieur ou égal

à 7 Soit (à., a , b. , c , k , S ,P. ̂ ) une solution primitive associée de

(&? a , b , c , k , S , /A) . Si c b.^o et c ^±b. alors les conditions arithméti-

ques A (c , b. , Ç , S. , n) sont vérifiées et (c f .V;1.2) .

La relation (à.) est de la forme :

^n+l+ (c - b^U11'̂  (a T + b^U + c V) R(U,V) = ÏÏ s .(T+ Qu . -A l . )U ,U ,v )

Démonstration : D'après (V;4.4) et (V;4.6) il reste à montrer que pour r apparte-

nant à {3,4,6,8,10,12}, <i> ne divise pas c X^"*" +bXq r+ l-bX-c où q est le reste

de la division de n=p-l par r avec p>7. Ceci se vérifie facilement en utilisant

la démonstration de (V;4.4) et en remarquant que q_ ne peut prendre que certaines

valeurs: par exemple q6 ne peut prendre que les valeurs o et 4 ; pour les autres

on aurait p- l=6x+q6 et si qô^l^.B.S alors 2 divise p ou 3 divise p. •

V- 4.8 : Remarque : Le cas où c est nul dans la relation (&) est traité en

(III; 3.4). Si c -b .==o alors x.=o (cf. III 7 1 . 2 ) et dans l'hypothèse où n=p-l, ce

cas est traité en (V;§2) . Ainsi les seuls cas "pathologiques" sont b.=o , c+b.=o :

il font l'objet du paragraphe suivant. Le cas de (V;4.7) est réglé au paragraphe 6.

§5. Les cas pathologiques b.= o , c + b . = = o

V- 5.1 : Cas où b. est nul
Les hypothèses sont celles du §3 : n=p-l, c est non nul et pour tout j,
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1< j ̂ k, x. est non nul. On suppose que (&.,; a , b.= o , c , k , S , ^ , ^ ) est une solu-

tion primitive associée de (ê) .

V- 5^1^ : PROPOSITION : Sous les hypothèses de (V;5.1) s'il existe ^, Kfi<k,

tel que bp=o alors on a k == 1 dans la relation (ê) correspondante.

Démonstration : De b.=bp il vient a=o (b.= - aju .+b) et b = o (car b.=o) ainsi pour
— i J- -. k ^-

tout j, Kj<k, x.=c et (&.)<, est de la forme : c(v +...+!)= n s ( j n -ju. ,l,v).
3 3 m=l m m 3

Soient P(t,l) := t'^+Cit11^- ... +c t+x et Q (v)= P(t, 1) + c v R(l ,v) .

On a: v2 ne divise jamais Q (v) et en considérant (v-l)'Q (v) on voit que Q (v) n'a

jamais de racines complexes non nulles d'argument (2k + 1) îr/(n + 2) .

(&i)^ s'écrit : cîv11'1'1^-..^ 1 )= H S (At -ju, ,1 ,v), il existe donc j, Kj<k , tel
<.e S^-^l.e2^)^11-

En considérant l'ensemble des réels y tels que S . (y - jL i ^ ,l,v) ait une racine non

nulle d'argument strictement compris entre îr/(n+2) et 3ff/(n+2) on montre, comme

en (V;3.6) que S^ (0, l^e217^11'^ o. Ainsi ( & . ; S . ,$•= ̂ /^^ ̂  ̂  solution

primitive associée de (&) vérifiant A(c,b. , ! , S . , n) (car S'n+l~s-l^o , Ks<n) dès

lors la relation (à.) est de la forme (cf.V;1.2) :

T^^CR^^U^^^S^T+^-^ÎU^U/V).

Pour conclure il suffit de montrer que le polynôme : T +c R (U,V) est irréducti-n+1
blé. Or ceci est une conséquence du critère d'Eisenstein car le polynôme irréducti-

ble : $(U,V)==V-U exp (2i^/(n+2)) divise c R ,(U,V) mais $2 ne divise pas R , . •n+1 n+1

V- 5 .1^ .2 : PROPOSITION : Sous les hypothèse de (V;5.1) et si pour tout j diffé-

rent de i, Kj<k , b est non nul alors :

ou il existe une autre solution primitive associée (âp; a , bp , c , Sp i^ ') avec

bp ^o ou la relation (&.) s'écrit :

ou la relation (&.) s'écrit :

Tn+ l+aTR(U,V)+c R .(U,V)== II S (ï ( 1.1 -pt.) U,U,v)n+1 m=l m m i

Démonstration : S'il existe r.> 4 avec j^ i c'est clair (cf.V;3.2) .

On suppose donc r .<3 pour j i- i. (&.)„ s'écrit :

n+1
c(v +-+D=^s^-^,l,v).

Soit ? une racine primitive (n+2)-ième de l'unité, alors S.(0, l ,?)=o. En effet

pour n>7, ^ (n+2) vaut au moins quatre, le polynôme minimal de ? sur Q est donc de
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degré au moins quatre et on ne peut avoir ; S (/i -pi. , 1,? )= o si m ^ i.

m 'm i
Ainsi (à., a , b.= 0 , c , S. ,$") est une solution primitive associée qui vérifie

A(a,b,c,S,k,ju) et d'après (V;1 .2) on a le résultat. •

V- 5^1.3 : Remarque : En (V;6) on montre que si (à.) est donnée par :

T n + l + a T R ( U , V ) + c R .(U,V) = II s (ï + (ju -/ i .)u,U,v) avec c ^ o ,n+1 m=l m m i
alors k = 1.

V- 5.2 : Cas où c+b. est nul

Les hypothèses sont identiques à celles de (V;5.1) si ce n'est que pour la

solution primitive associée (&. ; S., ^ ) on a : c+b .=o .

V- 5.2^1 : PROPOSITION : Sous les hypothèses de (V;5.2) on a k < 2 dans la rela-

tion (à) correspondante. De plus si k = 2 alors ^ = 1 (ou r^ = 2 ) .

Démonstration : La relation (&.)<, s'écrit : cîv11'1'^^ IT S.^t-pi., 1 , v) .

Or n=p-l donc v^^ 1=^+1 ce qui est encore égal à (v+l)(.S (-l^v1) c'est-à-

dire (v+1) <î> (-v) ou, si l'on préfère : (v+1) $^ (v) . Par irréductibilité on a lep 2p
résultat. •

V- 5.2^2 : Remarque : Si k = 2 et ri = 1 (ou r^ = 1) on sait que les fibres corres-

pondants sont (à isomorphisme près) :

illY ^pn^ ' T^-2+^eôJ>^ ' ^(2+^2)^(9^1) (cf.IV;§2).

§6. Fin de la démonstration du théorème III*
Pour achever la démontration du théorème III' il suffit de prouver :

V- 6. : PROPOSITION : Soient n=p-l et la relation :
i-

(*) : Tn+l+aTR(U,V)+c(Vn+l+Un+l)+(c+b. )(U^V+...+UVn)= .H S. (ï +((!.- ̂  )U ,U ,V) .

Si c=o, on fait l'hypothèse supplémentaire : b. ^ o et v divise S.(0,l,v).
' • 0 "Sî

Alors, sous ces conditions : k = 1 .

L'hypothèse supplémentaire pour le cas c = o est motivée par (III;2.3) et (III;3.4).
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La démonstration de cette proposition fait l'objet de tout ce paragraphe.

V- 6.1 : k < 4

Pour simplifier les notations posons b :=b. et oc.:=^i.-^i. , l ^ i^k , on a
^o x 1 ^-o

o;. =o et les a. sont consécutifs (car les p.. le sont).
^-o 1 1

Soit (ê) :
•I^+aTRdJ/VÎ+c^'^+U11''"^ ( c + b ) ( U n V + . . . + U V n ) = .H S^(T+a. U , U , V )

En remplaçant T par T - t t p U on obtient la relation (&n) :

T^ + l +. . .+( - l ) n (n+l )o n gTU n +U n + l [ ( - l ) n + l o?g + l +c-b]+[aT+(-à^+b)u+cv]=

= JÎ^(T+(o^-o^)u,U,v).

Comme d'habitude on pose : b p : = - a t t p + b et xo•=~ao + c - b (n=p- l est pair).

D'après (III;1.2) on a deux possibilités :

1. xg=o , 2. xg=c-bg , c'est-à-dire 1. o^^c-b , 2. a^-a.

Si k est supérieur ou égal à cinq il est clair que la condition 1. ou 2. ne peut

être satisfaite pour tous les ttp (prendre 0!p=±l , + 2) .

Nous sommes donc ramenés à étudier :

( & ) T n + l +aTR(U,V)+c(U n + l +V n + l )+(c+b) (U11 V + ...+U V11) = .H S.(T + c^U,U,V)

avec : a. =o , a.-a -1, Ki<k , k < 4 , et la condition : si c ̂  o alors b ^ o et

v divise S . (0 ; l , v ) .

Remarquons que le coefficient de T u, ci , étant nul dans ( & ) on a la relation :
k

.2 r.a.=o , en particulier k ^ 2 . Par la suite on suppose 3 < k < 4 et on distingue

deux cas selon que : 1) x. =o ( l=b-c) ou 2) x. - c - b . _ , ( l = - a ) .
lo~l —o~- — o -

V- 6^2_ Cas OÙ x. -o ( l = b - c )
lo -

Pour la relation (&. ,) on a :

i) ^r0 ou 1i) xi.+l=c-\+l•
D'après l'hypothèse on voit que : 1 = b-c et a = = - l .

k
(&. _ )„ s'écrit: c (v+l ) -R( l ,v ) = ̂  S^a^-a^ ^ ^ , l , v ) (car b =b-l= c) . Par irré-

ductibilité de R( l , v ) il vient c = o et donc : °b= l et a=- l . ( Ê ) s'écrit :

• I^-TRd^VÏ+URdJ^V) -U114'^ .H S . (T+a^U,U,V) .

Le membre de gauche s'écrit aussi :
(T-U) [ R ( T , U ) - R ( U , V ) ] = (T-U) (T-V) 2^_^(T,U,V)

où 2 (T,U,V) désigne le polynôme (irréductible: cf. [E-H-S] ) S ^ TSU tVU .
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Ceci montre que S,(T,U,V)=2 (T.U.V) ce qui contredit l'hypothèse :

v divise S , (0 ,1 ,v ) .

V- 6,3 : Cas OÙ x. -c -b. , (a=-l) et r. ,> 4.
1 o"'"1 •L o "' - 1 o~1

La relation (&. )o s'écrit :

cv^+Cc+b^ ^(v^.-.+vî+c^I^s^-^ _^,l ,v)

avec b. _ -b - l .

v" êl3!! : c est nul

Si c est non nul, comme r. >4 , il existe ^ racine de S. _,(0,l,v) telle
1 0~ 1 1 0 1

que (&. _ 7 S. , Ç ) soit une solution primitive associée de (&) (cf.V;3.2).

Soit P. (T,U) =Tn+l+ClUTn+...+c L^T . D'après (V;l.l) s i^ - l^o on a c = o .

Mais P.° ,(T,U)=(T+U)n+l-Un+l et c est manifestement non nul, donc ^=1.IQ-I n

De c^^^Cc+b. )(Çn+.. .+^)+c =o il vient c (^ + 1) =o d ' o ù c = o (^ ± 1 par
^-o"1

définition des solutions primitives associées).

v" ^L3-2 '• c étant nul (à, )<, devient :
1 k

b. _ v(vn~ l+...+l) = .n S.(a.-a. , , l ,v) .
J- o 1 1—-I- J- 1 ^-o

Remarquons que b. =o est équivalent à b= 1, comme par hypothèse a=-l, ce cas se
10

traite comme (V;6.2). Par la suite on suppose donc b. _ - ^ o . Soit ? une racine
10

n-ième de l'unité telle que (&. _, ; S. , ? ) soit solution primitive associée de (& ) .
^-0 - ^•0"" -

On considère v(X) la solution holomorphe de S. _-(^ (1 + v(X)) , l,v(X))= o avecl•o~j•
v(o)=? . L'existence est assurée par le théorème des fonctions implicites car ? est

racine simple de S. _ (0,l,v) .
^ 1

Par symétrie v(^) vérifie le système :

P. , ( M l + v ( X ) ) , l ) - X ( l + v ( X ) ) R ( l , v ( 7 l ) ) + b . _ R ( l , v ( X ) ) - b . _ p o
—0""'- — 0 — 0 - 1

^ ( P. ,(X(l+v(X)),v(X))-X(l+v(X)) R(l,v(X))+b. _ v(X).R(l,v(X))-b. _v(\)n+l=o
^-o"1 ^-o - -o 1

Avec: P. _ (T,U) : =(T+U) n + l -U n + l .
^ i

En utilisant les relations : R(l ,?)=l , R' (1.S' )= n/ (? -1) (qui s'obtient à partir

de x - 1 = (x - 1 ) R(l,x) et en dérivant la première équation de {^) en X=o on a :

v ' (o ) = (l-r2)/^ _^ .
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En dérivant deux fois (.97) on obtient le système :

2c . ( l+n^v- îo ïb . , R ' ( l ^ )+v ' (o ) [2c - 2R( 1, ?) -2 (1+? ) R'(l^)]
n-1 ^o"1 n

+ v ' (o)2^ _ ^ R " ( i , n ] = o
^^ 2c ^^(l+^+V'to) [b^ _ ^ R ( l , ? ) + b ^ _ ^ R ' ( l , r ) - (n+1) b^ _^

+ v '(o) [2n ̂ ~1 c( 1+ ?) +2c S'11- 2R (1,?)- 2(1+?) R' (1,?)]n n _ „
+v ' (o) 2 [2b. _ R ' ( l , ? ) + b . _ ?R" ( l ,S - ) - (n+ l )nb . _ r J = o .

lo 1 ^-o 1 ^-o i

On sait que c =(n+l )n /2 et c =n+ l . En utilisant les relations précédentes :n-1 n
R ( l , $ ' ) = l , R' ( l , ? ) = n / ( $ ' - l ) et en remarquant l'identité :

R " ( l , x ) ( l - x ) + n ( n + l ) x11"1 - 2 R ' ( l , x ) = o , par différence dans ( y " )„ il vient :

n(n+l) ( 1 + ? ) 2 ( l - ? n ~ l )+v ' (o ) [ -2n(n+ l ) f l ~ l ( l+n]=o . .

En remplaçant v ' ( o ) par ( l - ^ ï /b . _ :

d-$-2) 2rn"L(l+^)
i°-l (1+D2 (l-?11-1)

c'est-à-dire : b. =-2 ce qui implique b = - l (V;6.3) et la relation ( à ) s'écrit:

^rl+l-^ R (U ,V)+U n + l - U R ( U , V ) = .n S . ( T + a . U , U , V ) .

Le membre de gauche s'écrit aussi : (T+U)[R(T,-U) - R(U,V)] =(T+U) (T+V) 2^_^(^^-U,-V) .

On déduit: S. ( T , U , V ) = 2 _,(T,-U,-V) ce qui contredit encore une fois l'hypothèse :IQ n~ i
v divise S. (0 ,1 ,V) .

^-o

V- 6.4 : Cas Où x. . =c -b . ( a = - l ) et r. <3
^-o"1 ^-o i J-o~i

Faisons d'abord une-- remarque d'ordre général :

- Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P" de type de scindage

(k 7 r^ , ..., r ; a^ , ..., a. = 0, ... , a ) tel que la relation (à ) qui lui est associée

s'écrive :
T^^aTRÎU/VÏ+c îV^^U^^+ îc+b ) (U11 V + ... + U V n ) = .IJ^ S^(T + a^U,U,V) .

On a donc: c . ( E ) = o , K i < n , ce qui implique €^^=0, Ki<n , ET désignant le

dual de E. Ev est de type de scindage : (k 7 r , ...,r^ ; -o^ ,...,- o^ = 0 ,...,- 04) et

la relation (à) qui lui est associée est de la forme :
T^+a' T R Î U ^ V Î + x U ^ ^ î c ' V + b ' U) R ( U , V ) = H S; (T-t t^U,U,V)

avec x = = o ou x = c ' - b ' (car - a. =o , cf.III; 1.2) .

v- îl : ^ r3
-'-0 1

'DeSr .a^o il vient : r. -3+e2r .=o avec : € = o si k = 3, e = 1 si j = ig+2
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e t e = = - l si j = ; i g - 2 . On en déduit les types de scindages possibles :

(k= 3 ; r^»3 , r^, r^=3) , k-4 , r^=l , r^=l , r^_^3) , k = 4 et r^>5 .

Par dualité le dernier cas se ramène à (V;6.2 ou V;6 .3 ) .

Pour les deux autres, on remarque que r. et r. _ , étant tous les deux impairs,
^ -o - 1 ^o 1

d'après (V ;3 .1 ) , c est nul. La relation (&)<, devient :

b • v^"^...+!)= ̂  s.(a^.l.v)

De plus S. , (a. +«. » l /v ) ont chacun une racine réelle qui est non nulle (carv divi-

se S.(0,l,v) par hypothèse). Ceci est absurde.
^-o

V- 6.4.2 : r. =2---— i^-l

En raisonnant par dualité à partir de Sr. 0^=0 , on voit qu'il suffit de

traiter : (k = 3 , r = 2 , r , r, _.= 2) .
^ - o ' 1 •'-o -o •L

Pour la relation (&. ) on a deux possibilités :

1. x^=o (l=c-b) , 2. x^=c-b^ (a=-l).

• 1 . Sous cette hypothèse (â^ ̂ \ s'écrit :

c(v+l)'R(l,v)=Iïs^-c^ ^^ ,l ,v) ( b ^ + l : = l + b = c )

Par irréductibilité de R(l,v) il vient c = o et donc b=-l : comme en (V;6.3.2), on

voit que S. (T,U,V)= 2 ,(T,-U,-V) ce qui est une contradiction.
ig n"~A

• 2. Si S. et S. _, ne sont pas solutions primitives associées de (&) alors
l.o'̂ '1 ^ 1

±ni2c=b. , e t± n ^c=b . , (cf.V;3.3). Comme b =b-l et b -b+1 avec
n io-l n ig+1 io""1 ^ o ' 1

b^o, on voit que ceci est impossible. Il existe donc ^ racine de S^ ^(0,1,v) telle

que (S. + ; S. + , Ç ) soit une solution primitive associée de (&). Comme en (V;6.3.1)
^-o~ o~

on montre que c est nul. On peut supposer b. , et b non nuls (les cas a= - l et
l.o~i lo'l

b=l ou b=-l sont traités en (V;6.2 et V;6.3.2) ).

Si S. .,. désigne la solution primitive associée alors :

S. + (0°,l,v) divise vnml+^+l (car -1 n'est pas racine de S^ ±^(0,1, v) par défini-
IQ— 1 0

tion des solutions primitives associées).

S. ^ (±1,1,v) divise vn'"l+...+l (car v divise S^(0,l,v)) et S^ ^^(±2,l,v) divise

^(v11"1^...^-!) . Or ces trois conditions ne peuvent être réalisées simultanément, cela

se voit à partir de la forme explicite de S^ ^(T,U,V) et en utilisant la remarque

suivante : si P(v) est un polynôme à coefficients entiers, de degré deux, qui divi-

se vn~l+...+l alors, à une constante près, P(v) vaut v^v+1 ou v^l.
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CHAPITRE VI

FIBRES UNIFORMES DE RANG (n+1) SUR P11 POUR DE PETITES VALEURS DE n

§ 0) Introduction
§ 1) n=3
§ 2) n=4
§ 3) n=5

§0. Introduction
Dans ce chapitre nous démontrons :

THEOREME III' : Pour n tel que 3<n<5, les fibres uniformes de rang (n+1)

sur P11 sont (à isomorphisme près) :

ïpnîa)9 <9pn(b) , ^pn(c) ̂ (9^0 . ̂  ̂  ̂ pn )̂ •

Le plan de la démonstration est le suivant : pour chaque valeur de n nous

nous limitons aux fibres uniformes de type de scindage consécutif.

(i.e. :M.-M. . = 1 , Ki<k) (cf.III;§2). D'après (I;4.2) et les résultats de (III)

on peut écarter certains types de scindage (k = 1 ; k=n+l ; k=n ; k = 2 ri=l (r2=2) ;

k = 3 ri=r3= 1 ; k = 2 ^ = 2 et n pair). Les types de scindage restant seront dits

irréductibles. Maintenant, à chaque cas irréductible on associe sa relation (ê) :

T^^CiU^+.-.+C l^T+xU^+îaT+bU+CV) R(U,V)= ̂  S^(T +.(^U,U,V) .

Si c est nul nous pouvons utiliser la "classification" de (III;2.4). Ainsi la

seconde étape consiste à montrer que pour chaque type de scindage irréductible,

dans la relation (à) correspondante, "c est nul". Une fois ce résultat obtenu,

nous sommes ramenés à la situation de (III;2.4) et pour conclure il suffit de

prouver les;

LEMME (n) : Soit E un fibre uniforme de rang (n+1) sur P de type de

scindage irréductible (k ; r^ ... r^ ; ̂  ...^^) .

Alors il n'existe pas J o ^ l ^ J o ^ ^ tel ^^ la relation (&^) s'écrive :

T^+aTRdJ.VÎ+b. UR(U,V)-b. UIÏ+1= .IJ S (T+(^-/x )U,U,v) avec b non nul
3o 3o l~l 1 1 Do Jo

et v divisant S . (0 ,1 ,v ) .
3 0

VI- 0. Remarque : II suffit de prouver les lemmes lorsque r >2 (car UV divise
—"———'——"—'— k n

s (0,u,V) ) et S r (At.-J". ) = o (car le coefficient de UT est nul dans (à ) ),
Jo 1=:1 1 1 3o Jo

en particulier k^2 .
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§1. Fibres uniformes de rang 4 sur P3

VI - 1.1 : Réduction du problème.

D'après (IV) et par dualité il suffit d'étudier les deux cas irréductibles

k = 2 ri = 2 r^ = 2 et k = 3 ^ = 1 r^ = 1 r3 = 2.

VI - 1.2 : k = 2 , r i = 2 , r 2 = 2

Pour étudier la relation (à) on pose :

S l ( T , U , V ) = T 2 + T A ( U + V ) + H ( U 2 + V 2 ) + D U V , S 2 ( T , U , V ) = T 2 + T B ( U + V ) + F ( U 2 + V 2 ) + G U V .

VI ~ 112!1; : A = o ou A= ~1

On calcule module (U2 + V2) dans ( ÊI). On

où = désigne une égalité module (L^+V2 ) .

De Si(T,U,V)* S2(T-U,U,V) = T4^- Ci U T3 + C2 U2T2+C3U3T+ xi U4 on déduit, en calculant

les coefficients de T^, T^UV, TU2V et UV 3 :

D A + B = o 2) G + D + 2 A B - 2 A - B = 0 3) A G - 2 A B + A + D ( B - 2 ) = o 4) D ( l - B ) = o .

ce que l'on peut réécrire :

2Q G + D = 2 A 2 + A 5*) G ( A + 1 ) = D ( A + 1 ) 4*) D ( l + A ) = ^ o

d'où le résultat.

VI - l._2._2 : c est nul

VI - l._2 ._2.a : Cas où A est nul

En restreignant la filtration HN" à une fibre de p on voit que q*El|p"l(x) est un

sous-fibre de rang deux, de première classe de Chern nulle, du fibre trivial

4*C)-i .Ceci montre que q*El|p'l(x) ^ 2(9-1 , en particulier C2(q* Eilp'^x^o ,

c'est-à-dire H=o (cf.I;2.3). Il est clair que ceci implique c=o.

VI- 1.2.2.6 : Cas où A vaut -1

En restreignant encore H N" à p^îx) on a la suite exacte :

0 -> q^EilpT^x) -^ 4«(9-i -> q^l?"^) -> 0

En raisonnant comme en (VI;1.2.2a) on voit que q'Eilp'^x) est uniforme et par suite

isomorphe soit à (9-i, ^^-i, ^-l) soit à î2Li (1) ( [vdv] ) ; la deuxième classe

de Chérn de ce fibre, c'est-à-dire H, vaut o ou +1. D'autre part, en calculant

module U, il vient F + H = 1. Dans tous les cas F H = o ce qui montre que c est nul.
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IV - 1.3 : : k = 3 , r i = l , r 2 = l f r 3 = 2

La relation ( &i )g est de la forme :
3

•Si S.^^-^^fl,v)=x +(cv+bi) ( v - t - 1 ) (v+ 1)

avec : S . ( T , U , V ) = T + A . ( U + V ) ; i = l , 2 .

S3(T ,U ,V)=T 2 +TB(U+V)+ F ( U 2 + V 2 ) + D U V .

VI - 1^3^ : c est nul

Supposons c ^ o alors (v+1) divise le membre de gauche de (&i)o (car ri=l) et

donc xi=o. Ceci implique : (v^l) divise S3(-2,l,v) (les fi. sont consécutifs). De

la même manière, en considérant (^2)0 il vient : (v^l) divise S3(-l,l,v). Ces deux

conditions sont irréalisables simultanément donc c est nul.

VI - 1.4 : Démonstration du lemme (n) pour n = 3

D'après la remarque (VI;0) on a k ̂  2 et pour le type de scindage de (VI;1.3)

il est clair que .2 r .(^.-^3) ^o. Ceci démontre le théorème III' pour n=3. •

§2. Fibres uniformes de rang 5 sur P4

VI - 2.1 : Réduction du problème.

Par (IV) et par dualité on se ramène aux cas irréductibles suivants :

k = 3 , n = 1 , r2 = 1 , ra = 3

k = 3 , ri = 1 , rz = 2 , r3 = 2

k = 3 , ri = 2 , r2 = 1 , r3 = 2 .

VI - 2.2 : k = 3 , ri = 1 , r^ = 1 , r3 = 3

Pour montrer que c est nul dans la relation (&) correspondante il suffit

d'appliquer (V ; 3 . 1 ) .

VI - 2.3 : k = 3 , r i = l , r ^ = 2 , r 3 = 2

On pose : S i ( T , U , V ) = T + A ( U + V ) , S2(T,U,V) = T^T B(U+V)+F (U^V^+D U V

S3(T,U,V)=T 2 +TM(U+V)+ H î l ^ + V ^ + G U V .

VI - 2.3.1 : En calculant module U, il vient notamment :

1 ) A + B + M = 0 2) H + F + M ( A + B ) + A B =0 .
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VI - 2,3^2 : c est nul

Soient les égalités (&)<, ( j = 2 , 3 ) : ^ S^-^i, ,l,v)=x +(c v+ b .) R(l,v) .

Si x_ est nul, R(l,v) étant irréductible on a forcément c=o.

Si x. est non nul le membre de droite de (â.)o s'écrit : c v5+(c+b .)(v4+...+v)+c

(cf.III;1.2) .

En comparant les coefficients de v5 et de 1 dans (&.)„ , j = 2,3 ; on obtient

respectivement :

X) F ( A - M + l + H - A M ) = o 4) H ( A + 2 + 2 B + 2 F + A B ) = o .

Si F H= o il est clair que c=o . Supposons FH^o. De 1) et 5) on tire :

H = -A2 - 2A - B - AB - 1 et 4) donne F en fonction de A et B.

En reportant dans 2) : B2+2A2+2B+-A+-A B + 2 = o , cette conique n'ayant pas de

points réels on a une contradiction.

VI - 2.4 : k = 3 , ̂  = 2 , r^ = 1 , r3 = 2

Soient : SiCr.U.VÎ^^+TAdJ+VÎ+FÎU^V^+DUV , S2(T,U,V)= T + B(U+V)

S3(T,U,V)=T2+TM(U+V)+ H^+V^+GUV.

Ce cas se traite par les mêmes arguments que le précédent.

VI- 2.4.1 : La restriction de la filtration H N* à une fibre de p donne :

1 ) A + B + M = o avec A<o (car &i est un sous-fibre de 5.é?-i ).

2) AB+F+M(A+B) + H = 0.

3) FB+M(AB+F)+H(A+B)=o.

VI ~ ^l4!2 : c est nul

On raisonne comme en (VI;2.3.2). Les relations (&i)o / (^3)0 fournissent les

égalités :

4) F( -4+ 2M- H+ 4B- 2MB) =o .

5) H ( 4 B + 2 A B + 4 + 2 A + F ) =o .

Si F H ̂ o de 4) et 1) il vient: H = 2B2-2A + 2 B + 2 A B - 4

et 5) donne F en fonction de A et B. En reportant dans 2) et 3) :
2') A 2 - B 2 + A B + 4 A + 2 B + 8 =0 .

3 ' ) B ̂ B^ 2B + 3AB + 4A + 3A2- 4] = 0 .

Si B=o, 2 * ) donne : A 2 + 4 A + 8 = o ce qui est absurde.

Pour B non nul les solutions de 2 ' ) et 3 ' ) avec A<o sont : (A,B)=(o,-2) , (-2,2) .

Dans le premier cas H=o, dans le second F=o ( 5) ) , ce qui est contradictoire.
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V I - 2.5 : Le lemme (n) pour n = 4

Encore une fois c'est une conséquence imédtate de la remarque (VI;0) .

D'où le théorème III* pour n = 4 .

§3. Fibres uniformes de rang 6 sur P5

VI - 3.1 : Réduction du problème.

Toujours par (IV) et par dualité on se limite aux cas irréductibles suivants:

k = 2 , r i = 2 , r 2 = 4 ; k = 2 , ^ = 3 , r 2 = 3

k = 3 et il existe i<, , Kio<3 , tel que r. = 3

k = 3 et il existe i,, , Ki<,<3 , tel que r.°=4
^-0

k = 3 et pour tout i , K i < 3 : r . = 2

k = 4 et il existe i^ , Kio<4, te lquer .=3
^o

k = 4 et il exi ste ii , iz , 1 < ii < i-» < 4, tel que r. = r. = 2.
1.1 l2

VI - 3.2 : k = 2 , r i = 2 , r 2 = 4

On pose : S l ( T , U , V ) = T 2 + T A ( U + V ) + F ( U 2 + V 2 ) + D U V
S2(T ,U,V)=T 4 +T 3 B(U+V)+T 2 P(U 2 +V 2 ) + T2 G U V+T H (U3 + V3)

+ T R (U2 V + U V2) + M (V4!- U4) + N (V3 U +V U3 ) + L V2 U2 .

V I - 3.2.1 : On a : F>o et A<o . De plus si A égale o ou -1 alors c est nul.

En restreignant la filtration H N ' à une fibre de p il vient : 0-^ ai-»- 6« (9^4 r

ce qui montre A ̂  o.

Par dualité : F^o. Car S\ est engendré par ses sections globales et C2(&i)= 02(^1) .

Si A vaut o ou -1 alors &i est uniforme et isomorphe à 2 •(9 4 ou (9 4® (9—4 (-1)

( [Vdv] ) : sa deuxième classe de Chern, F, est nulle. Ceci implique c = o .

VI- 3.2.2 : Si c ^ o alors D=2F+1

Supposons X2^o alors (^2)0 est de la forme :

Si(l,l,v) - S2(0, l ,v)=cv6+(c -^b2)(v5+...+v)+c.
En comparant les coefficients de v6 et de 1, il vient : ( l +A )M=o , ce qui est exclu

par l'hypothèse et (VI; 3 .2 .1 ) . Ceci montre que X2=o et (^2)0 est donnée par :

Si( l , l ,y ) • S2(0 , l ,v )=(b2+ c v ) + ( v + 1) (v2 -v+1) (v^v+l) . Comme A ^ -1 (VI;3.2.1) ,
v^v+l ne divisent pas S i ( l , l , v ) . Il faut donc que v+1 divise Si ( l , l ,v) : ceci
implique D = 2F + 1.
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VI - 3^2^3 : c est nul

Si c ̂  o alors on a D= 2F+ 1. Si xi=o , de (&i)o il vient :

Fv2+(2F + 1 ) v+F divise (cv+bi) (v + 1 ) (v^v^- 1 ) (v2+v+ 1) .

Or ceci est impossible (F>0!). Si xi ̂  o alors (&i)o s'écrit :

(Fv2+(2F+ 1) v+F)•S2(- l , l ,v)=cv6+(c +bl)(v5+...+v)+c .

Il est clair que F v2+(2F+l)v+F a deux racines distinctes, Oi, ^, réelles, différentes

de ±1 . Ainsi (&i;Si,a) est solution primitive.associée de (à) (cf.V;§l).

Comme a^-l^o , Kt<5, (&i) s'écrit (c f .V;1.2) :

T6+aT R(U,V)+c(U6+V6)+ (c+bl)(U5V+ ...+ U V5) = Si (T.U.V) •S2(T- U,U,V) .

Or ceci est absurde car .2 r.(Ai.-Mi) est non nul, (cf. par exemple : VI;0) ).

VI - 3.3 : k = 2 , ri = 3, r^ = 3

Soit : Sl(T,U,V)=T3+T2A(U+V)+T E ÎU^V^+TDUV+H(U 3 +V 3 )+R(U 2 V+UV 2 )

S2(T,U,V)= T^ T^ÎU+VÎ+T F(U2+V2)+ T G U V + M (U3 + V3)+ N (U2V + U V2 ) .

VI- 3.3.1 : A^o et si A = o ou A= - l alors c est nul.

Même raisonnement qu'au (VI;3.2.1).

VI- 3.3.2 : Les relations suivantes s'obtiennent en calculant module U

1) A + B = 0 2) F + E = A 2 3) M + A F - E A + H = 0 4) AM+EF-AH=0 .

VI- 3.3.3 : Les relations (&.)o ' i=l,2 sont de la forme :

Si (i-l,l,v) • S2(i-2,l,v)=x.+(cv+b.)(v2+v+l)(v2-v+ l)(v+l) .

Comme (v+1) divise S.(0,l,v) (degré trois) on a forcément x.=o .

VI - 3^3^4 : c est nul

Supposons que (v^v+l) divise Si(0,l,v). Ceci implique déjà R=2H.

Si (v2^-v+1) divise Si(l,l,v) alors A=- l et on conclut avec (VI; 3 . 3 . 1 ) , on peut

donc supposer :
Si( 1 , 1 , v)= este (cv+b2)(v2- v+1) , S2(0, l,v)= este (v+1) (v^v+1)

SiîO.l.vî^steîv+lHv^v+l) , S2(-l,l,v) = este (cv+bi)(v2-v+1) .

Ceci nous donne les relations : N=2M, 1 + A = 2H , M=-H.

En utilisant (VI;3.3.2) : E=F , 2E = A2 , 8M=-A3 .

De - 2 M = 1 + A et 8M=-A3 il vient : A^A-^so, ce qui est impossible.

De la même façon si on suppose que v^v+l divise Si(0,l,v) on aboutit à :

A 3 +4A+4=o , ce qui est absurde.
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VI ~ 3 < 4 : ^3 et il existe i<, , Ki< ,<3, tel que r . = 3
———————————————————————————————————-———————————— ^-o ——

On ne traitera que le cas : ^ = 1 , r^ = 3 , r3 = 3 ; les autres s'obtiennent

d'une façon analogue. Posons: S2(T,U,V)= T2+T B (V+U)+ E(\J2+V2)+D U V.

VI~ l̂iil : c est nul

Soit (&i)o : xi+îcv+biKv^v+lHv^v+lXv+^AiCv+D^t-l.l.v) *S3(-2, l ,v).

On a xi=o (ri = 1 ) . Si c est non nul, pour des raisons de degré et d'irréductibilité,

l'un des deux polynômes, v^v+1 , divise S2(-l, l,v) . Ceci implique B=l .

Comme v+1 divise 83(0, l,v) ( r3=3), on peut tenir le même raisonnement à partir de

(^3)0* I! vient : v2+v+ 1 ou v2-v+l divise S2(l,l,v), ce qui est impossible (il

faudrait B= -1 ) .

VI - 3.5 : k = 3 et il existe i<, , 1 < i<,< 3 , tel que r. = 4
—————————————————————————————————^-o—

D'après (IV;§4) on peut supposer io=l.
Soient : •

Si(T,U,V) = T4^- T3 B (U+V) + T2 E (U2 + V2) + T2 DUv+THdJ^V^TGÎv2 U+U2 V) +R (V^U4) +M(V3U+VU3)+NU2 V2 ,

S. (T,U,V)=T+A.(U+V) , i=2,3.

VI - 3^5^1 : Les relations suivantes s'obtiennent en calculant module U :

1 ) B + o = o 2) E + B O + T T = O 3) H + E a + B 7 T = o 4) R + H o + E 7 T = o .

On a posé : o : =AÎ+ A3 , TT : = AI • A3 .

VI - 3^2 : c est nul

Dans les relations (&.)o o n a x . = o , i=2,3 (r.=l).

Il s'ensuit, si c^o , pour des raisons de degré et d'irréductibilité, que :

Sl(/^-^,l,v)=R(v4+v2+l) 7 i = 2 , 3 ( * ) .

De (*) il vient : (B, H, E)= (-3,0,2) , ce qui est contradictoire avec (VI 7 3.5.1).

VI- 3.6 : k= 3 et pour tout i, Ki<3 , r.=2

Soient : Si(T,U,V)= T^ TA(U + V) + E (U2 + V2) +D U V

S2(T,U,V)=T2+TB(U+V)+F(U2+V2 )+GUV

S3(T,U,V)=T2+TM(U+V)+H(U2+V2 )+NUV.
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VI - 3.6.1 : En calculant modulo U on obtient le système :

A + B + M = o

H + M (A+B) + F + A B + E = 0
(Y)

H (A+B) + M (F + AB + E) + AF + EB = o

H ( F + A B + E ) + M ( A F + E B ) + E F = 0 .

V I - 3^2 : On a : A < o , E > o , M > o , H > o et si A > - 1 ou M< 1 alors c = o .

(Cf .VI ;3 .2 .1) .

VI - 3^3 : Cas où X2=o

Sous cette hypothèse (^2)0 s'écrit :

.n S . (2 - i , l ,v )==(cv+b2) (v^v+lKv^v+lKv+l) .

Si c est non nul, l'un des deux polynômes, v^v+l , v^v+l, divise Sid.l.v) ou

S3(-l , l ,v). Ceci entraîne A = - l ou M = l et d'après (VI;3.6.2) on a une contradiction.

Par la suite on suppose X2= c-b2 non nul.

VI - 3.6.4 : Cas où S2 est solution primitive associée (x2^o)

Supposons c ^ o et qu'il existe a vérifiant 82(0,1,a) =o tel que (&2;S2,ûO

soit solution primitive associée de (à) . Si la condition A(c,b2, os,S2 ,n=5) :a -l^o,

l<t<5 , (cf.V; 1 . 2 ) , n'est pas vérifiée alors a est une racine primitive q-ième de

l'unité.

Comme S2(0,l,û:)=o on a : <^(q)<2, c'est-à-dire <p(q)=2 (car a ^±1 ) et donc

q=3,4,6. Il est clair que si $â(V) : ̂ ^v+l ou <i»6(V) : ̂ ^-v+l divise

^ (v) : = cv6+(c+b2)(v5+...+v)+c alors: c -b2=o et donc X2=o.
b2

De plus si $4 divise ^ on a : c+b2=o et (^2)0 devient :
3 2

.II S . (2 - i , l ,v )=c(v 6 +l)= c(v2+l)(v4-v2+l) . Mais $4(v)=v2+l et v^v^ 1 sont irréduc-
1 1 6-t
tibles. Tout ceci montre que si c ^ o , la condition:» - l ^ o , Kt<5, est véri-

fiée, ainsi, d'après (V;1 .2 ) , (&2) s'écrit :

T 6 + a T R ( U , V ) + c(v 6 +U 6 )+(c+b2)(U 5 V+. . .+Uv 5 )=J^ S^T + (2- i )U,U,V) .

En particulier : Si(T+U,U,V)" SSÎT-U.U.V) est symétrique en U et V.

On vérifie que ceci implique: A=M-2, d'où (cf.VI;3.6.2) (A,M)=(o,2) , ( - 1 , 1 ) ,

(-2,o) et dans tous les cas c est nul (cf.VI;3.6.2).

V I - 3.6.5 : Cas où S2 n'est pas solution primitive (x2^o)

Sous cette hypothèse et si c ^ o , S2(0, l ,v) a une racine double (cf.III;1.3).
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Cette racine ne peut être que 1 ou -1 (cf .V;3.3).

D'autre part si ^ (-l)=o alors c - b 2 = o , ce qui est contraire à l'hypothèse X2^o.

Finalement si 82 n'est pas solution primitive associée : S2(0,l, l)=o et donc G==-2F ;

b 2 = - ^ c et ^ (v)=c(v- l )2 (v4+pv3+-v2+-v+ 1 ) . Mais ceci est absurde car le poly-
R Q R - 3 0 0

nome ^ (v) : = V4!--v3^-ïV2^-? v+1 est irréductible sur Q. En effet on a la décomposition ;

5v4+8v3+9v2+8v+5= [Sv2 + v(4-^^ï)+5]^v2+v(4^^)+l]

(poser x = v+ - ).

Ceci achève de prouver que c est nul dans la relation (à) correspondant au type de

scindage k = 3 et r^= 2 , Ki<3.

VI- 3.7 : k= 4 et il existe ip , Kio<4 , tel que r. = 3—————————————————————————————————— i^ ——
Pour les trois autres indices ±Q , l < K < 3 , o n a r . = l .y. ig

VI - 3.7.1 : c est nul

Soit la relation : (&. )<, : x .+ (cv+b . )(v+l)^2-v+l)(v2+v+l)= yïl S. (/i. -/-t. ,l,v) .
Il 1-1 11 ^=0 Iç 1g li

Comme r = l o n a x =o. S ic est non nul, le membre de gauche a au plus deux raci-
ii il

nés réelles, ce qui est absurde.

VI - 3.8 : k = 4 et il existe ii , i2 , Kii<J2<4, tels que r. = r. = 2

On pose : S. (T,U,V)=T2+TB (U+V)+E(U2+V2)+D U V .

Remarquons que : r. = r. = 1.

VI - 3^8 J_ : c est nul

Soit (â^ )o : x ^+ (cv+b^ )(v+l)(v2-v+l)(v2+v+l)= .Q^ S^ O^-M^ ,l,v) .

Comme r .= l on a x .=o . Si c^o , pour des raisons de degré et d'irréductibilité,

l'un des deux polynômes v^v+l , v^v+l, divise s^(^~^ » l » v ) -

Ceci implique : M. - At. =-B. De la même manière, à partir de la relation (à. )o on

obtient : ju. -M. = - B , ce qui est absurde.
il 14

VI - 3.9 : Le lemme (n) pour n= 5

A partir de : T^a T R(U,V)+b . (U5V+...+ U V5 ) = .n S/T+OU.-^. )U,U,v)
3o i—l i i 3o

en posant T = o et U = 1 on obtient : ^
b . v "(v^ ... +1) = .n S.(/i.-jLt , l ,v) ,

Jo 1—1 1 •L Jo

comme v4+...+l est irréductible il vient k<2, ce qui est absurde (cf.VI;0).
Ceci achève la démonstration du théorème III".
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