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INTRODUCTION
Cannent classifier les différents types d'hornotopie rationnelle de même algè-

bre de cohomologie ? Sous quelles conditions n'existe-t-il qu'un seul type d'ho-
motopie rationnelle admettant une algèbre de cohomologie donnée ? Comment varient
les invariants de la topologie algébrique classique à l'intérieur d'une même algè-
bre de cohomologie ? . . . C'est à ces différentes questions que nous désirons don-
ner une réponse.

Un pas décisif avait été franchi vers la classification par Halperin et
Stasheff [10] lors de leur construction du modèle bigradué (AZ,d) d'une algèbre
graduée commutative H et du modèle filtré ( A Z , D ) d'une algèbre graduée carmatative
différentielle (A,c L ) . Nous rappellerons leur définition au chapitre 0. Le modèle
bigradué est un modèle formel de cohomologie H. Il est dit intrinsèquement formel
ssi il n'existe qu'un seul type d'homotopie rationnelle réalisant H.

Les différents modèles filtrés d'une cohomologie H forment une variété algé-
brique W sur laquelle opère un groupe algébrique G et telle que les différentes
orbites représentent les différents types d'homotopie rationnelle de cohomologie H.
Cette théorie se généralise à tout corps k de caractéristique o. Nous obtenons
ainsi les différents types de k-homotopie. Une propriété apparaît lors de 1 ' exaiifôn
de ces variétés W : la rigidité.
Un espace X est dit rigide ssi son orbite est ouverte dans W, pour une extension
algébriquement close k. (Si X est construit par tour de Postnikov, ceci signifie
que le type d'homotopie ne change pas lors de légères nodifications des invariants
de Postnikov) . L ' ijnportance de cette notion est liée au théorèms suivant :

Théorème : Un espace formel est k-rigide ssi il est intrinsèquement formel.
Adaptant les méthodes de déformation de Gerstenhaber [ 9 ] , Ni j ennuis [14] . . .

nous interpréterons la rigidité en termes de groupes de cohomologie de l'espace
gradué différentiel des dérivations du modèle bigradué (groupes de F-cohomologie).

Proposition 1 : 1) L'espace vectoriel Z (X) est isomorphe à l'espace tangent de
Zariski à W en X tandis que l'espace vectoriel ̂  (X) est isomorphe à l'espace
tangent de Zariski à l'orbite de X.

2) Si -^(X) = o alors X est rigide.

Proposition 2 : Si pH2 (X) = o, alors X est rigide ssi ̂ (X) = o.
L'introduction du concept de rigidité et de la F-cohomologie nous permettra

d'énoncer quelques propositions de finitude du nombre de types de k-homotopie.
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Proposition 3 : 1) Si X est un espace formel d'une cohomologie H pour laquelle il
existe un espace rigide, et si dim ?H (X) = 2 , alors il n'existe qu'un nombre fini
de types d'homotqpie réelle.

2) Si X est un espace formel tel que dtm ̂ H (X) = 1 , alors il
n'existe au maximum que deux types d'homotopie complexe, et les tyoes non formels
sont rigides.

Proposition 4 : Si Ĥ  = o o < p < 1 et p > 51+2, alors ̂ H (X) mesure l'obs-
truction à la rigidité de X.

Proposition 5 '. S± ïSP = o o < p < 1 et p > 41+1, et si dtm ̂ H^X) > dim aut.H
pour un X quelconque de cohomologie H, alors il existe une infinité de types d'ho-
motopie réelle distincts.

Si X est formel, l'espace pH^X) est muni .d'une filtration inférieure ̂ I^(X)
correspondant à une décomposition de l'espace tangent - i (X) en espaces tangent^ r - "
. p , Z ^ ( X ) à une suite de sous-variétés emboîtées W formées d'espaces pour lesquels
les i-produits de îîassey matriciels [13] sont nuls pour 3 < i < p+2. Soit X un
espace formel et Y un autre espace de même cohcmologie, nous construisons au § 5
une suite 0 (Y) d'obstructions à l'existence d'une équivalence d'homotopie ration-
nelle entre X et Y.
Ces obstructions 0 (Y) appartiennent aux groupes _̂ H (X) .
Halperin et Stasheff avaient déjà construit semblable suite d'obstructions 0 (D)
logeant dans les quotients Hem1 (Z ,H*)/y(M ) [ 1 0 ] .P n 1 iNous construirons explicitement un monomorphisme _H (X) -̂  Hem (Z ,H*)/y(M ) et
nous illustrerons au moyen de quelques exemples l'avantage de nos obstructions.

Le texte se termine par une étude des fonctions a semi-continues supérieure-
ment sur W, c'est-à-dire vérifiant a(X) > a (Y) si X appartient à l'adhérence de
l'orbite de Y.

Proposition : 1) Un espace formel maxjuriise sur W toutes les fonctions semi-conti-
nues supérieurement.

2) Les fonctions dim. ̂ H (Y) , dim TT ( Y ) , . . . sont semi-continues supé-
rieurement.

Signalons enfin que Lemaire et Sigrist [12] d'une part, Schlessinger et
Stasheff [ 1 6 ] d'autre part, ont obtenu indépendamment des résultats assez proches
des nôtres. Les démarches sont cependant extrêmement différentes et complémentai-
res.
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Nous tenons à remercier D. Lehmann, ainsi que toute l'équipe de Topolcxjie al-
gébrique de Lille, pour l'aide précieuse apportée dans l'élaboration de ce texte.
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CHAPITRE 0. PRKT.TMmAT^S

a) Pïêl3^na^es_al;3ebr̂ gues : Modèles minimaux.

- Dans tout ce qui suit, k désignera un corps de caractéristique nulle. Tous les

espaces vectoriels, algèbres, ... sont définis sur k.

"" yïî-ÊÊEË^Ê-Yê^ ï̂iÊl-SïÊ^ê (v^ / pÇ. ~^f est une saune directe V = jj^ V0 d'espa-
ces vectoriels.

- Une_k^a^3ebre_3raduee (A^), p€ lî est un k-espace vectoriel gradué muni d'une

multiplication associative
,D ,q ,T>+<TA" x A1 ^ A- 4.

L'on notera a| le degré de a. Si a ç. P? |a[ = p.

Une k-algèbre graduée (A^) , p ç. ~K est dite commutative si pour tout a € A^,
b Ê A 0 1

ab = (-1)—1 ba.

"" ÎSîË-ÊÉEïYÊyS -̂̂ Ê-ÉËSïÉ-E (r e z) sur (A^ est urle application linéaire
D : îf -> A^ vérifiant

D(ab) = D(a) . b + (-1) l3^ a . D(b) .

Nous noterons Der^A) l'ensemble des r-dérivations de A.

" lAîe--ai3e^£e_ :̂̂ £êïen.tielle-3ra^uee CŒTÎmaÏa.tlve (A^) est une algèbre graduée
carmutative A munie d'une dérivation de degré 1 vérifiant d2 = 0.

Nous adopterons les abréviations A.G.C. pour algèbre graduée ccnniitative et
A.D.G.C. pour algèbre différentielle graduée commutative.

- Nous appellerons d f̂feren_fc^e];l;e toute dérivation de degré 1 de carré nul.

Soit X* un espace vectoriel gradué, nous noterons AX* l̂ a]:2ebre_cgmmate îYe
libre sur X*.

Décomposons X* = P* ^ Q* où P* est l'espace vectoriel des éléments de degré impair

et Q* l'espace vectoriel des éléments de degré pair.

Alors AX* est isomorphe au produit tensoriel de l'algèbre extérieure sur P* par
l'algèbre symétrique sur Q*.

AX* ^ E(P*) ® S(Q*).
La-̂ ^h^In^]:̂ 2^e de (A,d^) est l'A.G.C. H(A) donnée par Ker. cL/Im. d^.

Un_homomorpMsme cp d'A.D.G.C. de (A,d^) dans (B,d^) est un hononorDhisms de

k-algèbres de degré zéro commutant avec les dérivations : 4) d, = dn (p.
On notera (p* l'homomorphisme d'A.G.C. induit en cohomologie.

yD-aïÊÊiz^TO îsîïe ^ d'A.D.G.C. de (A,d^) dans (B.dg) est un hononorohisms cp tel
que tp* soit un isomorphisme.

Une A.D.G.C. (A,d^) est dite c-connexe si H (A) est connexe.

î̂1-?——8-^0"^1:6^-00!]1}®^ (Koszul - Sullivan) est une A.D.G.C. de la forme (AX,D)
où x = o^O x: est un esPaoe vectoriel gradué satisfaisant la condition (1 ) .

(1) ^^te^œ : II existe une base honogène {x^}^çg de X indexée nar un ensemble
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bien ordonné S telle que Dx^ appartient à l'algèbre engendrée par les x avec
@ < a.

Il est dit minimal s'il satisfait la condition (2).

(2) Mmjm t̂é : D(X) c (A^) (A^) (équivaut à : a -> dtm. x | est une application
croissante).

Soit (AX,d) un K - S complexe connexe. Nous noterons par _(^D^ l'A.D.G.C.
(AX <2) AX 8) AX,D) avec

1) D | AX = d 4) DX = X

2) 3P = X^1 5) DX = 0.
3) ^ ^ X1'

Un autcmorphisme a de (AX,D) est alors construit en posant a (a) = ? -1— y11 (a)

= eY où y = Di + iD avec i une dérivation de degré -l fix = x

^ix = 0
[ix = 0.

Si tp^, cp^, (AX,D) -> (A,d^) sont deux homomorohismss d'A.D.G.C., une_hgmg_t.gp^e de

^ a_^ est un homomorphisme d'A.D.G.C.

(^ : (AX,D)1 ^ (A,d^) tel que

(f) | AX = cp et cp = c() a „u 1 AA

^o et l̂ sont cllors dits honotopes : cp ^ (p .

THEOÎ ME (Sullivan) .

1) Soit (A,d^) une A.D.G.C. c-connexe. Il existe un K - S complexe connexe minimal

(M )̂ et un honomorphisme p^ : 0^,ô^) -> (A,d^) tel que p^ est un isomomhis-
me.

2) Si p^ : (^/ô^) ^ (A^) est une autre solution du problèms, il existe un iso-

morphisme (p : (M^,(S^) ^ (]y^/^) uniquement défini à honotopie près tel que
P^ o cp : p .̂

Deux A.D.G.C. (A,d^) et (B,dg) sont dites c-^^yŒ^n^ês si leurs modèles minimaux

sont isomorphes. On dit alors qu'elles ont msme type de k-homotopie.

Il revient au même de dire qu'il existe une suite finie de quasi-isonorohismes.

(A^) ^ (A^) -. (A^) ^ ...... -. (A^,dJ avec (A^d^) = (A,d^) et (A^,d^) =
(B,d^).

b) Theori;e_de_Sul]̂ Yan.

Soit X un espace topologique connexe niipotent, C^ (X,Q) l'espace vectoriel des

chaînes rationnelles sur X et A^ l'espace vectoriel des q-f ornes polynomiales à

coefficients rationnels sur l'espace A = { ( t , . . . , t ) € I^'1 \ Et. = 1} .
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A* est une A.D.G.C. avec la différentielle extérieure comme dérivation,

A^ est l'espace vectoriel simplicial des q-f ornes rationnelles sur l'ensemble
simplicial A^.
Désignons par Z (X) l'ensemble stmplicial des stmplexes singuliers de X.
Une__P^L^_fonne_ra_tj;onne_lJLe_de_de2re_3 sur X est une application simpliciale
LO : Z (X) -> A^ qui à tout r - simplexe a associe une q forme œ sur A .
Notons À-l (X) cet espace.
Munissons les formes du produit extérieur (co A œ ' ) = 0 ) A (A) '. A*- (X) devient une
Q-A.G.C. La différentielle extérieure (do)) = d— 00 en fait une Q-A.D.G.C.

C7 UJ"\. 0

L'intégration fournit une application d'espaces vectorzets différentiels gradués
A^(X) -> C*(X,Q)

induisant un isomorphisme d'algèbves graduées
H*(Aj^(X),d) ^ H*(X,0).

Il s* en suit que le foncteur A^ transforme une équivalence rationnelle d'homoto-
pie d'espaces connexes niipotents en une équivalence d'homotonie d'A.D.G.C.
Inversement : soit un K - S complexe minimal (A,cL).
Sullivan construit un espace connexe niipotent < A >, sa__réa^say;on_3ecmé_fcr3;3ue,
tel que les foncteurs X ->. A^ (X) et A -?- < A > sont adjoints et induisent une équi-
valence de catégorie entre la catégorie des types d'homotopie rationnelle d'espaces
niipotents et la catégorie homotopique des A.D.G.C. connexes niipotentes.

On déduit de ceci que deux espaces ont même type rationnel d'homotopie ssi les
A.D.G.C. correspondantes sont c-équivalentes.

L'espace vectoriel gradué des générateurs du modèle minimal de (A,d ) est appelé
espace de pseudo-'homotopze de (A,d_) et est noté TT* (A,d,).

Th. : Si X est un c.w. complexe simplement connexe, et plus généralement niipotent
(c'est-à-dire dont le groupe fondamental est niipotent et opère de façon niipotente
sur les groupes d'homotopie de dimension supérieure),
alors TT^ (Ap^(X) ,d) ^ Hom (TT^ (X) ,Q).

c) Modèle bigradué d ' une A^Ç._et modèles filtres _d^AJ^G. C.
- Soit H une A.G.C. connexe. Il existe un modèle minimal p : (AZ,d) -^ (H,o)
(o pour dérivation nulle) avec 1) Z est un espace vectoriel bigradué Z = Œ_ Z^

c^O
p : dimension
q : degré de graduation inférieure.
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2) d : Z^ ->- (AZ)^_ , ceci munit l'algèbre de cchorologie H(AZ,d) d'une graduation

inférieure H (AZ,d) .
Il faut en outre que :

3) p : AZ -> H soit surjective.
4) H^(AZ,d) ^ H.
5) H (AZ,d) ^ o p > o.

Un élément z de AZ est dit de degré de filtration inférieure à p s'il appartient

à (AZ)^p. La construction explicite se trouve dans H - S. [10].

(AZ,d) S (H,o) est appelé ie_mode],e_,b r̂adue de H. Il est défini à isomorphisme

près.

- Soit (A,d^) une A.D.G.C.. c-connexe et <AZ,d) S (H* (A) ,0) le modèle bigradué

de l'A.G.C. H* (A) , alors il existe une dérivation D de carré nul sur AZ et une ap-

plication d'A.D.G.C. 4) : (AZ,D) -> (A,d^) telles que

1) (D-d) : Z^ -. (AZ)^

2) (p* est un iscroorohisme

3) ^z e ^o ^([2]) == P^

D'autre part, si 4?' : (AZ,D') ^ ^/^ satisfait également œs propriétés, il exis-

te un isomorphisme 1^ : (AZ,D) ^ (AZ,D') tel que : 1) le diagramme suivant connate-

à homotopie près

(AZ,D)——————î£—————>. (A,d^)

^\. /^'
\l /

( A Z , D ' )

2) ip - Id. baisse la filtration d'au moins une unité. Un pareil modèle

(p : (AZ,D) -> (A,d^) est dit filtré. Il est obtenu à partir d'une perturbation de

la différentielle d sur AZ.

Une A.D.G.C. (A,d^) est dite formelle si elle est c-équivalente à (H(A) ,o). On

peut alors prendre D=d. Modèles filtrés et bigradués coïncident.

Soit (A,d^) une Q-A.D.G.C.

Si A est formelle, il est clair que, pour tout corps K de caractéristique o,

A g K est également formelle. Réciproquemment, Halperin et Stasheff ont mon-

tré : il suffit qu'il existe K tel que A ® K soit formelle pour que A soit
formelle.

Une A.D.G.C. (A,d^) c-connéxe est dite intrinsèquement formelle si toutes les
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A.D.G.C. avec algèbre de cohcmologie isomorphe à. H* (A) sont formelles, c'est-—à -are
s'il n'existe pour la cohomologie H* (A) qu'un seul type rationnel d'homotopie
(dont le modèle est le modèle bigradué de (H* (A) , d=o) ) .



CHAPITRE 1. VARIÉTÉ DES TYPES DE K-HCMJTOPŒ DE k-ALGEBRE DE COHCTOLOGIE H

Scient (-^d-) et ^'^o) deux A.D.G.C. c—connexes. Supposons qu'il existe un isomor-
phisme f : H* (A) ^ H* (B). Désignons par p^ : (AZ,d) -> (H* (A) ,o) le modèle bigra-
dué de H* (A). Alors : f p est un modèle bigradué de H* (B).

0 A
Ces modèles peuvent être déformés en des modèles filtrés :

(p^ : (AZ,D^) ^ (A,d^) et 4)5 : (AZ,Dg) -. (B,dg).
Halperin et Stasheff ont démontré [10] le théorème suivant :

Théorème : f peut être réalisée par une équivalence d'homotopie ssi il existe un
isomorphisme d'A.D.G.C. 4) : (AZ,D ) -^ (AZ,D-J tel que 4)-id. décroît la filtration
d'au moins une unité. D

L'inconvénient de cette formulation était que les morphismes p- et p- des modèles
bigradués [ ( A Z , d ) , p ] et [ ( A Z , d ) , p _ ] sont différents. Nous désirons éviter cette
dépendance.

Fixons une A.G.C. H* ainsi qu'un modèle bigradué (AZ,d) S- (H*,o). Réalisons cha-
que autcmorphisme h de H* par un automorphisme h de (AZ,d). L'ensemble des auto-
morphismes h de H agit sur les endomorphismes linéaires de AZ par la formule
D -> h D h~1.

^ oLemme : Soit (AZ,D) -> (A,d^) un modèle filtré de modèle bigradué (AZ,d) -^ H* et f
un automorrhisme_de H* réalisable par un automorphisme f de (AZ,d) , alors
(AZ, f"1 D f) 4) f-^ (A,d^) est un modèle filtré de modèle bigradué fp.

Démonstration : le modèle bigradué est pf = fp. n
Alors,

Proposition 1 : 1) Toute A.D.G.C. (A,d^) d'algèbre de cchomologie isomorphe à H*
a un modèle filtré (AZ,D^) $ (A,d^) de modèle bigradué (AZ,d) S (H*,0) fixé.

2) Deux pareils modèles filtrés (AZ,D^) et (AZ,D ) sont c-équiva—
lents ssi il existe un isomorphisme cp : (AZ,D ) ^ (AZ,D,J de la forme ip 6 où 0
est un automorphisme de bidegré (0,0) induit par un automorphisme de H* et^ est un
automorphisme de AZ tel que i|;-id décroît la filtration d'au moins une unité.

Démonstration : résulte du lernns. H
Nous supposerons toujours dans ce qui suit que Ja k-algèbre H* vérifie les

conditions suivantes :
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ÇH* est une A.G.C. telle que si (AZ, d ) désigne son modèle bigradué, alors
1 \7^ est de dimension finie pour tout p.

Cil existe un degré n tel que H0 = 0 Vp > n et H" -^ 0.C^ \
\n est appelé la dimension cohomologique.

Il en résulte que W)^ est de dimension finie Vp,q. Désignons par (z^),
une base de l'espace vectoriel (AZ)^.
Désignons par (x ) . une base de l'espace vectoriel gradué Z
— ç 7̂  M-/
\^ ̂ 00-

Regardons toutes les différentielles D que l'on peut mettre sur AZ de la
forme
D = d + d + d. + . . . avec d^ : Z° ->- (AZ)1^1 i > 2.
Pareille différentielle est entièrement définie par les D(x ) où p parcourt M.
D(x^) = d(x^) + ̂  â  z^-", â  6 Q,
où la sonne est prise sur les z3 ( p ' 1 qui engendrent l'espace vectoriel (AZ)^.^ ' y

^L'expression D = o devient une relation du second degré en a, . Les zéros^ _ _ A/r
de D forment une variété algébrique que nous noterons W(AZ,d) (W, s'il n'y a pas
d'ambiguïté). Chaque point de cette variété représente un modèle filtré (AZ,D)
et donc un type de k-homotopie d'anneau de cohomologie H*.

Le groupe des k-automorphismes d'algèbre (sans différentielle) de AS opère
sur W. Considérons le plus petit sous-groupe G contenant les groupes G, et G^ sui-
vants : G, est le groupe des k-automorphismes de l'algèbre différentielle bigraduée
(AZ,d) ; G^ est le groupe des k-automorphismes d'algëbres de AZ de la forme
4) = 1 + (p, + 4)^ + . . . ou 4). : Z -> (AZ) . . L'action d'un automordiisme (p sur un
point D est simplement (p*D = 4)Dcp

Proposition (également [ 1 2 ] , [ 1 6 ] ) . Les différentes orbites représentent les dif-
férents types de k-homotopie de oohomologie donnée H*.
Nous obtenons carrne cas particulier : pour k =3R, les types d'homotopie réelle ;
pour k = Q, les types d'horrotopie rationnelle.

Si l'algèbre AZ ne possède qu'un nombre fini de générateurs, alors cette
variété est de dimension finie. Sinon elle est de dimension infinie.
Pour cela, considérons W, variété algébrique des différentielles D de l'algèbre
AZ/(AZ)^ + (algèbre AZ tronquée en degré n) telles que (D-d) baisse la filtration
d'au moins 2 unités.
Le sous-groupe G, décrit précédemment, des autcmorphismes g d'A.G.C. de AZ opère
sur W par g*D = gDg
Désignons par 0(W,G) et 0(W,G) les espaces d'orbites de W et W sous G.
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f [

i

La restriction des différentielles à l'algèbre AZ/(AZ)"' entraîne une application

p : 0(W,G) ->- 0(W,G) . Le lemme suivant montre que cette application est injective.
Les orbites 0(W,G) dans l'image de p représentent donc bien les différents types

de k-hcmotqpie.

Lemme 1 : Soit H* une A.G.C. de dimension n.

Soient D, et D- deux différentielles sur AZ, telles que (D- - d) et

(D - d) baissent la filtration d'au inoins deux unités et telles que

D - D - o sur Z ~1. Mors il existe 4) dans G avec (p* (D,) = Dg.

Démonstration : Posons I- = 0 p < n, I11 un supplémentaire de [Ker (AZ,D-)]11

et f = (AZ)13 p > n. 1 est un idéal différentiel. L'application (AZ,D ) ->

(AZ,D-)/I est un quasi-iso. Comme (AZ,D )/I = (AZ,D )/I, il existe trivialement

un (p vérifiant les exigences du lemme. D

Remarque : On peut construire (p par récurrence, à la main [5].

Une variété algébrique V sera dite connexe par arcs si pour tout couple de points

(A,B) de V il existe une courbe rationnelle passant par ces points. Il est équi-

valent de dire qu'il existe un morphisme f de k dans V tel que f(o) = A et f(l) = B.

Lemme 2 : La variété W (respectivement W) est connexe par arcs.

Démonstration : En effet, pour tout D = d + d.. + d.. + ... de W (respectivement de^ - ^ /. j _
W), la courbe D = d + td^ + t d-, + ... est contenue dans W (respectivement W) ,

t € K. En t=l, elle passe par D et en t=o par d.

Lemme 2' : La variété W- = W ® ]R est connexe par arcs (au sens usuel) et contrac-

tible.

Démonstration : Sur W, la courbe D est rationnelle et continue. Cette construc-

tion pouvant se faire globalement, définit une contraction de ^p.

Proposition 2 : Soit o(D) la k-orbite de l'algèbre (AZ,D). Alors d e o(D).

Déanonstration : Soit (p^ la famille à un paramètre d'autcmorphismes définie par
cp^(x) = t^3 x, si x C (AZ)8, t £ k*.

Si D = d + d^ + d^ + ..., ((p^1 Dp^) (x) = (d + td^ + t2^ + ...) (x) .

11



y. FELIX

Pour t £ K*,D, est clairement dans l'orbite de D.
Cependant, pout t = 0, D = d.
Chaque équation algébrique F(X) = 0 satisfaite par tous les points de o(D) est sa-
tisfaite en particulier par les points D . L'équation F(tp, E4>.) = 0 doit donc
être vraie identiquement en t et donc en particulier pour t=0. D

Proposition 2' : Soit o(D) lalR-orbite de la IR-algèbre (AZ,D) , alors d ç o(D) (où
1 ' adhérence est prise ici pour la topologie usuelle de 3R) .

Démonstration : d appartient à l'adhérence de la suite de points D , . D

Proposition 3 : L'espace tangent au point D à la variété W est formé des dériva-
tions 8 de AZ/ÎAZ)11"4'1 vérifiant

1) D9 + 9D = o
2) 6 baisse la filtration d'au moins 2 unités.

Démonstration : Comme D est du premier degré en les variables a , 9 sera un vecteur
tg ssi il vérifie les différentielles des relations :

1) D2 = o.
2) Le rang du système formé par

[ D ( x , ) - d ( x j , z , z^, . . . , z_] est égal à s où z , , z^, . . . , z est une base deA A -L ^ S J - Z S
, ^ { \ ) + 1
^^(À)^-

A savoir :
1) D9 + 9D = o.
2) Le rang du système ( 9 ( x , ) , z , , z^, . . . , z ) vaut s. DÀ -L ^- S

Cette variété W n'est pas nécessairement irréductible.

Exemple 1 : Considérons les espaces de même cohomologie que S v S v S v S
H* = A ( X , y, u, s)/I où | x [ = | y [ = 3.

[ u [ =8 | s | = 13. ,
1 est l'idéal engendré par (xy, ux, uy, xs, ys, us, u ) .

- Prenons pour W la variété des différentielles du modèle bigradué (AZ.d) de H*
tronqué en dimension 13.
Construisons dans un premier temps (AZ,d)^ .

12



VARIETE DES TYPES DE K-HOMOTOPIE DE k-ALGEBRE DE COHOMOLOGIE H

Ẑ  : x, y, u, s. [ x = | y | = 3 | u | =8 s| = 13
.<13Ẑ  : t, r^, r̂  | t | == 5 |r^| = r^| = 10

dt = xy
<13Ẑ  ; v^, v^, x^, x^, x^, x^.

dr = ux dr^ = uy

1^1 = Iv^l = 1 . |x^[ = |x^| = Ix^l = Ix^l = 12.

dv^ = tx dx^ = r^x dx^ = r^y

dv^ = ty
^2 = rlY + ̂ ^4 = r^y - ut.

^13
^ : ̂ ^ ^^ ̂  l^l = 1 ^1 = 1 ^ 1 = 9

du! = V ^2 = V2X + ̂  ^3 = ̂

z^^ z^/ z^, z^, z^ |z^ = 11 1 < i < 6.
7<13 ,
^ : ̂  Z27 Z37 ̂ 4' Z5 / ^ î = n

dz^ = u^x dz^ = u^x + u^y

^2 = U1Y + ̂  ^5 = uly + ̂
dz^ = u^y

^6 = ̂  " V2t•

Nous pouvons représenter les générateurs et les relations dans le diagranme ci-
dessous :

-3, ^, ^

tx, ty

^1' ^

x, y

13

-13
-12
-11
-10
-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3



Y. FELIX

Les seules dérivations D de (AZÎ/ÎAZ)^ sont définies sur Z par d^v = au
d̂ x = ps ŝ̂  = Ps ^9^2 = ̂ u d̂ n = ̂ s ô̂  = ̂ s

a, 3, y, \^, p , À € k.
Prolongeons les à tout AZ en des différentielles.

2 2 2II faut donc D = o, à savoir d = o, dd^ + d,-d = o, dd» + d^ + d̂ d = o.
En particulier la relation dd^ + d̂ d = o nous oblige à poser

d^ = - ar̂

2̂ = - ̂2 " 3r!
d^ = - 3r̂

d^ = ax̂  d^ = @x̂  + ax̂

^ = 3X! + "^ ^ = ̂
d̂ 3 = 3x3 d^ = ̂  - 3x4
La relation dd., + d^ + d^d = o entraîne alors la série de relation :
ap = o 3v + a\̂  = o 3p = o
3v + ap = o aÀ = o ç>\> - ç>\ = o
Ce qui conduit à supposer soit a = 3 = o/ soit p = \ ) = = p = À = o .
Nous voyons apparaître 2 composantes : l'une de dimension 4 est formée des espaces

Qqui laissent sphérique le générateur de H , la seconde de dimension 2 est formée
des espaces qui laissent sphérique le générateur de H .

Action du groupe G.
Puisque d appartient a 0 ( D ) , 0(d) est entièrement contenuedans 0(D) VD de W.

Rappelions que, si k est algébriquement clos, les orbites sont des sous-variétés
localement fermées dont le bord est une union d'orbites de dimension strictement
plus petite. En particulier, les orbites de dimension minimum sont fermées.

Corollaire 1 : Soit k un corps algébriquement clos.
1) La k-orbite de l'algèbre bigraduée (AZ,d) est une sous-variété fermée.
2) Les k-orbites G*D sont des sous-variétés localement fermées de dimension

strictement plus grande que 0 ( d ) , si D ̂  0 (d) .

Corollaire 2 : Si k est la clôture algébrique de k alors 0 ( d ) , est égal à
\n o(d)p

Notation : Si H* est une k-A.G.C. de nodèle bigradué ( A Z , d ) , et si K est une exten-
sion de k, nous noterons W la variété des déformations de (AZ g K, d ® 1) .

14



CHAPITRE 2. DÉEDRflATIONS
Nous nous placerons désonnais dans le cadre des variétés N.
Soit k = k ( ( t ) ) le corps des séries de Laurent en une variable à coefficients

dans k. Notons W = VÇ.
Une déformation de D ç. W, est un point rationnel sur W de la forme

~ 2 1D = D + t D , + t D ^ + . . . où les D. sont des dérivations de Der̂  (AZ) (augmentant
la graduation de 1 unité et baissant la filtration d'au inoins 2 unités) .
L'obligation pour D d'appartenir à W, c'est-à-dire d'être une différentielle,
entraîne la série de relations :
2 ' n-1D = 0, DD + D D = 0, DD + D D + Z D. D _ . = 0.

Le point D de W est point générique d'une sous-variété de W, pas nécessairement
de dimension 1. Elle peut être de dimension o si t n'a pas d'autres spécialisa-
tions que t = o sur k (par exemple si D. = o i ̂  1) . Elle peut être aussi de
dimension plus grande.
D s'appelle ta déformation ; D, ta déformation infinitésimale.

Intuitivement, on peut voir D comme l'élément générique d'une famille, à un
paramètre de déformations D de D.

Remarquons que W se plonge dans W de manière évidente.
Une famille à un paramètre de déformations D d'un point D de 17 est dite

triviale ssi il existe un élément 4) de G de la forme $ = 1 + tq), + t 4)^ + . . .
^ r^i L Z.

tel que tp*D = D.
L'espace est dit rigide si toutes ses déformations sont triviales.

Nous allons maintenant interpréter l'hypothèse de rigidité dans le cas d'un
corps algébriquement clos.

Proposition [ 9 ] , [ 7 ] .
Supposons k algébriquement clos. D est une k-algèbre rigide ssi son orbite G*D
est ouverte dans W. D

Cette analyse n'est pas valable en général (Exemple 10, § 6 ) . Nous pouvons néan-
moins rappeler la proposition suivante :

Proposition [6 ] .
Si K > k est une extension galoisienne, alors il n'existe qu'un nombre fini de ty-
pes de k-homotopie de même K-type d'hcmotopie. D

15



y. FELIX

Corollaire : Si D est une IR-algèbre, (("-rigide, alors il existe un nombre fini

d'orbites QDÎD.) telle que U QR(D-) soit ouverte dans W avec D un des D..

16



CHAPITRE 3. F-COHQM3LQGIE D'UNE A.D.G.C. FILTRÉE

Suivant les méthodes de Gerstenhaber [9] nous allons essayer d ' interoréter

la rigidité en termes de cohomologie. Pour cela, nous introduirons une théorie de

F-cohomologie, (cohomologie "filtrée"), des A.D.G.C. filtrées, (notée ^H*(A,dj
pour une A.D.G.C. filtrée (A,d^)). Nous interpréterons ensuite géométriquement les

espaœs pZ^A.d^), ^z0 (A,d^) et p80^^ •

Cette interprétation se poursuivra dans les chapitres suivants.

Soit A une algèbre graduée ccmmutative ; Der* (A) , l'espace vectoriel gradué
des dérivations de A, est muni d'un crochet :
[ , ] : Der^A) x Der^A) ^ Der̂ A)

[D,D'] = DD' - (-i)0100^00' D'D.

Munie de ce crochet, Der* (A) est une algèbre de Lie graduée, c'est-à-dire vérifie •
1) [D,D«] = - (-D^D.CW ^.^

2) si D £ Der1'1 (A) , D' € Der^A) et D" € Der^A) , alors

(-1)^ [D, [D',D-]] + (-l)1111'1 [D', [D",D]] + (-1)^ [D", [D,D']] = o.

Soit (A,d^) une A.D.G.C. munie d'une qraduation inférieure A vérifiant

^s^Cr

^
Nous dirons que (A,d^) est une A.D.G.C. filtrée.

peut s'écrire d^ = d^ + d^ + ... avec d^(Ag) c A^.

Définissons pH*(A,d^) canne coharologie du complexe
(Ar(A,d^), ô^avec

A'^ÎA.d^) = {9 |9 £ Der^A) et 9 (A^) c A^_^_^} pour r > 1.

A°(A,d^) = { e | 9 € Der°(A) 9 = Q^ + Q^ + ...

avec Si : Ap ^ A^ et 9^ d, = d, 9^}

Ar(A,d^) = { 9 | 9 € Der^A) 9 (A ) c A ,̂̂  } r < o

6(9) = [d^,9] =d^9 - (-l)^9 9d^.

I£mme 1 : '5 = o, ô est une dérivation de degré + 1.

Démonstration ; [d,^] = 2 d2 = o

L'identité de Jacobi fournit alors la relation

(-l)doe ̂  [dA76] ] - ^^^A" = = 0

à savoir : 2 (-l)^9 [d^, [d^,9]] = o.
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Y. FÉLIX

Lemme 2 : Si 9 € Der^AZ) et 9' 6 Der^AZ)

alors : a) 6 (99 ' ) = ô (9)9 ' + (-1)1' 96 (9 ' )

b) < 5 ( [ 9 , 9 ' ] ) = [ 6 ( 9 ) , 9 ' ] + (-1)1' [9, 6 ( 9 ' ) ] .

Soit (AZ.D) un modèle filtré de cohcmologie H*, alors

Proposition 4 : L'espace tangent de Zariski à la variété W au point D est isomor-

phe à (pZ1)(AZ,D).

Démonstration : Un 1-F-cocycle est une 1-dérivation vérifiant D9 + 9D = o ;

c'est donc un vecteur tangent en vertu de la proposition 3 du § 1. n

Soit (AZ,d) le modèle bigradué de H*.

Le complexe A*(AZ,d) peut être muni d'une graduation inférieure par

A^(AZ,d) = { 9 € Der^AZ) : Z -^ ^o-r^

et <5^(AZ,d) == ô^AZ.d) 6 (A^) c: A^"1.

A^(AZ,d) .

Cette filtration inunit les groupes -pZ*, _B* et JH* d'une filtration. Il en

est de même de l'espace tangent au point d à W : ,̂Z (AZ,d).

Cette filtration a un intérêt géométrique : le modèle bigradué d'une

k-A.G.C. est un modèle minimal formel pour lequel toute la structure de n-produits

de Massey matriciels ( [13]) est triviale pour n > 3. Un modèle filtré (AZ,D) tel

que D = d + d + d - + . . . avec d^ = d-. = ... = d _- = o est le modèle d'un espace

W où tous les i-produits matriciels de Massey sont nuls pour 3 < i < r.

La filtration ,̂Z^ (AZ,d) (s > 2) fournit une décomposition de l'espace tangent en
espaces tangent aux sous-variétés emboîtées correspondant aux strates W , c'est-à-

dire aux espaces pour lesquels d . = = o 2 < i < s et dont, en particulier, les

i-produits matriciels de Massey sont nuls pour 3 < i < s.

Interprétation des groupes Z°(AZ,D) et ^B°(AZ,D).

Rappelions tout d'abord le th. suivant de Sullivan [17].

Théorème : Soit (A,d ) une A.D.G.C. connexe minimale et (p un automorphisme de

(A,d^).

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) (p est homotope à l'identité : (p^l.
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F-COHOMOLOGIE D ' U N E A . D . G . C . FILTREE

sd^+ d^s
2) tp = e où s est une dérivation de A de degré -1.

Soit (AZ,D) ï (A,d^) un modèle filtré de (A,d ) .

Tout automorphisme de (A,d^) induit un automorphisme de (AZ,D) préservant la fil-

tration [10].

Considérons donc la variété V des automorphismes de l'A.D.G.C. filtrée (AZ,D) .
L'espace -tangent à V au point 1 (l'identité) est formé des dérivations 9 de

Der° (AZ) vérifiant 9D = D9 c'est-à-dire des éléments de Z° (AZ,D). En vertu du

théorème ci-dessus, l'espace tangent aux autanorphismes homotopes à l'identité est

isomorphe à J3° (AZ,D) .

Donc :

Proposition 5 : 1) Z° (AZ,D) est isomorphe à l'espace tangent de Zariski à la va-
riété des automorphismes d'A.D.G.C. filtrée de (AZ,D^ au point 1.

2) pB° (AZ,D) est isomorphe à l'espace tangent de Zariski à la sous-

variété des automorphismes homotopes à l'identité.

Un exemple : La sphère S .

Le groupe ^Z° (AZ,D) est isomorphe à k et le groupe ^B° (AZ,D) est nul.

^H° (AZ,D) ^ k et TT^ (Aut. (S2) , id) ^ k*.

On peut interpréter ces automorphismes :

choisissons pour tout entier p ^ 0, une application ^ : S ->• S de degré p.

D est un autoinorphisrne sur S.. L ' automorphisme ÎY.'ÏT" ; S, ->- S, n'est autre que

le passage en k-homotopie de la suite S 5 S Ï S2.

Ces différentes multiplications ne sont homotopes à l'identité dans S, que si

P/r =1 .
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CmPITRE 4. IA RIffTDITÊ

Un vecteur tangent à une variété algébrique W est dit -intégrable s'il peut s'écrire

canïe vecteur tangent à une courbe de W. Un point est simple si tout vecteur tan-

cîent est tntégrable. Chaque fois que l'on se donne une famille à un paramètre
'?

D = D + tD, + t" D^ + ... de dérivations de A^ , on se donne le point générique

d'une courbe et son vecteur tangent D .
^ i

Ce D, appartient au groupe 2 (AZ,D). Si la déformation est triviale, il existe
2une famille à un paramètre d'isomorphismes cp = 1 + tcp, + t^ (.p^ + ... tel que

tp, * D - D. En développant, on obtient en particulier D = r>p, - Ç)-D c'est-à-dire

D, € ,-3 (AS,D). Inversement :l j.'

Théorème 1 :

Si ^H (AZ,D) = o, alors le point D est rigide dans W. Tout vecteur tangent à W au

point D est intégrable. Le point D est un point simple.

Démonstration : Soit D, une famille à un paramètre de différentielles de la forme

D - D + tD + t2 D^ ...
L. 1 ^ ^

La déformation infinitésimale D, appartient au g-roupe -Z (AZ,D) .
i i ^ " i-

3i -fi (AZ,D) =o, D- appartient au groupe ^B (AZ,D) et peut donc s'écrire sous la

forme : D, = Dtp, - 4î,D où (p, € Der° (AZ) .

^t
Posons ^ - e ^ est une famille à un paramètre d'automorphisnes et

^ * D - D + t2 D' + ...
1 T. Z ^

D' appartient de nouveau au groupe -̂,Z (AZ.D) et on trouve <p^ et î  ... ainsi de

suite.

Le point D est sinpie : en effet, tout vecteur tangent T appartient à Z (AZ.D)
1et donc à ,-3 (AZ.D) . T est donc de la forme T = Dco - (p,D. Il est tangent à la

^courbe e . D

L'annulation de pH (AZ,D) est une condition suffisante de rigidité. Elle est nar-

fois nécessaire :

Théorème 2 :

1) Si le point D est simple, alors î (AZ,D) mesure l'obstruction à la rigi-

dité de D.

2) Si ja (AZ,D) = 0, alors le point D est sijnnie.

Démonstration du théorème :

Dire que D € ?H (AZ,D) peut s'intégrer en D de la forms D - D + tD + ... avec
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LA RIGIDITE

D, = o, revient à rechercher D^, D-, ... tels que

(2) DJ3 + DD^ = - D2

(3) D^D + DD^ = - (D^ D^ + D^ D^)

(n) D^D + DD^= - (D^ D^ 4- D^ D^ + ... + D^ D,) .

Résolvons tout d'abord (2) :
D^ £ ^,Z2 (AZ,D) car D^ € ^Z1 (AZ,D) .

D'où : D2 € ^B2 (AZ,D) et (2) est résolu.1 i.'
Supposons avoir résolu (2) (3) ... (n-1).

Montrons que (n) peut être résolu.
'•?

Le second membre de (n) appartient à ^T (A3,D) : montrons pour cela que
5( Z D D_) = o.

i+j=n 1 3

i,j>l

Le lerome 3.2 nous donne l'égalité suivante :

ô( Z D. D_) = Z (ô(D.) D. - D ^ . ô ( D _ ) ) .
i+j==n 1 :) i+j=n 1 3 1 3
i,j>l i,j>l

Comme ô(D.) = DD. + D.D, l'hypothèse de récurrence montre que la somms précédente
est égale à :

Z (- E D D D + E D D D ) ,
i+j=n l+k=i 1 k 3 m+r=j 1 m r

i,j>l l,k l̂ m,r>l

ce qui est trivialement nul.

Comme -H (AZ,D) = o, la samnre Z D. D. s'écrit DD + D D. D
r i+j=n 1 J n n

i,J>l

FORMALITE INTPJNSEQUE ET RIGIDITE.

Théorème 3 : Soit k un corps algébriquement clos et (AZ,d) un 0-modèle biqradué.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) (AZ,d) est intrinsèquement formel.
2) d est rigide dans 17, .

Démonstration : (1) =» (2) est immédiat. (2) =» (1) car l'orbite de d est une sous-

variété fermée, (et ouverte dans W).

Proposition : Soit (AZ,D) un k-modèle filtré et K une extension de k.
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Supposons K algébriquement clos et ^H (AZ,D) =0 .
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) D est rigide dans V7.
(2) D ® K est ricd-de dans W-,.

k ^ K

Démonstration : résulte du fait que la dimension d'un espace tangent est invarian-
te par extension des scalaires.

Exemple 2. L'espace formel (AZ,d) de cohomologie îî* suivante est intrinsèquement
formel et vérifie -H1 (AZ,d) ^ 0.

9 ?H* = A(X, y, z, t, t ')/(xy, xz, yz, tx, t'y, ty-z'\ t 'x~z', zt, zt', tt')
|x| = |y| = 5 ; |z| = 14 ; [t| == |t'| = 23.
Pour le détail des calculs, nous renvoyons le lecteur à l'annexe 1.
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CHAPITRE 5. OBSTRUCTIŒTS A IA FORMALITE INTRINSÈQUE
Construisons pour toute différentielle D sur AZ une suite d'obstructions

0 (D) à l'existence d'une équivalence d'homotopie rationnelle entre (AZ,D) et
(AZ,d) . Ces obstructions appartiennent aux groupes -H1 (AZ,d) p > 1.

Si ^H (A3,d) = o, toutes les obstructions s'annuleront et l'espace sera in-
trinsèquement formel (th. 1).

Construction des obstructions.

D peut s'écrire D = d + d^ + d^ + ... avec d^ : Z^ -^ (AZ) ., d^ appartient à
pZ^ (AZ,d). " p-l

Pour que D appartienne à l'orbite de d, c'est-à-dire vérifie D = (pdtp"1 avec (p de la
forme tp = 1 + (p^ + ̂  + ... et ̂  '. Z. (AZ) , il faut en particulier que d^
soit de la forme d^ - ̂  d, c'est-à-dire [d^] égal o dans ^H1 (AZ,d) .
0^(D) = [d^] dans ̂  (AZ,d) .

Une fois cette obstruction levée, pour chacun des (0 obtenus, considérons
1̂  = e 1. i^^ * D = d + d. + d. + ...

Pour que D appartienne à l'orbite de d, il est nécessaire que [d'] = 0 dans
?H^ (AZ,d) pour un des 4)^. Ceci constitue la seconde obstruction : 0^ (D) = [d']

dans pH^ (AZ.d) . Et ainsi de suite ... On obtient de cette manière une suite
d'obstructions 0 (D).

Proposition : Ces différentes obstructions sont naturelles.

Démonstration : Supposons que 4 5 * D = d + d , , + d ^ + . . . e t crue œ' * D =n+1 T\~rZ
^^^n^ • • •
-Montrons que [d'] = 0 .

Comme (p * D et (p* * D ont même type d'homotopie, il existe 6 = 9 + 6 + Q +...
avec "
1) 9^ = Zp -. (AZ)^

2) (d + ^+1 + ^+2 + • • • - ) ( 9 o + e! + 92 + • • • ) = ( 9 o + 9! + 92+ • • • )
( d + ^ + dn+l + • • • )

3) 9^ est un automorphisme d'A.D.G.C. de (AZ,d) .
Composant l'équation 2) avec 6-1 l'on obtient

e ^ + Î ^ D ) = O^1 * ( 6 * ( 4 ) ' * D ) ) .

Posons ^ = e^1 9, nous obtenons
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(d + ÔQ1 d^ 9^ + ...) (1 + i^ + ^ + ...) = (l + i^ + ̂  + ...) (d + d^ + d^+...)

Et donc dip. = ip.d 1 < i < n-1

^n = ^d + ̂
Cette dernière équation n'implique pas que [d'] = 0 car ^ n'est pas une dérivation,

-^1 n

Cependant, carme ip, commute avec d, e commute avec d.
"^1 -1e 1 * (^ * (4)'*D)) = (1 + ^ + ...) (d + d^ + d^ + ...) (1 + i^ + ...)

4;' cormute de nouveau avec d.
L'équation.

e * (e * (OQ * (^p*D))) = e z * (e 1 * (^ * Op '*D)))
peut s'écrire

'̂ O1^! e0+ • • • = t^^^ • • • ) ( d + d n + d ^ l + • • • ) < 1 + ^ + •••) - l.

Continuons jusque ip n qui commute encore avec d, nous obtenons

^C^l^ • • • = ̂ ^ + ••^^^n^n.l-^ -ï^l+^2} + • • • )

Et donc d^ = d^11^ - ̂ ^2) d avec î 11^ dans Der^^ (AZ) .

[d'] est donc nul. Dn
Toutes les obstructions sont donc naturelles. Ce qui dépend des choix, c'est la
classe d'homotopie de 1 ' iscmorphisme (p.

Applications.
Redémontrons tout d'abord le théorème de Halperin-Stasheff [10].

Proposition 6. SiH^o l < p < l et p> 31+1, alors Jî1 (AZ,d) = o et
l'A.D.G.C. bigraduée (AZ,d) est intrinsèquement formelle.

Démonstration :
Montrons que Jî (AZ,d) = o. Soit d_ € pZ. (AZ,d) . Il faut trouver cp. dans

Der° (AZ) tel que d_ = àu)_ - 4 - , d. Sur Z , Z , ..., Z . , , posons c p . , = o.
•i-

Sur Z . , d. (x) est un bord pour chaque générateur x. [Puisque Z = = o , 0 < k < l ,

Z^ = o, n > 1 et 0 < k < (n+1) 1].

]̂
Définissons 4 5 - , (x) canne égal à un y de (AZ) , tel que dy = d. (x). Nous obtenons
alors sur Z^_ d_ = dtp__^ - ( p - ^ d.

Prolongeons (p__^ sur (AZ)^. en une dérivation de degré zéro. Supposons par récur-
rence avoir construit ip- , sur (AZ)^ . Construisons (p. , sur Z ,,. Soit x 6 Z .,.j i ^^ J~"-1- n+i n+i
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d. appartient à Z1 (d) et vérifie donc dd. + d.d = o.
Il s'ensuit que :
d(d_ + 4 _ ^ d) (x) = -(d_ - dLp__^)d(x) = 4)-_^ d2(x) == o.
Choisissons alors un y tel que dy = (d. + (p. d) (x) et posons (p._ (x) = y.
On obtient donc : d. (x) = (dip. , + (p. , d)x sur Z^ .,.

j J""-1- J~1- ':*Ir^'±
On prolonge en dérivation sur ( A Z ) ^ , . D

Proposition 6' :
Si H° = o 1 < p < 1 et p > r+1 (où r est défini comme suit : il existe
AR ->• AG ->- H* ^ o une présentation de H* avec (AR)^ = o 1 < q < r) alors
_H (AZ,d) = o et l'A.D.G.C. bigraduée (AZ,d) est intrinsèquement formelle.

Démonstration : similaire. D

Proposition 6" :
S i H ^ = o l < p < l et p > nl+r où r est le degré des premières relations,
alors -pH (AZ,d) = o pour s > n, et il existe exactement n-1 obstructions à lever.

Démonstration : similaire. D

Obstructions 0^(D) d'Halperin-Stasheff.
Dans [10], Halperin et Stasheff construisent une suite d'obstructions 0 (D).
0 (D) est l'obstruction à trouver un automorphisme (p de AZ tel que (p*D = d sur

(^^r

Ces obstructions se construisent par récurrence sur p : supposons qu'il existe un
automorphisme (p de AZ tel que 4>*D = d sur (AZ)<_ ; remplaçons D par cp*D et formons
l'application linéaire 0(D) ç. Hem1 ( Z - , H*)

P11

0(D) (z) = Ed^(z)] z 6 Z ^ .

0 (D) est la classe de 0(D) dans Hcm^Z , H*)/y(M^) où M^ désigne le sous-espace

de Der°(AZ) formé des dérivations 9 vérifiant 9d = d6 sur (AZ)^ , et où
y ( 6 ) (z) = [9 D z].

^Comparons ces obstructions aux nôtres 0 (D) .

0 (D) est l'obstruction à trouver un isomorphisme (p de AZ tel que ((p*D - d) baisse
la filtration de p+2 unités au moins.
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Proposition 7. Il existe une injection linéaire

P : ̂ p ^'^ ^ Hcml (z^]/ H*)/y(?y) telle que p(0 (D) ) = 6 (D) .

Démonstration : Si D € pZ^, posons p(D) : Z^ -> H* par p(D) (z) = [D(z)L

Cette application se prolonge en une application de ^H1 (AZ,d) dans

Hem1 (Z^, H*)/(y(Mp)) car (^ d - ckp^) =[(p d] ç. y(M^).

Cette application est injective, car si d^ et d;̂  appartiennent à ^,Z1 (AZ,d) et

ont inême restriction à Z^, alors il existe cp tel que d - d' - d(p - (p d.

Corollaire : 0 (D) = 0 ssi 0 (D) = 0.

R3narque : Nos obstructions 0^(D) sont cependant meilleures que celles de H. S. :

pHp (AZ,d) = 0 est une condition nécessaire de formalité intrinsèque si ïp = 0,

0 < p < l et p > 51+2 (dérronstration § 6) , tandis que Hcm^Z , H*)/y (M ) = 0

est une condition nécessaire siH^^O 0 < p < l et p > 41+1.

ExemPle 3' Entrons que l'espace S5 x (S14 v S23) v S5 est intrinsèquement formel.

Nous montrerons que ^H (AZ,d) = 0 et donc que toutes les obstructions 0 (D) sont

nulles. Nous montrerons ensuite que les groupes Hom1 (Z , H*)/y(M ) sont non

nuls. Décrivons tout d'abord le modèle bigradué. Nous ne représentons dans le
tableau que les générateurs et leur différentielle.
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^l^Wï

24X^3X3

^l

^^/X^yX^X^

74^2-71X3^4^

v^,V3,V4

Vs'Vs

z x.+z^x, ,z,x, ,z^

x^x^
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Les dérivations cL qui anticommutent avec d (c'est-à-dire ç. Z1 (AZ,d)) sont défi-

nies par d^zJ = ax^, d^(z2) = ^3^ ^^ = rx! et ^^ = 3X4 •

Cependant, l'obligation de les prolonger à t-, t^, t~, t,, te et t/, entraîne que

a = 3 = r = s = o .

Les groupes Hem (Z , H*)/y (M ) sont non nuls. En effet, l'application d^ de

Hem1 (Z^, H*) définie par d^^ = ^3^ d2(z2) = ^3^ d2(z3) == [rx4L

d^(z. ) = [sx,] ne peut s'écrire [d(p, - (p,d].

Obstructions à une équivalence d'homotopie.

Soit f un autcmorphisirie de H*. Nous pouvons construire (comme H - S [10])

une suite d'obstructions 0 (D, D', f) à l'existence d'une application

(p : (AZ.D) ^ (AZ.D') induisant f en cohomologie.

Pareille application existera ssi il existe ip : (AZ,D) -> (AZ, f * D') induisant

l'identité en cohomologie, avec f un automorphisma de (AZ.d) induisant f en cohcmo-

logie.

En vertu du th. 1 pareil ^ existe ssi il existe une application 9 : (AZ,D) ->

-> (AZ, f * D') tel que 0-id. baisse la filtration d'au inoins une unité. Posons

D" =T1 * D'.

Nous pouvons construire une suite d'obstructions 0 (D, D', f) comme suit : posons

B - (D) le sous-espace vectoriel de ,̂Z (AZ,d) formé des expressions de la forme

[d^n-il + t^'9^ + • • • + ^n-l'9!3

où les 9. appartiennent à A° (AZ,d) et satisfont aux relations

i
[d,9 . ]=- Z [d.,9., , .] l<i<n-2.

-]=2 - J

Si 9 existe, alors [d^-d^] = 0 dans pZ^ (AZ,d)/B^(D) = ̂  (AZ,d) . C'est la pre-

mière obstruction 0^ (D, D', f). Elle est nulle ssi il existe 9, avec d,, - d" =
d9,-9,d.

Remplaçons alors D" par e * D". d^ devient égal à d".

Si 9 existe, il n'est oas vrai que, pour l'un des 9,, [d-, - d"] soit nul dans^ " l J j
pH^ (AZ.d) . Il est cependant vrai que, pour tout 9 , [d- - d"] doit être nul dans

p2^ (AZ,d)/B^.

Ceci constitue la seconde obstruction 0., (D, D', f).

En continuant, nous voyons ainsi apparaître une suite naturelle d'obstructions

indépendante du corps de base à l'existence d'un iscmorphisme (p réalisant une ap-
plication f donnée en cohonologie.

0^ (D, D ' , f) C ̂  (AZ,d)/B^(D).
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Une algèbre filtrée (AZ.D) de cohomologie H* est dite 'k-génévzque si son orbi-

te est dense dans la variété W , . . Si k est algébriquement clos, il revient au même
de dire que W ne possède qu'une seule composante, et que la dimension de l'orbite
de (AZ.D) est égale à la dimension de W , .
Sur les réels, cette définition est encore équivalente à la suivante : (AZ,D) est
R-générique, si pour toute autre algèbre filtrée ( A Z , D ' ) de cohomologie H*, il
existe D, famille à un paramètre de différentielles, et une famille à un paramètre
d'isomorphismes (p avec D = D, cp = 1, 4), inversible pour tout t < 1.
D . ^ t p . D ip" pour t < 1 et D' = lim tp D cp" .

Lemme : 1) Si (AZ,D) est k-générique, alors (AZ.D) est k-rigide.
2) Si k est algébriquement clos et si W est irréductible, alors (AZ,D) est

k-rigide ssi (AZ,D) est k-générique.

Démonstration : Evident à partir des définitions. D

Exemple 4 : H* = H* (S3 v S3 v S 8 ) .
On peut voir qu'il existe deux types d'homotopie rationnelle dont l'un est rigide
et'l'autre formel. Le type rigide admet pour modèle homotopique (S v S ) U e où
GO désigne le crochet de Whitehead : CD = [S3 [S3 S 3 ] ] .

^ "^ 8Le caractère générique de S v S U e peut s'interpréter par l'égalité :
S3 v S3 v S8 = lun S3 v S3 U e8.

IftX» -1,-,, m (jom£Iî
- 3 - 3 o

En effet, dans S v S U e , EO)] est nul.
m a)

Q

Lorsque m tend vers l'infini, l'application de recollement de e devient homotopi-
quement nulle.
Cet exemple se trouve aussi dans [ 1 ] où l'on distingue les différents types d'homo-

-3 -3 0topie de même type d'homotqpie rationnelle que S v S U e .
0)

'Théorème 4.
1) S'il n'existe aucune algèbre Œ-rigide, alors il existe une infinité de types
d'homotopie réelle distincts.
2) Si dim. Ĥ (AZ,d) = 1, alors il existe au maximum deux types d'homotopie com-
plexe distincts et les types non formels sont rigides.
3) Si dim. pH1 (AZ,d) = 2 et s'il existe une algèbre C-rigide, alors il n'existe
qu'un nombre fini de classes d'homotopie réelle.
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Démonstration :
1) Evident, car il n'existe aucune algèbre dont la dimension de l'orbite soit éga-
le à celle de la variété.
2) Si D ̂  0(d) alors dim 0(D) == dim 0(d) + 1 et 0(d) c 0(D)".
Il ne peut exister au maximum que trois types d'homotopie réelle.
3) Supposons qu'il n'existe qu'une seule composante. L'orbite de l'algèbre
Œ-rigide est dense. Son complémentaire est formé d'un nombre fini de variétés de
dimension supérieure ou égale à dim. 0(d) + 1. Chacune de ces variétés ne contient
qu'un type d'homotopie complexe. Il n'existe donc qu'un nombre fini de tyœs
d'hcnotopie réelle [ 6 ] . S'il existe plusieurs composantes, on se ramène à 2 ) .

Théorème 5.
SI îf = o o < p < l e t p > 51+2, alors pH1 (AZ.D) mesure l'obstruction à la

rigidité de D. En particulier ^H1 (AZ.d) rassure l'obstruction à la formalité
intrinsèque de (AZ,d).

Démonstration :

II suffit de montrer que tout vecteur tangent D, est intégrable, ce qui revient à
résoudre les équations :
(2) DD̂  + D̂ D = -D2

(3) DD̂  + D̂ D = -(D^ D̂  + D̂  D^)

(n) DD + D D = - Z D. D.
n n i+j=n 1 ^

i,J>l
Posons D^ = o sur Z ,.

Soit x € Z^, d° x > 51+1 et d° D^ x > 51+2.

En vertu des hypothèses, il existe y tel que D2 x = dy.

Posons D^(x) = y. On construit ensuite D^, D., .... D par récurrence, n
Lfri cas particulier est intéressant :

Proposition 8. SiH^o l < p < l e t p > 41+1, alors

1) Toute application linéaire d^ : Z^ -^ (AZ)^ peut se prolonger en une dérivation
D = d + dy + ,.. sur AZ.

2) pH (AZ,d) ^ ̂  (AZ.d) ^ Hem (Z^, AZ^)/s.e.v. < dip^ - ip d > où 4) parcourt

Der^ (AZ) .
3) Î s différentes orbites de W sous G^ sont des sous-variétés linéaires fermées
W/G^ ^ pH^ (AZ.d).
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4) Si dun pH1 (AZ,d) > dun Aut H*, alors il existe une infinité de types de
k-honotqpie distincts.

Démonstration.
1) Si z est un générateur de Z~, d°z > 41+1. d° Ddz > 41+3.

Ccnine Ddz appartient à (AZ)^ , il existe a dans (AZ)- avec da = Ddz.
Posons D(z) = dz-a. On vérifie que D = o.
Procédons ensuite par récurrence sur n > 3. Supposons avoir construit D sur
(AZ)< . Construisons D sur Z ,. D doit s'écrire D = d + d^ + d-, + ... avec la
suite de relations (2) dd^ + d^d = o.

(3) dd^ + d^d == -d^.

(s) dd,+ d d = - Z d^ d_.
s s i+j=s+l 1 3

i,j>2

Supposons avoir construit d. 2 < i < p avec les relations (i) 2 < i < p.
Construisons d^ tel que dd^ = - (d^dp + d^ + ... + d^.^d).

Il nous suffit pour cela de vérifier que
d(d^+d3d^+ ... +d^d) =o .

En posant d^ = d, et en vertu des hypothèses de récurrence, on obtient la suite
de relations :

p+1 p+1 CH-I i
d!̂  \ Vr-i) - ̂  t î'Vr-i = '̂  ^ ̂ i+l-j ̂ r-i

P ïX-l
=- ̂ ^^^^-r-l^0-

2) évident.
3) Toute différentielle sur W peut s'écrire D = d + d^ avec d-. = d, =0 , car W est

>41+9 ^ 4
la variété des différentielles de AZ/CAZ) . L'orbite de D = d + d^ sous G/,
est isomorphe à la variété linéaire fermée {d + d^ + dip, - ip,d | ip parcourt
Der^ (AZ)}.
4) Soit (AZ,D) une algèbre filtrée. Elle ne peut jamais être rigide, car d'une
part dim W = dim 0(d) + dim -H1 (AZ.d), et d'autre part dim 0(D) < dim 0(D) +
dim Aut H*.

Exemple 5. H* = H*(S3 x (S2 v S 2 ) ) .
H* = A(X^, x^, x^)/(x^, x^, x^). |x^| = [x^| = 2, |x^| = 3.
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Le modèle bigradué (AZ,d) de H* conprend :
Z^ : x^ x^ x^ ' |xJ = |x^| = 2 Ix^ l = 3 dx^ = o

z! : ̂  ̂  ̂  l^l = 3 1 < i < 3

ay! = ̂  ^2 = ̂  % = ̂

Z2 î Zy z^ dz^ = x^ - x^ dz^ = x^ - x^y^

|z^| = 4 1 < i < 2

h : • • • • • •

Nous sonnes dans la situation de la proposition 8. L'espace vectoriel < d >
des applications linéaires ZJ -> (^r+l est isomorphe à NL (0).

L'identification étant obtenue en associant à la matrice (a 3) l'application li-
néaire d^(z^) = a(x^) + e(x^)

^(z^) = y(x^) + ô(x^).

L'espace vectoriel Der̂  (AZ) est isomorphe à Q3, l'identification étant obtenue
par :

(e, p, v) -> (p : 4) (y ) = ex-

^(y^) =11x3

<P^(y3) = ̂ .
y)^(z^) et ^(z^) sont toujours nuls.

On en déduit que < d(p^ - (p^d > ̂  {(^ :̂ ) } d'où dim ^H1 (AZ,d) = 1. L'espace n'est
pas intrinsèquement formel.

Soit l'algèbre filtrée (AZ,D) avec D = d + d^ et d^(z^) = x x., d (z ) = o.

L'espace vectoriel < d^ ̂  - ̂  d^ > est isomorphe à {(^ ^)} d'où ^H1 (AZ,D) = o
et l'espace (AZ,D) est rigide.

IÊ th. 4 nous affirme qu'il existe au maxum]m deux types d'homotopie conDiexe.

On peut vérifier ([10]) qu'il n'existe que ces deux types rationnels d'homotonie.

Ëxe^Ple 6. Si H* = H* (S3 x (S2 v S2 v S2) ) , alors dim ^H1 (AZ,d) = 18, et
dim aut H* = 10.
Il existe donc une infinité de types d'hcrotopie réelle et rationnelle.

Exenpie 7.

X = [(S2 v S2) x S3] v [S5 v S5].

Il existe 6 types d'honotopie rationnelle distincts de mène cohcmologie que X.

Représentons-les dans un diagramme où les flèches représentent les possibilités de
passer d'un type à l'autre par passage à la limite.
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(S2 x S3) v S2 U e5 U e5 U e5.
a D -1 -1 -1(m (ji^+œ, ) n (j^ p o)^

1! - ̂ ' s3]0).

ùû^ ='2 = [s^ [s^' ̂
"3=^, [S^, S^]].

Exemple 8.

Construisons maintenant pour tout n une algèbre de coharologie admettant exactenent
2n types d'harotopie différents.

L'algèbre considérée sera l'algèbre tronquée en dimension 24 n du produit tensoriel

AZ <2> AT où Z est formé de x- et de x^ en degré 8 n,

z! de y]/ ^ en de9ré 16 n~l avec ̂ i = x! et ^o == î^^o-
Z^ de z- en degré 24 n-2 avec dz = y x^-y^x .

AT est l'algèbre libre engendrée par les variables
4̂ n-V ̂  n+1' ̂  n+3' • • • ' ̂ O n-1' ^U n' ̂  n+2' • • •

^6 n-2 avec ̂ i = i-

La seule obstruction est formée par les d^ : Z14 n~2->• (AZ)14 n''1 où

2n-l

^^ = ^4 n-1 ^4 n-1 + ^ ̂ ^ "i ̂  n+1 A ^ô n-i-1-

= 1
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L'espace des cL est de dimension n, dimension -pH (d) = n.

On peut vérifier que les types distincts d'homotqpie correspondent aux familles de

n éléments formés de 0 et de 1 que l'on peut prendre pour écrire d,..
On obtient ainsi exactement 211 types d'homotopie.

Exemple 9.

Soient 2 < p < q < r trois naturels, alors :

a) Sp x 8e3 x S2" et {SÎ> x 8e3) v S2" sont toujours intrinsèquement formels.

b) S^ v S^ v S37 est intrinsèquement formel ssi (r-2) ne s'écrit pas comme combi-

naison linéaire à coefficients naturels non nuls de (p-1) et de (q-1) avec sormie
des coefficients > 3.

c) (S^ v 8e3) x S1" est intrinsèquement formel ssi (r-1) ne s'écrit pas carme combi-

naison linéaire à coefficients naturels non nuls de (p-1) et de (q-1).

Exemple 10.

Considérons maintenant un exemple d'espace où les types d'homotqpie rationnelle

sont plus nombreux que les types d'homotqpie réelle.

Posons H* = A(x, y, r, s)/I
3 3 2 2où 1 est l'idéal engendré par (xy, rx, ry, sx, sy, r , s , r , rs ).

|x| = |y| = 7. . |r| = js | == 10.
Le modèle bigradué de H* prend la forme

tx, ty
^u, v

r , s , rs

^
t"

r,x

x,y

. 20

. 19

. 14

, 13

10

7

Considérons la famille (D , a ̂  0) de déformations de la forme
D (u) = tx + r2 + as2
D^(v) = ty.

D et Do seront k-équivalents ssi cx& est un carré dans k. Il existe ainsi une in-cx p
finité de types d'hcmotopie rationnelle de même algèbre rationnelle de cohorologie,
et de même type réel d'hcmotopie. Ces différents types sont paramétrés par les
entiers sans facteurs carrés.

Deux types d'hcnotopie rationnelle distincts de même algèbre rationnelle de coho-
mologie peuvent donc avoir même type d'homotopie réelle. Deux types d'homotopie
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rationnelle, même intrinsèquement formels, différents, peuvent avoir le même type
réel d'homotopie :

Exemple 11.

Considérons les algèbres (A , cL ) formelles de cohorologie A (x, y)/(x" + ny , x )
n € 2S{o} |x| = |y| = 2.^

Ces différents espaces sont tous intrinsèquement formels pour leur cohomologie,

mais (A, d, ) n'est k-isomorphe à (A ; d^ ) que si le produit m.n est un carré
dansk. n ^ "

Dans ce cas, il existe un k-isomorphisme (A^, d^ ) î (A , d^ ) donné par
4>(x) = x et tp(y) = /ny/n y. n m

Nous pouvons de cette manière exhiber deux espaces intrinsèquement formels non

Q-équivalents, mais IR-équivalents.
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CHAPITRE 7. PRINCIPE DE SE]yŒ-CCNT3MJnE

Une application tp de l'ensemble des k-types d'homotopie d'une cchomologie H* dans

H est dite semi-continue supérieurement, si chaque fois que D appartient à l'adhé-

rence de l'orbite de D

cp(D^) > (p(D).

Théorème 6.

a) Si 4) est une fonction semi-continue supérieurement sur une variété W associée

à une k-A.G.C. H*, si (AZ,d) désigne un modèle bi gradué et (AZ,D) un modèle filtré,

alors (p (d) > (p (D).

b) Sous les mêmes hypothèses, si (AZ,D ) est une algèbre générique, alors

4)(D) > tp(D^). n

L'algèbre formelle maximise donc toutes les fonctions semi-continues supérieurement

Une algèbre générique les minimise.

Proposition 9.

Les fonctions dim Z1 (AZ, -) et dim JH1 (AZ, -) sont des fonctions semi-continues

supérieurement sur W.

Démonstration :

La dimension de -^L (AZ,D) est égale au rang du système formé par les écruations

linéaires 40 - D(p où (p parcourt une base de Der1 (AZ) . Le rang est une fonction

semi-continue intérieurement : il ne peut que diminuer par passage à l'adhérence.

Les fonctions dim pZ1 (AZ, -) et dim pH1 (AZ, -) sont donc semi-continues supé-

rieurement. D

Corollaire :

Dim aut. (AZ, -) est une fonction semi-continue supérieurement.

Proposition 10.

Les fonctions X -^ •n. OC, id) = 'n- , - , (B aut. X) sont semi-continues supérieurement.

Démonstration.

Rappelions comment calculer TT. (X^ 1) i > 1 Ù.7]. On construit tout d'abord le

œrnpiexe Der"1"^) -> Der~1 (M) -> ... -^ Der°(M) avec (M,d) un modèle minimal de X.

Der (M) désigne l'espace vectoriel des -i dérivations de M, c'est-à-dire des ap-

plications linéaires 9 : l̂ P -> rf3"1 vérifiant 9(ab) = 9(a) .b + (-1)1 a Q(b).

6 désigne le crochet avec d : 6(9) = 9d - (-1)1 dQ.
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Les groupes T T . { A , id) sont les groupes d'homologie de ce complexe. Le rang d'un
système étant une fonction semi-continue intérieurement, les dimensions
dim Z^Der^M), ô) et H1 (Der* (M) , ô) sont des fonctions semi-continues supérieure-
ment. D

Proposition 11.
Les fonctions dijn TT (AZ, -) sont des fonctions semi-continues supérieuremgnt.

Démonstration.
Rappelions que 7T1 (AZ,D) est isomorphe à H^Z,^) où f est la projection naturelle
AZ -^ Z. Comme dim Z (Z.D--) est une fonction semi-continue supérieurement, le
résultat s'en déduit trivialement. D

Corollaire.
Soient X, Y, Z trois espaces de cohomologie isomorphe à H*.
a) Si X est formel, alors Vi, dijn ir1 (Y) < dijn 7T1 (X).

b) Si Z est générique, alors Vi, dim TT^Z) < dim TT1 (Y). D

Désignons par g TT*(AZ,D) la cohomologie sphérique de ( A Z , D ) , c'est-à-dire l'image
par l'application de Hurewiez J'* [10] de H'4' ( A Z , D ) .

Proposition 12.
Les fonctions dim gïï (AZ, -) sont des fonctions semi-continues supérieuremsnt sur
la variété W des modèles filtrés d'une cohomologie H*.

Démonstration : similaire.

Munissons AZ de la graduation définie par la longueur des mots.
Ecrivons D sous la forros D = d^ + d^ + d + ... où d. (x) désigne la partie de D(x)

appartenant à A^Z. D = o conduit à la suite de relations :

^ == o , d^ + d^ = o , . . . . . .

7T*(AZ,D) = H* (Z ,d^ ) .

La partie quadratique de d^ de la différentielle D munit TT* d'une structure d'al-
gèbre de Lie.
Considérons la suite centrale descendante :
r,(^) =^, r^y = [^, ̂ ] ... r^(^) = [^, r,(^)].
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Proposition.
Si D^ € 0(D) et si -dim ir* (D) = dijn TT* (D ) ,

alors dim ̂  (D,)/^ ̂  ̂  > dim ̂  (D)/^ ̂  ̂  , Vi > 2.

Démonstration.

Supposons avoir mis un ordre d° sur les générateurs de Z. Choisissons alors une

base z 0 z^ <S> ... 8> z. de A^Z avec d°(z ) < d°(zj < ... < d°(z.).

Il existe alors deux applications linéaires p et D_, : A Z -» Z.

Notons cL : A Z -» A Z l'application composée d3 = d^ p et d~ l'application

^ P2-

cS et d~ sont donc des applications linéaires.
s s., s,

Or dim TT*/ / . = dim n Ker (d i d/ ... d 1 i d ).
r 'i+l VIT^ / s . = a o u b " ~ z

IGS fonctions dim 'iï*/p , ^. sont donc semi-continues supérieurement.
T i+1 { ^ / " n

Exemple 12.
-3 ••} Q f)

Soit H* = H* (S v S v S ) ^ A(X, y, t)/(xy, tx, ty, t ). Nous avons vu qu'il

existait pour la cchcmologie H* deux espaces : l'un est formel, et l'autre,

générique, a pour modèle (S3 v S3) U e8 avec 03 = [S3, [S3, S3]].a D ^ a a b
Vérifions le principe de semi-continuité des autcnorphismes ; Aut (S3 v S3 v S8) ^
^ G L^ (Q) x Q*, tandis que aut (S v S u e ) est isomorphe au sous-groupe de

G L^(Q) formé des matrices de la forme (a ^) avec aô ^ o.

La semi-continuité de l'hanotopie est évident TT^(S3 v S3 v S8) ^ (î-v)*"^1 algèbre de
Lie libre sur l'espace vectoriel gradué V : v 2 = Q © Q v 7 = Q e t V i = o i^2,7.

Tandis que TT^ (S3 v S3 v S8) ^ H*"̂  (L .̂d) pour la dérivation définie par dV2 = o,

dx = [y, [y,z]], si x désigne une base de V7 et (y,z) une base de V2.

Quant à la cchcrnologie sphérique, dans S3 v S3 v S8, toutes les classes sont sphé-
riques.

•î 0 Q

Dans (S v S ) u e , seules le sont les classes de cchcmologie correspondant aux
sphères S3. a)

Exemple 13. Espace des courbes fermées ( [19 ] ) .

Soit (AX,d) une A.D.G.C. munie d'un quasi-isomorphisne (AX,d) ^ IÏL (modèle minimal

d'un espace stjmplenent connexe T). Construisons (A (X,X'), S) avec
|x'| = |x| - 1. dx = dx

dx' = sdx où s est la dérivation de degré -1 définie sur les générateurs par
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s(x') = o s(x) = x'.
(A (X,X') , 3) est un modèle pour l'espace iïT des courbes fermées sur T.

Proposition : Soit H* une Q-A.G.C. Désignons par Q(AZ,D) l'espace des courbes

fermées sur un espace filtré (AZ,D). Alors, les fonctions dijn Z1 (Q (AZ, -)) ,

dim H1 (ÏÏ (AZ, -)), dim _H1 (ÏÏ (AZ, -)), dim Z1 (S? (AZ, -)), dim ir1 (ÏÏ (AZ, -)) ,
i ~ ~ r v

dtm -n-, (Q, (AZ, -)) sont semi-continues supérieurement.

Fonctions relativement stables.

Une fonction 4? de l'ensenble qbs orbites d'une variété W(H*) dans 3ST est dite rela-

tivement stable s'il existe un ouvert dense U de W sur lequel elle est constante.

On en déduit que si D € U, alors sur toutes les courbes passant par D, 4) est une

constante sauf en un nombre fini de points.

Pour toutes les petites déformations D de D, (p(D ) = tp(D). Cette proposition est

intéressante pour les Q-A.G.C., H* possédant une infinité de -types d'homotonie
réelle distincts.

Proposition 13.

Les fonctions dim ^Z1 (AZ, -) , dim ^H1 (AZ, -) , dim 7T1 (AZ, -) , dim ir1 (AZ, -)
sont des fonctions relativement stables sur W.

^ 9 9 9
A titre d'exemple : Prenons S x (S v S v S ). En chaque point D de W,

dim ^H (AZ,D) > 8. Les types d'homotopie rationnelle forment donc une infinité
d'ordre au moins égal à 8.

Mais pour chacune des fonctions cp ci-dessus, il existe une constante a telle aue(p -1
l'adhérence dans W de l'ensemble des D tels que (p(D) = a soit W tout entier.

Ce raisonnement est valable chaque fois que W est connexe.
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Annexe 1. Exemple d'espace intrinsêquemsnt fomsl pour lequel -H1 (AZ,d) ^ o.

Posons X = S .̂ v S5 v S14 v S23 v S23 U e28

avec = [S14, S14] + [S^3, ^] + [s(\ S^].

H*(X) = A ( X , y, z, t, t ' ) /(xy, xz, yz, tx, t'y, ty-z2, t'x-z2, zt, zf, tf).
x! = IYI = 5 [ z = 14 t| = | t ' = 23.

Modèle bigradué.
Z^ : x, y

14
^ : z

^ - ^ ^

ZÎ ^ ^ dt^ = xy

Z^8 : t^ dt^ = xz

t^ dt^ = yz

zf : ̂  dt^ = tx

^ dt^ = t'y

\ ^6 = ty-z2

t-7 dt = t'x-z2

Z^6 : tg dtg = zt

tg dtg = Zt'

"f : ^0 1̂0 = ttt

^3 : u! du! = ̂

^ d^ = t^y

Z^2 : u^ du^ = t^x

^ ^4 = ^Y

^ ^5= ^y-^2

Uç du^ = t^x+t^z
>28 .

z 2 • • • •
Z3 : w^ dw^ = u^y+u^x

w^ dw^ = u x

w^ dw^ = u^y

Z3 : W4 dw4 = U3X
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^ ^5 = ̂ y
Wg dw,_ = u^y+Uc-x+u z

w^ dw^ == u^x+u^y+u^z

Wg dwg = u^y+u^z

Wg dw^ == u^x-u z

'̂10 ^10 == tlt2~u3y+ulz

w^ cïv^ = t^+u^z

Z^ : ̂  dr^ = w^x

^ ^2 = ̂

r^ dr^ = w^x-+w^y

r^ dr^ = w^y-h^x

^ ^5 = ̂ l^

'̂G ^6 = U2tl-w3x

25 25 .Z,- : mm Z = g.

Il n'y a pas d'autre générateur en dimension inférieure à 27.
Calculons ^Z1 (AZ,d) .

I^s seuls d^ possibles sont définis sur Z par

d^u = az
d^u^ = 3z
d^ = yt + y' t '
d^ = pt + p ' t '
d^a = vt + v'f

^6 = ^t + ^ l t l - a. 3r Y, Y ' , p, p ' , ^, \ ) ' , i^, ip' 6 Q.
L'obligation d'être un 2-cocycle entraîne la relation

(dd^ + d^d) (w^) = o pour i=l, 2, 3.
Ceci nous amène à poser

^1 = -"^ - ^2

^2 = ̂ ^

d^ = -et^.^3 = ~3t3•

La mêrne relation pour i=4, ..., il nous amène aux conclusions suivantes
w^ : [d^d (w^)] = [ytx + y't 'x] = o entraîne y ' = o.
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Wg : [d^d (Wg)] = [pty + u ' t 'y] = o entraîne p = o.

Wç : [d^d (Wg) ] = [yty + y'fy + vtx + v'fx + az2] = o entraîne y + v- + a = o.

w^ : [d^d (w^)] = [ptx + p'fx + ^ty + ^'t'y + gz2] = o entraîne n- + ^ + g = o.

Wg : [d^d (Wg)] = [vty + v'fy + gz2] = o entraîne v = -g.

Wg : [d^d (Wg)] = [^,tx + ip-t'x - az2] = o entraîne ,(,- = a.

w^ : [d^d (w^) ] = [-Yty - Y't'y + az2] = o entraîne y = a.

w^ : [d^d (w^)] = [ptx + p-fx + g z2 ] = o entraîne ),' = -g.

Et̂ donc y = a, y. = o, p = o, p. . -g, , = -g, ^ , _2a, ^ = o, ^ = ,.

Fzl (AZ,d) est donc de dimension 2 et est défini par

^"l = az ^"4 = -B^

^^ = P2 d^Ug = -gt - 2c.f

^"B3^ d^=-af.

tes espaces ̂  (.z,d) et ̂  (.z,d) étant nuls, ̂  (,z,d) est de dinension 2.

JLest intrinsëcruement fornel.

ttontrons qu'aucun de ces d^ n'est intégrable. Prolongeons tout d'abord d à Z21

d^ = aug 2 4 -

d^ = Bu^

^3 = ^3 +(Ï(U5 +U6)

^^ = ""4 + BtUg + Ug)

d^ = au^

^^ = -^6-

La relation d2 + dd^ + d^d = o entraîne, vu l'absence de d-, oue [d2] = o.
-2 9 ^ 2
^ '̂l = ^2 ^3 = a t

^2 = ̂  ̂  =-32t•.

Et donc a = @ = o.
D
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Annexe 2. Déformation de modèles minimaux
Soit (AZ,d) une Q-A.D.G.C. minimale. AZ est filtrée par les idéaux A^ z ;
AZ est isomorphe canoniquement à l'espace vectoriel gradué © A0 T,//^1 Z.

ç^O

La différentielle d peut donc s'écrire de manière naturelle d = d^ + d- + ...
avec d,, € A Z/A Z

d^ € A3 Z/A4 Z

Le fait que d soit une différentielle, (d = o) entraîne la suite de relations
suivantes
2̂ _ ,d , = o

^3 +d3d2=o

^2\ + \^2 + ̂  =0

En particulier (AZ,d^) est une Q-A.D.G.C. minimale de même partie quadratique,
donc [17] de même structure d'algèbre de Lie d'homotopie que ( A Z , d ) .
Intéressons-nous au problème suivant : peut-on classifier les Q-A.D.G.C. minimales
de même structure d'algèbre de Lie d'homotopie ?
Ceci revient à considérer toutes les différentielles sur l'algèbre libre AZ crui
sont minimales et qui possèdent la même partie quadratique d^.
Deux pareilles Q-A.D.G.C. minimales (A Z , d ) et ( A Z , d ' ) sont équivalentes ssi il
existe un automorphisme 4) de AZ tel que d' = tp~1 dcp.
Ce problème est le problème dual de celui que nous avons traité dans les § 1 à 7.
Les méthodes utilisées seront les mêmes.

A. 1. En exprimant les différentielles d considérées en termes de coefficients,
on voit qu'elles forment une variété algébrique V sur laquelle opère un groupe
G = aut. ( A Z ) . Deux différentielles d et d' sont dans la mène orbite, ssi elles
représentent le même type d'homotopie rationnelle.

Lemme 1 : d^ ç. 0(d) yd ç. V.

1-| a|
Démonstration : Considérons 1 ' autororphisme 4). de AZ suivant (p (a) = t a pour

^-1^..^ | t

tout a générateur de AZ. Donc 4), (a,...a ) = t a ...a ett i n I n
4^d4^1 (x) = d^ (x) + td^ (x) + t^ (x) + ...

Lemme 2 : L'espace tangent de Zariski à V au point d est formé des dérivations
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9 : Z -> (A Z)1 ' qui vérifient 9d + d9 = o.

Une ̂ p^wn de d est une famille d^ = d + tO, + t2^ 4- ... de différentielles

de V. D^ s'appelle la dé formation infinitésimale. La déformation d est triviale

s'il existe^une famille à un paramètre (p^ d ' autonorphisme de AZ tel que
d = cp^ d^ (p^1.

Une A.D.G.C. minimale (AZ,d) est dite rigide si toutes ses déformations sont tri-

viales. De manière équivalente, (AZ,d) est rigide si son orbite est ouverte dans
une extension algébriquement close.

^_2_. Introduisons une théorie cohomologique filtrée pour calculer la rigidité.
Soit (A", ô) le complexe défini par :

p > o A13 = { 6 € Der" AZ | 9 : z1" -> {^2 Z)^}.

P = o A° = {9 € De^ AZ [ 9 = 9^ + 9 + ...

avec 6^ : ̂  -. {^ / ^ z)3' et 9^ = d^^}.

ô : /f -^ A^1 est défini par :

6(9 ) = d9 - (-1) 1 e ! Qd.
Les groupes de cohomologie se notent Jî1(d).

Théorème A : Si ^H1(d) = o alors d est rigide.

Théorême B : Si ^(d) = o alors d est rigide ssi ^H1 (d) = o.

L'espace (AZ,d) est dit ^-formel, s'il est avalent à W.^. L'espace (AZ,d)

est dit -̂intrinsèquement formel s'il est suivaient à (AZ,d.) et s'il n'existe
sur V qu'une seule orbite.

Thêorême c : ̂ '^ est -̂intrinsèqueiœnt fonrel ssi d^ est rigide dans une
extension algébriquement close.

Thêorên1e cl : si ^l(d2) = ° ̂  ̂  est -̂intrinsèqueiœnt form.1.
Les démonstrations de ces théorèmes sont mots pour mots les mènes que dans le cas
dual. Nous les omettrons.

Exemple 14.

Soit ̂  l'algèbre de Lie à deux générateurs, l'un de degré 2 et l'autre de degré
5 et dont tous les crochets sont nuls.

Construisons l'espace -n^-formel.
z : x^ |x[ = 2 |y[ = 5
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^x = 0 d y = o.

C'est le modèle minimal de K(Q,2) x K(Q,5 ) .
Une déformation d-, est définie par :

d^y = ax d x = o.

On peut vérifier que dim pH1 (d ) = 1 et que

dim pH^d^ + d^) = o.
L'espace (AZ, d^ + d^) est rigide, c'est le modèle minimal de P2 (((:).
Il n'existe que ces deux types d'homotopie rationnelle pour l'algèbre de Lie TT^
donnée.

A- 3' Nous avons considéré aux n° A. 1. et A. 2. les types d'hcmotopie rationnelle
d'algèbre de Lie d'homotopie fixée. Nous pouvons considérer maintenant les types
d'homotopie rationnelle d'espace vectoriel Z* d'homotopie fixée.
Munissons AZ*de la différentielle nulle, nous obtenons un espace formel pour la
structure Z* d'homotopie.

Nous pouvons considérer la variété V des différentielles d sur AZ. Nous pouvons
de nouveau parler de déformation, de rigidité, d'orbites,

Proposition : Si (AZ,d) est rigide, alors la structure d'algèbre de Lie sur Z*
induite est rigide. La réciproque est vraie si Zp = o p < 1 et p > 31-1.

Démonstration : Si d est une différentielle, il en est de même de sa partie quadra-
tique d/,.

Si (AZ,d) est rigide, (AZ,d^) l'est égalenent parmi les modèles minimaux à diffé-
rentielle quadratique. Or, (AZ,d^) est rigide ssi l'algèbre de Lie duale l'est
également. Si zP = o p < 1 et p > 31-1, alors d^ = d^ = d, = ... = o,
et la réciproque est vraie.

En particulier, si tous les générateurs sont de degré un, alors l'algèbre minimale
est rigide ssi l'algèbre de Lie duale l'est.

Exemple 15.

Soit (AZ,d) l'algèbre minimale définie par 7? = o p ^ 1.
Z1 : x^, x^, x^, x^, x^.

dx! = ^2 = ° ^4 = ̂

^3 =X1X2 àxs= ̂  + X2X3•
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Cette algèbre est rigide [18].

Exemple 16.
Considérons toutes les A.D.G.C. minimales à quatre générateurs x, y, z, t de degrés
respectifs 2, 3, 4, 5. Les dérivations d de Der (AZ) vérifient
dx = o
dy = ax
dz = 3xy
dt = yx3 + ôxz. 4
Représentons-les par les points (a, 3, y, 6) de Q correspondants. Pour que d
soit une différentielle, il faut que 3 soit nul ou que a et 6 soient nuls.
La variété V est donc réunion des deux variétés irréductibles V et V^ suivantes :

V^ : g = o

V^ : a = 6 = o.
Il existe exactement sept types d'homotopie rationnelle réalisant cet espace vec-
toriel d'hcmotopie. Décrivons-les en examinant les différentes structures d'algè-
bre de Lie :
a) L'espace (1, o, o, 1) d'orbite (a, o, y, ô) , (a6 7e o) est rigide dans V.
Il est cependant -rr^ -intrinsèquement formel (c'est-à-dire défini avec unicité par
la structure d'algèbre de Lie d'hcmotopie). ir^ : [x], [x,x], [z] , [x,z].
b) L'espace (o, o, o, 1) d'orbite (o, o, y, ô) , (ô •^ o) est TT -intrinsèquement
formel et H -intrinsèquement formel. TT^ : [x], [y], [z], [x,z].

H* : A(x,y,z)/(xz) |x| = 2
|y| - 3
M = 4 .

c) L'espace (1, o, o, o) d1 orbite (a, o, y, o), (a /é o) est également -iï̂ -intrinsè-
quement formel et -̂intrinsèquement formel.
C'est le modèle minimal de S2 x K(Q,4) x K(Q,5).
d) Considérons la structure suivante d'algèbre de Lie sur ir^ :
^ : [x], [y], [x,y], [t]. |x| = 2 , |y| =3 , |t| =5 .
Il existe exactement deux types d'homotopie rationnelle réalisant cette structure
d'algèbre de Lie.
d') (o, 1, 1, o) d'orbite (o, 3, y, o), (@y ^ o) est un espace rigide dans V
et -iï̂ -rigide.
d") (o, 1, o, o) d'orbite (o, 3, o, o), (3 ^ o) est l'espace -n^-formel correspon-
dant.
e) II reste un dernier cas à considérer, celui où TT^ est défini par :

^ : [x], [y], [z] , [t]. [x [ = 2, [ y ] = 3
| z [ = 4, [t| = 5.
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De nouveau, deux types d'homotopie :
e') (o, o, 1, o) d'orbite (o, o, Y/ o) i Y ^ o- Cet espace est -n^-rigide et
H*-intrinsèqueinent formel.
Il admet canne nodèle (|:P (2) x K(Q,3) x K ( Q , 4 ) .
e") (o, o, o, o) , nodèle minimal de K(Q,2) x K(Q,3) x K(Q,4) x K(Q,5) est formel,
-iï^-formel et ^-intrinsèquement formel.

Il est intéressant de résumer cet exemple par un diagramme où les flèches indiquent
les possibilités de passer d'un espace à l'autre par passage à l'adhérence.

Les numéros correspondent à des structures d'algèbre de Lie différentes. Q et
Q sont rigides dans V.
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