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. INTRODUCTION
Conment classifier les différents types d'homotopie rationnelle de méme alcé-
bre de cohomologie ? Sous quelles conditions n'existe-t-il qu'un seul type d'ho-
motopie rationnelle admettant une algébre de cohomologie donnée ? Comment varient
les invariants de la topologie algébrique classique 3 1'intérieur d'une méme algé-
bre de cohomologie ? ... C'est d ces différentes questions que nous désirons don-

ner une réponse.

Un pas décisif avait été franchi vers la classification par Haloerin et
Stasheff [10] lors de leur construction du modéle bicradué (az,d) d'une algébre
graduée commutative H et du modéle filtré (aZ,D) d'une algébre graduée corrmutative
différentielle (A,dA) . Nous rappellerons leur définition au chavitre 0. Le modéle
bigradué est un modéle formel de cohamologie H. Il est dit intrinséquement forrel
ssi il n'existe qu'un seul type d'homotopie rationnelle réalisant H.

Les différents modéles filtrés d'une cohomologie H forment une variété algé-
brique W sur laquelle opére un groupe algébrique G et telle que les différentes
orbites représentent les différents types d'homotopie rationnelle de cohomologie H.
Cette théorie se généralise d tout corms k de caractéristique o. Nous obtenons
ainsi les différents types de k-homotopie. Une oropriété apparait lors de 1'examen
de ces variétés W : la rigidité.

Un espace X est dit rigide ssi son orbite est ouverte dans Wk pour une extension
alcgébriquement close k. (Si X est construit par tour de Postnikov, ceci signifie
que le type d'hamotopie ne change pas lors de lécéres modifications des invariants
de Postnikov). L'importance de cette notion est liée au théoréme suivant :

Théoréme : Un espace formel est k-rigide ssi il est intrinséquement formel.
Adaptant les méthodes de déformation de Gerstenhaber [9], Nijenhuis [14] ...
nous interpréterons la rigidité en termes de groupes de cohomologie de 1'espace

gradué différentiel des dérivations du mod&le bigradué (groupes de F-cochomologie) .

Proposition 1 : 1) L'espace vectoriel le(X) est isomorphe & 1'espace tangent de
Zariski & W en X tandis que 1'espace vectoriel FBl(x) est isamorphe & 1'espace
tangent de Zariski & l'orbite de X.

2) Si E‘Hl (X) = o alors X est rigide.

Proposition 2 : Si FH2 (X) = o, alors X est riqgide ssi 1,,H]' (X) = o.
L'introduction du concept de ricidité et de la T-cohamologie nous nermettra
d'énoncer quelques pronositions de finitude du nombre de types de k-homotopie.
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Proposition 3 : 1) Si X est un espace formel d'une cohomologie H nour laquelle il
existe un espace rigide, et si dim FHl (X) = 2, alors il n'existe qu'un nambre fini
de types d'homotopie réelle.

2) Si X est un espace formel tel que dim FH (X) =1, alors il
n'existe au maximum que deux types d'homotopie camplexe, et les tymes non formels
sont rigides.

Proposition 4 : Si =0 o< ps1l et > 51+2, alors 1:Hl (X) mesure 1'obs-
truction i la rigidité de X. )

e}

Proposition 5 : Si =0 o<p<1 et 1»>4l+l, et si dim F.Hl(X) > dim aut.H
pour un X quelconque de cohamologie H, alors il existe une infinité de types d'ho-
motopie réelle distincts.

Si X est formel, 1l'espace FI-I (X) est muni .d'une flltratlon inférieure "‘H>o(X)

correspondant ad une décamposition de 1'espace ta.ngent (X) en espaces tangent
Z>O(X) 3 une suite de sous-variétés emboitées .J formees d'esnaces oour lesquels
les i-produits de Massey matriciels [13] sont nuls pour 3 < i < p+2. Soit X un
espace formel et Y un autre espace de méme cohamolocie, nous construisons au § 5
une suite Op (Y) d'obstructions & 1l'existence d'une équivalence d'homotonie ration-—
nelle entre X et Y.
Ces dbstructions O (V) appartiennent aux groupes _,H1 (x .
Halperin et Stasheff avaient deja construit semblable suite d'obstructions O (D)
logeant dans les quotients Hom’ (Z A% /v () [10].
Nous construirons explicitement un nonammhlsme ,,d (X) - Hcml(Zn,H*)/Y (Mn) et

nous illustrerons au moyen de quelques exemples 1 avantage de nos'. obstructions.

le texte se termine par une étude des fonctions o semi-continues supérieure-
ment sur W, c'est-d-dire vérifiant a(X) = a(Y) si X appartient & 1l'adhérence de
l'orbite de Y.

Proposition : 1) Un espace formel maximise sur W toutes les fonctions semi-conti-
nues supérieurement.
2) les fonctions dim 1—:,Hi (Y), dim Tl'i (¥), ... sont semi-continues suoé-
rieurement.
Signalons enfin que Lemaire et Sigrist [12] d'une part, Schlessinger et
Stasheff [16] d'autre part, ont obtenu indépendamment des résultats assez proches
des notres. Les démarches sont cependant extrémement différentes et complémentai-

res.
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Nous tenons & remercier D. Lehmann, ainsi que toute 1'équive de Topologie al-
gébrique de Lille, pour l'aide précieuse apwortée dans l'élaboration de ce texte.
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CHAPTTRE O, PRELIMINATRES

a) Préliminaires algébriques : Modéles minimaux.
- Dans tout ce qui suit, k désignera un corps de caractéristique nulle, Tous les

espaces vectoriels, algébres, ... sont définis sur k.
- Un espace vectoriel gradué (Vp) , PE N, est une somme directe V = tgo 4 d'espa-

ces vectoriels.
- Une k-algébre graduée @aPy, P€ N est un k-espace vectoriel gradué runi d'une

multiplication associative
aP x a7, AP,
L'on notera |a| le degré de a. Si a € AP |a| = p.
Une k-algébre graduée @) , PE€ N est dite commutative si pour tout a € Ap,
b e ad
ab = (-1)™ pa.
- Une dérivation de deqgré r (r € Z) sur @P) est une apolication lin&aire
D : AP » aAP™* vérifiant

Diab) =pla) . b+ 13T a . b,

Nous noterons Der™ (7) l'ensemble des r-dérivations de A.
- Une algébre différentielle graduée comutative (A,d) est une algébre graduée

cammutative A munie d'une dérivation de dearé 1 vérifiant d2 = 0.
Nous adopterons les abréviations A.G.C. pour algébre graduée camutative et
A.D.G.C. pour algébre différentielle graduée camutative.
Soit X* un espace vectoriel gradué, nous noterons aX* l'algébre comutative
libre sur X*.

Décamposons X* = P* @ ()* oli P* est 1l'espace vectoriel des éléments de deqré impair

et Q* l'espace vectoriel des éléments de degré pair.
Alors AX* est isomormhe au produit tensoriel de 1l'algébre extérieure sur P* par
1'algébre symétrique sur Q*.
Axx 5 E(P*) ® S(Q¥).
La cohomologie de &,d,) est 1'A.G.C. H(A) donnée par Ker. dA/Im. dy-
k-algébres de degré zéro commutant avec les dérivations : ¢ dA = dB ©.
On notera ¢* 1'homomorphisme d'A.G.C. induit en cchomologie.
Un quasiﬁsoxmmhisrre ¢ d'A.D.G.C. de (A,dA) dans (B,dB) est un homomornhisme ¢ tel
que @* soit un isomorphisme.
Une A.D.G.C. (A,dA) est dite c-connexe si H(A) est connexe.
Un K - S camolexe connexe (Koszul - Sullivan) est une A.D.G.C. de la forme (a¥,D)

< n
ol X = o§0 X” est un espace vectoriel gradué satisfaisant la condition (1).

(1) Nilpotence : Il existe une base homogéne {x,}, ¢ g de X indexée par un ensenble
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bien ordonné S telle que Dxa appartient 3 1l'algébre engendrée par les XB avec
B < a.
Il est dit minimal s'il satisfait la condition (2).
(2) Minimalité : D(X) < (%) (A*%) (Gouivaut 3 : o > dim. ]xa[ est une application
croissante) .

Soit (AX,d) un K - S camwplexe connexe. Nous noterons par _(AZ.L.[_)_).E 1'A.D.G.C.
(AX ® AX ® /\;(,D) avec

1) D|aAx=4d 4) DX = X
2) @ =01 5) DX = O.
3) TR
Un autamorphisme o de (/\X,D)I est alors construit en vosant a(a) = nzi) # Yn(a)
= eY ol Yy = Di + iD avec i une dérivation de degré -1 (ix = x
ix =0
i% = 0.

Si Pyr Pys (AX,D) ~ (A,dA) sont deux homomorrhismes d'A.D.G.C., une homotonie de
@5 §—‘l’1 est un homomorvhisme d'A.D.G.C.
¢ : (/\X,D)I > (A,dA) tel que
o | M=oy et 0 =0l
@, et @) sont alors dits homotoves : R z @ -

THEOREME (Sullivan).

1) Soit (A,dA) une A.D.G.C. c-connexe. Il existe un K - S complexe connexe minimal
(MA,GA) et un hamaomorphisme Py ¢ (MA"SA) - (A,dA) tel que pi est un isomorphis-
me.

2) Si pA : (MA,GA) > (A,dA) est une autre solution du probléme, il existe un iso-
morphisme o : <M2:"6A') > (%’GA) uniquement défini & homotopie nrés tel que
ppo @ Z pA.

Deux A.D.G.C. (A,dA) et (B,dB) sont dites c-équivalentes si leurs modéles minimaux
sont isamorphes. On dit alors qu'elles ont méme type de k-homotopie.

I1 revient au méme de dire qu'il existe une suite finie de quasi-isomormhismes.
(Al’dl) « (A2,d2) > (A3,d3) “ eeees > (An,dn) avec (Al,dl) = (A,dA) et (An,dn) =

(B,Gp).

b) Théorie de Sullivan.

Soit X un espace topologique connexe nilpotent, C,(X,Q) 1l'esbace vectoriel des
chaines rationnelles sur X et Ag 1l'espace vectoriel des g-formes polynomiales &

coefficients rationnels sur 1'espace A, = {(to, cees tp) e P! | Ity =1},
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Ai; est une A.D.G.C. avec la différentielle extérieure comme dérivation.

Ag est 1l'espace vectoriel simplicial des g-formes rationnelles sur 1l'ensenble
simplicial A,.

Désignons par I(X) l'ensemble simplicial des simplexes singuliers de X.

Une P.L. forme rationnelle de degré g sur X est une application simpliciale

w: Z(X) > Ail qui & tout r - simplexe ¢ associe une q forme w, sur Ar'
Notons AgL (X) cet espace.
Munissons les formes du produit extérieur (w A w')0 =w "‘”(';' A§L (X) devient une

(o]
Q-A.G.C. La différentielle extérieure (élm)c = dDR wy en fait une Q-A.D.G.C.

L'intégraticn fournit une application d'espaces vectoriels différentiels gradués
AL (X) > CX(X,0)

induisant un isomorphisme d'algébres gradudes

B (% (X),d) ¥ B*(X,Q).
Il s'en suit que le foncteur APL transforme une équivalence rationnelle d'hamoto-
pie d'espaces connexes nilpotents en une éguivalence d'homotonie d'A.D.G.C.
Inversement : soit un K - S complexe minimal (A,dA).
Sullivan construit un espace connexe nilpotent < A >, sa réalisation géamétrique,

tel que les foncteurs X - APL(X) et A » < A > sont adjoints et induisent une équi-
valence de catégorie entre la catégorie des types d'homotopie rationnelle d'espaces

nilpotents et la catégorie hamotopique des A.D.G.C. connexes nilpotentes.

On déduit de ceci que deux espaces ont méme type rationnel d'hamotopie ssi les
A.D.G.C. correspondantes sont c-équivalentes.

L'espace vectoriel gradué des générateurs du modéle minimal de (A,dA) est appelé
espace de pseudo-homotopie de (A,dA) et est noté ‘n$ (A,dA).

Th. : Si X est un c.w. camplexe simplement connexe, et plus généralement nilpotent
(c'est-3-dire dont le groupe fondamental est nilpotent et opére de fagon nilpotente
sur les groupes d'hamotopie de dimension supérieure),

alors m¥ (App (X) ,d) ¥ Hom (m, (X),Q).

c) Modéle bigradué d'une A.G.C. et modéles filtrés 4'A.D.G.C.
- Soit H une A.G.C. connexe. Il existe un modéle minimal p : (AZ,d) > (H,0)

(o pour dérivation nulle) avec 1) Z est un espace vectoriel bigradué Z = r$o Zz
Po

p : dimension
q : degré de graduation inférieure.
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2) d: zg - (AZ)S_“i, ceci munit 1'algdbre de cchamologie H(aZ,d) d'une graduation

inférieure HP(/\Z,d) .
I1 faut en outre que :
3) p: AZO + H soit surjective.
4) HO(AZ,d) -+ H.
5) Hp(AZ,d) 5o p > o.
Un élément z de AZ est dit de degré de filtration inférieure & p s'il appartient
3 (AZ)_,. La construction explicite se trouve dans H - S. [10].
(AZ,d) > (H,0) est appelé le modéle bigradué de H. Il est d&fini & isamorphisme

prés.

- Soit (A,dA) une A.D.G.C.. c-connexe et (AZ,d) 14 (H* (7) ,0) le modéle bigradué
de 1'A.G.C. H*(A), alors il existe une dérivation D de carré nul sur AZ et une ap—
plication d'A.D.G.C. @ : (AZ,D) - (A,dA) telles que

1) (D-4d) : Zn d (AZ)<n-2

2) @* est un isamorvhisme

3) Vz € AZO ©*([z]) = pz.

D'autre part, si @' : (aZ,D') - (A,dA) satisfait également ces propriétés, il exis-—
te un isamorphisme Y : (AZ,D) + (AZ,D') tel que : 1) le diagramme suivant commute .
a homotopie prés

(AZ,D) @ > (A,d4)

v o'

(AZ,D")
2) ¢ - Id. baisse la filtration d'au moins une unité. Un pareil mod&le
@ : (AZ,D) » (A,dA) est dit fZltré. Il est dbtenu a partir d'une perturbation de
la différentielle d sur AZ. .
Une A.D.G.C. (A,dA) est dite formelle si elle est c-équivalente & (H(A),0). On
peut alors prendre D=d. Modéles filtrés et bigradués coincident.
Soit (A,dA) une Q-A.D.G.C.
Si A est formelle, il est clair que, pour tout corps K de caractéristique o,
A 8 K est &galement formelle. Réciproauemment, Halperin et Stasheff ont mon-
tré : il suffit qu'il existe K tel que A 8 K soit formelle pour que A soit
formelle.

Une A.D.G.C. (A,dA) c-connexe est dite intrinséquement formelle si toutes les
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A.D.G.C. avec algébre de cohamwlogie isamorphe a H* (A) sont formelles, c'est-a iire
s'il n'existe pour la cochomologie H* (A) qu'un seul type rationnel d'homotopie
(dont le modéle est le modéle bigradué de (H*(A), d=0)).



CHAPTTRE 1. VARIETE DES TYPES DE K-HOMOTOPIE DE k-ALGEERE DE COHOMOLOGIE H
Sdent (A,dA) et (B,dB) deux A.D.G.C. c-connexes. Supposons qu'il existe un isomor-
phisme f : H*(A) -~ H*(B). Désignons par pp (AZ,d) > (H¥(A),0) le modéle bigra-
dué de H*(A). Alors : fo Pa est un modéle bigradué de H* (B).
Ces modéles peuvent étre déformés en des modéles filtrés :
@Gy f (AZ,DA) - (A,dA) et @g ¢ (/\Z,DB) > (B,dB).
Halperin et Stasheff ont démontré [10] le théoréme suivant :

Théoréme : f peut &tre réalisée par une équivalence d'homotopie ssi il existe un
isamorphisme 4'A.D.G.C. ¢ : (AZ,DA) > (AZ,DB) tel que @-id. décroit la filtration

d'au moins une unité. ]

L'inconvénient de cette formulation était que les morphismes op €t pp des modéles
bigradués [ (AZ,d) ,pA] et [(aZ,d) ,pB] sont différents. Nous désirons éviter cette
dépendance.

Fixons une A.G.C. H* ainsi qu'un modéle bigradué (aZ,d) £ (H*,0). Réalisons cha-
que autaworphisme h de H* par un autamorphisme h de (aZ,d). L'ensemble des auto-
morphismes h de H agit sur les endaomorphismes linéaires de AZ par la formule

= ol
D>hDh ~.

©»
Lemme : Soit (AZ,D) - (A,dA) un modéle filtré de modéle bigradué (aZ,d) [N H* et £
un automorphisme de H* réalisable mar un automorphisme f de (aZ,d), alors
(AZ, f—l D f) 0f, (A,dA) est un modéle filtré de modéle bigradué fp.

Démonstration : le modéle bigradué est pf = fp. 0
Alors,

Proposition 1 : 1) Toute A.D.G.C. (A,dA) d'algébre de cohamologie isomormhe a4 H*
a un modéle filtré (AZ,DA) £ (A’dA) de modéle bigradué (az,d) 8 (H*,0) fixé.

2) Deux pareils modéles filtrés (/\Z,DA) et (AZ,DB) sont c-é&quiva-
lents ssi il existe un isomorphisme ¢ : (/\Z,DA) - (AZ ,DB) de la forme wo 6 ol 6
est un automorphisme de bidegré (o,0) induit par un automorphisme de H* ety est un
automorphisme de AZ tel que y-id décroit la filtration d'au moins une unité.

Démonstration : résulte du lemme. O

Nous supposerons toujours dans ce qui suit que la k-algébre H* vérifie les
conditions suivantes :



Y. FELIX

c iH* est une A.G.C. telle que si (AZ,d) désigne son modéle bigradué, alors
1 | 2P est de dimension finie pour tout p. '
c {Ilexisteundegréntelquer=0Vp>n et H' #0.
n est appelé la dimension cohomologique.

I1 en résulte que (AZ)g est de dimension finie Vp,q. Désignons par (zE;)A
une base de l'espace vectoriel (a2)P.
Désignons par (x ) une base de l'espace vectoriel gradué 2

. en
x € 73 (1) oY
u iw:
Regardons toutes les différentielles D que 1l'on peut mettre sur AZ de la
forme
= . 7P ptl . o
D=d+d,+d;+ ... avecd, : Zq—» (/\Z)q_iJ./Z.
Pareille différentielle est entiérement définie par les D(xn) olt u parcourt M.
- y J(u)+1
D(xu) = d(Xu) +Z o, r % Py €0 .
ol la somme est prise sur les zg(“)ﬂ qui engendrent 1'espace vectoriel (aZ) ii‘é:;iz.
L'expression D2 = o devient une relation du second degré en g Les zéros

— o A’r.
de D2 forment une variété algébrique que nous noterons W(aZ,d) (W, s'il n'y a pas

d'ambiguité). Chaque point de cette variété représente un modéle filtré (aZ,D)
et donc un type de k-homotopie d'anneau de cohomologie H*.

Le groupe des k-autamorphismes d'algébre (sans différentielle) de AZ opére
sur W. Considérons le plus petit sous—groupe G contenant les groupes Gl et Gzisui—
vants : Gl est le groupe des k-automorphismes de 1l'algébre différentielle bigraduée
(AZ,d) ; G2 est le groupe des k-automorphismes d'algébres de AZ de la forme
=1+ ®, + 0, +t...0ug; s Zp_; (AZ)p_i. L'action d'un automorrhisme ¢ sur un
point D est simplement @xD = @Dy ~.

Proposition (également [12], [16]). Les différentes orbites représentent les dif-
férents types de k-hamotopie de cohomologie donnée H*.
Nous cbtenons camme cas particulier : pour k =1R, les types d'homotonie réelle ;
vour k = Q, les types d'hamotopie rationnelle.

Si 1'algébre AZ ne posséde qu'un nombre fini de générateurs, alors cette
variété est de dimension finie. Sinon elle est de dimension infinie.
Pour cela, considérons W, variété algébrique des différentielles D de 1l'algébre
AZ/ (AZ)%’H-]' (algébre AZ tronquée en degré n) telles que (D-d) baisse la filtration
d'au moins 2 unités.
Le sous-groupe G, décrit précédemment, des automorphismes g d'A.5.C. de AZ opére
sur W par g*D = gDg L.
Désignons par O(W,G) et O(W,G) les espaces d'orbites de W et W sous G.

10
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¢ |

X
\

§
La restriction des différentielles & 1'algébre AZ/(AZ)>n+1 entraine une apnlication

p: OW,G) > OW,5) . ILe lemme suivant montre que cette application est injective.
Les orbites O(W,G) dans 1'image de p représentent donc bien les différents types
de k-hamotopie.

Lemme 1 : Soit H* une A.G.C. de dimension n. )
Soient D et DB deux différentielles sur AZ, telles que (D -d) et
(DB d) balssent <a]”;alf:|.ltra.t:|.on d'au moins deux unités et telles que
DA—DB—osurZ . Alors:.le}clstewdans,avecnp*(D)—DB

Démonstration : Posons IF = O p<n, ™ un supplénentaire de [Ker (I\Z,DA) ]n

et IP = (/\Z)p p>n. I esﬁ un idéal différentiel. L'application (/\Z,DA) -

(/\Z,DA)/I est un quasi-iso. Coamme (AZ,DA)/I = (AZ,DB)/I, il existe trivialement

un ¢ vérifiant les exigences du lemme. m}

Remarque : On peut construire ¢ par récurrence, & la main [5].

Une variété algébrique V sera dite connexe par arcs si pour tout couole de points
(A,B) de V il existe une courbe rationnelle passant par ces points. Il est é&qui-
valent de dire qu'il existe un morphisme f de k dans V tel que £(o) = A et £(1) =B,

Lemme 2 : La variété W (respectivement W) est connexe par arcs.

Démonstration : En effet, pour tout D =4 + d + d + ... de W (respectivement de
W), la courbe D =d + td2 + t d3 + ... est contenue dans W (respectivement W,
t € K. En t=1, elle passe par D et en t=o var d.

Temme 2' : La variété —@R = W() €, R est comexe par arcs (au sens usuel) et contrac-
tible. c

Démonstration : Sur W, la courbe Dt est rationnelle et continue. Cette construc-

tion pouvant se faire globalement, définit une contraction de Ii—h’
Proposition 2 : Soit o(D) la k-orbite de 1'algébre (AZ,D). Alors d € o(D).

Démonstration : Soit O la famille & un paramétre d'autamorphismes définie par
o (0 =7 x, sixe (AZ);, t € k*,

SiD=d+dy+dy+ .., (O Do) (0 = @+ td, + 7, + ...) (0.

11
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Pour t € K¥,D_ est clairement dans l'orbite de D.

Cependant, pout t = O, Do =d.

Chaque équation algébrique F(X) = O satisfaite par tous les points de o(D) est sa-
tisfaite en particulier par les points Dt' L'équation F((p;l ant) = 0 doit donc
&tre vraie identiquement en t et donc en particulier pour t=O. ]

Proposition 2' : Soit o(D) laR-orbite de la R-algébre (AZ,D), alors d € o(D) (ot
1'adhérence est prise ici pour la tovolocgie usuelle de RR).

Démonstration : d appartient & 1l'adhérence de la suite de points Dt’ [m}

Proposition 3 : L'espace tangent au point D & la variété W est formé des dériva-
tions 6 de Az/ (AZ)n+l vérifiant

1) D6 + 6D = o

2) 6 baisse la filtration d'au moins 2 unités.

Démonstration : Come D est du premier degré en les variables Oy 6 sera un vecteur
tg ssi il vérifie les différentielles des relations :
2
1) D™ = o.
2) Le rang du systéme formé par

[D(x'>\) - d(xA), Zyr Zyr eees zs] est égal & s ol Zyr Zor eeer Zg est une base de

"‘Z)i;&‘)xﬁz'
A savoir :
1) DB + 6D = o.
2) Le rang du systéme (e(xx), Zyr Zor eees zs) vaut s. ]

Cette variété W n'est pas nécessairement irréductible.

Exemple 1 : Considérons les espaces de méme cohomologie que S3 v S3 v 88 v Sl3.
H* = A(x, y, u, s)/I o [x| = |y| = 3.
|ul =8 |s| = 13.

I est 1'idéal engendré par (xy, ux, uy, XS, ys, us, uz).

- Prenons pour W la variété des différentielles du modéle bigradué (aZ,d) de H*
tronqué en dimension 13.

<
Construisons dans un premier temps (AZ,d) 13.

12



VARIETE DES TYPES DE K-HOMOTOPIE DE k—ALGE\BRE DE COHOMOLOGIE H

yl=3 Jul=8 |s| =13

Zy,t % ¥, W S, |x| =
Zf13 Pt T, T, [t] =5 ;] = |r,| =10
dt = xy drl = ux dr2 = uy
Z§13 : Vl’ v2, Xl’ X2’ x3, x4.
oyl = vyl =7, Ixy| = Ix,] = [x5] = |x,| = 12.

dv, = tx ax) = r;x dxy = T,y

dv2 =ty d.x2 = rly + r2x dx4 = rly - ut.
Z§13 T U, Uy, ug, |u1| = |uzl = |u3| =9

du1 = v, du2 = VX + vy du3 = Vpy
zfl3 P2y, 2y 2y 2y 25, z¢ lzy| =11 1<ic<e.

dzl = ux d.z4 = U + uy

dZ2 =uy + ux dz5 =uy+ vt

dz; = ugy dzg = ugx - v,t.

Nous pouvons reorésenter les générateurs et les relations dans le diagramme

dessous :

rlx

Y+ rx

Ty .
4’ ry - ut

Zyr BorZ3r Zyr Zgr Zg

ux, uy
/yzy’ V¥ VX + vy rl’r//"
/v/v

u3, ul, u2

Vir Yy

13

-13

=12

-11



Y. FELIX

>14

Les seules dérivations D de (AZ)/(AZ) sont définies sur Z, mar dyv; = au

1
dle = us d2x3 = ps d2y2 = Bu d2x2 = vs d2x4 = As

oy B Wy v, oy A Ek.

Prolongeons les a tout AZ en des différentielles.

I1 faut donc D2 = o, & savoir d° = o, dd, + d,d = o, dd, + d2 + dd = o.

3 2 3
En particulier la relation dd2 + d2d = o0 nous oblige a poser

dzu1 = - ary
dzu2 = - ar2 - Brl
dyuz = - Bry
dpz) = ox) dyzy = By +axg
d2z2 = Bxl + ox, d225 = ax,
dyz3 = Bxg dyzZg = Bxy = Bxy
La relation dd3 + dg + d3d = o0 entraine alors la série de relation :
au = o BU + av = O Bp =0
BV + ap = o oA =0 Bv - BA =0

Ce qui conduit & supposer soit a = B =0, soit uy=v =p =X =o.
Nous voyons apparaitre 2 camposantes : l'une de dimension 4 est formée des espaces
qui laissent sphérique le générateur de H8, la seconde de dimension 2 est formée

des espaces qui laissent sphérique le générateur de H13.

Action du groupe G.

Puisque d appartient a O(D), O(d) est entiérement contenuedans O(D) VD de W.
Rappellons que, si k est algébriquement clos, les orbites sont des sous-variétés
localement fermées dont le bord est une union d'orbites de dimension strictement
plus petite. En particulier, les orbites de dimension minimum sont fermées.

Corollaire 1 : Soit k un corps algébriquement clos.
1) La k-orbite de 1'algébre bigraduée (AZ,d) est une sous-variété fermée.
2) Les k-orbites G*D sont des sous-variétés localement fermées de dimension
strictement plus grande que O(d), si D £ 0(d).

Corollaire 2 : Si k est la cldture algébrique de k alors o(d)k est égal a
W n O(d)}—{.

Notation : Si H* est une k-A.G.C. de modéle bigradué (aZ,d), et si K est une exten-
sion de k, nous noterons WK la variété des déformations de (AZ % K, d®1).

14



CHAPITRE 2. DEFORMATIONS
Nous nous placerons désormais dans le cadre des variétés W.

Soit k = k((t)) le corps des séries de Laurent en une variable & coefficients
dans k. Notons W = W.

k ~
Une déformation de D € Wk est un point rationnel sur W de la forme
D=D+ tD1 + t2D2 + ... ol les Di sont des dérivations de Der;2 (AZ) (augmentant

la graduation de 1 unité et baissant la filtration d'au moins 2 unités).
L'obligation pour D d'appartenir a ﬁ, c'est-3-dire d'étre une différentielle,

entraine la série de relations :
2 . n-1

pD“=o0, Db +DD=o0, DD +DD+ iil D; D

= o.

Le point D de W est voint générique d'une sous-variété de W, pas nécessairement
de dimension 1. Elle peut &tre de dimension o si t n'a pas d'autres spécialisa-
tions que t = o sur k (par exemple si D, =o i2>1). Elle peut étre aussi de
dimension plus grande.

Dt s'appelle la déformation ; D, la déformation infinitésimale.

Intuitivement, on peut voir D comme 1'&lément générique d'une famille .d un
paramétre de déformations Dt de D. .

Remarquons que W se plonge dans W de maniére évidente.

Une famille & un paramétre de déformations D, d'un point D de W est dite
triviale ssi il existe un Slément G de G de la forme § = 1 + to, + 2o, + ...
tel que @D = D.

L'espace est dit rigide si toutes ses déformations sont triviales.

Nous allons maintenant interpréter 1'hypothése de rigidité dans le cas d'un

corps algébriquement clos.

Proposition [9], [7]. )
Supposons k algébriquement clos. D est une k-algébre rigide ssi son orbite G*D

est ouverte dans W. [m]

Cette analyse n'est pas valable en général (Exemple 10, § 6). ous pouvons néan-
moins rappeler la proposition suivante :

Proposition [6 1.
Si K > k est une extension galoisienne, alors il n'existe qu'un nanbre fini de ty-
pes de k-homotopie de méme K-type d'hamotopie. [m}

15



Y. FELIX

Corollaire : Si D est une R-algébre, ¢—rigide, alors il existe un nambre fini
' R R
d'orbites qR(Di) telle que lﬁ qR(Di) soit ouverte dans W avec D un des Di'

16



CHAPITRE 3. F-COHOMOLOGIE D'UNE A.D.G.C. FILTREE
Suivant les méthodes de Gerstenhaber [9] nous allons essayer d'interpréter

la rigidité en termes de cohamwologie. Pour cela, nous introduirons une théorie de

F-cochamologie, (cohamologie "filtrée"), des A.D.5.C. filtrées, (notée H* (A,dA)

pour une A.D.G.C. filtrée (A,dA)). Nous interpréterons ensuite géométriquement les
1 (e} )

espaces FZ (A,%), P (A,dA) et B (A,dA).

Cette interprétation se poursuivra dans les chapitres suivants.

Soit A une algébre graduée cammutative ; Der*(d), l'espace vectoriel gradué
des dérivations de A, est muni d'un crochet
[ ,1:Der"(® xper®@) - per®™(a)
d°p.a°n!

[D,D'] = DD' - (-1) D'D.
Munie de ce crochet, Der*(A) est une algébre de Lie graduée, c'est-a-dire vérifie :
o o 1]
1) [0,0'] = - (18P &P [ by
2) si D € Der™(a), D' € Der™(a) et D" € DerP’(d), alors
1™ [p, [p',0"1]1 + (-1)™ [D', [D",D]] + (1P [D", [D,D']] = o.

Soit (A,dA) une A.D.G.C. munie d'une graduation inférieure Ai vérifiant
r+1

r
dA(As) < A<s—l'

P _ r r+l
dA peut s'écrire dA = dl + d2 + ... avec di(As) A -
Nous dirons que (A’dA) est une A.D.G.C. filtrée.
Définissons FH* (A,dA) came cchamologie du complexe
0T @,dy), 69 avec

r r
A" (8,4, = {6]6 € Dexr” (B) et 6() =A, ) pour r> 1.
o _ o =
A7(a,d,) = {8]6 € Der(a) 8 =8,+ 6, + ...

avec 6, :Ap—>Ab_iet 8, d; =4 eo}
r _ r )
A" (a,d,) = (6|6 € Dex”(a) G(Ap) cA@rp} r<o

5(0) = [d,,0] = a6 - (-1 oa .

Lemme 1 : 62 = 0, § est une dérivation de degré + 1.

Démonstration : [dA,dA] =2 di =0
L'identité de Jacobi fournit alors la relation
o
0¥ 1a,, 1a,,011 - 14,,16,a,11 = o

i savoir : 2 (-1)dDe [dA, [dA,G]] = o.

17



Y. FELIX

Lemme 2 : Si 8 € Der’ (aZ) et 8' € Der" (a2)
alors : a) §(88') = §(8)e' + (-1)F 6s(8")
b) §([6,6']) = [8(8), 6'] + (1) [6, 8(8") 1.

Soit (AZ,D) un modéle filtré de cohomologie H*, alors

Proposition 4 : L'espace tangent de Zariski & la variété W au point D est isamor-
che a (2") (Az,D).

Démonstration : Un l1-F-cocycle est une l1-dérivation vérifiant D6 + 6D = o ;

c'est donc un vecteur tangent en vertu de la proposition 3 du § 1. 0

Soit (AZ,d) le modéle bigradué de H*.
Le camplexe A*(AZ,d) peut &tre muni d'une graduation inférieure par
r _ r 5
AS(AZ,d) = {6 € Der (AZ) : Zp - (/\Z)?_r_s}
et 85(az,d) = 65 (x2,8) s < afth

r S
As (Az,d) .

Cette filtration munit les groupes FZ*, 1:‘B* et FH* d'une filtration. Il en
est de méme de 1'espace tangent au point d & W : T,Zl (AZ,d) .

Cette filtration a un intérét géoamétrique : le modéle bigradué d'une
k-A.G.C. est un modéle minimal formel pour lequel toute la structure de n-produits
de Massey matriciels ([13]) est triviale pour n = 3. Un modéle filtré (aAZ,D) tel
que D=4 + dr + dr+1 + ... avec d2 = d3 = ... = dr—l = 0 est le modéle d'un espace
wr ol tous les i-produits matriciels de Massey sont nuls pour 3 < i <r.

La filtration vzis (AZ,d) (s = 2) fournit une décomposition de 1l'espace tangent en
espaces tangent aux sous-variétés emboitées correspondant aux strates W s c'est-a-
dire aux espaces pour lesquels di =0 2<1i<s etdont, en particulier, les

i-produits matriciels de Massey sont nuls pour 3 < i < s.

Interprétation des groupes L..Zc'(/\Z,D) et ,.,BO(AZ ,D) .
Rappellons tout d'abord le th. suivant de Sullivan [17].

Théoréme : Soit (A,dA) une A.D.G.C. connexe minimale et ¢ un automorphisme de
(A,dA) .
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) ¢ est hamotope & 1'identité : @~1.
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F~COHOMOLOGIE D'UNE A.D.G.C. FILTREE

sdy * dpS S .

2) p=e ol s est une dérivation de A de degré -1.

Soit (AZ,D) g (A,dA) un modéle filtré de (A,dA).
Tout automorphisme de (A,dA) induit un autamorphisme de (AZ,D) préservant la fil-
tration [10].
Considérons donc la variété V des automorphismes de 1'A.D.G.C. filtrée (AZ,D).
L'espace tangent a V au point 1 (1'identité) est formé des dérivations 6 de
Derg (AZ) vérifiant 6D = D c'est-3-dire des éléments de FZO (AZ,D). En vertu du
théoréme ci-dessus, l'espace tangent aux autamorphismes homotopes d 1'identité est
isomorphe a FBO (AZ,D) .
Donc :

Proposition 5 : 1) FZO (AZ,D) est isaomorphe & 1l'espace tangent de Zariski a la va-
riété des automorphismes d'A.D.G.C. filtrée de (AZ,D) au point 1.
2) FBO (AZ,D) est isomorphe & l'espace tangent de Zariski & lasous-

variété des automorphismes hamotopes & 1'identité.

Un exemple : La sphére Sz.

Le groupe 1T,ZO (AZ,D) est isorrorohe k et le groupe 1_,B (AZ,D) est nul.

H (Az,D) 5k et T, (Aut. %), ia) ¥ k*.

On peut interpréter ces autamorphismes :

choisissons pour tout entier p # O, une application '6' : 82 - S2 de degré p.

'5 est un automorphisme sur Si. L'automorphisme 013 kl H Sﬁ - S]i n'est autre qué
le passage en k-hamotopie de la suite 52 14 2 £

Ces différentes multiplications ne sont homotoves 3 1'identité dans S]z que si

P/r = 1.
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CHAPITRE 4. LA RIGIDITE
Un vecteur tangent 3 une variété algébrique W est dit <ntégrable s'il peut s'écrire

camme vecteur tangent & une courbe de W. Un point est simple si tout vecteur tan-
gJent est intégrable. Chaque fois que 1'on se donne une famille & un paramétre

>
Dt =D+ th) + t” D2 + ... de dérivations de A7, on se donne le noint Générique
d'une courbe et son vecteur tangent D1

Ce D, adpartient au groupe L (AL.,D) Si la déformation est triviale, il existe

une famllle 3 un paramétre d'lS(I"DI")hlSIYES @, = 1+ t(pl + t (92 ... tel que
O * Dt = D. En dévelopnant, on obtient en particulier Dl = Dpl - wlD c'est-3-dire
D € 1.,B (AZ,D). Inversément :

Théoréme 1 :
Si F,I-Il (AZ,D) = o, alors le point D est ricide dans W. Tout vecteur tangent & W au
20int D est intécrable. Le point D est un noint simple.

Démonstration : Soit Dt une famille 3 un parametre de diffirentielles de la forme
_ 2
Dt—D+tDl+t D2...

La déformation infinitésimale D1 appartient au groupe r,Zl (AZ,D) .
3i FI-Il (AZ,D) = o, Dl appartient au qroupe 1_:,‘B1 (AZ,D) et neut donc s'Zcrire sous la

forme : D1 = Dtpl - (plD od @) € Der® (AZ). )
ot

Posons wl =e .\pl est une famille & un paramétre d'automormhisres et
vy *Dt=D+t2Dé+
Dé appartient de nouveau au groune Ezl (AZ,D) et on trouve ©, et l,')z ... ainsi de
suite.

Le point D est simple : en effet, tout vecteur tangent T appartient a le(AZ,D)
et donc a F.Bl (AZ,D). T est donc de la forme T = D(p1 - (plD. Tl est tangent a la
courbe ewlt. m]

L'annulation de FH1 (AZ,D) est une condition suffisante de rigidité. Elle est nar-
fois nécessaire :

Théoréme 2 :

1) Si le point D est simmle, alors FH1 (AZ,D) mesure l'cbstruction 3 la rigi-
dité ce D.

2) Si F1-12 (AZ,D) = 0, alors le noint D est simple.

Démonstration du théoréme :
Dire que Dl € FHI (AZ,D) meut s'intégrer en Dt de la forme D

=1 +
" D+t.1)1 ... avec



LA RIGIDITE

Di = 0, revient d rechercher DZ’ D3 ... tels que
2
(2) D2D + DD2 Dl

(D, D, + D, Dl)

1]
|

(3) D3D + DD

3

eseces

(m) DD+ DD =~ (D, D _, +DyD _,+ ... +D ;D).

Résolvons tout d'abord (2) :

Di € Fz2 (AZ,D) car D. € le (AZ,D) .

1
D'ol : Di € FB2 (AZ,D) et (2) est résolu.
Supposons avoir résolu (2) (3) ... (n-1).
Montrons que (n) pmeut étre résolu.
Le second membre de (n) apnartient & 1;‘32 (AZ,D) : montrons pour cela cue
6(i+§=n Di Dj) = o.

i, 51

Le lemme 3.2 nous donne l'égalité suivante :

8( £ D,D) = I (8(D,) D,=D,.5(D,).
i+j=n 3 i4gen A
1,51 i,51

Camme 5(Di) = DDi + DD, 1'hypothése de récurrence montre que la samme précédente
est &gale a :
z - =z DleDj+ b DiDmDr),

i+j=n 1+k=i mr=j

i,5=1 1,k>1 m, r>1

ce qui est trivialement nul.

Camme 14.,(-12 (AZ,D) = 0, lasame I D, D. s'écrit DD_ + D D. O
L i n n
i+)=n
i,3>1

FORMALITE INTRINSENUE ET RIGIDITE.

Théoréme 3 : Soit k un corms algébriquement clos et (AZ,d) un -modéle bigradué.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) (AZ,d) est intrinséquement formel.

2) d est rigide dans Nk.

Démonstration : (1) = (2) est immédiat. (2) = (1) car 1l'orbite de d est une sous-
variété fermée, (et ouverte dans W).

Proposition : Soit (AZ,D) un k-modéle £iltré et K une extension de k.
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Supnosons K algébriquement clos et WHZ (Az,D) = O.
Les propositions suivantes sont équ:':valentes :
(1) D est rigide dans Y.

(2) D i K est ricide dans WK

Démonstration : ré&sulte du fait que la dimension d'un espace tangent est invarian-
te par extension des scalaires.

Exemple 2. L'espace formel (AZ,d) de cohamologie * suivante est intrinséquement
formel et vérifie ' (az,d) #O.

BH* = A(x%, y,‘ z, t, t")/(xy, Xz, vz, tx, t'y, ty--zz, t'x-—z?', zt, zt', tt'")

x| = lyl =5 ; |z[ =14 polel = et =23

Pour le détail des calculs, nous renvoyons le lecteur a 1l'annexe 1.



CHAPITRE 5. OBSTRUCTIONS A IA FORWALITE INTRINSENUE
Construisons pour toute différentielle D sur AZ une suite d'obstructions

Op (D) & l'existence d'une équivalence d'homotonie rationnelle entre (AZ,D) et
(AZ,d). Ces obstructions appartiennent aux grounes r,H'l3 (AZ,d) p=1.
Si FHl (AZ,d) = o, toutes les obstructions s'annuleront et 1l'esnace sera in-

trinséquement formel (th. 1).

Construction des obstructions.

D peut s'écrire D = 4 + d2 + d3 + ... avec di : Zo (AZ) Y d annartient &
21 (hz,d).

Pour que D apoartienne a l'orbite de d, c'est-d-dire vérifie D = <pdq>-l avec ¢ de la
forme o = 1 + (.Dl + (p,, ... et (p H ?q (A.J) i il faut en r>a:rtJ.culJ.er cque d
soit de la forme dp; - @, d, c'est-a-dire [d, ] egal o dans '~"H1 (AZ,d).

Ol (D) = [d2] dans E‘Hl (AZ,d).

Une fo(jés cette obstruction levée, pour chacun des ©
=l - ' !

v, =e . Y xD d+d3+d4+..

1='ov.1r que D appartienne & l'orbite de d, il est nécessaire que [d ] = 0 dans

‘=‘H2 (AZ,d) pour un des @,. Ceci constitue la seconde obstructlon : 0,(D) = [d:';]

1 obtenus, considérons

dans E‘HZ (AZ,d). Et ainsi de suite ... On obtient de cette maniére une suite
d'obstructions Oﬁ(D) .

Proposition : Ces différentes obstructions sont naturelles.

Démonstration : Supnosons que ¢ x D =d + dn+l + dn+2 + ... et que @' x D=
d+d1:l+ dx'1+1 + ...

Montrons que [dr'1] =

Come ¢ x D et @' x D ont méme type d'hamotonie, il existe 6 = 60 + el + 62 + ...
avec

1) 8, = Z_ + (AZ)

i 2 p-i
2) (a4 + dn+l +dn+2 + ...»)(60+ 6, + 62 + ...) = (eo+ el + 92 + ...)
] )
(d+d +al o+ .

3) eo est un automorphisme d'A.D.G.C. de (AZ,d).
Camposant 1'équation 2) avec 9(_)1 1'on obtient

o1« (6 x(0'*D)) .

-1
] * (px D) o

(0]
Posons § = 651 8, nous obtenons
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-1
@+ e0 dn+1
Et donc d\bi = wid 1<ic<n-l
- 1
dwn = q;nd + dn’

Cette derniére équation n'implique pas que [d}'l] = 0 car vy n'est pas une dérivation

eo+ L) (1 + byt Uyt L) = (1 Tty "')(d+dr'1+ dr'1+1+"')

Cependant, comme “’1 cammute avec d, e ! cammute avec d.

(] -
e 14 (g * (@"#D)) = (1 + q;é + ...) @A+ dl" + dr'1+l )@yt !
I}Jé cammute de nouveau avec d.
L'équation _ _ - _
¥2 LS _ vy .
e x (e * (60 * (pxD))) = e * (e * (P * (@'*D)))

peut s'écrire

-1 _ " " -1
a+ eo dn+1 eo+ ee = (1+1p3+ ...)(d+dr‘l+dx'}+l+ a1 + Pyt el) .
Continuons jusque ‘1’;2?;3) qui cammute encore avec d, nous obtenons

-1 _ (n-2) (n~-2)
d+ 8y S bg t eer = A +y 7+ ) (a+ dl"l + dljﬁ_l + ..+ Vo1 F eed)

(n-2) _

Et donc dn =ab

(n-2) (n-2) 1
wn—l d avec lpn__l dans Dern_2 (AZ) .
[d;l] est donc nul. m]
Toutes les obstructions sont donc naturelles. Ce qui dépend des choix, c'est la

classe d'hamotopie de 1'isamorphisme o.

Aoplications.
Redémontrons tout d'abord le théoréme de Halperin-Stasheff [10].

Proposition 6. Si =0 1<p<1 et p > 31+1, alors FHl (AZ,d) = o et
1'A.D.G.C. bigraduée (aZ,d) est intrinséquement formelle.

Démonstration :
Montrons que FHI (AZ,d) = o. Soit d. € Zl. (AZ,d). Il faut trouver .

5 € ¥5-1 251 dans
o _ - o - =
Derj_1 (AZ) tel que dj = d(pj_l ‘oj—l d. Sur Zor Zyr eeey Zj-—l’ posons wj-l = o.
Sur Zj’ dj (x) est un bord pour chaque générateur x. [Puisque Z]; =0, O<k<],
Z=0, n>1 et 0<k< (1l

Définissons ij_l (x) camme égal & un y de (Az)lf tel que dy = dj (x). Nous obtenons
alors sur Z<j d. = o,y - ‘Dj—l d.

J J
Prolongeons (pj-l sur (AZ) <5 en une dérivation de degré zéro. Supnosons par récur-

rence avoir construit ij_l sur (’I\Z)Ql. Construisons @, , sur Z .,. Soit x € Z ...
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4, appartient zjl._l @ et verifie donc dd; + d;d = o.

I1 s'ensuit que :

A + 0y DG = ~(d; - Gy )AG) =0y &) =o.

Choisissons alors un y tel que dy = (dj + qu_l d) (x) et posons cpj_l(x) =y.
On obtient donc : dj (x) = (dpj_l + @j-l
On prolonge en dérivation sur (AZ) <1’

d)x sur Z<n+l'

m}

Proposition 6' :
si® =o 1<p<1l et »>r+l (o0 r est défini comme suit : il existe
AR > AG > H* »> o0 une présentation de H* avec (/\R)q =0 1<qg<r) alors

FI-I1 (AZ,d) = o et 1'A.D.5.C. bigraduée (aZ,d) est intrinséquement formelle.

Démonstration : similaire. m}

Proposition 6" :
sifP=0 1< p<1l et p>nl+r ol r est le degré des premiéres relations,
alors FH; (AZ,d) = o pour s > n, et il existe exactement n-1 cobstructions a lever.

Démonstration : similaire. O

Obstructions o, (D) d'Halperin-Stasheff.
Dans [10], Hali)erin et Stasheff construisent une suite d'obstructions OD(D) .
Op(D) est 1'cbstruction & trouver un automorphisme ¢ de AZ tel que ¢*D = d sur

(/\Z)<p+l.

Ces obstructions se construisent par récurrence sur p : suppoéons qu'il existe un
autamorphisme ¢ de AZ tel que @w*D = d sur (/\Z)<p ; remplagons D par ¢*D et formons
1'application linsaire O(D) € Hom'(Z_, , H*)
I

o(D) (z) = [dp+l(z)] z € Zp+1.
Op(D) est la classe de O(D) dans Hcm1 (2 o1’ H*) /Y (Mn) ol Mn désigne le sous-espace
de Dero(/\z) formé des dérivations 6 vérifiant 6d = df sur (AZ) <n’ et ol
Y(8)(z) = [6 D z].
‘Camparons ces obstructions aux ndtres Op(D) .

Op(D) est 1'obstruction & trouver un iscmorphisme ¢ de AZ tel que (@*D - d) baisse
la filtration de p+2 unités au moins.
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Y. FELIX

Proposition 7. Il existe une injection linéaire

o Ful (AZ,d) - Hom! (Zgyqr B /Y0L)) telle que p(0, (D)) = 6P(D).

Démonstration : Si D € Pzp’ posons p(D) : Zp+1

Cette application se prolonge en une application de 1:,Hll) (AZ,d) dans

Ha' (Z,), H9/(v(4)) car (o, d = do) =lo, al € y(H).

-+ H* par p(D) (z) = [D(z)].

Cette application est injective, car si 4 1 et d")+ appartiennent a Z (AZ,d) et

ont méme restriction a Zp+l’ alors il existe "Dp tel que dp+1 - dp+1 = dmp - (pp d.

Corollaire : Op(D) =0 ssi Oo(D) =

R_em_axgg Nos obstructions O (D) sont cependant meilleures que celles de H.S. :°
FHp (AZ,d) = O est une condJ.tJ.on nécessaire de formalité 1ntr1r1seoue si H =0,
0<p<1l et p>51+2 (démonstration § 6), tandis que Hom (Zml’ H*)/Y(” ) =0
est une condition nécessaire si B = 0 0 < p<l et p> 41+1.

Exemple 3. Montrons que 1'espace S5 X (S14 v 823) v S5 est intrinséquement formel.
Nous montrerons que 1,_,Hl (AZ,d) = O et donc que toutes les obstructions OD(D) sont
nulles. Nous montrerons ensuite que les groupes Hom1 (z Y H*) /Y (M ) sont non
nuls. Décrivons tout d'abord le modéle bigradué. Nous ne renresentons dans 1le
tableau que les générateurs et leur différentielle.
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Y. FELIX

Les dérivations d2 qui anticommutent avec d (c'est-ad-dire € in (AZ,d)) sont défi-
nies par dz(zl) = aXg, dz(zz) = Bx3, d223 = rx, et dzz4 = s%,.
Cependant, 1l'obligation de les prolonger a tl’ t2, t3, t4, t5 et t6 entraine que
a=B=r=s=o0.
Les groupes Hcml (Zo, H*) /v (Mn) sont non nuls. En effet, 1'application dz de
1 L _ _ =
Ham (Zz, H*) définie par d2(zl) = [0LX3], dz(zz) = [Bx3], d2(23) = [D<4],
dz(z4) = [sx4] ne peut s'écrire [dcp1 - <pld].

Obstructions d une équivalence d'hamotopie.

Soit f un automorphisme de H*. Nous pouvons construire (comme H - S [10])
une suite d'obstructions O > (D, D', f) 3 1'existence d'une application
© : (AZ,D) > (AZ,D') induisant f en cohomologie.
Pareille application existera ssi il existe  : (AZ,D) > (AZ, £ © % D') induisant
1'identité en cohomologie, avec f un automorphisme de (AZ,d) induisant f en cohamo—
logie.
En vertu du th. 1 pareil Y existe ssi il existe une awplication 6 : (AZ,D) -
> (AZ, Tl D') tel que 6-id. baisse la filtration d'au moins une unité. Posons
D" = _f—l * D',
Nous pouvons construire une suite d'obstructions Op (D, D', f) came suit : posons

Bn—l(D) le sous-espace vectoriel de 1:,Zrll__ (AZ,d) formé des expressions de la forme

1
(d/6, 1+ [dy8 o1+ ...+ [d _;,0,]

ol les ei appartiennent a A(j:_’ (AZ,d) et satisfont aux relations

i

(4,651 =~ 1 [dy8;, ;] 1<i<n-2.
j=2
. ) "l = 1 I -

Si 6 existe, alors [d2 d2] = 0 dans le (/\Z,d)/Bl (D) = FH1 (AZ,d). C'est la pre
miére obstruction Ol (D, D', f). Elle est nulle ssi il existe 91 avec d2 - dg =
del - eld. 91
Remplagons alors D" par e ~ % D". d, devient égal & 4%

2 2°
Si 6 existe, il n'est pas vrai que, pour 1l'un des el, [d3 - dg] soit nul dans

1
FH2 (AZ,d). Il est cependant vrai que, pour tout el, [d3 - dg] doit é&tre nul dans
v5 (A2,d)/B,.
Ceci constitue la seconde obstruction 02 (D, D', f).
En continuant, nous voyons ainsi apparaitre une suite naturelle d'obstructions
indépendante du corps de base & 1'existence d'un isamorphisme ¢ réalisant une ap-

plication £ donnée en cohomologie.

o, 0, D', f) € szll (aZ,Q)/B_ ().
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Une algébre filtrée (AZ,D) de cohomologie H* est dite k-générique si son orbi-
te est dense dans la variété W.. Sik est algébriquement clos, il revient au méme

de dire que W ne posséde qu'une seule camwposante, et que la dimension de l'orbite
de (AZ,D) est égale & la dimension de .

Sur les réels, cette définition est encore &juivalente 3 la suivante : (AZ,D) est
R-générique, si pour toute autre algébre filtrée (AZ,D') de cohomologie H*, il
existe Dt famille & un paramétre de différentielles, et une famille & un paramétre

d' isamorphismes @, avec Do =D, @

o = 1, @, inversible pour tout t < 1.

= -1 [ -1
Dt—th(pt pour t <1 et D —lnnt_>1(ptDcpt .
Lemre : 1) Si (AZ,D) est k-générique, alors (AZ,D) est k-rigide.

2) Si k est algébriquement clos et si W est irréductible, alors (AZ,D) est
k-rigide ssi (AZ,D) est k-générique.

Démonstration : Evident 3 partir des définitions. O
Exemple 4 : B = ¢ (55 v s v s%).
On peut voir qu'il existe deux types d'homotopie rationnelle dont 1l'un est rigide
et 1'autre formel. Le type rigide admet pour modéle homotopique (S3 v 533) U e8
w désigne le crochet de Whitehead : w = [S3, [s3, s311. .

ol

Le caractére générique de S3 v S3 u e8 peut s'interpréter par 1'égalité :
S3VS3v88=lim S3VS3 u e8.

e m Lo

mEN

3 3 8
En effet, dans S v S~ U e, [w] est nul.
-1
m

Lorsque m tend vers 1l'infini, 1l'application de recollement de e8 devient homotoni-
quement nulle.
Cet exemple se trouve aussi dans [1] ol l'on distingue les différents types d'homo-

topie de méme type d'homotopie rationnelle que S3 v S3 U e8.

w
Théoréme 4.
1) S'il n'existe aucune algébre C-rigide, alors il existe une infinité de typeé
d'hamotopie réelle distincts.
2) Si dim. FH1 (AZ,d) =1, alors il existe au maximum deux types d'homotopie com-
plexe distincts et les types non formels sont rigides.
3) si dim. H' (az,d) = 2 et s'il existe une algdbre C-rigide, alors il n'existe
qu'un nombre fini de classes d'homotopie réelle.
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Démonstration :

1) Evident, car il n'existe aucune algébre dont la dimension de 1l'orbite soit éga-
le & celle de la variété.

2) si D € 0(d) alors dim O(D) = dim O(d) + 1 et O(d) < O(D).

Il ne peut exister au maximum que trois types d'hamotopie réelle.

3) Supposons qu'il n'existe qu'une seule camposante. L'orbite de 1'algébre
C-rigide est dense. Son camplémentaire est formé d'un nombre fini de variétés de
dimension supérieure ou égale d dim. 0(d) + 1. Chacune de ces variétés ne contient
qu'un type d'hamtopie comlexe. Il n'existe donc qu'un nambre fini de tymes
d'hamotopie réelle [6]. S'il existe plusieurs camposantes, on se raméne a 2).

Théoréme 5.

sitP =0 oc¢< p<1l et p > 51+2, alors FI-I1 (AZ,D) mesure 1l'obstruction & la
rigidité de D. En particulier FHI (AZ,d) mesure l'obstruction a la formalité
intrinséque de (AZ,d).

Démonstration :

Il suffit de montrer que tout vecteur tangent D, est intégrable, ce qui revient 3

1
résoudre les équations :
_ 2
(2) DD, + D,D = -Dj

(3) DD3 + D3D = —(Dl D2 + D2 Dl)

(n) DO +DD=~- I D, D.
n n it+j=n .
i,5>1

Posons D, = o sur 7_,.
. re) o 2

Soit x € Z4, d” x=251+1 et d D1 X > 51+2.

En vertu des hypothéses, il existe y tel que Df x = dy.

Posons D2(x) =y. On construit ensuite D3, D4, cees Dn par récurrence. 0

Un cas particulier est intéressant :

Proposition 8. Si =0 1< p<1l et p> 4l+1, alors
1) Toute application linéaire d2 22y > (AZ) ° peut se prolonger en une dérivation
D=d+d2+ .. SUr AZ.
1 ~ 1 ~
2) FH (AZ,d) ~+ FHI (AZ,d) - Hom (Zz, AZO)/s.e.v. < dtol - wld > ol 2] narcourt
Der‘l) (AZ) .
3) Les différentes orbites de W sous G2 sont des sous-variétés linéaires fermées
~ 1
W/G2 > E’Hl (Az,4) .
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4) Si dim E,Hl (AZ,d) > dim Aut H*, alors il existe une infinité de types de
k-hamotopie distincts.

Démonstration.
1) Si z est un générateur de 7, , &z > 41+1. d° paz > 41+3.

>41+3 >41+2 avec do = Ddz.

Camme Ddz appartient a (AZ) , il ex:.ste o dans (/\Z)
Posons D(z) = dz—a. On vérlfle que D =o0.
Procédons ensuite par récurrence sur n = 3. Supposons avoir construit D sur

(AZ)<n. Construisons D sur Zm_1 D doit s'écrire D = 4 + dz + d3 + ... avec la

suite de relations (2) dd + dzd = o.
3) dd + d3d —d:_‘,
(s) ad -+ dd = - i+jis+1 4, dj'
i, 2
Supposons avoir construit di 2 < 1i<pavec les relations (i) 2< i< p.
Oonstruisc:nsclp_'_l telqueddp'_1 (dd +dd ...+dp+1d).

I1 nous suffit pour cela de vérifier que

d(ddp+d3 -1 "'+dpo-ld) = o.

En posant d1 = d, et en vertu des hypothéses de récurrence, on obtient la suite
de relations : )

ptl ptl ptl i
9 (iir 9 %+r—i) iir dl)dp'l-r—l = if:-r JEI djdl+l-J ptr-i
P pt+l
=—1ird(r£ drp+3—r-)=°'

2) évident.

3) Toute différentielle sur W peut s'écrire D =4 + d2 avec d3 = d4 =0, ‘car W est

la variété des différentielles de Az/(r2)”"'"2. L'orbite de D =d + d, sous 5,

est 1scmorohe 4 la variété linaire fermée {d + d, + dv, - ©,d | ¢, parcourt
(AZ)}

4) Soit (AZ,D) une algébre filtrée. Elle ne peut jamais &tre rigide, car d'une

part dim W = dim 0(d) + dim H' (AZ,d), et d'autre part dim O(D) < dim O(D) +

dim Aut H*.

Exemple 5. H* = m¥ (s> x (5% v s%)).
2 2
HY = A%y, X5, %)/ (%5, X7, X5). x| =[x, = 2, |x3| = 3.
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Le modéle bigradué (AZ,d) de H* cawrend :

Tt Xy Xy Xy I | = Ix,| =2 5] =3 ax; = o
Zy t Yyr Yor Y3 |yi|=3 1<i<3
ay, =% oy, = % dyy = %)%,
Zy P 21r % dz) = x)¥3 = X5v) dzy = X)¥y = Xp¥3
lz;| =4 1<i<2

Z3 $ eeeees

Nous sammes dans la situation de la proposition 8. L'espace vectoriel < d2 >
des applications linéaires lec > (AZO) T+l est isamorphe a M2x2 o).

L'identification étant obtenue en associant & la matrice (% g) 1'application li-
néaire d,(z;) = a(x;x;) + B(x,X;)

d2(z2) = Y(x1x3) + 6(x2x3) .

L'espace vectoriel Der‘l) (AZ) est isamorphe & Q3, 1'identification étant obtenue
par :
(&r W, V) > @) = 0 (y)) = exq

@) (y,) = uxy

@y (y3) = vx,.
2 (zl) et ml(zz) sont toujours nuls.
On en dsduit que < do, - @,d > ¥ {(K )} a'od din Ful (rZ,d) = 1. L'espace n'est
pas intrinséquement formel.
Soit 1l'algébre filtrée (AZ,D) avec D = d + d2 et dz(zl) = X Xq, dz(zz) = o.

[e]

, . _ . s 1o
L'espace vectoriel < d2 @0, = @ d2 > est isomorphe a {(o o

)} d'od :.Hl (AZ,D) = o
et 1'espace (AZ,D) est rigide. )

Le th. 4 nous affirme qu'il existe au maximum deux types d'hamotopie camlexe.

On peut vérifier ([10]) qu'il n'existe que ces deux types rationnels d'hamotonie.
Exemple 6. Si H* = H¥ (S° x (5% v §°
dim aut H* = 10.

Il existe donc une infinité de types d'hamwotopie réelle et rationnelle.

v %)), alors dim F!-Il (Az,d) = 18, et

Exenple 7.

X = [(S2 v SZ) b4 S3] v [SS v Ss].

I1 existe 6 types d'hamotopie rationnelle distincts de méme cohamologie que X.
Représentons-les dans un diagramme ol les fléches représentent les possibilités de
passer d'un type a 1l'autre par passage 3 la limite.
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(82 xS3) v Slz) U e5 u e5 U e5.
a -1 -1
(m (u2+wl) n “w, D Ty
p—»oo m > ©
r
xsHhvs v € v Sve Evshxs® v @ u el
a -1 -1 a -1 -1
(m w2+wl) n “w, n “w, P “w,
m > o D>
n > o
2 3 2 5 5 5 2 2 3 5 5
((Saxs)va —1U e’) vsS vSs [(savsb)xs]_u e’ v S,
m Wyt n w,
m > «© n -+ o

[(Si v 512)) XS3] v vs.
_re2 o3
w = [Sb’ s7]
wy = [sﬁ, [ssz, si]]

wy = [s2, (sf, s211.

Exemple 8.

Construisons maintenant pour tout n une algébre de cohamologie admettant exactement
2" types d'hamotopie différents.

L'algébre considérée sera l'algébre tronquée en dimension 24 n du produit tensoriel
AZ ® AT ol Z0 est formé de % et de X, enzdegré 38 n,

Zl de ¥yr ¥, en degré 16 n-1 avec dy1 =X et dy2 = XX,

Z2 de z, en degré 24 n-2 avec dz1 = Y XY oX, -

AT est 1'algébre libre engendrée par les variables

%24 n-1' *8 n+1’ *8 m#3’ ' *10 n-1’ *14 n’ *14 nt2r -
X avec &%, = i
16 n-2 Ve ¢ ¥; = 1.
La seule obstruction est formée par les d, : 254 2, (/\Z)é4 1o
2n-1
) =a X L+ z o, X A X _iqe
1 24 n-1 724 n-1 ii .r18n+1 16 n-i-1
=1

dz(z
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L'espace des d2 est de dimension n, dimension FHZ (d) = n.

On peut vérifier que les types distincts d'hamotopie correspondent aux familles de
n éléments formés de O et de 1 que l'on peut prendre pour écrire 4,.

On cbtient ainsi exactement 2" types d'hamotopie.

Exemple 9.

Soient 2 € p < g < r trois naturels, alors :

a) sP x s x st et (5P x s9) v sT sont toujours intrinséquement formels.

b) Py Sq v st est intrinséquement formel ssi (r-2) ne s'écrit pas camme combi-
naison linéaire & coefficients naturels non nuls de (p-1) et de (g-1) avec somme
des coefficients = 3.

c) (sP v sd x s¥ est intrinséquement formel ssi (r-1) ne s'écrit pas camme combi-
naison linéaire & coefficients naturels non nuls de (p-1) et de (g-1).

Exemple 10.

Considérons maintenant un exemple d'espace ol les types d'hamotopie rationnelle
sont plus nombreux que les types d'hamotopie réelle.

Posons H* = A(x, vy, x, 8)/I

ol I est 1'idéal engendré pvar (xy, rx, ry, Sx, sy, r3, s3, r2, rsz).

Ix| = |yl = 7. , || = |s| = 10.
Le modéle bigradué de H* prend la forme
tx, ty rz, sz, rs .1. 20
/7
u, v < 4 19
/7xy 1 14
t 4 13
r,x 1 10
X,y l_ 7
Considérons la famille (Doc’ o # 0) de déformations de la forme
D (W) = tx + r’ + as®
Du (v) = ty.

Da et DB seront k-&quivalents ssi af est un carré dans k. Il existe ainsi une in-
finité de types d'homotopie rationnelle de méme algébre rationnelle de cohamologie,

et de méme type réel d'hamotopie. Ces différents tvnes sont paramétrés par les
entiers sans facteurs carrés.

Remarque :

Deux types d'hamotopie rationnelle distincts de méme algébre rationnelle de coho-
mologie peuvent donc avoir méme type d'hamotonie réelle. Deux types d'homotopie
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rationnelle, méme intrinséquement formels, différents, peuvent avoir le méme type
réel d'hamwtopie :

Exemple 11.
Considérons les algébres (A , d, ) formelles de cohamologie A (x, 9/ + ny

n € 2~{o} x| =]y| = 2.

Ces différents espaces sont tous intrinséquement formels pour leur cohamologie,
mais (Ah’ dA ) n'est k-isamorphe a (Am H dpm) que si le produit m.n est un carré
dans k. n

Dans ce cas, il existe un k-isamorphisme U\“ dA (Am, dAm) donné par

o) =xetoly) =/m/ny. n

Nous pouvons de cette maniére exhiber deux espaces intrins@quement formels non
Q-&quivalents, mais RR-&juivalents.

2: x3)

) 2
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CHAPTTRE 7. PRINCIPE DE SEMI-CONTINUITE
Une application ¢ de l'ensemble des k-types d'hamotopie d'une cohamologie H* dans

N est dite semi-continue supérieurement, si chaaque fois que D1 appartient & 1'adhé-
rence de 1l'orbite de D
@) = ¢(D).

Théoréme 6.

a) Si ¢ est une fonction semi-continue supérieurement sur une variété W associée

d une k-A.G.C. H*, si (A%Z,d) désigne un modéle bigradué et (AZ,D) un modeéle filtré,
alors @(d) > @(D). '

b) Sous les mémes hypothéses, si (AZ,Dl) est une algébre générique, alors

®(D) = @(D,). ]

L'algébre formelle maximise donc toutes les fonctions semi-continues supérieurement
Une algébre générique les minimise.

Proposition 9.
Les fonctions dim FZl (AZ, =) et dim FH" (AZ, =) sont des fonctions semi-continues

supérieurement sur W.

Démonstration :

La dimension de 1‘..Bi (AZ,D) est égale au rang du.systéme formé var les éguations
linéaires ¢D - Dy ol ¢ parcourt une base de Derl-'1 (AZ). Le rang est une fonction
semi-continue inférieurement : il ne peut que diminuer par passage a 1'adhérence.
Les fonctions dim FZi (AZ, =) et dim FHi (AZ, =) sont donc semi-continues supé-

rieurement. m}

Corollaire :

Dim aut. (AZ, -) est une fonction semi-continue supérieurement.

Proposition 10.
Les fonctions X - n-i(xX , id) = Ty (B aut. X) sont semi-continues supérieurement.

Démonstration.

Rappellons cament calculer ™ (XX, 1) 1> 1 [7]. On construit tout d'abord le
10n S perton S ... S Der®(q) avec (4,d) un modele minimal de x.
Der_:.L (M) désigne l'espace vectoriel des -i dérivations de M, c'est-a-dire des ap—
plications linéaires 6 : MI » M verifiant (@) = 6(a).b + -1)F a o).

§ désigne le crochet avec d : §(6) = od - (-l)i de.

conmplexe Der
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Les groupes 7, (XX, id) sont les groupes d'homologie de ce camwplexe. Le rang d'un
systéme étant une fonction semi-continue inférieurement, les dimensions

dim 7+ (Der* (M), 8) et i (Der* (M) , §) sont des fonctions semi-continues supérieure-
ment. 0

Proposition 11.
Les fonctions dim 7

1

b

(AZ, =) sont des fonctions semi-continues supérieurement.

Démonstration.

Rappellons que 1r$ (A; ,D) est isamorvhe a Hi (Z'Df) ol | est la projection naturelle
AZ + Z. Comme dim Z* (Z,D;) est une fonction semi-continue supérieurement, le
résultat s'en déduit trivialement. [}

Corollaire.

Soient X, Y, Z trois espaces de cohomologie isomorphe a H*.

a) Si X est formel, alors Vi, dim nul) (¥) < dim n$ ).
b) Si Z est générique, alors Vi, dim 7> (2) < dim 7 (¥). o

P Y
Désignons par s TT‘TJ (AZ,D) la cochamologie sphérique de (AZ,D), c'est-a-dire 1'image
par 1'application de Hurewiez [* [10] de H (Az,D).

Proposition 12.
Les fonctions dim STI’J; (AZ, =) sont des fonctions semi-continues supérieurement sur

la variété W des modéles filtrés d'une cohomologie H*.
Démonstration : similaire.

Munissons AZ de la graduation définie par la longueur des mots.

Ecrivons D sous la forme D = dl + d2 + d3 + ... Ol di (x) désigne la partie de D(x)
appartenant a Az, D2 = o0 conduit a la suite de relations :

2 -

d1 =0 ’ dld2 + c12d1 =0 b eeeaes

:ﬂ‘T}(AZ,D) = B¢ (2,4)).
La partie quadratique de d2 de la différentielle D munit ‘qu"; d'une structure d'al-
gébre de Lie.

Considérons la suite centrale descendante :

*) = TT:B, I‘Z(Tr*) = [n*, 7*} ... T (r*) = [m*, Fi(ﬂlT;)]'

R VT T
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Proposition.

Si D1 € O(D) et si -dim ‘IT$ (D) = dim n$ (Dl) ,

alors dim ‘IT]I (Dl)/I‘i "I; (Dl) > dim 1T$ (D)/I,i “;r: )’ vi=> 2.
Démonstration.

Supposons avoir mis un ordre d° sur les générateurs de Z. Choisissons alors une
®...®z denzavecd(z) <d(zy) <...<dNz).

etp2:A22->Z.

base z, ® 2,

Il existe alors deux applications linéaires 123}
Notons dg : AZ Z - A2 Z 1'application camposée dg = dz P, et 0323 1'aoplication

9 Py-

dg et dJ.; sont donc des applications linéaires.

51 52 Si-1
Or dim m*/. %y = dim n Ker (4, 4,7 ... d 4,).
VT (M) s;=aoub 2 2 2 2
Les fonctions dim w*/ sont donc semi-continues supérieurement.
VT (TT?!;) O

Exemple 12.

Soit H* = H* (S3 v S v 58) SAalx, vy, v/ (xy, tx, ty, t2). Nous avons vu qu'il

existait pour la cohamologie H* deux espaces : l'un est formel, et 1l'autre,
PP 5 3 3 8 _ a3 3 3

générique, a pour modéle (Sa v Sb) (l,J, e avec w = [Sa, [Sa, Sb]].

3

Vérifions le principe de semi-continuité des automorphismes : Aut (S3 v 83 v SS) 5

el L2 (Q) x O%, tandis que aut (S3 v S3 U e8) est isamorvhe au sous-groupe de
w
G L2 (Q) formé des matrices de la forme (g g) avec o6 # o.

3 v 58) 5 (Lv) * algébre de

La semi-continuité de 1'hamotopie est évidentT,(S° v S

Lie libre sur 1l'espace vectoriel gradué V : V2 =Q®Q V7 =Q et V=0 i #2,7.
Tandis que m, (5> v 8% v 8% ¥ B! (1 ,d) pour la dérivation définie par AV = o,
ax = [y, [y,z]], si x désigne une base de V7 et (y,z) une base de V2

Quant & la cchamologie sphérique, dans S3 v S3 v SB, toutes les classes sont sphé-
riques.

Dans (S3 v S3) U e8, seules le sont les classes de cchamologie correspondant aux

sphéres S3 . w

Exemple 13. Espace des ocourbes fermées ([19]).

Soit (AX,d) une A.D.G.C. munie d'un quasi-isomorphisme (AX,d) fmr (modéle minimal
d'un espace simplement connexe T). Construisons (a (X,X'), 21') avec

|x'| = |x| - 1. dx = ax

dx' = sdx ol s est la dérivation de degré -1 définie sur les générateurs par
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s(x') = o s(x) = x'.
(A (X,X"), d) est un modeéle pour 1'espace 9T des courbes fermées sur T.

Proposition : Soit H* une Q-A.G.C. Désignons par 5(AZ ,D) 1l'espace des courbes
fermées sur un espace filtré (aZ,D). Alors, les fonctions dim Zi (5 (AZ, =),
amut @& (z, -, ain 1 @ 2, ), dim gt @ Gz, o), din @ 0z, o),
dim s n$ (Q (AZ, -)) sont semi-continues supérieurement.

Fonctions relativement stables.

Une fonction ¢ de 1'ensenble des orbites d'une variété W(H*) dans N est dite rela-
tivement stable s'il existe un ouvert dense U de W sur lequel elle est constante.

On en déduit que si D € U, alors sur toutes les courbes passant par D, ¢ est une
constante sauf en un nambre fini de points. )

Pour toutes les petites déformations D1 de D, q)(Dl) = (D). Cette proposition est
intéressante pour les Q-A.G.C., H* possédant une infinité de types d'hamotonie
réelle distincts.

Proposition 13.

Les fonctions dim le (AZ, =), d:.anl (AZ, =), dj.rnﬂi (aZ, =), dim 1r$ (AZ, =)

sont des fonctions relativement stables sur W.

2

A titre d'exemple : Prenons S3 X (S2 v STy Sz). En chaque point D de W,

dim FHl (AZ,D) > 8. Les types d'hamotopie rationnelle forment donc une infinité
d'ordre au moins égal & 8.

Mais pour chacune des fonctions ¢ ci-dessus, il existe une constante o  telle que
1'adhérence dans W de l'ensemble des D tels que ¢ (D) = OLLD soit W tout entier.

Ce raisonnement est valable chaque fois que W est connexe.
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Annexe 1. Exemple d'espace intrinséquement formel pour lequel FHl (AZ,d) # o.
_ 5 5 14 23 23 28
PosonsX—chdeS VSaVSbHe

_ 14 14 23 5 23 5
avec =[S, S ]+[Sa’sc]+[sb’sd]'

H¥(X) = A(X, ¥, 2, t, t")/(xy, %2, y2, t%, t'y, ty—zz, t'x—zz, zt, zt', tt').
x| = |yl =5 |z| = 14 el = |t'] = 23.

Modeéle bigradué.
5

ZO t X,y
14
z HEA
o
223 : t, t
o
29 st dt, =
1 45 1-
18 R
Zl : t2 dt2 = XZ
t3 <:1t3 =vyz
27 -
Zl : t4 dt4 = =%
= 4
tg dtg = t'y
2
t6 dt6 = ty-z
t7 dt7 = t'x—z2
36 -
Zl : t8 dt8 =zt
- |}
t9 dt9 =zt
45 | = gt
Zl : th dtlo = tt
13 _
Z2 : ul du1 = tlx
u, du2 = tly
22 _
22 P Uy du3 = t2x
Uy du4 = t3y
Ug du5 = t2y—tlz
ug du6 = t3x+tlz
>28
Z g P oeee
17
Z3 Twy dwl = uytuyx
Wy dw2 =ux
w3 diy = Wy
Z§6 T Wy dwy = u3x
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b3
&
1

5 I

e dw6 = u3y+u5x+ulz

Wy dw7 = u4x+u6y+u22

Wg dw8 = u5y+u22

Wy dw9 = Ugx-u,z

Y10 Mo = Eityugyiy, 2

W1 o’lw11 = t1t3+u4x+u2z
Zil Py d.rl = wyX

r, dr2 = W3y

Iy dr3 = w1x+w2y

T, dr4 wly+w3x

Ty dr5 u1t1+w2y

T dr6 = uztl-w3x
22> & dim 72> = 8.

Il n'y a pas d'autre générateur en dimension inférieure a 27.

1
Calculons le (AZ,d).

Les seuls d2 possibles sont définis sur Z, par

dzul = oz

dyuy = Bz
- 1 1
d2u3 =yt + y't
= 14
d2u4 ut + u't
=vt +v't’

dyu5
d2\16=lbt+U)'t'~ o, By Ye Y's w0y v, VY, Y, W €Q.
L'obligation d'étre un 2-cocycle entraine la relation
(dd2 + dzd) (wi) = o pour i=1, 2, 3.
Ceci nous améne & poser

dywy = —aty = Bty

dyw, = —at,
d2w3 = —6t3.

La méme relation pour i=4, ..., 11 nous améne aux conclusions suivantes :
Wy ot [dzd (w4)] = [ytx + y't'x] = o0 entraine y' = o.
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I

[uty + u't'y] = o entraine u = o.

14,4 (wg)]
We [d2d (w6)]

[yty + y't'y + vtx + v't'x + azz}

o entraine y + v' + o = 0.

[dzd (w7)] = [utx + u't'x + Yty + p't'y + Bzz] = o entraine y' + y + 8

~
i
9

: [dzd (w8)] = [vty + v't'y + {322] = o0 entraine v = -f.
Wy 3 [d,d (w9)] = [ytx + p't'x - uzz] = o entraine y' = o.
Wiot [dzd (wlo)] = [-yty = y't'y + oazz] = 0 entraine y = qg.
wyp ¢ ldyd )]

Etdonc y=0a, Y'=0, p=o0o, pu' =-8, v=-8, v'=-2q, Y =0, ‘pl=0“

]
]

[utx + p't'x + B 22] o entraine ' = -g.

in (AZ,d) est donc de dimension 2 et est défini par

d2ul =0z d2u4 = -pt'

_— = - - A\l
d2u2 = Bz d2u5 Rt - 2ot
d2u3 = at d2u6 = -at'.

Les espaces B) (aZ,d) et F,Hil (aZ,d) 6tant muls, H' (a%,d) est de dimension 2.

X est intrinséquement formel.

Montrons qu'aucun de ces d2 n'est intégrable. Prolongeons tout d'abord d2 a Zil.
dzr1 = auy
dyrp = By
dyry = Buy +alug +ug)
dp¥y = ouy * Blug + ug)
Ty = o
d2r6 = —Bu6.
La relation dg + dd3 + d3d = 0 entraine, vu l'absence de d3, aue [dg] = O.
<:1§r1 = d2 ouy = azt
d%r2 = d2 Bu, = —Szt'.
Et donc o = B = o. m}
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Annexe 2. Déformation de modéles minimaux

Soit (AZ,d) une Q-A.D.G.C. minimale. aZ est filtrée par les idéaux A® z ;
AZ est isomorphe canoniquement & 1l'esvace vectoriel gradué @ AP Z//\!:H'1 Z.
>0

La dlfferentlelle d peut donc s'écrire de maniére naturelle d = d2 + d + ...
avec d € /\ Z//\ Z

d3 € A Z//\ A
Le fait que d soit une différentielle, (d2 = 0) entraine la suite de relations

suivantes
2

d2=o

d2d3 + d3d2 o

dydy + dydy + dg =

En particulier (/\Z,dz) est une Q-A.D.G.C. minimale de méme partie quadratique,
donc [17] de méme structure d'algébre de Lie d'hamotopie que (AZ,d).
Intéressons-nous au prabléme suivant : peut-on classifier les Q-A.D.G.C. minimales
de méme structure d'algébre de Lie d'homotopie ?

Ceci revient a considérer toutes les différentielles sur 1'algébre libre AZ qui
sont minimales et qui possédent la méme partie quadratique d.2

Deux pareilles Q-A.D.G.C. minimales (AZ,d) et (AZ,d') sont équivalentes ssi ].]_
existe un autamorphisme ¢ de AZ tel que d' = (p_l dep.

Ce prabléme est le probléme dual de celui que nous avons traité dans les § 1 & 7.
Les méthodes utilisées seront les mémes.

A. 1. En exprimant les différentielles d considérées en termes de coefficients,
on voit qu'elles forment une variété algébrique V sur laquelle opére un groupe

G = aut. (AZ). Deux différentielles d et d' sont dans la méme orbite, ssi elles
représentent le méme type d'homotopie ratiomnelle.

: 4, € 0(q) vd € V.
' 1-|a]
Démonstration : Considérons 1'autamorphisme ¢, de AZ suivant q:ot(a) =t a pour
n—|a ...a

P _ n

tout a générateur de AZ. Donc q)t(al. ..an) = a...a et
-1 _ 2

@pde, T (%) = dy(x) + tdy(x) + £7G,(x) + ... O

Lemme 2 : L'espace tangent de Zariski & V au point d est formé des dérivations
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0 : 25 o (WpT

Une déformation de d est une famille dt =d+ th, + t2D3 + ... de différentielles
de V. D, s'appelle la déformation infinitésimale. La déformation dt est triviale

qui vérifient 6d + d9 = o.

s'il existe une famille & un paramétre @O d'automorphisme de AZ tel que
-1
t Pt -
Une A.D.G.C. minimale (AZ,d) est dite rigide si toutes ses déformations sont tri-

d=\otd

viales. De maniére équivalente, (AZ,d) est rigide si son orbite est ouverte 'da.ns
une extension algébriquement close.

A. 2. Introduisons une théorie cohamologique filtrée pour calculer la rigidité.
Soit (AP, §) le camplexe défini par :

p>o Ap={6€Derp/\Z]6:Zr—>(Ap-"zz)r+p}.
p=o 1% ={0 €Der’ Az | 0 =0, + 0, + ...
avec ei : 28+ (Wlz / Al+l Z)r et ele = dzel}.

§ : AP > AP'l est asfini par :
s0) =as - 1% sa,
Les groupes de cchomologie se notent FHl d.

1]

Théoréme A : Si FH1 (d) o alors d est rigide.

Théoréme B : Si FHZ (@ = o alors d est rigide ssi FHl @ = o.

L'espace (AZ,d) est dit m,-formel, s'il est équivalent a (/\Z,dz). L'espace (AZ,d)
est dit m -intrinsdquement formel s'il est équivalent & (AZ,dz) et s'il n'existe
sur V qu'une seule orbite.

Théoréme C : (/\Z,dz) est n*—intrinséquement formel ssi d2 est rigide dans une
extension algébriquement close. )

Théoréme C' : Si FH1 (dz) = o alors d2 est m,-intrinséquement formel.
Les démonstrations de ces théorémes sont mots pour mots les mémes que dans le cas
dual. Nous les amettrons.

Exemple 14.

Soit m, 1l'algébre de Lie & deux générateurs, 1'un de degré 2 et l'autre de degré
5 et dont tous les crochets sont nuls.

Construisons 1'espace m,-formel.

7t X,y |x| =2 lyl =5
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d2x =0 d2y = o.
C'est le modéle minimal de K(Q,2) x K(Q,5).
Une déformation d3 est définie par :

= o3 -
d3y = oX d3x = 0.
On peut vérifier que dim FHl(dz) =1 et que
, 1 _
dim H™(d, + d;) = o. ,

L'espace (AZ, d, + d3) est rigide, c'est le moddle minimal de P“(¢).
Il n'existe que ces deux types d'homotopie rationnelle pour l'algébre de Lie m,
donnée.

A. 3. Nous avons considéré aux n° A. 1. et A. 2. les types d'homotopie rationnelle
d'algébre de Lie d'homotopie fixée. Nous pouvons considérer maintenant les types
d'hamotopie rationnelle d'espace vectoriel Z* d'homotopie fixée.

Munissons aZ*de la différentielle nulle, nous obtenons un espace formel pour la
structure Z* d'hamotopie.

Nous pouvons considérer la variété V' des différentielles d sur AZ. Nous pouvons

de nouveau parler de déformation, de rigidité, d'orbites, ...

Proposition : Si (AZ,d) est rigide, alors la structure d'algébre de Lie sur Z*
induite est rigide. La réciproque est vraie si 7P = o pP<l et p>= 31-1.

Démonstration : Si d est une différentielle, il en est de méme de sa partie quadra-
tique d2.

Si (AZ,d) est rigide, (AZ,dz) 1l'est également parmi les modéles minimaux a diffé-
rentielle quadratique. Or, (/\Z,dz) est rigide ssi 1l'algébre de Lie duale 1l'est
également. sizP=o p<l et p>31-1, alors d, =d, =d. = ... = 0O,

3 4 5 .
et la réciproque est vraie.

En particulier, si tous les générateurs sont de degré un, alors 1'algébre minimale

est rigide ssi 1'algébrede Lie duale l'est.

Exemple 15.
Soit (aZ,d) 1'algébre minimale définie par z° = 0 1 # 1.
Z1 H Xl' X2, x3, X,y x5

dx1=dx2=o dx4=x1x3

dxy = %% dxg = XXy + X%
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Cette algébre est rigide [18].

Exemple 16.

Considérons toutes les A.D.G.C. minimales & quatre générateurs x, v, z, t de degrés
respectifs 2, 3, 4, 5. Les dérivations d de Der1 (AZ) vérifient

dx = o

dy = otx2

dz = Bxy

at = yx3 + §xz.

Représentons-les par les points (o, B, vy, §) de Q4 correspondants. Pour que d
soit une différentielle, il faut que B soit nul ou que o et § soient nuls.

La variété V est donc réunion des deux variétés irréductibles V. et V, suivantes :

1 2
V1:B=o

V, :a =8 =o.
I1 existe exactement sept types d‘l?lomotopie rationnelle réalisant cet espace vec-
toriel d'hamotovie. Décrivons-les en examinant les différentes structures d'algé-
bre de Lie :
a) L'espace (1, o, o, 1) d'orbite (o, o, v, §), (a8 # o) est rigide dans V.
Il est cependant m,—intrinséquement formel (c'est-d-dire défini avec unicité par
la structure d'algébre de Lie d'homotopie). w, : [x], [x,x], [z], [%,z].

b) L'espace (o, o, o, 1) d'orbite (o, o, v, §), (§ # 0) est 7 —intrinséquement
formel et H -intrinséquenent formel. m, : [x], [yl, [z], [x,2].
H* : A(X,y,2)/(x2) |x| =2
lyl =3
|z] = 4.

c) L'espace (1, o, o, o) d'orbite (a, o, vy, 0), (o # 0) est éjalement Tye~intrinsé-
quement formel et H*-intrinséquement formel.
C'est le modéle minimal de S° x K(Q,4) x K(Q,5).
d) Considérons la structure suivante d'algébre de Lie sur Ty ®
me = [x1, [yl, [x,y], [t]. x| =2, Jy] =3, |t] =5.
11 existeexactement deux types d'homotopie rationnelle réalisant oett;,e structure
d'algébre de Lie.
a') (o, 1, 1, o) d'orbite (o, B, Y, ©0), (By # o) est un espace rigide dans V
et Tx-rigide.

d") (o, 1, o, o) d'orbite (o, B, o, 0), (B # o) est 1'espace m,~formel corresnon-
dant.
e) Il reste un dernier cas & considérer, celui ol m, est défini par :

me 2 [x], [y], [2], [t]. x| =2, |y|l =3

|z| =4, |t| =5.

46



ANNEXE 2

De nouveau, deux types d'homotopie :

e') (o, o, 1, o) d'orbite (o, o, Y, 0), Y # 0. Cet espace est m,rigide et
H*-intrinséquement formel.

Il admet come modéle ¢ P (2) x K(Q,3) x K(Q,4).

e") (o, o, o, 0), modéle minimal de K(Q,2) x K(Q,3) x K(Q,4) x K(Q,5) est formel,
m,-formel et H*-intrinsdquement formel. '

Il est intéressant de résumer cet exemple par un diagramme oll les fléches indiquent
les possibilités de passer d'un espace a l'autre par passage & 1'adhérence.

\\//

Les numéros correspondent & des structures d'algebre de Lie différentes. et
@ sont rigides dans V.
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