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LEMME DE MORSE ET CALCUL DES VARIATIONS

P. ANTOINE

Le lemme de Morse a été démontré, en un point où le Hessien est un isomorphis-

me de l'espace sur son dual, pour un espace de dimension finie par M. Morse [ h ] ,

pour un espace de Hilbert [5] puis pour un espace de Banach [6] par R. Palais ; des

restrictions sur la classe de fonctions considérée permettent, d'affaiblir la condi-

tion de non dégénérescence ( K . Uhlenbeck [ 8 ] , A . J . Tromba [ï] , Hui-Hsiung Kuo [3] ) .

Nous proposons ici un formalisme dans lequel les conditions de Hui-Hsiung Kuo pren-

nent une forme très naturelle et une nouvelle démonstration, particulièrement élé-

mentaire, du lemme de Morse. Cette démonstration repose sur une propriété des opé-

rateurs symétriques (lemme 1 . 1 ) dont l'explicitation éclaire de nombreux points du

calcul des variations ( P . Antoine et F. van Iseghem [ 2 ] , P. Antoine [ l ] ) .

1 . LE LEMME DE MORSE SUR UN COUPLE D'ESPACES DE BANACH EN DUALITE.

Soit HE un triple ( E , E ' , 0 ) où E et E' sont des espaces de Banach et $ une forme

bilinéaire continue sur E' x E mettant E' et E en dualité séparante. Nous noterons

c() l'injection de E' dans E associée à $, L (E) l'espace de Banach des applicationss
linéaires continues de E dans E' telles que

Vx G E Vy e E ^(Ax^) = $( A y , x )

et EndCE) le produit fibre de L ( E , E ) et de L ( E ' , E ' ) au dessus de L ( E ' , E * ) , relati-

vement aux applications linéaires continues

L ( E , E ) -̂  L ( E ' , E ¥ ) u ̂  u* o ({)

L ( E ' , E ' ) -»• L ( E ' , E ) u' ̂  ({) o u'

(un élément de End(E) est donc un couple ( u , u ' ) élément de L ( E , E ) x L ( E ' , E ' ) tel que

Vx e . E Vx' (E E' < î > ( x ' , u x ) = < Ï > ( u ' x ' , x )

et on a | | ( u , u ' ) | | = sup { | | u | | , | | u ' | | } ) ; nous noterons 1̂  l'élément ( l g , l , ) de

End ( E ) . .

1 . 1 LEMME.

Si A est un isomorphisme de E sur E' et un élément de L (E ) , l'application
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a : End(E) ->• L (E) (u,u* ) ^ u* o A o u

admet au point A = a(l,p,) une section locale (0,0* ) de classe C telle que

(CT(A) , (J ' (A) ) = 3^ .

Inapplication a est de classe C et l'application linéaire tangente da(l ) » définie

par

da(3-p) • (u,u*) = u * o A + A o u

admet une section linéaire continue

L (E) -»• End(E) B ^ ( 1 / 2 A"1 o B,1/2 B o A"1) .

On applique le théorème des fonctions inverses. Q

1 . 2 DEFINITION.

Soient U un ouvert de E et f une application de U dans B. Nous dirons que f^ est de

classe C1' relativement à E si f est de classe C1' et si la différentielle df, appli-

cation de U dans E , se factorise en une application d'f de classe C de U dans E*

(i.e. df = (^ o d'f).

Si f est de classe C1' relativement à E, avec r ^ 2, on a d f = <|) o dd'f et la for-

mule de Taylor avec reste intégral, à l'ordre 2, s'écrit

f1
f ( x ) = f (0 ) + df (0) .x + (1-t) < I>(dd ' f ( tx ) -x ,x ) dt

•'O

f1
= f ( 0 ) + df (0) x + $ ( { (1-t) dd ' f ( tx) dt}-x,x) .

-'0
1.3 THEOREME.

Soit f une application de classe C relativement à E, avec r ï 1 , d'un voisinage

convexe U de l'origine de E dans B, telle que df(0) = 0 et que dd'f(O) soit un iso-

morphisme de E sur E'. Il existe alors un difféomorphisme local h de classe C1', dé-

fini sur un voisinage de l'origine de E, tel que h(0) = 0 et que

f o h(x) = f(0) + 1/2 d^OMx^) .

La formule de Taylor avec reste intégral est de la forme

f(x) = f(0) + 1 /2 $(A(x) -x ,x)

où A est une application de classe C1' de U dans L (E). Comme A(0) = dd'f(O) est un

isomorphisme de E sur E * » il existe (lemme 1 . 1 ) un voisinage V de dd*f(0) et une
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application ( a , 0 ' ) de classe C de V dans End(E) telle que o ( d d ' f ( 0 ) ) = 1_ et-IL
O ' ( B ) 0 dd'f(O) o o(B) = B pour tout élément B de V. Posons u=0 o ' A e t u ' s o ' o A ;
on a

A( x ) = u ' ( x ) o dd ' f ( O ) o u ( x )
d'où

f(x) = f(0) + 1/2 $ ( u ' ( x ) o dd' f ( O ) o u(x)-x , x)
= f(0) + 1/2 $(dd'f(0) o u(x)»x , u ( x ) * x )
= f(0) + 1/2 d^CO) - ( u ( x ) * x , u ( x ) * x ) .

En restreignant éventuellement le domaine de définition de u, l'application k défi-
nie par k(x) = u(x)*x est un difféomorphisme local de classe C1' laissant fixe l'o-
rigine : on a k(0) = 0 et dk(0) = u(0) = 1 ; on pose h = k~1 . []
1.4 REMARQUES.
1 ) Si on suppose seulement que d'f est diffêrentiable et que dd*f est lipschitzien-
ne, l'application u est lipschitzienne et k est alors un homêomorphisme local lips-
chitzien ; la conclusion du théorème 1 . 3 devient : il existe un homêomorphisme local
lipschitzien h tel que h(0) = 0 ̂b f o h ( x ) = f(0) + 1/2 d^OMx.x).

p
2) Si on suppose seulement que f est de classe C relativement à E, on peut encore
écrire f sous la forme

f(x) = f(0) + 1/2 <î>(dd'f(0) • k ( x ) , k ( x ) )
sans pouvoir inverser k. Cette expression de f donne cependant des renseignements

osur f, par exemple : une condition suffisante pour qu'une application f de classe C
relativement à E présente un minimum local en 0 est que df(0) soit nul, d d ' f ( O ) in-

?
versible et la forme quadratique <î>(dd*f(0)*x,x) = d f ( 0 ) * ( x » x ) positive.
2. EXEMPLE.

Soient E l'espace de Banach C , . ( [ a , b J , P ) des applications de classe C de
l'intervalle [a,bj dans E , nulles aux bornes, E' 1''espace de Banach quotient de
l'espace C ( [ a y b j , ? 1 ' 1 ) des applications continues de | a , b ] dans P11 par le sous-

espace des applications constantes, $ la forme bilinêaire continue définie sur

E' x E par
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cb
<H[k] ,h ) = < k ( t ) , h ' ( t ) > dt .

j a.

Le leimne de du Bois-Raymond exprime que <I> est une dualité séparante entre E* et E.

On pose E = ( E , E * , $ ) .

Soient f une fonction numérique définie sur un ouvert Ude [a,b1 x B11 x B11,

U l'ouvert {h |Vt e [a,b] , ( t ,h ( t ) .h ' ( t ) ) eU} de E et J l'application de U dans B

définie par
rb

J(h) = f ( t , hd ) , h ' d ) ) dt .
•'a

2.1 PROPOSITION.

Si f est de classe C1', l'application J est de classe C1' relativement à E.

Evident par les arguments classiques du calcul différentiel sur les espaces d'ap-

plications.

En un point h, d*J (h) est la classe dans E' de l'application
ft

t H- d ^ f d , h ( t ) , h ' ( t ) ) - d ^ f ( s , h ( s ) , h ' ( s ) ) ds
a

et dd 'J(h) est l'application de E dans E' qui à un élément H de E associe la classe

dans E' de l'application

t H - d ^ f ( t , h d ) , h ' ( t ) ) - H ( t ) + d d f d , h d ) , h ' d ) ) - H ' d )

ft
( d ^ f ( s , h ( s ) , h ' ( s ) ) - H ( s ) + d d î ' { s , h { s ) ^ { s ) ) ' î [ 1 { s ) ) ds.

'a

2.2 PROPOSITION.

Si h est une extrémale de J (i.e. d ' J ( h ) = 0 ) , non singulière (i .e. quel que soit t,

d^d^f( t ,h( t ) ,h' ( t ) ) est un isomorphisme deB"), dont les extrémités ne sont pas con-

juguées au sens de Jacobi (i.e. d d ' J ( h ) « H = 0 entraîne H = 0 ) , alors dd ' J (h) est un

isomorphisme de E sur E ' .

L'application dd 'J(h) de E dans E' est un opérateur de Fredholm d'indice 0 (c'est la

somme d'un opérateur compact et de l'opérateur qui à H associe la classe dans E' de

t ^ d ^ f ( t , h ( t ) , h ' ( t ) ) - H ' ( t ) .

opérateur dont le noyau et le conoyau ont même dimension que le noyau et le conoyau

de l'endomorphisme
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rb
J [ d ^ f ( t . h ( t ) , h ' ( t ) ) ] dt

de B ) ; d d ' J ( h ) est donc un isomorphisme si et seulement si d d ' J ( h ) est injectif,
c'est-à-dire si les extrémités de h ne sont pas conjuguées. []

Si une extrémale h vérifie les hypothèses de la proposition 2.2 et si f est de
classe C , on peut appliquer lé lemme de Morse à J au point h. Si on suppose seule-

pment .que f est de classe C , en appliquant le résultat énoncé à la remarque 1 . 4 . 2 ) ,
on retrouve les conditions suffisantes usuelles pour que J présente un minimum lo-
cal en h.
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