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INTRODUCTION

Ce travail est consacré a l'étude des anneaux gradués commutatifs
a graduation aussi générale que possible, aont les idéaux homogénes satisfont
a la condition noethérienne : toute chafne strictement croissante d‘'idéaux
homogénes est finie (on verra que cela n'implique nullement la condition
analogue pour les idéaux quelconques). Pour faire comprendre 1'expression
"graduation aussi générale que possible", rappclons d'abord les diverses
significations que le terme "anneau gradué" a eues jusqu'a présent en Algébre.
Dés le début de la théorie des anneaux sont apparus les premiers spécimens de
cette notion, tels les anneaux de polyndmes ou de séries formelles a plusieurs
variables. Bien plus tard, quand d'autres anneaux du mé@me type sont apparus
(tels les anneaux de classes d'homologie et de cohomologie) la notion générale
de grade s'est dégagée comme synthése des notions particuliéres comme le degré
(total, ou par rapport & l'ensemble des variables) d'un monBme, ou le poids
d'un mondme lorsqu'on attribue un poids & chaque variable., Et on a appelé
anneaux gradués des anneaux commutatifs o™ certains éléments a non nuls, dits
homogénes, sont munis d'un grade w(a) ; tout élément non nul d'un tel anneau
est somme libre d'éléments homogénes. Ces grades (pour lesquels ab 74C
entratne w(a b) = w(a) + w(b)) étaient toujours supposds parcourir une partie
stable d'un groupe additif de type Z ou ]Z?. (0 est parfois considéré
comme homogéne de grade ou indéterminé, ou absorbant ). D'autres anneaux
gradués sont apparus ; par exemple les squelettes des corps valués, cas
particulier des corpofdes [3], qui sont parties homogénes de certains anneaux,
gradués par un groupe quelconque, commutatif ou non. Pour certains anneaux,
les grades parcourent un ensemble plus général muni d'une loi de composition
interne.

Jusqu'ici, dans les cas concrets d'anneaux gradués rencontrés dans
diverses branches mathématiques, les grades parcourent toujours une partie
convenable d'un groupe commutatif, Aussi, N.Bourbaki définit la notion d'anneau
gradué dans le seul cas ol les grades parcoureat une partie d'un monofde
ou demi-groupe (ensemble muni d'une loi interne associative) commutatif, avec
élément neutre. Et, de plus, il se restreint souvent au cas ol le monofde est
simplifiable (c'est-a-dire a tous ses &léments réguliers), ou méme est un groupe.
Notons qu'il définit d'abord un groupe G commutatif gradué de type A
(ot A est un ensemble quelconque) comme une décomposition de G en somme directe

de sous-groupes : G = @ Gk'
LEA
Les définitions de N.Bourbaki appellent d'autres remarques.
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L'ensemble des grades des éléments non nuls d'un anneau gradué est une partie
d'un monofde commutatif A, noté additivement, et ayant un élément neutre O.
N.Bourbaki admet que certains grades § € A puissent 8tre '"vides", c'est-a-dire
qu'aucun élément non nul ne soit de grade §., Ce point de vue sera adopté dans
ce travail, car il a des avantages certains, D'une part, on pourra considérer,
simultanément, toute une famille d'ammeaux gradués tels que les grades des
&léments non nuls de chaque anneau parcourent une partie (dépendant de 1'anneau)
d'un m&me ensemble, D'autre part, considérons un seul anneéu gradué, Il peut
arriver (par exemple dans les gradués de certains anneaux locaux) que, pour
certains grades o et B, quels que soient les éléments a de grade o et b de
grade B, on ait ab = 0. Dans ce cas, la structure de 1l'anneau n'indique pas
quel peut &tre le composé des grades o et B, ce que cachait la donnée préalable
du composé par la donnée du monofde, Si, inversement, on part de la seule
structure d'anneau dont le groupe additif est gradué par l'ensemble A, on peut
ou bien supposer non défini le composé de o et B, et la loi interne sur A, non
partout définie, sera malcommode., Ou bien on peut prendre pour composé l'un
quelconque des grades 8§ € A ; mais alors A sera-t-il plongeable dans un groupe,
ou m@me seulement dans un monofde ? Dans la structure plus générale ol nous
nous placerons, nous n'imposerons a la loi de composition sur A, outre d'@tre
partout définie, que la condition : pour tous a, b € A, si ab #0, w(ab) est
égal au composé de w(a) et w(b). Enfin, N.Bourbaki se limite par une hypothése
générale de commutativité des anneaux et de leurs monofdes de grades., Cela
restreint le champ d'application de la théorie ; par exemple sont exclus les
linéarisés (ou anneaux associés) des corpofdes non commutatifs. Toutefois, ce
dernier point est peu important dans la perspective de notre travail, consacré
essentiellement aux anneaux commutatifs,

Rappelons donc la définition de N.Bourbaki, une des plus générales
que 1l'on trouve actuellement. On se donne un anneau A commutatif et unitaire,
un monofde A (que nous noterons ici multiplicativement) commutatif et possédant
un élément neutre, noté 1, et une application ¢ de A dans l'ensemble S(A) des

sous-groupes du groupe additif de A, définie par () = A.. On dit que le

A
triple (A, 4, ¢) (ou, par abus de langage, que A) est un anneau gradué de type A,

et que A est une graduation de A si et seulement si : (1) le groupe additif

de A est égal & @ AA ; (2) pour tous A,u € A, on a

AEA
A A= xy; x €a, ,y € Ap‘] CA, . L'ensemble H = )\LEJAA}\ est dit la partie
homogéne de l'anneau gradué A, et les éléments de H sont dits éléments

homogénes de A,

Cette nouvelle structure est donc construite 3 partir de structures
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données, en leur imposant certaines conditions de coordination, Mais, on voit
aisémept que la donnée de la partie homogéne H, munie de 1'addition et de la
multiplication induites par celles de A, suffit a déterminer, A une isomorphie
prés, presque tout le reste de la structure. En effet, deux éléments non nuls
a, b de H appartiennent a un méme Ah si et seulement si leur somme est dans H ;
ils sont alors dits "addibles" dans H, Comme O appartient A tout Ah , nous
notons(1) A; =A.. {0} et g* = H., {0}. L'addibilité est une relation
d'équivalence dans H* dont les classes sont les A;
*
et la structure additive de H déterminent, indépendamment de A et ¢, les A)\

* *
=AU {0} correspondants, et 1'ensemble D (H) = {Ah; A € 1}

non vides, Ainsi, le support

non vides, les A)\

de ces derniers (on désigne par Il 1'ensemble des grades A non vides). Puisque
(A, a, @) est un anneau gradué, chaque A, est un groupe abélien pour l'addition
induite par celle de H, et A # y implique AN Au' = {0} ; 1le groupe additif de
A est la somme directe @n A)\. En vertu de la condition (2) de la définition,
la multiplication est p;ftout définie sur H ; elle est aussi commutative,
- associative, et distributive par rapport a 1'addibilité et & 1'addition de H ;

elle définit, par distributivité, la nultiplication dans A = @A)‘. Comme
) A
- *
(91 : AA ~ A est une bijection de D (H) sur I, cet ensemble de grades non vides

est défini, A une bijection prés, par la dépnée de H. De plus, si A, p €1I

sont tels que A Au # {0}, leur composé \ p est déterminé par la structure de H,

A
comme l'unique & € II tel que A)‘ Au CA&' Donc Il est défini, par la structure de
H, a une isomorphie prés pour la composition des grades A, u tels que

Ay Au #{0}.

Les seuls caractéres que la structure de H ne détermine pas sont
1'ensemble A..Il des grades vides et la composition des grades A, p € A tels que
Al Au = {0 }. Ces caractéres n'ont pratiquement aucun rdle dans 1'anneau gradué.
Aussi il semble naturel, dans la structure d'anneau gradué, de ne considérer
comme essentiel que ce qui est déterminé par la donnée de H et de sa structure.
Ainsi, deux structures (A, B, ¢) et (A} A} ¢') pourront &tre considérées comme
un méme anneau gradué si leurs parties homogénes respectives H et H', munies
de leurs addition et multiplication, cofncident. Cela établit un i somorphisme
canonique entre A et A', que 1'on considérera comme une identification. Quant
aux applications ¢ : A = D(H) = D*(H) U{{o}) et ¢ : A" =D(H), on les
considére comme différentes graduations possibles de cet anneau gradué (on

pourra les dire graduations équivalentes de 1'anneau abstrait A = A'),

(1) On notera E.,F, et non E - F, la "différence ensembliste" {x €E ; x ¢F},
afin d'éviter toute interférence avec les notations algébriques. Pour tout

ensemble E possédant un élément "zéro" noté O, on posera généralement E* = E.. {o3.
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Ce procédé est analogue a celui concernant les valuations : on considére deux
valuations (au sens de M.Krasner, [3], exposé 3) d'un mlme corps K comme
équivalentes si l'une est puissance positive de l'autre, Et on considére une
classe de valuations équivalentes comme une "place" (au sens classique),
généralisation de la notion de point de la géométrie algébrique classique.

On sait que l'équivalence de deux valuations peut se caractériser par 1'égalité
de 1'anmneau V de valuation (considéré comme anneau abstrait, et indépen-
damment de son inclusion dans le corps valué). K étant le corps des fractions
de V, la structure de V détermine K a 1l'identification canonique prés ; et il
détermine la "place", c'est-a-dire la famille, dépendant d'un paramétre réel
positif, des valuations d'anneau V. La donnée de V revient & définir les
valuations considérées & une isomorphie prés de leurs groupes, c'est-a-dire a
définir tout ce qu'ont en commun ces valuations de la m@me place. La valeur
particuliére du paramétre, dans chaque valuation est un caractére secondaire
que V ne fournit pas., On voit donc une certaine analogie de conception entre
d'une part l'anneau gradué A (au sens précédent), la structure homogéne H, et
les différentes applications ¢ : A = D(H), et d'autre part le corps valué K,
1'anneau de valuation V, et les différentes valeurs du paramétre dont dépend
la famille des valuations équivalentes d'anneau V.

Cependant, comme on 1l%'a vu plus haut, la donnée de H renseigne en
partie sur ¢. Si A, g € A sont non vides, et si o{A) ¢(p) = A, Au #£ {0}, 1e
grade \ p n'est pas vide et 1'on a () ¢{u) < (A p). Organisons donc A, = D(H)
par la loi partielle suivante : pour tous S, T € D(H) tels que ST 54 {0},

définissons le composé SxT comme 1'unique élément U de D(H) tel que S T < U.
Alors, ¢ induit une bijection de Il sur D*(H) telle que @(Ap) = g{A) * o{p)
chaque fois que le composé a gauche est défini. Supposons, comme nous le ferons
dans tout ce travail, que A posséde un élément vide absorbant, noté 0 (si un
tel élément n'existe pas déja, on peut l'adjoindre & A sans changer le fond du
probléme). Alors, ¢ induit une bijection ¢, de 1 U ﬁO] sur D(H) puisque
q(O) = ﬁD}. On voit donc que la donnée de ¢ équivaut a celle :
(a) de 1'inverse § : D(H) = &, =T U {0} de sa bijection ¢, ;
(b) de 1'extension de 1 U {0} en un ensemble plus grand A ; (c) de la fermeture
de la transportée par | de la loi partielle sur D(H), en une loi partout
définie sur A, associative, et admettant 1'élément absorbant O.

Définissons une application canonique w, : H = D(H) = A, par
w,(0) = {0} et en prenant pour w,(a), lorsque a #£ 0, l'unique élément de D(H)

qui contienne a. On appellera a%(a) le grade propre de a., Si on pose w = { >, ,

on appellera w(a) le grade de a dans la graduation définie par ¢ (ou, par abus

de langage, dans la graduation A). H étant donnée, il est clair que la donnée
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de | est équivalente a celle de w.

Sans la condition d'associativité de la loi de A exigée par
N Bourbaki, la graduation la plus simple de l'anneau gradué considéré aurait été
la suivante : prendre A, pour ensemble de grades (en posant {0} = 0), 1'identité
sur A, pour application {, et, lorsque S et T dans A, sont tels que S T = {0},
poser SxT = 0, Si la loi sur A est associative, donc satisfait A la définition
de N, Bourbaki, on peut 1l'appeler graduation propre de 1l'anneau gradué. La
multiplication de H étant associative, on pourrait s'attendre A priori a ce
qu'il en soit toujours ainsi. Mais dans cette analyse de la notion d'anneau
gradué au sens de N, Bourbaki que nous a suggérée M. Krasner, nous avons
constaté que la loi sur A, n'est pas forcément associative, meme en choisissant
autrement les composés SxT lorsque S T = {0}. Et cela arrive m@me dans des cas
simples.

Revenons a l'analogie avec la théorie des valuations., Dans cette
théorie, 1l'anneau V de valuation est déterminé par la structure plus compliquée
de son corps valué de fractions ; et V permet de reconstruire cette structure,
a 1l'équivalence de valuation prés, On renverse ensuite le procédé, em
caractérisant axiomatiquement tout anneau abstrait qui est anneau de quelque
valuation de son corps de fractions ; on obtient, & partir de cette classe
d'anneaux, toutes les places possibles par la construction rappelée plus haut.
M. Krasner nous a suggéré d'appliquer une méthode analogue a la théorie des
anneaux gradués (caractériser axiomatiquement toute partie homogéne H qui est
celle de quelque anneau gradué ; puis obtenir a partir de la tous les anneaux
gradués possibles), en débarrassant la définition de N. Bourbaki des
restrictions qui n'emp&chent pas la construction a effectuer, et des conditions
concernant la partie non essentielle de la structure. On abandonne donc
1'hypothése de commutativité de l'amneau A et de l'ensemble A des grades, ainsi
que 1'existence d'un élément neutre dans A. (Cependant, ces hypothéses seront
reprises dans la majeure partie de ce travail, consacré aux anneaux commutatifs).
Mais surtout, on n'imposera des conditions qu'aux seuls grades non vides, et on
n'imposera l'associativité qu'aux triples «, B, ¥ tels que Aq AB AE# {ol.

Bien entendu, on maintient les conditions : (1) A= @ Ay (en éliminant les
A€l

grades vides) ; (2) A, AB 8 On remarque alors que, lorsque

A, AB Azyé {0}, 1'associativité du produit de @, B, ¥ vient de (2) et de

CA
o

l'associativité dans 1'anneau.

Ainsi, on appellera finalement anneau gradué au sens le plus

général la structure (A, II, f) suivante : A est un anmneau arbitraire, I est
un ensemble muni d'une loi de composition en général partielle, et £ est une

*
application de Il dans 1'ensemble S (A) des sous-groupes # {0} du groupe
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additif de A. Ces données vérifient les axiomes : (¥ « € II, on notera £(a) = Ay):

1°* ¥ao, BEIN, o B est défini si et seulement si A, AB #{0}; 2° si @ B est

défini, on a A AB CAaa ; 3° le groupe additif deA est @ £(A\) = @ A..
A €N rem A
On appelle partie homogéne de cet anmeau l'ensemble H= U A;\ organisé par
AED

l'addition partielle et la multiplication induites par celles de A, On considare
que les structures (A, 0, £) et (A, N', £') sont un mBme anneau gradué s'il
existe un isomorphisme 7| : II' = II tel que £' = £ o T, Une manidre canonique de

3 0] *
définir Il et £ est de prendre pour II 1'ensemble D (H) = [A)‘ i A €D} (il est

indépendant du choix de II), muni de la loi S4T (avec S, T € D*(H)) définie si
et seulement si S T # {0} par S T © SxT ; et de prendre pour £ 1l'identité de
D*(H). On définira les graduations possibles de l'anneau gradué considéré comme
les couples (A,¢) ol A est un ensemble muni d'une loi de composition partout

définie et ayant un élément absorbant O, et ol ¢ est une application A = A, =D(H),

injective sur 1l'image réciproque ?p1(D*(H)), et telle que ¢(0) = {0} et que
@) () © ¢{aB) pour tous o, B € A (On dira souvent : la graduation A, @
étant sous-entendue).

Il semblerait alors souhaitable, pour la commodité, de restreindre
le choix de A aux cas ol sa loi est associative (nous dirons : aux graduations
associatives). Ce fut un étonnement (partagé, je crois, par MM. Krasner et
Samuel) de constater qu'un anneau gradué (au sens précédent (A, @, f)) peut
trés bien n'avoir aucune graduation associative. On le voit dans certains cas
trés simples, lorsque la loi partielle de Il n'est déja pas associative. Ce
phénoméne ne peut se produire que pour des triples de grades «, B, ¥ € Il tels
que Aa AB AU = {0} 3 si les produits Ao: AB et AB A“ sont différents de {0},
et s'il en est de m@me de AqBAx et de A, AB ¥  les produits (¢ B)Y et
a(B‘6) sont définis dans Il ; mais rien ne les oblige a 8tre égaux, comme on le
montrera, On verra méme un exemple d'anneau gradué ol Il est un ensemble fini
muni d'une loi partout définie et commutative, mais, a part cela, quelconque.
Ce dernier exemple, il est vrai, est tératologique ; il s'étend au cas ou Il
est dénombrable, On est donc obligé d'abandonner toute condition préalable
d'associativité sur les grades. Donc, un anneau gradué au sens considéré

possédera toujours une graduation propre A,, qui sera ou non associative. On

verra que la plus grande partie de ce travail est indépendante de 1l'associativité
de la graduation. On verra par contre certains résultats importants ol
1'hypothése dtassociativité semble indispensable, Aussi, on considérera de
préférence les graduations associatives, s'il en existe., De m&me, nous éviterons
toute complication artificielle, lorsque la classe d'anneaux gradués le permet 3

Pour les anneaux commutatifs, nous nous limiterons A leurs graduations
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commutatives., Pour les anneaux unitaires ol 1 est homogéne, nous nous limiterons
presque toujours aux graduations A ol le grade de 1 est neutre.

Passons & la caractérisation axiomatique de la partie homogéne H
de ces anneaux gradués. H satisfait évidemment aux axiomes suivants (a addible
a4 b sera noté a# b) :

I. H est un monofde par rapport & sa multiplication, et posséde un élément
(bilatéralement) absorbant O,

II. O est addible avec tout élément de H ; 1'addibilité est réflexive,
symétrique (a #b implique b # a) et presque tramnsitive (si b £0,

les relations a #b et b #c impliquent a #c). Pour tout élément a non nul
de H, 1'ensemble A(a) = {x €H ; x ;{(a} est un groupe abélien pour 1l'addition
induite par celle de H.

III. La multiplication est bilatéralement distributive par rapport a
1'addibilité et & 1l'addition : pour tout ¢ € H, a #b implique ca #cb,

ac #bc, c(a + b) = ca+ cb, (a+ b)c=ac + bec.

Inversement, lorsqu'un ensemble H, muni d'une multiplication et
d'une addition partielle, vérifie ces axiomes, on montre aisément qu'il est la
partie homogéne d'un anneau gradué : L'élément neutre Oa de tout groupe A(a)
est 0 ; en effet 0 € A(a), et comme 0, se caractérise par 0, =0_+0, , on en
dédquit 0 = 00, =*o(oa +0,) =00, +00 =0+0,d'od 0=0..

Sur H = H..{0}, 1'addibilité est évidemment une relation d'équi-
valence ; ainsi, les A*(a) = A(a).. {0} distincts forment une partition de H*, et
les groupes additifs A(a) distincts ont deux A deux en commm le seul élément O,
Si donc D*(H) est 1'ensemble de ces groupes, on prendra leur somme directe

@ G pour groupe additif de l'anneau A a construire, On y définit la
G €D (H)
multiplication & partir de celle de H, grlce & sa nécessaire distributivité

bilatérale par rapport & l'addition dans A, Alors, l'associativité et la
distributivité pour l'addition de la multiplication dans A se déduisent immé-
diatement des propriétés d'associativité et de distributivité de celle de H.

De plus, si la multiplication de H est commutative, celle de A 1l'est aussi ;

si un élément est unité dans H, il 1%est aussi dans A. Pour support de Il on
prendra D*(H), et pour £ 1l'application identique. Seules les conditions 1° et 2°
restent a remplir, Pour tous S, T € D*(H), tous a, a' € S et tous b, b' €T, les
conditions a #Za', b #b' impliquent ab # a'b', En effet, elles entrafnent par
distributivité ab #a'b et a'b # a'b', ab® FKa'b* et ab Fab' ; si ab' %0, ou
si a'b #0, la presque transitivité implique ab # a'b' ; sinon, la conclusion
est encore vraie, selon une remarque de M, Krasner, car on a alors

ab = a(b + b') Za'(b + b') = a'b'. En particulier, dans tous les cas ol

ST # {0}, il existe un unique élément U € D*(H) tel que S TCU ; et on
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prendra alors par définition U comme composé de S et T. Les conditions 1° et 2°
sont alors vérifiées.
La structure H satisfaisant aux axiomes I, II, III s'appelle annéfde.

Elle a été introduite par M. Krasner [4], qui 1'a précisée dans ses cours et
séminaires, Ainsi, le noyau ultime et intrinséque de la notion d'anneau gradué

est la notion d'annéfde, Dés lors, deux maniéres d'étudier les anneaux gradués
sont possibles : & partir de 1l'anneau et d'une de ses graduations, comme 1l'ont
fait jusqu'ici la plupart des auteurs, Ou bien a partir de 1'annéide H, méthode
adoptée par M., Krasner dans la théorie des corpofdes [4], et qui sera généra-
lement adoptée dans ce travail., (Certains résultats seront reformulés en termes
d'anneaux gradués), Dans la premiére méthode, 1'addition est partout définie,
Mais cet avantage est plus apparent que réel dans bien des cas : d'abord la
non-addibilité d'éléments de H se retrouve dans la non-homogénéfté de leur
somme, Mais surtout, les notions homogénes sont obtenues en imposant, aux notions
correspondantes de l'anneau abstrait, certaines conditions supplémentaires
d'homogénétté, Aussi intervient une foule d'éléments non-homogénes, qui
probablement sont souvent superflus ou parasites, Ils risquent d*alourdir
certaines propriétés ou démonstrations de la théorie, en estompant ce qui est
essentiel, Dans la deuxiéme méthode, 1l'annéfde H détermine toute la structure,
a quelques caractéres secondai- prés, Donc, toutes les notions doivent pouvoir
se formuler en termes d'éléments homogénes, ainsi que les démonstrations, Si
parfois, quelques éléments non-homogénes peuveni y figurer & titre auxiliaire,
cette méthode doit permettre de "doser" leur emploi, en se limitant chaque fois
a ceux qui sont nécessaires,

Il existe un autre avantage plus concret de la deuxiéme méthode @
A étant un anneau commutatif gradué, considérons une partie multiplicativement
stable M (avec 0 Q/M). Si M n'est pas un ensemble d'éléments homogénes, en
général 1l'anneau AM des fractions ne possédera pas de graduation natureilement
déduite de celle de A, En effet, 1l'inverse d'un élément non-homogéne n'est pas,
en général, une somme de quotients d'éléments homogénes, Pour cette raison, le
vrai "corps de fractions homogéne" de A (si A est sans diviseur de 0) n'est pas
AA* , mais AH*' Et le vrai "anneau localisé homogéne de A par rapport a un
o Ainsi, le vrai

Heo(p NH)
domaine de la théorie des fractions dans l'homogéne est l'annéide H, et non

idéal p homogéne premier" n'est pas AA p ! mais £

l'anneau A. Ceci 3st particuliérement visible dans le cas des corpotde-,

*
c'est-a-dire des annéfdes Q o Q = Q..{O} est un groupe multiplicatif, Dans
la théorie des amnéfdes, ce sont eux les véritables "corps dans 1l*homogéne"

(on a Q= QQ*) ; et leurs propriétés sont analogues a celles des corp. (voir [4]).
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Par contre, si A = Q est 1'anneau gradué associé a Q, on a AQ* = A, tandis que
A% (attention, A peut n'@tre pas intégre : I, § 2, ex, 2) n'a pas une structure
homogéne favorable, Toutes ces raisons nous ont fait préférer la deuxiéme
méthode comme méthode de base, Bien entendu, ceci ne se rapporte qu'a la théorie
générale des anneaux gradués, et pas forcément a certaines applications de ces
anneaux, Lorsque des éléments non-homogénes interviennent effectivement, la
premiére méthode s'impose ; c'est le cas, par exemple, des anneaux de polyn8mes
appliqués & la géométrie algébrique affine,

Dtailleurs, M, Krasner a introduit la notion d'annéfde comme une
généralisation de la notion de corpofde [4] (analogue au passage de la notion
de corps A celle d'anneau), et non comme partie homogéne d'un anneau gradué,
Mentionnons toutefois qu'une classe, assez particuliére, d'annétdes a été
envisagée indépendamment par Sagastume Berra [7], & partir des anneaux gradués,
Quant a la notion de corpotde, introduite également par M. Krasner en 1944,
elle a son origine dans la théorie des corps valués (voir [3], squelette d'un
corps valué). Dans son Séminaire [4], M. Krasner a développé la théorie des
corpotdes commutatifs et "sans torsion" (c'est-a-dire dont le groupe des grades
est sans torsion). Il a montré qu'ils admettent une théorie des extensions,
d'algébricité, de séparabilité, de transcendance aussi précise que celle de
Steinitz pour les corps, Mais cette théorie est plus riche, car l'extension
d'un tel corpofde peut se manifester en partie par l'extension de son corps
(ce corps est 1'ensemble des éléments addibles & 1), et en partie par celle de
son groupe (des grades). M. Krasner a montré<2) que les extensions finies de
tels corpotdes admettent une théorie de Galois de m&me type que celle des corps
(sauf que la deuxiéme partie du théoréme de Galois se démontre par d'autres
méthodes, car le thééréme de 1'élément primitif n'est plus valable), Dans
1'exposé cité [4], M, Krasner développe d'ailleurs la théorie des annétdes des
polyndmes (d'un ensemble arbitraire de variables) sur un tel corpofde q. En

effet, si on fixe les grades des variables (qu'on suppose, dans ce cas, pris
dans un surgroupe abélien sans torsion du groupe de q), les polyndmes seront,

par définition, les sommes formelles de monBmes d'un mé@me grade, et on peut
montrer que ces polyndmes forment un annéfde. Ces annéfdes (qui sont factoriels),
jouent le meme rdle dans la théorie des extensions corpofdales que les anneaux
de polyn8mes dans celle des extensions de corps. Toute la théorie élémentaire
des anneaux commutatifs (idéaux, anneaux quotients, corps de fractions) reste

raie, avec des changements minimes (et en remplagant, bien entendu, les corps

(2) Cette théorie n'est pas encore publiée, Elle a &té Plusieurs fois exposée
dans ses cours de Clermont-Ferrand, 1961-62, de Paris 1966-67, ainsi que dans
son séminaire sur la théorie des corps valués.
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par les corpofdes) dans ces annéfdes. Elle se transporte d'ailleurs aux
annéfdes quelconques.

On peut envisager les anneaux gradués q et m qui correspondent a
ces corpofdes q, ou & ces annéfdes de polyn8mes q[X]. On a vu que cela est
plutdt une complication, & cause des ‘éléments non homogénes ; de plus, ces
derniers masquent 1l'analogie des corpofdes avec les corps., D'autre part, soit k
un corps valué, et soit S son squelette, qui est un corpofde ; 13, rien ne
correspond, dans la structure du corps valué k, aux éléments non homogénes de §,
ou de EDT_[ ; donc, leur introduction semble ici artificielle.

Dans la théorie des anneaux gradués existe 1l'analogue homogéne de la
notion de module., On peut la définir en partant soit du point de vue des
anneaux gradués, soit de celui des annéfdes, Nous nous bornerons a donner les
définitions sous les deux formes ; le lecteur saisira aisément leur
signification,.

On appelle module gradué sur un amneau gradué (A, I, £) 1la

structure (E, £, g) suivante : E est un A-module, I est un ensemble muni d'une
loi de composition externe (partielle en général) dont le domaine d'opérateurs
est II, et g est une application de I dans 1'ensemble S*(E) des sous-groupes
#{0} du groupe additif de E. (¥€ € I, on notera g(g) = Eg). Ces données
vérifient les axiomes : 1° ¥a € I, ¥€ € &, o E est défini si et seulement si

_ . . oo . a0
£(a)g(e) = Ay Eg #{0} ; 2° si o E est défini, on a A, EE CEag ; 3° le groupe

additif deE est ® g(g) = ® Eg. (e meme, dans %, 1'associativité des
3> X3
scalaires pourra n'@tre pas vérifiée), L'ensemble M(E) = U E_ est dit partie

3
homogéne de E. Posons C*(M) = {g(g) = E§ ; E€Z} et c(m)g f c*(u) U {{o}}
Si (A,:p) est une graduation de A, on appelle A-graduation de E tout couple
(T, ¢) vérifiant les conditions suivantes : T' est un ensemble muni d'une loi
de composition externe partout définie, dont A est le domaine d'opérateurs ;

¥ est une application I' = I, = C(M), injective sur 1'image réciproque

—1, *
¥ (C (M), et telle que $(0) = {0} et que @) ¥(E) < y(a€) pour tous o € A,
€ € I. Meme lorsque A est associative, un module gradué peut n'avoir pas de
A-graduation (T, §) dont la loi externe vérifie l'associativité des "scalaires".

On appelle modulofde & gauche sur un annéfde H un ensemble M

vérifiant les axiomes suivants : I, M est muni d'une multiplication externe,
dont H est le domaine d'opérateurs a gauche, et qui vérifie l'associativité des
scalaires. M posséde un élément absorbant O' tel que a 0' = O' pour tout a € H.
(0! sera désormais noté 0). II. M est muni d'une addition partielle vérifiant
les memes axiomes (II) que H (x addible & y est noté x #y).

IIT. La multiplication est bilatéralement distributive par rapport aux
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addibilités et aux additions : pour tout a € H, x #y (avec x,y € M) implique
ax #ay et a(x + y) = ax + ay. Pour tout x €M, a #b (avec a,b € A) implique
ax #bx et (a + b)x = ax + bx, De plus, si H posséde un élément unité 1, et si
X = x pour tout x € M, le modulofde est dit unitaire. Le modulofde est dit
régulier si, pour tout x € M et pour tous a,b € H, la relation ax # bx implique
a jzb.

En particulier, si H est un corpofde Q, un Q-modulofde unitaire V
est dit un espace vectoriel sur Q. Il est dit espace vectoriel régulier ou
strict, si de plus il est régulier. Les espaces vectoriels stricts sur les
corpofdes ont été étudiés en détail par M., Krasner, Ils ont pratiquement toutes
les bonnes propriétés des espaces vectoriels sur les corps (la dimension, par
exemple), et en plus quelques autres, Par contre, les espaces vectoriels non
stricts peuvent avoir des structures trés compliquées.

Le présent travail se distingue de ses prédécesseurs en ce qu'il
essaie d'aborder 1'étude effective des anneaux commutatifs, gradués au sens
général, Ceux-ci n'ont donc pas forcément pour graduation un monofde avec
simplification (nous dirons, par abus de langage, une graduation associative
simplifiable), ou m&me un monofde. No£re modeéle a été "Commutative Algebra" de
O..Zariski et P, Samuel. Aussi, ce travail a été fait surtout dans la perspective
noethérienne., Cependant, nous avons sciemment écarté 1l'étude similaire de
certaines parties concernant les seuls anneaux dont les analogues homogénes
possédent toujours une graduation associative simplifiable., (Par exemple, les

anneaux de Dedekind, les corps). En effet, dans l'opfique générale de ce travail,
leur étude paraft "relativement simple", donc "en bordure" de notre théorie.

Cette étude a d'ailleurs été entamée ou faite sur certains points par d'autres
auteurs. Par exemple, M. Krasner a étudié les corpofdes et leurs extensions.
C'est pourquoi nous avons laissé de c8té ce qui concerne les analogues
homogénes des corps, des anneaux de Dedekind, des valuations et des anneaux de
polyndmes et de séries formelles. Cependant, le manque de temps nous a empEchés
pour l'instant d'étudiervl'analogue homogéne de 1'algébre locale (chap, VIII du

volume II), et aussi d'essayer de voir s'il n'y a pas quelque simplification en
remplacant la considération des gradués des anneaux locaux par celle de leurs
parties homogénes.

Nous espérons avoir construit une théorie homogéne, sans doute non
exhaustive, mais qui, dans les limites indiquées, présente une généralité
suffisante,

Dans les anneaux et modules gradués aussi généraux que nous étudions,
intervient un phénoméne, absent dans les cas classiques étudiés auparavant, dit
d'agglutination. De lui viennent l'essentiel de 1'intéret et de la difficulté,
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Par exemple, pour des éléments homogénes a, b, ¢ d'un anneau gradué, il peut
arriver que b et c soient de grades différents, mais que ab + ac soit homogéne ;
on dit que a agglutine b et c. Si de plus ab et ac sont non nuls (donc de méme
grade), on dit que le grade de a agglutine ceux de b et de c. On verra d'autres
cas d'agglutination, et on précisera cette notion., Ce phénoméne oblige prati-
quement, pour une étude convenable des anneaux gradués, & envisager une
structure trés voisine de la leur, avec une partie homogéne plus grande, et une
graduation moins fine que celle de départ. Dans l'exemple précédent, pour a
homogéne non nul fixé, un élément x de l'anneau sera homogéne dans la
"quasi-graduation que a définit, si ax 1l'est dans la graduation initiale ;
alors, le "quasi"-grade de x sera par définition le grade de ax (quasi-grade O
si ax = 0). Dars 1l'anneuu, les éléments de "quasi—grade nul forment un idéal ;
pour un grade 7ixé ), l'ensemble des éléments de "quasi'-grade O ou A est un
groupe additii abélien. L'anneau est la somme de ces groupes distincts, directe
4 1'idéal ci-dessus prés (somme "quasi-directe").

On a ainsi obtenu la structure d'anneau quasi-gradué, a partir de
celle d'anneau gradué, en dilatant, en quelque sorte, son zéro en un idéal, Les
parties homogénes de tels anneaux, qui admettent aussi une caractérisation

axiomatique, seront appelées anels. On considérera les modules quasi-gradués
(sens analogue) sur de tels anneaux, et leurs parties homogénes seront appelées
monels, Ces considérations conduisent aussi & une exploration, sur un anneau
gradué donné, de ses graduations et quasi—graduations moins fines.,

On définit, pour les anneaux gradués, les analogues des anneaux de
polyndmes. La, les indéterminées ellés—mémes sont munies de grades, suivant le
procédé utilisé par M. Krasner [4] pour les polyndmes sur un corpofde. Ces grades
seront pris dans un "prolongement" A' de la graduation A (A' est & A ce que A
est & A,). Alors, la définition du grade d'un monBme a X11..7.X;P (avec a
homogéne) est basée sur le produit des grades des facteurs, mais sans nécessiter
ltassociativité de la graduation A'. Et un polyn8me est dit homogérie si ses
mondmes de grade non nul ont m@me grade, Cet ensemble de polynd®mes homogénes,
organisé de maniére évidente, n'est pas, en général, un annétde (cela peut venir
du grade gi d'une indéterminée Xi , qui diviserait O dans A', ou bien entrerait
dans un triple non associatif de A'). Mais cet ensemble est toujours un anel.
Donc un anneau de polyndmes sur un anneaﬁ gradué peut n'@tre pas naturellement
un anneau gradué, sauf si on limite sérieusement le choix des grades Ei des Xi'
Pour éviter cette limitation, nous avons employé les anneaux quasi-gradués,.

Ces derniers sont donc utiles en-dehors des problémes qui ont conduit a les
envisager,

Dans les anneaux et les modules quasi-gradués, nous avons pu, en
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nous bornant aux parties homogénes et aux idéaux et sous-modules homogénes,
construire une théorie analogue & celle des anneaux et modules (cette derniére
est alors un cas particulier). Les résultats sont pour la plupart identiques ;
quelques-uns nécessitent des hypothéses supplémentaires peu restrictives. Mais
certaines notions sont modifiées, ou se dédoublent. Par exemple, soit p un idéal
homogéne ; dans l'homogéne il est dit premier si ses éléments homogénes vérifient
la condition habituelle ; et il est dit largement premier si (pour tous b
homogéne et o quelconque) les conditions & b homogéne € peta Q/p impliquent

b € p. Soit un idéal homogéne maximal m (pas forcément maximal parmi les idéaux

quelconques) d'un anneau quasi-gradué R, de graduation associative A, et tel que

R2 g!m 7 on montre que m est largement premier et que la partie homogéne de R/h
est un corpofde.

De m@me, les généralités noethériennes classiques s'étendent avec
peu de changements aux anneaux (et modules) quasi-gradués noethériens dans
1'homogéne (c'est-a-dire aux anels et monels noethériens). Cependant, si un
annéfde est noethérien, son anneau gradué peut ne pas 1'@tre, comme certains de
ses modulofdes de type fini,

Considérons un anneau quasi-gradué et noethérien dans 1'homogéne
(donc un annéfide noethérien) s'il admet une graduation associative A, le
sous-monofde I' de A engendré par les grades non nuls est un monoide noethérien,
clest-a-dire que tout I'-idéal de T posséde un systéme fini de I'-générateurs.

Une caractérisation explicite des monofdes noethériens a été obtenue dans ce

travail.

Pour la transmission de la propriété noethérienne dans 1'homogéne,
d'un anneau quasi-gradué a celui de ses polyndmes & une variable de grade g, le
théoréme de Hilbert ne reste valable que sous certaines conditions sur £ (meme
si la partie homogéne donnée est un corpofde). En particulier, ce théoréme reste
vrai dans l'homogéne si de plus, A étant associative et € quasi-régulier ]
(c'est-a-dire qu'il existe i >0 tel que, ¥n > i, af'= e implique « g = Bgi),
g divise le grade w(b) d'un élément homogéne b, dont 1l'annulateur dans 1'anneau
est un idéal noethérien (au sens habituel).

Dans la théorie des anneaux noethériens, un rdle fondamental est
joué par deux théorémes : celui de Lasker-Noether qui montre que tout idéal
irréductible est primaire, et celui de Krull, qui donne des conditicus suffisantes
pour que l'intersection des puissances d'un idéal soit (0). Dans la théorie
homogéne des anneaux gradués, le premier théoréme subsiste si, outre la condition
noethérienne dans 1'homogéne, on suppose que l'anneau gradué est fort. Fort
signifie ceci : pour tout élément homogéne non nul a, il existe un entier
i = i(a) 20 tel que les relations 0 £b a" #Zc a* #£0 (avec b et c homogénes,

2
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n >0) impliquent b ai ﬁzc ai. Cette condition est vérifiée en particulier si
tout grade non nul est quasi-régulier ; et on montre qu'elle est étrangére a la
propriété noethérienne, Par suite, la classe des anneaux gradués forts et
noethériens dans 1'homogéne, apparaft comme le domaine naturel de la théorie
noethérienne homogéne. Ce résultat est important dans ce travail, d'autant plus
que la classe envisagée semble suffisamment vaste.

En ce qui concerne le théoréme de Krull, ses conditions se géné-
ralisent avec de légéres modifications. Elles ne sont pas plus restrictives que
dans la théorie habituelle des amneaux commutatifs, sauf si les anneaux gradués

sont tératologiques d'un certain point de vue : plus précisément, cela peut
arriver quand ltanneau gradué a trop d'éléments homogénes diviseurs de zéro.

Lors de 1'étude du théoréme de Krull et de ses conséquences, dans
les cas défavorables, interviennent certains idéaux homogénes étroitement liés
a la graduation propre A, .Un idéal homogéne est dit large en un grade non nul «
s'il contient tous les éléments homogénes de grade a. Il est dit large, s'il est
large en tout grade dont il contient un élément non nul, et large aussi en tout
multiple d'un tel grade. Lorsque 1'anneau est muni de sagraduation propre 4,, il
existe une bijection entre 1l'ensemble des idéaux larges et celui des idéaux
de A, . La somme de deux idéaux, dont un est large, est égale a leur réunion,
Citons un exemple, Il existe un plus grand idéal homogéne large L contenu a la
fois dans l'ensemble de O et des diviseurs de O, et dans un idéal homogéne
propre @, Certaines canditions sont suffisantes dans les anneaux abstraits pour
que R o' = (0) ; les conditions homogénes analogues impliquent seulement

© n=1

n o ct.
n=1
Ce travail contient encore une étude de localisation des anneaux

gradués A 1'aide de systémes multiplicatifs homogénes (en particulier, de la
partie homogéne du complément d'un idéal homogéne, premier damns 1'homogéne).

Dans le chapitre I se trouvent la définition des annéfdes et
modulofdes et quelques généralités a leur sujet, en particulier la notion de
graduation.

Le chapitre II introduit les notions d'anel et de monel, de sous-
monel et d'idéal, étudie la structure des ensembles d'agglutinés, et définit
les anels de polyn8mes,

Le chapitre III contient essentiellement les généralités sur les
sous-monels et surtout sur les idéaux (des anels), en liaison avec les
homomorphismes plus ou moins "homogénes", On y trouve en particulier des
théorémes d'isomorphisme, les diverses notions d'idéaux premiers ou primaires,

1'étude des anels de fractions, et celle des idéaux larges.
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Le chapitre IV commence 1l'¢tude des anels et monels noethériens, et
donne des analogues homogénés au théoréme de Hilbert pour les anels de polyn8mes.
Ce chapitre se termine par 1l'analyse de la structure d'un monofde noethérien,

A partir du chapitre V, consacré aux seuls annétdes noethériens,
on ajoute presque partout l'hypothése que ces annétdes sont forts. Li, tout
idéal irréductible est primaire, et la décomposition primaire d'un idéal existe.
Cette hypothése permet aussi une étude raisonnable du théoréme de Krull : m
°

étant un idéal propre, quelles conditions suffisent pour que m = (0), et

n=1
sinon, que peut-on dire de cette intersection? Le chapitre s'achéve par quelques

considérations sur des annétdes de fractions.
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la recherche, Sans ces débuts, je n'aurais peut-8tre pas osé entreprendre un
travail plus vaste, Je considére que je lui dois beaucoup.

Je remercie sincérement Monsieur BLANC qui a bien voulu accepter
de présider mon jury, et Monsieur GUILLAUME qui a bien voulu accepter d'en faire

partie, Leurs encouragements amicaux m'ont été d'un grand réconfort moral.



Chapitre I
LES ANNEIDES ET CERTAINES DE LEURS PROPRIETES ELEMENTAIRES

§ 1 - NOTIONS D'ANNEIDE ET DE MODULOIDE,

On appelle annétde tout ensemble non vide A muni de deux lois internes :
une addition, définie seulement pour certains couples dits addibles (notation ;"(),
et une multiplication, vérifiant les axiomes ¢
A - Multiplication :

O-¥%a, b €A, ab €A
1-¥a, b, c €A, (ab) c=a (bc)
2 - I1 existe un élément O de A, tel que 0 a=a 0 =0, ¥a €A,
B - Addibilité :
1-Va€a agfa
2 -¥a, b €A, la relation a #b implique b #a
3-¥%ac€a, ago
4 -V a, b, c €A, les relations a #b, b #c, bs£0 impliquent a #c.

Pour a €A, a %0, notons A(a) = {x €A ; x #al}, appelé domaine
d'addibilité de a, Les axiomes B3,4 montrent que a #b si et seulement s'ils
appartiennent 3 un méme domaine d'addibilité ; donc, deux tels domaines,ou sont
confondus, ou ont en commun le seul é&lément O. On pose p* = {a(a) ; a €A, a #0}
et D=D"U {{ol}

C - Addition : Chaque domaine d'addibilité est un groupe additif abélien (ait
groupe d'addibilité), c'est-a-dire que, pour tout A(d) € D*, on a :

0-¥%a, b€A(d), a+ b €A(d)

1-¥%a, b c€A(d, (a+b)+c=a+ (b+c)

2-¥a, b€A(d), a+b=Db+a

3 - L'addition dans A(d) posséde un élément neutre

4 - Dans A(d), tout élément posséde un opposé.
(L'axiome C, équivaut 2 C} : ¥ a, b €A, a #b implique a #a + b).
D - Distributivité :

¥ a, b, ¢ €A, la relation a ;#b implique :

1-ca#kch

2-c(a+b)=ca+ch

3-ac ;#b c

4-(a+b)c=ac+bec.

Pour tout groupe additif A(d), 1'élément neutre e est égal a O.

De e + e = e, on déduit O(e + €) = 0 e, soit O + O = O. Ajoutons 1'opposé 0' de O
dans A (d) : 0+ (0 +0') =0 +0', d'ol O + e = e, soit encore 0 = e, car e

est neutre,
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L'annéfde est dit commutatif s'il vérifie :
A 3 -¥a,b€A, ab = ba,

L'annéfde est dit unitaire s'il vérifie :

A 4 -Fun élément 1 €A, 140 tel que 1a=a 1=a, ¥ a €A,

L'annéfde est dit corpotde si A (A privé du 0) est un groupe multi-
plicatif, c'est-a-dire s'il vérifie A 4 et
A 5-Va€A, a0, da €Atel queaa'=a'a=1,

Si de plus il est commutatif, il est dit corpotde commutatif,

Un annéfde commutatif sans diviseur de zéro est dit intégrotde si
A =A.. [0} est un semi-groupe (c'est-a-dire un monofde avec simplification :
si a ,éo, ab=ac impliquent b = c). Il est dit un intégrotde régulier si,
en plus, a #0 et ab % ac impliquent b #c.

Soit A un annéide. On appellera modulofde A gauche sur A, ou
A-modulofde A gauche, tout ensemble M non vide muni d'une loi interne additive,
définie seulement pour certains couples dits addibles (notation 7{!), et d'une
loi externe partout définie, ayant A pour domaine d'opérateurs, notée multi-
plicativement, vérifiant les axiomes :

A - Multiplication :
O-¥a€EA, ¥x EM, ax €M
1-%¥a, b €A, ¥x €M, (ab) x = a(b x)
2 - I1 existe un élément C' de M tel que, ¥ a €A, ¥ x € M, on ait
a0' =0 x=0"' (On le notera désormais 0).
B -~ Addibilité :
1-¥x €M, x £x
2 -¥x,y €M, la relation x £y implique y #x
3-¥x €M, x#o
4 -¥x,y, z €M, les relations x £y, vy #z, vy #0 impliquent x # z.
De méme que plus haut, on notera pour x € M, x =;é 0, par H(x) le
domaine d'addibilité de x, On pose de méme :
= {M(x) ; x €M, x £0} et C -c'u {{o01}.
C - Addition : Chaque domaine d'addibilité est un groupe add1t1f abélien (d1t
groupe d'addibilité), c'est-a-dire que, pour tout M(u) € c” ,onazs’
0 -¥x,y €Mu), x +y €M(u)
1-¥x,y,2 €EMu), (x+y)+z=x+ (y+ 2)

2 - ¥ x, vy €M), X+y=Yy+Xx

3 - L'addition dans M(u) possdde un élément neutre
4 - Dans M(u) , tout élément posséde un opposé.
(L*axiome C, équivaut a C' : ¥ x,y €M, la condition x #y implique x #x + y).
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D - Distributivité :

¥a, b€EA, ¥x,y €EM:
- x #y implique a x Fay
- x#y implique a (x + y) =ax+ ay
a #b implique a x #b x
- a#b implique (a + b) x = ax + b x.

B VR | RN
I

On voit aisément que 1'élément neutre de tout groupe additif M(u) est
0 € M. Les notions de modulofde A droite sur A (modifier 1'écriture du produit
et 1'axiome A1), et de modulotde unitaire (lorsque A est unitaire), sont les
analogues du cas des modules.

Propriété fondamentale :

Les axiomes D1 3 sont équivalents 2 la condition :

’
¥ x, y €M (resp. A), ¥ a, b €A, les relations a £b, x #y impliquent
ax ;{(b Ye

si a #b et x £y, on a par distributivité :
ax#bx,bx#byetax#ay, ay #£by.

Si bx#0, ousi ay#0, la transitivité montre que a x #b y.

Si bx=0etay =0, on apar distributivité
(a+b) x#(a+Db)ydorax+0#0+by.

La réciproque est évidente, Noter la conséquence suivante :

Si a et b € A sont tels que A(a) A(b) # {0}, il existe un et un seul
A(c) €D tel que A(a) A(b) < A(c).

De meme, si a €A et x € M sont tels que A(a) M(x) # {0}, il existe
un et un seul M(y) € c® tel que A(a) M(x) < M(y).

Remarques de calcul :

r
Dans A, 1'écriture a, + ese +a = z a, suppose les a; addibles
i=1
deux A deux. De méme, 1l'écriture (a1 oeet ar) + (b1 teeot bs) suppose que
chaque somme entre parenthéses a le sens précédent, et que les totaux sont
addibles. Par exemple, si a et b ne sont pas addibles, a + (b - b) signifie
a+0=a, mas a+ b - bn'a pas de sens dans A,

Lemme : Soient deux sommes (d'éléments addibles) de total non nul

r s
Zai=a;40et2b.=b#0.
i=1 =1 J

Si a/gfb, ¥iet jona ai;{!bj.

En effet, 1'axiome Co montre que a; ;{!a, bj ;{!b, d'ou le résultat
par transitivité par a et b, On a la régle : Aprés avoir remplacé par leur

valeur 0 les parenthédses de total nul, on a donc le droit de "supprimer les
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parenthéses",

Soient A un annétide, M un A-modulofde A gauche, B et B' deux parties
non vides de A, X et Y deux parties non vides de M, On notera : X + Y
l'ensemble des éléments de M de la forme x + y, avec x € X, y € Y et x ;{(y H

n

B X 1'ensemble des éléments de M de la forme 2 b X, ou ¥ i, b € B, X, €X
et les b, x, addibles deux a deux ; B x = B Xllclrsque X = {x} ; enfin B + B'
et B B' en considérant A comme modulofde sur lui-mé@me,

In él1ément de B X (resp. de B B') s'appelle une combinaison linéaire
d'éléments de X (resp. de B') sur B, Lorsqu'on prend pour B 1'annéfde A, on
dit combinaison linéaire d'éléments de X (resp. B'). I1 faut bien remarquer
q\:l'un méme é&lément X, € X peut intervenir plusieurs fois dans une somme

z bl xl , avec des éléments b non forcément addibles., On pourra
i=1
éventuellement souligner ce fait en notant un élément de B X par

‘

DOEREDE

ou les x;i sont tous distincts et ou Bj est la somme formelle
r.

z b appelée le coefficient de xJ.

k=1
§ 2 - ANNEAUX ET MODULES ASSOCIES., SOUS-ANNEIDES ET SOUS-MODULOIDES.
Notons A = ® A(a) (resp. M = » M(x))
A(a) €D M(x) E c*

le groupe somme directe des groupes additifs A(a) (resp. M(x)). Organisons A
en anneau (resp. M en A-module A gauche) en étendant la loi multiplicative de A
(resp. de M) par distrthivité et réduction des termes semblables (c'est-a-dire
appartenant i une meme composante), Les propriétés d'associativité et de distri-
pbutivité (et éventuellement la commutativité dans le cas de K) sont évidentes ;
de méme, si A (resp. M) est unitaire, A (resp. M) 1l'est aussi. A s'appelle
1'anneau de 1'annétde A. M s'appelle le A-module du A-modulotde M. Il est clair
que A et M sont des A-modulotdes. Par contre, A (resp. M) n'est pas, en général,
un K—modulotde, le produit n'étant pas forcément partout défini. A (resp. E)
sera dit anneau (resp. module) gradué généralisé.

B est dit un sous-annétde de A, et A un sur-annétde (ou une extension)
de B si 1'addibilité et les lois de A induisent sur B une structure d'annélde,

c'est-a-dire si on a (outre B CA) :
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1 - L'addibilité de B est la restriction & B de celle de A.
2 - ¥ a€A* B NA(a) est sous-groupe additif de A(a).
3 -B2 cB.

N est dit un sous-modulofde de M, et M un sur-modulofde de N si
1'addibilité et les lois de M induisent sur N une structure de modulotde sur le
meme annétde A, c'est-a-dire si on a (outre N C M) :

1 - L'addibilité de N est la restriction & N de celle de M,

2 - ¥ x €M", N NM(x) est un sous-groupe additif de M(x).

3 -ANCN,

La condition A N CN équivaut & : ¥a€ A, ¥ x € N, on a ax €N,
Il en est de méme pour 82 C B.

Un sous-modulofde du A-modulofde & gauche A (resp. & droite) est dit
idéal A gauche (resp. a droite) de A, On appelle idéal bilatére un idéal a
gauche et & droite de A, Lorsque A est commutatif, on dit simplement idéal.

A étant un anneau gradué généralisé dont la partie homogéne est un
annéfde A, un sous-anneau S de A est dit homogéne s'il est de la forme E, o B

est un sous-annéfde de A, Visiblement, ceci équivaut a 1'égalité

<«
s @ [s nA(a)], autrement dit & la condition : si a = L.ai
i

) A(a) €p*
est la décomposition d'un 2€S en composantes homogénes, tous les a; sont
dans S. Par ailleurs, s1 B est un sous-annéfde de A, B est un anneau, donc un
sous-anneau de A, Si un idéal (a droite, a gauche, ou bilatére) de A en est un
sous-anneau homogéne, il en est dit idéal hon igéne.

De méme, un sous-module d'un A-module ﬁ, dont la partie homogéne est M,
est dit homogéne s'il est de la forme ﬁ, ot N est un sous-modulotde de M, (si N
1l'est, N est un K—module, donc un sous-module de 1_4). I1 est évident qu'un sous-
module P du A-module M est homogéne si, et seulement s'il contient avec un
élément de M toutes ses composantes homogéies, Visiblement, si B est un sous-
annéfde de A, le sous-anneau homogéne B de A en est un idéal (forcément homogéne)
si et seulement si B en est un de A,
Un annétfde A et 1l'anneau gradué A sont dits annéfde [resp. anneau

gradué] noethérien (resp. artinien) & gauche ou A droite si, respectivement, les

idéaux a gauche ou a droite de A (ou, ce qui revient au meme, de tels idéaux
homogénes de A) satisfont 3 la condition maximale (resp. minimale). Il sera dit
noethérien ou artinien touc court s'il 1'est A la fois a droite et a gauche.

Exemples d'annéides :

1°) Le squelette d'un corps valué est un corpofde, Si q est un corpoide
"sans torsion" et n ® 1 un entier donnés, Krasner [4] définit les annétdes de

polyn3mes i n indéterminées sur q (sous certaines conditions).
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2°) Nous appellerons annéfde de Bourbaki la partie homogéne d'un

anneau gradué de Bourbaki [1]. Citons deux cas particuliers :

Soient k un corps, et (xi)i ¢ [ wne famille d'indéterminées ;
1l'ensemble Q des fractions mond®miales par rapport aux Xi A coefficients dans K,
est un corpofde, La partie A formée des mondmes en est un sous-annétde.

Soient R un anneau intégre (commutatif, avec unité) et G = {€,0} un
groupe a deux éléments (02 = €). Soit A =R €+ R o l'anneau gradué construit
sur R et G de maniére évidente. Soit A 1'annélde associé. Alors, A est sans
diviseur de 0, mais A n'est pas intégre : (o0 - €) (o + €) = O.

F)Plus généralement, soient A un monofde multiplicatif, commutatif
et mni d'un annulateur fou é&lément absorbant) noté 0. Soit R un anneau
commutatif., Soit (Aa)a ¢ p une famille d'anneaux tels que : ¥ @ € 4, A, est
isomorphe 2 un sous-anneau R, de R ; Ry = {0} ; et, vaetBESL, Ry Rg © Rype
Prenons pour ensemble d'homogénéfté la partie A =U A dedA= @ A_ .,

aes aen *
Si Xa et yB sont des éléments de Aa et AB respectivement, par définition, leur
produit sera 1'élément de A, g homologue du produit xy dans R des homologues X

(de x ) et v (de yp). Alors, il est clair que A est un annétde.
a B

Si, de plus, R et A ont un élément unité, respectivement 1 et €,

la condition 1 € R, entrafne que 1 est unité de A.

§ 3 - LA NOTION DE GRADUATION.

On va définir sur D une loi de composition partielle, Afin de pouvoir
1'écrire sans introduire de nouveau signe d'opération tout en distinguant le
composé des éléments de D selon cette loi, de leur produit en tant que
sous-ensembles de A (qui est différent, en général), nous introduisons 1'abus
d'écriture suivant : si a € A est non nul, son domaine d'addibilité sera noté
A(a) s'il est considéré comme sous-ensemble de A, et sera noté w(a) s'il est
considéré comme élément de D', (Quand il est indifférent de considérer ce
domaine d'une maniére ou de l'autre, on se permettra d'écrire A(a) = w(a) )
De meme, {0} €A sera, comme élément de D, noté w(0) ou O. Pour tout a € A,
w(a) sera dit son grade propre. Donc, A(a) A(b) fou A(a) {0}) désignera le
produit de A(a) et A(b) (ou {0}) comme sous-ensembles de A, tandis que
w(a) w(b) eu w(a) w(0) = o(a) 0) désignera leur produit dans D suivant la
loi partielle ainsi définie :

- ¥ w(a) €D, on pose 0 w(a) = w(a) 0 =0
- ¥ w(a) et w(b) €D*, tels que A(a) A(b) #% {0}, on sait qu'il existe
@) un unique A(c) € D* tel que A(a) A(b) < A(c) et on pose
w(a) w(b) = w(c).
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Le produit w(a) w(b) n'est pas défini quand a #0, b #0 et A(a) A(b) = {0}.

On appellera une graduation de 1'annéfde A tout couple (4, 8)
(qu'on notera simplement A quand il n'y aura pas d'ambigufté sur e),
ol A est un ensemble muni d'une loi de composition (notée multiplicativement)
partout définie et comportant un annulateur (noté 0), et ol 8 : A =D est
une surjection, qui est injective sur l'image réciproque 0'1(D*) de D* par 9,
et qui vérifie les conditions : 6(0) =0 ; et, ¥ @, B € B, on a
o(a B) = o(a) o(B) si o(a) #0, o(B) %40 et o(a) 6(B) est défini,

Le plus souvent, la restriction injective de 6 a 9-1(D*) sera
considérée comme wne identification, et on identifie aussi 1'annulateur O de A
avec 1'élément »(0) = O € D. Sauf mention contraire, on supposera donc que
ADD, Si d = w(a), en vertu de l'identification précédente (c'est-a-dire si
90(d) # 0 ou si d = 0), d sera dit le grade de a dans A Un d € A sera dit
un grade nul par rapport & A si 6(d) = 0, et il sera dit vide dans A si,
de plus, d #%0. Si 6(d) = w(a) €D, le méme élément de D considéré comme

sous-ensemble de A sera aussi noté Ad'

On appellera graduation propre de A (et de K) la graduation A,

de support D, ol on étend la loi partielle (L) & D tout entier en posant
w(a) w(b) = w(0) =0, quand a £#0, b 40 et A(a) A(b) = {0}.

Bien entendu, on a des considérations analogues pour l'ensemble C
d'un A-modulofde A gauche M. En usant de 1'abus d'écriture analogue, on

définira dans C la loi partielle de composition externe :

Vo €D, ¥E €Conpose x0=0¢E=0,
(L')| * w(a) €D, ¥ w(x) €C, a#%0, x A~ 0 tels que A(a) M(x) # {0}, dontc
est contenu dans un unique M(y), on pose w(a) w(x) = w(y).

Cette loi n'est pas forcément partout définie, ni associative
pour les scalaires (ou éléments de D).

Lorsqu'est fixée une graduation (A, ©) de A, on appelle une
A-graduation du A-modulofde M, tout couple (T, ¥) formé d'un ensemble I sur
lequel A opére multiplicativement & gauche, avec annulateur noté 0, et d'une
surjection § : I' » C, dont la restriction a ‘3"1(0*) est injective, avec les
conditions : $(0) =0 ; ¥d €A ¥c €T, ona 4,0 =0.c=0;
¥d€Epet¥c €T tels que 8(d) £0, ¥ (c) A0 et 8(d) y(c) soit défini
en vertu de (L'), on a § (dc) = 6(d) y(c). si y(c) = w(x) €C, cet élément de C
considéré comme sous-ensemble de M, sera noté Mc' On pourra considérer la

restriction de ¢ & §~' (C*) comme wne identification, et identifier les zéros
de I et de C, donc poser I' 2C. On a toujours Ad Mc CMd e
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Par exemple, on appellera A-graduation propre de M la graduation [,
de support C od on étend la loi partielle (L') en posant d.w(x) = w(0) = 0
quand d #0, x # 0 et A M(x) = {0}

L'exemple 1 suivant montre qu'on ne peut pas forcément étendre (L)

a D tout entier pour en faire un monoide, Mais, parmi toutes les graduations
possibles pour un annéfde donné A, en existe-t-il toujours une associative,
cl'est-a-dire (au cas ou A serait unitaire), pour laquelle 1'anneau A serait
gradué au sens Bourbaki ? Existe-t-il une extension A' de A, ayant ou non le
méme ensemble D, et telle que tout groupe d'addibilité différent de {0} contienne
un non-diviseur de O ? Sans hypothése supplémentaire, la réponse est partout
négative, comme le montre l'exemple 2 suivant.

De m&me, lorsque A est une graduation associative de A, une
bA-graduation I de M sera dite associative si sa loi vérifie 1l'associativité des
scalaires (ou éléments de A). Un exemple ultérieur montrera 1'existence de
A-graduations non associatives (chap. II, § 3).

Si A = q est un corpotde, D* est visiblement un groupe par rapport a
la loi de composition de &, . De plus, R = q (1) est un corps (gauche, en général)
car R* = R .. {0} est un sous-groupe de q* = q ..{0}. Si a € q est non nul,
ot R = q(a) défini par o (x) = a x, et T : q (a) - R défini par t(y) = a~! y
sont des homomorphismes de groupes additifs, dont les composés sont des identités.
Ce sont donc des isomorphismes, et q (a) est un espace vectoriel bilatére de
dimension 1 sur R. D* = Ao* est dit le groupe du corpoide q, et q est dit sans
torsion si le groupe D* 1'est. kK = q (1) est dit le corps du corpotde,

Si A est un intégrotde régulier, D* est visiblement un monotde com-

mutatif avec simplification, par rapport a la loi de 4, .
Exemple 1 : Soient R un anneau commutatif donné, R' et R" deux

anneaux isomorphes a'R, deux d'entre eux ayant en commun le seul élément O.
Soient les anneaux produits A_ = R XR, A, = R' X (0) et Ay = (0) xRr",
Organisons la réunion A = Ae Ua, V] Ay de leurs groupes respectifs en
annéfde en posant pour le produit (les accents des composantes indiquant
seulement 1'appartenance des éléments) commutatif :

L]
(x1n y1) (xg) y2) = (X1 Xor ¥y YQ) 3 (x1r Y1) (xér 0) = {(X1 x2) ) OJ-
(X1' y1) (O: y;) = [0, »(Y1 Y2)"] H (X', 0) (y'r 0) = [05 (XY)"]-
(0, x") (0, y") = (0, x) ; (x', 0) (o, y") = (0, 0).

Sur 1'ensemble D, noté { O, €, a, b}, correspondant, la loi (L)

2. bet b?=¢; mais ab et ba

n'est point partout définie : € est unité, a
ne sont pas définis, et 1l'on ne peut étendre (L) a D tout entier pour en faire

un monofde :



28 CHAPITRE I

sionprend ab=a, ona €=a’pLa(ab) =b
ab = b, a=ab>£(ab) b=¢
ab = €, a=ab2;é(ab)b=b
ab = 0, a=ab’£(ab) b=o.

Cependant, 4 =D U {c = a3} = {0, ¢, a, a2, a3} est évidemment une
graduation associative de A, puisque {g, a, a2, a3} est le groupe cyclique a

quatre éléments engendré par a. Il suffit de poser A 2 = Ab et A 3= {0}, en
a a

prenant les mémes Ae’ Aa et A que précédemment,

b
Exemple 2 : Soit n un entier >3, Soit E = {e1,... ,en} un ensemble

de n éléments muni d'une loi interne partout définie, commutative, et notée
multiplicativement (cette loi donnée n'est pas forcément associative). Soit R un
anneau intégre (commutatif et unitaire)., Soit S= @ R, ou, ¥i €Z , on prend
iez *

pour Ri le groupe additif de R.
(1°) A chaque e, € E, faisons correspondre une partie finie P C Z, ainsi
définie :

a) — (2 x - 1)61’k

b) On répartit dans les P, les r_1__(2_—_1_2 premiers entiers impairs positifs,

k 2
chacun deux fois, et de maniére que :

- chaque P, contienne (n-1) impairs distincts

- si k #£k', Pk et Pk' n'ont en commun qu'un seul impair positif, noté ik "y
?

c) On répartit les doubles des entiers impairs précédents, qui sont au

n (n+1) .
2

nombre de n + = (2-1) =

si { = e, on pose — 2 (zx -1) € Plu
si k #k' et € € = € On pose 2 ik, ") € Pon e
Chacun de ces nombres pairs ne figure que dans un seul ensemble,
d) Les Pk ne contiennent pas d'autre entier,
(2*) a) A chaque P (donc a chaque ogk), on associe un groupe A, isomorphe au

sous-groupe additif suivant du groupe abélien S : A, =~ @ R. .

k : i
i€ Pk
n _ n
Soit A= U Ak la.partie du groupe somme directe A= @ A .
k=1 k=1

b) Définition d'un produit dans A ; outre le cas trivial ol 1l'un des
facteurs est nul, distinguons deux cas :
Six €A ety €A, avec k #Xk'. Le produit, élément z de A, (si
e, e.k, = ek,,), se fera par composante, en doublant les indices des composantes,

Plus précisément, seules les composantes d'indice i de x et y peuvent &tre

k,k'
toutes deux non nulles :
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ceees)

X = (eeoeeeneee, x; y o000e) 37 = (eovenes vy ,
k,k' k,k'

On pose XV = 2 = (veeeee, Z,. sy seses) AVEC Z_. = x, y
2iy xr R "R "L

Sixety€ A  , le produit z, élément de Aw (si ei = ek“), se fera
par composante, en doublant les indices, mais en ne conservant que la composante
d'indice - 2 (2 x - 1) négatif, et en annulant les autres.

c) Ce produit fait de A un annétde commutatif de maniére évidente (en parti-
culier, 1'associativité du produit est triviale, tout produit de trois termes
étant nul).

(3°) ¥ x et k', A AL,

(notations du 1°). E est famille d'indices des Ak. Le produit (L) est défini

;é (0), puisque 1'anneau R est intégre, et A.k Ak' c Ak"

partout sur E U {0} = A et cotncide sur E avec la loi de E (par construction).
Si la loi donnée sur E est non-associative, la graduation A de A
sera non-associative, et toute autre graduation de A ne sera pas associative.

Remarque : La donnée de la loi sur E équivaut a la donnée de la

répartition (1° - c) des r%:__ﬂ entiers pairs.

Remarque : Montrons, par récurrence sur n, que la répartition (1° -b)

des entiers impairs est possible :

- sin =3, on prend A,.:[- 1, 1, 3}

A, ={-3, 1,5}

2
A {-5,3,5}.

3

- 8i la répartition est faite pour l'entier n, il reste, pour

1'entier n + 1, A répartir deux fois les n entiers impairs consécutirs suivants :

2n (n - 1) + 1, eeeeesseess o On les attribue une premidre fois tous a An+1 ,
puis une deuxiéme fois en en donnant un et un seul (arbitrairement) a chacun des
A1, ooy An .
§ 4 - QUOTIENTS - MORPHISMES.

Désormais, A désigne un annéide commutatif,

Définition : Soit J un idéal de A. Deux éléments a et b de A sont
dits congrus modulo § (on note a = b (%), ou méme a = b s'il n'y a pas
d'ambigufté) si et seulcment si, ou bien a et b € §, ou bien a ¢ 3, mais
a# beta-be€S.

Il est clair que c'est une relation d'équivalence sur A : en

particulier, si a =b, b =c et b i/S, on a : b;éo, a;#b et b;{(c, ce qui
implique a, b et c addibles, d'od a = c = (a = b) + (b - ¢} € & Notons que,

dans chaque groupe d'addibilité Aa’ cette congruence se réduit a la congruence

modulo le sous-groupe Sa =3 N Acv' Les classes d'équivalence sont donc 3,
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et les classes a + J distinctes, avec a €A, a ¢ § (pour chacune de ces
derniéres, noter que a + § C A(a) ) . Ainsi, on voit que cette congruence est
la relation R d'équivalence la plus fine telle que a ;flb eta-b€EY
impliquent a R b,

Lemme : Pour qu'une relation d'équivalence R sur A soit une
congruence modulo un idéal J, il faut et il suffit qu'elle vérifie les
conditions : ¥ a, b, a' et b' €A,

1) aR b et non a R O impliquent a #b
2) aRb, a' Rb', a Fa' et b Zb' impliquent (a + a') R (b + b')
3) aR b et a' R b’ impliquent (a a') R (b b').

On dit alors que R est normale pour l'addibilité, et compatible
avec la somme et le produit dans A. La congruence modulo J vérifie ces
conditions ; c'est clair pour 1, Pour 2, c'est clair si a, b, a' et b' € §;
sia@ 8§ a=bimplique a #b, a-b € Jetb ¢ §, d'od par transitivité
(puisqueé a et b non nuls) a, b, a' et b' addibles entre eux, donc a* - b' € §
et enfin (a + a') - (b + b') = (a -b) + (a' - b') € 8 Pour 3, c'est clair
sia € (d'od b €3) ou a! €8, car les produits sont dans § ; si aucun des
éléments a, b, a' et b' n'est dans 8, on a a #£b, a - b € 3, a' #b' et
a' - b' € §; par la propriété fondamentale, a a', b b' et a b' sont addibles
entre eux, d'ou :
aa' -bb'=aa'-ab'+ab" -a'b'=a(a"-b')+ (a-a')b'eES

Inversement, si la relation R d'équivalence vérifie ces conditions,
§=f{a€A; aRO} est un idéal de A : 0 € §; si a et b € § sont tels que
a #b, b RO entrafne - b R 0, qui, avec a R O entratne (a - b) RO

(tout ceci par la condition 2) ; si a € A (donc a R a), et x R 0, la
condition 3 implique a'x R 0. Montrons que R est la congruence modulo RS
Lorsque a R 0, soit a € S, les relations suivantes sont équivalentes @

aR b, (par transitivité de R) bRO, b €%, a =b, Lorsque a €3, si aR b

ousi a=b, on aa ﬁzb par la condition 1 : les relations suivantes sont

1
o
.

donc équivalentes : a R b, (par la condition 2) (a -b) RO, a-b €Y, a=

L'ensemble quotient A/3 est muni canoniquement d'une structure
d'annéfde : Notons ¢ : A = 4/3 la surjection canonique. Si « et o' € A/S ,

soient a et a' des représentants respectifs de ces classes, on pose
a o = ¢ (aa'), produit indépendant du choix de a et a', gréce a la

compatibilité (3) ; les axiomes A pour A/3 se vérifient trivialement (le zéro

est 3, et, si 1 € A, 1'unité est 1 + J), Deux classes o et o' seront addibles
si et seulement si elles contiennent un élément addible (soient a et a'

respectivement) ; on pose alors o + o' = ¢ (a + a'), somme indépendante du
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choix du couple d'addibles a et a', grice & la compatibilité (2). Les axiomes B
pour A/S se vérifient aisément : pour By s si a#B, B ,9’!'6 , B#A0, alors

il existe a € @, b et b*' €8, c €T tels que a #b, b*' #c ; mais B %40
implique b £0, b' £0 et (définition de la congruence) b #b' ; d'od a #c
par transitivité par b et b'., Les axiomes pour l'addition sont clairs :

Remarquer que chaque domaine d'addibilité de A/3 est isomorphe au quotient
d'un groupe Acx d'addibilité de A par le sous-groupe Sa =3nN Aot . La distri-

butivité se vérifie immédiatement. A/3 s'appelle l'annéide quotient de A par J.

Remarquons que W peut s'identifier 4 1'anneau quotient A/s-_de
1'anneau A par son idéal homogéne 3, et que cette identification organise A /5 en
anneau gradué dont la graduation est, en quelque sorte, induite par celle de A
(résultat bien connu dans les cas classiques). En effet, si a — a' est 1'homo-
morphisme canonique de A sur A /3 et a - a" celui de A sur A /§ , on a pour tout
a € A, en considérant a' et a" comme sous-ensembles de A, a"=a +J et a'=a" NA,
I1 en résulte que, si a #b, a" + b" = (a+ b)" = (a+ b)' + F=a’ + b' + §
et que a" b" = (ab)" = (ab)' + 3=a' b’ + §. Il en résulte facilement que si

a= z ag (les a, deux a deux non addibles), ¥ @ Za'i *Ea'i + 3 = 3a" définit
i=1 * ' i i
un homomorphisme de ZA7S$ sur 1—\'/-3. Mais a" = O entrafne, puisque tous les a\'i

non nuls sont mutuellement non addibles comme le sont les a; , que tous les a'i

sont nuls et que Za'i = 0, Donc § est un isomorphisme.
i

Soient A un annéide, M un A-modulofde, et P un sous-modulofde de M.
La notion de congruence modulo P dans M est l'analoglie de la congruence
modulo J dans A. Les propriétés sont en tout point analogues, sauf pour la
compatibilité (3) du lemme, que 1l'on remplace par la compatibilité avec le
produit par un scalaire : (3') ¥a€A, ¥xety €M, xRy implique a xR ay.

On notera indifféremment M/P ou ¥ - P 1l'ensemble des classes de

cette congruence modulo P, On notera ¢ : M = M - P la surjection canonique.
Alors, l'ensemble M - P est muni canoniquement d'une structure de A-modulofde :
les m&mes considérations sont valables pour l'addibilité et 1'addition ; enfin,
si a€Aet € €M - P, on prend x quelconque dans §, et on pose a € = @ (a x),
produit indépendant du choix de x par la compatibilité (3') ; les propriétés
sont immédiates, M - P = M/P s'appelle le A-moduloide quotient de M par P,

De la mame maniére que précédemment, on démontre (X - P) est
canoniquement isomorphe au module quotient ¥ - P du A-module M par son

sous~-module P. Ceci montre, comme il est connu dans le cas classique, que



32 CHAPITRE I

M-P peut 2tre organisé en un A-module gradué par la m@me graduation que H.
Soient A et B deux annéfdes., Une application u : A —» B est dite
homomorphisme d'annéides si, ¥ a et b €A, on a :
1 - a#b implique u (a) #u (b)
1" - u (a) #Zu (b), u (a) #0, u (b) # Oimpliquent a #b
2 -a#bp implique u (a + b) = u (a) + u (b)
3 -u(ab)=u(a)u/(b).
Si 1'axiome (1') n'est pas vérifié, on a une représentation (au
sens de Bourbaki) que nous appellerons quasi-morphisme, ou homomorphisime faible
Si, de plus, A et B sont unitaires, et si u (1) = 1, u sera dit
homomorphisme (resp. quasi-morphisme) d'annéides unitaires. Il est clair que
u (O) = 0. Si u est un quasi-morphisme ou un homomorphisme, on appelle noyau
de u, et on note Ker u = u—1 (O). Les axiomes 1, 2, 3 montrent que le noyau

est un idéal de A, la surjection canonique ¢ : A = A/3 est un homomorphisme.

Lorsque l'annéfde A n'est pas un anneau, l'injection canonique A - A est
seulement un quasi-morphisme,
Soient M et M' deux A-moduloides. Une application u : M -~ M! est

dite un homomorphisme de A-modulofdes si, ¥ a €A et ¥ x ety €M, on a :

1 - x #y implique u (x) #u (y)

1-u (x) #u (v), u (x) #0, u (v) #0 impliquent x #y

2 - x #y implique u (x + y) = u (x) + u (y)

3-u(ax)=au(x).

Si 1'axiome (1') n'est pas vérifié, on dit encore quasi-morphisme, De méme,

on voit dans les deux cas que u (0) = O et que Ker u = u_ | (0) est un
sous-A-modulofde de M.
81 P est un sous-moduloide de M, 1l'injection canonique est un

homomorphisme, de me&me que la surjection canonique M - M/P- L'injection

canonique M - M est un quasi-morphisme. Soit a fixé € A ; l'homothétie h de M
définie par h (x) = a x est un quasi-morphisme.

Un homomorphisme ou un quasi-morphisme u : A — B d'annétdes (resp.
u : M = N de A-modulotdes) se prolonge par linéarité, de maniére évidente, en un
homomorphisme W : A - B d'anneaux gradués (resp. u:M~-N de K-modules). Un
homomorphisme v : A —+ B (resp., v : M ~ N) sera dit homogéne [resp, quasi-
homogéne] si v =W, od u : A =B (resp. u : M = N) est un homomorphisme [resp.
quasi-morphisme].

Les annétdes ou modulofdes (respectivement les anneaux gradués ou leurs
modules gradués) peuvent 8tre considérés comme les classes d'objets de deux

catégories différentes : la catégorie forte, en prenant pour morphismes les
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homomorphismes (resp. les homomorphismes homogénes), et la catégorie faible, en
prenant comme morphismes les quasi-morphismes (resp. les homomorphismes quasi-
homogénes). X —+X et u - u définit visiblement un isomorphisme de la catégorie,
forte ou faible, des annéfdes (resp. des A-moduloides) avec la catégorie de méme
nom des anneaux gradués (resp. des A-modules gradués).

Une sous-catégorie de la catégorie forte ou faible des annéides ou
des A-modulotdes (et, également, son image par X -'i, u - E) sera dite réguliére
si, quels que soient les objets X, Y de la catégorie, et quel que soit x fixé €X,
tous les u(x), ol u parcourt Hom (X, Y) (dans la sous-catégorie), sont mutuel-
lement addibles., Les sous-catégories réguliéres de la catégorie forte sont

exactes, mais pas, en général, celles de la catégorie faible,



Chapitre II
PHENOMENE D'AGGLUTINATION. - ANELS ET MONELS

Dans ce qui suit, les annéfdes sont supposés commutatifs.

§ 1 - LE PHENOMENE D'AGGLUTINATION.

Pour un élément non nul x d'un annéfde A, les propriétés d'&tre ou
non diviseur de zéro, ou simplifiable, ou diviseur d'un autre élément non nul
sont les m@mes que dans les anneaux. Mais, pour un annéfde dont les grades
non nuls ne forment pas un groupe, la multiplication par un élément peut
donner des résultats addibles a partir d'éléments qui ne le sont pas. Plus’
généralement, il peut en 2tre de meme dans l‘'application d'un quasi-morphisme,
comme le montre l'injection canonique d'un amnéfde A dans 1l'anneau A associé.
Ce phénomeéne sera appelé 1l'agglutination. Il conduit au dédoublement de
certaines notions habituelles (par exemple, diviseur et pseudo-diviseur),
et A 1l'apparition de notions nouvelles. D'autre part, vue l'importance de
la condition préalable d'addibilité dans la plupart des raisonnements, il parait
souhaitable de réserver l'expression "régularité d'un élément", & la simpli-~
fiabilité dans une relation d'addibilité, avec un sens que l'on va préciser,

Soit x un élément non nul d'un annéfde A. x est dit régulier pour
1'addibilité (ou régulier, s'il n'y a pas d'ambigufté), si, ¥ a et b € A, les
relations a x # b x, a x #0, b x %0 impliquent a #b. L'annétde A est dit
régulier si tous ses éléments non nuls le sont ; dans ce cas, on dit que

1'anneau A est régulier,

Pour un élément non nul x de A, supposons qu'il existe un entier
positif i tel que, ¥ n > i, les relations a < ;{!b xn, a X 940,

b x* 50 impliquent a x* #b x . Notons i(x) le plus petit entier i vérifiant

cette condition. x est dit quasi-régulier (ou quasi-régulier fort)

d'exposant i(x). Lorsque tous les éléments de A sont quasi-réguliers forts,

il est dit quasi~-régulier, ou annéfde fort. L'annéfde sera dit uniformément

fort, ou uniformément quasi-régulier, si 1l'ensemble des exposants i(x) est
majoré. On appelle anneau fort l'anneau associé & un annéfde fort. .

Pour x non nul de A, supposons que, ¥ a € A, il existe un entier
positif i(x, a) tel que ¥ b € A, ¥ n > i, les relations a x° #£b x°,

ax® 40, b x" £0 impliquent a x* #b x'. Alors, x est dit quasi-régulier
strict, Si tous les éléments de A le sont, A est dit para-régulier, ou

annétde strict ; l'anneau A associé est dit strict.
Pour x non nul de A, supposons que, ¥ a et b € A, il existe un

entier positif i(x, a, b) tel que ¥ n ™ i, les relations a x° #b X,
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ax® %0, b X" #0 impliquent a < # b < Alors, x est dit quasi-régulier
large.

Un annéfde A unitaire et sans diviseur de zéro est dit un quasi-
domaine, Il est clair que l'ensemble des éléments réguliers (resp. bi-
réguliers, resp. quasi-réguliers forts) de A est multiplicativement stable.

Si A est sans diviseur de 0, les notions d'élément de torsion, de
modulofde de torsion, se définissent de m@me que dans le cas des modules.

Et 1'ensemble des éléments de torsion d'un modulofde est un sous-modulofde.

Soit u : B = B' un quasi-morphisme d'annéfdes (resp. de

A-modulofdes). Si {b1,...,bn} est une famille d'éléments de B, addibles
n n

z u (bi)'

deux & deux, alors les u (bi) sont addibles et u (z: bi) =
i=1 i=1

1=
Inversement, si u est un homomorphisme, et si les u (bi) sont non nuls, et
addibles deux a deux, alors on a la m@me formule. En effet, il en résulte
1'addibilité des bi’ puisque u est un homomorphisme. On dit alors que

u_se met en facteur. Si certaines images u (bi) sont nulles, il suffit de

les supprimer pour mettre ensuite u en facteur. Par exemple, si c non nul est
un élément régulier de 1l'annéide A, 1l'homothétie de A de rapport c est un
n
homomorphisme, et ¢ se met en facteur dans toute somme E: c b, (les by € A)
i=t

oll les produits c bi sont non nuls et addibles deux a deux.

Soit u : B = B' un homomorphisme (d'annéfdes ou bien de A-modulofdes),
et soit K = (0) son noyau. La relation u (x) = u (y) implique ou bien
x #y et x -y €K, ou bien x et y € K.

Soient A un annéide, A 1'anneau associé, M un A-modulofde

(par exemple A lui-meme), x un &lément de M, et B = Cy+ G *eeest oy €A

(avec les < tous non addibles, lorsque n > 2). L'élément ¥ xdeX

n'appartient pas & M, sauf dans les deux cas suivants :
1) Les c; x sont deux A deux addibles. Alors, on dit que x

agglutine les c;d que ¥ est wn agglutiné par x, ou.un coefficient pour x ;
que I x existe, ou a un sens ; que les ci sont des co-facteurs pour X.

En particulier, soient a et b deux éléments de A, avec a 740.

a est dit un pseudo-diviseur de b, s'il existe un agglutiné 3 par a tel que

% a = b. La somme formelle § est dite co-pseudo-diviseur., Si de plus a n'est
pas diviseur de b, il est dit pseudo-diviseur vrai ou propre de b. Lorsque

b = 1, a est dit pseudo-inversible, et la somme formelle B est appelée
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co-pseudo-inverse, Un annéfde sans diviseur ni pseudo-diviseur de O sera dit
intégre (c'est alors, en particulier, un intégrofde) ; si de plus il a un
élément unité, il sera dit domaine intégre, ou domaines

2) Dans la décomposition de M en somme directe des groupes
d'addibilité, ¥ x admet au plus une composante non nulle y, que 1l'on donnera
pour valeur & § x. C'est-a-dire que ¥ s'écrit

% = (c1 Feeot cr) + (cl1 Foeuk ds) + oeeoes + (g1 Foeeot gv) de maniére que,

dans M :
d, X + seee +d_x=0
1 s
g1x+.... +gvx=0
ety = Cyp X+ eeee v C X nul ou non. On dira que ¥ est agglutiné large

par x, que B est un coefficient large pour x, que les Cis dj' e+ sont des

co-facteurs larges pour x, que 3 x existe au sens large.
Remarquons que si Cpr eeer S sont agglutinés par x, ils sont aussi
agglutinés par tout multiple a x de x (avec a € A) ; et aussi, ¥ a € A, les

produits a c cesy @ Cy sont agglutinés par x.

1’
Plus généralement, soient A et B deux annéfdes (resp. M et P deux

A-modulotdes) et u : A =B (resp. M = P) un quasi-morphisme. Soit

[ Cy* oeee t Cp (avec les < tous non addibles, lorsque n > 2) un élément

n

de A (resp. de M). En général, la somme formelle u (§) = z u (ci) n'est pas
i=1
élément de B (resp. de P), sauf dans les deux cas suivants :
1) les éléments u (Ci) sont deux & deux addibles. Alors, on dit que u

agglutine les ci, et que T est agglutiné par u. Quel que soit a € A,

remarquons que u agglutine aussi les a ci H

2) dans la décomposition de B (resp. P) en somme directe des groupes
d'addibilité, u (”6) admet au plus une composante non nulle y, qu'on lui donnera
pour valeur. Alors, on dit que B est agglutiné large par u.

Soit M un A-modulofde, et fixons deux éléments a € A et x € M.

La multiplication par x (ou par a) des éléments de A agglutine dans A, et la
multiplication par a des éléments de M agglutine dans M. Ce sont deux cas
particuliers de 1'agglutination par un quasi-morphisme de A-moduloides. Dans
un cas, le quasi-morphisme u : A —» M est défini par u (b) = b x ; dans 1'autre
cas, u ¢+t M » M est défini par u (y) = ay.

Le phénoméne d'agglutination signifie quc, dans un anneau gradué K,
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ou dans un A-module gradué ﬁ, des éléments homogénes de grades différents
peuvent, aprés application d'un homomorphisme (de A-modules, ou bien d'anneaux
pour le seul K) non homogéne, donner des images de m@me grade ; c'est-a-dire
que 1'image d'un élément non homogéne peut 8tre homogéne. Un cas particulier
important est le produit par un élément homogéne, soit x ; on dira que x est
régulier si et seulement si, pour tout élément non homogéne, la nultiplication
par x ne le rend pas homogéne, sauf trivialement (c'est-a-dire avec des produits
nuls, sauf un au plus). Si a et b sont homogénes, et si a divise b, on a appelé a
diviseur ou pseudo-diviseur suivant que le co-diviseur était homogéne ou non.
D'autre part, l'axiome relatif a 1'addibilité pour un quasi-
morphisme, montre que 1l'agglutination est une question de grades. En effet,
pour les éléments d'un m@me grade, 1'agglutination non triviale a lieu de la
méme maniére ; on peut dire qu'un homomorphisme non homogéne agglutine les

grades. En particulier, l'agglutination non triviale par x des éléments ¢
signifie que w (ci X) = w (ci)w (x) a 1a mdme valeur, pour tout i. On dira
dans ce cas que w (x) agglutine les w (ci).

Pour un quasi-morphisme d'annéfdes (resp. de A-modulofdes) donné,
soit u, l'ensemble des agglutinés par u, et 1l'ensemble des agglutinés
larges par u, n'ont pas en général une structure d'annéide (resp. de
A-modulofde), mais une structure trés voisine : essentiellement, deux

quelconques groupes d'addibilité distincts ont en commun un m@me sous-groupe,

mais qui n'est pas forcément réduit & {0}. D'autre part, 1'étude des
A-modulofdes monogénes conduit A envisager les parties de K, intermédiaires
entre A et K, et n'en différant, outre le support, que par une modification
de 1'addibilité ; ces intermédiaires sont des ensembles d'agglutinés au

sens précédent. Nous allons donc, pour la commodité et la clarté de 1'exposé,

introduire aussi briévement que possible ces structures nouvelles.

§ 2 -~ ANELS ET MONELS.

a) Anels - Monels - Graduations :

On appellera anel tout ensemble non vide A muni de deux lois
internes : une addition partielle et une multiplication, vérifiant les axiomes:
A-0O-~-¥%aetb€A, abcea

1~¥%a betc €A, (ab)c=a(bc)

2 - I1 existe un élément O tel que 0 a= a0 =0, ¥ a €A,
B-1-V%aca agfa

2 -V aetb €A, la relation a #b implique b #a
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3 - I1 existe une partie {l de A, contenant 0, et telle que
¥ ac€A, ¥e €, a;{(e
4 -¥% a, bet c €A, les relations a #b, b #c, b ¢Q impliquent a Fc.

Pour a ¢ Q, soit A(a) = {x €A ; x #a} le domaine d'addibilité
de a ; il est clair que a ;{(b si et seulement s'ils appartiennent a un meme
domaine. Donc deux tels domaines, ou sont confondus, ou ont Q pour inter-
section. On pose :

D" ={A(a) ; a€A, 2a¢ Q) etD=D U {a
C - Addition : Chaque élément de D est un groupe additif abélien. En
particulier, ¥ a et b € A, a #b implique a #a + b, On voit aisément que O
est élément neutre de chacun de ces groupes.

D - Relations entre addition et multiplication :

La double distributivité du produit par rapport a l'addibilité,
et par rapport & l'addition est vérifiée, et, de plus :
5-%¥a€A, ¥e€Qae€lleteac€cN.
La partie Q est appelée le milieu de A. De plus :
1'anel est dit commutatif s'il vérifie :
A3 -¥%¥aetb€A, ab=>b a.
l'anel est dit unitaire s'il vérifie :
A 4 - I1 existe un élément 1 €A tel que 1a=a 1=a, ¥ a €A,
Soit A un anel., On appellera A-monel & gauche, ou monel a gauche
sur A, tout ensemble M non vide muni d'une addition partielle, et d'une loi
externe partout définie, ayant A pour domaine d'opérateurs, notée multipli-
cativement, vérifiant les axiomes :
A-0-¥acA, ¥x€EM, ax €M
1-Yaetb€EA, ¥x €M, (ab) x=a (bx)
2 - I1 existe un élément O' de M tel que, ¥ a €A, ¥ x € M,

a0'=0x=0" (on le notera désormais 0).

B-1-¥x¢€M, x#x
¥ x ety €M, la relation x;ﬂy impliquey;{!x

3 - I1 existe une partie Q ae M, contenant O, et telle que :
¥x €M ¥e€ O, x#e
4 -¥x, yetz¢€H, les relations x £y, vy £z, y ¢ O impliquent x #z.
Pour x ¢ O, soit #(x) = {y €4 ; y #x} le domaine d'addibilité

de x. De méme, deux tels domaines ou sont confondus, ou ont O pour
intersection. On pose : ¢t = M(x) ; xeM, x gO@}etC = ¢’ u 3.
C - Addition : Chaque élément de C est un groupe additif abélien. En
particulier, ¥ x et y € M, x ;#y implique x ;{( X + y. Enfin, 0 est élément
neutre de chacun de ces groupes.
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D - Relations entre addition et multiplication :

La double distributivité du produit pour 1'addibilité et 1'addition
dans A et M est vérifiée, et de plus :
5-%a€h ¥x€eD ,axeO;¥vac€cQ ¥xEM, axe€
La partie O est appelée le milieu de M.
Les notions de monel & droite sur A, et de monel unitaire sont
les analogues du cas des modules. Noter que Q est un anneau, et Q) un Q-module.
L'anel est un corpotde lorsque A" = A..{0} est un groupe multiplicatif (III, § 3).
Lemme 1 : ¥ e € O (resp. (», ¥ x ety €M (resp. A), 1a relation
x #y équivaut A x Fe + y.
Clest évident si x (ou y) est dmns O . si x 0 ety ¢O0, x £y
implique y € M(x) qui contient (9 . Donc e + y € M(x).
Propriété fondamentale } ¥xety €M (resp. A) et ¥ a et b € A, les relations
a#b et x £y impliquent a x #b y.
En effet, de m&me que dans le cas des modulofdes et des annéfdes,
la transitivité le montre si a y ﬁf 6) , ou si b x Q’(D . D'autre part, si
ayetbx € ,de(a+Db)x#(a+b)yondéduitax+bxZay+by
d'ol a x #b y grice au lemme.

Dans la suite, nous supposerons toujours les anels commutatifs.

Par ailleurs, il faut remarquer que bien des résultats suivants
concernant les anels et les monels sont encore vrais sans les axiomes D5 H
cependant, on ne considérera pas les objets plus généraux, pour ne pas
s'éloigner trop de 1'étude qui nous intéresse.

Notons A (resp. ﬁ) 1'ensemble des sommes formelles finies d'éléments
(non addibles) de A (resp. de M), L'addition par juxtaposition et réduction
des termes addibles en fait évidemment un groupe additif abélien.
Organisons & (resp. M) en anneau (resp. A-module) en étendant la loi
multiplicative de A (resp. de M) aux sommes formelles par distributivité et
réduction des termes addibles. Il est clair alors que A est un anneau (resp. M
un K—module). A s'appelle 1'anneau associé a 1l'anel A, et M le module associé
au monel M, Pour x € K, ses composantes dans les groupes d'addibilité sont
déterminées modulo le milieu Q ; en quelque sorte, le groupe additif de N

est la 'somme directe modulo (' de ces groupes, ou "somme quasi-directe".

On a la m@me remarque pour M. Remarquons qu'un anel de milieu (O) est un
annétde, et qu'un monel de milieu (0) sur un annéfde, est un modulofde.
Soient A un anel (commutatif), M un A-monel, Q et O 1leurs milieux
respectifs, et D et C rcspectivement les enscmbles de parties de A et M
définis plus haut. On se servira ici d'un abus d'écriture analogue a celui

adopté pour les annéfdes et les modulofdes : on gardera l'écriture A(a) et Q
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(resp. M(x) et (D) pour les opérations sur ces objets en tant que sous-
ensembles de A (resp. M) ; on notera w(a) et w(0) (resp. w(x) et w(0)) les
m@mes objets, considérés comme éléments de D (resp. de C) pour les opérations
qui seront définies dans D (resp. C). D est muni canoniquement d'une loi
multiplicative partielle (L), déduite de celle de 4 : ¥ a et b € 4.0,

si A(a) A(b) & Q, la propriété fondamentale montre 1l'existence de ¢ € A..Q
tel que a(a) A(b) < A(c) et 1'on pose w(a) w(b) = w(c). L'axiome D; montre
que G QCQ, ¥G €D ; on pose donc w(a) w(0) = w(0) et (n(O)2 = w(0).

De m@me, 1l'ensemble C est muni canoniquement d'une loi externec (L) partielle,
ayant D comme ensemble d'opérateurs : ¥ a € A..Q et ¥ x €M..{D, si

A(a) M(x) C/ G , la propriété fondamentale montre l'existence de y € .. O

tel que A(a) M(x) € M(y) ct 1'on pose w(a) w(x) = w(y). L'axiome D_ montre que,

5
¥GED, ¥HEC, maQHCO et GOC(; on pose respectivement
w(0) w(x) = w(0), w(a) w(0) = w(0) et w(0) w(0) = w(0). Pour cette loi (L)
dans D, 1'élément w(0) est absorbant, et pourra 2tre noté O ; il en est de

meme pour 1'élément w(0) de C. Ceci posé, les définitions d'une graduation A

d'un anel A, et de sa graduation propre Ao de support D, et les définitions

d'une A-graduation T d'un A-monel M, et de sa graduation propre I, de support C,

sont identiques en tout point & celles relatives aux annéfdes et modulofdes ;

nous renvoyons donc aux définitions et remarques du paragraphe correspondant.
L'anneau A associé & un anel A muni d'une graduation A , et le

A-module M associé & un A-monel muni d'une A-graduation T, seront dits

quasi-gradués généralisés. Le grade d'un élément homogéne x € A..Q

(resp. x € M - {O) sera noté w(x).
b) ‘Sous-monels et idéaux -~ Notation B X - Loi modulaire :

Soient A un anel (commutatif) de milieu Q, et M un A-monel de

milieu 67. Une partie non vide P de M sera dite un sous-A-monel de M, si les

lois de M induisent sur P une structure de A-monel. Pour cela, il faut et il

suffit que, ¥ A €T, , P)‘ =P ﬂMl soit un sous-groupe additif de Mk

¥a€AetVx €P, ax €P., Ceci équivaut 4 1la condition P - PCP et AP CP

et que,

(P - Q signifiant ici 1'ensemble des p - q, avec p € P, ¢ € Q et p #q). On voit
que le milieu de P est P N (O . Une partie non vide § de A sera dite idéal de A
si elle est un sous-monel du A-monel A, Une partie non vide B de A gera dite un
sous-anel de A si les lois de A induisent sur B une structure d'anel. Pour cela,
il faut et il suffit que, ¥ o € 4, , Ba =B ﬂAa soit un sous-groupe additif
dg Aa , et que ¥ a et b €B, ab €B, Ceci équivaut a la condition B - B CB et
B CB. On voit que le milieu de B est B N Q.

On a des remarques de calcul sur anels et monels analogues A celles

des annéfdes ou modulotdes. L'expression (a1 + oeee ar) + (b1 + eee + bs)
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suppose que dans chaque parenthése les termes soient deux a deux addibles, et

que les totaux soient addibles, On en déduit (6 désignant le milieu de 1l'anel
r

s
ou du monel) : d'abord, soient z a; = a *4C) etz by =D ¢ O deux sommes
i=1 j=1
d'éléments addibles ; si a # b, quels que soient i et j, on a a; # L Ensuite,
aprés avoir remplacé par leur total les parenthéses dont le total est dans le
milieu, on a le droit de "supprimer les parenthéses".

Cependant, la notion de combinaison linéaire se complique. Soient M

un A-monel, Q et C‘) les milieux respectifs de A et M, B et X des parties non vides

respectivement de A et de M. On appelle combinaison linéaire simple des éléments

de X, sur B, toute somme finie de la forme

z Bx x, avec les b: € B, avec b: et b:
x €X

non addibles si k ;él, et avec les b: X tous addibles entre eux. On appelle

N gx (b): X + ees + b:(x) X) =

combinaison linéaire des éléments de X, sur B, toute somme finie de combinaisons

linéaires simples dont les totaux sont addibles, c'est-a-dire (aprés un regrou-
pement éventuel) dont les totaux sont dans le milieu (f) s sauf un au plus. Par

suite, on pourra noter la combinaison

Y .
par z { z 8% x}, (ou bien 2 (L 8t xi}), ol chaque accolade est une
i x€x d i i

s . X
combinaison simple, et ol des termes b,
,

y ' .
5,k x et bj X y d'accolades

1771
différentes sont non addibles lorsqu'aucun n'est dans O . On pourra isoler

1'accolade dont le total n'est pas dans (5 . L'ensemble de ces combinaisons

linéaires sera noté B X, et appelé le produit de B et X. En particulier, si B

est un idéal ou si X est un sous-monel, B X est évidemment un sous-monel.
8i X = {x}, on pourra noter B {x} = B x.

Il est clair que l'intersection d'une famille de sous-monels est
un sous-monel, Cela justifie la définition suivante : on appelle sous-inonel
engendré par une partie X de M, et on note (X), le plus petit sous-monel de M
contenant X. On voit aisément (lorsque X # @) que (X) = A X lorsque A est

unitaire et (X) = A X + Z X (sens évident : des termes n x intervenant dans

les accolades des combinaisons) lorsque A n'est pas unitaire. Un monel est dit

de type fini, s'il posséde un systéme fini X = {x1,...,xn} de générateurs, et

il est dit monogéne ou cyclique s'il est engendré par un seul élément :

X = {x}. Dans ce dernier cas, il pourra &tre noté (x) = A x + & x, et il
peut 2tre différent de Ax si A n'est pas unitaire, Ces résultats s'appliquent

aux idéaux d'un anel.
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Soient F et G deux sous-monels d'un A-monel donné M, de graduation
propre I, On appelle somme de F et G, et on note F + G, le sous-moned engendré

par F U G. Cette somme est 1l'ensemble des sommes finies z (£ + ga) ol
a€rs @

pour tout @, on a £ ;ﬂga et od, si ¢ #B, on a (£, + g,) ;{((fa + ga).

Aprés une éventuelle réduction, on constate que les totaux (f_ + g ) sont
o o
dans le milieu (O sauf un au plus, et les £, (resp. ga) ne sont pas dans 9 ,

sauf un au plus. Donc, tout x € F + G pourra s'écrire x = £+ ¢ +z (£ + g )
- T #5 o o

avec les conditions suivantes : lorsque x ¢O, ,f‘,‘ et g sont addibles a x,

]
les fa et ga (qui figurent) ne sont pas addibles & x, et chaque total

(Pa + ga) est dans O ; lorsque x € (9, ou bien x =2 (fa + gd) avec
o
~£o: et 9y addlbles, et non situés dans Q), et (foz + ga) € ® , ou bien

= f £
X ‘+gb_ avec Uetg‘dansb.

Théorame 1 : (loi modulaire dans les monels)
Soient E, F, G trois sous-monels d'un A-monel donné M de milieu O .
Si EDF, et si F (resp. G) est comparable & O (c'est-a-dire F c(Qou F2 O)
omaEN(F+G) =F+ (ENG).

En résumé, la loi modulaire classique, encore vraie pour les
modulofdes, n'est pas forcément vérifiée dans les monels, comme le montre
1'exemple qui suit.

L'inclusion E N (F + G) D F + (E NG) est évidente. Soit x €F + G.
Dans 1'écriture précédente de x : ou bien F C (9 , donc les fa et gd sont nuls,

+g .OubienI"‘DO,etlasommes:X, (£ + g) est dams (O,
3 % adY @ @
donc dans F, donc £1 = fﬁ+ s EF et x = f1 + 9,6 . Par suite, si x € EN(F + G),

et x = £

il s'écrit x = £+ gavec f EFCE, g€G, f+g€E.Ona g=x-£f €E,
donc g EE NG et x €EF + (E NG).

Corollaire : Soient E, F, G trois sous-monels d'un A-monel M de
milieu (&, tels que E D F, Si F (resp. G) est comparable & G, etsi
ENG=FNGetE+G=F+G, onakBk=F. En particulier, les relations
EDFRENO =rn©O,E+O =F +( imliquent E = F.

Eneffet E=EN(E+G) =EN(F+G =F+ENG=F+ (FNG)=F,

Noter que théoréme et corollaire s'appliquent aux idéaux d'un anel.
Exemple contraire od F + G est différent de 1l'ensemble S des sommes
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£+ g (avec £ €F, g €G), et od la loi modulaire classique est en défaut.
Soit L le & -module libre L = Z a+ Zb+Z c + 2.4, de base {a, b, c,d }.
Soient M1 et M2 des Z-modules isomorphes a L2 (nous les noterons comme L2,

par abus d'écriture). Soit M le Z -monel f£érmé de la réunion de M1 et Hz, ces

derniers ayant, par définition, en .commun le milieu (9= &Z(a, a) + Z (b, b).
Considérons les sous- Z.-monels suivants de M : G = G1 U G2 donné par

G,=Z(c,0)cH etq,=Z (q, 0) C#,. Puis F domné par F, = Z(a+c, a)
etF2=(b+d, b). PuistonnéparH:Z(a+b,a+b)COetE=F+H.

D'abord F N {Q = (0, 0). Ensuite, E, est formé des couples
b +c)+p(a+b),na+pla+b)) avecn, p € Z , et de mlme E, des couples,
(n(b+d)+p(a+b),nb+p(a+b)). Soity €E NG ; si par exemple

y €M,, sa deuxiéme composante n a + p (a + b) doit 2tre nulle, donc on a

n=p=0, eeENG= (0, 0).

I1 est clair que E N (F + G) contient F + (E N G) = F. Prenons
£, = (a+c, a) €F, g, = (~c, 0) €G,, £, = (b + d, b) €F,, 92=(-—d,0) € G,.

Alors £, + g, = (a, a) est dans C’), non dans E, et il en est de m@me pour
£, + 9, = (b, b). Leur somme x = (f1 + 91) + (f2 + g2) = (a+ b, a+ b) est

élément de H et de F + G, donc de E = F + H et de E N (F + G). Noter que x

ne peut s'écrire £ + g (avec £ €F, g €G), donc que S et F + G sont différents.
D'autre part, il est clair que x = (a+ b, a+ b) ¢ F. Par suite, on a
EN(F+G)A#F=F + (E NG).

c) Ancls et monels quotients :

Congruence modulo un sous-monel : P étant un sous-A~monel de M, soit
R la relation d'équivalence dans M la plus fine telle que les relations
X, ¥y €M, x ;{(y, x -y € P impliquent x R y. Nous noterons dans la suite
x + P (o0 x €M est donné) 1'ensemble des éléments x + p, avec p € P, p # x,
Deux éléments x et y de M seront dits congrus modulo P, et on
notera x =y (P) (ou bien x =y s'il n'y a pas d'ambigufté) s'ils vérifient
1'une quelconque des conditions équivalentes suivantes :
I -XRy
II - ou bien x ;é’y et x -y €P, ou bien x et y ne sont pas addibles,
mais il existe e G(Jtel que X ~e EPety -e€P
III - ou bien x ;é’y ety € x+ P, ou bien x et y ne sont pas addibles,
mais il existe e € (Jtel que x et y € e + P
IV - il existe z €M tel que x et y € 2 + P,

II et III sont deux maniéres de dire la m@me condition, et elles
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entrafnent évidemment IV, Inversement, si IV est vérifiée, et si z ﬁ/ O,

soient x = 2 + p et y = z + p' ; par tramsitivité par z, les é&léments z, p et p'

sont addibles, donc aussi x et y ; on a donc x -y = (z + p)=(z + p')=p - p' €R
La restriction de R & un groupe d'addibilité M)& est évidemment la

congruence modulo P)\ =P N Mh' Si une classe E modulo R rencontre (3, soit

e € 60 €, puisque E)\ =g N M)\ égale e + P, la transitivité de R par e

h'
implique € = U g)\ = e + P, Si au contraire g ne rencontre pas O , ¥X €E,
A€To

onax ¢ O et E Dx + P. Alors, si x et y sont deux éléments non addibles
tels que x + P et y + P ne rencontrent pas 0 (donc, d'aprés ce qui précéde,
sont contenus dans des classes modulo R ne rencontrant pas O), aucun élément
de x + P n'est addible & un élément de y + P ; la derniére condition de la
définition de R est donc vide entre élément de x + P et élément de y + P ;
R étant la plus fine possible, x + P et y + P scront donc dans des classes
modulo R distinctes. Donc, si § nc rencontre pas o, ¥Xx €E, onag=x+P,

On notera M/P 1'ensemble quotient correspondant, et ¢ la surjection
canonique : M = M/P. Les classes modulo P sont donc, d'unc part les classes

e + P pour e € (), d'autre part les classes x + P, pour x €M, x € e + P, ¥e €O,
Les mémes résultats sont valables en remplacant M, (Det P

respectivement par un anel A, son milieu Q, et un idéal § . On notera A/3
l'ensemble quotient correspondant, et ¢ la surjection canonique : A — A/S.

Lemme 2 : La congruence modulo P est normale par rapport a
1'addibilité, et compatible avec l'addition et avec le produit par un
scalaire, c'est-a-dire :

(1) s'il n'existe aucun e € (D tel que x = e, la relation x =y implique x;{(y.
(2) Les relations x =y, x' =y', x ;{! x' ety ;{! y' impliquent x + X' =y +y'
(3) ¥ a €A, x =y implique a x = a y.,

Réciproquement, dans M, toute relation d'équivalence normale et
compatible au sens précédent, est une congruence modulo un sous-monel de M,
(Noter que la premiére partie de la condition (1) équivaut a x & (9 + P)

En effet, (1) résulte de III. (3) résulte de II, car si
Xx -~y €P (resp. x — ¢ € P), comme P est un sous-monel, a x ~ay €P
(resp. ax -ae €P, et a e € D). Pour (2), si par exemple

X g U e + P, nous savons que X ;{!y et que x et y ¢b . Donc, par
e €

transitivité, les éléments x, y, x' et y' sont deux A deux addibles :
commc alors x -y et x' - y!' sont dans P (grace a4 III) on a :

k+x') - (y+y')=(x-y)+(x*=-y'") €P, donc x+ x' =y + y'. Si,
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au contraire, tous les éléments x, y, x' et y' € O+ P, alors (grace a IV)
3eet e' GOtelsqu'onaitx-eEP,y-eGP, x' —e' €EPety' -e' €P,
Mais on sait que x ;ﬁ x' Aquivaut a x - e # x' - e' ; on a donc

(x+x'") - (e+e')=(x=-c)+ (x'" -e') €P, et de mBme pour y + y' ; d'od
enfin x + X' =y + y'.

Réciproquement, soit S une relation d'équivalence dans M, vérifiant
les conditions du lemme. On pose P = {x €EM; xS O}. Que P soit un sous-
monel se vérifie trivialement. Comparons S et la congruence modulo P,

Lorsque x # y, x =y équivaut & (x - y) S O par définition de P ; ceci, grace
4 la condition (2) pour S, équivaut a x Sy (ajouter t y aux deux membres).
Lorsque x et y ne sont pas addibles, x =y signific (II) qu'il existe e € 6)
tel que x - e €P et ¥y -~ ¢ € P, et nous venons de voir que cela équivaut a
XxSeety$S e Dol xSy, Inversement, x S y implique (condition (1) pour S)
qu'il existe e EO tel que x S e, d'oll y S ¢ par transitivité de S,

On notera o ¢ M = M/P la surjection canonique de M sur 1l'ensemble
quotient M/, (qui pourra aussi &tre noté M - P).

Dans un anel A, on a les m@mes résultats pour les classes et la
congruence modulo un idéal & (notonsda encore a =b (%), ou a = b), sauf qutici
cette congruence est considéréc dans A en tant qu'anel des opérateurs, et pas
seulement dans A en tant que A-monel, A cause de cela, on a non seulement :
¥ a, b =b' implique a b = a b', mais la condition (qui aurait été plus forte
dans lc cas non commutatif) :

*(3') Les relations a = a' ct b = b' impliquent a b = a' b',

Montrons maintenant que M/P est un A-monel et que A/3 est un anel,

Cette rédaction, non détaillée, sera faite pour les A-monels, Pour les anels,
les modifications sont minimes.
Soient donc P un sous-A-monel de M, et ¢ la surjection canonique :

M - M/, . Organisons i/, en A-monel ainsi : ¥ a €A, ¥ ¢ (x) € IV% , on pose

a cp(x) = <p(a x), définition indépendante (compatibilité (3) ) du choix de x
dans la classe. Les axiomes (A) se vérifient trivialement. Deux classes

g et €' € M/P seront dites addibles si et seulement si elles contiennent un
élément addible (soient x et x' respectivement) ; alors, on pose

E+ E'= ¢ (x+ x'"). La définition est indépendante (compatibilité (2) ) du
choix du couple (x, x'). La classe somme ¢ (x + x') = (x + x') + P contient
1l'ensemble des x + x' + p (olt p € P, p addible & x et x'), mais peut en 8tre
différente (prendre x' = - x ¢P). M/P satisfait aux axiomes des A-monels ;
la vérification, longue, est sans difficulté., Faisons deux remarques : on prend
pour milieu @1 de M/P 1'ensemble des ¢e) distincts, pour ¢ € () . Tout
groupe d'addibilité de M/P est isomorphe au groupe additif quotient d'un
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groupe M}\ par le sous-groupe P N M)‘ (restreindre a Mk la partition de M par la

congruence modulo P).

Dans le cas du quotient A/3 , notons encore ¢ la surjection
canonique A --uf\/S . Pour ¢(a) et ¢(b) € l-\/S ,» on posera @(a) @(b) = ¢(a b),

définition indépendante (condition (3') ) du choix de a et de b dans les
classes correspondantes.

d) Homomorphismes - Régularité :

Soient M et M1 deux A-monels, et O et (.71 leurs milieux respectifs.
Une application f: M = H1 est dite homomorphisme de A-monels si, ¥xet y € M,
¥ac€A:
1 - la relation x #y implique £(x) # £(y), et on a £(0) c (71
1'- les relations £(x) # £(y), £(x) € (91 , £(y) 5/01 impliquent x # y
2 - la relation x #y implique £(x + y) = £(x) + £(y)
3 - £(ax) =a £(x).

Si £ vérifie (1, 2, 3), mais non (1'), il est dit homomorphisme

faible ou quasi-morphisme. Remarquer que lorsque 1'image £(M) n'est pas
contenue dans un seul groupe d'addibilité de M1 , la premiére partie de la
condition (1) implique £(0) < 01.

Soient A et A1 deux anels de milieux respectifs @ et (91. Les
notions analogues d'homomorphisme et quasi-morphisme d'anels se définissent
de méme, en remplagant (3) par : 3 bis - ¥ a et b € A, f(a b) = £(a) £(b).

Un homomorphisme (resp. quasi-morphisme) d'anels est dit unitaire si A et A 1
sont unitaires et si £(1) = 1. Un homomorphisme £ (d'anels ou de monels) sera
dit un_isomorphisme s'il est bijectif et si £2(0) = @1.

Pour les anneaux [resp. modules] qy'asiwgradués, un homomorphisme
est dit homogéne (resp. quasi-homogéne) si sa restriction aux parties homogénes
est un homomorphisme (resp. quasi-morphisme) (voir I, § 3).

Anels réguliers, forts, stricts. Soit A un anel de milieu Q . Pour
un élément x de A, x (Q, la notion de régularité est analogue a celle donnée
dans les annétdes : x est dit régulier si, quels que soient a et b dans A,
les relations a x # b x, ax ¢Q, b x ¢ Q impliquent a # b, L'anel A est dit
régulier si tout élément hors du milieu est régulier. De méme, pour définir la
quasi-régularité forte ou stricte, on remplacera dans les hypothéses (voir § 1)
ax® £0 etb X #0 par a < Z Qetb Xt £ Q. On a de méme les notions
d'anel fort, d'anel strict.

Soient A un anel de milieu Q et de graduation (4,6), J un idéal de A,

*
et ¢: A~ A/S 1'homomorphisme canonique. Posons D = {A(a) ; a € A..Q} et
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D = D* U {Q} ; comme &lément de D, Q pourra 2tre noté O, De meme, dans A/ ,

notons D¥ et D, = D¥ U {01}. Définissons une application § : D =D, ,

déduite de ¢ ainsi : on pose §(Q) = {glw) ; w €0} = {w+ J; wen}= Q,

et pour tout a €A..{ U (w+ )}, on pose :
weR

¥a(2) = (a/9),,q= 0, U{gan) 5 ar €At e 91}
w

Il est clair que § est surjective, et injective sur 1'image
réciproque @1(D*1*) Ceci, joint aux propriétés de la multiplication dans 1-\/3 ,
montre (I, § 3, définition d'une graduation) que (A,6) étant une graduation
de A, il en résulte que (4, ¥ o 8) est une graduation de A R

De méme, si M est un A-monel de A-graduation I', et si P est un
sous-monel de M, T peut &tre considéré canoniquement comme une A-graduation

deMP.

§ 3 - STRUCTURE DES AGGLUTINES.

a) Agglutinés simple et large par un quasi-morphisme

Soient A un anel (commutatif), i et Z-I1 deux A-monels, et Q,

Oet (71 leurssmilieux respectifs, Soit £ : M = M1 un quasi-morphisme de monels.

Un é&lément E =2 X; (les X, deux A deux non addibles) de M sera dit agglutiné
i=1

par £ si, ¥iet j<s, f(xi) ;{!f(xj) ; le lemme 1 du paragraphe (2) montre

que cette définition est indépendante de l'expression de § ; alors, ¥ a €A,
s

ag-= 2 a x; est aussi agglutiné par f, L'ensemble de ces agglutinés est noté
i=1

f{.f et appelé 1'agglutiné (ou addibilisé) de M par f., Deux éléments

r

—f . .

€ ct E' =Z x' de M seront dits addibles (dans 1'agglutiné), ou addibles

Jj=1 3
par £ si, ¥i<s, ¥j £r, f(xi) # f(x'j) . On note alors E ;ﬂf €' (ou sans
1'indice £ s'il n'y a pas d'ambiguité). Leur somme est par définition obtenue

par juxtaposition et réduction des termes addibles dans M. Cette multiplication
et cette addition partiecllc font de ﬁf un A-monel. D'abord, le milieu de ﬁf

est O ' = {g E-ﬁf s Vi, f(xi) € ()1}. (g' est le sous-groupc additif de "

-1
engendré par f ((31). Vérifions lcs axiomes B, et Byt ¥EE o,

3
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T

¥ N= Z Y5 € % 11 est clair que f(xi) # f(yj), donc que E et T sont
j=1 .

—=f . . .
addibles par £. Si E, T ct { € H sont addibles par £, et si T ¢ 6", il
existe y, dans la somme N tcl que f(y1) 9’(91 ; donc f(y1) transmet

1'addibilité, ¥ i et ¥ k, entre f(xi) ct f(zk). D'autre part, la propriété
fondamentale entraine 1'axiome Dy de if, car a # boet £(x;) ;{(f(xj)
entratnent £(a xi) = a f(xi) #b f(xj) = £(b xj). Pour les autres axiomes,

la vérification est triviale,
Soient A ct A, deux anels (commutatifs) de milieux Q et Q

respectivement. Soit £ : A = A,' un quasi-morphisme d'ancls., L'agglutiné par £,

soit Kf, cst un anel. La vérification est analogue. Remarquons que l'axiome Ao

et la distributivité du produit par rapport a l'addibilité sont conséquences

de la propriété fondamentale ; pour 1l'axiome Ao par exemple, E et
M€ it signifie que (avec les notations habituelles), ¥ i et j, f(xi) ;{!f(xj),
. \ [ £(s = -
et ¥k ot 1, £(y,) A£(r), dton 20 v,) = 2x) () AE(x;) £(r))=e(x; 7,
Si nous considérons ccs résultats dans le cas particulier d'un

modulofde M sur un annéfde A (commutatif), il faut bien remarquer qu'un

agglutiné de M par un quasi-morphisme f est un A-monel, et non un A-moduloide,

lorsque ;‘1(0) est différent de {0}. De méme 1'agglutiné d'un annéfde sera
en général un anel,

Lorsque M est un A-monel, le A-module M peut &tre considéré comme
un A-monel d'autant de fagons qu'il y a de choisir son milicu (9'. Celui~ci
sera un sous-A-module de ﬁ, contenant le milieu (3 de M. Nous ne distinguons
pas les deux structures (moncl et module) lorsque O‘ = {0}. Lorsque (J‘;é {0},

il y a danger a les confondre, par exemple dés que l'on cnvisage un

— -1 —
sur-A-monel de M, Dans lc cas précédent, si £ (0) = M, 1'agglutiné af e
est un monel, sur A et sur K, égal a son milicu, bien qu'il ait aussi une
structurc sous-jacente de A-modulofde (et de K—module). On a des remarques

analogues sur 1l'anneau A d'un anel A.

Soient A un ancl (commutatif), et M un A-monel. Pour un élément
fixé a de A, 1'homothétie h de M, définie par h(x) = a x, est un quasi-
morphisme, L'agglutiné de M par h est un A-moncl qui sera noté ]\Ta, et appelé
1'agglutiné de M par a.

De meme, pour un élément fixé x de 4 (resp. A), 1l'application
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£:1A-M (gpsp. A - A) définie par £(2) = ?cx est un quasi-morphisme de
A-monels. A est un A-monel qui sera noté K~ et appelé 1'agglutiné (ou
addibilisé) de A par x. Son addibilité pourra 2tre notée #Zx , afin d'éviter
&

les confusions, Pour x non nul dans A, si la suite des A ,n=1,2,3, ...,
est stationnaire, x est quasi-régulier.

Soient A un anel (commutatif) et ¥ un A-monel, munis de graduations.
Soient Q et O 1curs milieux. On notera w(z) le grade d'un élément z de A, ou
de M, non situé dans le milieu. Soient a, b € A et x € M (resp. A). Par
définition d'une gracuation, la condition a x £ (9 (resp. Q) implique
w(a x) = w(a) w(x). De 1a il résulte, si a b x £ (D (resp. Q) 1'associativité
du produit des grades :

[w(a) o()] w(x) = w(a) [w(b) w(x)].

Lemme 1 : Lorsque la graduation de A eat commutative, soient des

éléments non situés dans le milieu a, b, ¢, d €A et x € 4 (resp. A) tels
que 2 x #£b x et ¢ x ﬁgd X« Si de plus le produit des grades de b, c et x
(ou bien de a, d et x) est associatif, om a : a ¢ x 52 b d x.

Si ac x et b d x ne sont pas dans le milieu, a x et b x non plus,
par l'axiome DS' Donc, par l'hypothésc du lemme w(a x) = w(b x) et, par la
remarque précédente :

w(a c x)
w(b 4 x)

w(c) w(a x) = w(c) w(d x) = w(c) [w(d) w(x)]. On montre de meme que

w(b) [w(c) w(x)]. La démonstratiom s'achdve par 1'associativité.

[}

Corollaire 1 : Supposons la graduation de 1'Anel A associative et
commutative, et celle du A-monel H associative. Si x € M (resp. A)

agglutine deux sommes formelles d'éléments de A, il agglutine leur produit.
) . e
En particulier, A" est un anel.

Corollaire 2 : En plus des.conditions du corollaire 1, supposons

que A soit un annéfde, que M soit 'n A-modulofde, et que x ;é 0 ne soit pas

é1ément de torsion (resp. diviseur de 0). Alors, A: est un annéfde.

Ces corollaires sont des conséquences immédiates du lemme. Pour

. sas -X

le corollaire 2, l'hypothése sur x montre que le milieu de A" est {0}.
L'exemple contraire suivant montre 1l'utilité de l'associativité, non'
seulement pour le lemme, mais aussi pour le corollaire <.

Exemple contraire 1 : Soit A, le monofde commutatif formé de

1l'annulateur O ct des monBmes & quatre variables a, b, ¢, d avec les relations

ad=D>bc = 0. Soient k le corps a deux éléments, A 1'anneau gradué de type A°

des polyn®mes sur k en a, b, ¢, d (avec ad = b c = 0), et enfin A 1'annétde

associé (on peut considérer A, comme support de A). A° est la graduation
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propre de A, et est commutatif et associatif. Notons I 1la plus petite partie
de A, contenant A, qui soit un A-modulofde ot a # b et c #d. Partant de A,
on étend donc 1'addibilité en imposant ces conditions, et leurs conséquences
dues & la distributivité du produit par un élément de A, et & la transitivité
par les éléments non nuls. Si, pour n 20, on a dans H : a% ;{(bn, le produit

n o+ 1 n
par a montre a # ab ; de a# b, on déduit grfce au produit par b € A,

n n+1 n . .
ab #b ; comme a b £ 0, il vient o' ;{!bn“ ; donc, ¥ l'entier n >0,

on a & ;#bn dans M. On en déduit, si i, j, k, 1 sont des entiers >0

vérifiant i + j = k + 1 que a' v ;{!ak bl dans M., Il en est de méme pour le

couple des variables ¢ et d. Finalement, M est formé uniquement, outre les
éléments de A, des polynbmes (sur k) homogénes soit en a et b, soit en c et d.
Remarquons que le A-moduloide ¥ est engendré par 1, considéré comme élément
de M, et que M est 1l'agglutiné A de A par 1 € M. Mais M n'est pas wn

annéfde (ni un anel), puisque a c et b d ne sont pas addibles dans M,
C'est-3-dire que a + b €4, c + d €M, mais (a+ b) (c+d) =ac+ba¢g M
Il en résulte, grace au lemme, que, quelle que soit la graduation commutative
et associative A de A, une quelconque A-graduation ' de M ne jouit pas de
l'associativité des scalaires, ce que l'on peut vérifier directement.
Reprenons les notations de la démonstration du lemme, en posant x = 1.€ M,
Pour les grades, évidemment non nuls, de a ¢ et bd €M, on a comme précé-
demment : w(a c) = w(c) [w(b) w(1)] et w(b d) = w(b) [w(c) w(1)I.

S$'il y avait associativité pour T, on en déduirait :

w(a c) = [w(c) w(b)] w(1) = [w(p) w(c)] w(1) = w(b d), d'ol une contradiction.

Exemple contraire 2 : Voici un annéfde C, déduit d'un anneau de

polyndmes, dont la graduation est intrinséquement non associative,

Soit B 1l'annéfde commutatif des mondmes sur Z/(2) , en a, b, ¢, 4, x avec

les relations ad = b c = 0, Soit C la plus petite partie de 5, contenant B,
qui soit un annétde od a x #b x et ¢ x Zd x. Partant de B, on obtient donc

C en étendant 1'addibilité par ces conditions et par la propriété fondamentale.
On montre que (les entiers sont positifs) : ¥ i, j, X, 1, m vérifiant

1€i+j=k+1<m ona a bl xm;# akblxmetdemémeaveccetd;

Vi, j, mvérifiant 1<€i+ j<£m, ona a o x" Zb a %
Ce sont, dans le passage de B a C, les seules extensions de 1l'addibilité,

. A S | i .J
Par contre, a ¢ x et b d x ne sont pas addibles, ni a J xm et bl al xm

si m<i+ j. Soit T une graduation de C. Il est clair que la loi commutative

sur ' n'est pas associative ; a ¢ x et b d x étant non nuls et non addibles,

II
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on a en effet :
w(a) [w(x) w(d)] = w(a) w(x d) = w(a) w(x c) = w(a x c) #w(b x d) =
= w(b x) w(d) = w(a x) w(d) = [w(a) w(x)] w(d).

M et M, étant toujours des monels sur un anel A (commutatif), et
s

£+ M- M1 un quasi-morphisiie, soit encore g = z X, un élément de H.
i=1
s

€ sera dit agglutiné large par f si la somme formelle 2 f(xi) aprés réduction
i=1

des termes addibles dans M,, est un élément de M,, que 1'on notera £(€).

On sait que 1'expression de € (avec les x, non addibles entre eux) est unique
-~ s

moduro O. si donc € = z (xi + ei), avec ¥ i, e, € O, est we autre
i=1 i
s

S s
expression de €, on a z e; = 0, donc 2 f(ei) = £ ( z ei) = £(0) = 0.
On en déduit i=1 i=1 i=1
s
2 £2(x; + e) = 2 Le(x;) + £(e,)] = Z £(x;) +Z £(e;) =Z £(x,).
i=1 i i i i
Donc, f(€) ne dépend pas de 1'expression de E,

On note Af l'ensemble de ces agglutinés larges, et on appelle

Af l'agglutiné large de M par £, D'abord, ¥ a €A et ¥ € Af, il est clair

que a E € Af. Donc Af est une partie de ﬁ, stable par le produit par les

éléments de A, Deux éléments £ et T de Af seront dits addibles dans Af si
et seulement si £(E)et £(7) sont addibles dans M, ; alors, £ + T s'obtiendra

par juxtaposition, puis réduction des termes addibles dans M. Ces deux
opérations font alors de Af un A-monel. Le milieu de Af est l'ensemble
des € € Af tels.que £(E) € 61. Les axiomes de A-monel se vérifient pour Af

encore plus aisément que pour ﬁf ; en effet, on raisonne, pour les questions
d'addibilité, sur 1'élément £(€) de M - et non sur les termes f(xi). Enfin,

une étude analogue, faite sur un quasi-morphisme d'anels f : A - B, conduit a
un agglutiné large qui est un anel,
Dans 1'exemple ot M est un monel sur un anel A (commutatif), od on

‘fixe x € M (resp. A) et ol £ est le quasi-morphisme de A-monels A — M
(resp. A = A) défini par £(a) = a x, 1'agglutiné large sera noté AX. Alors,

dans les conditions du corollaire 1, Ax est un anel. Si, de plus, A est un
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annétde, et si x non nul dans A est ni diviseur, ni pseudo-diviseur de O,
alors Ax est un annéfde.

Diviseurs d'un élément. Plagons-nous, pour simplifier 1'exposé,

dans le cas d'un anel unitaire A, Soient x, b €A, x #:0. Nous dirons que x

est diviseur (resp. pseudo-diviseur, resp. diviseur large) de b, s'il existe
-—X .
un élément B € A (resp. § €A, resp. B € Ax) tel que b = ¥ x. Il sera dit

pseudo-diviseur (resp. diviseur large) propre, si de plus 8 ¢ A (resp.¥ € Kx).
De 1A les notions de diviseur de 0, de pseudo-diviseur de 0, de diviseur

large de O. De 12 aussi les notions d'élément inversible, pseudo~-inversible,
inversible large.

L'anel unitaire A est dit intégre si, pour tout élément c non nul de A,
1'homothétie de rapport c est injective. L'anel unitaire A est dit un quasi-
domaine s'il n'a pas de diviseur de Q. Il est appelé domaine s'il n'a de diviseur
de 0 d'aucune sorte.

b) Anels ei monels intermédiaires. Factorisation d'un quasi-morphisme

Revenons au cas ou £ : M — M1 est un quasi-morphisme de monels.
—f
Que l'on considére M comme partie de M ou de Af, ses éléments ont la m@me

=F
addibilité. Et Af ne différe en quelque sorte de M que par un agrandissement

du milieu (et par 1'agrandissement corrélatif du A-moncl). Si donc

£
Af est différent de M , il ne peut 2tre un simple agglutiné ﬁh. Lorsque f est

donnée, 1l'ensemble des A-monels intermédiaires entre M et ﬁ, et dont 1'addi-

£
bilité induit sur les éléments de M 1'addibilité par £, admet M comme plus
petit élément. Inversement, pour l'ensemble des A-monels, intermédiaires
entre M et i, dans lesquels les éléments de M ont une m@me addibilité donnée,

il existe un plus petit élément : on prend l'un P de ces A-monels et l'injection
canonique j ¢t M = P ; on voit que ﬁJ est ce plus petit élément. Ces agglutinés

simples ﬁf par un quasi-morphisme, seront aussi appelés les petits inter-
médiaires entre M et M., Notons que M et M en sont, le premier par l'identité
de M, le second par l'injection canonique de M dans M.

En particulier, si A est un anel unitaire, tout (A-monel) petit
intermédiaire entre A et A est un agglutiné Kf i (£ quasi-morphisme de A-monels)

il est m@me un agglutiné Ix, enpsant x = 1 € Kf (il n'est pas, en général,
un Ky,avec y €A). Il en résulte que tout petit intermédiaire qui est un

. - p .
anel se trouve parmi les A précédents. Mais nous avons vu plus haut qu'un Z?
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n'est pas forcément un anel, m@me si la graduation de A est associative,
Lemme 2 : (a) Soit £ : M — M1 un quasi-morphisme de A-monels,
I1 existe un unique homomorphisme de A-monels, f£' : 'ﬁf - M 1

prolongeant f.

(b) Soit £ : A -~ B un quasi-morphisme d'anels.

I1 existe un unique homomorphisme d'anels f' : Kf - B, prolongeant f,

s

Tout E € wt (resp. -&f) stécrit € = z x;, od les f (x ) sont

mutuellement addibles, mais non les X;. On pose nécessairement
s

£1(g) = z f(x ), ce qui est indépendant de 1'expression de £ (on 1'a
i=1
vu pour la définition de Af). I1 est clair que f' prolonge £, est unique, et
r

est un quasi-morphisme. Enfin, si € et T = 2 Y5 et (resp. A ) sont tels

que £'(g) # £'(M, £(g) ¢ O, £(0 €/O1, il est clair que
1'addibilité (dans M,, resp. B) se transmet par £'(€) et £'(T) vers f(xi)

et £ (yj)' Donc E et 1) sont addibles dans wt (resp. Kf), et £' est wm
homomorphi sme.

En particulier, un quasi-morphisme £ : M - M1 de A-monels se

prolonge de maniére unique en un homomorphisme F:M- ﬁ‘l de A-modules.

I1 suffit de prendre f = (uo f)' ol u est l'injection canonique M1 -'.ﬁ1 .

Un quasi-morphisme d'anels se prolonge de m@me en un homomorphisme d'anneaux.
Ce lemme montre que tout quasi-morphisme se factorise canoni-

quement en £ = £' o j ol j est 1l'injection canonique M —"ﬁf (resp. A ~Kf).

’

I1 est maintenant clair que l'agglutiné large Af est 1'agglutiné simple de ﬁf

(resp. Kf) par f£'. On sait déja que cette geconde agglutination se borne a

“étendre le milieu" du A-monel M- (resp. de 1'anel Kf).

En particulier, si A est un anel d'anneau I\ (resp. M un A-monel
de A-module ﬁ), et si B est un anel intermédiaire entre A et A (resp. M1
un A-monel intermédiaire entre M et M), on déduit B de A (resp. M, de M)

grace au plus a deux agglutinations simples : la premiére par l'injection

canonique £ : A - B (resp. M - M1), la seconde par f'. On obtient donc ainsi,

par au plus deux agglutinations simples, tout anel (resp, A-monel) intermédiaire.

Comme application, soit A un anel (cormnutatif) unitaire, et soit

un A-monel monogéne M = A x = (x) (pour ces notations, voir chap. II, § 2 b).

53
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Le quasi-morphisme £ : A - M = A x défini par f (a) = a x est en général non
surjectif. I1 se prolonge en un homomorphisme £' : A* - M, qui se prolonge a

—f
son tour en un homomorphisme surjectif f" : Ax =3 = M = A x, Par définition

du milieu de Ax, 1'image de ce milieu par f" est le milieu de M. Un théoréme

d'isomorphie (vu ultérieurement) montre alors que A x = M est isomorphe A un

quotient du A-monel Ax par un sous-monel. Si, de plus, une graduation de A
est associative, et si w(x) associe les scalaires dans une graduation de M,

M=Ax= A" x sera un Af—monel, isomorphe (comme A*—monel) a3 un quotient de
1'anel A? par un idéal. Ces résultats s'appliquent évidemment au cas d'un
modulotde monogéne sur un annétde unitaire.

Soient A un anel, et B un agglutiné de A qui soit un anel. Il est
clair que pour B les notions d'idéal et de sous-A-monel se confondent,

Soit A (resp. M) un anneau (resp. un A-module) quasi-gradué d'ensemble
homogéne A (resp. M). Un homomorphisme quasi-homogéne produit un changement de la
structure quasi-graduée : 1'anneau (resp. le module) abstrait reste le m&me, mais
1'ensemble homogéne s'étend (des éléments nouveaux s'homogénétsent), et la
quasi-graduation change, avec un groupement des grades.

Dans 1'anneau quasi-gradué A (d'ensemble homogéne A) la multiplication
par un élément x homogéne d'un A-module ﬁ, quasi-gradué, conduit a considérer a
comme un A-module quasi-gradué dont 1l'ensemble homogéne est A* DA, Si, de plus,
il y a associativité d'une graduation de ﬁ, 1'ensemble AX des nouveaux &léments
homogénes est multiplicativement stable, d'ou pour A une nouvelle structure
d'anneau quasi-gradué, Inversement, toute quasi-graduation de l'anneau abstrait

I, pour laquelle l'ensemble homogéne contient A, ou bien posséde pour ensemble
homogéne un tel Kx, ou un anel qui s'en déduit par une extension du milieu de rt

c) Agglutinés par une partie multiplicative de A, Divisions des idéaux :

Outre les agglutinés des types précédents (ﬁf et Af), il apparaft
aussi des ensembles d'agglutinés dont la structure est en général plus

complexe. Nous allons étudier sommairement deux cas.,

Soient A un anel (commutatif), M un A-monel, et P une partiec non

vide de M. Considérons lcs ensembles :

S
T=T (4, P)= N Xx={‘6=zcieK;\szP,uietj,c.x;#c.x}
X €EP i=1 . J

et A=A (A, P) = N A", Ces ensembles sont stables par multiplication
x €P

par les éléments de A. Deux éléments O et ¥'de T scront dits addibles dans T

si et seulement s'ils le sont dans Kx, ¥ x € P ; la somme est définie de
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maniére évidente. Dans T, les axiomes suivants des A-monels sont vérifiés :
A, Bl' Bz, les distributivités et la propriété fondamentale, Mais on a une
structure plus complexe que celle de A-monel. On trouve dans T deux parties
(Oet O telles que (0) cOc & T, que (D est 1'ensemble des éléments
de T addibles a tout dans T, et que (O ' est la plus grande partie de T pour
laquelle les éléments de T..{D' transmettent 1'addibilité. On considére
1'ensemble E C:dJ(I) des parties non vides de T formées d'éléments
mutuellement addibles. E étant inductif, soit G un élément maximal. Dans T,

la relation B # ¥' implique ¥ # ¥+ ¥' , puisque cela est vrai dans chaque
s . Donc G est stable par 1l'addition de T. De plus, pour chaque x € P,

G est une partie d'un groupe d'addibilité de r , contient O, et contient,
avec un élément ¥ , son opposé. G est donc un groupe abélien, encore appelé
groupe d'addibilité. C) est 1l'intersection de ces éléments maximaux. Pour A,
une étude analogue en tout point est évidente.

Appliquons ces considérations & la division d'un idéal ¢ d'un
anel commutatif A par une partie non vide b de A. La notion classique
a:b=f{c€A; ¥b€Eb, cb€a}={c €A; cbc g} donne encore le plus
grand idéal J de A tel que J b C a . On peut aussi définir deux autres
divisions :

a: b

{¥eT (A, b) ; ¥bED ,¥ b € a}

b={¥€c€A(A, b)) ¥b€EDb,¥Db € a}. Ces deux parties de A

sont stables par multiplication par les éléments de A, Mais ce qui précéde

montre qu'en général leur structure ne sera pas assez simple pour 8tre
commode. Notons cependant que b Db' implique que le quotient de a par b
est contenu dans celui de a par b' (quelle que soit la division envisagée).
On a des considérations analogues pour la division d'un sous-A-monel d'un

monel M, par une partie non vide de M.

Soient A un anel (commutatif), M un A-monel, et S une partie non
vide, multiplicativement stable de A, On appellera agglutiné de M par S la
partie de M définie par e {e€f; 3ses,geW’}= U ¥, qui

s €8
évidemment est stable par multiplication par les éléments de A et qui est

munie de 1'addibilité par S ainsi définie : € et T € ﬁs sont addibles par S

si et seulement s'il existe t € S tel que, ¥ i et j, t x; Aty.; la

J
somme se calcule alors dans M. Dire que Eet M€ ES sont addibles par §,

grace a t, équivaut a dire qu'ils sont éléments addibles d'un m@me agglutiné

simple ﬁo, avec 0 € S. En effet, si § € W et ne M* sont addibles par S
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grice 4 t, on le voit en posant 0 = r s t. (Par contre, si on ne supposait

pas S multiplicativement stable, il pourrait arriver que deux tels éléments

Eet T € ﬁs soient addibles par S, sans appartenir a un m@me agglutiné

simple i , W€S; et £+ T pourrait n'dtre pas dans ﬁs). I1 est facile

de voir que ﬁs est un A-monel dont le milieu est OS = U bs , ou st
s €S

est le milieu de M° . En effet, quel que soit § € OS , 11 existe s € S tel

. . =S
que les s X, appartiennent au milieu © 4e ; quel que soit €M ,
il existe r € S tel que les r y. soient addibles entre eux, donc aussi les

s Ty, i commersx e, vi (axiome DB)' E et T sont des éléments addibles

de ' ° . Soient £, et C €w , avec 1 Q(:)S , E et T étant addibles par S,

de m@me que T et { . Il existe u et v € S tels que § et T soient éléments

addibles de H° , et et  de u. Alors, E et T (resp. T et () sont éléments

addibles de M~ V, avec T| ﬁ/@u v donc € et { sont addibles dans v

,
et aussi dans ﬁs- La vérification des autres axiomes des A-monels, pour ﬁs,
est alors immédiate,
On a les résultats analogues pour la réunion AS des agglutinés
1arges A® (s € S) de M.
Soient A un anel (commutatif) et S une partie non vide, multipli-

cativement stable de A, Le A-monel A (resp. AS) est un anel (meme lorsque la

graduation n'est pas associative), Soient £, 1) € KS ; donc il existe s, L €S
tels que £ € A et T €AC ; alors (st)(g T = (s €)(t M) montre, avec la
propriété fondamentale dans A, que E M| € KSt 3 donc KS est multiplicativement
stable, Soit T € Kt et soient € et €' deux éléments addibles de Is, donc
éléments addibles d'un A° (avec s, t €S) ; la propriété fondamentale dans A
montre que (st)(ME) = (t M) (s &) #(t M(s €') = (st)(M '), donc que N E et

T €' sont éléments addibles de KSt. Les autres vérifications sont triviales,

d) Agglutination par un grade :

Soient A un anel (commutatif) de graduation A (commutative), et M
un A-monel (éventuellement A) ayant une A-graduation T' (éventuellement a).
Les éléments d,’, ceeces, dp de A seront dits agglutinés par le grade B €T
si des di‘6 ont la meme valeur, Cela s'appelle 1l'agglutination dans A par
un_grade ¥ . On peut considérer de méme 1'agglutination dans I’ par un grade
d € A . Définissons 1l'agglutination dans A par un grade.

Définition., Lemme 3 : Soient A un anel de graduation A et de
milieu Q, € un élément de A, et e un entier ® 1, (1) Soit a € A. Si a ¢ Qet

si pour toute factorisation a = £, ... fq (1es fj € A), le produit

1
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w(f1)....w(fq) E....E (e facteurs E) est associatif et non nul, sa valeur

w(a) §e est par définition le grade w'(a) dans 1'agglutiné qui suit.

Dans tous les autres cas, on pose w'(a) = 0. (2) Soit 5% 1a partie de A
n

formée des o = z ai tels que les w'(ai) non nuls aient la méme valeur,
i=1

qui sera le grade w'(a) ; on pose w'(@) = O si tous les w'(ai) sont nuls.

Z\-g'e est un A-monel, appelé 1l'agglutiné de A par €,e, et A en est une

A-graduation ; w'(a) est donc le A-grade de a,

On convient que Z\'g’o désigne 1'anel A, et Kg le monel KE.‘ «
On a @w*(a) = 0 dans les trois cas suivants : ou bien a € Q. Ou bien a ¢Q,

et, pour toute factorisation a = £, .... fq de a, w(f1)...w(fq) €...E est

associatif et nul. Ou bien a ¢ (Q,et il existe une factorisation a= £ ... fq

1

telle que w(f1)...w(£‘q) €.e.E ne soit pas associatif (cette non-associativité

provient d'un produit de trois facteurs dont 1l'un contient nécessairement g,
puisque a ¢ Q . Noter aussi que E.....E peut ne pas &tre associatif).

On peut montrer que, si un produit donné p = w(£1)....w(fq) EeeooE

n'est pas associatif, il existe un triple o B ¥ , produit extrait du précédent

(c'est-a-dire dont les termes @, B, ¥ sont des produits de certains facteurs

de p), non-associatif, et dont 1'un des facteurs est E. Dans un triple a B%

extrait de p, appelons longueur (> 3) le nombre des facteurs du produit p qui
y figurent. Lorsque p n'est pas associatif, prenons parmi les triples non-
associatifs extraits de p, un triple @ f¥ de longueur minimale m, Si

¥ =¥' §", supposons que les triples a (B¥")y" et (@ B)E' "

soient associatifs. Les triples B ' ¥" et o B ¥' sont de longueur
strictement inférieure A m, donc sont associatifs. On a alors :

(¢ B) (5'%") = [(B)¥*1%" = [ (B ¥)IE" = [(BB")Y"]=0a[B (B3]

Donc, le triple o B (¥ '¥") serait associatif, une contradiction. Il en
résulte que si o B (§ ' B") cst un triple, extrait de p, non associatif de
longueur minimale, il en existe un autre (soit o (B¥') ¥ " , soit (a B)¥'y")
de mme longueur, ol le dernier terme ¥ = ¥'F" est remplacé par.son
sous~facteur ¥ " (noter que tout est associatif dans le produit ¥ qui est
de longueur < m - 2). En particulier, si E figure dans le terme ¥ du triple
non associatif o B B , il existe un triple non associatif de m@me longueur
o, 51 € .

Si, dans le triple non associatif minimal o B ¥ , le facteur 3
figure dans P seulement, un raisonnement analogue conduit a un triple

non associatif minimal ot 1'un des termes (au milieu ou A une extrémité) est E.
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Notons le cas singulier ol E......£ (pour e ® 4) ne serait pas

associatif, et ou, par suite, P
Organisons L = Kg’e en A-monel., Posons que o = Zai et B = Zb.
i P

sont addibles dans L si et seulement si, quels que soient i et j, les

w'(ai) et w'(bj) non nuls sont la m@me valeur, la somme se calculant alors

dans A, Le milieu O de L sera 1'ensemble des a = Zai tels que w'(ai) =0
i

pour tout i, On fait le produit c @ de @ € L par ¢ € A comme dans le

A-monel A, Remarquons que, grdce & la définition de w', pour c et a €4, si

w'fc a) fo, pour toute factorisation ¢ a = g1....gq, il y a associativité

de w (91)....w(gq) Eessesesl, €t 1'0n a :

o' (c a) = o(ca) €€ = w(c) wa) €€ = w(c) w'(a). Donc, d'une part ¢ o est

dans L, et d'autre part A (ou A EY) est une A-graduation de L, et il est

cohérent d'appeler w'(a) un grade. Si o = z a, B = Zb. et o' = Za]'c sont
i R X
éléments de L, si dans L on a a#’ﬂ ;{((x', et si B ¢(3 , i1 existe un
terme b, de B tel que w'(bjo) #0 ; donc les grades w'(a ) et m'(a'k) non
1

nuls sont égaux a m'(bjo) d'ot o # o' (axiome B4). Soient ¢ €A, et o et B
deux éléments addibles de L ; les ul(ai) et w'(bj) non nuls sont égaux.

si w'(c @) et w'(c B) sont non nuls, donc respectivement égaux a un

w'(c ai) #£0 et & wn w'(c bj) #0, la remarque précédente montre que :
o' (c ai) = w(c) w’(ai) = w(c) w'(bj) = w'(c bj)' Donc ¢ ¢ et ¢ B sont addibles

(axiome D1). Soient c et d €A, c #d, et @ € L. La remarque montre que si,
pour un i, w'(c ai) #0, on a w'(c a;) = w(c) w' (). Si w'(c @) et w'(d @)
sont non nuls, on déduit d'abord que w(c) et w(d) sont non nuls, donc égaux ;

ensuite qu'au moins un termec C a; (resp. d aj) est tel que

0 #uw'(c ai) = w(c) w'(ai) = w(d) w'(aj) = w'(d aj). Donc ¢ o et ¢ B sont
addibles (axiome D3). La vérification des autres axiomes est immédiate,
et L = ase est bien un A-monel intermédiaire entre A et A.

I1 faut bien noter que Kg’e n'est pas forcément un anel : Dans

1'exemple contraire 2 (suite au lemme 1), prenons 1'annéfde C, et considérons

l'agglutiné L = Ew(x) , en notant w(x) le grade de x dans une graduation de C.

Alors, a + b et ¢ + d sont dans L, mais leur produit a ¢ + b d n'y est pas.
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Lemme 4 : Soit A un anel de graduation A, € un élément de A, et
e un entier > 1, Si, dans A, tout produit de trois termes, dont 1‘'un,

extérieur, est €, est associatif (on dira que E associe, damns A),

Kg’e est un anel de milieu @ Ad , ou A' est la partie de A annulée
daen

par €%, (cet anel pourra &tre noté s ).

Notons T' = [w (A),E] 1a partie de A engendréc par w (A) et E,
c'est-a-dire la plus petite partie stable de A, contenant w (A) et €. Une
condition suffisante pour le lemme 4 est que tout produit de trois termes de T,
dont 1'un extérieur est E, soit associatif. Alors, on dira que E associe
extérieurement dans T', et cela implique, pour tout entier i = 1, que gi
(qui est alors un .produit associatif) associe dans T, extérieurement et
intérieurement. Montrons-le. D'abord, si A € [ associe dans I' extérieurement,
la commutativité montre qu'il associe intérieurement ; on a (avec @, B € l")'
(@ )B=8ar)=(Ba) A= (aB) A=a (BA =a (rB). Ensuite, si § et €

associent dans T, on a (avec @, B € T) :
@) e " T=[(ap) Ele=la(E)IE= o [pe)E] =alp(g €)]=a(p €

. i+ .
ce qui montre que § associe dans T.

i+1).

Montrons le lemme. On a O = {o €R5C; wi, w(ai) e® = 0},
donc le milieu du A-monel L = Kg’e est celui annoncé, Restent a vérifier les
axiomes A et D des anels, ce qui est immédiat, sauf pecut-2tre pour les
suivants : Si o et B € L, étudions o B =2 ay bj. Lorsque i 7411 et j # 3

1,J
et que m'(ai bj) et w'(ai1 bj1) sont non nuls, on a évidemment

w'(a,) = w'(a, ) #o, w'(bj)= w'(b, ) #0, et enfin
1 1 Jq
- - - e -

(!)'(ai bJ) = w(ai) w'(bj) = (D(ai) m'(bj‘l) = w(ai) [(.I)(bj1) § ] =
= €1 = ' = = w

w(bj1) lw(a;) €7] w(bj1) w'(a;) w(bj1) ol(ai1) w (ai1 bj1)-
On notera l'intervention de l'associativité par ge. Donc, o B est é&lément
de L (Axiome Ae). Ensuite, soient @, o', B € L vérifiant o #o'. Si deux
termes, soient ai bj et a]'c bl, appartenant respectivement aux sommes
a B et o' B, ont des grades (.u'(ai bj) et w'(a;( bl) non nuls, on a :
w'(bj) = w'(b,) #£0, w'(ai) = w'(a]'c) #£0, et enfin

1 = ' = [ = e _
'(a; by) = w(a;) w'(b;) = w(a;) (b)) = wla) [w(b) €71 =

= o(by) [w(a;) €] = w(b) w'(a;) = w(b) w'(y)) = w'(ay b).
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(Noter encore 1'associativité par ge). I1 en résulte 1l'addibilité de o B et
de o' B (axiome D1).

Remarques : 1°) Si € associe dans I = [w(A), €] (ou dans 4), le
A-monel -A:E’e se déduit de A : pour le milieu, par 1'"adjonction" éventuelle
a3 Q de groupes entiers d'addibilité de A ; et pour les groupes d'addibilité,
par la "somme" de groupes entiers d'addibilité. On a en effet (voir lemme 3,

remarque sur 1'associativité) : w'(a) = w(a) £°, d'ou le résultat.

2°) Si € associe dans 4, s €% =t €% (avec s, t € p) est
une relation d'équivalence R dans A, compatible avec la loi de A. En effet,
d-= ge associe dans A, et les relations s § = t ¥ ,ul¥ = v (avec u, v € 4)
impliquent (s W¥ =5 (u¥) =s (v¥) = (sv)E=v (sB) =v (tF) = (t )T .

Donc l'ensemble quotient A/R , muni de la loi quotient est une graduation

1]

de 1'anel A5'® . (Attention : A ou A ES n'en sont pas).

Lemme 5 : Soient A un anel de graduation A, et € € A .
L'ensemble L' = Kg’w = U Kg'e = U Kg’e posséde une structure de A-monel,
e ex>0
Si, de plus, g associe, il posséde une structure d'anel.

e+1

I1 est clair que A5'¢ c A% et que Oe c O (Oe désignant

e+1
ici le milieu de Kg’e). Deux éléments de L' seront dits addibles dans L' s'ils

sont éléments addibles de 1'un des Kg’e. Le milieu de L' sera O' = U (‘)e .
ex1
On est ainsi ramené a 1'étude des agglutinés Ag’e, d'oll les résultats

annoncés grace aux lemmes 3 et 4.

Remarques complémentaires sur 1l'agglutination par un grade, ou

par un ensemble de grades,

3°) Soient D une partie non vide de A, et s un élément

domné de D. Nous allons définir un A-monel agglutiné A (s, D) par une légére
extension de la définition jointe au lemme 3., Soit a € A..{} ; si, pour toutes
les factorisations possibles a = f,.....f (1es fj €A) et s = dyeeed,
(les 4, € D), le produit w(£1)....w(fq) d,++..dest associatif et non nul,
sa valeur w(a)s est par définition le grade w'(a) de a dans A(s, D)-;
dans les autres cas, ce grade est nul.

Par une démonstration presqu'identique a celle du lemme 3, on peut
montrer que, pour c et a € A, la relation w'(c a) #0 implique
w'(c a) = w(c) w'(a) et que A(s, D) est un A-monel intermédiaire entre A et A.
Si, de plus, tout &lément d de D associe dans A, A(s, D) est un anel. Si

l'on prend s = §e et D = {E, gz,... , ge}, on obtient comme cas particulier Kg’e.
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Lorsque D C D' C A, le A-monel A(s, D') est un agglutiné de
K(s, D). En effet, des factorisations plus nombreuses dans D' que dans D pour

s, peuvent augmenter les cas de non-associativité, donc augmenter le milieu.

4°) Soient S C D deux parties non vides de A, S étant

IS

multiplicativement stable (les deux principaux cas & envisager sont D = §

et D = A). La réunion R = A(S, D) = U A(s, D) peut &tre mumie d'une
s €S

structure de A-monel. D'abord, R est stable par multiplication par les

éléments de A, Si a = z a, € A(s, D), il est clair que a € A(r s, D), pour
i

tout r € S. Par définition, les éléments @, et B = Zbi de R seront addibles

J
dans R, s'il existe t tels que les w,'c(ai) et w;:(bj) non nuls soient égaux

(w,'c désignant le grade dans A(t, D)), c'est-a-dire s'ils sont éléments de

A(t, D), et y sont addibles. On voit alors que R est un A-monel dont le

milieu est O = U (’)S, ol (’)5 est le milieu de A(s, D). En effet, si
s€S

o =Zai est tel que (dans A(s, D)) w;(ai) = 0 pour tout i, et si

B = ij € A(r, D), il est clair que wl:s(a.) = 0, que B € A(r s, D), donc
3 .

que @ et B sont addibles (axiome B3). D'autre part, soient @, B, ¥ € A(S, D),

o et B étant éléments addibles de A(r, D), B et § éléments addibles de A(s, D),

et B & ©O. Donc, o et B (resp. B et ¥ ) sont éléments addibles de A(rs, D),

et B ¢Or s * Alors, o et § sont addibles dans —\(r s, D), donc dans R
(axiome B4). La vérification pour R des autres axiomes est triviale.

§ 4 - DEFINITION DES POLYNOMES.

Nous supposerons toujours commutatifs les anels et annéfdes
considérés, ainsi que leurs graduations éventuelles. Soit A un anel donné,
de graduation donnée A. Rappelons que w(a) désigne le grade d'un élément a € A,
avec w(a) = 0 si a est dans le milieu. On note w(A) l'ensemble des grades des
éléments de A (c'est un support de la graduation propre Ac), A 1'anneau de A,
et A* = A..{0}. Lorsque A est unitaire, w(1) peut ou non 2tre unité dans A.

On appellera prolongement de la graduation A de A toute

graduation A' de A vérifiant les conditions suivantes : il existe wne
- *
surjection @ : A' = A, injective sur l'image réciproque © 1(A ) ; ona
- *
0(0) = 0 ; quels que soient 4' et aj €eo 1(A ), on a e(d') 9(d'1) = o(a’ d'1)
chaque fois que le premier membre est non nul. Lorsque cette derniére

condition est imposée m&me quand le premier membre est nul, on dira que A’
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prolonge strictement A ; dams ce cas, A peut 8tre identifié & la partie

9—1(A*)U{0} de A'. Par exemple, la graduation A de A est un prolongement, en
général non strict, de la graduation propre Ao .

Soient p indéterminées X ,e...u, XP. Pour toute suite (i) =(i1,..,ip)
de p entiers naturels, on pose i = 1, + sees + ip. Soit la somme formelle

1
"3 p variables" de mon8mes :

z i, ip
£=£(X) = f(x1,.... , XP)O;:Lén (a(i)’1 +""+a(i)"‘i) Xy eeeeeXy

-2

ot(i) X(i), avec les cofacteurs a
0<Li<n

(i):s €A

deux termes d'une méme parenthése n'étant pas addibles. Une telle somme
formelle est simplement un polyn8me A p variables sur 1'anneau A, les
coefficients a(i) € A étant réduits. Elle est dite nulle si tous ses
coefficients sont nuls. Deux sommes sont égales si elles sont formées des
memes mondmes (c'est-d-dire si les coefficients correspondants sont égaux).
Définition 1 : On se donne un anel A, sa graduation A, et un
p-uple € = (§1,..., §p) € #°. La somme formelle £ sera dite un polyndme a p
variables sur A, de pente E (ou, plus bridvement un polyndme de pente €, ou
lun E-polyndme, s'il n'y a pas d'ambigufté) si et seulement si, quel que soit
le sur-anel B de A, de graduation A, et quel que soit x = (x,,...,xp) -3

avec, pour tout j = 1, eee, P, w(xj) = gj, £(x) = f(x’,..., xp) a tous
es termes addibles. gj est appelé le grade de la variable Xj’ et 1'on note
X.) = E..
(X;) = & 7
Lorsqu'on suppose A unitaire et w(1) unité de 4, on exige que 1

soit aussi unité de B.
Définition 2 : Supposons donnés un anel A, et une graduation A
e A. Une somme formelle f sera dite un pré-polyndme si et seulement si il
xiste un prolongement A' de A et un p-uple € € A'P tels que f soit un
E-polyndme.

Par suite, deux polyndmes f et g seront considérés comme distincts,
ou bien si les sommes formelles f et g sont distinctes, ou bien si elles sont
égales, mais si on les considére comme polyndmes avec des pentes différentes.
La définition 2 conduit a étudier si une somme formelle donnée est ou non
un pré-polyndme. Ce probléme, que l'on traitera ailleurs, a été résolu par
M. Krasner [4] dans le cas des corpofdes "sans torsion" (c'est-a-dire tels

*
que A, soit un groupe sans torsion).
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A, Aet € € AP étant donnés, f est un E-polyn8me si et seulement si,

quels que soient B et x envisagés a la définition 1, les grades w(a(i) s X 1))
?

non nuls sont égaux. Si, dans 4, trois grades Wy Wy w3 ont un produit non

associatif, quel que soit le sur-anel B de A, et quels que soient b1, b2
et b3 € B de grades respectifs Wys @y, w3, le produit b1 b2 b3 appartient

au milieu de B. Cette remarque conduit & la définition suivante du E-grade,

. : i i
noté w'(a X(l)), d'un mondme a X(l) = a X11 coee pr (avec a € A). On note
Q le milieu de A,

Définition 3 : A, Aet £ € A’ sont donnés. Si a ¢Q, et si, pour

oute factorisation a = a, «... 2, (1es 3y € A) de a, le produit

(a1)....w(aq) Byeeee By ByeeenBoeees £ est associatif et non nul (le facteur

(1)

" figurant i fois), sa valeur w(a) g(l) est le E-grade du mon8me a X'/,

ans tous les autres cas, ce E-grade est nul, (on dit grade, s'il n'y a pas
‘ambigufté sur E).

Pour la commodité,ion notera le produit précédent plus briévement
P
P
divers cas oa w'(a X(i)) =0 : Ou bien a € Q. Ou bien a'ﬁf Q, et pour toute

i .
par w(a,).... w(aq) £ Yt € © , gréce 2 un abus d'écriture. Précisons les
1

i i
N 1 s e
factorisation de a, le produit w(a1)....w(aq) By veee gpp est associatif et nul

(outre cette condition d'associativité, il suffit qu'il soit nul pour ume

factorisation de a). Ou bien a ¢ Q, et il existe une factorisation

a=a; e a telle que w(a1).... w(aq) §:1.... E:P ne soit pas associatif.
Les mon8mes de grade nul ne prennent que des valeurs appartenant au milieu
de B, Donc :

Lemme 1 : Pour que f soit un polynSme de pente g, il suffit que
ses mon8mes de grade non nul aient le méme grade.

Ce grade commun est appelé le E-grade ou la €-hauteur de £
(on dit pente et hauteur par analogie avec la théorie des corpoides de
M. Krasner [4]). On note w'(£(E) ), ou w'(£) s'il n'y a pas d'ambigufté sur
la pente. On pose w'(f) = O lorsque tout mon8me est de grade nul. Il est clair

que le produit de deux mondmes, dont un est de grade nul, a un grade nul.

Si le monsme (ab) X(1)+(J)vérifie la condition d'associativité de la

définition 3, et est de grade non nul, il en est évidemment de m@me des
mondmes facteurs a x(l) et b X(J), et le grade du produit (ab) X(i)+(j) est

bien sr égal au produit des grades de a x(l) et b X(J). Ces remarques
entratnent le résultat :
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Lemme 2 : Si deux E-polyndmes f et g vérifient la condition
suffisante du lemme 1, £ g la vérifie aussi, donc est un E-polyndme. De plus,
si w'(fg) #£0, onaw(fg)=0w/(f w(g).

En effet, dans le produit formel f g non réduit, les mondmes

auront pour grade ou 0, ou w'(f g). I1 en est de méme aprés réduction,

Notons A§[X] = A ) [X1,...,XP] 1'ensemble des polyndmes

(g1,...,gp
de pente g vérifiant la condition suffisante du lemme 1, et montrons qu'il a
we structure d'anel. Deux éléments f et g seront dits addibles si les grades
w'(£) et w'(g) sont égaux, ou si 1'un de ces grades est nul. Alors, la

somme formelle f + g est dans A [X] et sera leur somme.

O- {peca [X] ; w () = 0} sera le milieu de Ag[x], qui satisfait
évidemment aux axiomes des anels. En particulier, le lemme 2 montre que A [X]
est une partie multiplicativement stable de A[X] et que les axiomes D1
et D5 sont vérifiés. Ce lemme montre enfin que A est une graduation du

sur-anel AE[X] de A (sur-anel unitaire si A est unitaire).

Théoréme : Soient A un anel de graduation A, et un p-uple E € AP.
L'ensemble des polyndmes & p variables sur A et de pente E, est 1l'anel AE[X]
des sommes formelles dont les mondmes de E~grade non nul ont ml@me E-~grade.
A cst une graduation de ce sur-ancl de A. Si de plus, A est unitaire, et
si w(1) est unité dans A, Ag[X] est sur-anel unitaire de A, et sa graduation
propre contient les §j.

Lorsque A est unitaire et que m(1) est unité de A, considérons
un polyn8me £ de pente E (c'est-a-dire vérifiant seulement les conditions

de la définition 1). En particulier, si on prend B = Ag[X] et x = X, le grade

de x; = xj est wv\xj) = w(1)w(xj) = w(1)§j = ;. Alors, £(x) = £(X) doit
nécessairement avoir ses termes addibles dans Ag[X], donc ses mon8mes de
grade non nul ont le méme grade.
Lorsque A n'est pas unitaire (attention : Xj Q’Ag[xj), construisons
un sur-anel B! de A_[X] comme suit. Dans la nouvelle somme formelle
4

F = 2 .y + Ny X(i) ot a/.y EA etn,. € Z le Z-grade d'un

S o ) (1) (1) e 39
mondme sera défini pour les uns par la définition 3, Pour un mondme n X(l)

i i
P

(n entier #0), ce g-grade sera §11..... gp si ce produit est assnciatif et

non nul, et O dans le cas contraire. Notons B' l'ensemble des sommes formelles
F dont les mondmes de E-grade non nul ont m@me grade ; ce grade est noté
w'(F) et appelé la E-hauteur ou le E-grade de F (avec w'(F) = 0 si tout

monBme a un grade nul). Comme pour AE[X], en considérant d'abord le produit
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de deux mondmes, on voit que le lemme 2 est encore vrai dans B'. Comme pour
A [X], on en déduit que B! est un sur-anel de A de graduation A ; il est
clalr que B' est un sur-anel de A [X] De plus, 1 X (avec 1 € 2) est un

élément de B' dont le E-grade est w'(1 Xj) = j par définition. Alors, soit f
un pplyn&me de pente E. En particulier, si on prend B = B! et x = (1 X1,...,1X9,
on voit, de m@me que ci-dessus, que les mondmes de grade non nul de f ont
le m@me grade. Le lemme 1 compléte la démonstration dans les deux cas.
Remarquons que, méme si A est un annéide, 1'anel A [X] n'est pas
forcément un annéfde, puisque des monBmes non nuls peuvent av01r un grade nul
(définition 3).
Corollaire : Soient A un anel de graduation A, € et | € A, et X et Y
deux indéterminées. A{E:n} [xX,Y] et (Aﬁ[x])ﬂ[Y] représentent le m@me anel.

Soit un polyndme £(X, Y) € A [X, Y], donc dont les mon8mes
{g, M

a Xl YJ de grade non nul ont méme grade. Il peut 8tre considéré comme une

somme formelle polynomiale en Y, & cofacteurs dans Ag[x] ; de plus, la

condition vérifiée par les grades des mondmes a X' v) entratne que cette
somme est un polyndme en Y.

Inversement, un polyndme g(Y) € (Ai[X])n{Y] a pour cofacteurs des
polyndmes (X) éléments de Agfx]. Chaque fois qu'a un de ces cofacteurs «(X)

correspond un "mondme" (X) YJ de grade non nul o(g), le m2me "monSme" peut
8tre considéré comme une somme formelle appartenant a K[X, Y], mais dont les
mon8mes sont, ou de grade nul, ou de grade égal a o(g), grace a la définition 3.

Donc g est élément de A{E ﬂ}[x’ Y], Ceci étant, l'identité des structures
. i

d'anel est évidente. Ce corollaire s'étend a p variables X1,..., XP et q

variables Y1,..., Yq.

Substitutions dans un polynBme. Soient A un anel, A une graduation

de A, p et q deux entiers > 1, € € & et LS 2. soit £ un polyndme sur A,
A p variables Xj (j= 1,000, P), de pente E, et soient Gpreeer 9 des

polyndmes sur A & q variables Y, (k=1,..., q), chacun de pente 1. Si,

quel que soit j = 1,..., p, le Tgrade du polyndme g et § ou 0, il est clair
que la somme formelle h = f£[g, (Y),eee, g, (v)] €a [Yi,..., Y ] est un

polyndme de pente 1. En effet, puisque f est un E-polyndme, donc vérifie
les conditions du théoréme, il suffit d'utiliser le lemme 2 pour étudier le

T-grade des mondmes produits dans 1'expression non réduite de h. On dit que

h est obtenu par substitution, dans f,des polyndmes g. aux variables Xj.
J
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Cas d'un _annéfde : Soient A un annéide de graduation A, et € € A

Notons I' = [w(A), E] la partie de A engendrée par w(A) et E. Pour que A [X]

soit un anné:tde il faut et il suffit que § associe extérieurement dans T et
que € ne divise pas O dans . En effet, la condition est évidemment nécessaire.
Inversement, si elle est vérifiée, on sait (II, 3, démonstration du lemme 4)
que §i associe dans I'. Le seul mon8me a Xi de grade w'(a Xi) nul, est celui
ot a=0. Si a #£0, 1'associativité montre que w'(a Xi) = w(a) gi, qui est
non nul puisque § ne divise pas zéro.

Soit £ un polynfme A p variables sur un anneau quasi-gradué K, de
graduation A. S'il existe un prolongement A' de la graduation A de K, et un

p-uple € = (§1,...,§P) € A'? tels que, quel que soit le sur-anneau quasi-
gradué B de A, de graduation A', et quelles que soient les valeurs x € B,
homogénes et de grade §. respectivement, données aux variables X ! 1a
valeur f(x,,...,xp) prise par f est homogéne, alors on dit que £ est un
polyndme homogéne pour les grades gJ. attribués aux variables (ou pour la
pondération g, des variables X.). Le théoréme précédent montre que, pour £,
8tre ou non homogéne (A' et € étant £ixés) pour les variables X. pondérées

par les grades respectifs g , dépend uniquement de A' et de E, sans que les

sur-anneaux B aient A mtervelur.



Chapitre III

HOMOMORPHISMES - IDEAUX ET SOUS-MONELS

On rappelle que les anels considérés sont toujours commutatifs,
ainsi que leurs graduations éventuelles. Dans ce chapitre, bien des résultats
seront donnés sans démonstration, car les preuves correspondantes en sont
aisées, sinon triviales. Rappelons (II, § 2, th. 1) la loi modulaire propre
aux anels et monels, qui se réduit & la forme classique pour les annéfdes et

modulofdes.

§ 1 - PROPRIETES DES HOMOMORPHISMES.

Lemme 1 : Soient M et M1 deux ensembles, @ et L deux par:ies de M,
(31 une partie de M,. Soit u : M =M une application telle que u{(d)c 01.
Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) u(L..LﬂO)ﬂ{(’J1..u(LﬂO)] =@
(2) u(L)n(Q1 cu(Lno) .

si (2) est vérifiée, soit y € u(L..Lﬂ(g)ﬂ{O1..u(Lﬂ(9)] ; on
déduit y € u(L)ﬂ'(?, = u(LN(), ce qui contredit y 6(91..u(LﬂQ)), puisque
u(®)c (91 ; on a donc (1). Inversement, si (1) est vraie, prenons y €u(L)N (91.
Supposons que y & u(LNG) ; comme y € u(L), on a y € u(L..LN(), et comme
y E(j., on ay 601..u(Lﬂ(‘)) ; on en déduit (par (1) ) que y € @. Donc
u(L)ﬂ(91 c w(LNO). (L'inclusion inverse est triviale).

Définition 1 : Soient M et :\(1 deux A-monels, © et (’)' leurs
Lmilieux respectifs, et u : M - M1 un quasi-morphisme. Pour un sous-monel L de M,
jon dira que u vérifie ]mlL [, s'il vérifie les conditions équivalentes du
lemme. On dira que u vérifie ]m], s'il vérifie [m,L] pour tout sous-monel L de
M. On notera de meme les propriétés analogues pour un qhasi-morphisme d'anels,
en remplagant M, M1, (9, (71 respectivement par des anels A, A1, leurs milieux

K, 01, et en remplagant les sous-monels L par les idéaux J de A,

Remarque 1 : Dans le cas des annéfdes et des modulofdes, les

conditions précédentes sont trivialement vérifiées.

Remarque 2 : Lorsque L C ©, u vérifie [m,L].

Remarque 3 : La condition [m,M] équivaut a u((:)3(31 lorsque u est
surjectif, et a al ((')1) < (O lorsque u est injectif, On a le résultat analogue
pour les anels.

La condition [m,M] s'écrit u(..©) No, - - u(0) }=0ou

u(M)ﬁ(’)1 = u((9) . La premiére assertion est triviale. Pour le cas injectif,

on a 1711(01) = {x €M ; u(x) 601}, et par injectivité 51(01) =Ons
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avec S = {x €M..3; u(x) € ()1..11((3) }. Ceci montre 1'équivalence de

61((j?= (O avec s = B, c'est-a-dirc avec [m,M].

Remarque 4 : Si K est un sous-monel de M, 1'homomorphisme
canonique ¢ : M - M/K vérifie [m,M] par définition de M/K ,et, pour la m@me
raison, vérifie [m,L] pour tout sous-monel L contenant K. Mais @ ne vérifie
pas forcément [m,L] lorsque L et K ne sont pas comparables. De méme, si & est
un idéal d'un anel A, 1'homomorphisme ¢ : A - A/3 vérifie [m,a] pour tout
idéal @ contenant J.

Exemple contraire 1 : Soit Z 1'annecau des entiers. Considérons

le Z-monel M = M, UM_, od M_ et M, sont isomorphes au Z -module Zx &, et

ont en commun le milieu @: 4 (1,1). Prenons les sous-monels
K=K U K = Z x(0) UZx(0) et L = (0)x Z U (0)x Z dont la somme K + L
est M. Notons ¢ : M - M/K' Tout élément (m,n)a € Ma est congru modulo X
a (n,n) €. Donc M/, est son propre milieu (O'. Tout élément de M/ s soit
(n,n) + K, est image par ¢ de (O,n)a € L. Donc (L) = M/, set on a
(L) N O' = M/P. Par contre, on a L N{9= (0,0) dont 1l'image est le zéro
de M/, Donc @ ne vérifie pas [m,L].
Théoréme 1 : Soient M et M1 deux A-monels de milieux respectifs

Oet(’) , et soit u : M = N1 un quasi-morphisme de A-monels.

1 - Pour tout sous-monel L, de M, ; 61(1‘1) est sous-monel de M.
En particulier, le noyau Ker u = 1 (0) de u est un sous-monel,
2 - Soient B une partie de A, ct X une partie de M ; on a
u(BX) € B u(X). On a 1'égalité si de plus u est un homomorphisme vérifiant
i'(0) 0.
3 - Soit L un sous-monel de M. Si u est un homomorphisme vérifiant [m,L],
u(L) est un sous-monel de M.
4 - Si u est un homomorphisme vérifiant [m,M], pour tout sous-monel L

contenant Ker u, u(L) est un sous-monel.

Remarque 5 : Pour les modulofdes, les conditions [m,L] et (dans 2)
5.1( (31) c (O sont triviales. En particulier, 1'image d'un modulofde par un
homomorphisme est un moduloide,

1 et 2 se montrent sans difficulté (pour 2, on utilise la notion
de combinaison linéaire donnée en II, § 2 b). Pour 3 et 4, on a u(0) = 0,
et pour tout a €A et tout x €L, on a u (ax) = a u(x). Soient x' = u(x)
et y' = u(y) deux éléments addibles de u(L), avec x, y € L. Lorsque x' et

y' ¢ (31, u étant un homomorphisme, x et y sont addibles,

d'ot x' - y' = u(x) - u(y) = u(x - y) € u(L). Lorsque x' 6(91, on a
x' € u(L) ﬂq. Dans le cas 3, la condition [m,L] montre que x' € u(L N®) et
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il existe 1 €L N (O tel que u(l) = x'. Comme 1 #’y, on a
x' =y' =u(l) - u(ly) = u(l -y) € u(L). Dans le cas 4, on a
x' € u(M) 0(91 = u(M NO) = ul@), et il existe z € O tel que u(z) = x*.
Mais on 2 u(x—z) = u(x) - u(z) = 0, d'od x -z €Xer uC L, et enfin z €1,
donc z €L ﬂ(.'). Alors, y et z &tant des éléments addibles de L, on a
x' -y' = u(z) - uly) = u(z - y) €u(L).

Lemme 2 : Soit u : M - M,l un quasi-morphisme de A-monels.
(1) 8i u est injectif, Ker u = (0).
(2) 8i u est un homomorphisme vérifiant [m,M], et si Ker u = (0),
alors u est injectif.

(1) est trivial. Soient x, y € M tels que u(x) = u(y).
Ou bien u(x) 6/01, et u étant un homomorphisme, on a x #’y, d'oli on déduit
0=u(x) -u(y) = u(x -y) et x -y = 0. Ou bien u(x) 6(‘)1, et grace a [m,M],
on a u(x) € u(M) 0(91 c u(0). Donc il existe z €(D tel que u(x) = u(z).
Mais z #x, et on déduit comme plus haut x = z. Il en est de méme pour y,
et on a x =y,

Lemme 3 : Soient M et M1 deux A-monels, de milieux respectifs

O et ()1. Soit u : M = M1 un homomorphisme bijectif. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
(1) u est un isomorphisme (soit(?1 c u((j) , voir II, § 2 d).
(2) @' est un homomorphi sme.
(3) u vérifie [m,M].

@) 3(0)c0 .

I1 reste & montrer 1'équivalence de (1) et (2), ce qui est facile.

Dans le cas des modulofdes, ces conditions sont trivialement vérifiées, de
m&me que celles de la définition suivante.

Définition 2 : Soient M et M1 deux A-monels, de milieux respectifs
()et01. Un homomorphisme injectif u : M - M‘ est dit un monomorphisme s'il
vérifie les conditions équivalentes suivantes :
(1) La restriction v : M = u(M) de u est un isomorphisme.
(2) w(®) NO, ¢ w(©) .
(3) u vérifie [m,M].

4) 3'(0) 0.

si (1) est vérifiée, u(M) 001 est le milieu du sous-monel u(M), et

v vérifie [m,M], donc u aussi, car v(M) ﬂ[u(M)ﬂOﬂ c v(MNO) s'écrit
u(M)l’)(D1 c u(©). Inversement, si u vérifie [m,M], u(M) est un sous-monel,
On a enfin 51(01011 M)) = 1-11((910 u(M) ) = 1711((91) c (O, et v est un isomor-

phisme., Le reste est connu,

69
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Lemme 4 : Un homomorphisme u : M = M1, de noyau nul et vérifiant
l[m,l{], est un monomorphisme,

En effet, il est injectif (lemme 2).

Théoréme 2 : 1 - Soient M et M1 deux A-monels, P un sous-monel
de M et ¢ la surjection M - M/P. Siuz:M-= M1 est un quasi-morphisme tel que
P CKer u, il existe un quasi-morphisme U : M/P - M1 tel que u=Uo Q.
Si u est un homomorphisme, u aussi.
2 - 8i, de plus, le quasi-morphisme u vérifie [m,L] pour un sous-monel L
contenant P, alors u vérifie [m,L'] ol L' est le sous-monel g(L).
Si, de plus, u vérifie [m,L] pour tout sous-monel L contenant P,

W vérifie [m].

Soient x et y dans une m@me classe modulo P, Il existe z € M
tel que x, y € z + P (II, § 2 ¢, définition IV de la congruence), On a :
x# z,x-2€P,y#z,y -2z €P. On en déduit
u(x) - u(z) = u(x - z) € u(P) = (0), donc u(x) = u(z) ; et on a de meme
u(y) = u(z). Donc u est constant sur toute classe modulo P. D'autre part,
supposans que u(L)ﬁ@1 cu(LnN@). De L' = (L) (qui est sous-monel, voir
remarque 4 et théoréme 1) on déduit :

LN, = w(L)n O cu (LNO) < uL)MO) cu@)n @ = W(1)n0,.
Donc u vérifie [m,L']. Le reste de la démonstration est trivial,
) Théoréme 3 : Soit u ¢t M = M1 un homomorphisme de A-monels,

vérifiant [m,M]. u(M) et M/er y SONt des A-monels isomorphes.

Avec les notations du théoréme 2, posons P = Ker u. On sait
que U est un homomorphisme vérifiant [m'M/Ker u]’ Son image Im u = u(M) est
un sous-monel de M, (théoréme 1, 3°), Enfin le noyau de u est nul par
construction, et (lemme 4) u est injectif, Donc u se restreint (définition 2)

en wn isomorphisme de M/ . sur u(M).

Corollaire : Soit u : M — H1 un homomorphisme surjectif de

A-monels, tel que u(Q) D(?1. Alors M, et M/, . sont isomorphes,

Théoréme 4 : Soient M un A-monel, K un sous-monel et la surjection
canonique ¢ : M —~ M/K. Soit £ l'ensemble des sous-monels L de M, contenant K,
et d9' celui des sous-monels L' de M/K' (1) L'extension de @ aux ensembles
de parties induit une bijection de i-, sur i,'. (2) Les A-monels M/L et
(M/K)/(L/K) sont isomorphes,

Pour tout sous-monel L considéré, ¢ vérifie [m,L] (remarque 4),

d'ol la bijection gréce au théoréme 1. D'autre part, posons M' = M/K' L' = L/K

et v=¢g'o0 ¢ étant la surjection canonique M' = M‘/L,. ¢ et @' étant
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des quasi-morphismes surjectifs, v aussi. Par construction des quotients,
(3 = 9l(9) est le milieu de M', et O = cpf(_(;;') = ¢'o ¢({9) est celui de MY/
En particulier, si v(x) = ¢'o ¢(x) (avec x € M) n'est pas dans (9", il en
résulte ¢(x) & (9'. Donc, les conditions v(x) & {9", v(y) ¢ ", v(x) £v(y)
entrafnent ¢(x) ¢ @', «y) € (3", «x) #ly), d'od x #y. Donc, v est wn
homomorphisme surjectif vérifiant [m,M]. Son noyau est (¢' o cp)-1(0) = q-)1(L') =L,
ce qui montre 1'isomorphisme annoncé.

Corollaire : Soit u : M = M1 un homomorphisme de A-monels,
surjectif et tel que u((®) D (91. Soient &l'ensemble des sous-monels L de M,
contenant K = Ker u, et f91 l'ensemble des sous-monels L1 de M1.
(1) L'extension de u aux ensembles de parties induit une bijection de f,
sur £1. (2) si u(L) = L, (donc L = ﬁ‘(LJ, L, et Ly sont isomorphes,

et M/L et M1 /L1 sont isomorphes.,

En effet, par le théoréme 3, M1 et M/K sont isomorphes.

Théoréme 5 : Soient K et L deux sous-monels d'un A-monel M, de
milieu @. si x (resp. L) est comparable a(’) , les A-monels X + L/K et
L/Kﬂ, sont isomorphes.

On peut se borner au cas od M = K + L : si X (resp. L) est
comparable 4 O, il 1'est aussi @ O N (X + L). Considérons les applications
canoniques i : L =K+ L et ¢o: K+ L =K +L/K, et posons u = @ o i,
¢ étant un homomorphisme, u aussi, car il est obtenu par restriction de-¢ a L.
Puisque K (ou L) est comparable & €2, tout x € X + L s'écrit (II, 2 b,
démonstration du th. 1) x =k + 1 (avec k €K, 1 €L, k #1), et 1'on a
o(x) = ok + 1) = o(1) = u(l) ; donc u est surjectif. Notons Q=0ONL et (&
les milieux respectifs de L et X + L/K' Considérons les divers cas.,
$iL D0 onaul@ =ul@=0(G)=0O"'.5iLc O, maO=1et
X+l =ult)=ol) cxO)= O ; domcu® =0, 51D O, mab=(0),

donc u(Q)DO'. si x € O, tout z €O s'écrit z =k + 1, avec k €K et

1 ELNG .0nadoc : Q' = )= ok + ((HNL)= FONL) =u((ONL) = u(A).
Donc u vérifie les hypothéses du corollaire du théoréme 3 et K + L/K est

i . t o

isomorphe a L/Ker u Le noyau de u es

Keru={1€L; 1) =0} ={1 €L;1€x}=xXNL.

Exemple contraire 2 : Dans 1"exemp1e contraire 1 ci-dessus, avec

les notations du théoréme 5, u est surjectif. Par contre,
Oy =uw £0O" =K+ L/ 3 enfin L/ . qui est isomorphe a L, n'est pas
isomorphe & K + L/K’

Exemple contraire 3 : Dans l'exemple coéntraire au théoréme 1,

chap. II, § 2 b, 1'homomorphisme composé u : F =F + G = F + G/G n'est pas
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surjectif. En effet, la classe modulo G de (a + b, a + b) € {& NF + @)
différe de toute image u(x), x € F.
Définition 3 : Soient A un anel, M un A-monel, et P une partie
non vide de M. On appelle annulateur de P 1l'ensemble
Am (P) = (0) : P={a €A ; ¥ x €P, ax = 0}.
Il est clair que cet annulateur est un idéal.
Lemme 5 : Soient M un A-monel, et & un idéal de A. Pour que M

soit un A/S monel, il faut et il suffit que l'annulateur de M contienne S.

Si Ann (M) D §, pour tout o € A/3 et tout x € M, prenons a € «
et posons @ X = a x. Cette définition est indépendante du choix de a dans « :
Si a' € @, il existe b € o tel que a, a' €b + 3. De a £b et a - b € § C Ann(M),
on déduit ax -bx = (a-b)x=0; on a de méme a'x = b x, d'od ax = a'x.
Les autres vérifications sont immédiates.
Dans les résultats suivants concernant les anels, les vérifications
sont identiques a celles des théorémes homologues sur les monels, sauf pour
les propriétés liées & la multiplication. Mais la démonstration de ces
derniéres est immédiate. On notera A et A1 deux anels de milieux respectifs Q
et 01 , dans ce qui suit, sauf & la remarque 5 bis,
Théoréme 1 bis : Soit u : A — A1 un quasi-morphisme (d'anels).
1 - Pour tout idéal (resp. sous-anel) 3, de A, 1—11(31) est un idéal
(resp. sous-anel) de A. En particulier, le noyau Ker u = 1711(0) de u est un idéal,
2 - Si B et X sont deux parties de A, on a u(BX) < u(B)u(X). On a 1'égalité
si u est un homomorphisme vérifiant 61(01) cQ
3 - Soit B un sous-anel de A, Si u est un homomorphisme vérifiant [m,B],
u(B) est un sous-anel de A1. Si, de plus, u est surjectif, et si B est un

idéal de A, u(B) est un idéal de A

4 - Si u est un homomorphisme surjectif vérifiant [m,A], pour tout idéal §
contenant Ker u, u(S) est un idéal.

Remarque 5 bis : L'image d'un annéfde par un homomorphisme
d'annéldes est un annéfde, L'image d'un idéal par un homomorphisme surjectif
d'annéfdes est un idéal.

Lemme 2 bis : Soit u : A = A1 un quasi-morphisme.

(1) si u est injectif, on a Ker u = (0). (2) Si u est un homomorphisme
vérifiant [m,A), et si Ker u = (0), u est injectif,

Lemme 3 bis : Soit u : A = A1 un homomorphisme bijectif,

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) u est un isomorphisme (soit 01 cu(@)).

(2) a! est wn homomorphi sme.
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(3) u vérifie [m,Al.
) @'(a) ca

Définition 2 bis : Un homcmorphisme injectif u : A = A1 est dit
un monomorphisme, s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
(1) La restriction v : A - u(A) de u est un isomorphisme.
(2) u(a) n Q, cu().
(3) u vérifie [m,Al.
(4) @'(a,) c .

Lemme 4 bis : Un homomorphisme de noyau nul et vérifiant [m,A]
est un monomorphisme.

Théoréme 2 bis : Soient § un idéal de A, et ¢ la surjection
A~ A/s . Siu:A—~A, estun quasi-morphisme (resp. homomorphisme) tel que

J CKer u, il existe un quasi-morphisme (resp. homomorphisme) uc: l~\/3 --01\1
tel que u=uo @ .
2 - 8i de plus u vérifie [m,a] pour un idéal @ contenant J, alors u vérifie
[m,a] od o' est 1'idéal ¢(a). Si de plus u vérifie [m,a] pour tout idéal a
contenant %, u vérifie [m].

Théoréme 3 bis & Soit u : A =~ A1 un homomorphisme vérifiant [m,A].
Alors, u(A) et A/tep y SOt des anels isomorphes.

Corollaire : Soit u ¢ A = A1 un homomorphisme surjectif tel que

Q,c u(Q). Alors, A et Af ., Sont isomorphes.

Théoréme 4 bis : Soient J un idéal de A, et ¢ la surjection
A - A/f} . Soient i,l'ensemble des idéaux q de A, contenant J, et Iﬂ' celui
des idéaux de A/S. (1) L'extension de ¢ aux ensembles de parties induit

une bijection de % sur t{:', (2) Les anels Ay, et (A/S')/(i/ ) sont isomorphes.
J

Corollaire : Soit u ¢ A = A1 un homomorphisme surjectif tel que
Q c u(Q). Soient :&l'ensemble des idéaux @ de A, contenant X = Ker u, et
£1 l'ensemble des idéaux o, de A,. (1) L'extension de u aux ensembles de
parties induit une bijection defg sur $1. (2) si u(a) = a, (donc 51(01) = a),

u,. et a/K sont isomorphes, et A/a et A1/01 sont isomorphes.

Théoréme 5 bis : Soient a et b deux idéaux de A. Si a (resp. b)
est comparable a {1, les anels g + b/a et b/uﬂb sont isomorphes.

Application : Soient A un anel de milieu Q, J un idéal de A, et B
le plus petit anel agglutiné, intermédiaire entre A et K, et dont le milieu (3
contienne J. Il est clair que B est obtenu A partir de A par 1'agrandissement

a0=0+ J dumilieu Q de A (et bien str 1'agrandissement corrélatif des
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groupes d'addibilité). Alors, les anels A/, et B/§ sont isomorphes, ce qui
équivaut a dire que les anneaux % et A /3- sont isomorphes comme anneaux
quasi-gradués, En effet, soit u : A - B/§ la restriction a la

partie A de B de la surjection ¢ : B = B 3 7 u est donc un homomorphisme
d'anels. Tout B € Bz s'écrit B=b+ 3, ol b €B, soit b= a + 1N (avec a €A,
T €T, a'aprés la définition de B) ; on a donc B = a + § et u est surjectif,
Le noyau de u est Ker u= {a €A ; a € §} = J. Enfin, tout élément du milieu
de B est de la forme o + J avec w € 0, donc est élément de u(Q). Le
corollaire du théoréme 3 bis montre que A /5 et B /§ sont isomorphes.

De m&me, soit M un module quasi-gradué sur un anneau quasi-gradué K,
et soient M et A les monel et anel associés, Soit L un sous-module homogéne de
.ﬁ, et L le sous-monel des éléments homogénes de L. Alors, les A-imodules quasi-

gradués généralisés (M/LF et i/f sont_isomorphes.
§ 2 - OPERATIONS SUR LES IDEAUX.

Les démonstrations de a, b, c, sont voisines de celles de [6]
pages 147, 177, 219 respectivement.

a - Formules ;-
oient R un anel et g et b deux idéaux de R. Le produit ab de ces

idéaux est 1'idéal engendré par 1'ensemble des produits ab (avec a € a , b € b),
et leur somme g + b est 1'idéal engendré par a U b (II, § 2 b). On appelle
radical de g et 1'on note Va , 1l'ensemble des x € R tels qu'une puissance

de x soit dans R, Le radical de g est un idéal. On a les résultats suivants,

ot @, b, b' sont des idéaux de R, et ol {ai} désigne une famille
i€l

quelconque d'idéaux de R :

(1) a (b+ b') = ab + ab'

(2) eNb D ab

(3) A (ab) > (ra) b (avec A € R, \a désignant 1'idéal engendré par

1'ensemble des produits Aa, ol a € a agglutine A)

(4) Vve - Ve
(5) Va+rb = Va + Vb

N C . 3 3
() \ / n o, n \/ai . I1 y a égalité lorsque I est fini.

i€l i€l
(7) Vanb= Vob
"(8) Lorsque bc ¢, on a : .Va/b = V°/b

(9) Lorsque I est fini, on a : n ai>: b= N (a, s b)
i€1 ier *
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(10) (a: b) : b* = g : bb
(11) Pour n entier > 1, on a : ((a + b)/a)lr1 = (a + bn)/u

(12) Rappelons la loi modulaire (Voir II, § 2 b)

Montrons par exemple la relation (1). L'idéal a(b + b') est
engendré par lr'lensemble des termes :

a[z-(bi+b]!_)_| oha€a,lesb €b, lesb! €bt, b # bl
i=1

75

pour tout i, les parenthéses ont un total dans le milieu 0 de R, sauf une au plus

(11, § 2 b). Les axiomes de distributivité montrent que le produit par a
n

est z (a bi + a b'i) avec les conditions analogues d'addibilité. Ceci
i=1

montre a(b + b') C ab + ab' . Inversement, ab + ab' est engendré par

ab U ab' , qui est contenu dans le premier membre,

Soient R et S deux anels de milieux respectifs Qet ' , gaet b

deux idéaux de R, et £ : R = S un quasi-morphisme de noyau K. (On sait que f(a)

n'est pas forcément un idéal), Outre le théoréme 1 bis (III, § 1), on a les
résultats suivants :
(13) £(a + b) < £(a) + £(b)
(1) £(a NB) < £(a) N £(b).

Il y a égalité dans cette derniére formule si K C g , et si £ est
un homomorphisme vérifiant £(a N b) D Q' N £(a) N £(b).

Les formules précédentes sont vraies dans le cas ol f est un
quasi-morphisme ou homomorphisme de A-monels, R et S désignant alors des

A-monels, et a et b des sous-monels de R,
(15) £(a ¢ b) < £(a) : £(b) = {x €5 ; ¥Y € £(b), XY € f(o)}

(1) £(Va) = \[£(a).

Il y a égalité dans ces deux derniéres formules si £ est un
homomorphisme surjectif qui vérifie 51(0') C a .(resp. £(Q) = Q')

Montrons, par exemple, ce dernier résultat concernant (15).
si X € £(a) : £(b), par surjectivité de £, X s'écrit £(x) avec x €R ; et
pour tout b € b , il existe a € g tel que Xf(b) = £(xb)= £(a)., Ou bien
£(xb) € ' et la condition Z"1(O') C g implique xb € a. Ou bien £(xb)£Q,
et xb et a sont addibles car f est un homomorphisme. Il en résulte

0 = £(xb) - £(a) = £(xb - a), d'od xb-a €EF' (M) Ca, et enfin xb € a «

On a donc X = £(x) € £(a ¢ b).
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b - Idéaux comaximaux :

Des idéaux Oy 5 eesesece, B d'un anel unitaire R seront dits
deux & deux comaximaux s'ils sont distincts de R et si i ?éj implique

o, + aj = R. Lorsque n = 2, on dit simplement idéaux comaximaux, On déduit

des formules (a) :

Lenme : Soient b, Qyy eorny O des idéaux d'un anel unitaire R.
1°) Les a; sont deux a deux comaximaux si et seulement si leurs radicaux
le sont.
2°) Si b est comaximal avec chaque G5 s il 1'est avec leur intersection et
avec leur produit,
3°) si les o, sont deux a deux comaximaux, on a

n n
n g, = I a,
i=1 i=1

c - Idéaux étendus et contractés :

Soient R et S deux anels unitaires, et £ : R = S un quasi-morphisme
d'anels unitaires. On notera @ , b des idéaux de R, et U, B des idéaux de S.
L'idéal of = ?1(ﬂ) est dit contraction de W, L'idéal o = s £(a)
engendré par f£(a) dans S est dit extension de a.
I1 est clair que RS =5, s =Rr, (0)€ = (0) et que (0)€ est 1e
noyau de f. On montre facilement les formules suivantes :
(1) 9 C®implique ° c B

a C b implique o€ c v®

ec
(2) Uecy et o°° > 0
En particulier, lorsque f est l'injection canonique R = ‘ﬁ, on a
ec - - -
e =a, car o =TetdetaNR=2g ; d'autre part, la relation o - o

signifie que 1'idéal ¥ de R est homogéne.

(3) oo 0f et 0®C = oC

(4) U+ 8 S o &
(a+5)% = of + ¢

(5) @wny®= of neg
(anb)® ¢ of Nbe

(5) g o> L&
(ab)® = o€

(7 @:9°c of &
(a: 1)¢c of: ¢

® (VB = Vof et (va)e < Va©

.
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Par exemple, vérifions pour (6) 1'inclusion o° b% < (ab),
L'idéal ae b° est par définition engendré par les produits YZ ou

Yyeat =5 £(a) et ¥ = ¥ =5 £(b). Donc Y et Z s'écrivent

Y = g [g, s; f(aij)] et Z

les a5 €a,lesb, €b, et avec les conditions habituelles (11, § 2 b) :

u

j z gfkl f(bkl)] avec les Sij €t ty €s,

les termes intérieurs & un crochet sont mutuellement addibles ; pour Y
(et de m@me pour Z), les crochets sauf un au plus ont un total dans le milieu.

Dans le produit :

z [2 S t f(aij) f(bkl)]

ikl

L[

i,k 4,1

]

YZ

i3 ta £(ayy bkl)]

les axiomes de distributivité des anels conservent ces conditions. Il en

résulte YZ € (ab)S, d'od le résultat annoncé.

soit (E) (resp. (C)) 1'ensemble des idéaux é&tendus (resp.
contractés). a - o° et ¥ - 8 sont des bijections réciproques entre (E) et (C).
(E) est fermé pour 1l'addition et la multiplication des idéaux. (C) est fermé
pour l'intersection, la division et le passage aux radicaux. Ces derniéres
propriétés résultent immédiatement des formules précédentes, sauf la
fermeture de (C) pour la division, dont la démonstration est identique A celle,

connue, pour les anneaux : plus précisément, si a, b € (C), on montre que

c
a: b= (a%: 0% .

Soient trois anels unitaires R, S, T, et deux quasi-morphismes
unitaires f : R > S et g : S =T, Il y a associativité des extensions et des
contractions : l'extension par g de l'extension par f est l'extension par
go £ ; on ale résultat analogue pour les contractions. Le résultat est
évident pour les contractions, et se montre sans difficulté pour les
extensions, Par suite, si un diagramme de quasi-morphismes unitaires est
commutatif, le diagramme associé des extensions (resp. des contractions)

est commutatif.

§ 3 - IDEAUX PREMIERS, PRIMAIRES, MAXIMAUX.

Définition 1, Un idéal p d'un anel A sera dit :
(1) premier si et seulement si pour tous a, b €A, les relations ab € p,
a ¢ p impliquent b € p.
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(2) strictement premier si et seulement si pour tout b € A et pour tout

o= Zai € Kb, les relations o b € p et a; ¢ p pour tout i, impliquent b € p.

(3) largement premier si et seulement si pour tout b € A et pour tout

a=La, € Ab, les relations a b € p et a, ¢ p pour tout i, impliquent b € P,
i

(3) implique (2), qui implique (1), (Les conditions (2) et (3) se
confondent pour un annétde). Noter que ces conditions signifient respectivement s
(1) que 1'anel A, est sans diviseur de zéro ; (2) que de plus, A/p est sans
pseudo~diviseur de zéro ; (3) que de plus, A, est sans pseudo-diviseur large
de zéro., En particulier, lorsque A est unitaire, (1) signifie que A/b est
un quasi-domaine, et (3) qu'il est un domaine,

Noter que si un idéal homogéne 'S de A est premier dans K, p est
premier dans A des trois maniéres, Inversement, p peut &tre premier dans A,
sans que p le soit dans A,

Théoréme 1, Soit A un anel,

(1) Un idéal p est premier si et seulement si, quels que soient les idéaux
a et b tels que ab © p, p contient a ou b
(2) En particulier, si p premier contient o' (avec n > 1), il contient q.
(3) si 1'idéal § #A n'est pas premier, il existe deux idéaux a et b contenant
strictement J, et tels que a b &,

La démonstration résulte immédiatement des définitions (voir [6],

p. 150),

Définition 2, Un idéal q d'un anel A sera dit :
(1) primaire si et seulement si pour tous a, b € A, les relations ab € g,
a ¢ q impliquent 1'existence de n > 1 tel que b* € Qe

(2) strictement primaire si et seulement si pour tout b € A et pour tout

o = La; eK", les relations a b € q et a; (7 q pour tout i, impliquent
i

1'existence de n > 1 tel que b € Qe

(3) largement primaire si et seulement si pour tout b € A et pour tout

b . . s .
o = a, € A7, les relations o b € q et a; ﬁ/q pour tout i, impliquent
i

1'existence de n > 1 tel que b" € q.
Noter que (1) signifie que, dans A/q, tout diviseur de O est
nilpotent, (2) que de plus tout pseudo-diviseur de O est nilpotent, etCees
Théoréme 2, Soit A un anel,
1° Si q est un idéal primaire (resp, strictement primaire, resp. largement
primaire), son radical p = \/&—est premier (resp, strictement premier, resp.
largement premier). On dit alors que q est primaire pour Y, ou est p-primaire,



HOMOMORPHISMES ET IDEAUX 79

2° Soit q un idéal p-primaire, Les relations ab € q et a ¢ g impliquent b € P,
3® Soient q un idéal p-primaire, et deux idéaux a et b, Les relations
abc qet o qimpliquent b < p,
Supposons q primaire, ab € Vq = peta Q’p. On a donc, pour un entier
n>1, ab" € qet a ¢q Alors il existe m> 1 tel que (b°)" € q, soit b € p
Lorsque q est strictement primaire, p = Vq est premier, Pour tout
b €A, et tout ¢ = L ay € Kb tels que les a; soient hors de p et deux a deux

i
non addibles, et que ¢ b soit dans p, il existe n X 1 pour lequel (« b)n € q

La propriété fondamentale des anels montre que B agglutine (siylement) la
somme formelle ozn. Les termes de cette somme formelle sont hors de p, puisque
p est premier, car ce sont des produits des éléments a; ¢ p. Alors, q étant
strictement primaire, il existe m > 1 tel que (b")" € q, soit b € p. Le cas
largement primaire se traite de méme, grlce aux axiomes D des anels,
L'assertion (2) est triviale, et implique (3) en l'appliquant & un élément
a de Gee Qe

Définition 3, Un idéal m d'umn anel A sera dit maximai si et
seulement s'il est maximal dans l'ensemble des idéaux distincts de A,

Cela signifie que A, posséde seulement deux idéaux distincts (0)
et A/m o (III, § 1, théoréme 4 bis)

Théoréme 3. Soit R un anel, de graduation A associative, dont les
seuls idéaux sont (0) et R, et tel que % # (0)e Alors, R ou est un corpotde,
ou est égal A son milieu, lequel a une structure sous-jacente de corps,

Lemme 1, Dans un anel R dont les seuls idéaux sont (0) et R, et
[tel que R # (0), pour tout x €R, x #0, on a Rx = R,

On rappelle que Rx est 1'idéal {¥x ;¥ € A} des mitiples de x.
Cet idéal est ici (0) ou R. L'ensemble X = {x €R ; Rx = (0)} = (0) ¢ R est
un idéal. L'hypothése R% # (0) montre que X est différent de R, et comme (0)
et R sont les seuls idéaux, on a X = (0), Donc, pour tout x € R, x #0,
1'idéal Rx est différent de (0), donc égal a R.

Lemme 2, Soit D un monofde commutatif (loi notée multiplicativement)
et possédant un élément absorbant, noté O, On suppose que D* = Deo {0} est
non vide, S'il existe un systéme S de générateurs de D tel que Ss contienne §
pour tout s € S, s #0, alors D¥* est un groupe,

Prenons a €S, a #0 ; puisque SaD §, il existe e € S tel que
ea = a, Tout d € D* est multiple d'un élément non nul s de S, soit d = d's
(avec d' € D), Puisque Sa D S, il existe t €S tel que ta = s, donc que
d*ta = d's = d, On en déduit de = d'tae = d'ta = d, Donc e est unité dans D,

Pour tout s non nul dans S, l'hypothése S s D S montre qu'il existe
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s' €8S tel que s's = e, doric que s est inversible dans S. Alors, tout élément
d de D*, étant un produit d'éléments non nuls de S, est lui-m@me inversible.
Lemme 3. Un anel R (commutatif), tel que R* = R,.{0} soit un groupe
tiplicatif, ou est un corpolde, ou est égal & son milieu, lequel a une

tructure sous-jacente de corps.

Si le milieu Q de R est différent de (0), soit x non nul dans Q ;
il est inversible et on a 1 = xx', avec x' € R, Grlce a l'axiome D_. des anels,
ces conditions impliquent 1 € 2, donc aussi R = Q, et par suite R e;t un Corps.
Montrons le théoréme, Notons D le sous-monofde de A engendré par
1tensemble w(R) = w(Resf)) U {0} des grades des éléments de R, Le lemme 1 montre
que Rx = R pour tout x € R¥ = R..{O}. Cette condition montre que, pour tout ¢
non nul de w(R), on a : w(R) « D w(R). Le lemme 2 montre alors que D* (D est
une graduation associative de R) est un groupe., L'anel R est donc régulier,
I1 en résulte que la condition (relative a4 1'anel R) Rx = R pour tout x € R¥,
implique, dans le monofde R, Rx = R pour tout x € R¥, (dans le monolde, R x

signifie {r x ; r € R}) Le lemme 2 montre que R* est un groupe, et le lemme 3
achéve la démonstration,

Théoréme 4, Soient A un anel de graduation associative A, et m un
idéal tel que A2 dm « Pour que m soit maximai, il faut et il suffit que A/m
ou soit un corpo?de, ou soit égal & son milieu et aie une structure
sous-jacente de corps,

Si A m est un corpotde, il n'est pas de carré nul, et le théoréme
4 bis (III, § 1) montre que m est idéal maximal de A,

Inversement, les hypothéses montrent que 1'anel R = A m est tel
que 2 # (0), a pour seuls idéaux (0) et R (III, § 1, théoréme 4 bis) et
admet la graduation associative A (voir II, § 2 d)., L'anel R vérifie donc les

conditions du théoréme 3, et est un corpofde.

Au lieu de A associative, il suffit de supposer que A/m admette une
graduation associative, Donc en particulier, il suffit que la partie stable A’
de A engendrée par S = {0} U w(A.s(Q + m)) soit un monotde.

La derniére démonstration peut se faire directement : m étant
maximal, m contient 1'idéal A x + m = Ax X + m si et seulement si AxCm; on a
dans le cas contraire Ax + m = A, L'idéal m: A= {x €A ; Ax Cm} contient m
et en est différent, sinon on aurait a2 Cm Doncona m: A=A, et Ax+m=A
pour tout x € A,.m. De ceci, et de A® &Z'm, on déduit A = A° et, pour tout
x € Ajom, on déduit A = (Ax + m)2 cax® + m, soit A = Ax% + m Prenons a € Au.m ;
puisque A = A a® 4 m, il existe p € A% tel que a = aza (m), donc aussi
as [a(aza)] B (m). Comme A est associative, a? agglutine 52 (11, § 3,
conséquence du corollaire 1) et on obtient a = ae (m) en posant e = a252 € A,
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Ensuite, de Aa+ m = A, pour tout y de A on déduit l'existence de ¥ € Aa

tel quey =a¥ (m), dncqueey=ead =ald =y, et e est unité modulo m,
Enfin, pour tout x ¢m, A = Ax+ M montre 1'existence de § € A tel que

e =x 8 (m), donc tel que e = €% =( x 8) 2, Puisque A est associative, x
agglutine 62. En posant x' = x 8 € A, on obtient e = x x' (m), et x est
inversible modulo m. La démonstration s'achéve par celle du lemme 3.

Corollaire : Soient A un anel de graduation associative A, et m

un idéal maximal tel que A2 d m. Alors, m est largement premier.

Remarque 1. Dans un anel unitaire, tout idéal propre a est contenu
dans un idéal maximal. En effet, l'ensemble des idéaux propres contenant g,
ordonné par inclusion, est inductif et contient un élément maximal (lemme de
Zorn),

Remarque 2., Dans un anel, l'intersection de tous les idéaux premiers
est 1'ensemble \/(0—-) des éléments nilpotents. En effet, tout idéal premier
contient m. Inversement, si u n'est pas nilpotent, l'ensemble E des idéaux
propres qui ne contiemnent aucune puissance de u est inductif et contient (0).
Soit p un élément maximal de E (lemme de Zorn). Pour tous x,y ¢ p, il existe
mn > 1 tels que u" € p + (x) et W' € p+ (v), donc tels que u™ " € p+ (x y).
Puisque e ﬁ/p, on a xy ¢p ; p est premier et ne contient pas u.

Théoréme 5. Soient p et q deux idéaux d'un anel A. p est premier
et q est p-primaire si et seulement si :

(1 acp
(2) pour tout b € p, il existe m > 1 tel que " € q
(3) pour tous a, b € A, les relations ab € q et a ¢ q impliquent b € p.

La démonstration est celle connue pour les anneaux (voir [6],
P. 153). Noter que la relation (3) équivaut a (3') : pour tous a, b € A, les
relations ab € q et b ¢ p impliquent a € q.

Corollaire 1. Soient p et q deux idéaux d'un anel unitaire A,
Supposons que :
(1) a<pe
(2) pour tout b € p, il existe m> 1 tel que b" € Qe
(3) p est maximal,

Alors, p est premier et q est p-primaire,

Si on a ab € p et b ¢p, puisque p est maximal, on en déduit

= p + (b) ; donc on peut écrire 1 = (p +U b) somme finie ol, pour tout i,

P; €9, 75 €aP (en fait, on devra:.t écrire K € AP , Mais on se raméne
alsément au cas ou les ‘6 €A ), P, # U b, et 01‘1. les parenthéses ont un
total dans le milieu Q, sauf une au plus. Pour tout i, soit n, > 1 tel que

i
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n
n,
pll € g, et soit n = Zni. Alors 1= T =[ 2 (pi + Ki b)] « En développant,
i i
on obtient (axiomes D et propriété fondamentale des anels) une somme de termes,
addibles et tous situés dans Q sauf un au plus, chacun de la forme
m.
=1 (p, +¥.Db) o Zm. =n, et od 1'un des exposants m, =n. ,
; 1 i i iy i .

Un tel terme, développé a son tour, contiendra un multiple qj € q de pi1° ,
-]

et un élément de 1'idéal (b) (axiomes D et propriété fondamentale), On a donc

1=Zt Z(q +6b), avec q €q, 6 € AP s et avec les conditions

d'add1b111té habituelles, On en déduit a = 2 (a gy + Sj ab), donc a € q.
J

Corollaire 2, Dans un anel unitaire, tout idéal maximal m est
premier, et ses puissances sont m-primaires.

En effet, q = mk vérifie les conditions du corollaire 1.

Théoréme 6. Soient p et q des idéaux d'un anel A,
1° Une interSection finie d'idéaux p-primaires (resp., strictement p-primaires)
est p-primaire (resp. strictement p-primaire)
2° Si p est maximal, une somme et un produit finis d'idéaux p-primaires sont

p-primaires

3° Soit @ wn idéal non contenu dans q. Si q est p~primaire, q 3 @ est p-primaire,
Soient Qgrooes Q) des idéaux p-primaires d'un anel A et Q = ['] q .
On applique le théoréme 5. Si ab € Q et si a E/Q, il existe i, tel que a € ql

alors ab € ql entraine b € p. Si, de plus, les q sont strictement prlmalres,
soient b €A et o = ZaJ GA tels que o b € Q et a ¢ Q pour tout j. Il existe
donc i, tel que a, €/q1 . Posons a = o' + a" , ok la somme formelle a' (resp. a")
est formée des termes a; ﬁ/q11 (resp. 3 € qu), et est agglutinée par b, Alors,
ona:ab=gb~-a"b € ql 3 comme ' contient au moins a, et comme ql

est strictement p-primaire, b est dans p.
(2) résulte du corollaire 1 du théoréme 5. Pour (3), appliquons le
théoréme 5. On a (g : a)a C g et a Z g, donc (théoréme 2) on a q : a < p.
On sait que q : @ contient q. Puis, si cb € q: aetsi c €q: a, il en
résulte 1l'existence de a € a tel que ca ¢ q ; alors, cba € q montre que b € p.
Donc q : @ est p-primaire,
Théoréme 7. Soient R et S deux anels de milieux respectifs Q et Q

1 ’
et £ : R =S un homomorphisme surjectif tel que £(Q) =

01. Pour tout idéal

o de R, contenant Ker £ (resp. pourtout idéal ¥ de S), les idéaux a et £(q)
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(resp. ?1(ﬂ) et %) sont ensemble maximaux, ou premiers, ou strictement
premiers, ou largement premiers, ou primaires, ou strictement primaires, ou
largement primaires. Si 1'idéal q contient Ker £ et est p-primaire, alors £(q)
est £(p)-primaire,
En effet, chacune des propriétés envisagées pour ces idéaux
a et £(a). équivaut & une propriété des anels %/a et %/f(u)' Or, ces anels sont
isomorphes (III, § 1, corollaire du théoréme 4 bis). La derniére assertion
résulte de (III, § 2 a, formules (15)).
Théoréme 8. Soient R et S deux anels, et £ : R = S un quasi-morphisme,
§i, dans S, Q est un idéal P-primaire, alors IF est premier, et Qc est
$c-primaire.
La démonstration esttriviale, mais elle ne s'étend pas au cas
strictement primaire. Cependant, si Q est idéal homogéne de R (c'est-a~-dire

Q = (Q NR)), lorsque Q est strictement (resp. largement) primaire, il en est
de méme de Q N R,

n
Remarque 3., Si un idéal ¥ de S est intersection ¥ = N Qi d'idéaux
i=1
primaires Q, , il en est de meme (III, § 2c, formule (8)) de son contracté :
n
c . .
o = n Qi' Au contraire, 1'extension ne conserve pas forcément premier
i=1

et primaire,

§ 4 - ANELS DE FRACTIONS.,
a - Définitions :

Monofdes de fractions., Soit R un monofde donné (noté multiplicati-

vement), commutatif, et pouvant éventuellement contenir un élément absorbant
(ou annulateur), noté 0, et un élément neutre, noté 1 s'il est distinct de O.
Soit M une partie multiplicative de M, c'est-a-dire non vide, multiplicati-
vement stable, et ne contenant pas O. Dans le monofde produit C = R X M
(multiplication par composantes), pour tous (a, s) et (a', s') €C, on pose

(a, s) H (a', s') si et seulement s'il existe t € M tel que t s' a =t s a'.

I1 est clair que H est une relation d'équivalence sur C, et est compatible avec
la multiplication. On notera RM = C/h le quotient, qui est donc un monofde
commutatif, et on notera é} la classe d'un couple (a, s). RM est appelé le

monofde des fractions de R relatif & M. Il posséde 1'élément unité é; (avec

a ma a .
s € M), Pour tout m € M, et pour tout = €Rg,ona: —— = — . Enfin,

si 0 €R, R, admet 1'annulateur O = 2 (avec t €M) ; = = 0 signifie qu'il
t s
existe m € M tel que ma = 0, (Dans le cas singulier o O € M, la construction

est encore valable, mais conduit & un monofde réduit & un seul élément),

Si 1'on ne suppose plus que la multiplication est associative dans R,
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mais seulement que les éléments de M associent dans R (voir II, § 3 &, lemme 4),
et si 1'on conserve les autres hypothéses, cela suffit pour permettre la m@me
construction avec les m@mes démonstrations. En effet, tout produit d'éléments

de R ot deux facteurs au plus ne sont pas dans M, vérifie les conditions
dlassociativité ; et seuls de tels produits interviennent dans les démonstrations.
On obtient alors un ensemble RM de fractions avec une multiplication commutative,

pas forcément associative, possédant un annulateur et un élément neutre,

Anels de fractions. Soient R un anel de milieu Q2 et M une partie

multiplicative de R (avec 0 & M) . Organisons le monofde R, en un anel (les

axiomes 1\1234 des anels sont déja vérifiés) de la maniére suivante 3
a b .o . . . .
= et-E—- sont dits addibles dans RM si et seulement s'il existe m € M tel que
a b mta msb mta + msb .
ta ;i la s 2= =
m ;{( msb ; la somme est alors =t 3 et That et qui est

bien (car mst € M) dans RM' L'addibilité est indépendante des représentants
choisis pour —Z‘- et -% (s'i1 en est ainsi, l'indépendance pour la somme est
. . a a' N ' _ ' M) D
immédiate) : supposons < = 57, soit us'a = usa (avec u € M), De

mta ;#msb on déduit mtusa' = mtus'a ;# msus'b , puis mus.ta' ;# mus.s'b ;

L}
donc E‘r‘ et 3 sont addibles, car mus € M. Les axiomes B des anels sont
s t 12

vérifiés, Le milieu O sera l'ensemble des éléments % € RM tels qu'il existe
b . N
m € M vérifiant ma € Q. En effet, pour tout + € RM , mta € Q implique

mta ;# msb (Axiome BB)' Si —:- ;{( -%—;#-%— et si JE" ¢ (9 , c'est-a-dire
xb ¢ Q pour tout x € M, les relations mta #msb et nub #ntc (avec m, n € M)
impliquent mtnua # (msnu)b # msntc. Puisque msnub ¢ Q, on a (mt)ua # (mt)sc,
donc -%- ;”l-i—- (Axiome B4). Donc RM est la réunion de domaines d'addibilité qui-
ont deux a deux (O seulement en commun. On vérifie immédiatement que chaque
domaine est un groupe additif abélien dont O = —95—- est le zéro commun.
L'associativité résulte de celle de R gréce au ¢

Lemme 1 (d'addition) : Soient n fractions de R, deux & deux addibles.
On peut les réduire au m@me dénominateur de maniére que les nouveaux
numérateurs soient addibles.

Pour n = 2, c'est la définition. Soient (n + 1) fractions, soient
a1
m

les n premiéres supposées déja réduites (avec les a; € R deux a

a,
deux addibles), et soit -g— la derniére. Pour tout i, r:- ;{( Z implique
1exi ; =

1'existence de 1:i €M tel que ti s a; ;é’ ti m be. Posons t = t1 t2 cene tn.
Pour tout i, on a : t s a ;#t m b, Alors t m s € M est le dénominateur commun

cherché.
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Soient -%-, —?—, % telles qu'il existe m € M vérifiant mta # msb.

. b . .
On en déduit m(ut)ca #Z m(us)cb, donc 3: et E.t sont addibles (Axiome D1). La

distributivité du produit par rapport & la somme est alors aisée & vérifier.
Enfin, si —‘%— € RM et -—:— € (O, il existemn €M tel que m a € Q ; on en déduit
m(ba) = b(ma) € Q, donc 22 € (O (axiome DS)' R, est donc un anel commatatif
et unitaire, appelé anel des fractions de R relatif & la partie multiplicative M.

Remarque 1 : Si R est un annéfde, R, est un annélde. (Ctest évident
par définition du zéro et du milieu (O de Ry).

Fixons un s € M (par exemple s = 1 si 1 € M) et considérons
ssa . Cette définition est

1'application h : R - R, définie par n(a) =
indépendante du choix de s. On voit facilement que h est un quasi-morphisme
d'anels. En particulier, a € Q entrafne sa € Q, donc h(a) € 6) 3 a ;# b
entrafne s2a ;{!szb, donc h(a) ;#h(b). Lorsque R est unitaire, h est un quasi-

morphisme d'anels unitaires. Lorsque R n'a pas d'élément unité, RM a encore
sm

un élément unité, mais h n'est pas unitaire, Pour tout m € M, h(m) =

admet

pour inverse, Tout élément de R‘M stécrit

Lemme 2, Pour tous a, b € R, la relation h(a) 7# h(b) équivaut a
'existence de m € M tel que ma #mb. En particulier, h(a) = h(b) équivaut a
'existence de m € M tel que h(ma - mb) = O, donc de t € M tel que ta = tb,

Ce lemme est évident, Rassemblons ces divers résultats (1'unicité sera
montrée plus loin) :

Théoréme 1, Soient R un anel, et M une partie multiplicative de R
kqon vide et ne contenant pas 0). Il existe un anel unitaire RM et un quasi-
morphisme (wnitaire si R 1'est) h : R - R, tel que :

(1) Xerh={a€R; dm €M, ma=0]}

(2) Pour tout m € M, h(m) est inversible

(3) Tout élément de R, est de la forme —EE%} , avec a €R, m €M
(a) ¥ = BL

I1 y a unicité de R.M a un isomorphisme prés.

Théoréme 2, Soient R un anel et M une partie multiplicative de R
(non vide et ne contenant pas 0). Soient RM lt'anel et h le quasi-morphisme
du théoréme 1. Quels que soient 1l'anel unitaire S et le quasi-morphisme
(witaire si R 1'est) g : R = S tels que les éléments de g(M) soient

inversibles, il existe un quasi-morphisme unitaire unique u : RM -8

tel que ¢ = u o h,
Pour tout a € R, on doit poser u(h(a)) = g(a). Pour tout x = —:—- €Ry ,

on a nh(a) = h(s)x, donc on doit avoir g(a) = u(h(s)x) = g(s) u(x), soit enfin
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u(x) = —g—%%— . Si R est unitaire, g = u o h nécessite
g() =uoh (1) =u (—%—): gg;- = 1. Ceci montre 1l'existence et 1l'unicité de
1'application u.
si -%- ;{!—3— , c'est-3-dire s'il existe m € M tel que mta # msb,
on a g(mt) g(a) # g(ms) g(b). Puisque g(mst) est inversible, donc régulier,

a _ g(a __b_>_ g(b) . | pication des troi
u (T) = 5-(—5-); et u (t -,--é-(?r sont addibles, La vérification des ois

autres conditions pour que u soit un quasi-morphisme unitaire est alors

immédiate. Enfin, g = u o h montre que Ker g contient Ker h et que RY est wn

agglutiné de §M'

Soient S un anel de milieu O' et g ¢+ R = S un quasi-morphisme
vérifiant les me@mes conditions que RM et h dans le théoréme 1, Soit u le quasi-
morphisme associé & g par le théoréme 2. Par la condition' (4) (th. 1), deux
éléments a, b de R sont addibles par M si et seulement s'ils sont addibles par h
(resp. g) ; donc h(a) # h(b) équivaut & g(a) # g(b). Puisque les éléments
inversibles d'un anel sont réguliers, -:— ;{(-—ltl- équivaut a %%; ;{!%E%g- . La méme
condition implique que h(a) € (D équivaut a g(a) € {O', donc que —2—- X6
équivaut a %(—:% € (O'. ponc u est un homomorphisme, vérifiant u((Q) = (&' .
La condition (2) sur S et g montre que u est surjectif., Soit —Z—- € R, tel que
0=u (—:-): g%} ; cela entratne g(a) = 0 ; 1aacondition (1) pour g montre
l'existence de m € M vérifiant ma = 0, et on a - = 0. Les anels unitaires R.M
et S sont donc isomorphes (III, § 1, lemme 3 bis), ce qui finit de démontrer
le théoréme 1,

Remarque 2. Dans les conditions du théoréme 1, si M' est une partie
multiplicative contenant M, et si tout m' € M' est produit d'un élément de M
par un élément inversible de R, on a RM = RM' . Le remplacement de M par M!
respecte en effet les quatre conditioms.

l Lemme 3. Si R est un anel fort, R, est fort,

Pour tout x € R tel que —-};— ¢ (O, soit i = i(x) 1'indice de quasi- "
régularité de x, Supposons que, pour n > i et pour % et -—%— € RM N —:- (%)
et —2— (—T);— soient addibles et n'appartiennent pas a O « I1 existe u € M
tel que utm ax™ et usm'bx" sont addibles et n'appartiennent pas a I, La quasi-
régularité de x montre que (mn"iu) tmtax® # (mn—iu) smibxt , donc que
—::l—- (—;——)1 #—%— (%)1. Le lemme suivant est évident.

I Lemme 4. On a : (R)M = W. o

Notims les quasi-morphismes h : R 4R, et h : R = (R)M. Une somme

formelle o € R..R est dans le noyau de h si et seulement si elle est annulée par

au moins un élément m € M, qui est un diviseur ou un pseudo-diviseur de zéro.

Ainsi, la localisation détruira bien des sommes formelles. D'autre part, Ker h
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contient Ker h, et en est différente en général.
Une graduation de RM dans le cas associatif.
Lemme 5. Soit un anel R de graduation A, et M une partie multipli-

cative de R (avec 0 ¢M). Si les éléments de w(M) associent dans A, Aw(M) est
une graduation de RM' Si A est associative, Aw(M) est une graduation
associative de R.M.

Notons A = RM et A' = Am(M)' Soient Q et Oles milieux respectifs de
R et A, Ecartons le cas ou M rencontre (), donc ou RM est égal a son milieu,

et est gradué trivialement par {0} = A'. Lorsque M N O est vide, on a 0 ¢ w(M).
w(a
w(s
indépendant du représentant choisi : en effet, les relations ts'a = tsa' ¢ Q,

(avec t € M) impliquent w(t)w(s')w(a) = w(ts'a) = w(tsa') = w(t)w(s)w(a').

Alors, a tout —%— € A', on fait correspondre l'ensemble A g formé de (3 et
c
(s'il y a lieu) des fractions — i/ © de grade -0—. Quels que soient les

Le grade de -:—- € A sera par définition m'(—Z—) = € A', qui est

grades %-, £ € A' tels que A ¢ (’_) , prenons deux fra cions

G

i,—b— €/ O , de grades respectifs L et -E- , et vérifi.at ab O
s 't o st

De ab 5/ © GE S; (j( o? déduit
b b
> m(:t7 = w(:)yg(t% ( ) ("“)- Donc A' est bien une

graduatxon de A, (I, § 3 et II, § 2a).

b - L'extensionpar h : R = Ry

Lemme 6. Soient R un anel de milieu (, M une partie multiplicative de
R (avec 0 M) et @ un idéal de R.
(1) si af est 1'extension de a a Ry , tout élément de ' peut s'écrire —:1_ ,
avec a € aetm €M,
(2) % € o (avec b € R, t €M) équivaut a 1'existence de m € M tel que
mb € a.
(3) En particulier, OF est le milieu de Ry
Tout x € o° = Ry £(0) s'écrit (11, § 2 b)

2 z b sal . .
X = __%—-. z ol les a;:'_ € a, ol le méme a‘;_ peut intervenir plusieurs
J i ty s
i

fois, ol pour tout j fixé, les fractions contenues dans le crochet d'indice j
sont addibles deux A deux, et ou les crochets ont un total dans le milieu @
sauf un au plus, Le lemme 1 permet de remplacer chaque crochet par une

C.
fraction

, ouchaque cj est dans @, comme combinaison linéaire simple des a‘}_.

u
j c.

Le lemme 1 permet de remplacerz. uJ par x = _1:_ , ol a est dans @, comme
i 3
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combinaison linéaire simple des c. € a.
Si une fraction —%— (avec b € R, t € M) est dans o, ce qui précade
montre qu'elle est égale & une fraction —g—, avec a € @, Donc, il existe u € M
tel que (us)b = uta € q.
Définition., Soient R un anel, M une partie multiplicative de R
(avec 0 M) et g un idéal de R, On appelle fermeture divisible de a dans R
= {x €R; A m €M tel que mx € a}. Lorsque

relativement & M, 1'ensemble ey

= @, on dit que M est premier a g.

[}

d
On voit d'abord que

6y = U (a: {m}) = U (a: (m)).
meM meM

Propriétés. (1) Pour que a; = R, il faut et il suffit que a rencontre

M, Soit s €M ; si R = L il existe m € M tel que ms € a. Inversement,

t €M implique a : (t) = R.
I (2) Si n est le quasi-morphisme R - RM y onag, = o=,

En. effet, x € a, signifie qu'il existem € M et a € a tels que mx = a ;

d
on a donc h(x) = -%— € 0%, Inversement, si h(x) € o, le lemme 6 entrafne
l'existence de a € g et de m € M tels que h(x) = -%— = a(; , et (lemme 2) il

existe t € M vérifiant (tm)x = ta € q. Donc x est dans age

(3) En particulier, a, est un idéal et contient Ker h.

d
(4) Pour que M soit premier & a, il faut =t il suffit que aec = q,
ou que ¢ : (m) = o pour tout m € M, Alors, le lemme 6 montre que —%— € o°

si et seulement si b € aq.
Théoréme 3. Soient R un anel, M une partie multiplicative de R (avec
0 £ M), aun idéal de R, et h : R - Ry
(a) o€ = 8, est 1'ensemble des x € R tels que mx € o pour un m € M,
ae est distinct de RM si et seulement si M N a est vide.
(b) o est un idéal contracté et vérifie g = aec si et seulement si M est premier
A g. Alors, —%— €0 (avec b €R, t €M) équivaut & b € q.
(c) Tout idéal & de R, est étendu, et on a 3= Sfe.
(d) L'application a = ae est une bijection de 1'ensemble (C) des idéaux

contractés sur l'ensemble des idéaux de RM , et conserve l'intersection, la
B\

division et la prise de radical des idéaux.

(a) et (b) étant connus (Propriétés 2, 1, 4), montrons (c). Pour tout
ﬁ- €3, ona 2? € 3, donc x € SF. I1 en résulte J C Sce; 1l'inclusion inverse
est comnue (III, § 2c), Enfin, (d) résulte de (c) et des considérations de
(11T, § 2¢).

Nous savons (III, § 3, théoréme 8) que la contraction d'un idéal

. c Lo
B-primaire est P -primaire,
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Théoréme 4, Soient R un anel, M une partie multiplicative, et q wn
idéal p-primaire disjoint de M.
(a) p est disjoint de M, P et q sont des idéaux contractés et contiennent le
noyau de h,
(b) ¢ est primaire pour p°,
Puisque M et q sont disjoints, toute puissance d'un x € M est dans M,
et ne peut &tre dans q ; cela entraine x ¢ p, Par suite, M est premier a p,
donc a q, et ces idéaux p et q sont contractés (the 3, b)e La définition de
p premier (resp. g-primaire) implique, grfice & la derniére assertion (b) du
théoréme 3, que pe est premier (resp. qe est primaire), Par définition du
radical, la méme assertion montre que pe = \f;?.

Corollaire 1. L'application p + pe est une bijection de l'ensemble
des idéaux premiers contractés (c'est-a-dire disjoints de M) de R sur
1'ensemble des idéaux premiers de RM.

Cela résulte des théorémes 4 et 3 (c), de (III, § 2) et de
(111, § 3, théoreme 8).

Corollaire 2, Pour un idéal premier contracté p donné, l'application
qr qe est une bijection de l'ensemble des idéaux p-primaires de R sur

1'ensemble des idéaux pe—primaires de RM. Cette bijection conserve la division

et 1'intersection de deux idéaux.

La premiére assertich résulte du théoréme 4. La deuxiéme vient de ce
que, si q et q' sont p-primaires, leur intersection et leur quotient le sont
aussi (sauf dans le cas trivial q' € q, cas ol les quotients sont R et Ry}

Remarque 3. (Transitivité) Soient M et M' deux parties multiplicatives
d'un anel R, telles que M C M' et 0 &M?, et h (resp. h') le quasi-merphisme
R = RM (resp. R = RM')' Alors les anels (RM)h(M‘) et RM' sont canoniquement
isomorphes,

I1 existe (th, 2) un quasi-morphisme unique u @ RM - RM' tel que
h'= u o h, Utilisons le théoréme 1, On montre aisément (voir [6] p. 226) que
h(M') est une partie multiplicative de RM ; que le noyau de u est 1'ensemble des
éléments de RM annulés par au moins un élément de h(M'), que les éléments de
u(R(M*)) = h'(M') sont inversibles dans Ryr » ©t que tout élément de Ry,
stécrit ET%ELT = E%%%%}}T (avec a € R, m' € M'), Il reste & montrer que

h(M! . ; . ,
iRM5“ = iRMi ( ). I1 suffit pour cela d'étudier sur les éléments de RH la
condition d'addibilité (resp. d'appartenance au milieu) dans ces deux agglutinés
simples de RM'
- s n(a) h(b
t = =
Soient a, et b1 dans RM , qui s'écrivent a, = et b1 = T

1 h(s)
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(avec a, b € R et s, t € M), La condition u(a1) # u(b1) équivaut (car h' = u oh)
a ll:' : = h'(z , donc A l'existence de m' € M' tel que m'ta ;,/!m'sb. Cela
implique h(m')h(t)h(a) # h(m')h(s)h(b), donc h(m')a, # n(m')b,, Inversement,
h(m')a1 # h(m')b1 implique h(m'ta) # h(m'sb), donc implique (lemme 2)
1'existence de m € M tel que (mm')ta # (mm')sb. Enfin, ;r:(:pplig\:ebh' et on

e ' . ' .
divise dans RM' par 1l'inversible h(mm ts) pour obtenir OB UGR

Les conditions successives suivantes sont équivalentes @
L
a, = —;‘1{-3- est dans le milieu de (R.M) i u(a,) = %—% est dans le milieu de
RM' ; i1 existe m' € M! tel que m'x soit dans le milieu de R ; il existe n' € M'

tel que h(n'a) = h(n')h(a) soit dans le milieu de Ry 5 n(a) est dans le milieu

de Wh(l{') pay = %{%} est dans le milieu de @h(M').

Donc h(M') < RM et u vérifient les conditions du théoréme 1, et si on
note g le quasi-morphisme canonique RM - (RM)h(M') , il existe un isomorphisme
unique £ : (RM)h(M') ~ Ry tel que u = £o g, donc (car u est unique) tel que
h'! = £o g o h,

Alors, la transitivité des extensions (III, § 2c) montre que £ induit,
entre les ensembles d'idéaux de (RM)h(M') et _de R'M' une bijection telle que,
pour tout idéal a de R, on ait £((c%)€)= o (en notant e, e' et © les
extensions respectives par h, h' et g).

Remarque 4. (Permutabilité des passages au quotient et & un anel de

fractions) Soient R un anel, M une partie miltiplicative de R (avec 0 ¢M),
et o un idéal disjoint de M. Soit a° 1l'extension de a par h : R = R+ Alors,
les anels RM/ae et (ll/a)(M . a) sont canoniquement isomorphes.
/a
La démonstration est construite comme pour la remarque 3. Notons £ et

£ op . . - .
espectivement les homomorphismes R R/a et RM - RM /ae . On montre aisément

(voir [6] p. 226) qu'il existe un quasi-morphisme unique u : R/ RH/ae
vérifiant u o £ = £' o h, que £(M) = (M + a)/Q est une partie multiplicative
de R/a ne contenant pas zéro, que le noyau de u est 1l'ensemble des

) de £(M), que tout élément

de u(£(M)) est inversible dans e , et que tout élément de e peut
ula Ry/e® » ot Ry/o® P

stécrire m, avec a, € R/.J et m, € £(M). Pour appliquer le théoréme 1 &
£2(M) R/o et u, montrons aussi que (E/_QS“ = mf(M).

Soient @, O et (’)1 les milieux respectifs de R, R, et R'M/ae' on a
(01 = {x + &5 x € ©}=(Q+ 0%, e . Mais 1le lemme 6 et la formule 4 de
(111, § 2¢) montrent D+ o = 0%+ o = (0 + )%, d'od (’)1 =(Q+ o)e/ae .
Soit a, € R/ tel que u(a,) € 01, et prenons un a € R tel que a, = £(a).

a, = £(a) €Rr o annulés par au moins un élément m
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La condition u(a1) = £'5 h(a) € 01 équivaut & h(a) € (2 + a)€, donc équivaut

a4 1l'existence dem € M tel que ma € Q + a, donc enfin & 1l'existence de

£(m) € £(M) tel que £(m)£(a) € (Q+ @) ;.. Puisque (Q+ @), est le milieu de R, ,
£(M /e /o /a

a, est dans le milieu de IR/as .

Soient a,, b, €R , € 2 D €R tels que a, = £(a) et b, = £(b).

Supposons u(a1) = £' o h(a) et u(b1) = £' o h(b) addibles et non situés dans (91.
Ceci équivaut (£' est un homomorphisme) & h(a) et h(b) addibles et non situés
dans (Q+ 0)€. Donc ceci signifie qu'il existe m € M tel que ma #mb, et qu'on a:

sa, sb ¢Q + a pour tout s € M, £ étant un homomorphisme, et (Q + ct)/u étant
le milieu de R o ? CeS conditions équivalent enfin aux suivantes : il existe
£(m) € £(M) tel que £(m)a, ;ﬂf‘(m)b1 et, pour tout £(s) € £(M), f(s)a1 et
f‘(s)b,I ne sont pas dans le milieu de R/o'

Donc £(M) C R /o et u vérifient les conditions du théorédme 1, et si

. ' . . . . .
1'on note h' le quasi-morphisme canonique R/a..._9 (r a)f(M)' il existe un

. ) . . _ ' .
isomorphisme unique v : (R a)f(M)—_’ RM/ae tel que u = v o h', donc (umicité
de u) tel que £' h=v o h* o £,

c - Exemples :
Donnons quelques exemples de parties multiplicatives dans un amel R 3

(1) M est le complément dams R d'un idéal premier p. Alors Ry est noté Rp'

(2) M est le complément dans R de la réunion U P, d'une famille quelconque
i€l
d'idéaux premiers, €

(3) M est 1'ensemble des puissances de s, ot s est un élément non nilpotent de R.

(4) M est 1'ensemble des éléments d'un sous-anel de R, non contenus dans un
idéal premier de R, n
(5) Etudions le cas od M est le complément d'une réunion finie U p, dfidéaux
i=1
premiers vérifiant les conditions 3 (a) pour tout i = 1,see,n on a pi d L;J( pj H
J#L
(b) pour tout i = 1,4ee4n, si un idéal premier m est tel que
n

c : . = Mo

pene Db map

Si la famille finie {pi] donnée ne vérifie pas ces conditions,

i=1 geee
on peut se ramener (avec le méme M) A une famille qui les vérifie, En effet,

considérons la famille F des suites S = {n1,...,ﬂn} de n idéaux premiers tels
n

que pour tout i = 1,4se,n, on ait p, C nc u pj. Ordonnons-la en posant
j=1
S ZL8Y = {tr!',...,nr'l} si et seulement si m .én{ pour tout i = 1,see,n. Il est

clair que 1'idéal réumion d'une chafne croissante d'idéaux premiers contenant
n
p; et contenus dans U pJ. est premier et vérifie les m&mes inclusions, Par suite,

1

.



92 CHAPITRE III

la famille F est inductive et (lemme de Zorn) posséde un élément maximal
{p;,...,pr'l}. Les idéaux p! vérifient la condition (b)s Enfin, pour avoir la
condition (a), on supprime parmi eux les p} superflus, et ceux qui restent
vérifient encore la condition (b).

Lemme 7. Si p1,...,pn sont des idéaux premiers de R vérifiant les

conditions (a) et (b) ci-dessus, et si M est le complément de
iL—J1 p; » 12 famille des idéaux p?,...,pﬁ est celle de tous les idéaux

maximaux de RM'

Tout idéal pie est propre. Comme RM est unitaire, p: est contenu dans
un idéal maximal & de RM , et § est premier (III, § 3, remarque 1 et corollaire 2

du théoréme 5), Donc, 1'idéal Sc est premier (III, § 3, théoréme 8) et vérifie
n

p c 3c c U p . Par la condition (b), p est 1'idéal contracté SC et on a enfin
=1

€ Donc, chaque est maximal, et ooy vérifient les conditions
p P1: P
(a) et (b) (111, § 4, théoréme 3).

Soit un idéal maximal m de RM (donc m c U p ), mais distinct de tout
i=

e
() Pour tout i, m et pi étant maximaux et non comparables, sont comaximaux,

n n
Donc met N p‘i3 sont comaximaux (III, § 2b), Alors, R=m+ N p(.E serait
i=1 "n i=1
contenu dans U pie, ce qui est une contradiction.
i=1
Voici un exemple ot la condition (b) n'est pas vérifiée, Soient
1'anneau 2 des entiers, et 1l'anneau A=Le® Za, ol e est unité de A—k,
2
et ot a° = a, Dans 1'annétde A = Z e U Za, les idéaux P, = Ze et
p, =2 Z e U2 Z a sont premiers, non comparables, et leur réunion est un
idéal premier.

§ 5 - IDEAUX LARGES.

a -~ Définitions.
Soient A un anel de milieu Q et de graduation fixée A, J un idéal et

B un sous—-anel de A, tous deux contenant (.

3 (resp. B) est dit large en grade w € A, s'il contient tous les
éléments de A éyant ce grade, c'est—é—diré stil contient Aot ; ou encore si
Aa’ = Sa (resp. Ba) (1a notation Sa signifie 3 ﬂAa). Noter que J est large sur
tout grade nul (o est dit nul lorsque Acv = (2, et il est dit vide si de plus
a #£0 ; voir I, § 3),

3 (resp. B) est dit faiblement large si, pour tout o € A, 301
(resp. Ba) est égal a Q ou a Aa , c'est-a-dire si J (resp., B) est large en
grade o, pour tout o € w(3) (resp. w(B)).
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Le sous-anel B est dit large, s‘il est faiblement large et si, pour

tous grades ¢ et B non vides, B large en grades o et B implique B large en
grade o B.
L'idéal § est dit large, s'il est faiblement large et si, pour tout

grade o non vide, J large en grade o implique J large en grade § o, quel que
soit § € A
Lemme 1., (2) Soient F et @ deux idéaux de A, Si F est faiblement
large, on a F + a=F U (a + Q).
(b) Si L et L' sont des idéaux faiblement larges (resp, larges) de A,
il en est de m@me de L + L* = L U L',
(a) est trivial, car F contient €, et (b) en résulte aussitdt.
Remarque 1. La notion d'idéal large dépend de la graduation donnée A,
et en cas de confusion possible, on dira A-large. Un idéal A-large peut n'Ztre

pas large pour une autre graduation A'. Cependant, si une graduation A'

prolonge (II,§4) une graduation A, tout idéal A'-large est A-large. Montrons-le:

Pour un anel A, soit A, sa graduation propre, soit (A,Q) une
graduation donnée, et soit (A', 6' = @ o ©) une graduation prolongeant A
(voir 1I, § 4), donnée par ¢ : A' —~ A. Notons B =~g1;(A:) et B' = Fp1(B).

Les applications 8, ¢ et 8' sont des bijections entre A:, B et B' ; pour tous
a', B' € A', la relation (a')@(B') 50 implique q(a')(B') = la' B') (voir
II, § 4). Soit L un idéal A'-large, Pour tout & € w(l), o #0 (donc « € B),

* - - N .
et pour tout § € A, posons o' = cp1(oz) et 8 = <p1(6) (on sait que ¢ est injective

-1, % .
sur 9 (A)s) ; onaA =A CL, Oubien 6 o ¢ B, et & =QClL,
o o § o
Ou bien 8§ o €B, et § o #0 implique § o = (6')pla') = ¢(6'a"). Donc on a
= i L i = i i
A&a = Aé'a" Puisque L est A'-large et contient Acx' Aot , il contient A6 o

Remarque 2, En particulier, tout idéal A-large est aussi A,-large,
si A, est la graduation propre. On voit donc que les seuls idéaux d'un anel A
qui pourront &@tre larges sont ceux qui le sont déja pour la graduation propre,

Remarque 3, Lorsque la graduation A est associative, il existe une
bijection évidente entre l'ensemble des idéaux A-larges de A, et l'ensemble
des A-idéaux de A. Dans le cas d'une graduation non-associative, la situation
se complique un peu ; nous nous bornerons, grace a la remarque 2, & étudier
le cas de la graduation propre :

Remarque 4., La graduation propre A, posséde une loi multiplicative
partout définie, pas forcément associative, Une partie non vide A de A, est
dite un idéal si et seulement si A, A= {6 o ; 8§ € A, , @ € A} © A, Pour tout

idéal A, il est donc clair que AA = U Acx est un idéal A -large de A.

a €A
Inversement, si L est idéal A,-large de A, posons A = w(L) = {w(a) ; a €L},
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Pour tout o € A, « #0, et pour tout § € A, tels que 8 o 5£ 0, on ahg, #£0
puisque A, est la graduation propre ; mais L est large en grade § o car il est
large en grade o %0, On a donc L D A6oz #Q, d'od 8o €A ; et Aestun
idéal de A,. Il existe donc une bijection évidente entre l'ensemble des idéaux
de A, et l'ensemble des idéaux larges de A,

Lemme 2, Soient 1'anel A de graduation A, a et L deux idéaux de A,
et 1'anel A/ canoniquement gradué par A (11, § 2d), Si L est A-large (resp.
faiblement large), alors (L + a)/u est A-large (resp. faiblement large) dans
A a En particulier, si Q est le milieu de A, pour qu'un idéal L contenant Q

th A-large (resp. faiblement large) dans A, il faut et il suffit que L /O

soit A-large (resp., faiblement large) dans 1l'annéfde A/ .

Par contre, si 1'idéal H contient g et si H/a est large dans A/u ,
H n'est pas forcément large dans A, (par exemple a/q est large lorsque @ o0N)
Notons A' 1%anel A/a , = (Q+ u)/u son milieu, L' = (L + (:;)/u
et w'(X) le grade d'un élément X de A/a' Pour tout grade o € 4, on a
A = (Aa +a) o ' €t la condition Al # Q' équivaut a Ayt #Q+ a,
ctest-a-dire a Aa..(ﬂ + a) # #.I1 est clair que si L est large en grade a,
L' 1'est aussi, De plus, pour tout o € w'(L'), o #0, il existe a' € L' tel que

w'(a') = o ; donc a' est la classe modulo @ d'un élément a de L, a ¢ Q+ a,
tel que w'(a') = w(a) = a, et L est donc large en grade a. Par suite, pour tout

8§ € A, L est large en grade 8§ «, donc L' 1l'est aussi,
Pour toute partie P de A, contenant Q, on appelle noyau large de P,
et on note PL » le plus grand idéal large de A, contenu dans P, Le lemme 1

montre 1l'existence du noyau large, comme réunion des idéaux larges contenus

dans P, De méme, on appelle noyau faiblement large de P, et on note PF y le

plus grand idéal faiblement large contenu dans P, On a QC P, CP_ CP,

L F
Pour toute partie P de A, on appelle enveloppe large (resp.
faiblement large) de P, et on note E1(P) (resp., F1(P)), le plus petit idéal

large (resp. faiblement large) contenant P,

Soit § un idéal de A, contenant Q, Si le noyau large (resp.
Paiblement large) de J est Q, on dit que § est un idéal étroit (resp.
strictement étroit). J est strictement étroit si et seulement si pour tout
grade non vide « € A*, il existe a €A tel que a ¢ 3. L'idéal § est étroit
si et seulement si pour tout grade non vide o € A*, il existe un élément b €A,
b £ 3, dont le grade w(b) = B est o ou un multiple de s

Lemme 3. Soient 1'anel A de graduation A et de milieu ), deux idéaux

@ et b de A tels que bDa DN, et 1'annétde A/a canoniquement gradué par A.
Si g est le noyau large de b, alors b/a est étroit. Inversement, si @ est

large et si b/a est étroit, alors q est le noyau large de b,
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Prenons les notations du lemme 2 et désignons par X',¥',eees
les classes modulo @ de X,y,... Supposons que @ soit le noyau large bL de b,
Pour tout o Ew'(b/o), @ £0, soit X € b/a ; X#0 ; i1 existe x € b, x ¢a ,
tel que X = x', Puisque q = bL , il existe un élément y €A, y & b, dont le
grade est o ou un multiple de «. Alors, y' est de m@me grade et n'appartient
pas & b/o. Donc b/a est étroit.

Inversement, remarquons d'abord que 1l'hypothése g large n'est pas
superflue, car b b est étroit quel que soit b, Supposons donc g large et
b/a étroit. Pour tout x € b..a, posons a = w(x) = w'(x'). Puisque b/n est étroit,
il existe un grade B, qui est ¢ ou un multiple de «, et il existe
Y GA!p = (A u)B tels que Y ¢ %. Soit alors y GAB tel que Y = y' ; la
condition y' € b/a implique y ¢ b, Donc a est le noyau large de b,

b - Anels de fractions @

Dans ce paragraphe b, on désigne par R un anel de milieu Q et de

graduation A, M une partie multiplicative telle que O €/M, O’1le milieu de RM N

et on considére l'extension et la contraction par le quasi-morphisme h 3 R = RM'
Dans la suite, l'hypothése éventuelle que w(M) associe dans A signifie que
tout élément de w(M) associe dans A (II, § 34, lemme 4).
Lemme 4, Si 1'idéal F de R est faiblement large, alors F€ 1'est aussi.
Si w(M) associe dans A, et si 1'idéal L de R est A-large, alors LS est

~large.
AW(M) ge
Pour la démonstration, on peut supposer que F N M = ;1, sinon
FE = R.M , et supposer que R est un annéfde, grace au lemme 2.

Soit un élément non nul de Fe, qui peut s'écrire —:— avec a € F,

s €M (III, § 4a, lemme 6), Soit % une fraction non nulle de R, , addible &

a . . mta msb
—— + Réduisons-les (111, § 42, lemme 1) au mme dénominateur ¥ =

. a
de maniére que mta et msb soient addibles. Puisque a est dans F et que - est

non nul, mta est élément non nul de F ; alors F faiblement large implique

msb € F, et enfin —‘t)—- = %5 F€, Donc F® est faiblement large.

D'abord, L est faiblement large. On notera w'(x) le grade d'wn
élément x de Rye Pour tout grade g € @' (Le), g £0, prenons un élément de L®
ayant ce grade, soit —E— vérifiant les conditions a €L, a #0, s €M et € = —g—-
(od 1'on pose @ = w(a), o = w(s)). Pour tout grade g ‘Bt non nul (c'est-a-dire
dont le groupe d'addibilité différe de (0) ; I, § 3) multiple de —g— , quel que

soit 1'élément (non nul) —;— de Ry , de grade w'(—%—-) =X - %—% (en posant
w(c) =% et w(r) = p), il existe u € w(M) tel que WoT ¥ =p p B. Noter
que tout produit d'éléments de A, ol deux facteurs au plus ne sont pas damns
w(M), est associatif, puisque w(M) associe dans A. Prenons m € M de grade
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w(m) = w. Alors, —:— #0 implique m stc #0, doac aussi
wlm ste) =p oty = (u ?B)a. Puisque L large contient a, il est large en

grade o = w(a), donc en grade (u pB)a; donc on amstc €L, d'od
c _ mstc
r ~ mstr

€ 1%, Ceci montre que 1€ est A (M)—large.

Au contraire, la contraction d'un idéal faiblement large dans RM
n'est pas forcément faiblement large dans R. On remarque d'abord que (9 af
et que 0° = 0°° = Q (111, § 4b, lemme 6, propriété 2). Ensuite, on a :

Lemme 5, Lorsque w(M) associe dans A, soit un idéal large L' de RM’

on al'® =0 UE, ou E est 1'enveloppe large de '}'1'1(L'..(9).

On peut se ramener au cas d'un annétde grice au lemme 2 et & (III,
§ 4b, remarque 4) ; mais la preuve directe est aussi simple : pour tout
a € 1-1'1(L'..O), comme h(a) & (D et a ¢ Q, les grades w(a) = o et
w'(h(a)) = < “ (ot 1'on pose o = w(s) € w(M)) sont non nuls. Pour u = @ ou
pour tout mult:.ple w=56ca (avec § € A) non vide dans R, et pour tout élément
b €R +o0 tel que b & Qec, on a
w'(h(b)) = m'(-i-): __EL-"_ =98 ga -—-CLC-’_E- . Puisque L' est large en grade

o "o
o:' il 1'est en grade ”‘ et 1'on a h(b) € L', soit b € L', Par suite, L*C

contient 1'enveloppe large de a, donc enfin celle de h (L'..(D)

Lemme 6, Si L est idéal A-large de l'anel R, et si w(M) associe dans
'A, 1tidéal 15 = 1, est rémion de 0°° = £'(0) et d'wn idéal large.

LS étant large dans RM (1emme 4), le lemme 5 moritre le résultat,

Lemme 7. Supposons que w(M) associe dans A. Pour tout idéal g
contenant Q et tel que M soit premier a g, le noyau large de ae est
l'extension du noyau large de g .

8 contient aL , donc of contient l'1dea1 (aL) qui est large
(lemme 4). Tout x € af, x ¢(aL) ) s'écrit x = — (111, § 4D, lemme 6) avec
a € Qes @y vérifiant la condition : pour tout m e M, ma €/aL Puisque Q, est le
noyau large de a, il existe b € R..a, dont le grade B = w(b) est ou o = w(a)
ou un multiple 6 @. Puisque M est premier a a, la fraction L n'est pas
dans o (III, § 4b, théoréme 3), et son grade w'(—E—): —g—- est égal A -%—- ou

6; , c'est-a-dire a un multiple du grade de x. Donc, x n*est pas dans le noyau

large de ¢, et ce noyau large est (oL)e.
Lemme 8. Supposons que w(M) associe dans A, et que p soit un idéal
premier disjoint de M. Pour tout idéal p-primaire q (et pour p en particulier),

e e L . e . .
on as: (q )L = (qL) « En particulier, si q est étroit, son extension aussi.

En effet, M est premier a q.



Chapitre IV
PROPRIETES NOETHERIENNES GENERALES

Dans la suite, anels et annétdes sont supposés commutatifs, ainsi
que leurs graduations éventuelles,
§ 1 - ANELS ET MONELS NOETHERIENS.

Proposition et définition. Soit A un anel unitaire, Un A-monel

unitaire M sera dit noethérien si et seulement s'il vérifie les conditions

équivalentes sﬁivantes H

1 - Toute suite croissante de sous-monels de M est stationnaire.

2 - Toute famille non vide de sous-monels de M posséde un élément maximal
pour l'inclusion.

3 - Tout sous-monel de M est de type fini,

L'anel A sera dit noethérien s'il 1'est comme monel sur lui-méme.

La démonstration classique relative aux modules sur un anneau
s'applique aux monels, sans changement. Remarquer que ces définitions
comprennent le cas particulier d'un annéfde A, et d'un A-moduloide M.
D'autre part, les propriétés de noethériannité et de régularité sont
étrangédres : par exemple, un anneau non noethérien est un annéfde régulier,

Théoréme 1 : Dans un anel noethérien, tout idéal contient une

puissance de son radical, et tout idéal contient un produit d'idéaux

premiers. En particulier, (0) est un produit d'idéaux premiers, -

Soit {x1, ven, xr} un systéme de générateurs de N'a . I1 existe

un entier s tel que xi € @, pour tout i = 1, «.s, r. Soit m = r(s -1+ 1.
r a,

L'ensemble des éléments yj =1 X5 ou A @ =m est un systéme de
i=1

générateurs de (V?)m. Dans tout yj, 1'un au moins des exposants, soit %
. m
est au moins égal & s. Donc x, -~ € @, et on a v5 €aet (Va)' Ca.

Soit F la famille des idéaux de A qui ne contiennent aucun
produit d'idéaux premiers, Si F est non vide, elle posséde un élément
maximal § , puisque A est noethérien. Mais J n'est pas premier, et il existe
deux idéaux a et b, distincts de § , contenant J et tels que a bC J .
Puisque J est maximal dans F, g (resp. b) contient un produit d'idéaux

premiers. Il en est de m&me de a b, donc de J, d'od une contradiction.
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Corollaire : Soit A un anel noethéricn, et soit q un idéal
p-primaire. Il existe un entier m = 1 tel que pm C q ; le plus petit
entier m vérifiant cette relation est dit l"exposant de q « Si les idéaux
g et b vérifient les conditions a b q et a ¢ q , il existe un entier

m=> 1 tel que meq .

q étant p-primaire, on abcp d'od b c p"c q ,
si m est 1'exposant de q .
Théoréme 2 : Si 1'image d'un ancl (resp. monel) noethérien par

un quasi-morphisme est un anel (resp. monel),cette image est noethérienne.

Soit u : A = A1 un quasi-morphisme, On suppose que u(A) est

sous-anel de A,. Soit {qq} une suite croissante d'idéaux de u(A).
{51(3“)} est une suite croissante d'idéaux de A, donc elle est stationnaire.

Comme u o \71({“,1) = §,» 1a suite {Sn} est stationnaire. On le montre de m@me
pour les monels. On en déduit :
Corollaire : L'image d'un annéfde (resp. modulofde) noethérien

par un homomorphisme est un annétfde (resp. modulofde) noethérien,

Lemme 1 : Soient M un monel sur un anel A, et f un quasi-morphisme
de source M. Si le A-monel agglutiné ﬁf est noethérien, alors M est
noethérien,

Soient O le milieu de M, P et Q deux sous-monels de M ; notons

P' et Q' les sous-monels engendrés dans T{E par P et Q respectivement,

Supposons que P' = Q', ce qui entrafne Q C P'. Tout élément q € Q est donc

une somme finie d'éléments de P, non addibles dans M, mais addibles dans

ﬁf et dans M : q = Py + eoe +Pe Mais q € M, et M étant somme quasi-directe
des groupes d'addibilité de M, les Py doivent appartenir a O, sauf un au plus.
Par suiteon as=1, q = Py Py € P, et par conséquent QCP ; ona P cCQ

par symétrie. Donc P' = Q' implique P = Q. Soit {Pn} une suite croissante de

sous-monels de M. La suite associée {P'n] de sous-monels de 'ﬁf est croissante,
donc stationnaire puisque -ﬁf est noethérien. Ce qui précéde montre que {Pn}
est stationnaire,

Théoréme 3 : De deux A-monels (resp. anels) agglutinés comparables
d'un méme A-monel (resp. anel), si le plus agglutiné egt noethérien, le moins
agglutiné aussi est noethérien.

Deux agglutinés P et Q d'un m@me A-monel M sont dits comparables
s'ils le sont comme parties de M, c'est-a-dire (si par exemple P C Q) si deux

éléments addibles quelconques de P sont éléments addibles de Q.
On passe alors de P & Q par au plus deux agglutinations simples (II, § 3).

On en déduit le résultat par le lemme 1. Lorsqu'un agglutiné B d'un anel A
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est lui-m@me un anel, les notions de sous-A-monel et d'idéal de B se
confondent. Ceci montre le théoréme dans le cas des anels agglutinés de A.

Par contre, méme si u : A —~A, (resp. M - M1) est un homomorphisme,
1'image de u peut n'@tre pas un sous-anel de A1 (resp. un sous-monel de M,).
De plus, l'addibilisé [Im u] de Im u dans A, (resp. Mj), qui est le sous-anel
(resp. le sous-monel) engendré par Im u, peut n'2tre pas noethérien (voir
plus loin 1l'exemple contraire 3). En particulier, montrons qu'un anel A
peut 2tre noethérien, sans que 1l'anneau associé K le soit.

Exemple contraire 1 : Soit Q le corpofde des fractions mondmiales

sur le corps € des nombres complexes, par rapport & une infinité d'indéter-

minées {yi }i en

si 1'une est nulle., Q est noethérien, mais 1'anneau Q associé n'est pas

. Deux fractions sont addibles si elles sont semblables, ou

noethérien. Considérons en effet la suite croissante d'idéaux de 6 définie par :

= = ~ . . -] . ]
G, (O) et %Y1 e, * Q (y2n + y2n+1) Soit le C-homomorphisme d'anneaux

@ : Q = C défini par : pour tout a €€, ¢la) = a ; pour tout i <n,

¢(y2i+‘l) = - 1 pour tout i £n, q)(yZi) = q)(yZnH) = 1. Alors on a

Q(an) = (0), mais cp(an+1) =C ;_ceci montre que la suite des idéaux g est

strictement croissante, et que Q n'est pas noethérien, D'autre part,

considérons 6 comme un anel égal & son milieu ; l'injection j : Q = Q est un

homomorphisme d'anels, et le sous-anel engendré par j(Q) est 6, non noethérien.
Théoréme 4 : Soient M un A-monel, et N un sous-monel de M. Pour

que M soit noethérien, il faut et il suffit que N et M/N soient noethériens,

Si M est noethérien, N 1l'est aussi ; le théoréme 2 montre que
M est noethérien, Inversement, supposons N et M, noethériens. Soit 0O 1e
milieu de M. Soit {Pn] une suite croissante de sous-monels de M, Posons

P! =P +0O et P" =P N (0. Alors, {Pt'l} et {Pﬁ} sont des suites croissantes

de sous-monels de M. {Pl"l NN} et {Pr'1 + N/N} sont des suites croissantes de
sous-monels de N et de M, respectivement. Ces deux derniéres suites sont donc
stationnaires a partir d'un entier q. Pour n > q, on a Py'1 AN = P:1 AN et

] = P! ' i pY = P! s :
P! + N/N = Pq + N/N, d'od aussi P! + N Pq + N (I1I, § 1, th. 4, bijection
entre sous-monels), Le corollaire de la loi modulaire (II, § 2 b) appliqué a

P;x' P:l’ N montre que Pr'x = P:I' On montre de méme que Pl',; = Pa. Le m@&me corollaire

appliqué a Pn, Pq, O implique alors Pn = Pq, et la suite {Pn} est stationnaire.
Corollaire 1 : Soit u : M = M1 un homomorphisme de A-monels,
vérifiant [m, M]. Si 1'image et le noyau de u sont noethériens, M est
noethérien,
En effet, l'image de u est un sous-monel, et u(M) et Mier u
sont isomorphes (III, § 1, th. 3).
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Corollaire 2 ¢ Soit u : M - M1 un homomorphisme de modulofdes.

Si 1'image et le noyau de u sont noethériens, M est noethérien.

Théoréme 5 : Soit M un A-monel de milieu ©O. Soient 1"11, ceey Ms
es sous-monels tels que M = M, + ... + M_. (1) Pour que M soit noethérien,
1 faut et il suffit que M1, seey Ms et (O soient noethériens.

2) Si chaque Mi est noethérien, et si tous les Mi' sauf un au plus, sont
ontenus dans O, M est noethérien.
La condition (1) est évidemment nécessaire. D'autre part,

si M=N + P, avec N et P noethériens, et si N est comparable a C‘) , nous

savons (III, § 1, th. 5) que N + P/P

noethérien (th. 4), Dans le cas (1) ou le cas (2), la démonstration s'achéve

par récurrence sur s, On a la conséquence immédiate :

est isomorphe a N np ydonc est

Corollaire : Un A-monel, somme de sous-monels noethériens dont

un contient le milieu, est noethérien.

Exemple contraire 2 : Montrons que la condition "(3 noethérien"

du théoréme 5 n'est pas superflue. Soit A l'annéfde des mondmes

i i
P

NY. eeee ¥.© , avec n et les i, € Z, les j_ €N, & une infinité
3y JP k k

d'indéterminées. A est noethérien, ses seuls idéaux étant les idéaux

monogénes (n). Mais nous savons que A n'est pas noethérien. Un support de la
graduation propre A, de A est formé de O et des mondmes de coefficient 1,
Construisons un A-monel P de graduation I’ = A* UA", avec A'et A" isomorphes
a4, et A' NA"= {0}, Notons o' (resp. o) 1'homologue de a € A, dans A’
(resp. A"). Pour tout 8§ € A, , et pour tout o' (resp. ") € I', on pose alors
pour produit 8§ o' = (8 &) (resp. 6§ "= (6 @)".). Pour tout

Ser =T.. {0}, on pose Py = A x A, Le A-monel P aura pour milieu O- K(1,1)

contenu dans chaque Py , et sera égal a U « P’O’ , avec le produit défini
’ ¥yET

comme suit. Soient § € I' , (u,v) € P.6 etn o €A ; le produit de n o et de
(u,v) est le couple (n v u, n ¢ v) € Pdu . Soit K le sous-monel engendré par
les deux éléments (3,0) € P1, et (2,0) € P1" . K est donc ainsi formé :

pour @' €T, on a ¥k , = (3Zw,0) etpour a" €T, on a K= (22 a,0)

(13 interviennent les lois produit sur T et sur P). K est noethérien,

car tout sous-monel est engendré par deux éléments au plus : (3m,0) € Py

et (2 p, 0) € P1,, avec m, p € Z. Soit de m&me L le sous-monel noethérien de P
engendré par les deux éléments (0,3) € P, et (0,2) € P, O et X (resp. L)
ont en commun le seul élément (0,0). L'élément (1,1) qui engendre le milieu
de P est une combinaison linéaire des générateurs donnés pour K et L :
(1,1) = (3,3) - (2,2) = [(3,0) + (0,3)] - [(2,0) + (0,2)]. On a donc
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OckK + L, et £ est un sous-A-monel non noethérien de K + L. Donc, la somme
de deux sous-monels noethériens peut n'@tre pas noethérienne.
Exemple contraire 3 : Prenons A, A,, T, P, K et L comme dans

1'exemple précédent, Soient K' et L' des A-monels (qui sont des modulofdes)

respectivement isomorphes & K et L. Soit M' = XK' U L' le A-monel dont le
milieu est réduit a (0,0). Soit enfin u : M' - P 1'homomorphisme ainsi défini :
sa restriction a X' (resp. L') est le monomorphisme canonique K' » K — P
(resp. L' =L = P), Alors, l'image de u estX U L, et 1'agglutiné (dans P) de
1'image de u est K + L. On a donc un homomorphisme de A-monels dont la
source M' est noethérienne, dont 1'image n'est pas un sous-monel et dont
1'agglutiné de l'image n'est pas noethérien,

Théoréme 6 : Soit A un anel unitaire. Pour que tout A-monel de

type fini soit noethérien, il faut et il suffit que A soit un anneau noethérien.

Soit M un A-monel, et soient A et M les anneau et module associés H
les notions de sous-A-monel et de sous-A-module sont confondues pour M.
D'une part, A est A-monel engendré par 1 ; il est donc nécessaire que A
soit noethérien, Inversement, si A est un anneau noethérien, et si M est un
A-monel de type fini, M est de type fini comme A-monel, donc comme A-module.
- On sait alors que M est noethérien comme K—module, donc comme A-monel.
Le théoréme 3 montre que M est un A-monel noethérien,
Théoréme 4 bis : Soient A un anel, et J un idéal de A.
(1) si A est un anel noethérien, A/s est un anel noethérien.
(2) si § et 5/3 sont des anels noethériens, A est un anel noethérien,
La démonstration est analogue a celle du théoréme 4, et on en
déduit de m@me :
Corollaire 1 bis : Soit u : A = A1 un homomorphisme d'anels

vérifiant [m,A]. Si les anels u(A) et Ker u sont noethériens, A est noethérien.

Corollaire 2 bis : Soit u ¢t A ~ A1 un homomorphisme d4'annéfdes.

Si les annétdes u(A) et Ker u sont noethériens, A est noethérien.

On appellera module (resp. anneau) quasi-gradué noethérien, un
module (resp. anneau) dont les sous-modules (resp. idéaux) homogénes vérifient
la condition maximale (nous dirons plus bridvement qu'il est homogénement
noethérien). Si un module est noethérien, pour toute graduation, il est
homogénement noethérien. Plus généralement, si un module (resp. anneau) est
homogénement noethérien pour une graduation donnée, il 1l'est encore pour une
graduation plus fine (c'est-a-dire restreignant 1'ensemble des éléments
homogénes). Par contre, un module quasi-gradué noethérien peut trés bien

n'étre pas noethérien comme module.
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Dans un anneau quasi-gradué noethérien, tout idéal homogéne
contient une puissance de son radical homogéne, Tout idéal homogéne contient
un produit d'idéaux premiers homogénes. En particulier, (0) est un produit
d'idéaux premiers homogénes,

Soit un homomorphisme quasi-homogéne d'un anneau quasi-gradué
homogénement noethérien dams un autre anneau quasi-gradué., Si 1l'image de la
partie homogéne est additivement fermée dans la partie homogéne du but,
cette image est un anneau quasi-gradué homogénement noethérien,

Une somme de sous-modules homogénement noethériens est
homogénement noethérienne dans les cas suivants :

(1) 1'un au moins des sous-modules contient le sous-module O de grade nul ;
(2) tous les sous-modules, sauf un au plus, sont contenus dans O .

Mais la somme de deux sous-modules homogénement noethériens peut ne pas 1l'8tre,
donc aussi n'tre pas un module noethérien,

Soient M un A-module quasi-gradué, et N un sous-module homogéne
de M, Pour que M soit homogénement noethérien, il faut et il suffit que
N et E/N le soient (outre le théoréme 4, voir III, § 1, application).

Indications sur les monels artiniens. Un monel M sur un anel

unitaire A sera dit artinien si et seulement s'il vérifie les conditions
équivalentes suivantes : (1) toute suite décroissante de sous-monels de M
est stationnaire ; (2) toute famille non vide de sous-monels de M posséde
un élément minimal pour l'inclusion. Un anel est dit artinien s'il 1l'est
comme monel sur lui-m@me,

Les théorémes 2, 3, 4, 4 bis, 5 et leurs corollaires sont encore

vrais dans le cas artinien (les démonstrations sont analogues).

Si A est un anel artinien, l'anneau A peut n'@tre pas artinien, et
un A-monel monogéne peut n'8tre pas artinien. En effet, dans 1l'exemple contraire 1,
on a la suite strictement décroissante d'idéaux (resp. de sous-Q-monels) de Q
. n
définie par by = ((y, + y,)").
§ 2 - LE THEOREME DE HILBERT.

Rappelons que M. Krasner a déja étudié [4] de maniére tres
compléte les annéfdes de polyndmes a p variables sur un corpoide q sams torsion,
(c'est-a~dire dont A* = A..{0} est un groupe sans torsion, A étant la
graduation propre de q). Indiquons d'abord un résultat immédiat, mais important,

Théoréme 1 : Pour que tout anel de polynBmes A une variable sur

un anel A soit noethérien, il faut et il suffit que 1l'anneau A soit noethérien,

La condition est suffisante, car A[x] est alors noethérien, et
est l'anneau agglutiné de tout anel Ag[x] de polynfmes a une variable sur A.
Cette condition est nécessaire pour le cas particulier g = O.
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Soient A un anel de milieu (), et de graduation donnée j, un grade
donné E € A, et enfin A_[X] 1'anel des polyndmes & une variable, de pente E,
et (J1e milieu de cet anel, Pour un idéal quelconque a de A_[X], on note
o' =a+(2 et a" = a2 NQ. on note Li(a) (resp. Mi(o)) la partie de st
formée des coefficients dominants des polyn8mes de degré i > 0 de 1'idéal a'
(resp. a"). Nous avons les inclusions ensemblistes Li(a) c Li+1(°) et
Mi(u) CMi+1(°)' car si f €Eaoul® ,X f €aou(d. Li(a) et Mi(a) sont des

sous-A-monels de K§'1 : pour tout a €A, £ € a (resp.(?) implique af € a
(resp.()) . Soient o et B € Li(u) ; donc il existe des E~polynSmes f et g € a'
tels que f = at)(1 + «ee €t g =B x4 ese o Si @' et B n'appartiennent pas au

milieu de K-E'l, f et g sont addibles, donc £ - g € a' et o - B est dans Li(a).

Si par exemple B est dans le milieu de Kg'l, alors B > ol (O, on adonc
£-BX €, d'od encore & - B est dans Li(a). Donc Li(a) est un

sous-A-monel de A5’. La démonstration analogue pour Mi(o) est plus simple,
car deux polynfmes de q" sont toujours addibles.

Si de plus g associe, 5l st wn anel, et Li(a) et Mi(a) sont
des idéaux de cet anel.

Lemme 1 : Soient @ et b deux idéaux de A_[X] vérifiant les
conditions suivantes : ¢ € b ; pour tout entier i 20, on a Li(a) = Li(b) et
Mi(a) = Mi(b). Alors, a et b sont égaux.

Soit g = BX  + «.. un polyndme de b b' = b+ . si B X
appartient & O, donc 4 ¢', on prend £, =8 X*. sinon, pui sque Li(o) = Li(b)’
il existe un polyn®me fi € a' de la forme B Xt o+ eee 3 g et f‘i sont addibles,

car ils le sont a B x* Q'O. Dans les deux cas, comme @' < b', g-fi appartient

a b' et son degré est £i - 1. Par récurrence sur j, on obtient ainsi une
suite {fi_j} (3G =1, 2,.es), 00 fi-j € o' est nul ou de degré i - j, ol g et
les fi-j sont addibles entre eux, suite telle que g - fi =~ oo = £, . soit
un élément de b' nul ou de degré £i - j - 1. Pour j = i, la différence sera
nulle, d'ol g € o' = a +{0 . Par suite, il existe f € a et ¢ € (D tels que
g=f+ ¢ d'ol g=g-Ff €Ea+ bCh, et ¢ € b", Soit (p='6xi+ cess }
puisque'Mi(a) = Mi('b), il existe un élément h;, € o" = @ N de la forme

hi = X" + vu. . Dans Otout est addible, et ¢ - hi est un élément de b" nul
ou de degré = i - 1, Par récurrence sur j, on obtient une suite {hi_j} (3= 1,2,..)
ol hi—j € 0" est nul ou de degré i - j, ou @ - hi —.ee = hi—j € b" est nul ou
de degré <i - j - 1, Pour j = i, la différence est nulle et ¢ € ¢" C q.
Finalement, g est dans a, et a = b.

Montrons qu'un anel de polyndmes sur un anel noethérien fort

n'est pas forcément noethérien. Dans 1l'exemple suivant, tous les produits sont
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commutatifs, et on notelN 1l'ensemble des entiers naturels et € le corps des

nombres complexes. On considére les indéterminées x et {y. }1 emw ot le
monofde A formé de l'annulateur O, et des mon8mes (1 compris) par rapport a
X, y; et y;1 (i €®) avec les relations x° = <=+ (s entier > 1) et,

pour un entier d donné, 1<d £ s, quels que soient @ € Z et 1 €N,
yg xd = xd. Soit A 1'annéfde construit sur A et sur € (voir chap. I, § 2,
exemple 3° et prendre R = u:). Le corpofde Q des fractions monBmiales par
rapport aux ¥; est un sous-a.nnétde um.talre de A. A est un annéfde noethérien
Port (ses seuls idéaux sont (0) et les (x ).), de graduation A. Posons

= w(x). L'anel de polyn8mes Ag[x] = R est un annéfde fort (clair), mais n'est
pas noethérien, Considérons la suite d'idéaux définis par J, = (0) et
J =J_ + R,

d . .
ne 1 n (y2n + y2n+1)x . Soit P la partie de J formée des golyn&mes
de degré total 4 par rapport a x et X ; x n'y figure pas, puisque X est
en facteur dans tout élément de Jn. Donc P s'obtient en multipliant par Xd
' ; = = 0
1'ensemble a dévtermlné par q, = (0) et 0 ,q= 0, + Q.(yzn + y22+1).
La suite {an} est une suite strictement croissante d'idéaux de Q (voir § 1,
exemple contraire 1). Donc la suite {Jn} est strictement croissante et
A [x] n'est pas noethérien.
Théoréme 2 (de Hilbert) : Soient A un anel de graduation A4,

et E € A. Supposons qu'il existe un entier r > > 1 tel que pour tout i > r,

on ait Kg'l = Kg’r. Si le A-monel Kg’r est noethérien, 1*anel de polyndmes
Ag[x] est noethérien.

Faisons deux remarques. D'abord, lorsqu'une puissance de g n'est
pas un produit associatif, ou lorsque E est nilpotent, l'hypothése signifie que
A est noethérien. Ensuite si, outre les hypothéses ‘du théoreme, g associe

, i
dans A (II, § 3, lemme 4), pour tout i = 1, 251 228 estw anel, et

r
1'hypothése noethérienne porte en fait sur l'anel Kg (pour ce dernier, les
notions d'idéal et de sous-A-monel sont confondues.).

Remarquer que les hypothéses impliquent A noethérien.

Soit {oJ }J"O 1 une suite croissante didéaux de A [X] La suite double
,Q..
L. (a ) croit avec i (resp. j) lorsque j (resp. i) est fixé, et il en est de

meme de la suite double M1(°J) € étant quasi-régulier pour r, quels que soient

i>retj=o0, Ly (a;) est un sous-A-monel de Kg'r. Ce dernier étant noethérien,

la famille {L (a )} posséde un élément maximal, soit L (a ) (avec pxr).

i>r,j=>0
Alors, pour tout i ® p, on a pour tout j > q, Lp(nq) L, (a ) =L, (u )e

D'autre part, pour tout i < p, on sait que Kg’l est noethérien, puisque Ag'r
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qui est un agglutiné, est noethérien. Donc, quel que soit i < p, il existe

Jo(i) tel que 1la suite {Li(aj)}j soit stationnaire pour j = j, (i).

=0,1,00.
Posons 1 = sup [p, {jo(i)}i <p]' Alors j 1 implique Li(aJ.) = Li(ol) pour
tout i. Ce qui précéde s'applique sans changement a Mi(a.), et il existe un
entier m > r tel que, pour tout i, j > m implique Mi(aj) = Mi(am). Posons
k = sup (1,m). Alors, quel que soit j > k, les idéaux o et o vérifient les
conditions du lemme, donc sont égaux. La suite des idéaux aj est donc
stationnaire.

Définition 1 : Soient A une graduation, et £ € A. Si les puissances
de € sont associatives, £ sera dit quasi-régulier (dans A) s'il existe un
indice r = r(€) > 1 tel que, pour tout n €N et pour tous o, B € A, la relation
o gn =B §n implique o §r =B Er. Une graduation A sera dite forte si tout
€ € A, dont les pﬁissances sont associatives, est quasi-régulier.

Définition 2 : Soient A une graduation, et £ € A. E sera dit
stationnaire (dans A) s'il existe un indice r = r(E) > 1 tel que, pour tout
n>12: (1°) quel que soit le produit non associatif Wy eoes W, E ceve E

(1es o, € A ; n facteurs E), le produit @, cee. W € eeee € (r facteurs g)

1
est aussi non associatif ;

(2°) si les puissances de £ sont associatives, E est quasi-régulier pour r.
La graduation A sera dite trés forte si tout E € A est stationnaire.,
Corollaire 1 : Soient A un anel de graduation A, et € € A
Si £ est stationnaire pour l'indice r, et si Kg'r est noethérien,

AE[X] est noethérien.

Soit un entier e > r, Si, pour toute factorisation de a € A..Q,

a=1 fj, le produit w(f1)... w(fq) € cc.. E, avec e facteurs g, est
j=1

associatif, on a wé(a) = w(a)e® (A-grade o' vu en II, § 3 d), et il en est
de m&me du produit avec r facteurs E. Si a, b € A..Q) vérifient ces conditions
pour 1'indice e, avec w(a)E® = w(b)E®, puisque £ est quasi-régulier, on a

w(a)e” = w(b)e". si, pour une factorisation de a € A..Q,
q
a =jﬂ1 fj' le produit w(f1) ove w(fq) E ... €, avec e facteurs E, n'est pas

associatif (donc wé(a) = 0), il en est de mBme, puisque E est stationnaire,
du produit avec r facteurs, et l'on a w;(a) = 0. Notons le cas particulier
suivant :
Corollaire 2 : Soient A un anel de graduation A, et € € A
Si £ associe dans A, s'il est quasi-régulier pour r, et si Kg'r est

noethérien, alors AE[X] est noethérien,
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Lemme 2 : Soient A un anel de graduation 4, € € 4 et b €A,
si € et w(b) associent dans 4, et si € divise w(b), chacun des anels
suivants est un agglutiné du précédent :

- e e
Ag,e , Kw(b)re , Kb , A .

Pour ces quatre agglutinés de &, les notations sont définies
en II, § 3. Posons B = w(b) et B = € T Comme E et B associent, les A-grades
de a € A dans B5'¢ et dans AP’'® sont respectivement '(a) = w(a)E® et
w"(a) = w(a)g®. Supposons que 1'on ait g€ = (" B ™)A, avec A € A, pour

un entier n, 0 £n < e. On utilise successivement l'associativité par
B, € € € B, € pour écrire : 8% = {[€(gM)] 85 h=[(g M) 8° "I =
[ I = T (N =

= §“+1 [Be—n—1('ﬂ NRE (§n+1 Be-n-1) (M A). Ceci montre par récurrence

l'existence de p € A tel que Be = §e b o Puisque E associe, on en déduit :

w'(a) = w(a) (e%k) = (w(a) €%)u = w'(a) u . Par suite, tout agglutiné par E,e
l'est aussi par B,e, et d'autre part le milieu de KB:E contient celui de Kg'e.

Finalement, Kw(b),e est un agglutiné de Kg’e.
e

Soit Q le milieu de A, Si b€ € Q, cn a Kb = A, Supposons

maintenant b £ Q, ce qui entrafne w(b®) = B%. Soit alors & = Zai c P,
i
e e . . =B,e
Les m(ai b~ ) non nuls ont pour valeur w(ai)B , donc sont égaux puisque o € AF?'S,
Si de plus o est dans le milieu de KB'e, il est donc dans le milieu de

b —b° =B, e
A~ , Donc A~ est un agglutiné de A"’~, La troisiéme relation d'agglutination

est connue.

Lemme 3 : Soient A un anel de milieu £}, b € A et i un entier @ 1.
i

Notons k. le novau de 1'homomorphisme w, Ab - A de A-monels défini par

a=ab . Si k, est m A-monel (cu vn I—module) noethérien, il en est de m&me

de k., pour tout i.

1 i

Pour chaque i, par définition de Ab y Uy est vn homomorphisme
i

de A-monels, et ki est contenu dans le milieu O, de Ab « Donc ki est son

propre agglutiné dans l'anneau A, et le A-monel ki peut &tre considéré comme

un A-module (donc comme un idéal de £) ; pour k;, les notions de sous-A-monel

et de sous A-module sont confondues, Montrcons le lemme par récurrence sur i,

Notons ¢ 1l'homothétie de K, de rapport bi, qui est un homomorphisme de

K—m?du;les. Pour o € A les conditions suivantes sont équivalentes : o € ki+1'
i+

ab =0, o b € k,. Donc ¢ se restreint en un homomorphisme ¢ : k; , =k,
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de A-modules. Son noyau est ker § = {«a € kK, ,5 @ b = 0)={c € k; o:Gki} =k, .

+17
Si k1 et ki sont des A-modules noethériens, il en est donc de m&me du noyau et
de l'image de ¢, et 1'on sait alors que ki+1 est un A-module noethérien.
D'autre part, l'hypothése que k,‘ 30it un anneau noethérien
est suffisante pour le lemme.
Théoréme 3 : Soient A un anel de graduation A, § € Aet b €A,

Soit k, le noyau de 1'homomorphisme u, : Ab - A défini par u1(o:) = ab.

1
On suppose que E et w(b) associent dans A, que E divise w(b), et que € est
quasi-régulier pour l'indice r. Si les A-monels A et k1 sont noethériens,
1'anel de polyn8mes Ag[x] est noethérien,

r
- r .o
L'homomorphisme u, : Ab —~ A défini par ur(a) = a b, vérifie
r r
[m,l\b ] par construction de 1'agglutiné large Ab . Son noyau Ker u, est
r

. b
noethérien puisque lc1 l'est, d'aprés le lemme 3, Par suite, A~ est un A-monel
noethérien (IV, § 1, corollaire 1 du théoréme 4), puisque A est noethérien,
r

Mais (lemme 2), AP est wn aggluting de A>'T ; il en résulte (v, § 1, th. 3)
que Kg'r est noethérien. Donc, grace au théoréme 2, l'anel de polyndmes est
noethérien,

Soit A un anel de graduation A et de milieu (., On rappelle
(III, § 2 4) que deux éléments ¥ , & € A sont dits agglutinés par o € A si
a¥ = a 8. Pour tout a €A, posons N(a) = {x €A ; ax €Q} = Q: {a). Si h est

1'homothétie de A, de rapport a, N(a) = 171'1(0) est donc un sous-A-monel de 4,
donc un idéal.

Lemme 4 : Soient A un anel de graduation A, et a, b € A,
Si @ = w(a) et B = w(b) produisent une m@me agglutination dans A, et si
N(a) = N(b), les agglutinés A> et A° sont égaux.

N(a) = N(b) signifie que pour tout x € A, ax € Q équivaut a
bx € Q. Lorsque w(ax) #0 (ce qui équivaut donc a w(bx)#0), comme ¢ et B
agglutinent de mtme dans A, on a :
w(ax) = w(a) w(x) = o w(x) = B w(x) = w(b) w(x) = w(bx) . Soit alors

€= in €12, Les w(a xi) #0 ont donc une mme valeur ¥ . Ce qui préceéde
i

montre que w(a xi) = 0 implique w(b xi) = 0, et que w(a xi) =¥ implique

w(b xi) =% . Donc les w(b xi) # 0 ont une méme valeur, par suite £ € Kb,

i1s +a n = -
et le milieu de A~ est contenu dans celui de Ab. Donc Ab est un agglutiné de Aa.

Par symétrie, ces deux agglutinés sont égaux.
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Théoréme 4 : Dans un anel noethérien A dont une graduation est
- —.n
forte, pour tout a € A, la suite des agglutinés A% (n = 1, 2, ...) est

stationnaire, et A est un anel fort,

Soient A 1'anel noethérien, () son milieu, et A sa graduation
forte. Soit a € A. S'il existe une puissance m(a) > 1 de a, qui soit dans Q

(pn dira, dans ce cas, que a_est nilpotent par rapport au milieu Q de A), pour

n . . -
tout n > m(a), a appartient a Q, donc agglutine complétement A en A, La suite
n
. —a
des agglutinés A® , n= 1, 2, 3, ... est donc statiomnaire a partir de m(a).

Donc a est quasi-régulier.

Si a n'est pas nilpotent par rapport & Q, pour tout entier n > 1,
n oon .
a n'est pas dans Q, donc w(a ) #0, et le produit de n facteurs a = w(a) est

associatif. Puisque A est forte, il existe un entier r(a@) tel que,

pour tout n > r(a), o produise la méme agglutination que o r() dans A.
D'autre part, puisque A est noethérien, la suite d'idéaux N(a), n = 1, 2, ...
est stationnaire A partir d'un entier s(a). Posons t(a) = sup (r(a),s(a)).
Pour tout n > té g, o et at(a) produisent la nme agglutination dans A,
et N(a") = N(a

t(a)

a2 et Ka sont égaux. Donc a est quasi-régulier,

). Le lemme 4 montre que les agglutinés

A
Théoréme 5 : Soient A un annéide noethérien de graduation A,

¥EAet Cys
i=1, ses, S, soit @ ¢ A A 1'homomorphisme de A-monels défini par

eeey C des éléments non nuls de grade § . Pour chaque

S — .
cpi(d) =ac;. Si n ker @ est un A-monel noethérien, alors AK est un
i=1

A-monel noethérien,
c,
D'abord, il est clair que A 1 est mn agglutiné de AY . soit
¢
w ot At oA 1'homomorphisme de A-monels défini par u; (@) = & Cie @ est la

r:strlctlon de uy a Azf , donc est un homomorphisme, De plus P vérlfle [m, Ax]
trivialement, puisque A est un annéfde. Donc, 1l'image de % est un idéal de A,
donc un A-modulofde noethérien.

Notons R la partie du produit cartésien A® formée des s-uples
(ags ooey as) od les a, sont deux & deux addibles. Deux éléments (a1, ...,as)
et (b1, ceesy bs) de R seront addibles si et seulement si les a, et bi sont
deux A deux addibles ; alors, leur somme se fait par composantes. De méme,
le produit par A € A d'un élément de R se fait par composantes, Ainsi, R est

un A-modulofde, comme on peut le voir aisément.
n

Pour tout « =Z 2y € Kx , les a‘j <5 #£0 sont tous addibles entre
=1
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eux, par définition de KK . Considérons donc 1l'application ¢ : Kaﬂﬂ R définie
par q(a) (o Cy1 seey @C ) © est un homomorphisme de A-monels vérifiant
[m, y ], puisqu'il en est de méme de chaque composante P D'aprés le
corollaire 1 du théoréme 4 (IV, § 1), comme R est noethérien, pour que Iy

soit noethérien, il suffit que le noyau de ¢ le soit. Or, ce noyau est

Ker o= {a €A0 ; Wi, a ¢ = 0} = ; ker g .
i=1

Application : Soient A un annéfde noethérien de graduation A4,
et £, B € A. Supposons que E divise B, que € et B associent dans A, et que E
soit quasi-régulier pour r.
1°/ L'idéal engendré par le groupe d'addibilité Ay (avec ¥ = 87) possede
un systéme fini {c1, ecey C } de générateurs pris dans Ay + Si de plus (avec
les notations du théoréme 5), le A-monel ﬂ ker 9 est noethérien, 1l'anel
A [X] est noethérien,

2°/ L'idéal (B) de A engendré par le groupe d'addibilité AB posséde un
systéme fini {b1, ese, D } de générateurs pris dans AB. Les produits c
non nuls de r facteurs b. sont en nombre fini, et sont éléments de A%
(avec ¥ = B ). Si de plus (avec les notations du théoréme 5), r\ker @

est un A-monel noethérien, 1'anel A [X] est noethérien.,

§ 3 - MONOIDES NOETHERIENS.

a) Notion de monotde noethérien, Charpente d'un monotde :

Soit D un monotde (ou demi-groupe) commutatif., On appellera D-idéal
(ou idéal) de D toute partie non vide H de D, stable par multiplication par les
éléments de D, c'est-a-dire, telle que D H C H, Une partie S de D est un systéme
de D-générateurs de H si H est le plus petit idéal contenant S, c'est-a-dire, si
H =DS US (resp. DS si D posséde un élément unité). Lorsque S = {a}, on notera
(a) 1e D-idéal.

On dit que le monofde D est noethérien si et seulement si tout

D-idéal de D est de type fini, c'est-a-dire posséde un systéme fini de
D-générateurs. Ceci équivaut évidemment & la condition de chafne croissante
pour les D-idéaux. Par exemple, si la graduation propre d'un anel noethérien
est un monoide, celui-ci est noethérien. Il est clair que la propriété
noethérienne d'un monofde se conserve par un morphisme et dans un produit
direct. Bien entendu, pour un D-idéal (qui est aussi un sous-monofde), on

‘ distinguera systéme de génératecurs (comme monoide) et systéme de D-générateurs
(comme idéal).

Deux éléments a et b d'un monoide D seront dits associés au sens
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large si et seulcment si les D-idéaux (a) et (b) sont égaux. Cela signifie
que chacun des &léments a et b divise 1l'autre, ou lui est égal. L'association
large est, évidemment, une relation d'équivalence sur D compatible avec le

produit dans D. Le monoifde quotient sera appelé la charpente de D. On

appellera charpente (ou hololde) tout monolde ol deux éléments associés au sens

large sont égaux. I1 est évident qu'un monoide est noethérien si et seulement si
sa charpente 1'est, Pour un D-idéal H, appelons systéme minimal T de
D-générateurs de H tout systéme (s'il en existe) de D-générateurs tels qu'aucun
d'eux n'en divise un autre,

) Lemme 1., Soit H un idéal d'une charpente D, Si H posséde un systéme
minimal T de D-générateurs, tout autre systéme de D-générateurs de H contient T,
En particulier, si H est de type fini, il posséde un plus petit systéme de
D-générateurs.

Soit S un autre systéme de D-générateurs de H. Quel que soit

x €T, il existe s, €5 tel que (sx) D (x), et il existe y € T tel que

(y) = (sx). D étant une charpente, et T étant minimal, on ay = x = Sy

d'ou T C S. Enfin, si H admet un systéme fini de D-générateurs, on en extrait
aisément un systéme minimal.

La relation d'association large est distincte de l'association
au sens strict habituel (ol a est produit de b par un élément inversible).
On le voit en considérant le monofde des mondmes en X, y, z dans 1l'exemple
suivant.

Soient k un corps, et A 1l'anneau noethérien des polynBmes sur k,

a trois variables x, y, z liées par la relation x-xyz = 0. Les idéaux (x

et (xz) dec 1'anneau A sont égaux. Mais nous verrons que X et xz sont

diviseurs propres l'un de l'autre, et que x n'est pas un produit d'irréductibles.

Supposons que x et xz soient associés stricts dans A, c'est-a-dire qu'il

existe £(x,y,z), élément inversible de A, tel que x = xz £. Soit g(x, y, z)
un inverse de £. On a donc xz = xg, d'od 1l'on déduit g = z + (1-yz) 4q,(x,y,2),
soit encore g = z + (1-yz) aq(y, 2z) car, multipliés par (1-yz) 1les termes

en x de qo disparaissent, De x = xz £ = xz y, on déduit

z£=z2y+ (1=yz) p,x, y, z). Donc z est en facteur dans p, , et 1'on a

£
£

]

y + (1-y z) p1(x, y, z), donc de m@me que plus haut :

y + (1-y z) p(y, z). Donc £ et g appartiendraient au sous-anneau k[y, z],
dont les seuls inversibles sont les scalaires. On a une contradiction. Donc

X et xz ne sont pas associés stricts. D'autre part, tout élément p (x, y, z)

de A s'écrit p = q(y, 2z) + x r(x, y, z), avec unicité pour le polyndme q,

puisque x est en facteur dans x = xyz. Si x était un produit d'irréductibles,



PROPRIETES NOETHERIENNES

n
soit x = II

p, avec n > 1, et, pour tout i, P irréductible et égal a

i=1
n
qi(y,z) +x ri(x,y,z). On en déduit x = qi(y,z) + x R(x,y,2).
i=1
n
L'unicité précédente montre que II q; = 0, d'ol, puisque k[y,z] est intégre,
i=1
1'existence de i° tel que 1 = 0. Donc, 1l'irréductible P serait divisible
-] o

par x., Mais x n'est pas irréductible, car on sait que x et xz sont diviseurs
propres 1'un de l'autre, D'autre part, x n'est pas inversible, comme diviseur

de zéro. Alors, que x soit associé a P, ouen soit un diviseur propre, P;
o °
ne peut pas 8tre irréductible, ce qui est une contradiction. Dans l'anneau

noethérien A, x n'est pas produit d'irréductibles.

b) Le graphe d'une charpente noethérienne :

Pour un élément x d'une charpente D, les puissances {xn}n S

sont, ou toutes égales A partir d'un exposant e, appelé indice stationnaire
de x, ou toutes différentes (on pose alors e = »), En effet, si par exemple
X = x) avec 1£1 < j, on en déduit (D étant une charpente), < = xi+1, et
enfin xi = X" pour tout n > i,
Lemme 2 (des unités) : Soient D une charpente noethérienne, et
x et a, deux éléments de D. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

} d'éléments de D

tels que, quel que soit n, a,=xa . ,. Au contraire, si x n'est pas unité

(a) x est unité de a, ; (b) il existe une suite {a

n’no

J

de a, il existe j > o et b € D tels que a, =x b et que x ne divise pas b.

si (a) est vérifiée, on pose a, = @, pour tout n. Inversement,

comne D est noethérienne, la suite croissante d'idéaux (an) est stationnaire a

artir d'un entier s. Quel que soitn>3s, a = a_ . On a alors
P n s

a =X a =X X aS = X a , La deuxiéme assertion est évidente. Si x et a
o

vérifient les propriétés équivalentes du lemme, on dira que x divise a,
indéfiniment. Cela implique la propriété : (c) toute puissance de x divise a .
Si 1l'indice stationnaire de x est fini, (a) et (c) sont équivalentes., Il n'en
est pas forcément ainsi lorsqu'il est infini.

Dans 1'étude qui va suivre, on suppose dans la charpente noethé-
rienne D 1l'existence d'un élément unité, ce qui ne modifie en rien les
résultats et leur généralité, mais allége parfois la rédaction. Dans le cas
contraire, l'essentiel est de se souvenir que l'expression a divise b
signifie (a) > (b) @onc soit b = ca, c € D ; soit a = b).
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On va définir,. pour tout £lément o de l'ensemble Q des ordinaux

inférieurs strictement & un certain ordinal A, un ensemble Roz de facteurs

résiduels ou résidus d'indice @. On notera'Da le D-idéal engendré par Ra , et,
D étant noethérien, Xa c Ra le plus petit systéme, fini, de D-générateurs de
D_ . On notera M_ le sous-monoide de D engendré par U = U X_, , c'est-a-dire
o o o1 B

La
1'ensemble des produits finis de puissances non toutes nulles d'éléments

deU_ . X= U X_ sera un systéme de générateurs du moncide D. On pose
a<i

d'abord R1 =D

; =D, donc X, = {1}, puis R

5 =D, = D..{1}.

Définition des suites de factorisation et des résidus. Pour un

ordinal ¢ € Q, supposons connus :
(1°) Pour tout d € D, au moins une o-suite de factorisation de d, c'est-a-dire

que pour chaque o < ¢ (et @ > 2) est connu un couple C, = {ma, Ea}

dans lequel m, €D, et Ecy ou est vide, ou contient un seul élément

d, €D ; d est appelé un résidu d'indice o de 4. On prend Ca(1) =(1, B)
et, si d #1, C,(a) = (1,d).

(2°) Pour tout o <o, l'ensemble Ra des résidus, et aussi 1l'idéal Do: . le
systéme Xa , et le monofde Mot'
Nous supposons de plus que ces éléments connus vérifient les conditions
suivantes :
(a) Quel que soit @ < o, Roz est 1l'ensemble des résidus 4, pour tous les d €D,
et pour toutes les g-suites de factorisation de 4.
Quel que soit 4 € D, quelle que soit la o-suite de factorisation de d, et
quel que soit l'ordinal o < ¢ :
(p) m, €M ; siE = #, d=m ; sinon, d g/ua etona d=m dc
(donc on a D = M, UDQ}.

(c) Si o est de premiére espéce et si Ea— n'est pas vide :

1
ou bien dcv-‘l € Md, et on a Ca = {mcv’1 da—-1’ @].

(d) ou bien d, 4 ¢Ma, etonad, ,=p,_,d ,m =m_ P ;P égale 1
ou appartient au monoide engendré par xa_1 H da est étranger A gertains
éléments de X, 4 (notamment ceux qui figurent dans Pa-i) et admet les
autres (un au moins) pour unités.

(e) si o est de seconde espéce, il existe B < o tel que CB = Ca.

(£) s'il existe B < o tel que EB =@, ona C5 =C,

On dit que la o-suite est achevée s'il existe ¢ < ¢ tel que E‘p = @,
et qu'elle s'achéve en ¢, si ¢ est le plus petit ordinal vérifiant cette

condition. Noter que ¢ est de premiére espéce.
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Alors, montrons pour tout d € D qu'une o-suite de factorisation de a

se prolonge en une (o+1)-suite, c'est-a-dire qu'il existe un couple Cc
convenable, et montrons l'existence d'un ensemble Ro de résidus d'indice o.
S'il existe B < 0 tel que EB soit vide, on pose Ca = CS' Etudions le cas
contraire.

Lorsque 0 est de premidre espéce, notons X . = {xo-1,i}i€I

ou plus simplement {xi }iEI , le plus petit systéme (fini) de D-générateurs de

) . . - o s
D .. SoitI° = {i €1 ; x; divise do-1}' Comme d__, €D , I° n'est pas

g=-1
vide. Procédons par disjonction des cas :

(1) si da—1 €M_, onprend C_= {m°_1 4y 0 23.

o-1

. . s s ° .
(2) Si do—1 ¢Mo et si, quel que soit i € I°, x; est unité de d0_1, on pose

€= Coure
(3) si d_, 4 M, et s'il existe i, € I° tel que x; ne soit pas unité de
d;_4 @ le lemme des unités montre 1'existence ad N > 1 et de b, €D
I ‘
tels que do—1 = xi1 b1 et que xi1 ne divise pas b1. Alors, do—-1 fHo

implique b1 (YMO (qul contient 140_1), donc b1 € D0_1. Donc

- {fie1; x; divise b1} ={i€1°; x; divise b1} est non vide.

On poursuit 1l'étude avec b1 et I1 comme avec do-1 et I°. Finalement

on obtient une partie non vide (car a_, 6/1'40) 1™ de I, un élément

b ¢ M _ et une factorisation d =p b _avec
n o-1 1 ™n

O~

J
xik ol les i, ¢g1", ot les x; pour i ¢ 1" ne divisent pas b
<

p
-1 yor ik

I =359

et ou les x, pour i€ b sont unités pour bn' On pose alors d(J = bn’

et m - On a donc d_ ¢Mo et m €M . Noter que d_ peut

=m p
(o} o-1 “o-1
dépendre du choix des indices i greeces

Lorsque o est de seconde espéce, la chafne d'idéaux {(da)}
a<o
est croissante, donc stationnaire car D est noethérien. Donc il existe

un ordinal B < o tel que B < o < 0 implique d_ = doz' On pose alors Co =C

B

Puisque M_= U M_,onam_ €M , etd, &M pour B=<a< o implique
a<o @ o B @

B’

dB €Mo . Il est clair que la (o+1)-suite déterminée pour d vérifie les
conditions annoncées.

Par définition, Ro est 1'ensemble des résidus do ainsi définis
pour tous les d € D, et pour toutes les (o+1)-suites de factorisation de d.

I1 est clair que la famille des monoides Moz' ordonnée par inclusion, est



114 CHAPITRE IV

strictement croissante. Donc, il existe un ordinal )\ tel que M)\ = D. Donc,
toute A-suite d'un 4 € D est achevée et donne une factorisation m}‘ de 4
(pas forcément unique), par les éléments de X = U X . Le fait qu'il puisse

a<A

exister des A-suites, ou des factorisations autres que celles envisagées
dans 1'étude précédente, n'interviendra pas dans les démonstrations

ultérieures. Appelons Xa la couche d'indice «.

Propriété d'absorption dans les couches xa. Soit 4 € X‘_J , et

considérons une (o+1)-suite de factorisation de d. Certainement E_ est non

vide, sinon d € Mo et ne serait pas un résidu d'indice og. Donc 4 ms do '

ol do est un résidu d'indice ¢ de d. Puisque do € Rc , 11 existe x € Xc
tel que x divise do' qui divise 4. Xc étant le plus petit systéme de
D-générateurs de Dg, on ax = d0 =d, etd= L d. Si m, est différent de 1,
soit Xa la premiére couche dont des éléments figurent dans m_, et soit z le
premier élément de cette couche mis en facteur dans la (o+1)-suite par le
procédé (3) de factorisation., Mais d = m_ d implique d = zd ; donc (1emme 2)
z est unité pour d, ce qui contredit (3). Domc on a m, = 1.

Remarque : Les éléments d'une couche Xo quelconque sont des
résidus d'indice @, pour tout « < o.

Lemme 3 (d'absorption) : Quelles que soient les couches Xa et xa s
o < B, tout élément xB de XB absorbe certains éléments, et un au moins,

de Xa ,et n'est divisé par aucun des autres,

En particulier, entre éléments de X, x divise y signifie que y
absorbe x, que x est wnité de y.

On constatc maintenant que les couches Xo: et les idéaux Da
peuvent 8tre déterminés de fagon plus simple. On pose Y1 = D, Puis, si a2
est de premiére espéce, soit Yoz 1'ensemble des éléments de Ya—1 qui admettent

certains éléments (wn au moins) de X _, comme unités, et qui ne sont pas

a-1
multiples des autres., Si o est de seconde espéce, on pose Yoz =N Y3 .
Il est clair que Yy, C Ry et le lemne 3 montre que P<a
Xa c Ya.Donc Ya engendre le D-idéal Da et détermine la couche Xa.

La définition des couches est donc indépendante de celle des suites de
factorisation. Il en résulte que 1l'ensemble X de générateurs de la charpente D,
la partition de X en un ensemble bien ordonné de couches finies Xa, et les
conditions d'absorption (lemme 3) sont uniquement déterminés par D. La donnée

de X, de sa partition {Xa} et des conditions d'absorption sera appelée
o€

le graphe X de la charpente noethérienne D, Et si M est le monofde commutatif,
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libre au sens de Ljapin ([5], chap. IX), engendré par X et les relations
d'absorption, D est un mcuotde quotient de M.

On appelle partie transverse d'un monofde D toute partie non vide

T de D dont aucun élément n'est multiple d'un autre (c'est-a-dire, ¥ a et b € T,
a #b, les idéaux (a) et (b) ne sont pas comparables). Par exemple, une
couche Xa est une partie transverse, Une partie d'une partie transverse est
transverse.

Lemme 4 : Le graphe d'une charpente noethérienne ne contient pas

‘ de partie transverse infinie.

Si T = {xn} est une partie transverse infinie d'un monofde M,
neN
la suite de M-idéaux H = U (xn) est strictement croissante, donc M n'est
i<Ln

pas noethérien. En particulier, si D est une charpente noethérienne, toute

partie transverse de D, donc de son graphe X, est finie.

c) Le théoréme fondamental :

Théoréme : Une charpente (commutative) D est noethérienne si

et seulement si elle est image homomorphe d'une charpente M vérifiant les
conditions suivantes : Il existe un systéme X de générateurs du monofde
commutatif M, et une partition de X en un ensemble bien ordonné de couches
finies non vides Xa’ ensemble indexé par les ordinaux strictement inférieurs
a un certain ordinal A. Toute couche Xa est une partie transverse. Quels
que soient les ordinaux « et B tels que o < B < A, quel que soity € X_ ,
il existe une partie non vide X (y) C X, telle que x € X, (y) équivaut a

xy = y. Ces relations, et celles de commutativité, sont les seules existant

entre les éléments de X. Enfin, toute partie transverse de X est finie.

Un ensemble X vérifiant les conditions du théoréme, sauf
peut-2tre la derniére (finitude des parties transverses), sera appelé

un graphe de générateurs. On dira que le graphe est noethérien s'il n'a pas

de partie transverse infinie, Le théoréme s'énonce alors plus briévement :

Une charpente D est noethérienne si et seulement si elle est une image

homomorphe du monofde "libre" engendré par un graphe noethérien.

Nous avons vu que la condition est nécessaire. I1 reste a montrer

qu'elle est suffisante. Soit donc X un graphe de générateurs, et M le monofde

"libre" qu'il engendre., Supposons que M posséde une partie transverse

infinie P, et montrons qu'il en est de méme pour X. D'abord, voyons deux
lemmes préliminaires.
Sim €M, il est un produit de puissances d'un nombre fini de

générateurs appartenant & X, qui forment une partie transverse. En effet, si



116 CHAPITRE IV

1'un x de ces générateurs en divise un autre y, x est unité pour y, et
peut 8tre omis dans le produit, Nous dirons qu'une telle décomposition de m
est réduite (ou irréductible). Une décomposition réduite est unique. Sinon,
deux décompositions réduites distinctes de m donneraient une relation
supplémentaire entre éléments de X, autre que celles imposées (voir théoréme)
a un graphe.,

Lemme 5 : (1) Si un générateur x € X divise un élément m de M,
il divise (c'est-a-dire est unité pour, ou est égal &) un facteur de la

décomposition réduite de m.

(2) soient m € M, {x1,...., xs} une partie transverse de X, et n,,..., n_
n,
des entiers = 1, Si, pour tout i = 1,...., s, xil divise m, alors
s ng
I x.” divise m.
. 1
i=1
Sim= x& p, avec e = 1, de la décomposition réduite de
r e,
p= 1 sz , déduisons comme ci-dessus celle de m ; si donc x n'est pas unité

d'un z, , x figure dans la décomposition réduite dec m, avec un exposant = e.
J

Si X, est unité pour un facteur de la décomposition réduite de m,
n,
il 1l'est pour m, et 1'on a m = xilm. Dans le cas contraire, xi figure dans

la décomposition réduite de m, avec un exposant > nj, d'ol le résultat.
Remarquons que si x € X est tel que xn+1 ne divise pas m, x n'est
pas unité de m ; si donc m = & p, P est unique.
Lenmme 5 ¢ Soit P une partie transverse infinie de M.
(1) Quel que soit p dans P, sa décomposition réduite contient au moins un
généfateur y € X, avec l'exposant e > 1, tel qu'il existe une partie infinie
U(ye) de P dont &c ne divise aucun élément. Lorsqu'un générateur y € X
vérifie cette condition pour au moins un élément p de P, il est dit facteur
|régulier de P.
(2) si y est un facteur régulier de P, il existe un entier k, 0 £k £e - 1,
et une partie V de M dont y ne divise aucun élément, tels que ka soit une
partie infinie de P (donc V est infinie transverse) et que tout facteur z
régulier pour V soit régulier pour P.

(3) P posséde une infinité de facteurs réguliers.

e.
Soit p = ij la décomposition réduite de p, avec les yj € X.
J

e,

Pour chaque j, notons Fj 1'ensemble des éléments de P que ij

3w

1

ne divise pas.
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Si tous les Fj étaient finis, leur réunion F le serait aussi, et P..F serait
. e.
non vide. Donc, pour wn h € P..F, tout ij diviserait h, et p diviserait h

(lemme 5) ; P ne serait pas transverse.

Si y est régulier pour P, d'exposant e, pour tout entier i,

0<i<e -1, notons U, la partie de U(ye) formée des éléments divisibles
par yi, mais non par yi+1. Comme U(ye) est la réunion des Ui’ 1'un de ces
ensembles, soit Uk ;est infini. Lorssug k=0, V= UO convient évidemment,
Lorsque k > 1, pour chaque u € Uk ,yk+' ne divise pas u, donc y n'est pas
unité de u. Par suite, la décomposition réduite de u s'écrit u = ykv, ou

v € M est unique et écrit sous forme réduite, ol y ne divise pas v, ol tout
générateur g figurant dans v ne divise pas y (en particulier {y, g} est
transverse). On preﬁd pour V l'ensemble de ces éléments v ainsi définis,
pour u parcourant U . On-a U = ka, et V est infini transverse. Toujours

k k
pour k = 1, soit z un facteur régulier pour V, avec l'exposant a = 1 dans

v, €V. {y, z} étant transverse, Z% divise wn v €V si et seulement si
yk P divise ykv. Donc, z est facteur de u, = ykvo avec l'exposant a ; et si
22 ne divise pas un v € V, il ne divise pas ykv € Uk' Donc z est facteur
régulier pour P.

Notons y, w facteur régulier de P, et V1 la partie infinie
transverse associée a Y, par l'assertion (2) du lemme. Supposons connus n
facteurs réguliers distincts Yyreoeeoees ¥y de P, et un ensemble infini
transverse Vn dont y; ne divise aucun élément, quel que soit i = 1,..., n,
et dont tout facteur régulier soit régulier pour P. Prenons alors un facteur

régulier pour Vnr et soit Vn+ l'ensemble infini transverse qui lui

Ve 1

est associé par (2) : On sait qu'il existe un entier k tel que y§+1 Vo

soit une partie infinie de Vi » que pour tout i<n, ) est distinct de T

que y, , ne divise aucun élément de V et que tout facteur régulier

n+1’

pour Vn+ 1'est pour Vn' donc pour P. On a montré l'existence d'un ensemble

1
infini ¥ = U {yn} de facteurs réguliers de P.
n>1

Achevons la démonstration du théoréme. Dans la construction
précédente de Y, posons Y = {y1,..., yn] vV = P, et pour tout n >0,
notons Fn l'ensemble des facteurs réguliers pour Vn° Nous savons que, pour

tout n > 0, Fn est infini et Fn contient Fn Les couches Xa sont bien

+1°

ordonnées, et, pour tout n >0, il existe un plus petit ordinal %9

tel que F. NX soit non vide ; prenons y dans F NX . Alors, quel
n o"n+1 n+l n+1

que soit x €F  CF ,onaq  £o (x), si o (x) désigne l'ordinal de la

1 1
couche de x. En particulier, si Yn est transverse, pour tout i £n on a

117



118 CHAPITRE IV

a <o

- ' _A_ai ' .
L et donc Ypeq D€ divise pas Yy (c'est-a-dire n'en est pas unité).

D'autre part, pour tout i <n, y; ne divise aucun élément de Vi (1emme 3),

donc de Fi, donc ne divise pas Yoet® Cela entrafne que Yn+ aussi est

1 1

transverse., Donc, pour tout n > 1, Yn est transverse. La réunion Y = U Yn
> 9

est donc une partie infinie transverse du graphe.

On connait donc la structure de toute charpente noethérienne.
Pour passer d'une charpente C & un monoide noethérien D admettant C pour
charpente, il faut opérer une sorte de "dilatation" de la charpente. Pour
tout t € C, on se donne un ensemble Dt ,ces ensembles étant deux a deux
disjoints ; on note D leur réunion. Puis, pour tout couple (t, t') € 02
on se donne une application
qk,t' : Dt X Dt' - Dtt' vérifiant d'abord les conditions suivantes (commu-

tativité et associativité) : Quels que soient t, t' et t" dans C, quels que

soient a dans Dt’ a' dans Diy et a" dans D

on a : q%'t,.(a, a') = qE,'t.(a',a)

t'll

¢tt',t"'[¢t'tl'(av a')l a“] = ‘pt’tltu'[a"ptvtu’(a'la")]

Ensuite, pour tout t € C, notons E_ = {t'€C ; ttf=t} et

U, =t'gE D,y+ On a Etz cE, d'o Uf cu, et, (par définition de E), quel
t

que soit d € Et’ d Ut CDt' Soient 4 et d' dans Dt vérifiant 4' = du ; si
u €D., on doit avoir t 8 = t, donc u € Ut' Donc, pour que les éléments de
tout Dt soient associés entre eux au sens large, il faut et il suffit que :
(A1) quels que soient t €C et d € D, ,on ait 4 U, =D,.

Cette derniére condition peut s'exprimer autrement. Supposons
maintenant que pour tout t € C un élément au moins x = x(t) € D, vérifie
X Ut = Dt' La relation xu= xu' définit sur Ut une relation d'équivalence
pour laquelle u désignera la classe de u, et Ut l'ensemble quotient., La
condition (Al) s'écrit alors : pour tout t € C, pour tout u € Ut'
on a xu Ut =X Ut' ce qui équivaut a u Ut = Ut’ donc au fait que Ut
soit un groupe. Finalement, la condition (Al) d'association large peut &tre
formulée ainsi : quel que soit t € C, il existe x € Dt vérifiant les

conditions x Ut =D _,et Et est un groupe. Bien entendu, ces conditions, que

t ?
1'on peut expliciter, sont imposées aux fonctions .
cpt,t'

d) Exempies d'annéfdes noethériens pas forts :

Dans les exemples qui suivent, nous allons montrer qu'un annéfde
noethérien peut 8tre ni fort, ni strict, et qu'il peut 8tre strict, mais

pas fort (Chap. II, § 1). L'annéifde construit-A aura ses domaines d'addibilité




PROPRIETES NOETHERIENNES 119

isomorphes au groupe additif du corps a deux éléments, et sera déterminé par
la donnée de sa graduation propre D (commutative) (voir chap. I, § 2,
exemple 3°). On pourra prendre D pour support de A. On se donne le graphe

noethérien suivant : X = U X ,avec X = {1=-¢ },X, = {e_, x] et pour
o 1 1 2 2
a<])
2<a<A, Xa = {ea}, en supposant que x n'est unité pour aucun élément du

graphe (donc, pour o < B < A, on a ey % = eB , et aussi 1 x = x).

B

1°) On suppose infini le cardinal de A. On considére le monoide
"libre" du graphe X, et soit D son quotient par les relations suivantes :

Tout élément ey est idempotent. Une suite [xn} strictement croissante
>

n
d'ordin?ux < x.est donnée, et quel que soit i > 1, quels que soient a et B < ki'
on a xled = xleB . En fait, seules lgs puissances de x agglutinent. On voit
que, lorsque l'exposant i augmente, x agglutine & 1 un ensemble de générateurs
e, de plus en plus important. Donc x n'est pas quasi-régulier strict, ni

quasi-régulier, et 1l'annéfde noethérien A n'est ni strict, ni fort.

2°) On suppose toujours infini le cardinal de \. On suppose donnée
une suite {hi] strictement croissante d'ordinaux < A, tout intervalle
i>1
[Ai, Ai+1[ étant partagé en i intervalles par une suite
1

° 1 i- i
= ececoo . = . 1] 3 1
Xi Xi < Xi < < Al < Ai l1+1. On considére le monotde "libre" du
graphe X, et soit D son quotient par les relations suivantes : Tout élément
ey est idempotent. Quels que soient les entiers n > 1 et i 1, quels que

. n . R n n
soient o et B € [Ki, A [ (ou [Ai, Ai+1[51 n>i), ona x ey = X €g ¢

. . n .
xn+1 agglutine strictement plus que x , donc x n'est pas quasi-

régulier, et A n'est pas fort. Cependant, A est strict. Seuls les < (et
leurs multiples) agglutinent, et i. suffit de montrer que x est quasi-
régulier strict. Montrons d'abord cela relativement a 1l'ensemble X des
générateurs. Soit ey € X un générateur tel que « appartienne a un intervalle

0y

5 [. Par définition, seuls pourront @tre agglutinés & ea les
o

xi +1
o

générateurs ee pour lesquels B € [ki y A [, et ils seront tous agglutinés
o

i +1
o
i
o . . . . . .
par x . En posant 1(x,ea) =1,,m voit que x est quasi-régulier strict
relativement a X. Enfin, un élément a quelconque est un produit fini

d'idempotents e, 1t éventuellement d'une puissance de x : a = x' II ey *
o€l
Soit J la partie de I correspondant aux e, susceptibles d'agglutination

(c'est-a-dire aux a appartenant a un intervalle [xi , [), et posons :

Ai +1
o



120 CHAPITRE IV

i(x,a) = sup [0, sup (1'.0(—m)3a Alors, x est quasi-régulier strict pour i(x,a).
a€J

3°) Donnons-nous un monofde commutatif quelconque D dont tout
élément est périodique, c'est-a-dire que pour tout d € D, il existe des:

entiers n(d) et p(d) > 1 tels que dn(d) +p(a) _ dn(d), Alors, tout annéide A

de graduation D est fort, bien qu'il puisse n'@tre pas noethérien.



Chapitre V

ANNEIDES NOETHERIENS FORTS

On suppose toujours commutatifs les annéfdes considérés, ainsi que

leurs graduations éventuelles.

§ 1 - DECOMPOSITION PRIMAIRE.

Dans ce paragraphe, nous énongons pour les annéfdes, sous certaines
conditions, des propriétés comnues (et que 1'on retrouve comme cas particuliers)
pour les anneaux. Plusieurs démonstrations seront omises car elles sont
identiques a celles, classiques, du cas des anneaux ; on pourra se reporter a
(6], chap. IV, § 4,5,6. Nous noterons c.c.c. la condition de chaine croissante,
c'est-a-dire la condition que toute cha.ne strictement. croissante d'idéaux
est finie,

Définition 1, Un idéal qui est intersection finie d'idfaux qui le

contiennent strictement est dit réductible., Sinon, il est dit irréductible.

Un idéal J sera réductible si et seulement s'il existe deux idéaux
a et b le contenant strictement, et tels que = a N b. En effet, on peut
toujours remplacer 1l'intersection finie par une intersection de deux idéaux
contenant J strictement.,

Soit p un idéal premier. Si on a p = a Nb, p contient ab, donc
contient a ou b (III, § 3, th, 1). Donc tout idéal premier est irréductible.

Lemme 1. Si un annéfde vérifie la c.c.c,, tout idéal est

intersection finie d'idéaux irréductibles.,

Soit F la famille des idéaux de 1l‘'amnnéide qui ne sont pas
intersection finie d'idéaux irréductibles. Si F est nocn vide, la c.c.c. montre
que F posséde un élément maximal J. Cet idéal est donc réductible, et il existe
des idéaux @ et b contenant J strictement et tels que J = a N b, Puisque J est
maximal dans F, a et b sont intersections finies d'idéaux irréductibles, donc
J aussi, ce qui est contradictoire.

Lemme 2. Dans un annéfde fort vérifiant la c.c.c., tout idéal
irréductible est primaire,

Soit q un idéal irréductible., Supposons-le non primaire. Il existe

b et ¢ €A..q tels que bc € q et qu‘aucune puissance de b n'appartienne a q.

. . n n .

La suite des idéaux q : {b } = {z €A ; zb" € q} est croissante ; la c.c.c.
montre qu'elle est stationnaire & partir d'un entier s. D'autre part, A étant
fort, b est quasi-régulier pour l'indice r. Prenons alors n = r + s, Les idéaux

n . .
a=q+ (c) et b=q+ADb contienment q strictement. Inversement, pour tout
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n
x non nul dans o N b, il existe u, v € q, m € 2Z, € €A° et T € A tels que
X=u+ gbn =v+ TNc+ mc, Puisque x 740, tous les termes sont addibles & x

(I, § 1) donc entre eux, On obtient bx = bv + T bc + m bc, donc b x € q et aussi

£ T2 (g bn) b= (x -u) b € q Par quasi-régularité de b, E est agglutiné
par b” et on pose d = £ b° €A, De d bt o 13 1 e qet deq: {bSH} = q: {b°}

ondéduitgbn=dbseqet enfin x € q. On aurait q = a N b et q serait
réductible,

Définition 2, Lorsqu'un idéal @ d'un annéfde A peut s'écrire
n
ea= N L ol n>1et ol les 9 sont des idéaux primaires, on dit que @
i=1
posséde une représentation ou décomposition primaire., Cette décomposition est

dite réduite si aucun q; ne contient 1l'intersection des autres, et si les q;
ont des idéaux premiers associés distincts., On peut toujours réduire une
décomposition donnée (utiliser III, § 3, th. 6).

Les lemmes 1 et 2 montrent ceci :

Théoréme 1, Dans un annéfde fort vérifiant la c.c.c., tout idéal

admet une décofmposition primaire réduite.

Remarque 1. BEn particulier, cette décomposition primaire existe
dans un anneau vérifiant la c.c.c.. Elle existe aussi dans un annéfde A dont
1'anneau A vérifie la c.c.c. : en effet, soit g un idéal de A, et g 1'idéal de Iy
agglutiné de @. Nous savons qu'une décomposition primaire se contracte (III, § 3,
théoréme 8 2t remarque 3). D'une décomposition réduite de @ dans A, on déduit
par intersection avec A, une décomposition primaire de @, pas forcément réduite.

Théoréme 2, Dans un annéfde A dont 1'anneau A vérifie la c.c.c.,
tout idéal admet une décomposition primaire réduite.

La décomposition primaire existe donc dans les annéfdes qui sont
noethériens forts, ou dont l'anneau est noethérien.

Théoréme 3. Dans un annéfde, soit g un idéal admettant une
représentation primaire réduite q = Q q;. Pour que @ soit son propre radical,

il faut et il suffit que q; soit premier pour tout i.

Pour la démonstration, voir [6] p. 210,

Remarque 2, Si un idéal premier p contient une intersection finie
N q; d'idéaux, il contient 1'un des q;. Cela résulte de (III, § 3, th. 1). Si,
i

de plus, les 9 sont primaires, p contient le radical de 1l'un des q;.
Remarque 3. Si un idéal premier est une intersection finie
d'idéaux premiers, il est égal A 1'un d'eux.
Cette décomposition primaire réduite d'un idéal o n'est pas
forcément réduite {[6], p. 210). Mais pour les idéaux premiers associés aux
idéaux primaires de la décomposition, on a les théorémes d'unicité suivants.
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Théoréme 4. Dans un annéfde A, soit un idéal a admettant une

représentation primaire réduite a = N a et notons Pi = \/qi. Pour qu'un idéal
i

premier p soit 1'un des pi , 11 faut et il suffit qu'il existe ¢ €A, c Q’o,
tel que a : (c) soit primaire pour p. Les idéaux premiers P sont donc
uniquement déterminés par a. Ils sont appelés idéaux premiers de a, ou

associés a aq.

La démonstration est classique (voir [6] p. 211).

Dans la famille des idéaux premiers de a, tout élément minimal est
dit idéal premier isolé de o ; un idéal premier de a non isolé est dit immergé.
Dans une décomposition réduite de a, un idéal primaire (ou composante primaire)
de o est dit isolé (resp. immergé) si son idéal premier 1'est.

Théoréme 5. Dans un annétde A, soit o un idéal admettant une

représentation réduite a = N 9 et posons pi =\ q;. Un idéal premier p contient
i
a si et seulement s'il contient 1'un des p;- Les idéaux premiers isolés de a

sont les éléments minimaux de la famille des idéaux premiers contenant a.

Ceci résulte de la remarque 2,
Théoréme 6. Dans un annéfde A, soit a un idéal admettant une
représentation réduite a = N 9 et posons pi =V ;e L'ensemble q{ des éléments

x de A tels que a : (x) ¢fpi est un idéal contenu dans q;- Si 9 est composante

isolée de a, il est égal & q!. Les composantes primaires isolées de A sont
't

donc uniquement déterminées par a.

La démonstration est similaire A celle de [6], p. 212,
Remarque 4. Si 9 est une composante primaire isolée d'un idéal a,

et si q contient a et est un idéal p,-primaire, q cantient q; (voir [6] p. 212).

Théoréme 7. Soit A un annétde noethérien fort (resp. dont 1'anneau
A est noethérien) dont tout idéal premier propre est maximal. Alors, tout idéal
o de A admet une unique décomposition primaire réduite. a est, de maniére
unique, un produit fini d'idéaux primaires dont les idéaux premiers sont
distincts.

Dans un tel annéfde, il n'y a pas de composante immergée. En effet,
lorsque (0) est premier, il ne peut 2tre idéal associé que de lui-méme. La
premiére assertion vient des théorémes 1 et 2., La derniére utilise.(III, § 2b)
et se montre comme dans [6] p. 213.

Remarque 5. (Annéfde quotient) Soient g et b deux idéaux d'un
annéfde A, avec a Db. Pour g, 2tre premier (resp. primaire) s'exprime par une
propriété de A/a (111, § 3). Donc, pour que a soit premier (resp. primaire) il
faut et il suffit que q/b le soit (III, § 1, théoréme 4 bis d'isomorphisme),
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Comme \fg/b = \Gi/b (111, § 22, (8)), a une décomposition réduite ¢ = N g, de @
i
correspond la décomposition réduite Q/b = r\<ﬁi/ ) de 9/b , et inversement ; et
i b

pi/ est 1'idéal premier associé a qi/ . De plus, les composantes isolées
b

(resp. immergées) se correspondent, car leur définition s'appuie sur des
inclusions entre les idéaux premiers associés,

Théoréme 8., Dans un annéfde A, soit @ un idéal admettant ume
décomposition primaire réduite g = Q q;. Alors, \/E est 1'intersection des
idéaux premiers isolés de q. *

L'intersection étant finie, on a \’Q q = Q \/;;_= n p; » et on

enléve les idéaux premiers immergés, * + *

Corollaire. Soit A un annétde noethérien fort (resp., dont A est
noethérien), L'ensemble N des é&léments nilpotents est 1l'intersection des idéaux
premiers isolés de (0) (clest-a-dire des idéaux premiers minimaux de A).

C'est clair, car N = \/(65. Notons que @ est premier si et
seulement s'il posséde une seule composante isolée,

Théoréme 9, Soit A un anné?de noethérien fort (resp. dont A est
noethérien). Soient g et b deux idéaux, a #A. Alors, a = a : b si et

seulement si b n'est contenu dans aucun idéal premier de aq.

La démonstration est classique (voir [6] p. 214). On a les
conséquences suivantes 3

Corollaire 1. Soit A un annéfde noethérien fort (resp. dont A est
noethérien). Pour qu'un idéal b soit contenu dans 1'un des idéaux premiers

associés & un idéal @, il faut et il suffit que a #a : b,

Corollaire 2, Soit A un annéfde noethérien fort (resp. dont A est
noethérien), Pour que x € A appartienne & 1'un des idéaux premiers associés
4 un idéal @, il faut et il suffit qu'il existe y Q’a tel que xy € a.

On applique le corollaire 1 & b = (x).

Corollaire 3., Dans un annéfde A noethérien fort (resp. dont A est
noethérien), 1'ensemble D de zéro et des diviseurs de zéro est la réunion des
idéaux premiers de (0).

On applique le corollaire 2 A 1'idéal a = (0).

Corollaire 4 : Soient A un annéfde dont 1'anneau A est noethérien,
et P 1'ensemble formé de zéro et des diviseurs et pseudo-diviseurs de zéro
de A. P est 1'intersection avec A de la réunion des idéaux premiers de A
associés a 1'idéal (0) de A.

Cela résulte du corollaire 3.

Remarque 5. Toutes les définitions et propriétés ne faisant pas

intervenir 1l'hypothése que A est fort et vérifie la c.c.c., sont vraies dans
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les anels (y compris celles ol A vérifie la c.c.c.).

Définition 3. Pour un annéfde A, on appelle zéroide de A et on note D
1l'ensemble formé de zéro et des diviseurs de zéro. On appelle pseudo-zéroide
de A, et on note P la réunion de D et de 1'ensemble des pseudo-diviseurs
de zéro,

D et P sont stables par multiplication par les éléments de A, mais
en général ne sont pas des idéaux.

Définition 4. Soit A un annéfde de graduation A, On appelle idéal

zérofde ou noyau zérofde de A et on note Z le noyau A-large Z = DL de D, On

appelle idéal pseudo-zérofde ou noyau pseudo-zéroide de A et on note W le

noyau A-large W = PL de P.
Lemme 3. Soient A un annéfde de graduation A, D et P respectivement
son zérofde et son pseudo-zérofde, Pour tout x € P, x Q/D, tel que w(x) associe

dans A, l'enveloppe large de x est contenue dans P. Si A est associative,

1'enveloppe large de P..D est contenue dans Pﬂ

Si x est dans P..D, il existe o = E: a; € K..A, tel que n =2
i=1
(1es a; étant deux a deux non addibles, les x a; étant tous non nuls et deux a

deux addibles), et tel que x @ = O. Pour tout multiple A w de w = w(x), et

pour tout élément v de Ax(” , l'associativité par @ montre que, pour tout

vay £0, on 2t u(v a) = o(v)ala) = (1 we(a) = Aw o(2;)] = A alx a,)-
De m&me, pour tout v € Aw et pour tout v ai';éo, on a :
(v ai) = w(v)w(a9=<u(x)w(ai) = w(x ai). Dans les deux cas, v agglutine a et
on pose b=v a €A, On a alors b x = (v @)x = v(a x) = v O = 0, Comme x ne
divise pas zéro, b = v & est nul, et v appartient & P, Donc 1l'idéal large
engendré par {x} est contenu dans P,

Lemme 4. Soit A un annéfde sans diviseur de zéro. Munissons-le
d'une graduation associative, L'idéal pseudo-zérofde W est égal au
pseudo-zérofde P.

Par exemple, prenons la graduation propre., Le lemme 3 montre que P
est un idéal large.

§ 2 - INTERSECTION DES PUISSANCES D'UN IDEAL.

Lemme 1. Soient A un annéide noethérien fort (resp. unitaire et dont
1'anneau A est noethérien), et a et m deux idéaux de A, Alors il existe un
entier s et un idéal o' tels quem a = o Nao' et o' Dm .

Soit {q{} (resp. [qg}) 1'ensemble des composantes primaires de m @

dont 1'idéal premier associé contient m (resp. ne contient pas m)., Posons



126 CHAPITRE V

Q' = n q; et " =Ngq"s.Onamas= o' Na", et il existe s tel que m c a'.
i .

Pour tout j, soit m €m, m; §/\/_qTJ‘_, pour tout x € g, on a m; x €EmacC q:]! '
d'od x Eq'j' et ¢ C g". On a finalement :ma=ma Na=20a" Na" Na=a' Na.
Lemme 2. Soient a et m deux i1déaux d'un annéfde unitaire A.
Si a=ma, et si g est non nul et de type fini, pour tout x € a* = g..{0},
on ax €xm.
Prenons un systéme fini {x1 = X, x2,....,xn] de générateurs de qa.
La relation @ = m & permet d'exprimer chaque X, par une combinaison linéaire
sur m des XqreeosX d'oli les n équations :
- u.],; X, Teene— (“‘i - 1)xi ~eoeea— p,; X Zeeees =0
ol les u;.' € m. Calculant dans K, on montre que le déterminant des coefficients,
soit 1-u avec p €m, est tel que (1—~:J.)x1 = (1-4)x = 0. Regroupons, dans le
développement de (1—p,)x, les termes addibles dans A ; on obtient
(1-a)x + B1x toesoet Bsx = 0, ol x agglutine dans A chacune des sommes formelles
01,31,....,85 € m. Comme A est somme directe des groupes d'addibilité de A, on

a donc (1—a)x =0, oha=/ a € —rﬂ, et ol x et les ax sont addibles,

k
Théoréme 1, (de Krull) Soient A un annétde unitaire, et m un idéal

propre de A. Supposons que A soit noethérien fort (resp. que A soit noethérien).

o
Pour que N = (0), i1 faut et il suffit que pour tout x #£0, on ait x ¢ x m.
n=1

Soit x #0 tel que x € x m, Il existe ¢ = Zai (1es a; € m) tel que
i
les a; soient non addibles deux a deux, les a;x et x soient addibles deux a

deux, et que x = o x = /, ai X. En remplagant chaque fois x par la valeur
i
précédente, on en déduit :

x =Zai(2a‘j x) =2ai Zaj (Z 2 X)|  Secencsnssnse,
3 - Yk

i i J

®©
. I

et il en résulte x €m" pour tout n. Par suite, on a (I m 74 (0).

© n=1

Posons J= N m'. Lorsque 3 # (0), le lemme 1 montre qu'il existe
n=1
s .

un entier s et un idéal ' tels que m J= J N J' avec J' D m™. On en déduit

mJ DSﬂms= J, donc Y= m J. Pour tout x non nul dans JCm, le lemme 2
montre que x € x M.

Remarques sur le théoréme de Krull, et corollaires, en supposant

que A est un annéfde unitaire, noethérien fort (resp. dont 1'anneau A est
noethérien), de graduation fixée A. On notera D le zérofde (formé de O et des

diviseurs de 0 ; il est la réunion des idéaux premiers de (0) dans A), P le

pseudo-zérotde (formé de D et des pseudo-divisecurs de 0), Z et W respecti-
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vement les idéaux zérofde et pseudo-zérofde (noyaux larges de D et P), m un
éal propre de A, m son noyau large et enfin J 1'idéal J = ?ﬂ o', Oon
n=1
suppose que w(1) est unité de A.
(O) - Cette remarque simple peut parfois alléger les conditions suffisantes
des remarques qui suivent, Pour tout entier s > 1, on a w(m’) < w(m)°. On en
déduit les deux majorations :
@ @
of N a) e N owm® coms.
n=1 n=1
Dans les remarques (3',4',5,5',7), la famille V des éléments v

pourra donc &tre réduite, ou aux w € w(m)® pour un s f£ixé, ou aux w € N w(m)™.
De plus, dans les remarques (2",5',10), l'intersection 3§ pourra parfois &tre
serrée de plus prés par ses grades.
Enfin, la condition m NZ = (0) de la remarque (4') est vérifiée
lorsque (s fixé > 1) : w(2) N w(m)® est formé de grades nuls.
(1) [si (0) est le seul idéal contenu dans m NP, il en résulte J = (0).
En effet, si cette intersection J € (0), tout x € §, x %0, est
diviseur ou pseudo-diviseur de 0.
(1, Si m n'a pas de pseudo-diviseur propre de zéro, pour que J = (0), il faut
fet i1 suffit que 1 - mn'ait pas de diviseur de zéro.
C'est une conséquence immédiate du théoréme,
(2) - Un &1ément x € A sera dit 1-régulier si x 0 et si pour tout a €A,
0 % xa #x implique a # 1. Un élément € € A sera dit i-régulier si £ #O et si,
pour tout a € A, la relation & a = € implique o = w(1). Un élément qui n'est pas
1-régulier est dit 1-irrégulier. Si § est 1-régulier, les éléments non nuls de
Ag sont 1-réguliers, Notons I" 1'ensemble des § € A qui sont 1-irréguliers, et
notons G = Al" la réunion des groupes d'addibilité associés. Tous les é&léments
1-irréguliers de A sont contenus dans G. Lorsque A est associative, I est un
A-idéal, et G un idéal large. En effet, soit £ € I, € %0 ; il existe a non nul
différent de w(1) tel que € o = €, et pour tout A € 4, on a A €= A(§ a) = (A§)a,
d'od A E €T,
Lorsque 1 - m est sans diviseur de zéro :
a) x 1-régulier implique x ¢ J
b) € 1-régulier implique '3§ =3nN Ag = (0)
c) onaJcGNm
En effet, si x € § est 1-régulier (donc x #0), il existe o €m
tel que x(1-q) = O, Puisque x est 1-régulier, 1-o est élément de A, donc
1= € 1-m divise O, une contradiction.
De (2) et du théoréme de Krull, il résulte :
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\

* -
(2') |si les éléments de m = m..{0} sont 1-réguliers, pour que § = (0) il faut
et il suffit que 1 - mn'ait pas de diviseur de zéro (c'est-a-dire que

m+ p; # A pour tout idéal premier p; de (0) dans a).

I1 résulte de (2) :
(2") [Ssoit X un idéal de A, Si les éléments de m..K sont 1-réguliers (par
lexemple si ceux de w(m..K) le sont), et si 1 - mn'a pas de diviseur de
'zéro, on a JCm NK.

* * . .
(3) |Pour un élément w € w(m*) (avec m = m..{0}), supposons qu'il existe
v €A¥ =2 ..{0} ne divisant pas zéro. Si v. - v.m et D sont disjoints,
w w w w m

on a 3(.0 = (0).

Sinon, il existe x non nul dans Aw et o= Zai €m tels que
i
x(1-a) = 0 (avec x a; #%O pour tout i). Mais v = v, 2gglutine 1 - & ; posons
b = v(1-a). Puisque b x = v(1-a)x = v 0 = 0, b est nul ou divise zéro, une
contradiction.
*
(3') !Supposons que, pour tout w € w(m ), il existe un non diviseur de zéro

iv € A* , et notons V une famille {v } de tels éléments (dite
® w w * c1te
® € w(m )

famille d'agglutinateurs associée & m). Pour que J = (0), il faut et il

suffit que pour tout v € V, v-vm soit disjoint de D (c'est-a-dire que

vEvm+ p; » Pour tout idéal premier p, de (0)).

I1 reste a4 montrer que la condition est nécessaire. S'il existe
v € V tel que v-v m rencontre D, il existe a € m tel que 1-a € A et que
b=v(1-a) €ED. Oub=0et on av €vm Oub divise zéro, soit bd =0 et on a:
v d #0 et vd € vdm, Dans les deux cas, J contient un élément non nul.

Lorsque de plus u)(m) est fini, V aussi, et on peut se borner a
vérifier la condition (u-u m)ND = @ pour le produit u des v, » Car u ne divise
pas zéro et agglutine de m&me toute somme formelle 1-o considérée plus haut.
I1 en est de m&me si les Vo ont un multiple commun non nul et non diviseur de zéro.
(4) [Soit w un élément fixé de w(m*). Supposons que w associe dans A , et qu'il

‘existe un multiple € = Aw de w et un non-diviseur de zéro Vo €A tels

! - D ient disjoints. A = H
que v —v m et D soient disjoints. Alors on a J (0)

Sinon, de meme qu'au (3), notons x non nul dans J, et o € m tels que
x(1-a) (avec x a; #0 pour tout i). Pour tout multiple € = A w de w et tout
non-diviseur de zéro vw € A_ , 1l'associativité par w montre que :
£ w(ai) = (o) w(ai) = A [w w(ai)] = A w(x ai) = A w, donc que £ agglutine I1-a.
Alors, v agglutine 1-a, et b = vm(1—c«) est nul ou divise zéro, une contradiction.

Un tel élément Vo est dit agglutinateur (a)-associé a w.
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(a") Plus généralement, si les éléments de w(m) associent dans A , et si pour
*
'tout w € w(m ), il existe wn multiple A ® et un non-diviseur de zéro

v, € A,, » notons V une famille de tels agglutinateurs, (a)-associée a m.

\Pour que J = (0), il faut et il suffit que, pour tout v € V, v-v m et D
lsoient disjoints. (Donc que v ﬁ vm+ pi , pour tout idéal premier

’pi de (0)).

Cela résulte de (4) et de la démonstration de (3'). Le choix de

I3 s s *
la famille V est ici plus large qu'en (3'). De plus, si les éléments de w(m )

ont un multiple commun £, et s'il existe un non-diviseur de zéro v € A_ , on

prendra V = {v}. s
Lorsque A est associatif, la définition de 1'idéal zérofde Z de A

montre que l'existence de V équivaut 3 la conditionm N 2 = (0), donc :

(5) [si A est associative, et si m N Z =(0), soit V une famille d'agglutinateurs

(a)-associée & m. Pour que J = (0), il faut et il suffit que, pour tout

v €V et pour tout idéal premier p, de (0), on ait v v m+ P

(5") }soit X un idéal de A. On suppose que A est associative, et que (m..K) N Z =g,

Soit V = {vw} une famille d'agglutinateurs, (a)-associée & m..K.
s w € w(m.K)
Si pour tout v € V et pour tout idéal premier pi de (0) on a v ¢v m + pi .

il en résulte J<Tm N K.
Cela résulte de (4).
(6) |Lorsque A est associative, on a : J< (D UW) Nm NG,

Cela résulte de (2), et de ce que, si un pseudo-diviseur propre de

zéro est dans J, son enveloppe large est contenue dans J. En effet, soit

x € J.D. Il existe a = La, € m (les a; étant deux A deux non addibles, les x a,
i

étant tous non nuls et addibles a x) tels que 1-a KA et x(1-a) = 0, Tout

multiple A w de w = w(x) agglutine 1-a, puisque A est associative :

(A w)w(ai) = Mw w(ai)] = A o(x ai) = A @ Il en résulte que tout c non nul

appartenant a A agglutine aussi 1-a ; on en déduit b = c(1-a) € A et b x = O.

Comme x %0 ne gi(wlr)ise pas zéro, b est nul. Alors, ¢ = ¢ a montre que c est dans J.
Donc 1'enveloppe large de {x} est contenue dans J.
Un annétde unitaire est dit quasi-domaine s'il n'a pas de ;'liviseur
de zéro ; alors sa graduation peut &tre choisie associative. I1 est dit domaine
si, de plus, il n'a pas de pseudo-diviseur de zéro (II, § 1). On en déduit de (5):
(7) [Soient A un quasi-domaine, A une graduation associative de A, et V une
famille (a)-associée & m. Pour que J = (0), il faut et il suffit que pour
tout v €V, on ait v ¢v m.
Dans ce cas, D = (0) et V existe., D'autre part, la démonstration de
9



130 CHAPITRE V

(5) montre que, dans un quasi-domaine, J est large. On en déduit s
(7*) lSoient A un quasi-domaine, et A une graduation associative de A. Alors, J

fest un idéal large contenu dans W N m N G.

(8) lsi A est un domaine, on a J = (0).
Cela résulte de (1),
(9) |si A est associative et si m est un idéal maximal, tout élément de E&.ni

lest un diviseur de zéro. Si, en particulier, 1-m n'a pas de diviseur de O,

lon a J C m .

Pour tout x € J..m il existe o = z:ai €m tel que x(1-a) = 0
(avec 1les a, deux & deux non addibles, et les xlai tous non nuls et addibles a x).
Puisque x Q'mL il existe un multiple A ® de w = w(x) et il existe un élément c
de Ah ® tel que ¢ ﬁ?m. Comme A est unitaire, A associative et m maximal, A/h est
un corpotde ; donc c posséde un inverse modulo m : il existe a € m et c' 6/ m
tels que c'c = 1 + a. Le grade de c'c est donc 1'unité w(1) de A, et A associatif
implique

w(1) = w(e'e) = w(c)w(c) = w(c') (A w) = [w(c')A] w= 2" w

en posant A' = w(c')A. L'associativité de A montre enfin, pour tout i, que
w(ai) = o(1) woa;) = (h'w)w(ai) = Mo wo(a;)] = A w(x ai) = A w= o1).
Par suite, 1- est un élément de A et X divise zéro.

(10) - L'annétde unitaire A noethérien fort (resp. dont A est noethérien)
sera dit local si et seulement si il posséde un seul idéal maximal m, c'est-a-dire
si 1'ensemble des éléments de A qui sont ni inversibles, ni pseudo-inversibles
est un idéal m. L'hypothése locale sert peu pour appliquer la remarque (4),
sauf si une famille V est formée d'inversibles et pseudo-inversibles, car on
peut la remplacer par {1} ; alors § = (0) car 1-m est sans diviseur de zéro.
|Si A est local, a graduation associative, on a Jcw NaG.

Cela résulte des remarques (9) et (6), car T-m est sans diviseur
de zéro,

Exemple contraire : Soient k un corps, et s un entier > 2, Soit 1l'anneau

R = k[x,y,z]/ s des polyn®mes sur k a trois variables x, y, z liées par
la relation xsz XT)L'annéIde R des mondmes de R est noethérien fort, et son
idéal (x) = p est premier (d'ailleurs strictement). Notons A = R_ 1'annéide
local des mondmes a xmynzp, avec a € X, m € {C,400,5-1}, n et p € Z .
m= A x est 1'unique idéal maximal de A, et les éléments de A..m sont inversibles.
Enfin A est noethérien fort,
D'une part, g)mn = m, puisque X = %%,
D'autre part, 1'idéal m de A n'est pas maximal, puisque
m=1h x £m+ K(y+z) £A.
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Enfin, 1'idéal pseudo-zéroide de A est m.

(L'idéal zérolde, et mlme l'ensemble D des diviseurs de zéro, sont
réduits a (0)).

Théoréme 2. Soieat A un annéfde unitaire noethérien fort (resp. dont
1'anneau A est noethérien) et m et a deux idéaux propres de A, Notons
p1,.... ,ps les idéaux premiers de g, On suppose vérifiée 1l'une des trois
hypothéses suivantes :

(1 r) - Les éléments de m..a sont 1-réguliers et on pose V = {1},

(n) - Pour tout @ € w(m..a), il existe Vo € Aw tel que Vw ﬁ U pi et on note
i
V= {vw} une famille de tels éléments, associée a m..a.
» € w(m..q)
(a) - A est associative, et on a H Nm C a, od 1'on note H 1'idéal contenu

dans liJ pi , et tel que H o soit 1'idéal zérofde Z!' de A/a' Enfin, on note V une
famille d'agglutinateurs A ¢ U b o (a)-associée a m..a.
i
x n . . .
Alors, pour que N (a + m ) = a, 11 faut et il suffit que, pour

n=1
tout v € V et pour tout 1 = 1,...,5, on ait v ¢m+ pi.

Dans le cas (1 r), la condition s'écrit m + s #£ A pour tout

1= 1,e00,50

Posons A' = A/u , b= (m+ a)/n et pour tout a € A, notons a' = ¢(a)
sa classe modulo a@. La condition nD1 (o + mn) = a équivaﬁt EY n§1 (a + mn)/a =0),

donc a n§1 = (0). (111, § 2a, formule (11))

Dans le cas (1 r), la 1-régularité passe au quotient : tout x' € u,
x' #£0, et tout a' € A' sont classes modulo @ respectivement d'un x € me.a et
d'un a €A, Si 1'on a0 # x'a’ #x' £ 0, c'est-a-dire 0 # «o(xa) # o(x) #0,
cela implique xa #x car ¢ est un homomorphisme. Mais x étant 1-régulier, on
déduit a # 1, donc aussi a' # 1',

Dans le cas (n), 1l'existence d'un v, €A, tel que v, ¢ U p;
i

équivaut a l'existence dans 1'annéfde quotient A' d'un non diviseur de zéro
vy T ) €y -

Notons D' le zérofde et Z' 1'idéal zérolde de 1l'annéide A' = A A
Nous savons que D' est la réunion des idéaux pi/u' Dans le cas (a), la
condition H Nm C g implique, pour tout w € w(M..a), l'existence d'un multiple
A w et d'un agglutinateur (voir remarques (4) a (5')) vy €Ay, tel que
Vo ¢ i} p;+ Cette condition équivaut & 2' Ny = (0), c'est-a-dire implique,

pour tout w € w(u*), l'existence d'un agglutinateur v(:) €A, . La caracté-

Aw
risation de 1'idéal H est moins simple que celle d'un idéal zérofde. On a :

e CHCU pi. L'idéal H est large sur tout grade ol il excéde a ; il est le
i
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plus grand idéal vérifiant en outre la condition : pour tout & € A od H excéde
2, pour tout multiple A8 de &, 1'id2al H est large sur A8, On peut dire que H
est large dans son excés sur g (on sait que H n'est pas forcément large ;
voir III, § 5).

Notons enfin, puisque pi contient @, que v Q’vm + pi équivaut a
o(v) = v' ¢v'u + (pi o). Les résultats s'obtiennent alors respectivement par
les remarques (2'), (39, (4').

Cas particuliers - (1) Si a est strictement premier, pour tout
idéal proprem, on a N (a + m') = a. En effet, on applique (8) au domaine 5/ .

(2) si @ egt premier, (n) est trivialement vérifiée, De plus, biez
que (a) ne soit pas forcément vérifiée (associativité de A), A 5 €St un quasi-
domaine et posséde une graduation associative A!, Alors, grace a la remarque (7),

il existe dans A/0 une famille d'agglutinateurs (a)-associée a u, et on peut

en déduire dans A une famille V d'agglutinateurs (a)-associée a m..a. Ceci

étant, la condition v Q’vm + a est nécessaire et suffisante pour gque

N(a+m)=a
n

(3) si A est local, si A est associative, et si 1'idéal maximal

. . . n
m est étroit, pour tout idéal propre a, on a N (a + m ) = Q.
n

m étant étroit, il existe une famille V d'agglutinateurs
(a)-associée & m, formée d'inversibles et de pseudo-inversibles, donc
remplagable par {1]. Pour tout idéal propre a de A, et pour tout idéal premier
pi de a, Pi Cm implique 1 &m + pi , d'oll 1le résultat.

Théoréme 3. Soit A un annéfde unitaire noethérien fort (resp. dont
A est noethérien), et soient m, K et a trois idéaux propres de A. Notons
pi , 1 ; 1, 2,...,slles idéaux premiers de a. On fait 1l'une des trois
hypothéses suivantes @

(1 r) Les éléments de m..K sont 1-réguliers. On pose V = {nl.
(n) X est faiblement large, Pour tout w € wlme. (X + 0)], il existe Voo € Aw

tel que v Q’U pi. On note V une famille de tels éléments, associée a m.. (K+a).
w "
i

(a) A est associatif et K est faiblement large, Z' = 9/0 étant 1'idéal zéroide
de A g o2 HNmCa+ K, et on note V une famille d'éléments Ve 74 g pi '
(a)-associée a m..(a + K).

Alors, si pour tout v € V, et pour tout i = 1,.0.s,3, On 2

v & vm + bi , cela implique

Ra+m) ca+ (K Nm.
n=1
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Si K est faiblement large, on a ¢ + K = a U K. Pour la démonstration,
on passe au quotient A/a auquel on applique les remarques (2"), (3) et (5')
respectivement. Noter que la condition suffisante, dans le cas (1 r) est que
m+ P, #A pour tout i.
Corollaire 1. Avec les hypothéses du théoréme 3, on a

T
nZI1(a +m) CJ.Q1 9 + (x Nm) ou les q; sont les composantes primaires de @

dont le radical pj vérifie la condition v ¢ vm + pj pour tout v € V.

En effet, acC N qj et on applique & ce dernier idéal le théoréme,

Corollaire 2, Soit A un annéfde unitaire noethérien fort (resp.

dont A est noethérien). Si A est local d'idéal maximal m, pour tout idéal

ade A, oma N (a+mn)c:a+mL.
n=1

En effet, les éléments de m..mL sont 1-réguliers, par définition du
noyau large mL de m et parce que A est local. Tout idéal premier , étant
contenu dans m, ne peut lui @tre comaximal ; et le corollaire 1 montre le
résultat,

Soient un annéfde unitaire A noethérien fort (resp. dont 1l'anneau
R est noethérien), et m un idéal de A. Lorsqu'on prend pour voisinages
fondamentaux de x € A la famille Un(x) des classes de x modulo m~ (attention :
Un(x) = x +m seulement si x = 0 ou x ¢n), on vérifie aisément que cela

définit une topologie sur A, qui fait de A un annéfde topologique (13 inter-

viennent les lois quotient dans A/mn). Lorsque N m" = (0), A est un espace
n=1
topologique séparé ; alors, la condition N (& + mn) = @ du théoréme 2
n
signifie que 1'idéal a est fermé pour cette topologie ; si {ai] est une
i€l
famille d'idéaux, fermés dans la topologie relative a m, il est clair que leur’
intersection aussi est un idéal fermé., Noter que tout idéal strictement
premier g de A est fermé dans cette topologie (cas particulier (1) du théoréme2).
Noter aussi que, dans les conditions du corollaire 2, si m est étroit,
c'est-a-dire si m = (0), tout idéal de A est fermé dans cette topologie
(cas particulier (3) du théoréme 2).
Théoréme 4. Soient un annéfde unitaire A noethérien fori (resp. dont
A gst noethérien), et m un idéal de A, Supposons que les éléments de

m* = m,.. [O} soient 1-réguliers. Pour tout idéal propre a de A, on a
?1 (a+ mn) =N qj , o les qj sont les composantes primaires de @ dont le
n=1 j

radical pj vérifie la condition m + pJ. #£ A,



134 CHAPITRE V

Soit b =N 4y Par le théoréme 2 (1 r), chaque q; est fermé, donc

. ) . n
aussi leur intersection b= N (b + m ). Soient al (i €1I) les autres composantes
n

primaires de q. Comme, pour tout i, on a m + p].'_ = A, m est comaximal (voir III,
§ 2b) avec chaque p; » donc avec chaque qf , donc avec leur intersection

b'= ﬂq;.. Enfin, pour tout n > 1, b' et m’ sont comaximaux. On a donc
i
n
b=Ab= (b +m) b=b'b+mnbca+mn.0nendéduit:b+mn=a+mn,

d'on enfin N (a + m') = b,
n

§ 3 - ANNEIDES DE FRACTIONS.
Un intégrofde R est un annéfde commutatif ol tout élément non nul

est simplifiable (II, § 1) ; R n'a pas de diviseur de O, mais peut avoir des
pseudo-diviseurs de O.
Lemme 1. Soient R un intégrofde et M une partie multiplicative de M
(avec 0 £ M). Le quasi-morphisme h : R = Ry est injectif, et R est un
intégrofde,
En effet, pour tous a, b € R, la relation h(a) = h(b) équivaut a
1'existence de m € M tel que ma = mb ; on obtient a = b en simplifiant.
Ceci nous permet d'identifier R & la partie h(R) de Ry Mais h(R)
n'est pas forcément stable pour ltaddition, car 1'addibilité des éléments de
h(R) est en général plus large que celle des éléments correspondants de R

(ce "plongement" est similaire & l'inclusion d'un annéide dans un annéide

agglutiné).
Soient ——, = et -~ € R, vérifiant les conditions —— £ 0 et
s’ t u Ry u
ca cb

TN I1 existem €M tel quemu tc a=mus c b, En simplifiant par c,
on obtient (m u)t a = (m u)s b, dlod —E— = —:—:— Donc Ry, est un intégrofde.

En particulier, si R est un intégrofde et si R* = R..{0}, ce lemme
permet de plonger, au sens précédent, tout annéide RM de fractions dans
l'annéfde A = RR*' En effet, soit h le quasi-morphisme : R = RM’ Puisque RM est
un intégrofde, il se plonge dans (RM)
(111, § 4b, remarque 3).

Théoréme 1, Supposons que l'annéfde unitaire R soit un intégrofde.

h(R*)' Or, ce dernier est isomorphe a A

Soit E 1'ensemble de ses idéaux maximaux, Pour tout idéal b de R, on a :

b= N bRy, On a en particulier R = N Rm'
mEE meEE

R désigne 1'annéfde de fractions relatif & m (111, § 4c, exemple (1)).
On note b Rm 1'extension de b par R = Rrr , et on considére chaque annéfde Rm

comme plongé, au sens précédent, dans A = RR*'
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R
Lemme 2. R vérifiant les conditions du théoréme, soit - = T we

fraction non nulle de KR* = A, telle que s et t soient addibles & A, Alors,

a+b

a et b sont addibles etsis+t740 onai-_-——.
’ ’ s s+t

R étant un intégrotde, —:— = -2—- #0 équivaut A ta = sb %0. De
s £ 1 #t, on déduit b Zsb et ta #a., Par transitivité, il en résulte a #b.
La seconde assertion est alors triviale.
Ltinclusion bc Nb RM est évidente, Considérons un élément x non

m b
nul du second membre. Pour tout m € E, la fraction x peut s'écrire

avec
m

bm €Db et Sm ¢ m (III, § 4c, lemme 6). L'idéal J engendré par les Sm n'est

contenu dans aucun idéal maximzl, Donc § est égal a A (III, § 3, remarque 1),

et 1 est combinaison linéaire des Sme On a donc :
Lol
1= L a Sm ot F est une partie finie de E, o les I(m)
meF Ti€I(m) | i
sont finis, ol les an € R et ol tous les an Sm sont non nuls et addibles a 1

(on suppose que toute somme partielle extraite est non nulle). Dans A, pour tout

b a- b
. . m m m

m €F et tout i € I(m), on obtient x = s =T « Le lemme montre que
m an Sm

les a;‘ bn sont deux a deux addibles, et que 1'on obtient
i

i
DZI 2n P z i
X = = a bm. Donc x est dans b.
. m,i
at s
mi

Dans la suite, on considérera un annéfde R de graduation donnée A,
une partie multiplicative M (avec 0 & M) , l'annéfde de fractions RM et le
quasi-morphisme h : R = RM. Pour toute partie non vide X de R, on notera )&4
(ou X_ si U est le complément d'un idéal premier p) 1l'ensemble :

XM = {—;—- ; X €X, m€ M} . Lorsque X est un idéal, on voit (III, § 4b,

lemme 6) que XM = Xe. On notera D et D' les zérofdes, P et P' les pseudo-
zérofdes, Z et Z' les idéaux zéroides, W et W' les idéaux pseudo-zérofdes de R
et de RM respectivement,

Lemme 3. Avec les notations précédentes, pour tout élément % non

. X - . .
nul de R, , si —— est diviseur (resp. pseudo-diviseur) de zéro, il en est de .

méme de x dans R, et x n'est pas dans M.
La derniére assertion est triviale. Si —)S(- € D' est non nul (donc
x ¢Xer h), il existe —%— € D', non nul (donc b ¢Ker h), tel que )sdé = 0,

Il existe m € M tel que x(mb) = m x b = 0. Alors b ¢Ker h implique mb %0, et

x divise zéro.
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. X - . . .
Soit = non nul un pseudo-diviseur de zéro. Il existe n fractions
(avec n > 2), que 1'on peut supposer avoir le m@me dénominateur :

a a
1 n s ps - . .
T ccerrer X et vérifiant les conditions suivantes : ces fractions sont

. X a,
nulles et deux & deux non addibles, les i sont tous non nuls et deux a

n st
z X a,
deux addibles, et 1'03 a Ly > = 0. Rendons les numérateurs addibles
z mxa, o
(111, § 4a, lemme 1) ——2_ = 0. Il existe u € ¥ tel que
i=1 m st

u Zm xa = ZX(m u ai) = 0. Les conditions ci-dessus montrent que m u a, #0

i i
pour tout i, que deux produits m u a; ne sont pas addibles, que les x(m u ai)
sont tous non nuls et deux a deux addibles. Donc x est un pseudo-diviseur de zéro,
Lemme 4. On a les relations :

(1) ptc (D..M)M et P'C (PNM)M .
(2) }'11(pv) CD..M et H’(P') C PuoM.

(3) et, si-w(M) associe dans A, 2! C [(D.’.M)L]e = [(Z..M)L]e

et W' C [(P..M)L]e = [(w..M)L]e.

(1) résulte aussit8t du lemme 3.

Pour x € R et s,m € M, les éléments -)ss- et sont ensemble nuls,

ou diviseurs de zéro, ou pseudo-diviseurs de zéro. Comme h(x) = ssx , on a
en particulier 31(D') = {x €RrR; —}é- € D'}, et la relation similaire pour P!,
Le lemme 3 montre (2).

On a d'abord W' = ﬁ’(w') c ﬁ1(P') C P,.M, On sait (III, § 5b,
lemme 5) que W'C est la somme (et la réunion) de Ker h et d'un idéal large E.
Comme E est contenu dans le noyau large (P..M)L , on en déduit :

W= W< (kerh + E)* = E® C [(P..M)L]e. Remarquons que (1) implique

Al [(P..M)M]L. Tout est similaire pour Z', Enfin, les égalités dans (3) sont
évidentes.

Lemme 5. Soient R un annéfde noethérien et M une partie multiplicative,
avec 0 ¢ M. L'annéfde Ry est noethérien,

Cela résulte de (III, § 4b, th. 3d) et de la c.c.c., dans R. Les
lemmes 3 et 4 de (III, § 4a) montrent alors ceci :

Corollaire. Soient R un annéfde unitaire, et M une partie
multiplicative, avec 0 ¢ M. Si R est noethérien fort, RM 1'est aussi. Si R est
noethérien, W 1l'est aussi.
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Théoréme 2. Soient R un annéfde, et M une partie multiplicative

(0 €M). Soit a un idéal admettant une représentation primaire réduite

n
a= N q - Supposons que, pour 1 <£1i £ r on ait a9 NM =g, et que pour
i=1 r
. e , . L.
r+ 1£j<£n, qj nM %d. Alors ¢ = N qie est une représentation primaire
i=1
réduite de ue, et aC = a. est ltintersection des composantes primaires de a

d
qui ne rencontrent pas M.

La démonstration est identique & celle de [6], p. 225.
Théoréme 3. Soit un annéfde unitaire R noethérien fort (resp. dont
R est noethérien), et soit M une partie multiplicative (0 &M). Les idéaux

suivants sont égaux : (1) le noyau du quasi-morphisme R = Rye (2) 1'inter-

N' des composantes primaires de (0) dans R qui sont disjointes de M,

La démonstration est identique a celle de [6], p. 226.

Corollaire, Soit un annéfde unitaire R noethérien fort (resp. dont
R est nocthérien), de graduation A, et soit M une partie multiplicative de R
(0 €M), Supposons que w(M) associe dans A, Soient L' un idéal large de Ry s
et h le quasi-morphisme R = R_. Alors L'C est la réunion et la somme de
1'enveloppe large de 51(L'..{0}) et de ? 9 les 9 étant les composantes

primaires de (0) qui ne rencontrent pas M.

On compléte (III, § 5, lemme 5) grace au théoréme précédent,

Fractions relatives & un idéal premier. Soient R un annéfde et p

un idéal premier propre de R. Pour M = R..p, RM est dit annéfde de fractions
relatif & p et noté Rpo On considére 1'extension par h ¢ R = Rp' Rappelons
les résultats pour ce cas particulier 3

' Théoréme 4. Soit p un idéal premier d'un annéfde R. Si a est un
idéal de R, p contient g si et seulement si a° est différent de R, .
L'application @ — 0 est une bijection entre 1l'ensemble des idéaux premiers
(resp. primaires) contenus dans Py et celui des idéaux premiers (resp.
primaires) de R _. La condition —%— € pe équivaut a o € p. L'idéal pe est
1l'ensemble des éléments non invcersibles de Rp et est 1l'unique idéal maximal,
Si 1'idéal @ de R admet une décomposition primaire réduite, aec est 1'inter-
section des composantes primaires de @ qui sont contenues dans p. Si R est

unitaire et noethérien fort (rcsp. et si R est noethérien), le noyau de h est

qui sont contenues dans p.

R est noethérien) et p un idéal premier propre de R. L'intersection H des

© gc
idéaux p-primaires est égale a [ N (pe) ].
n=1

137

section N des idéaux primaires de R qui sont disjoints de M. (3) l'intersection

1'intersection des composantes primaires de (0)(resp. des idéaux primaires de R)

Théoréme 5., Soient un annéfde unitaire R noethérien fort (resp. dont
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n
Les idéaux (pe) sont pe—primaires (111, § 3, corollaire 2 du th 5)

) . n
puis, R_ étant noethérien, tout idéal p°—primaire contient 1'un des (p°)

P

(v, § 1, th. 1). Donc, l'intersection dans Rp des idéaux p°—primaires est

n

A (pe) . La contraction commute avec une intersection quelconque. Comme il y a
n=1

bijection entre 1'ensempble des idéaux p-primaires et 1l'ensemble des idéaux

pe-primaires (111, § 3, corollaire 2 du th. 4), on en déduit que l'intersection
H des idéaux p-primaires est la contraction de l'intersection des idéaux
pe—primaires.

Corollaire 1. Avec les hypothéses et les notations du théoréme 5,

)ec. En

particulier, si p est étroit, H est 1l'intersection Ker h des composantes

supposons que w(R..p) associe dans A. Alors, H est contenu dans (pL

primaires de (0) contenues dans .

n
Grace a (v, § 2, corollaire 2 du th., 3), on majore ﬂ (pe) par

(pe) (pL) (111, § 5, lemme 8), Si p est étroit, on a donc ﬂ (p Y = (0),

d'ol H = Ker h par contraction.

Appelons idéal pseudo-zérofde de p le plus grand idéal large pw
contenu dans p N P, ou, ce qui est équivalent, dans p N W, On a
Py = (p N W)L = p, NW. Notons W! 1tidéal pseudo-zéroide de Rp 3 il est contenu
dans Hﬁ.

Corollaire 2. Avec les hypothéses et les notations du . théoréme 5,
supposons A associative. Alors,H est contenu dans (pw)ec. En particulier, si
p NW est étroit, H est 1l'intersection Ker h des composantes primaires de (0)
contenues dans p.

La remarque (10) (V, § 2) entratne ﬂ (p e W', et le lemme 4
montre que W' = [(p N w) 1€ = (pw) , d'oll le r»sultat.

Corollaire 3. Avec les hypothéses et les notations du théoréme 5,
supposons A associative. Soit G 1l'idéal large 1-irrégulier (V, § 2, remarque(2)).
L'intersection des idéaux p-primaires contenant G Nl p est égale & 1'intersection
des composantes primaires de G N p contenues dans p. En particulier, si
G Np=(0), H est 1'intersection des composantes primaires de (0) contenues

dans P.

Posons b=G Np, S = f/b et m= P/b 3 ce dernier est évidemment
un idéal premier, Les éléments de l'annéfde de fractions S sont 1-réguliers :
ceux de 1'idéal maximal ﬂ =, par définition de m, et ceux hors de ne comme

. . . e . cos .
inversibles, Enfin, 1 - 1~ est sans diviseur de zéro., On a donc

e\n ) ) ., ..
n§1 (m)" = (0), et l'intersection des idéaux m-primaires de S est 1'intersection

des idéaux primaires de (0) dans S contenus dans 7 (théorémes 5 et 4). Enfin
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(111, § 4, th. 7) appliqué‘a 1'homonorphisme surjectif R - g/b = 8, achéve
la démonstration,

Théordme 6. Soit un annéfde unitaire R noethérien fort (resp. dont
R est noethérien), et dont la graduation A est associative. Soient Pyreceshy
des idéaux premiers de R dont aucun n'est idéal premier isolé de (0). Supposons
vérifiée 1'une des conditions suivantes : (1) pour tout i, 1'idéal pseudo-
zérofde de chaque p; est (0) ; (2) 1'idéal pseudo-zérofde W de R est (0)
(3) chaque p; est étroit ; (4) 1'idéal de 1-irrégularité G de R est (0).

Alors, il existe un idéal dont les idéaux premiers associés sont

exactement p1,....,pn.

Les corollaires du théoréme 5 montrent que, dans chacun des cas
(1,2,3,4) envisagés, et pour tout i = 1,...,n, l'intersection des idéaux
pi-primaires de R est l'intersection des idéaux primaires de (0) contenus dans
pi.

Procédons par récurrence sur n (pour n = 1, prendre p )« Pour n > 2,

on peut supposer que pn est maximal parmi les pi donnés, et que
n-1

b= N ql est une représentation réduite, les q1 étant p -primaires., Si b était
i=1

contenu dans tout idéal pn-prlmalre, il le serait dans leur intersection, donc

en particulier dans une composante primaire isolée q de (0), donc enfin dans
= Vq. Par suite (V, § 1, remarque 2), p contiendrait 1'un des idéaux

p1,... ,pn__.' et lui serait égal, en contradiction avec les hypothéses. Donc il

existe un idéal pn—primaire q, ne contenant pas b.
n
Posons a = b N q, = n q; . Si cette décomposition n'était pas

réduite, puisque qn¢ b, 1'un des autres idéaux primaires, q, par exemple,
n

contiendrait 1rzq1 Mais q, ne contient pas qn (51non p1:j p et p ne :eﬁalt
pas maximal dans les b distincts) ; il en résulte que q, contiendrait ﬂ ql

et la décomposition de b ne serait pas réduite, une contradiction.

Définition 1. Dans un monofde A, un A-idéal H est dit premier si et
seulement si pour tous @, B €H on a o B ¢H.

Définition 2. Un idéal J d'un annéfde R est dit quasi-prémier si et
seulement si pour tous a, b ¢ 3, la relation ab € J implique ab = O,

Lemme 6. Soient un annéfde R de graduation associative 4, et ses
idéaux zérotde Z et pseudo-zérofde W, Alors, w(Z) et w(W) sont des A-idéaux

premiers, et les idéaux Z et W sont quasi-premiers.

' Soient deux grades &, B € A..w(W). Par définition de W, il existe

des multiples A o (ou @) et p B (ou B) respectivement de a et B, et il existe
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des éléments a € R et b € Ru tels que a, b ¢ P. On voit aisément que R..P

est une partie sta;\laé du monoideB R. Cela entrafne ab &P ; comme

w(ab) = w(a)w(b) = (A &)(u B) = (A u) (« B), on obtient @ B ¢ w(W). Par suite,
(W) est premier. Si ¢ W, d W et si cd £0, on a w(cd) = w(c) w(d). Puisque
w(W) est premier, on a w(cd) & w(W), donc cd ¢ W, et 1'idéal W est presque
premier, La démonstration pour D et Z est similaire,

Lemme 7, Soient R un annéfde, L un idéal large quasi-premier, p un
idéal premier, et q un idéal p-primaire. Alors q UL = q + L est un idéal
primaire, et p UL = p + L est son idéal premier.

Utilisons (III, §3, th.5). Pour tout b € (p UL)..L < p, il existe
m>1tel que b" € < q UL. Soient a et b tels que ab € q UL et a ¢ q UL. On
a ou bien ab € q et par suite b € p puisque q est primaire ; ou bien ab ﬁfq,
donc ab € L..ﬂD), et enfin L presque premier implique b € L,

Lemme 8. Soient un annéfde unitaire R noethérien fort (resp. dont R

est noethérien), W son idéal zérofde, et (0) ='?1qi une décomposition primaire
réduite de (0), d'idéaux premiers associés pi(;-: 1,600 ,n). Alors

W= .?l(qi U W) est une décomposition primaire de W, dont les idéaux premiers
sontliés p; Uw.

On a le meme résultat en remplagant W par Z,
En effet, chaque 9 U W est un idéal primaire pour pi UW, et on a ¢

{\(qiuw)=((1qi)Uw=(o)uw=w.

: Thgoréme 7. Soit un annéfde unitaire R noethérien fort (resp, dont R
est noethérien) et dont la graduation A est associative, Soient p1,...,pn des
idéaux premiers distincts, contenant 1'idéal pseudo-zérofde W, et dont aucun
n'est idéal premier isolé de W. Alors il existe un idéal dont les idéaux

premiers associés sont exactement p1,...,pn.

Que pi ne soit pas idéal premier isolé de W, équivaut a ce que, pour
tout idéal premier isolé m de (0), pi ne soit pas contenu dans W U .

Pour tout idéal premier pi , l'intersection de ses idéaux
pi—primaires est (corollaire 2 du th.5) contenu dans (piw)ec . (extension

par R = Rp ), qui est égal (th. 4) a l'intersection des composantes primaires
i
de W qui sont contenues dans pi. Ceci étant, la démonstration est identique &

celle du théoréme 6, en remplagant (0) par W.

Remarquons que si 6 est un idéal quasi-premier d'un annéfde R, et si
o € 3/0 est un diviseur de zéro, tout élément a de la classe « est un diviseur
de zéro dans 2., En effet, a € a et il existe b & a tel que (a + a)(b + a) C q,

donc que ab € a. On a donc ab = 0, puisque @ est quasi-premier.
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