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INTRODUCTION

Le but de cette these est de construire pour tout nombre
premier n = 5 un couple de schémas (@, V) au-dessus de Z[1/n) munis
d'un morphisme v’g @ qui possede les propriétés suivantes.

i) @ est une courbe projective lisse au-dessus de Z[l/nj.
ii) 7V est une courbe elliptique généralisée au-dessus de @ au sens
de LDe—Ra]. Plus précisément,
a) p est propre et plat, de présentation finie, de dimension
relative 1,
b) les fibres géométriques sont soit des courbes propres lisses
et connexes de genre 1, soit des polygones de Néron a n cotés (des
n-gones). Nous notons i;'l'ouvert de lissité de p.

c) il existe un morphisme

+ ot i; x U -V
a

dont la restriction a i? en fait un schéma en groupes commutatifs et
qui définit une action du schéma en groupes 5; sur U . De plus, les
translations operent par rotation sur les composantes des fibres
géométriques singulieres de U

iii) Il existe un isomorphisme s entre le noyau v; de la
multiplication par n dans ’6’ et le Z[l/n]— schéma @ x Z/nZZ x un et cet
isomorphisme conserve la '"forme de Weil''.

iv) Si (S,E,\) désigne une courbe elliptique généralisée au-dessus
d'une base S sur Z;[l/n] possédant les propriétés a) b) c) ci-dessus
et si A est un isomorphisme entre En et Sx Z/nZ x v conservant la
"forme de Weil" il existe un unique couple de morphismes rendant

cartésien le diagramme
——_——ﬁ’l\)[’

_ s a

ne—————m=

compatible avec les isomorphismes A et s. En d'autres termes le triplet



(@, V,s) est universel pour les propriétés énumérées plus haut.

Le schéma @ est un sous-schéma fermé de Pn_1 alors que le

n-1 . Ils sont définis par

schéma U est un sous-schéma fermé de @ x P
des équations (quartiques pour @, quadratiques pour U ). A titre

d'exemple, les équations sont les suivantes quand n=7. (Les points de
@ (resp- V') ont des coordonnées projectives a(i) (resp. X(i)) indexées

par Z/nZ).

Equations de v

~a(1)a(3) X(0)% + a(2)2X(1)X(-1) - a(1)%x(2)X(-2) = 0
a(2)a(1)X(0)? + a(3)%x(2)x(-2) - a(2)®x(3)x(-3) = 0
-a(3)a(2)X(0)2 + a(1)2X(3)X(-3) - a(3)?x(1)X(-1) = 0
a(1)a(2)X(1)X(-1) - a(2)a(3)X(2)X(-2) - a(1)a(3)X(3)X(-3) = 0
~a(1)a(3) X(1)2 + a(2)2x(2) X(0) - a(1)?X(3) X(-1) = 0

a(2) a(1) X(1)? + a(3)2x(3) X(-1)- a(2)%X(-3)X(-2) = 0
-a(3)a(2)X(1)2 + a(1)2x(-3)x(-2)- a(3)2X(2) X(0) =0
a(1)a(2)X(2)X(0) - a(2)a(3) X(3)X(-1) - a(1)a(3)X(-3)X(-2) = 0
~a(1)a(3)x(2)2 + a(2)2x(3)x(1) - a(1)%x(-3)x(0) = 0

a(2)a(1) x(2)2 + a(3)%x(-3)X(0) - a(2)%x(-2)X(-1) = 0
~a(3)a(2) x(2)%+ a(1)%x(-2)X(-1) - a(3)2x(3) X(1) = 0
a(1)a(2) X(3)X(1) - a(2)a(3) X(-3)X(0) - a(1)a(3)X(-2)X(-1) = 0
-a(1)a(3)X(3)2+ a(2)2x(-3)x(2) - a(1)2X(—2)X(1) =0
a(2)a(1)x(3)2+ a(3)%x(-2)x(1) - a(2)®x(-1) x(0) = 0

~a(3)a(2) X(3)% + a(1)2X(-1)X(0) - a(3)%X(-3) X(2) = 0
a(1)a(2)X(-3)X(2) - a(2)a(3)X(-2)X(1) - a(1)a(3)X(-1)X(0) = 0



-a(1)a(3X(-3)% + a(2)%X(-2)X(3) - a(1)3K(-1)X(2) = 0

a(2)a(1) X(-3)2 + a(3)2x(-1)x(2) - a(2)2x(0)X(1) = 0

—a(3)a(2) X(-3)2 + a(1)2x(0)X(1) - a(3)%x(-2) X(3) = 0

a(1)a(2) X(-2)X(3) - a(2)a(3)X(-1)X(2) - a(1)a(3)X(0)X(1) = 0

—a(1)a(3)x(-2)2 + a(2)2X(-1)X(-3) - a(1)%x(0) X(3) = 0
a(2) a(1) X(-2)2 + a(3)2x(0) X(+3) - a(2)2x(1) X(2) = 0
—a(3)a(2)x(-2)2+ a(1)2x(1) X(2) - a(3)%X(-1) X(-3) = 0

a(1)a(2)X(-1)X(-3) - a(2)a(3) X(0)X(3) - a(1)a(3)X(1)X(2)=0

—a(D)a(3)X(-1)2+ a(2)2x(0)x(-2) - a(1)2X(1)X(-3) = 0
a(2)a(1) X(-1)2 + a(3)2x(1) X(-3) - a(2)%x(2)X(3) = 0
-al(:s)a(z)x(-n2 + a(1)2X(2)X(3) - a(3)2X(0) X(-2) =0

a(1)a(2) X(0) X(-2) - a(2)a(3) X(1) X(-3) - a(1)a(3) X(2)X(3) =0

Equations de @

a(0) = 0

a(1) + a(-1) = 0
a(2) + a(-2) = 0
a(3) +a(-3) =0

a(1)%a(2) + a(2)3a(-3) + a(-3)3a(1) = 0 -

On reconnait dans cette derniere équation la célébre "quartique de Klein'"
dont 1'ensemble des points sur € n'est autre que X/T'(7), le complété

du quotient du 1/2-plan de Poincaré ¥ par le groupe

d
c

1 (7)

R R S SR

mom
mwom



Dans ce travail le cas n=3 a été exclu. Il est particulier et
d'ailleurs bien connu. Il conduit aux memes résultats (construction
des schémas U et 0 ayant les propriétés énoncées ci-dessus) mais U~

n'est plus intersection de quadriques, c'est la cubique d'équation
Ax(0)% + x(1)% + x(2)% - 3x(0)X(1)X(2)) - 1 X(0) X(1) X(2) = ©

parfois appelée "cubique de Hesse', tandis que G est la droite projective
P1[1/31 paramétrée par A et .

A noter que les inverses des coefficients a(i) (i#0) interve-
nant ci-dessus sont des formes modulaires de poids 1 pour le groupe I'(n).
Nous nous réservons de revenir plus tard sur leurs propriétés et
sur les relations qui les lient.

Nous comptons revenir aussi sur le lien découvert vers 1910
par Hurwitz entre les courbes modulaires X(n) et la "courbe de Fermat"

Y ezZ2-0,

sujet que nous avons déja esquissé dans [Vé].

Cette these a été tapée au Centre de Mathématiques de
1'Ecole Polytechnique, Equipe de Recherche Associée au C.N.R.S.
No 169.
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PREMIERE PARTIE

Dans toute cette partie k désigne un corps, ks une cloture
séparable de k et ' = Gal(ks/k). Nous considérons une courbe elliptique

E définie sur k et si N est un entier inversible dans k nous notons

Ey = {P€ E(k)|N.P=0].

CHAPITRE 1

Le symbole de Weil

Le but de ce chapitre est d'introduire les notations, de
rappeler la définition du symbole de Weil et de donner quelques

formules utiles par la suite.

1.1 Sous-groupes finis de E(kg)

Soit G un sous-groupe fini de E(ks). Dans tout ce qui suit

nous notons N son cardinal que nous supposons inversible dans k. Nous

avons G C EN et nous posons G'= EN/G .

Proposition 1.1 : Tl existe deux entiers n = n' = 1 uniquement déter-

minés avec n'|n tels que G et G' soient isomorphes a &Z/nZ) x @&/n'Z).
*i

Preuve : Soit n =Trpi 1'annulateur de G. Alors, En est isomorphe a

«, i
TT(Z/pi]E)z et il existe des entiers B; avec 0 < B; < o, tels que G soit

1 s ai Bi N Bj
isomorphe an(z/pi Z) x (z /p; &) = (Z/nZ) x (Z/n'Z) ou n' =-]Tpi
i i

= N/n. De meme, G' est isomorphe a (zZz/(N/n)Z) x (Z/(N/n')Z )
(Z/n'ZZ2) x (Z/ nZ) et la proposition est démontrée.

Dans tout ce qui suit, les nombres n et n' attachés a un groupe

G auront le sens qui leur est donné dans la proposition 1.1.
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Remarques )
i) G cyclique équivaut a n'=1.

ii) G = E équivaut a n' = n.
1.2 G-modules

A la courbe elliptique E sont associés les groupes abéliens

suivants

- Kk(E)%’ le groupe multiplicatif du corps des k-fonctions sur E ,
- E(k), le groupe des k-points de E,

- Divk(E), le groupe des k-diviseurs de E, c'est le groupe des

combinaisons Z-linéaires formelles 6 = S : nP{P} telles que
P € E(k_)
s

les n, soient nuls sauf un nombre fini d'entre eux et telles que

- - 1
n, = n_p pour tout P e E(ks) et tout 0 € T = Gal(ks/k). En d'autres

termes,
Div, (E) =z [k )]T.
k = s
- Divo(E), le noyau de 1'homomorphisme surjectif deg : Divk(E)-* Zz
défini par deg(Z n {P}) = Z n,

Nulk(E), le noyau de 1'homomorphisme surjectif som: Divk(E) - E(k)
défini par som(Z nP{P})= T ny.P
P P

. O
- P (E) = Div, (E) N Nul (E).
Ces différents groupes sont liés par le diagramme commutatif exact
I I I

0 > P, (E) » Div(E) 220 o E(k) > 0

4 k

0 yNuly (E) — 5 Div, (E) = ELk)_______, 0

Ldeg ldeg l

— 7z ~

| |

0 0

> 0




12

: . Lo X o div .
Tl existe de plus un homomorphisme div: Kk(E) .____7Pk(E), qui associe
a toute fonction son diviseur .
Rappelons [ ] .

Théoreme d'Abel : La suite

X X div
0 —3k _,Kk(E) ___,Pk(E) 0

est exacte.
Nous supposons jusqu'au paragraphe 1.4,G — E(k). Nous faisons
opérer G sur les groupes précédemment définis de la fagon suivante
- trivialement sur k* , Z et E(k),
- par translation sur Kk(E) 3 plus précisément, si f € Kk(E) et si

g € G, on pose Bf(x) = f(x-g) en notant x un point générique de E,

- par translation sur Divk(E) ; si 6=% nP{P} et si g€ G, on pose
8y =% nP{P+ g}-
P

Comme deg(8s) = deg(5) et som(Bs) = som(s) + (degd).g, le
groupe G opere aussi sur Divz(E) et Pk(E) et il est clair que les suites
de
E, z

0 — 3Div)(E)— Div, (E) — 50

1.1) :
( 0 5 P (E) —,Div)(E) 520, E(k)—50
X x div
0, k > K (B)" — P (E)0

sont des suites exactes de G-modules. Nous étudions au paragraphe 1.4

les suites de cohomologie qui s'en déduisent.

1.3 1Isogénie de noyau G

Nous notons E' = E/G la courbe isogene a E, A l'isogénie E —~ E'
et A' 1'isogénie duale E' = E . Le noyau de A' est G' = EN/G = A(G).
Nous faisons les identifications suivantes

Kk(E') avec Kk(E)G, le sous-corps de Kk(E) formé des fonctions

invariantes par translation par les éléments de G. L'extension Kk(E)
de Kk(E') est galoisienne et G est son groupe de Galois.

Divk(E') avec Divk(E)G, le sous-groupe de Divk(E) formé des diviseurs

242 . . G
invariants par tanslation par les éléments de G ; si &' € DIVk(E) y alors
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degE(é') = NdegE,(ﬁ')

n

som_(5') A (somp, (5'))

Pk(E') est un sous-groupe de Pk(E)G, c'est 1'image de Kk(E)xG par

1'homomorphisme div.

1.4 Suites de cohomologie

Dans ce paragraphe, nous étudions les suites de cohomologie qui

se déduisent de (1.1)

Suite (A)

OﬁDivE(E)G_, Divk(E)G_dfﬂz ___,HI(Div;:(E) )—» Hl(Divk(E))

Théoreme 1.2 : Le groupe H1(Divk(E)) est nul.
Preuve : La structure de G-module de D1v (E) permet d'identifier

ut (D1v (E)) avec u! (G, ZEE(k )]F), l'actlon de G sur E(k ) étant
donnée par P,i;P+g . Cette act1on s'étend en une action de G sur
1'ensemble quotient A= E(k )/ T puisque T opére trivialement sur

G. Si H désigne le stablllsateur d'un point quelconque de l'orbite

r € A/G , DOuUs avons n? (G, Z[E(k )] )= & Hj(G Z[G/H 1) 5 mais,
re A/G

H1(G,z [G/Hr-l) = Hom(Hr,Z) d'apres le lemme de Shapiro et comme G est

un groupe fini, nous avons toujours Hom(Hr,Z) = 0, ce qui prouve le

théoreme.
Corollaire 1.3 : 1) Si d est un 1-cocycle a valeurs dans Div::(E), il

existe & dans Divk(E) tel que d = %5 -5 pour tout g dans G ;
2) L'application d - deg(8)(modN ) est un isomorphisme
entre H'(Divl(E)) et Z/NZ .

Preuve : La premiere affirmation résulte du théoreme 1.2. Pour la
seconde, nous avons deg(Dlv (E) ) = NZ ce qui, dans la suite exacte A,
donne un isomorphisme 0—-;2/NZ —H (D1v (E))——0 qu'il suffit

d'expliciter pour obtenir 1l'affirmation 2.
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Suite (B)

0P (B _,pivd (R S, E()_y ' (P, (B)) B (Div0(B)) %", Hom(G, E(k)

Lemme 1.4 : Le groupe som(Hl(Divz(E))) est le sous-groupe de

Hom(G,E(k)) formé des homothéties de G dans G. Il est isomorphe a
Z/nZ.

Preuve : Comme G est isomorphe a Z/nZXx Z/n'Z, avec n'|n, le groupe
des homothéthies de G dans G est isomorphe a Z/nZ. Soit d € Z1(Div§(E)).
D'apres le corollaire (1.3), il existe & dans Divk(E) tel que

dg = 8- 6. Alors, som(dg) = (degd)g et som(6) est 1'homothétie de
rapport degd . Réciproquement, prenons s dans Z et 6 dans Divk(E) de de-
gré s, g_—adg = 8 -5 est un 1-cocycle et som(6) est 1'homothétie de

rapport s ce qui démontre le lemme.

Théoreme 1.5 : Soit d € Z 1(Pk(E)).
1) 11 existe 5 € Div, (E) avec deg(6) = 0 (mod n) tel que d = €6 -5,

2) Posons o(G) = E: g . Alors les applications
geG

a5 (somb + B2 5(6)) € E(k)/A'E' (k)
dh—~——#££§£1)€ Z/n'Z

définissent un isomorphisme entre Hl(Pk(E)) et E(k)/A'(E'(k)) © Z/n'Z

Preuve : L'assertion 1 résulte du théoreme 1.2 et du fait que

som(86 - 6) = (degb) g . Avec les identifications du paragraphe 1.3,

nous avons D1v (E) = Div O(E') et SOm(DIV (E) ) = AM(E'(k)). D'aprés

le lemme 1.4 et le corollalre 1.3, 1'1mage de H (P (E)) dans ul (D1v (E))
est un groupe cyclique d'ordre N/n=n'. Nous tlrons donc de la su1te

(B) la suite exacte
0 S EM/NE (k) Ly ul (P (B) — 5 Z/n'Z ——>0

ou 1'homomorphisme u associe au point P de E(k) la classe de
cohomologie contenant le 1-cocycle g+ {P+ g} - {g}-{P} + {0} et ou
1'homomorphisme v associe au 1-cocycle d la classe de -—EL—) modulo n'.

Pour montrer que cette suite exacte est scindée, il faut trouver un



relevement de v, c'est-a-dire trouver un élément de Hl(Pk(E)) d'ordre
n' dont 1'image par v soit 1. Désignons par € le 1-cocycle

Br—s€, = n{g} - n{0} et par E sa classe de cohomologie . Nous avons
v(E) = 1, par conséquent £ engendre un groupe d'ordre divisible

par n'. Calculons n'€. Nous avons

85 -6-{0(a) + g} +{0(a)} + {g} - {0}

n'e
g

avec

6 = (N-1){0} - > {g} + {0(a)}
geEG

dans Pk(E), ce qui montre que
(1.2) n'e = u(-0(G)) .

Remarquons que o(G) est un élément de G annulé par 2 qui
differe de O et seulement si n et n' sont de parités différentes ce
qui implique que n est pair et n' impair.

Si 0(G) € A'E'(k), 1'équation (1.2) prouve que € est d'ordre n' et nous
avons le relevement cherché. Par contre, si o(G) £ A'E'(k), cette
equation prouve que € est d'ordre 2n'. Mais ceci ne peut se produire
que si n' est impair. Alors, la classe de cohomologie (n'+ 1)€ est
d'ordre n' et son image par v est 1 j; c'est donc elle qui nous permet
dans tous les cas de construire un relevement de v.

Pour terminer la démonstration du théoreme, il reste a expliciter la
projection de Hl(Pk(E)) sur E(k)/A'E'(k) associée au relevement de v.
Spit d un 1-cocycle et d sa classe de cohomologie. Il existe & dans

Divk(E) tel que dg = 85 -6 ce que nous récrivons

dg = Bt - 51+ {som(5) + g} - {g} - {som(8)} + {0} +d%ﬂi)€g

avec

6' = 6~ {som(5)} - (deg(8) - 1){0} dans Pk(E)-

Ceci montre que d = u(som(5)) + delfé)s et comme €= (n' + 1)+ u(o(G))

d'apres 1l'équation (1.2), nous obtenons

15
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d = u(som(s) +g-ii—=&-)-c((}))+(—13§—(6—)(n'+ 1)e

ce qui donne les projections de HI(Pk(E)) sur ses facteurs.
I1 faut noter que parmi ces facteurs l'un varie avec k alors que le
second est constant.
Remarques : i) Le facteur de Hl(Pk(E)) isomorphe a E(k)/A'E'(k) est
représenté par les cocycles de la forme g—%6-6 avec 6 = {P} - {0} et
P € E(k).

ii) Si n' est impair et si C est un sous-groupe cyclique

d'ordre n de G, le cocycle g+~ z:{r+g}-{r} engendre le facteur de
recC

H1(Pk(E)) isomorphe a Z/n'Z.

Suite (C)

0- k- Kk(E)xG-—iil» Pk(E)G—-—>Hom(G,k)() - Hl(Kk(E)x) - Hl(Pk(E)) - B2 (K

Théoreme 1.6 : Le groupe Hl(Kk(E)x) est nul.

En effet, c'est le "théoreme 90 de Hilbert" compte-tenu du

fait que G = Gal(Kk(E')). Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 1.7 : La suite

G : x
0——» P (E')——3 P, _(E) ' ——Hom(G,k" ) —»0

est exacte et 1l'opérateur cobord Hl(Pk(E))___,Hz(kx) est_injectif.

T

Théoreme 1.8 : Le groupe G'' des points de G' contenus dans E'(k) et

Hom(G,k*) sont canoniquement isomorphes.

Preuve : Avec les identifications du paragraphe 1.3 et le résultat du
corollaire 1.7, nous avons le diagramme commutatif exact suivant
0
Hom(G,kx)

f

0 5 1>k(1~:)c'__> Divk(E)G somg E(k)

0 >P (E')_____ oDiv, (B')__S¥TE' E' (k)
a
!



et un tel diagramme définit de fagon canonique un isomorphisme entre

G'r et Hom(G,k™).

Corollaire 1.9 : La plus petite extension de k sur laquelle tous les

points de G' sont rationnels est obtenue en adjoignant a k le groupe v

des racines n-emes de 1.

Preuve : Nous avons Hom(G,kX) isomorphe a G'r, contenu dans G'. Si k

contient By le groupe Hom(G,kx) a le meéme cardinal que G et G' donc

r

6l = ar. Réciproquement, si G'° = G' le groupe Hom(G,k”) a N éléments

et KX contient pn.

1.5 La forme bilinéaire e, et le symbole de Weil

G

Notons ¥ 1'isomorphisme canonique entre G' et Hom(G,k:)z Hom(G,un)

donné par le théoreme 1.8 et posons
eG(g',g) = Yg,(g)

pour tous g' € G' et g € G. Alors eq est une forme bilinéaire non

dégénérée de G' x G dans B

Théoreme 1.10 : Soit 6 € Divz (E) tel que A(som(8)) =g' dans G', et
s

. e
soit f dans K (E)” telle que

S
divf:Zr().

reG

Alors f(x-g) = eG(g',g)f(x) pour tout g dans G.

En effet, ce théoreme ne fait qu'expliciter 1'isomorphisme Y.
Supposons la courbe E définie sur k et G ¢ E(k). Alors G, G' et eq sont

définis sur une extension algébrique de k et nous avons

Théoreme 1.11 : Soit ¢ € T alors OeG(g',g) = ecG(og’,Ug).
Preuve : Considérons une fonction f satisfaisant aux hypotheses du

théoreme 1.10. Alors, ceG(g’,g)af(x) = of(x-g) = (of)(x-o0g), et comme

div of = 98(08) et oA(som(08)) = og', nous avons la relation cherchée

17
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en appliquant le théoreme 1.10 a la fonction of.

P A R . n
Définition 1.12 : Si G= Ena la suite exacte 0__>En_._,En2 —_ En 50
définit un isomorphisme noté n-1 entre G' = E 2/En et G = En' Le symbole

n

de Weil est la forme bilinéaire non dégénérée e Enx En__,un définie

par

g (i7lam).
n

(1.3) e (a;b) = e

A 1'aide de cette définition nous pouvons reformuler les théoremes 1.10

et 1.11 dans le cas ou G = E .

Théoreme 1.13 : Soit a dans E .

o
k

s
est telle que div f = E € , alors

g€ Ey

f(x-b) = en(a,b)f(x)

1) Si & dans Div, (E) est tel que n.som{6) = a, et si f dans K, (E)X

s

pour tout b dans En'

2) S8i o € T nous avons
aen(a,b) = en(oa,cb).

Théoreme 1.14 : Pour tout g' dans EN et pour tout g dans G nous.avons

eG(?»g' ,g) = eN(g' '8)

Preuve : Soit f dans K (E)* telle que div f = Z ({g'+r}-{r}).
s reG
Soit g'" dans EN tel que Ng'"=g' et soit ¥ dans Kk (E)x telle que
s
div ¥ = EZ ({g"+ s} - {s}). D'apres les théoremes 1.10 et 1.13, nous
s€E

N

avons f(x-g) = eG(?xg',g)f(x) et ¥(x-g) = eN(g',g)‘l’(x). Mais,

div(f/¥) = Z ({gr+r} - {r}) - : ({g"+ s} -{s}) et, si ajs---sa
€G SEE

N
r N
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désigne un systeme de représentants de G' dans EN, nous pouvons écrire
div(£/¥) = : g +r}-{r} -z {g"+ a; +r}+3 {ai+ g}) ce qui donne,
reaG i i

en posant 6={g'} - {0} -T {g"+ ai} + T {ai} , la relation div (£/¥) = Z s
i i r€G

x
qui montre, puisque & € P (E), que f/¥ est dans K (E) G ot que

s S

ex(g'sg) = e (hg'se)-

Corollaire 1.15 : Soit f € K

fonction 2f/f soit constante.

" (E) et soit a € E(ks) tels que la
s

i) Si a est d'ordre infini, f est constante et af/f = 1.

ii) Si a est d'ordre fini, il est toujours possible de trouver un
o

k
s

diviseur € € Div, (E) et un groupe fini G d'ordre N tels que

divf = E::: rs . De plus, pour une telle décomposition, Na= Nsom(g) = O
recG

et A/t = eN(som(s),a)-

Preﬁve : L'affirmation i) résulte du fait que le support de divf est
fini. Pour montrer ii), nous exhibons une décomposition de divf . En

effet, si divf = E:::::: nP{P}, nous choisissons un point Q dans chaque
Pe E(k )

orbite de E(ks)/C ou C désigne le groupe cyclique engendré par a, et nous

posons € = Z nQ{Q}. D'autre part, il est clair que pour une
Qc E Ks C

telle décomposition deg(div f)) = N.dege = 0 et que som(divf) = N.some= O.
Enfin, le théoreme 1.10 montre que f/f = eG(h(som €),a) ou, comme
toujours, A désigne 1'isogénie E —» E/G et d'apres le théoreme 1.14

eG(K(som €),a) = eN(som €,a), ce qui prouve le corollaire.

Théoreme 1.16 : La forme de Weil est alternée, de plus

eG(g',g)eG,(g,g') = 1 pour tous g dans G et g' dans G', en identifiant
G avec E'N/G'.

Preuve : Soit a dans EN. I1 existe un groupe cyclique G d'ordre N
contenant a et d'apres le théoreme 1.14, eN(a,a) = eG(Xa,a) = eG(O,a) =13
ce qui montre que la forme est alternée.

Soient g dans G, a dans % G, g' dans G', b dans EN’ tels que Na = g et

Ab = g'. Considérons une fonction f ayant pour diviseur



{a+r}-{r}. Cette fonction est dans K (B)"% car elle est égale

r€ By s
au produit de toutes les translatées d'une meme fonction par tous les
éléments de G. C'est donc une fonction sur E' et son diviseur sur E' est

1
de la forme E : r ({Aa} - {A0}). Par conséquent nous avons
r'eaG'

f(x-b) = eG,(g,g')f(x). D'autre part nous avons aussi f(x-b) = eN(g,b)f(x)
ce qui donne enfin eG,(g,g') = eN(g;a) = eN(a,g)_1 = eG(g',g)_'1 et la

relation cherchée.

Théoreme 1.17 Si a et b sont dans ENm nous avons

eNm(a,b)m = eN(ma,mb).
Preuve : Soit & dans Div: (E) avec Nm.som(6) = a. Si div f = § ; s,
s rc€ E
N
nous avons f(x-b) = eNm(a,b)f(x) et f(x-mb) = eNm(a,b)mf(x). Désignons
par {ri) un systeme de représentants de ENm/EN dans ENm' Nous pouvons

écrire divf = E::: S61 avec 6' =% Vi (md) ce qui donne
s€ EN ’ i
£(x-mb) = eN(ma,mb)f(x) puisque &' est dans Divz (E) et que N.som(5') = ma.
s



CHAPITRE 2

Les groupes G(8) et les
algebres L*(5).

Dans tout ce chapitre la lettre & désigne un élément de Divk(E).

2.1 Extensions de groupes

Soit G un groupe, non nécessairement commutatif, dont la loi de

composition est notée multiplicativement et soit

0— A 3B %yCc 40

une suite exacte de G-modules notés additivement.
A ces données sont associés une suite exacte de cohomologie et

un opérateur cobord J: Hl(C)____+H2(A). Plus précisément,

Lemme 2.1 : Soit d € Z'(C) . L'ensemble F = {(g:b) € GxB| u(b) = d(g)}

est un groupe pour la loi de composition

(g'ib')-(g,b) = (g'g,b'+ g’b).

De plus, F est une extension de A par G dont la classe dans Hz(A) est le
cobord de d.

Preuve : L'ensemble F n'est pas vide puisque 1l'application u est
surjective. La loi de composition est interne car u(b' «+ g'b) =
u(b') + B u(b) = d(g')+~g'd(g) = d(g'g) puisque d est un cocycle. Un
calcul facile montre que F est un groupe pour cette loi. L'homomorphisme
de F dans G défini par (g,b) » g est surjectif car 1'application u est
surjective, et son noyau qui est formé des éléments (1,a) avec a dans A
est isomorphe a A, donc F est une extension de A par G. Si s est un rele-

vement de G dans F, le 2-cocycle o associé a s est défini par
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s(g').s(g) = alg',g).s(g'g). Soit bg tel que s(g) = (g,bg). Alors,

1
alg',g) = bg'+ g bg - bg'g = 3 d(g',g) ce qui termine la démonstration
du lemme.

2.2 L'extension G(&)

Nous reprenons les notations du chapitre 1 pour appliquer le
lemme 2.1 a un sous-groupe fini G de E(k) et a la suite exacte de G-
modules
0 K K (B4, p (E)D__,0
—pK — K —> P B
Ici, la loi de G est notée additivement et celle de B= Kk(E)x est notée

multiplicativement ! Jusqu'a la fin de ce chapitre nous supposerons

x
v c k™.

Définition 2.2 : Soit & € Divk(E) tel que n divise degd . Le lemme 2.1
associe au cocycle g+ €5 -6 une extenion de K* par G que nous noterons
G(8).

En d'autres termes,
(o) = {(g:9) € Gx K (B |div @ = 6 - 0]
muni de la loi
(g,% )(g",@') = (grg',@.801)

G(5) est une extension centrale de K* par G puisque G opere trivialement

A . . N
sur k. Au chapitre 3 nous nous interesserons au cas ou 6 = [r}
recC

avec C un groupe cyclique d'ordre n impair et G= En. Auparavant, nous
allons démontrer quelques propriétés des extensions G(&) dans le cas

général.

D'apres le théoreme A.4 de 1'appendice, et comme nous avons
supposé v contenu dans kﬁ, 1'extension G(6) est déterminée a isomorphisme
pres par la forme bilinéaire alternée < , >: GXG = vy et par

‘n
1'application v: G = kx/kx définis de la fagon suivante. Si (g,?) et



(g',®') sont dans G(&),

o1 8"

<g'ye> = (g',9').(g,®).(g',9") L (g,0)t =
Bor o

n
et v(g) est 1'image dans /K de s€ K défini par (g,®)" = (0,8).
En fait, la connaissance de 1'application v équivaut a celle de
n
1'application u: G - K /K* defini par

(2.1) ' u(g)® = v(g)

et ce sont les applications < , > et u que nous allons étudier maintenant.

Proposition 2.3 : Soient g et g' dans G, alors
deg 6
(2.2) <g:g'> = e (g':8)
Preuve : Soit 6 € Divl‘:(E) tel que 6=05_+ {somd} - {0} + degd {0}.

Fixons Q € E(ks) tel que NQ=somb . Les diviseurs du membre de droite des
équations (2.3) ci-dessous étant principaux, il existe des fonctions
a, ¥y w, w' dans K (E)X telles que

s

div a = &
o

d;’.v ¥ = {somb} - {0} +§G({r} -{r+q})

(2.3)
div w = n{g} - n{0}

div w' = n{g'} - n{0}

I1 existe alors deux constantes u et u' dans k’; telles que

deg ©
¢-u-2 X n
= ra
g g deg ©
o= w2 F.w 0
a ¥
deg &
. b4 & W By n . .
ce qui donne —E—lp i (g' . -7') » et nous ramene a démontrer la
w

proposition 2.3 dans le cas ou 6=n{0}. Soit C un sous-groupe de E
cyclique d'ordre n, contenant g et soit A 1'isogénie E » E/C. D'apres le

théoreme 1.13 nous avons en(g',g) = ec(hg',g). Fixons R € E(ks) tel que

23
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%
nR = o(C) et fixons f € K (E) telle que
s

div f = Z({g'+R+r}—{R+r}).

rccC

D'aprés le théoreme 1.10, nous avons Ee/f = eC(Xg',g). Comme le

diviseur ({o3} - {R+ r}) est principal, c'est le diviseur d'une
recC
fonction p et la relation div f = div w'+ :({0} -{R+r}) -
recC

E :({g'} -{R+r+g'}) montre qu'il existe une constante vek)s( telle
recC

que f = v w'éi d'ou
1
1 ) = g_w' —-———-—gug = .
(2.4) e (g':e) = ec(he'g) = <5 BB

Or div gp,/u = div w. Par conséquent il existe une constante v' telle que

gp./u = v'w et en reportant dans (2.4) nous obtenons le résultat cherché.

Lemme 2.4 : Soit (g,?) dans G(d).

N . < kel

i) I1 existe € € DleS(E) et u, € k_ tels que
a) &6-¢ € Pks(E)

b) gE:S
c) ¢ = ue.gR/R pour toute fonction R satisfaisant la condition

div R = 6~ €. *1/(1 xl/n
ii) Si d désigne 1l'ordre de g, la constante u est dans k ck

Si e' est un autre diviseur satisfaisant les conditions a) et b), le

rapport us/ue, est dans By

1/n <
iii) L'application g » u_ € k* /K est l'application u définie par
(2.1).

Preuve : i) Si deg 5# 0, nous désignons par C un groupe cyclique

d'ordre n contenant g et par Q un point de E(ks) tel que

(deg @.Q = gsom O -(-deJZ]_‘L(C)

Alors, & = ﬂ%_é : T{qQ} satisfait 3 a) et b). Si degb= 0, et si Q
recC

v
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est un point de E(k_) tel que N.Q = som &6 le diviseur €= E%;é{0+ r} - {r}
s r

satisfait a a) et b). Pour toute fonction R telle que div R = 6 -¢€, nous
avons div® = div ®R/R, par conséquent la constante u, existe et ne

dépend évidemment pas de la normalisation de R.
i) comme (g, % = ul. (Br/R). (28R/ER)... (R/ (4" VeR)
nous avons u € k" qui ne dépend pas du choix de €.

iii) L'égalité ug = (g,?)™ montre que 1'image de u_ dans

xl/n
k /K* n'est autre que u(g).

La proposition 2 et le lemme 2 nous permettent de décrire
1'extension G(6). Nous allons le faire un peu plus explicitement et réin-
terpréter les constantes u définies dans le lemme 2.4. D'aprés le
théoreme 1.5 le groupe Hl(Pk(E)) est somme directe de deux groupes,
1'un isomorphe a E(k)/A'E'(k), 1l'autre aZ/n'Z . L'image du premier
groupe correspond aux extensions G(5) avec 6 de la forme {P} - {0} ou
P¢c E(k), 1'image du second aux extensions G(£{0}) avec £ = O (modn).

Nous allons traiter ces deux cas séparément.
2. Image de E(k)/A'E'(k) dans B2 (k).

Soit P dans E(k) et considérons G({P} - {0}). D'apres la proposi-
tion 2.3 c'est un groupe commutatif et sa structure en tant qu' extens}on
de k* par G est completement déterminée par 1'homomorphisme u: G- k* /k .

Nous noterons uP cet homomorphisme pour marquer sa dépendance de P.

Soient Yi 1'isomorphisme Hom(T',G') — Hom(r,Hom(G,un)) déduit de

1'isomorphisme G' = Hom(G,p ) donné par le théoreme 1.8.
n P

Wz 1'isomorphisme canonique

Hom(r,Hom(G,un)) - Hom(G,Hom(Faun)), 1/5
¥5 1'isomorphisme Hom(G,Hom(F,un))~ Hom(G,k*  /k%)
n_ .
déduit de 1'isomorphisme Hom(r,un) e A, o
v : E(k)/A'E'(k) - Hom(I',G') 1'injection déduite de
1'opérateur cobord associé a la suite exacte de '-modules

1
0epG'— E' (ks) ———)\——r E(ks)—-—’O H

alors
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Proposition 2.5 : L'application P~ uP est un homomorphisme et
c'est le compose Ys Wz le.

En d'autres termes le diagramme suivant est commutatif.

P 1/n
| S S
E(k)/A'E' (k) e 5 Hom(G, K"  /K*)
v ) ¥y
Hom(T',G"') Hom(G,Hom(F,un))
Q I
Wl W2
Hom(F,Hom(G,un))
Preuve : Nous reprenons la démonstration du lemme 2.4. Soient Q € E(ks)
et R € K (E) tels que N.Q = P et div R = {P} - {0} —Z{Q+r} - {r}.
s reG

si (g,®) € GP’ il existe une constante u€ k; telle g ¢ =u.BR/R . Cette

constante dépend de g,? et Q mais son image dans k* /kx ne dépend pas

de 9. Pour cette raison, nous la noterons u(g,Q). Si Q' est un autre

point tel que N.Q' = P, nous avons u(g,Q)/u(g,Q') = eN(Q— Q',g).

En effet, ? = u(g,Q').5R'"/R! = u(g,Q).5R/R et u(g,Q')/ulg,Q) = E(R/R')/(R'/R)

Comme div R/R' = ZE:,G{Q'+r} - {Q+r}, il suffit d'appliquer le corollaire
r

1.15 pour obtenir le résultat. Nous sommes maintenant en mesure de

démontrer la proposition 2.5 .

a) A la suite exacte de I'-modules O = G' *E'(ks)__&:_)E(ks) - 0 est

associée 1'injection : E(k)/A'E'(k) —» Hom([',G'). Si 0€T, 1'homomorphisme

VP € Hom(I',G') est donné par o - “(AQ) - (AQ) = A(°Q-Q).

b) L'homomorphisme leP € Hom(F,Hom(G,un)) est donné par

o—a(g + eN(OQ— Q,g)).

c) L'homomorphisme ¥ Y VP € Hom(G,Hom(F,un)) est donné par

2

g— (o + cN(OQ-Q,g))
*1/n
d) Les groupes Hom(F,un) et k /k* sont isomorphes. Comme



cN(oQ- Q,g) = u(gde)/u(g,Q) = Gu(g,Q)/u(g,Q), 1'image de 1'homomorphisme

1/n
o - eN(OQ-Q,g) appartenant a Hom(r,un) dans kK*  /K* est 1'image de
u(g,Q) dans kx1/n/k* .

e) I1 en résulte que 1'homomorphisme wswzwivp dans Hom(G,k*/k*) est

. P
donnée par g - u(g,Q) qui n'est autre que u
Xl/n ¥y
Remarque : L'accouplement E(k)/A'E!(k) X G —sk /k” défini par

(Pyg) - u(g,Q) a été etudié par plusieurs auteurs LBaT, [Ro].
2.4 L'extension En(n{O})
Nous noterons dans ce paragraphe, pour simplifier, E;: En(n{O}),

et nous allons étudier les applications < , > et u attachées a cette

extension de k™ par En'

Proposition 2.6

i) Soient g et g' dans E . Alors <g,g'> = en(g',g)

ii) Soient g dans E , ? une fonction telle que div(®) = n{g} - n{0}, et

1/n, x

R X X

a dans E2n tel que 2a = g. Alors u(g) est 1'image dans Kk /k” de
?(a).

iii) L'homomorphisme u2 est trivial et quand n est impair il en est de

meme de 1'homomorphisme u.

Preuve : L'affirmation i) résulte immédiatement de la proposition 2.3.
Avant de démontrer ii), remarquons qu'étant donnés (g,?) dans E et a dans
E2n tels que 2a=g, le point a n'est pas dans le support de div(®) et

que ?(a) est toujours dans K<, Introduisons quelques notations. La

lettre X désigne une fonction sur E n'ayant pour poles qu'un pole

double au point O. A cette fonction est associée une section (ensembliste)
de Egn - By qui fait correspondre a tout a € E2n la fonction Ya

sujette aux conditions

div¥
a

n

2n{a} - 2n{o0}

k4 =1
o

n
\ya/x (0)

1 pour a £ O.



On remarque immédiatement que

(2.5) ¥ (x) = ¥ _(-x)
-a a
(2.6) Wa(x)wa(—x) = [x(x) - X(a)]2n pour a £ O
(2.7) ¥p(x) = ¥ (-x) = [X(x) - x(D)]" pour D € E, - {0}
Lemme 2.7

i) Soient (g,?) dans E*:l et dans !i‘.2n tels que 2a = g. S8i a £ 0,

Pa+x) _ _9(a) ¥a(x)

(2.8) = - ]
?la) = Pla=x) " 1y () - x(a)]®

ii) Soient (g,?) et (g',?') dans E et soient a et a' dans E, tels que

2n

2a = g et 2a'=g'. Si a £ 0, a' £ 0, af ta',

P(a+a') P'(a')

(2.9) ©(a) *9r(a'+a)

= (-l)nezn(a',a)

. 3 . .
iii) Soient (g,?) dans E et a dans E, tels que 2a = g. Si a # 0 et si

D€ E,- {0} est tel que D £ a,

(2.10) ¢(a+D) = (-l)ne2(D,na)¢(a)
Preuve : L'affirmation i) s'obtient en comparant les diviseurs et les
valeurs en O des membres de (2.8). ,
s . . n Wa(a )
ii) Avec (2.8) le membre de gauche de (2.9) est égal a (-1) T
n Y_a(—a') a

qui, est aussi (-1) W;TTZT__ par (2.6). Mais la proposition 2.3 montre

¥ o (-a') ¥ ,(x) ¥ (x-a')
que —= =2 e = e, (-a,a') = e, (a',a), ce qui

v_, (a) Y, (x+a)'¥_ (x) 2n" %’ 2n " %7 1

a a -a

donne (2.9).
iii) Si on écrit (2.9) avec a' = D on obtient (2.10) apres avoir
remarqué que e2n(D,a) = e2(D,na).
Lemme 2.8 : Soient (g,?) dans Eﬁ et a dans E, tels que 2a = g- Si_

g est d'ordre d> 1,
(—1)n¢(a)d si d.a=0
(2.11) v = (g, 09 -

®(a)d  si d.af 0



_(d—l)gw.

Preuve : Nous avons ud = (g,@)d = 9.8, Introduisons des

fonctions ¢o’¢1""’¢ sujettes aux conditions

d-1

div @, n{tg} - n{0}

]

®y = 1
°, =9
Alors,
g 2g (d-1)g d-1
ud_cpi.«oi ?,. 50 41 w_—,—,—q
2 S ..., = 54
?a P35 %o t=1
avec
tg
. _“’t' ?y
t ¢t+1

que nous allons calculer.

Lemme 2.9

¢1(a)¢t(ka)
(- 2= si t# d-1  (mod d)
<Pt+1((t+1)a)
(2.12) s = ¢
¢, (a)o, (ta)
—_— si t= d-1 (mod 4d)
L ®,,4((t+1)a)
¢_1(x)¢1(x+g) :
Preuve : Puisque ¢o = 1, nous avons S4c1 T T ¢_1(—a)¢1(a).
o

Supposons donc t # d-1. Deux cas sont a considérer.
1) t=1.

¢1(x)¢1(x—g) ¢1(a)¢1(—a)
Si 3a # 0 nous avons s, =

1 ?,(x) = ¢, (a) :
Or la relation (2.9) montre en prenant a' = -g que
®,(-a)9_y(-g) @ (-a).9,(g) 9 (a).9, (-a) 9 (a)?
(-1)" = - SR VA Y donc que A CY R (-1)» 1
?(a)9_y(-a) 177 T2t 2 ¢, (2a)

Si 3a=3g = O nous procédons directement en choisissant, ce qui est

toujours possible, deux fonctions X et Y sur la courbe E n'ayant pour
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poles respectivement qu'un pole double, triple, en 0, liées par une rela-
tion de la forme Y2+ a XY+ aY = X3 avec a; € k, a3€ kx, g=(0,0) et

1 3
¢ = Y“/3 . Alors, ¢2 = oc(Y-'-alx-l-as)n/3 avec a € kX et 2g = (0,-a3).
0, (x)0, (x-g) (-2 )3 ¢ (2¢)2
Comme @,(-g) = (-a )n/3 nous avons 1 1 = 3 = (-1)" 1
1 3 ¢2(x) a ¢2z€5

Mais on peut vérifier en utilisant (2.10) que le nombre de droite de
(2.11) ne dépend ni du choix de a, ni du choix de t dans sa classe de

congruence modulo d. Par conséquent, en prenant a = 2g nous obtenons bien
?_(a)
1

n
sy = (-1) ?,(2a)
2) 1<t < d-1
¢t(x)¢1(x—tg) @t(ta+a)¢1(a-ta)

= et les relations (2.8) et
¢t+1(x) ¢t+1((t+1)d)

Alors s; =

(2.9) montrent que

@t(ta+a)@1(a)¢1(a)@t(ta) n ¢1(a)¢t(a)

S¢ = %’(t5)¢1(a+ta)q%+1((t+1)af (-1 @t+133t+1;a5

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.9. Démontrons maintenant le
lemme 2.8.

a) Sid=2, d'aprés (2.12) v” = s, = 9_ (-a)® (a). Mais ©_, = @ et c'est

1 1 1

une fonction paire, donc u? - ¢1(a)2.
¢ _(-a)
: . d d-2 d -1
b) Si d>2, d'apres (2.12) ud = (-1)"¢ )wlta) v Carda) -

n(d-2) - (-D)".

Comme d divise n nous avons (-1) Quand d.a = O nous

trouvons ud - (—1)n¢(a)d. Quand d.a # O nous sommes dans les conditions
~1(-a

C sz . n

de validité de (2.10) puisque d.a E, - {0} et d.a # a donc Er—T:;:E:T=(~1)
-1

et ud = <P(a)d ce qui termine la démonstration du lemme 2.8 et de la

proposition 2.6, l'affirmation iii) résultant immédiatement du lemme 2.7,

iii) qui montre que e(a)? € K*.

’ L. . s ¥
I1 résulte de la proposition 2.6 que 1'extension En a une struc-
ture particulierement simple quand n est impair, c'est le groupe de Hei-
senberg attaché a En' Nous pouvons méme, dans ce cas, donner un résultat

encore plus précis.



Définition 2.10 : Nous notons g% (g,wg) la section ensembliste de

* L ps s s
de En..—.)En définie par les conditions

.

(2.13) Wo =1, Wg(T )= -1
Proposition 2.11 : Le 2-cocycle associé a la section W est égal a
n+1
en2 , en d'autres termes,
n+1
2
1 -— 1 ]
(2.14) (g+g ,Wg+g,) = en(g,g ) . (g,Wg).(g ,wg,) .
P : Posons a = 2L g ot ar = 2L o Sia-w+'(X)
reuve . osons a = B g = B g - = TVET%WX_—E)-
g g
[ - 1 3
nous avons (g+g ’wg+g') = a(g,wg)(g ,Wg,) et quatre cas sont a
considérer.
a) g=0oug' =0 alors a=1
W, (x) W, (2a)
b) g=g' # 0 alors a = 2g = - 252 = 1 d'apres le
W (x)W (x-g) W (a)
g g g

lemme 2.7 et la normalisation de Wg.
1 1

= = 1.
W_g(x)wg(x+g) W_g(-a)wg(a)

c) g = -g" £ 0 alors a =

Wg+g,(a+a') Yg}a) Wg,(a’)

Wg(a+a')Wg,(a'—a)— Wg(a+a') Wg(a'—a)

d) g

1l
(=]
1)
"
(=]

g = g' alors a =
n+1y/ 2 .
et a = e2n(a,a') = e (a,2a') = en(g,g'% ¥ d'apres (2.7) et (2.9).

2.5 L'algebre graduée L¥ ()

Définition 2.12 : - Soit d un entier > 0. Nous notons

L(d.s) = {f€ Kk(E)|div(f)+d.6 20}

et L*(s)

n

@ L(d.5).
d

Les k-espaces vectoriels L(d.5) sont de dimension finie et 1'espace
L*¥(6) est muni naturellement par la multiplication des fonctions

d'une structure d'algebre graduée par N . De plus, L(0.5) = k.
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Proposition 2.13 : i) Soient f dans L(d.®) et (g,?) dans G(6). La
fonction 8f.9% est dans L(d.5).

ii) §i_td(g,¢) désigne 1'automorphisme f - ¢ d

de L(d.5), 1'application Ty (g,9) - td(g,m) est une représentation

de G(6) dans L(d.5). De plus, les représentations 7. s'étendent en une

d
représentation v de G(6) dans le groupe des automorphismes de 1'algebre

graduée L¥(6). Nous appellerons T la représentation canonique de G(&).

iii) Si & est un diviseur positif de degré

supérieur ou égal a 2 et si d 2 1, la représentation T, a pour noyau

d
le sous-groupe de G(6) formé des éléments (0,9) ou ® est une constante

telle que ¢4 - 1. En particulier, v, est fidele.

Preuve : Les affirmations i) et ii) sont immédiates, montrons iii).

Soit (g,®?) dans le noyau de t.,. Alors , Brod - ¢ pour toute fonction

f dans L(d.6). En prenant poug f la fonction constante égale a 1, nous
obtenons @d =1. Donc ? est constante, 85 = 6 et Bf = £ pour toute
fonction f dans L(d.5). En particulier (gr)d = g(rd) = rd pour toute
fonction r dans L(6) et il existe une constante €. telle que

& - €. T - Supposons que g differe de O. Le point A étant dans le support
de 6, il en est de méme du point A+ g et, d'apres le théoreme de
Riemann-Roch, il existe une fonction s dans L(®) n'ayant pour poles qu'un
pole simple en A et en A+ g. Si g n'est pas d'ordre 2, le diviseur

A+{A+ g}n'est pas invariant par translation par g et on ne peut pas avoir
de relation &g = e -s- Par ‘conséquent, 2g = 0 et ei = 1 pour toute
fonction r dans L(6). Mais dans ce cas 2|n ce qui n'est possible avec nos
hypotheses que si la caractéristique de k n'est pas 2. Si Es = -1, la
fonction r = s+1, qui est dans L(5), ne peut pas vérifier une équation

g

du type °r = €_.r avec af = 1. Par conséquent, gy = 1. Ceci implique que

r
la fonction s vue comme fonction sur la courbe quotient de E par le groupe
d'ordre 2 engendré par g n'a qu'un pole simple, ce qui est impossible

en vertu du théoreme de Riemann-Roch. La fonction s n'existe pas,

g = 0, et la proposition 2.13 est démontrée.

Lemme 2.14 : Soient 6 et 6' deux diviseurs positifs linéairement

équivalents. Les extensions G(&) et G(&') sont isomorphes ainsi que

leurs représentations canoniques. Plus précisément, si R est une fonction

telle que div R = &' -5 les applications




v i G(8)——5G(5")

Bz L*(6)___,L*¥(5'), définies par
&R

V(g,q’) = (g,‘P- E)

n(f) = f/Rd pour toute f € L(d.5)

sont des isomorphismes et

v(g,?Iu(f) = n((g,?)f).

Enfin, si 0 : G——G(b) est une section ensembliste de G(5)——3G,

1'application wo en est une de G(é')___,G et les 2-cocyles associés

sont égaux.
> Tet

g
Preuve : Il est clair que div p(f) + &' =2 0 et div ©. % = 815", De
gp g g
plus v(g,?)u(f) = (g,?. R) /R = éi. ¢ % = (87.9)/R = n(8f.9) =
R

p((g,®)f). Enfin, notons o(g) = (g,¢g). Le cocycle associé a o est

donné par la relation

¥ — [
@ . ¢g, = alg,g )¢g+

g g'

g
L'application po est une section de G(6') = G car div@g. <§ = Bgropr,

Notons o' le cocyle associé, alors a = a' car

gg g+g'p g+g'p
o .=, 8 == a'(gg')® .2
g R™ g &g B8 Ve R
Remarque : L'application v du lemme précédent ne dépend pas de la

normalisation de R alors que 1 en dépend.

33
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CHAPITRE 3

Le plongement projectif d'une courbe elliptique

.’ h .
associé a un sous-groupe cyclique.,

Dans tout ce chapitre nous supposons En C E(k) et la lettre C
désigne un sous-groupe cyclique d'ordre n de En' Enfin, nous notons

C le diviseur

(3.1) c= % {g}
gec

et a tout a € En nous associons le caracteére X, € Hom(C,pn) défini par
(3.2) xa(g) = en(a,g) pour tout g dans C.
En particulier, le caractere X est 1'élément neutre de Hom(C,pn).
. ¥*
3.1 L'extension En(g) et 1'algebre L (C).

L'extension En(g) de K* par En’ définie au paragraphe 2.2 est

1'ensemble des couples (a,p) avec a dans E et ¢ dans Kk(E))< tels que

div(g) = % - C.

On vérifie immédiatement que En(g) contient les sous-groupes suivants :

{(0,t) | t € K} que nous identifions a k* ,

{(g,l) | g € C} que nous identifions a C,

{(g,t) | g € ¢, t € K} que nous identifions & C x k et qui est

d'indice n dans En(g).

. . € sos s
L'algebre graduée L (C) définie au paragraphe 2.5 porte une structure
supplémentaire. En effet, associons a tout caractere X € Hom(C,pn) et a

tout entier d 2 0 1l'espace vectoriel

(3.3) L(dC,x) = {f € L(aC) |8¢ = x(g).f pour tout g dans C} .



35

Alors ) L(aC) = @ L(dC,x) et
X

L*(g) = ® L(ac,x) .
d, X

Si les fonctions f et f' appartiennent respectivement a L(dC,x) et L(d'C,x'),

Ry

7

. . ¢
la fonction f.f' appartient a L((d+d')C,Xx'). Par conséquent, L (C) est
munie naturellement d'une structure d'algebre graduée par N x Hom(C,p ).

Dans ce qui suit, lorsque nous parlerons de la graduation de L (C) c'est

de cette graduation dont il s'agira.

Remarque : Soit E' la courbe elliptique quotient de E par 1l'isogénie de
noyau C et soit O' 1'élément neutre de E'. Alors, 1l'espace L(dC,xo) s'iden-
tifie a {f'€ Kk(E')x’ divg, (£') + d.{o'} = 0}.

Proposition 3.1 :
i) Les espaces L(C,x) sont de dimension 1.

ii) Si (a,¢) est dans En(g), la fonction ¢ est une base de L(C,xa).

iii) Pour tout d = 0, 1l'application Td(a,y) est un isomorphisme de L(dC,X)

sur L(dC,xxg).

Preuve : Soient g dans C et (a,¢) dans En(g). D'apreés la proposition 2.3
g g
nous avons <a,g> = ¢/°¢ = en(a,g)° Donc °® = xa(g).y et comme ¢ est
dans L(C), nous voyons que g est dans L(C,xa). Soit f dans L(dC,x). Alors

g(af.q;d) = a+gf.(gq;)d = x(g).af.(g?)d et, d'aprés ce qui précede,
8(%¢, ¢d) = x(g) X, (g)d (. qd). Ceci montre que 7, (a,9) envoie L(dC,X)

dans L(dC,X. X ) et on en dedult immédiatement que r (a Q) est un isomor-
phisme de L(dC,x) sur L(dC,X. Xy ). I1 en résulte que la représentation

d permute entre eux les espaces L(dC,X), transitivement quand d est
premier a n et que dans ce cas, ils ont méme dimension, indépendament

de X. En particulier, comme 1'espace L(C,xo) ne contient que les constantes,
nous avons 1 = dim L(C,xo) = dim L(C,X) pour tout X. Enfin, la fonction

¢ qui une fonction non nulle de L(C,xa) est une base de cet espace.

Proposition 3.2
La représentation 2 est irréductible. Plus précisément, si p désigne

la représentation irréductible de degré 1 de C X kK* dans k obtenue en

faisant opérer C trivialement et K par multiplication sur k, la

E (C)
représentation 7, est isomorphe a Ind e (o).
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Preuve : Soit f € L(C). Pour tout x € Hom(C, By ), la fonction EE x(g)

g€C
est dans L(C,x). Par conséquent, grice a la proposition 3.2 iii) on voit

que la représentation T n'a pas de sous-espace irréductible non trivial.
Le groupe C opére trivialement sur 1'espace L(C,xo) qui est isomorphe a k
et le groupe K y opére par multiplication. De plus, le stabilisateur de

L(C,xo) est C x k' et les espace L(C,x) sont permutés transitivement par

par C x K*. Ceci suffit pour affirmer que la représentation 7y est induite
par p.[Se]

3.2 L'homomorphisme 6.

5.
w5

Soit S (C) 1'algeébre symétrique de 1'espace vectoriel L(C).
Puisque L(C) = & L(C,x), cette algebre porte une structure naturelle

d'algebre graduée par 1e monoide N x Hom(C, [ ). De plus, l'homomorphisme
canonique 6: s’ (C)-—% il (C) respecte les structures d'algebres graduées par
NIx Hom(C,p ) de S%(C) et L' (C). Nous notons K (C) le noyau de 6. C'est un
idéal gradué de s’ (C).’

. : ¥* . s
Dans ce paragraphe nous allons étudier 6 et K (g). Pour simplifier

les notations, et puisque le groupe C est fixé, nous posons :

3% 3% 3¢
L=L(),8=58(),K=K(Q , L, o = L(d.C,%), et nous notons
I
(resp.K. _) la partie homogéne de degré (d,x) de S(resp.K) , © la
X d,X d,X
i i a 6 = . = = .
restriction a Sd,x de , Ld L(a.c) , Sd ? Sd,X , Kd f Kd,x

Théoreme 3.3 : 8i n = 3, 1'homomorphisme 6 est surjectif. De plus,

(3.4) dim Ld,x =d, pour tout X € Hom(C,pn)

Preuve : Pour démontrer le théoréme, il suffit de voir

Lemme 3.4 : Pour tout (d,X) avec d = 1, il existe d2 fonctions Wid? avec

1=i<d et 1<j=d, dans Ll’ telles que les d fonctions

f(d) _ (@) (@ (d)

i i,1°%i,2 *°°%,a

soient linéairement indépendantes et soient dans Ld x°
’
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En effet, il résulte de ce lemme que dim L 2 dim Im 6
d, X ‘d:X
pour tout (d,Xx) avec d =1 et comme dim Ld :5: dim Ld = nd d'apres
I
le théoréme de Riemann-Roch, nous trouvons dim L =d et = 0 .
B im a,x e Ld,x Im d,x

Preuve du lemme 3.4 : Fixons X et raisonnons par récurrence sur d. Si
d = 1, 1'espace L1 x est de dimension 1 d'aprés la proposition 3.1, et il
’
suffit de prendre pour %1 n'importe quelle fonction non nulle de L1 .
’
Maintenant, supposons construites les (d—l)2 fonctions ygdgi). Poéons
’
(a) (a-1) (@)

- <i<g- <i<d- i
alors ?i,j ?i,j pour 1<i=d-1 et 1<j<d-1 puis, prenons pour ?i,d

fonction constante égale a 1.

la

Lemme 3.5 : Supposons n>2. Pour tout (d,x) avec d=2, il existe xl,xz,...xd

dans Hom(C,un), non triviaux, tels gue X = X; X, ceeXg

Preuve : Supposons écrits tous les caractéres sous la forme X = x1 X2 ...xd.
En multipliant chacune de ces n équations par un caractere non trivial
nous obtenons une décomposition de tous les caracteres en produits de d+1
caractéres non triviaux. Il suffit donc d'examiner le cas d = 2.

Si X est trivial, nous prenons n'importe quel caractére non
trivial X' et nous écrivons X = x'.x'-l. Si X n'est pas trivial, puisque
n>2, il existe un caractére non trivial X' différent de X et nous écrivons
x = (xx'"Hxe.

A 1'aide du lemme précédent nous écrivons X sous la forme

X = XgeeeXq avec des caracteres Xi non triviaux et nous prenons pour

(

ydd; n'importe quelle fonction non nulle de L . Nous avons maintenant
’ N .

1,x
construit d2 fonctions dans L1 telles que les d fonctions fid) soient

dans Ld X" De plus, ces fonctions sont linéairement indépendantes car
?

(d)

kes fi pour 1<i<d-1 sont dans L et sont indépendantes tandis que

da-1,x
(d) . . . .
fd est dans Ld,x —Ld—l,x° Ceci acheve la démonstration du lemme 3.4 et
par conséquent celle du théoréme 3.3.0n en déduit immédiatement
. . ©
Corollaire 3.6 : La suite 0__)Kd7x ;Sd,x d’X’Ld,x“‘90 est
exacte.
Si n=3, on a dim K =0 si d=<2 ,
_ — d’x _
dim K3,X =0 si XﬁXo ’
dim K3,x -1 .
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Si n>3, on a dim K X - 0 sidst |,

n-4+r

="
=y
=
=
1

, our désigne le
. 5 2 X
nombre de x'EHom(C,pn) tels que xX'"= x .

3.3 L'idéal K (C) avec n>3.

Choisissons un générateur 9y de L pour tout x € Hom(c,pn).

1,%

Théoréme 3.7 : Soient xl,xi 1 Xg ,xé ,xs,xé dans Hom(C,pn) tels que

L B L 1
Xy X = Xg Xh = Xy Xg .

Alors il existe trois constantes ay,a non toutes nulles telles que

2°%3

a o, ¢ + a9 ¢ + a0 P = 0.
1 X1 Xi 2 Xo Xé 3 X3 Xé

De plus, si les six caractéres sont distincts, aucune des constantes ai

n'est nulle.

Preuve : Soient a et a' dans En tels que Xl = Xa et Xi = Xa' . Alors les

Px I ?X Py
. . 272 33 . . :
trois fonctions 1, B sont invariantes par translation par
(P (P ] ‘P ‘P 1
X1 %q X1 %y
1
les éléments de C et sont dans 1l'espace vectoriel L(ag+a C). Si A désigne

1'isogénie E—3E/C = E', ces fonctions considérées comme fonctions sur E'
sont dans 1'espace vectoriel L({ra}s+{Aa'}) qui est de dimension 2, d'ou
leur dépendance linéaire et 1l'existence des constantes a, . Supposons

maintenant que les six caractéres sont différents et que a, = 0. I1 suffit

alors de prendre la valeur en a de pour voir que

24Py Py * AP @
17x4 %4 37Xz Xg

cette fonction ne peut étre nulle que si @, = a, = 0. Par raison de symétrie

1 3
on voit donc qu'aucune des constantes a; ne peut étre nulle.

Nous déduisons immédiatement du théoreéme 3.7 .

Corollaire 3.8 : Soit X € Hom(C,pn). L'espace vectoriel K2 X est engendré
’

par les polyndmes de la forme

al?xl?xi * az?xz?xé * as?xs?xé

L} — ) —_ A\l -
avec Xlxl = X2X2 = X3X3 =X e
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Théoreme 3.9 : Si n>3, 1'idéal K est engendré par ses éléments de degré 2;

autrement dit K = K2.S s

Preuve : Nous désignons par XgrXgr e oo X g les éléments de Hom(C,pn).

Comme n24, il est toujours possible de trouver Xp et Xs tels que
2 2
(3.5) X, %%y XS £ Xy 0 Xp Ot Xp -

" En effet, il suffit de prendre par exemple pour X, un générateur de
Hom(C,pn) et de poser Xg = x;l quand n>4 (resp.xS = xf quand n = 4).
Nous fixons deux caractéres Xr et xs possédant les propriétés (3.5)

Nous désignons par (Kz.S)d,X les éléments de Sd,x qui sont dans 1'idéal
K2.S de S et nous dirons que deux éléments de S sont équivalents si leur

différence est dans 1'idéal de S engendré par K2 et ?X o
o

Lemme 3.10 : Tout élément de S est équivalent a un multiple du polyndme

d, X
P défini par
d,x

d-2 1-4d
Py Py 9y -1 sioxx. © =X
Xy XS ers T o
d . 1-d
?Xr s1 XX, = X,
Pd,x = ?d-i ¢ si XX1-d - x
Xp Xs r s
d-1 . 1-4
O, Si Xy = XX X XXy
a, @ a4
Preuve : Soit m = va ?X ...@x € Sd,X « Nous posons ds(m) = a et
o 1 n-1
da'(m) = d-ao-ar—as° Le théoréme 3.7 montre que si xi et Xj sont différents

de xo ’Xr et Xs on peut écrire dans S le produit ?X 'WX comme combinai-
i 7

n linéaire d' élément de K et de i
so i i un ?Xr?X~X.X -1 S1

, de [
29X 4% 5 Xo Xi%j i%5%r

Xixj £ X (resp. de ?xsqxixjxs-l si X # Xixj). Par conséquent, tout
mondéme m de Sd X tel que d'(m)=2 est équivalent a un monéme m' tel que
’
d'(m') = d'(m) - 1 et par récurrence nous en déduisons que tout mondme m de

54 X est équivalent a un mondme m' tel que d'(m')S1. Nous rangeons les
s
mondémes qui ont cette propriété et qui ne sont pas équivalents a O en deux

ensembles



40

U = ivu yv lu,v=0 u+v>0}
Xr XS
_ u \2 >,
V= {¢erxs¢xi lu,v20 , X% X »%x )

a) Comme nous avons supposé xi # Xr’ le théoreme 3.7 nous permet d'écrire

dans S le produit ?i comme combinaison linéaire d'un élément de
s
K2,X2 de ¢ 9,2 et de 9y Py2 x-1 - Par conséquent, si m € U et si ds(m)Zz,
s s r s “r
il existe m' dans V équivalent a m, tel que ds(m') = ds(m)-2.
b) De méme, si X3 £ er;l , d'apreés le théoréme 3.7 nous pouvons écrire

. Lo P . P
dans S le produit ?stxi comme combinaison linéaire d'un élément de Kz’xsxi

, . u v
d t d . Par conséquent, si m = € V est tel
¢ ?Xowxsxi ¢ ¢ ?Xr?sz;lxi d ’ ?xr%&fxi

que ds(m)Zi et ¥ # xrx;l il existe m'€ V équivalent a m tel que

d (m') =da (m) - 1.
s s

c) Si m = ?u ?v 9 -1 est tel que d_(m) = v = 2, nous pouvons utiliser
Xp ' Xg XXy s
le raisonnement fait en a) pour montrer que m est équivalent a un mul-
u+rl v-2

tiple de VX _1?X2X—1 . Or nous avons supposé xz # xf . Par con-.
r s''r

¢ ¢
Xy TXpXg

séquent, d'aprés le théoréme 3.7, il est possible d'écrire dans S le

X, X 2,X

produit ¢ 1,9 2 -1 comme combinaison linéaire d'un élément de K ,
r*s XsXr s

de et de -1 et m est équivalent a un multiple m' de
x, xg x Px xo 4 P

u+2 v-2 .
9, -1 qui est tel que d_(m') = d_(m) - 2.
Xr XS Xer s s
Nous déduisons de a),b),c) que tout mondme m de Sd x est
’

équivalent soit a un mondme m' de U tel que ds(m') < 1, soit a un mondme

de V tel que d (m') = O, scit a un multiple de Qd—zy [ -1 . I1 suffit
s Xp 'Xg ers
maintenant d'écrire quels sont les mondémes m' de Sd X satisfaisant ces
’

conditions pour voir que m' est nécessairement un multiple de Pd X
’
Nous sommes en mesure de terminer la démonstration du théoréme
3.9. Soient d=2 et P € K2 x° D'aprés le lemme 3.10, il existe P" dans

’
1'idéal engendré par K2,P' dans Sd- et une constante a tels que

1,x

P=P'+9¢ P' + aP
Xo

.

d, X
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Mais, 6(P) = 8(P") + 6(P') 4+ q e(ph,x? = 0. La constante a est nécessaire-
9 B =
ment nulle sinon la fonction 8(P) aurait un pdle en 0, donc
6(P') = é é
(P") 0 et P' € Kd-l,x . Par récurrence on en déduit que P € K2.S
uisque K = {0}.
puisque K; . = {0}

. ¥*
3.4 L'idéal K (C) avec n = 3,

Choisissons un générateur ?X de L1 5 Pour tout x € Hom(C,pn).
b

Théoréme 3.11 : L'espace vectoriel K est engendré par un élément

3,%,

3 3 3
R=apyg + a0 + a + B
1 P Py Py @
%% Xpo B TG Xy Xy

tel que les a; ne soient pas nuls.

. Comme tout élément de S est

Preuve : Scit R un générateur de K3,X 3,%

o
combinaison li néaire de ?i ,xz ,?z et de ?X qx WX , il existe pour R
o 1 2 o "1 "2

une décomposition de la forme annoncée. Il suffit alors de regarder 1'ordre

du pdéle de 8(R) en O pour voir que si a; = 0 on a aussitdt a, = 0,p = 0.

a, = 0 et R = 0. De méme si ay = 0. Enfin, si a désigne un zéro de ?X y
1

le calcul de la valeur en a de 8(R) montre que si ay = O on a aussi

a, = 0 donc R = 0.

Théoréme 3.12 : Si n = 3 1'idéal K de S est engendré par ses éléments de

degré 3.

Preuve : Nous notons X1 Xg 2% les éléments de Hom (C,ps) et nous dirons

2
que deux éléments de S sont équivalents si leur différence est dans

1'idéal engendré par K3 et Py
o

Lemme 3.13 : Soit (d,x) avec d>2. Tout élément de S est équivalent a

d, X

un multiple du polyndme Pa,x défini par
’
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[ a4 i x - -2
x, ¥, = X
2 d-2 . d-1
Pa,x = 9y Oy i X = X
1 72
d : d
Px, 5i X = X
\
a a, @ ( .
: i = €S . Nous posons d,(m) = a,. Le théoreme 3.11
Preuve : Soit m ¢X0¢X19x2 a,x p 1 1
montre que ¢3 s'écrit dans S comme combinaison linéaire d'un élément de
*q
K de ?3 de 93 et de ¢ 9 _ ¢ Par conséquent, si m € S
’ * ’
3’Xo Xo Xa Xo X1 Xg dsx
est tel que dl(m) = 3, il existe m' dans S4 M équivalent a m tel que
’
dl(m') = dl(m) - 3. Nous en déduisons par récurrence que tout mondme est
équivalent a un mondme de Sd X tel que dl(m') =< 2, et comme les seuls
’
mondmes de Sd X satisfaisant cette condition sont les multiples de
3
P le lemme est démontré.
d, X
Soit maintenant P € K, x avee d = 3, D'apres le lemme 3.14 il
s
3 " '
existe P" € (K3'S)d,x , P' € Sd—i,x et une constante a tels que
- " 1
P=P'+g PlsaP
o
or 8(P) = 8(P') + a G(Pd X) = 0 et la constante a est nécessairement
’
nulle sinon la fonction 6(P) aurait un pdéle en O. Donc 6(P') = O et
P' € Kd 1,x° Par récurrence on en déduit que P est dans K3.S puisque
]
Kd X est nul pour d < 2, ce qui démontre le théoreme 3.12
’

Soit & un diviseur positif sur une courbe elliptique. Si
deg 6 = 3, ce diviseur est trés ample et il lui est associé un plongement
projectif n de E dans P L(6) 1l'espace projectif associé a L(é)[MuW.
Supposons 6 = C. Quand n = 3 le théoreme 3.12 montre que n(E) est une cubique
de 1’2. Quand n =4, le théoreme 3.9 montre que n(E) est une intersection

de quadriquesdans P n-1 .

Au chapitre 5 nous étudierons plus en détail ce plongement.
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CHAPITRE 4

Les fonctions Xa et leurs relations.

Dans tout ce chapitre nous supposerons l'entier n.impair et
En c E(k). La lettre C désigne un sous-groupe cyclique d'ordre n de

E et le symbole C a le méme sens qu'en (3.1).

4.1 Les fonctions Xa

D'apres le théoreéme d'Abel et comme nous avons supposé le
nombre n impair, les diviseurs C et n!O} sont linéairement équivalents.
D'aprés le lemme 2.14 les extensions En(C) et En(n{o}) ainsi que leurs
représentations canoniques sont isomorphes. Au paragraphe 2.4 nous avons
défini une section ensembliste W de En(n{O}) - En’ et grice au lemme
2.14 nous pouvons construire une section de En(g) ad En qui définit le
méme 2-cocycle que W,
Définition 4.1 : Soit R € Kk(E)x telle que div(R) = C - n{0}.

A tout élément a € En nous associons la fonction définie par

R
(4.1) X, =W.3

ou W est la fonction définie par (2.10).

Nous noterons Xa = Xa c lorsque nous aurons besoin de marquer
I

la dépendance de C.

Proposition 4.2 : La fonction Xa est la seule a vérifier les deux conditions

(4.2) div(X ) = % -¢c = 2 { g+a} - lg}
g€C
Xa =1 si a €cC
(4.3)
xa(";1 a) = 1 siafcC



Preuve : Il suffit donc de vérifier (4.3) car il est clair que xa
satisfait (4.2). La fonction R est paire. En effet, div(R(x)) = div(R(-x))
donc R(x) = eR(-x) avec e? - 1. or, 0 € Supp(div(R)) d'ou, R(0) = ¢R(0)

et ¢ = 1. De plus, si a € C les points £§£ a et - -%l a ne spnt pas

R(- E%l a) n+l
supp(div(R)) don a) = ———"—— -1 et comme W_(££= a) = -1

n+l a 2

R(——— a)
par définition nous obtenons X (Eii a) = -1 quand a £ C. Par contre, si
a € C, les points Bél a et - Eél a sont dans supp(div(R)) avec la multipli-
cité 1 et -——(n+1 a) = -1 compte-tenu de la parité de R. Ceci montre que
X, (rl+1 a) =1sia€C.

Proposition 4.3 : Le groupe C étant fixé, les diverses fonctions Xa

vérifient
n+1
2 a
- Al
(4.4) xa+a' = en(a,a ) Xa. Xa,
n+1
(4.5) X, = en(a,a') 2 X, si a'-a € C.
(4.6) xa+a' = xa'axa' si a et a' sont dans un méme sous-groupe

cyclique de En.
(4.7) X (x) =X _(-x).
a -a

Preuve : L'identité (4.4) résulte immédiatement du lemme 2.14 et de la
relation (2.14). Les identités (4.5) et (4.6) sont des cas particuliers

de (4.4). Enfin,(4.7) s'obtient en comparant les diviseurs de chaque
n+1
2

membre et leur valeur en a.

Proposition 4.4
i) La fonction Xa est une base de L(g,xa). Autrement dit,

ng = en(a,g)Xa pour tout g € C

ii) Soit ¢ € L(C). S'il existe a € E tel que g? = Xa(g)? pour tout g € C

alors il”existe une constante o telle que ¢ = axa.

iii)Soient agseeesag et a dans E . Ou bien Xa n'appartient pas a 1'espace

vectoriel engendré par les fonctlons X ou bien il existe un indice i et

une constante a tels que X = aX et dans ce cas a-a; € C et
- Ti+1 a a, —————————

—_— 1

a = e (a,a,) 2,
n i
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Preuve : Les affirmations i) et ii) résultent immédiatement de la propo-

sition 3.1. L'affirmation iii) résulte de ce que L(C) = & L(C,X) et de (4.5).
X

4.2 Comparaison de E (C) et E (C') et de leurs représentations canoniques.

Dans ce paragraphe, C et C' désignent deux sous-groupes cycliques

d'ordre n de En' Nous posons

(4.8) a(c,c')y = # (cncn,
Nous avons donc n = d(C,C) = d(c',C').

Comme les diviseurs C et C' sont linéairement équivalents, les
extensions En(g) et En(C') sont isomorphes ainsi que leurs représentations
canoniques et le lemme 2.14 dont nous reprenons les notations associe a
toute fonction R telle que

(4.9) div(R) = C' - C

. * * . o .
un isomorphisme p : L (C)_4L"(C'). La fonction R n'est définie qu'a un
multiple prés par (4.9); nous allons voir qu'il est possible de la norma-

liser de fagon canonique.

Définition 4.5 : Nous posons

(4.10) DY

' .
Proposition 4.6 : La fonction Rg n'est pas nulle et satisfait a

'
(4.11) aiv(RS) = ¢'- ¢,
C - -_—
1
(4.12) Rg .Rg, = n.d(c',C) .

Preuve : Soit R une fonction non nulle satisfaisant a(4.9). On obtient

immédiatement
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R
(4.13) Xa,C' = Xa,C o =g Dour tout a € E ,
- - 1 '
et comme Xg’c = Xg‘,C‘ =1 pour g € C et g'€ C', nous avons
R 1
X, = = pour tout g'€ C!
g',C g n
(4.14)
Er
xg,C' = R pour tout g € C .
1
R v o
Soit ¢ = T :E: —— et soit r' un élément quelconque de C', Alors,
e &'R
r' r' r' .
9 = (Z’ Xg, C r' (Z er',C)/R = ¢y,ce qui prouve que ¢ est
g
constante.
C'pC - SR/g! = g g
Calculons R Rg, = > Xgr Keric T SR/gy = }: RZ (Z R .
g8 g8
Or nous venons de voir que ¢ est constante donc ¢ = g? = E%ET pour
g' R
g
touthCetR Z ) I —R—,-:ng,c.
et g+g R gpg %8R g &

Comme gx ' = e (g',2)X ' d'aprés la proposition 4.4 nous obtenons
g',C n g',C

=L (Lo ee)]
g' g

Le terme figurant entre crochets est nul si g'¢ C et est égal a n si

. Al
g' € C, cas ou X_, ¢ = 1 ce qui donne enfin Rg Rg, =n 2: 1 = n.d(C',C).
& g'€cnc’
L}
I1 en-'résulte que Rg n'est pas nulle et (4.11) est prouvé puisqu:
1

Re

¢ =g est constante.

Corollaire 4.7 : Nous avons :

a C'
RC
(4.15) xa,C' = xa,C L pour tout a € E_ .
C
A} 1
Rg & Rg,
(4.16) Xg, ccE = G~ Pour tout g'€ C'.
’ A}
Rg RC'
1
(4.17) - = 1.
rec g'Rg
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Preuve : Les formules (4.15) et (4.16) ne sont autres que (4.13) et (4.14)
'\
écrites avec Rg a la place de R. La formule (4.17) s'obtient en divisant
1

les deux membres de (4.10) par Rg .

Corollaire 4.8 : Soit X une fonction sur E n'ayant pour pdles qu'un pdle

double en 0. Soient g un générateur de C et g' un générateur de C'

Alors
n-1

[X(x-g") - X(rg)] [X(x) - X(rg")]
[x(x-g") - X(rg"] [x(x) - X(rg)]

n-1

(4.19) X ¢ =

-
i
pary

2
' - 1
Preuve : Les fonctions Rg et l I X(x) X(rg') qui ont méme diviseur
r=1 X(x) - X(rg)
sont multiples 1'une de 1l'autre et il suffit d'utiliser (4.14).

Définition 4.9 : Notons L(C,C') le sous-espace de L(C) engendré par les

i Al 1
fonctions xg',C avec g' € C'.
Théoréme 4.10 :
(4.20) * dim L(C,C') = n/d(C,C")

Preuve : La proposition 4.4 montre que la dimension de L(C,C') est égale

a 1'indice de C N C' dans C, ce qui prouve (4.20).

N ]
Théoréme 4.11 : L'application p associée a Rg par lemme 2.14 est un

isomorphisme entre L(C,C') et L(C',C). Plus précisément, soit a € En’

A toute fonction ¢ € L(C) est associée une constante la(?) telle que

, . g'
(4.21) xa(q;).xa’c, = p( Z en(—a,g')Xg, & 9) = 2 en(—a,g')xg —2

g,ec' ,C. g'GC' "C.Rgl
ou_encore

: a,C' _ ' g'

(4.22) A, (@) RE Xac © Z e (-a,g )Xg.’y 9 -

g'GC'

De plus, la forme linéaire ¢Mr (¢) est définie par
n+1

(4.23) xa(xb,C) = en(a,b) 2 .e(a-b)




2& € : En“’pn U{O} est donnée par
0 sir g C'+C
(4.20) &(r) = E%l

en(F',;) sir=r'sr avecT' €C' et T € C.

Preuve : Les égalités (4.21) et (4.22) sont équivalentes d'apres (4.15).
1
La fonction i: en(~a,g')Xg, C'g ¢ est dans L(C). Soit r'€ C'. Nous
’

g'€C!
avons
r' _ g’ _ f r' I"+g' r' C' _
p(;;' en(-agX, &9 - ():g' enl-a,80" X, o 9/ RS -
— - o' ‘ .r'+g! _ ' r! !
= “(Zg' en( a,g') xgl’c’xr"c 9) = u({g' en('a:g )xrv+gv’c° & (P) =

1
= en(a,g').p(iz en(—a,g')xg, C'g ¢). Ce qui montre, grdce a la proposition
g' ’

1
4.4 que p(i: en(—a,g')xg, C.g ¢) est un multiple de X I1 existe donc
A\l ’

a,C'"
une constante Xa(y) telle que la relation (4.21) soit vraie et il est
clair que 1l'application la est une forme linéaire sur L(C). Pour étudier
cette forme il suffit de connaitre les constantes xa(xb,C) puisque les
fonctions X engendrent L(C). Nous avons

b C

a C'_ g'
A (X, )X . _i: en(—a,g')xg,’c. X

a "b,C""a,C” "C e b,c’

et nous en déduisons en utilisant (4.4)

a C' § b
A, (X, X, - R = (2_' e (b-2,8"°% , X ¢
g
. a,C'
= A, (DX, Xy o "Re
n+1
- 2 a,C'
= la_b(l).en(a-b,b) - “Rg 'xa,C
et enfin,
n+1
2
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Posons e(r) = lr(l), ce qui donne

r C'_ '
(4.25) c(r)Xr’c. s _i: en( r,g )Xg pour tout r € En.

g 'C
= - ' _r -
Supposons r € C. Alors, xr,C =1 et en( r,g )xg',C = xg',C . I1 en ré
Cl . 3 Cl
sulte que e(r)rRC = Z: rXg, c = rRC et que e(r) = 1 pour tout r € C.
’

g'

L'égalité (4.25) s'écrit aussi
- - '
s(r)Xr’C, = p()g' en( r,g )xg,,c)

et nous venons de voir que l'image de 1'espace vectoriel L(C,C') de di-
mension n/d(C,C') par 1'isomorphisme p contient les n/d(C,C') générateurs

Xr’c, de L(C',C). Par conséquent, p(L(C,C')) = L(C',C). Il en résulte que

e(r) = 0 quand r € C'+C puisqu'alors X n'est pas dans L(g',g), d'apres

r,C'

proposition 4.4. Enfin, si r = r' + T avecr € C et r'€ C' ,

n+1
e(r)X =§: e (-r,g")X = e(r)X— et comme X = e (r,r) 2 x
r ", n ’ g',C r,C r,C n "’ r,C
g ' n+1
d'aprés (4.5), nous obtenons e(r).en(;};') 2 . e(r) = 1, ce qui prouve

(4.23).
4.3 Les constantes 6(C1,...,Cr).

Soient Cl’“"’cr des sous-groupes cycliques d'ordre n de En.

Posons

C.

(4.26) a,. = d(c.,c,) et BRI =RJI
ij i’7) i Ci

I1 résulte de la proposition 4.6 que la fonction Rf.RZ....RE_ .R

est une constante non nulle, pour tout k .

Définition 4.12 : Nous posons

(4.27) 6(CyyeveeyC) = R
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Lemme 4.13 : Les formules suivantes permettent de calculer les constantes

6(01,...,Cr) par récurrence :

(4.28) : 6(C;) = n
(4.29) 6(c1,02) = n.d;,
. n+1
(4.30) 6(C,,C.,C.) = n.2 Le (xg,x,) 2
1772’73 ( n
Xy9XgyXe YEC szxc3
x1+x2+x3_0
6(C C ,C )5(C C ,C )-..G(C ,C ,C)
(4.31) 8(CyyenryC )= i rt =
8(Cy,Cg) e nb(Cy,C )
Preuve : La relation (4.28) résulte de R i:: X c et de X c =1
g,€c, 1o 8171
tandis que la relation (4.29)n'est autre que (4.12). Démontrons (4.30).
2 3 2 .3

R;.R
Nous avons R 2 X Z —12— = Z 12

£,,C g ,C, Boiks € g g
g2€C 2771 °3°72 2’°3 2R2 3R3 €585 3R3
1 2
€C
3
2,3
RiRa €3 2 3 R
= E: : Ly d'apres (4.17). Mais RfR2 est égal a un multiple de
g,:8 3 n2n3
2’53 (RIRz)
2,3
R.R g
2
R donc 12 . C et RiRg =§: xg »C 3Rl )
830p23) ©5' 1 g; 31
12
Si nous reprenons la formule (4.22) avec C = 01 , C' = C3 et a = 0, nous
obtenons
2,3 2,.3
(4.31) : RIR, = A (RDR

En multipliant les deux membres de cette égalité par R; et en utilisant

(4.12) nous obtenons 2 1 2
R1R Ra = n.dlslo(Rl) = 5(01,02,03) R

I-‘NCA

' -
Mais d apres le théoreme 4.1 Ko(xgz’cl) = 0 quand g, ¢ 01 + C

3 .Donc,

2 ;

A (RY) = A (X ) .
o1 0 7g,yC
o€ czn(cl+cs) 271
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Posons

4.32) =
( c {(xl,xz,xs)e €, xCxC | x

123 +X_+X, = 0} .

17273
La suite de groupe
p .9
(4.33) 0--)011'1 02 - 0123 __.)Czﬂ(CI+C3) —_— 0
ou les homomorphismes p et q sont définis par

p(x) = (x,0,-x) et q(xl,xz,xs) = X,

est exacte d'aprés le théoréme 4.11. Si g,€ Céﬁ(C1+Cs) désigne 1'image par

. n+1
. 2
q de (xl,xz,xs) nous avons lo(xgz,cl) = en(xs,xl) et comme g, est
image de d13 ¢léments de Clzs,nous obtenons
n+1 n+l
d, A (X ):::,e(x,x)2 etdk(R2)=2:e(x,x)2
1370 g2,C1 x€C “n 73771 1370 1 XEC n 371
123 123
q(x):g2
qui n'est autre que (4.30). Enfin 1'égalité (4.31) modifiée grace a (4.12)
s8(c,,C,_,C.)
en RZR3 -2 R3 donne par récurrence
127 sc,co !
1773
5(01,02,03)....6(c1,cR_1,cr) r

2 r sy
(4.34) Ri....R_, = R, et en multipliant

6(C1’C3)""6(C1’cr)

les deux membres de cette égalité par Ri nous obtenons (4.31).

Nous déduisons immédiatement du lemme 4.13

Corollaire 4.14 : Soit F le corps premier contenu dans k. Alors la

constante 6(01,..0,Cr) est dans F(pn).
En fait les constantes 6(C1,...,Cr) sont des“sommes de Gaussf en effet,

Proposition 4.15 : Soit X :(Z/4Z)x___)§i1} le caractere quadratique défini
%=1
2
par x(x) = (-1) . Alors

51
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r .
2 n r
(4.35) 85(C,, 444, )% = X(+=—————=—).d,,.d, ...d_, on et
1 r dydyze..d 77127723 rl
r
(4.36) 6(01,...,cr).a(cr,...,cl) = d;jyedyzeend on

Preuve : La relation (4.36) s'obtient sans peine en multipliant membre

a membre (4.27) et 6(Cr,...,c1) = R;Ri...R; et en utilisant (4.12).

Il résulte immédiatement de (4.28) et (4.29) que la relation (4.35) est
vraie pour r = 1 et 2. D'autre part, grace a (4.35) elle est vraie aussi
pour r > 3 si elle est vraie pour r = 3, il suffit donc de démontrer

(4.36) avec r = 3.

Rappelons que le groupe C a été défini en (4.32). Notons

123
. ' . . s
[ 0123-—9 My 1'application définie par

n+1

e(xl,xz,xs) = en(xs,xl)

C'est une forme quadratique sur 0123 et

6(C1,02,03) = n S:::: e(x) d'apres (4.30).
x€C123
Remarquons au passage que la constante 6(C1,...,Cr) est par définition,
invariante par permutation circulaire sur les groupes Cl,Cz,...,Cr ce
qui se voit mal sur la relation (4.31). Par contre, il est aisé de voir

directement que (4.30) est invariante par permutation circulaire sur

C CZ’C3' En effet, si x = (xl,xz,x3) est dans C nous avons

17
Xy +X g+ Xy = 0 et en(xz,x

en(xs,xl) = en(xz,xs) et

123

1+x2+x3) = 1 d'ou nous déduisons

e(xl,xz,xs) = e(x 3,x1) = e(xs,xl,xz), ce qui montre que

2%
la forme quadratique €& est invariante par permutation circulaire. Par

-1
contre, comme e(x 2,xl) = e(xl,xz,xs) nous voyons que & se change

3%
en son inverse par une transposition des variables. En résumé, si o € 63

. c
opere sur 0123 par (xl,xz,xs) = (xc(l),xc(z),x6(3>) et admet sg(o)

pour signature, nous avons

(4.37) £(%x) = e(x)5€(
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Lemme 4.16 : i) Soit d = #(clnczncs). Alors,

(4.38) d = (dlz,dzs) = (dzs,dsl) = (dsi,dlz)
ii) Posons dij = d.d'ij - Le nombre d.dj,.d}..ds,, divise n, la forme
¢ prend ses valeurs dans Bgqn avec a" = ajﬁiiTaggTagz et
¢, nic, + Cg) = dg,Cy
C,n(Cy + Cy) = 4;5C,
C3 n(01 + Cz) = délc3 i

iii) Il existe x = (x17x2’x3) € 0123 tel que x, engendre C2 ﬂ(C1 + CS)

et alors e(x) engendre Bane

Preuve : i) Montrons par exemple que d = (d12,d23)° Les groupes Cl,C2 et C3

sont cycliques ainsi que leurs sous-groupes. Comme C1 n 02 est d'ordre

d12 nous avons C1 n Cé = (n/dlz)C2 . De méme, nous avons

Cs N 02 = (n/d23)02 - Il en résulte que C, N C, N Cy = P.P.C.M.(n/dlz,n/dZSXé

ou P.P.C.M. désigne le plus petit commun multiple. Ce qui nous donne

n

C1 al 02 n C3 = TEI_TH__T C2 et comme C1 n 02 n C3 = (n/d)C2 nous avons bien
2’7723
d = (dlz,dzs).

ii) Les trois nombres dij divisent n. Il en est de méme de leur P.P.C.M.

qui n'est autre que d.d' .d . Considérons la suite de groupes

1 1
12 23'd31
0—3 €, N CyN C3—3E _.‘E.)Hom(cl+c2+cs,pn)—)o

ou ¢ est 1'homomorphisme gp_+xg(avec les notations habituelles).
D'apreés le théoreme 1.8, ¢ est surjectif et il est clair que C1 n 02 n C3

est son noyau. Par conséquent cette suite est exacte et

#(c +CyuC)=na
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D'autre part, la suite exacte de groupes
s
0—3 C oz —3 CXCxCy —3 €, +C,+C 5 0

ou S(xl’x xs) = X,+X_,+X, montre que #c = n.d. Enfin, la suite exacte

2’7 177273 123
(4.33) donne # Céﬁ(cl + CS) = nd/d13 = n/di3 . Mais, Czﬂ(c1 + CS) est

i - ]
un sous.groupe cyclique de 02 donc Céﬁ(cl + Cs) = d1302 . nel
2

Enfin, quand 8y parcourt 01 et g5 parcourt C le nombre en(gl,gz)

2)
parcourt pn/d et avec ce que nous venons de voir nous obtenons que e(x)

12 1 1
d13%23

est dans (p ) = W,, quand x parcourt C .
n/d12 da 123

iii) Soit (gs,g) une base de En telle que g3 soit un générateur de 03.

Alors, en(gs,g) engendre My et il existe a;,a b2 dans Z /nZ tels que

2'Py
81 = 218 + byEy

By = 38 + bogy -

13 = (ai,n),

3 = (a2,n). Quitte a remplacer g, et g, par d'autres générateurs

1
Comme en(gs,gl) = en(gs,g) engendre pn/d13 nous avons d

De méme, d2
= =d .
de C1 et C2 nous pouvons supposer que a, d13 et a,y 23

Alors d - d + (b,d!, - b, d! )g3 =0 et

1 1
2381 1382 2%3 1%3

_ — ] - ] ' - ' 1A1 A
X = (xl,xz,xs) = (dzsg1 , d1352’(b2d13 b1d23)53) est 1'élément

de 0123 dont l'existence est affirmée dans le lemme 4.16.

Nous pouvons terminer la démonstration de la proposition 4.15. Soit

x € C satisfaisant aux conditions iii) du lemme 4.16. D'aprés tout ce

123 i d
e(x)

qui précede 6(01,02,C3) = n.d e(rx) = n.d
r mod n/di3

13 ,
r mod n/d13

13

2
Mais 1'application rp—)e(x)r est périodique de période d" et par

conséquent

(4.39) 6(C,,C.,C.) = n.d%.a;_.d’_.dL, % ( )r2
° 12723’ = M@ lygedogedsy eix
r mod 4"

Or il est bien connu [Ei] que



Théoréme 4.17 : Soit A un entier positif impair. A tout générateur (¢ de

p, on associe 2
A S(0) ::g”

r mod A

Alors,

S(€)2 = x(A).A ou X est le ca-

ractére quadratique défini dans 1'énoncé de la proposition 4.15 ,

11 résulte de ce théoreme et de (4.39) que

55

2 3
6(C1,02,C3) = X(d")'d12'd23°d31°n et comme X est un
: "y _ n 2.0 _ —n - n__ n_ n__
caractere nous avons X(d") = X{(d) ary = x(d T ) = X(d )x(d )x(d )
12723731 12 3 31

ce qui prouve la relation (4.35).
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CHAPITRE 5

Etude du plongement de E dans Pn-'1

.z ~ s
associé a une structure de niveau n

Nous supposons dans ce chapitre la courbe elliptique E définie
sur un corps k de caractéristique différente de n, munie d'un sous-groupe
cyclique C d'ordre n globalement rationnel et d'un point g' primitif
d'ordre n rationnel. Nous désignons par C' le groupe engendré é' et nous

supposons

cnect = {0}

Avec cette hypothése le groupe C est isomorphe, en tant que module
galoisien, a Wy Nous avons de plus un isomorphisme canonique qui
associe a { € v, l'unique élément g de C tel que

en(g',gc) =C .

Pour alléger 1'écriture nous posons pour tout r € Z/nZ ,

xr = xrg',C
ou xrg‘,C est la fonction définie en (4.1) et Xp = Xrg‘e hom(C,un) ou
xrg‘ est le caractere défini en (3.2).
Lemme 5.1 : Les n fonctions Xr sont définies sur k et forment une

base du k-espace vectoriel L(C) .

Preuve : L'hypothese sur le couple (g',C) fait que x, est un
générateur de Hom(C,un). Par conséquent, Xp = X: parcourt Hom(C,un)
quand r parcourt Z/nZ . Il en résulte, d'apres la proposition 3.1
que les n fonctions Xr forment une base du k(un)—espace vectoriel

k(un) ®k L(C). Enfin, comme divX est stable par 1'action de I’y la
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fonction X est égale a un multiple constant pres a une fonction
définie sur k et la relation (4.3) montre qu'en fait Xr est définie sur
k. Le lemme en résulte.

Nous avons vu au chapitre 2 qu'un plongement de E dans
P(L(C)) est associé au diviseur C. Les fonctions Xr formant une base
de L(E) nous en déduisons un plongement de E dans Pﬂ-l. Plus précisément
Définition 5.2 : Nous notons © le plongement projectif de E dans q?-l

défini sur E- C par
n(P) = (X _(P): X (P) : s X, (P)

ou P désigne un point courant de E. Comme XO(P) = 1 pour tout point
P &€ E~C et comme les fonctions Xr ont un pole en chaque point de C pour
r £ 0, nous voyons que n(C) est l'intersection de n(E) avec 1'hyperplan

d'équation Xo = 0.

Définition 5.3 : Soit u € En' Nous lui associons les éléments

r, € Z/n7Z et gu € vy uniquement définis par

r

u - - 1
Xg =Xy et Gy = en(g su)

S . . . n-1 .
Théoreme 5.4 : Soit P € E tel que n(P) = (ao. a ) dans P et soit
u € E . Posons

n’ ——_—
-i
(5.1) @'y = Gy % p
u

Alors n(P+u) = (a; Pag s ) € Pt ,» et en posant
(5.2) . al = C-la .

1 u -14+T

n-1

nous avons n(-P+u) = (a;: al ) €EP .
Preuve : Comme v = u- rug' est dans C puisque en(g,v) = 1 pour tout

g€ C, il résulte de la formule (4.6) et de la proposition 4.4 que
X. (p)
. i-r
-1 u
Yox,. (p)

-T
u

Xi(P+u) = Xi(P+rug'+ v) = ¢
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d'ou

Quand u=0 la relation (5.2) résulte de (4.7). Combinée avec (5.1) on

obtient le cas général.

Définition 5.5 : Soit T une fonction définie sur k ayant un zéro simple.

n

en 0. Nous notons a le point de Ik-l défini par a = (a_: a ) avec

1:
(5.3) ai = xi'.T(O)

Lorsqu'il faudra précisé nous écrirons

2 T %g,C

Nous voyons immédiatement que a ne dépend pas du choix de T, et que

(5.4) a ==-a, #o pour i # o

Théoreme 5.7

i) Soit r £ O nous avons

a.
yy _ i-r
(5.5) Xi(rg ) = =
-r
ii) Soit u € En' nous avons
n(u) = (CREN )
avec
-i
(5.6) oy =8y 2
u
Preuve : La formule (5.5) résulte de (4.6). La définition (5.6)

donne immédiatement m(0) = a et il suffit d'appliquer (5.1) pour obtenir
(5.6).
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L. 1 .
Remargue : Nous verrons ultérieurement que " pour i £ O est une
i

forme modulaire de poids 1 pour I'(n)

5.3 Les équations de n(E)

Proposition 5.8 : Soient i1,j1,12,j2,i3,j3 dans Z/nZZ tels que

i,+3y = 124-32 = iz+d5 alors

(5.7) a; ;& s Xi X, + a; _; a4 Xi X. + a; ;o oas 4 Xi X, =0
37t2 dz7ia tg Jr M7z dg7iz I 27t J27 3 93

Preuve : Si deux des ensembles {il’j1}’ {iz,jz}, {i3,j3} sont égaux

le membre de gauche de (5.7) est identiquement nul (en tant que polynome
dans les variables Xi) - Dans le cas contraire, le membre de gauche de
(5.7) est une fonction qui possede au plus 2n poles et qui s'annule en
et i, ,). Par

3n points (les translatés des points de C par i i

1g' ’ T2g! 3g

conséquent elle est nulle.
Corollaire 5.9 : Si n > 3, la variété n(E) est 1'intersection schémati-
que des quaﬂriqyes de PE-1 définies par les équations (5.7).
Preuve : Ce corollaire résulte immédiatement du théoreme 3.9 et du
corollaire 3.8.
Corollaire 5.10 : Sous les hypotheses de la proposition 5.8 nous avons
(5.8)a. . a. . a, a. +a, . a, . a, a. +a, . a. . a. a. =0

tzTha JdgTha g Jg Agtiyodgtiz odp 0y iy Tip-ig Tig Vg
Preuve : Cette relation traduit le fait que n(0) € n(E).
Proposition 5.11 : Supposons n=3. Alors les fonctions Xo, X1, X2 sont

liées par la relation

3 3 3 (¥
(5.9) X0+ X7+ X5 4 3(120(0)_1)x0x1x2 =0

N Al
ou Rg est la fonction définie par (4.10) et n(E) est la courbe de Pi qui
admet (5.9) pour équation.
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Preuve : Soient b et b' les constantes telles que
a -a
-1 S '
X1 =t alb e X2 =t a1b tewa

les fonctions X:, Xi, Xz, XOX1X2 sont linéairement dépendantes d'apres le

théoreme 3.11. Il suffit d'écrire le développement de ces fonctions en T
pour obtenir (5.9). La derniere affirmation résulte des théoremes 3.11
et 3.12.

Remarque : Nous pouvons encore écrire 1'équation (5.9) sous la forme

(x0 Xy x2)(x° *CX, 4 gzxz)(xo + gle + sz)

Cl
= - 0
3Rg(0) X X X,

soit encore, compte-tenu de (4.22)
3

1
RC' [T x o = -3RE(0) [ X, -
ceC Cy c'eC! L)

5.4 La loi de groupe

Lemme 5.12 : Soit ® € L(2C,X ) non nulle, telle que ¢(P)=0. Alors
-P+rg'
(5.10) aiv e = Fc* c-2¢
. os Sy sg' .
Preuve : Pour simplifier posons = ¥ pour toute fonction ¥ et tout

s€ Z/nZ . La forction x2 (-r/2

-r/2"

fonctions de cet espace sont paires puisqu'il a pour base Xi et XSX_

®) est dans L(2£,Xo). Or toutes les
avec s# 0. A toute fonction Y nous associons la fonction ¥' définie par
¥Y'(x) = ¥(-x). Nous avons

2 -r/2
X_r/z.( ©)

(25 200y = X%, (/2(01)) done
2

X
-r/2, _ 2/2 . r/2((p,)
x—r/2
ce qui donne apres translation par %g' 1'équation fonctionnelle

¢ = Xz(r(¢)) soit encore
r



9(x) = Xi(x) @(-x+rg')

pour tout point x € E.

Par conséquent, si Q est un zéro de ¢ il en est de meme de -Q+ rg'.
Enfin, le diviseur de ? étant invariant par translation par les

éléments de C nous avons la relation (5.10).

Théoreme 5.13 : Soit P € E- C. Posons a, = Xr(P) (donc @, £ 0) .

Soient i,y 1i51350U05V418,,V,s T et s dans Z/nZ tels que

11+j1: 12+;jz=s

(5.11) {11034} A1ip3,)

fugovyd £ {uyovyd

a-—-r-s £ 0

Alors

(5.12) Xr(x+P) =

a a a ., a . X, (x)X. (x)=-a ., o . X, (x)X, (x)

Ug=ty VoTiy “lp 73y 1T Jg*r Tl mlg 14T Iqtr

o .
a, _;oa; 4 Oa_u a_, X, (x)Xv (x) - @ X (x) X, (x)
Jo7t ta™Hy 17V Y2 2 2 V2 g 1

pour tout x € E .

Preuve : Posons N = a_; o X, +rX. e AL Xi +rX. ir et
1 Tdq Pt g 2 Tda M*T g
D = a_, ey Xu Xv -a_ e Xu Xv . La fonction N n'est pas
1 1 72 2 2 2 11
identiquement nulle. En effet comme les fonctions X, X. et
io+rTj

X. X, sont linéairement indépendants, pour que N soit nulle il
ig+rtj +r
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faudrait avoir

Si « i était nulle par exemple, le point P serait le translaté par un

élémen% de C de —ilg' et par conséquent a_; a_j # 0. Donc N £ O.
: 2 2

De plus, d'apres (5.2) nous avons N(-P+ rg') = O et comme NE L(gg,xs+2r)

le lemme 5.12 montre que

div N = -P+rC + P+r+§£ - 2c

De méme nous voyons que D £ O et que

divD:'Pg+ c-2¢C

Par conséquent

divi Y o “Prre Fo divX (x+P) .

Si oy £0 le point P n'appartient pas a C et O n'est pas un pole de % .

Par conséquent
a,
i

i %-j +rdj 41
2 Tdg MqTT 4

%(0) -
o o a a - o o a a

Mais les relations (5.7) montrent que le numérateur de 1'expression pré-

cédente est égal a a, . a, . a.a tandis que le dénominateur est
i =i Jo—-1 r -r-s
1 2 1
egal a a, _u.? -u aoa_r_s - Par conséquent,
1 2 71
a a3 -i, 5. -i
Ny .x, 21 J27"1
D ) 0Lo. qu,-u, 2v_-u
21 21
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et comme xr(x+P)(o) = @  nous obtenons (5.12).

Corollaire 5.14 : Avec les notations et les hypotheses du théoreme

5.13, si r € (%Z/nZ) - {0} nous avons

2 2
0Ll‘/2xoxr B 0Lomrxr/2

o 2 2
%o xr/2 x-r/2 - Ocr/zoc-r/2 xo

6.13’ Xr(x+ P) = a

Preuve Il suffit d'écrire (5.12) avec ig=u =v, =0, j, =-r,
iy =, =V, = -r/ 2, u, = r/2 .

5.5 Les dérivations invariantes

Rappelons qu'il existe une dérivation D non nulle sur le
corps des fonctions de E, définie a un multiple constant pres par 1'une
des deux propriétés

i) Propriété d'invari‘ance par translation
D(¥(x+P)) = D¥(x+P)

pour toute fonction ¥, tout point P de E ; x désignant un point courant
de E.
ii) Si P € E est tel que vP(‘I’) < 0 alors vP(n\{f) = vP(‘{’)-l

Si P € E est tel que VP(W) 2 0 alors vP(DY) = 0.

Une telle dérivation s'appelle une dérivation invariante sur E .

Théoreme 5.15 : Soit D une dérivation invariante sur E et T une

fonction sur E ayant un zéro simple en 0. Posons

DT = a+ BT + o(T)

et pour tout r £ O

a

(5.14) X, = -T" (1+b T+ o(T))
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Alors
ar 2
(5.15) DX = oc(ztivzxoxr - xr/z) - BX X
a
r/2
Preuve : Les deux propriétés de la dérivation D rappelées au début

de ce paragraphe font que
Dxr € L(Zg, Xr)

Comme cet espace admet X X et Xi/ comme base (quand r £ o) il existe

2
des constantes A et u telles que

2
DX, = AX X+ wX_ o

a a2 21 a2 b +Aa
or DX_ = (=L + o(}))DT et AX X_+ux3,, - u X2, r/2 r/2 r
r 2 T o'r r/2 ) T

1, ., 2 2 - -
+ O(T) d'ou u.aq[z_ a, et Aa + 2p /o br/2 = o ce qui démontre le

théoreme .

aa
Remarques : La dérivation D étant choisie les quantités - zr et
a
r/2

20bef2- B ne dépendent pas du choix de T. En caractéristique 2 nous avons

ar 2
Dxr = -onxr_ a2 xr‘/2
r/2

et le coefficient - P de XOXI_ ne dépend que de la normalisation de D,

mais pas du choix de T, ni de r.
En caractéristique # 2 nous pouvons choisir T pour que a=1
et B = O (en prenant pour T une fonction impaire par exemple). Dans
ce cas, les constantes a. et br ne dépendent plus du choix de T, nous
avons
a, X
2

Dxr =2 br/2 XOX
ar/2

r



et b = -b sy A = =a .
r -r -r r
Proposition 5.16 : Si r € (Z/nZ)* nous avons
2 3
a, m-F2 a, . a a a
2r 2ir 2r r 4r
(5.16) n(br_b-r) =2 —2—E 1+ +=5 .

- a,. a,. 3
a. i=1 2ir-r 2ir+r aag. ag as.
Preuve : Il suffit de démontrer (5.16) pour r=1, les calculs étant
les mémes dans le cas général a condition de multiplier tous les indices
par r.
Posons, pour tcut t, tel que 1 < t < n-1

t t
xlx_t +X_1Xt
St = a

t

et pour tout t tel que 2 < t < n-2

a2
c = t
t 3p-1%¢+1
Lemme 5.17 : Pour 2 < t < n-2 nous avons
43
(5.17) 8,1 = ;; ctx0 S, - X X_48, 4
Preuve : Les formules (5.7) donnent
a,a
X X 41" 2at XXt - at : XX -1
%1%+ t+1
a,a a
2"t t-1
X, X = —— X X, - X X
17t-1 alat+1 ot a4 -1 "t+1
en substituant dans
t t
XXX gt X% X
XX 451 = a
t-1

nous trouvons (5.17) sans difficulté.

65
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Lemme 5.18 : Soit u tel que 1 < u < 1'2'—1 Il existe des constantes
hgu), xi“),...,xiu) et u£U), ui“),...,u(u) telles que
s - S awy2uet-2i o i
2n ~ i o 17-1
1=0
(5.18)
u
s _ (u) ,2u.2i i
2n-1 = 5 ot xCMRROx )
1=0
Preuve : Grace a la formulé de récurrence (5.17) il suffit de prouver
(5.18) pour S, et S, -
2 2
XX ,+X X X X + X X
Nous avons S, = ——t 11 _ 2y x etg -1 =2 12
1 ay ay 1 -1 2 ay

Les formules (5.7) nous donnent successivement

2 2 2

A = —a2X_1X1+a133X0+ a1X_2X2 =0
2 2 2

B = a1X1X_3+ asa\:l)(_1 —a2X°X_2 =0

C = —a5a, X_3 x2_ a4a1X_1 X°+ aza:s)(1 X-2 =0

3 2 3
Calculons D = a, X°A+ aja, X2B+ :111)(1 C. Nous avons

5 4 3 3 3.2 3,2
D= -(ay+aa)X XX 4 + ayagazX,+ ajaza; XX, + ajaza  XjX , = 0

d'ou

Nous avons donc démontré le lemme 5.18 et trouvé

WD o W1 _ 2
(5.19) ° 1 ay
(1) a2 (1) "“2 * a;l 2
A2 -
o a2 7\1 3 2
1 a) a2y



En posant t = 2u dans (5.17) et en substituant (5.18) nous obtenons
(ur1) _ _  (w)
u+1 =Ty

< (u) u-1 (1)
1 - -
d'ou By = (-1) 1 et
(5.20) pl) Utz
u a

1

De méme, en posant t 2n+1 dans (5.17) et en substituant (5.18) nous

obtenons

(us1) 22 (u+1) (u)

A = — ¢ - A

u+1 ay 2u+l "u+1 u

soit, compte tenu de (5.20) ,
ur1, (u+1) _ 32 u, ()
(5.21) (-1) M1 = - 2% ¢ 1+(-1) A
a
1
d'ou nous déduisons
(5.22) (-1)uX(U) = =2 i? [eateoteaate ] X(l)
) u - 2 =73 5 "7 T2u-1 1
a
1
Comme ¢, = C nous obtenons
t n-t

E—;l (n;I) a, N a2+ aja,

(5.23) (-1) M1 =273 [cz-r Cytewnte - 52,
3 a4 p) 81 8323
Mais
X 4—Xf1 (nél) n;l (n;1) .
S = - = A X (xX,x ) Hewat A X
n-1 ay n-1 0 "1 =1 o o
2

d'apres (5.18). En développant les deux membres de cette expression au

voisinage de O grace a (5.14) nous obtenons

(n-l) n-1
2 2
-n(by-b_) =X 7 (-1)
2

d'ou la relation (5.16), ce qui acheve la démonstration de la

proposition 5.16 .
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Remarques i) Nous avons en posant bl =b -b

r -r
2
1 - 1 - 1 - 1 - e
(D ivo (2t+2)b1) (b2t 2tb1)- 5 Cote1
21
et
a5+ a4a
27 %1%
(- ] = -
2(b2 2b1) = )
al 3.2 a3
en effet,
2t 2t
X5 X + XV X t t
s - _1_ -2t m1 72t 3 (B)y (xox ) .. e (B3t
2t a5y t 0o "17-1 o o

En prenant le développement en x au voisinage de O des deux membres de

cette relation nous trouvons

: vy = t, (t)
2gb2t - 2tb1) = (-1) Kt

2a
t, (t)_ 2 1 (1) s
et comme (-1) A= - e [c3+05+...+ 021',-1'] =N d'apres (5.21)
1

nous obtenons les relations cherchées.

ii) Nous verrons ultérieurement que les expressions br- b—r
sont des formes modulaires de poids 1 pour I'(n). La formule (5.16)

montre comment ces formes et les formes l/ar sont reliées.

5.6 Cohérence des fonctions )(r

g'sC
Soit 01 un’ sous-groupe de C. Posons
n
ng=#¢ d:;1=[c.01]
- ]
gy = dg'.
Théoreme 5.19 : Pour tout r, € (Z/niz) - {0} nous avons
X
r.g!,C X
(5.24) n_al_l__l - ﬁﬁi
1 rlg:'l,C1 r= rl(mod nl) rg'sC



Preuve : Il est clair que X € L(C). 11 existe donc des

Ve
r181:C4

constantes Xf avec s € Z/nZ telles que

S s

x 1 x L}
r181'C1  scm/nz "1 S8 C

Soit g, € C,. Alors X (P-gl) = e, (rlgi,gl)x
1

r1811C4 rig€

s
Z A

e (sg'yg,) X_, . D'ou
< 4 ® 1 sg',C

s s
n (rlgi’gl)xr = en(sg‘,gl)hr
1 1 1
pour tout 84 € C1 . Comme
] - 1
e (sg'yg) = enl(sgl,gl)

d'apres le théoreme 1.17 nous trouvons

rl—s
'
enl(gl’gl) 3

pour tout g, € C,. Nous pouvons supposer que C, # {0} sinon la

formule (5.24) est trivialement vraie. Par conséquent, n, > 1 et

1
[] . S _
en1(g1,g1) parcourt unl quand g1 parcourt Cl' Ceci montre que Krl =0

sis # r (mod ni). Donc

r

X , = AX
rig'Cy - TZ rl(modnl) ry rg'C

Nous pouvons supposer C # C, sinon la relation (5.24) est trivialement
vérifiée.

Soit g € C--C1 . Alors

(5.25) 8x Y r
)‘r en(rg' v g) xtg',C

)
r1g1,01 (modn_ ) T1

et la fonction 5X . n'a pas de pole en O. Multiplions les deux
r181°C4
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membres de (5.25) par T et calculons leur valeur en 0. Nous trouvons

pour tout g € C - ¢y

0= o' (rghe)a,
rErl(modnl) rynm rg',C

Nous pouvons écrire r = r_+ tn alors

1 1’

en(rg' ,8) = e (r g ,g)en(tnlg' 'g)

et nous avons

r,+tn
(5.26) 0 = : At len(tnlg',g)aﬁ

1
t modd "1 1ttnge’sC

me

Lorsque g parcourt C-C la racine n® de 1l'uniteé, en(nig',g),

1’
parcourt p_ -{1} . Les équations (5.26) forment un systeme dont la solu-

tion est

r1+tn1

A
ry a(l‘1+tn1)g',c

= constante .

I1 en résulte que

X

]
Xr ¢ T cte x E ren,C
181°%1 r= rl(modnl) qrg!,C

Pour calculer la constante il reste a évaluer le résidu des deux

membres de cette égalité en O et finalement nous obtenons (5.24).

Remarques : i) Il est facile de vérifier sur la formule (5.24) que
r
1
X (5egl)=-1.
rlgl,C1 2 ©1

ii) Si on reprend la formule (5.14) on trouve

b 1
181204 S Prgt,c

n — n
1 r-rl(modni)




5.7 Le groupe Sp(En)

Définition 5.20 : "Nous notons

Sp(En) = {oe€ Aut(En)|en(g1,g2) = en(ogi,cgz) pour

tous g, et g, € En}

A tout élément o € Aut(En) nous associons u € Z/nZ vcE Z/nZ ,
g, € C, ¢0 € Hom(C,Z/n Z) uniquement définis par les équations

og' = ug'+ g
(5.27) { g ‘

og = wo(g)g'+ v,& Dpour tout g € C
Lemme 5.21 : La condition nécessaire et suffisante pour que

o€ Aut(En) soit dans Sp(En) est

YsVe ~ ¢c(gc) =1

Preuve : Pour tout g € C, nous avons

u v, —¢d(g)
1 - ] ]
en(cg ,og) = en(g ,g) en(g ,go)

Comme ® _ € Hom(C,Z/nZ) nous avons

-¢ (g) -¢ )
e (gyg) ° ¢ = e (g',g) o(gc
n 'Sg n ?
puisque
¢ (g) ¢ (g,)
gc = g -
’ uovc_wo(go) N
Donc en(og'cg) = en(g',g) y pour tout g € C, d'ou la
conclusgion .
Proposition 5.22 : Soit o € Sp(En). Pour tout r € Z/nZ nous avons
2
? (g)r
oC _ , (u,r=/2+ o 8
(5.28) xm(g,)'oC R, = E : en(g ,gc) x
geC
-
e (g',gfvg U(g»/zx
n ucr+¢c(g),c
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en notant Rgc la fonction définie par (4.10).

Preuve : Nous tirons de (4.22)

aC _ -1/2
Xc(rg,),dc R." = g e (og',0g) Xcg, +0gsC

ce qui, compte-tenu de (5.27) et (4.5) n'est autre que (5.28).

Corollaire 5.23 : Soit g un générateur de C. Posons u, = a, v = d ,

g, = bg, ‘Pc(g) =cet( = en(g',g). Alors { est un générateur de p ,

la matrice (2 g) est dans SLZ(Z/nZ) et

abr2 + 2bcrs + cd:s2

oC i 2
(5.29) X R, = ¢ X .
o(rg'),0C C s€ z/nz (ar + cs)g',C
Preuve : Il est clair que { engendre v Le fait que (2 g) soit dans

SL2(Z/nZ) vient du lemme 5.2. Enfin, (5.29) n'est que la traduction de
(5.28).

i
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DEUXIEME PARTIE

Dans toute cette partie la lettre n désigne un nombre premier

fixé, strictement supérieur a 3. Tous les schémas considérés sont

au-dessus de Z[l/nj.

Nous utiliserons un langage imagé, souvent incorrect, mais
nous sommes sirs que le lecteur n'aura aucune peine a faire la

traduction en style canonique.

CHAPITRE 6

Le schéma Q

Nous définissons dans ce chapitre

i) Un schéma @ qui est le sous-schéma de Pn'l des zéros communs
aux polynomes (6.12).
ii) Un groupe étale Sp(Z/nZ x un) qui opere sur p-t et laisse

stable Q.
iii)  Un sous-schéma étale P de @, de degré (n? -1)/2, qu'on appelle

le schéma des pointes, sur lequel Sp(Z/nZxyu ) opere transitivement.
n

6.1 Le groupe Sp(Z/nZ x un)

Définition 6.1 : Nous notons Sp(Z/nxp ) le schéma en groupes étale
Zelinition 6.7 n

au-dessus de Z[1/n] "formé de 1'ensemble des matrices (g 5) avec

u€ Z/nZ , v € Z/nZ , ( € B PE Hom(p ,Z/nZ) qui satisfont a la
n

condition
(6.1) uv-9(g) =1 . "

La loi de composition est donnée par

\4

u C\/u' ¢ w' + @ () " o
(6.2) ( )( ) ( ) :
@ vi\oer v/ u'@+ vor v+ @(gt)
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L'élément neutre est la matrice (3 :) et 1'inverse de (: S) est
-1

v g

(oo ) -

Proposition 6.2 : i) Soit T un générateur de un(Ztl/n] [v.n]).
L'application

( u rb) u b

5, — (]

N ¢ v e(t) v

est un isomorphisme défini sur Z[1/n] de Sp(Z/nZ x p._) sur
n

SL(2,Z/nZ2).

ii) Soit s € (Z/nZ)* . Pour tout o€ Sp(Z/nZx W)

nous avons

s 0 s 0
(6.3) 8 (0)=( ) ] U)( )
s 0 1 2 o 1

iii) Si Y est un_automorphisme de Z[i/n:] [un]
tel que v( :'CS pour tout ¢ € W nous avons

u ¢ T s 0yju ¢y/st o
¢ v s P v 0 1 @ v 0 1
Corollaire 6.3 : Soit k une Z[i/n][un]- algebre a spectre connexe. Le

groupe Sp(Z/nZ x un)(k) est engendré par les matrices de la forme

1 ¢ o C
(o 1) et G ¢
Preuves : La proposition 6.2 est immédiate. Le corollaire 6.3 résulte

du fait que SL(2,Z/nZ) est engendré par les matrices ((1) i) et (‘1) _é) .

Nous verrons (proposition 7.8) que le groupe Sp(Z/nZz x un)
opere sur Z/nZx ¥, et que son image dans Aut(Z/nZx un) est le sous-
groupe qui respecte une forme bilinéaire alternée non dégénérée a

valeurs dans B d'ou le nom donné a Sp(Z/nZ x un).

6.2 Action de Sp(Z/nZxy ) sur p-1

Choisissons dans A" un systeme de coordonnées affines indexées
par Z/nZ . Soit o = (:; 5) dans Sp(Z/nZZ x }Ln). Pour tout



A = (A(0),A(1), ) dans A" posons

mA = A= (A'(0),A'(1),...)

avec
2
(6.5) At(r) = 2 ™+ o).
TEW
n
Lemme 6.4 : i) L'application o ~ m_ est définie sur z[1/n] .

ii) Si 0 et o' sont dans Sp(Z/nZx ®,) il existe une

matrice scalaire d(o,0') telle que

= Al
m om , = d(o,0 )morc'

iii) Pour tout o € Sp(Z/nZ x un), la matrice m est dans

aL(n,z[1/n][n ]) .

Preuve : i) Soit Y un automorphisme de Z[l/n][un] tel que v{ = CS
pour tout { € B Alors, d'apres (6.5),
2
vA'(r) = Z ¢ SUr +ars (P(T)TSV wt)A(dr+£P(1:)).
TE }Ln
En posant 1= vS dans cette formule nous obtenons
E sur?+2r 9(v) vs~lo(v) -1
YA'(r) = C v ACur + s~ "@(v))
vE ¥
u cs
et comme YO =( -1 ) nous avons
s ¢ v
v(m A) = mycA
ce qui prouve quel'application o~ my est-bien définie sur Z[l/n] .
ii) Le groupe Sp(Z/nZ x un) étant engendré par T-= (; g)
et S = (a(p) g) , il suffit pour prouver 1l'affirmation ii) de montrer

1l'existence des matrices scalaires d(o,T) et d(o,s) quand o est une
matrice quelconque de Sp(Z/nZ x pn).
U 6y

1 Vq

Posons o = ( ) et calculons

mU(mTA) = A" .

75
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D'apres (6.5) nous avons

: uy r2 *+2rf, (t) v1(P1(1:) (u1r+‘P1(T))2
C T ¢

A'(r) = A(u1r+¢1(r))
TE vy
: uy ur+2rLP(1:)vﬁP(1:) tP(r)z
_ (C 14 c A(uir-+¢1(r))-
TE By
¢ (¢)
Mais §¢1(T)= T 1 ¢

2
uy urt+2re (1) (v, + @ (g))e, (1)
' _ 1,1 1 1
A'(r) =5 (g, T 1 1 A(u1r+-¢1(r)).
T
Uy &6y
et comme oT = nous constatons que
@ v14A¢1(C)
md(mTA) = m A
ce qui montre l'existence de la matrice d(¢,T) qui n'est autre que la

matrice identiteé.

Calculons md(mSA) = A'. D'apres (6.5) nous avons
uy r242r9 (1:) v,@ (‘r) 2(u r+@ (7))e(z")

A = 2 ¢, PR T A9(<1))

reu T‘Eun
Posons dans cette égalité t' = C;'ﬂ'alors

2 2
- u,r 2u_r°e(g,) + 2u, r (")

A'(r) = P ¢l ¢t 1 1 A(P(g] T") M(x")

e vy

ou nous avons noté

2r @, (v) v @ (t) 20 (1){re(g,) «e(z")
M(r")—: C!‘ TTV t C 1T[r C1 + T ]
TE vy

9(g,)

Comme { = C$(C)

-1 .
= {4 (puisque () = -1) nous pouvons simplifier
ces expressions et nous obtenons

2
Z 47 2u1r“P(‘t") r
(6.6) A'(r) = ;1 ¢ M(z")A(P(g ")) et

T"



v, @ (t) 29 (t)o(x")
M(zv) = > 1 ¢ 1
rEun

Nous allons donner une autre expression de M(t"). Deux cas sont a
envisager.

Premier cas:v,=0 ; alors wl(gi) = -1 et ¢
L et Z/nZ . Nous avons donc

M(xn) = o (2P

u€ Z/nZ

1 est un isomorphisme entre

ce qui s'écrit encore, compte-tenu de

cw(r") - @) 1
M(th) = 2 ue2u
uw€ Z/nZ
I1 en résulte que
. 0 si 41
(6.7) M(t") = {
n si ™ =1
V1
Deuxieme cas : vy # 0. Posons t'"=t ~. Alors
v, @ (t) 2v,_ @ (t)9(t)
M(zm) = 2 11 (1
TE Yo

Faisons dans cette formule le changement de variable 7=8t ce qui donne

v, ?_ (8t) 2v, @ (gt)e(t)
M(x) = & eyt b g 11
BEw

e(t) _ e Q) _ -1

comme t nous trouvons

M(e") < z::: ev1$1(9)ev1¢1(t)t-v1¢1(9)t_vlwi(t)
0 € un

v,@, () V4@, 00)
et puisque ¢ =t nous obtenons enfin

"
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v,?.(8) -v, o, (t)
(6.8) MGx) = (2 g T 1 )y 11
BGun

Nous pouvons regrouper les résultats (6.7) et (6.8) en une seule

expression. Pour cela introduisons

v, . (8)
(6.9) Glv @) = 2 _gtt
8 €n

Cette expression est une '"somme de Gauss', qui n'est jamais nulle, et
nous avons démontré que
Y1
o i "
si T" £ L
M(T") =

-V @1(t) v

1 . |
G(v1¢1)t si " =t ~ avec t€ By

Si nous reportons ce résultat dans (6.6) nous obtenons

G(v, ®) z::: gultW(cl)rzd-2rv1¢(t)J:1(C)v1¢(t)

v
A'(r) = -(v—-ﬁ-)— A(‘P(g;‘ t 1))
1?

tEun .
o(¢) ¢!

et comme oS = nous avons
v1¢ wi(g

md(n'SA) = d(o, S)mo‘SA

ou d(o,s) est la matrice scalaire dont les élements diagonaux valent
G(v1¢1)
ivl,n; °

iii) Le nombre G(V1¢1) est dans Z[un] et nous savons [Ei]

que G(v1¢1)G(~v1¢1) = 2 n. Par conséquent, G(vlwi) ainsi que (vl,n)
sont inversibles dans Z[l/n][un]. I1 en résulte, puisque T et S
engendrent Sp(Z/n Z x un) que toutes les matrices scalaires d(o,0')
sont dans GL(n,Z[l/n][un]). I1 suffit donc de démontrer que Mp et mg
sont dans GL(n,Z[l/n][unW).
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D'apres (6-5), la matrice m,, est une matrice diagonale. En

T
effet, si mTA = A' nous avons

2

(6.10) A'(r) = ng" A(r)
d'ou n-1 .

n Rzl 2 n IZO )

detm; =n ]—rg =n { .
r=0
=1 5 (n-1)n(2n-1) s

Mais Z ro= e et comme n est premier a 6 nous avons

r=0

det My = n® ce qui prouve que my € GL(n,Z [1/n:i [—unj. ). Calculons

maintenant det mg - Posons mSA = A'. D'aprés (6.5) nous avons

M) = 2 2?0 yo (o))
TGun

et comme ? est un isomorphisme puisque <P();) = -1 nous pouvons récrire

cette formule

(6.11) A(r) = 2 et act)

t € Z/nZ
Nous voyons que le coefficient ai,j de la matrice me est CZIJ et que
detns est un déterminant de Van der Monde. Si nous notons ms' la matrice
déduite de mg en changeant { en c_l nous obtenons
- ¢ ]
det mg = det ms
et
. .
,msms = n.id

n

Par conséquent, (det ms)2 =* n et la encore, ms est dans GL(n,Z[l/n] [p.n] ),

Remarques i) Les relations (6.10) et (6.11) établissent un lien entre
les matrices m et la représentation du groupe métaplectique de Weil.
La relation (6.10) montre que T= ((1) %) ESt associée a 1'opérateur de
multiplication par la gaussienne r.., ng‘" alors que (6.11) montre que

0 S . . .
s = (q> (%) est associée a un opérateur de transformation de Fourier.
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ii) Le lemme 6.4 est encore vrai si on suppose seulement n

impair, pas premier. Nous trouvons encore d(o,T) = id et d(o,s) est la
G(v, 9.)
matrice scalaire ayant pour élément diagonal T;;TET— ou G(v1¢1) est

défini par (6.9) et (vl,n) est le PGCD de v, et n .

~

Corollaire 6.5 : Si nous notons m

1'image de m_ dans PGL(n),

l'application o~ n?; est un homomorphisme de Sp(Z/anp,n) dans

PGL(n), défini sur Z[1/n] . De plus cet homomorphisme est un monomor-

phisme.

Preuve : La seule chose a montrer est que o~ ﬁ; est un monomorphisme.

Soit k une z[l/n][un]- algebre et soit o= ($ 5) € sp(z/nZ x u ) (k)

tel que ﬁ; = id . Alors, d'apres (6.5) nous avons

ur + ¢(t) = r

pour tout r € Z /nZ et tout 1T € }Ln . En prenant r=1 et 1=1 nous

obtenons u=1 et #=0. Il en résulte que m, est la matrice diagonale

définie par

@,i = M6 o

1

pour que ﬁ; = id, il faut que ¢ = 1 d'ou o = (0 :) qui est, rappelons-le

1'élément neutre de Sp(Z/nZ x p,n) .

A partir de maintenant nous n'utiliserons plus les notations

my et ﬁ; et nous noterons ca le transformé du point a de Pn_1 par ﬁ; .




6.3 Le schéma Q

Considérons les polynames suivants

R' = A
o o
R! = A, + A, (i € Z/nz2)
1 1 -1
Ry=A, , A . A A
) t3The JzTh2 i g
(6.12)
A -ig A
173 J17r3z g d2
+ Ay AL o A AL
L 2™t J2™h 13 3

. _ . . s s s R
ou I = (11,31,12,32,13,33) est un sextuplet d'éléments de Z/nZ tels que
117 dq = 1% dp = 13 I3

Définition 6.5 : Nous notons @ le sous-Z[1/n]- schéma de P! défini

par 1'idéal engendré par les polynomes (6.12).

Remarques : i) Soient u et v dans Z/nZ tels que uv=1. Nous verrons
(définition 6.11) que le point a = (a(0): a(1): ) € :p"'l(zz[1/n7)

défini par
0 si 14 £ v/2
a(i) =

a(v/2) = -a(-v/2) = 1
appartient a a(z[1/n]).

ii) Si deux des trois ensembles {il’ji}’ {i2,j2}, {is,js}

du sextuplet I = (il,jl,i ,jz,i3,j3) sont égaux, le polyn?)me RI est

2
dans 1'idéal engeéndré par les polynomes R.(; et ﬂi.

Proposition 6.6 : Soit a un point de @ et soit o€ Sp(E/anun).
Alors ca est un point de 0. Autrement dit, 1l'action de Sp(Z/nZxu )
n

sur P11 respecte Q-

81
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Preuve : Il suffit de vérifier cette affirmation pour o = T = ((1) g) et
o= 5= (%) . Posons a = (a(0:a(1): ) et ca=a'=(a'(0): a'(1):
Premier cas : o=T = ((1) g) . Alors d'apres (6.5)

2
a'(r) = n¢" alr) .
I1 est clair que a'(0) = 0 et que a'(-r) = - a'(r).

Soit I = (11'31’12’32"13’;‘3) un sextuplet de Z/nZ tel que
ig+Jg = i+ dy = ig+jg = o . Alors

(i, -1 )2+(j -i )2+ i2+j2 = 12+j2+i2+j2+j2+ i2+;j2
3 2 3 2 1 1 1 1 2 2 2 3 3

.2 s s .o .2
- (;|2+ 2i, iy + 21233-12)

et comme j§+ 2i 2dsz

. 2 2 .2 2
ig+2i -12_(0L—12) + 2i a~-i; = a® , nous

2 2

obtenons

3
. . 2 . . N2 .2 .2 .2 .2 2
(13—12) +(33—12) +i7+ 3] = l'21(11‘4- Jr)-a

N , . . :
Nous avons le meme résultat en effectuant une permutation circulaire

sur les indices 1, 2, 3 et par conséquent

)i“(.2+.2)_a2
Ro(ar) = g7t ¢ (a)
pla = RIa

ce qui montre que a' annule les polynomes (6.9) .

Deuxieme cas : o=8 = (g g) . Alors, d'apres (6.5)
at(r) = 2 270 (o(a))
tEun

ou encore, puisque ? est un isomorphisme

a'(r) = : ;2”&(“

t€ Z/nZ

).



Comme a(0) = 0 et a(t)+ a(-t) = 0 nous avons a'(0) =% a(t) = 0 -
t

De méme

a'(r)+a'(-r) = ¢ g2rta(t)+-2 g_zrt'a(t‘)
t'

t

=z Czrt(a(t)+ a(-t)) = 0
t

Calculons RI(a'). En posant

: o 2 (=i )t + (Gami Vb, + i to+ j t,)
B, -0 ¢ -3t sl s T a(talty)alty)at,)

tprtgrtyty
2 (i - )t + (Gymig)ty + it Got,)
1
D TN b i 372727872 (¢ daltyaltgalt,)
2 £ ottt 1 2 3 4
1’%2° %37
2[(i-i )t + (Go=i )t + ity + jat,]
B, =0 oo m2rhat T et st ISt e ace,)
3t t i tat o ste
1’72773’ "4

nous avons

] -
RI(a ) = B1+-Bz+ B3 .

Faisons dans B1 le changement de variables

(6.13)

et posons

83
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Le sextuplet J

(ul,vi,uz,vz,us,vs) est tel que

Ug+Vy = Uyt Vy=Ugt Vo = U et nous obtenons
2[(igmip) Cugup) o (Ggmip) (vgmup) + dquy+ §yvy
Bl':zg
J
a(u3—u2)a(v3-u2)a(u1)a(vi) .
Or

(13—12)(u3—u2)+ (33—12)(v3—u2)+ i+ jgvy =
11u1+ Jgvat 12u2+ Jgvgy+ 13u3+ Jsvs-aU

et par conséquent ,
2[ (1rur + Jrvr) - aU]

B, = 3 ¢ r=1 a(uz-uz)a(vs—uz)a(ul)a(vl)

Enfin, nous faisons dans B2 et B3 les changements de variables déduits

de (6.13) par permutation circulaire sur 1,2,3 et nous en déduisons

3
2f Z (irur + jrvr) - aU]
r=1

Ri(a') = § 4 R (a)

ce qui montre que RI(a‘)z 0 et la propostion est démontrée.
Remarque : Les résultats des paragraphes 6.1, 6.2, 6.3 restent

valables si on suppose seulement n impair (mais pas nécessairement

premier supérieur a 3).

6.4 Les pointes de @

n-1

Définition 6.7 : Nous notons [é] = (a(0): a(1): ) le point de P

tel que
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0 si ifA%t 1/2 € Z/nZ
(6.14) a(i) ={
a(1/2) = -a(-1/2) = 1
. 17 . N
Lemme 6.8 : Le point [0 appartient a a(z[1/n]).
Preuve : Soit I = (ii’jl’ia’jz’i3’j3) tel que 1'un des trois monomes

de RI([éJ) ne soit pas nul. Nous pouvons supposer que c'est
a(13—12)a(33-12)a(11)a(31).
Par conséquent nous avons

iL-i. = % 1/2 —i_ =% 1/2

=% 1/2

Ces équations définissent 16 systemes linéaires. Leur solution montre

que dans chaque cas deux des trois ensembles {il’jl} {i2,j2} {i3"j$}

sont égaux. Par conséquent (nous 1l'avons remarqué apres la définition

6.5) le polynome RI est dans 1'idéal engendré par les polynomes ﬁ(’) et Ri.
Mais comme a(o) = O et a(i) + a(-i) = O pour tout i€ Z/nZ nous voyons
que [(1)_] € a(z[1/n]).

Définition 6.9 : Nous notons P 1l'orbite dans Pn_1

de [é] sous
1'action de Sp(Z/nZ x }Ln). C'est un sous-schéma étale de @ que nous

appelons le schéma des pointes de Q.

Si k désigne une Z[ 1/n) - algébre nous disons que les éléments de P(k)

sont les pointes de Q(k).

Lemme 6.10 : Le stabilisateur de [] €Q(k) dans Sp(z/nZx w ) ()

est 1'ensemble des matrices o= (8 g).

Preuve : Nous pouvons supposer que k a un spectre connexe. Si o laisse

fixe [é] il existe A inversible tel que
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2
Aa(r) = : cur +2r‘P(‘c)Tv<P(-r)a(ur+(P(T))
TEp,n

Supposons ® # 0. Alors ¢ est un isomorphisme et il existe 1N € un(k) tel

que ®(t ) = 1. Nous avons donc
°
E ur2+ 2rt vt2
Aa(r) = v 4 T, alur+t)
t€ Z/nZz2

Mais a(r) # O seulement si r=1% 1/2. Par conséquent

Aa(r) = [C-ur +r v(1/2 ur)2 C-urz—rrv(—l/Z-ur)zla(l/z)

"o o
d'ou nous tirons
(172" - 1 pour tout ré*1/2
et
M 41

Ces deux égalités étant incompatibles il en résulte ¢ = 0 et que
u€ (z/nz)" . Alors

2
Aa(r) = ncur a(ur)

ce qui donne 1/2 = * u/2 et u=%* 1 . Réciproquement, si ¢ = 0 et
u=v = ¥ 1/il est clair que 0‘[(1)] = [(1)1

Nous en déduisons immédiatement

]
Corollaire 6.11 : 8i o = (:; S) et o'= (3 S,) sont dans Sp(Z/nZ x un)(k)
1
nous avons c[o] =g [0]

En effet, 0'—10" stabilise [é].

Soit (u,?) € Z/nZ x Hom(p. yZ/nZ) (k) avec (u,?) £ (0,0). I1
existe { € u (k) et v € Z/nZ tels que cr-( c) soit dans Sp(Z/anu ) (k).
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D'apres le corollaire 6.10, le point 0[3] de P(k) ne dépend pas du choix

de [ et v. Ceci nous permet de poser

Définition 6.12 : Soit o = (y 5) € Sp(Z/nZxp ) (k). Nous notons [,]

le point de @(k) défini par
u 1
[od = oly)]

et nous disons que [g] est une représentation de la pointe c[;] dans
z/nzx Hom(y ,Z/nZ) (k).

Nous déduisons immédiatement du lemme 6.10.

Proposition 6.13 : i) Nous avons [3] = w,j si et seulement si u= eu'

et P = €P' avec €2= 1. Autrement dit, si k a un spectre connexe, une

pointe de Q(k) possede au plus deux représentations dans

Z/nZ x Hom(un,z/nz)(k) .

1 ]
ii) Si (:;, 5,) € Sp(Z/nExun) nous_avons

uu' + @(¢')
u' u
(6.15) ) [ ] u®' + vo ] -
Corollaire 6.14 : Le schéma P est un Z[1/n]-schéma étale de degré

(n2-1)/2. De plus, P(z[l/ﬂ])gst formé des (n-1)/2 pointes du type LZ]
Plus précisément, si vy € Aut(Z[l/n]{un]) est tel que v{ = ¢S pour
tout { € un nous avons

(6.16) VY L b ]

s @

Preuve : D'apres la proposition 6.13, si k désigne une Z[l/n}[u-
algebre a spectre connexe, P(k) possede deux fois moins d'elements qu'il
y a de couples (u,?) avec (u,?) £ (0,0). D'ou #P(k) = (n® - 1)/2 .

La formule (6.16) résulte de (6.4). Elle montre que les seules pointes

[ J fixes par ' sont celles pour lesquelles ¢ = O (car n> 3) et
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toujours a cause de la proposition 6.13, il y a (n-1)/2 telles pointes.

Remarque : Il faut noter qu'une pointe de (k) n'a jamais une seule
représentation dans Z/nZ x Hom(un,Z/nZ)(k). Ou bien elle en a deux, ou
bien elle n'en a aucune. Dans ce cas il existe une extension quadratique
de k sur laquelle la pointe a deux représgntations, et cette extension

mes

s'obtient en adjoignant a k les racines n® de 1'unité.

Définition 6.15 : Nous dirons que les pointes de la forme [31 sont les

pointes rationnelles de Q.

Proposition 6.16 : Soient k une Z[l/n][p.n]-algébre et [:;] une pointe

de G(k). Nous pouvons choisir des coordonnées projectives

(a(0): a(1): ) de [:;_\ de la fagon suivante .
i) Si® =0

0 sir#f#+1/2n
(6.17) a(r) = {

a(1/2u) = -a(-1/2u) = 1

ii) Si ®£0, il existe un unique générateur To € B tel que

e(t ) =1 et
° ot

2 2
(6.18) a(r) = 90 7 _ur o+ r
o o
Preuve : Ces formules résultent immédiatement de (6.5) et (6.14) .
Théoreme 6.17 : Soit k une z[l/n] [unw- algebre a spectre connexe. Les

pointes de Q(k) sont les seuls points de G(k) dont le stabilisateur

dans Sp(Z/nZ x un)(k) ait un ordre divisible par n.

Preuve : D'apres le lemme 6.9 et la définition 6.11 nous savons que le
stabilisateur dans Sp(Z/anun)(k) d'une pointe possede 2n éléments.
Réciproquement, soit a € Q(k) ayant dans Sp(%/nzxun)(k) un stabilisateur
dont 1l'ordre est divisible par le nombre premier n. Alors, il existe dans
ce stabilisateur un élément d'ordre n qui est conjugué dans Sp(Z/anun)(k)

d'une matrice de la forme (:l C) avec un générateur de p_. (Ceci
0o 1 n

résulte du fait que Sp(Z/nZ x un)(k) est isomorphe au groupe
SLZ(Z/nZ) pour lequel cette propriété est bien connue). Nous en
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déduisons que le point a est le transformé par un élément de
Sp(Z/nZ x un)(k) d'un point de G(k) laissé fixe par la matrice

)

o 1 Nous sommes donc ramenés a 1'étude de ce cas. Supposons donc

a € a(k) tel que ca=a avec 0= ((1) g) . D'apres (6.5) il existe une

constante A inversible telle que

r2
Aa(r) = ¢ a(r)

pour tout ¥ € Z/nZ . Ceci n'est possible que si tous les a(r) sauf

deux, que nous notons a(io) et a(-io) sont nuls. Par conséquent, a est
1/2i1 T .

la pointe [() 0] de 0 (d'apres (6.17)) et le théoreme est démontré.

Lemme 6.18 : Soit k une Z[1/n1— algebre qui soit un corps. Si

a = (a(0): a(1): ) € @(k) n'est pas une pointe rationnelle alors

a(i) # 0 pour tout i £ O .

Preuve : Si a n'est pas une pointe rationnelle d'apres (6.17) il
existe I et J dans Z/nZ tels que a(I)£0, a(J) £ 0 et I £ *J.

Admettons pour un instant le lemme suivant

Lemme 6.19 : Soit b= (b(0): b(1) : ) € a(k). Si b(I) et b(J) sont
différents de zéros avec I £ * J alors b((I+J)/2) et b(I1/2) ne sont pas

nuls.

Par récurrence, il résulte de ce lemme que pour tout m 2 0 et

tout r tel que
0<rc< 2™ et I+r(I-J)_2m£0

nous avons b(I+ r(I-J)~2™) £ 0 . Or, quand 2" > n, quel que soit

s € Z/nZ , il existe un entier r tel que
I+r(I-J)2™™ = ¢ (car I-J £ 0)

Par conséquent, pour tout s € Z/nZ - {0}, nous avons b(s) £ 0 ce

qui démontre le lemme 6.18 en prenant b= a.
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Démonstration du lemme 6.19 : Posons p = (I+J)/2 et supposons

b(p) = 0. A tout élément t de Z/nZ associons le sextuplet
T = Gyaigrigrigrigig)

défini par les équations

ig =TI+t j1=I+(t-2)p
i, = -p iy = 21+ (2t-1)p
ig = I+ (t-1)p iz = I+ (t-1)p

Nous avons iy + j; = iy+j, = ig+ iy et
0 = Rj(b) = b(I+ tp)5b(1+ (t-2)p) + b(-I - (t+1)p)b(I+ (t-1)p)3
soit encore

b(I + tp)sb(l +(t=2)p) = b(I+ (t+1)p)b(I+ (t—l)p)3 ,

pour tout t € Z/nZ .
Comme b(I)b(J) = -b(I)b(I-2p) # O nous voyons par récurrence sur t gque

b(I+tp) # 0 pour tout t

et comme I+ tp parcourt Z/nZ puisque p £ 0 nous avons b(i) £ O pour tout
i € Z/nZ ce qui est en contradiction avec b(0) = 0. Donc

b(p) = b((I+J)/2) £ O .

Maintenant nous pouvons remplacer J par -J et refaire le raisonnement
précédent. Nous obtenons que b(I-J)/2) # 0. Enfin, comme
/2 = ((I+J)/2 + (I-J)/2)/2 nous avons aussi b(I/2) ce qui prouve le

lemme.

Nous en tirons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 6.20 : Soit i € Z/nZ - {0}. L'ouvert de @ défini par la
condition a(r) inversible est le complémentaire dans @ des (n-3)/2

sections [3] ou u £ £1/2r.




CHAPITRE 7

Le schéma 1}:

Nous désignons par (A(o0):A(1): :A(n-1),X(0):X(1): :X(n-1))
n-1 n-1

les coordonnées projectives d'un point de P x P .
7.1 Le schéma \}”

A tout sextuplet I:(il,jl,i ) d'éléments de Z /nZ

9rdgrigrig
tels que

ig+dy = dprdy = igrig
nous associons le polynéme de Z-[1/n) [A(i),X(j)]

:fl = Alimi D AGG =1 )X (XD
+ A(il—is)A(jl-is)X(iz)X(jz)
(7.1) + A(iz-il)A(jz-il)x(is)x(js)

1

Définition 7.1 : Nous notons U le sous-schéma de P ™1 x I’n-l, au-dessus

de Z [1/n] , des zéros communs aux polyndmes (7.1) et (6.12).
n-1 n-1 n-1

La premiére projection P x P —sP induit un morphisme que
nous noterons p de U dans Q. Soit k une Z [1/n]-algébre, la fibre ”a
en un point a = (a(o):a(1): ) de Q(k) est le sous-schéma de l’n—l(k)

défini par les relations

a(is—iz)a(j3-12)x(i1)x(j1)
+ a(il—is)a(jl-is)x(iz)X(Jz)
+aliy-ida(G,-i IXEIXG = 0
Remarque : Si deux des trois ensembles, {il,jl} , {iz,jz} B fis,js}

sont égaux, le polyndme ﬁa est dans 1'idéal engendré par les polyndmes
R' et R de (6.12)
o i
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7.2 Le groupe ’b"n

On vérifie immédiatement

Lemme 7.2 : Soit k une Z[1/n]-algébre et soient r€ Z/nZ et ( € un(k).
Pour tout point a= (a(0): a(1): ) de a(k) le point
n-1

(ay(a(0): a(1): )) deax P avec
(7.2) a(i) = ¢ ta(i-r)
est dans 4Z1k).

Définition 7.3 : Nous notons s le Q-morphisme de schéma de Qa x Z/nZZ x v

dans V défini par
(ayrsg) 5 5 (ay(a(0) : a(1) + )

avec a(i) = C—i a(i-r).

Théoreme 7.4 : Le morphisme s est une immersion fermée. En particulier,

si k désigne une Z [1/n]-algébre non nulle, les sections de V2,0 g6~
finies par

a s (a,r, )

ne se rencontrent pas.

Preuve : Supposons qu'il existe a = (a(o):a(1): ) dans a(k),(r,{) et
(rl,';i) dans (Z /nZ x p,n)(k) tels que

s(a,r,G) = s(a,rl,cl) .
Ceci signifie qu'il existe A inversible tel que
(7.3) ¢(tali-r) = A 5;1 a(i-rl)

pour tout i € Z /nZ .



En posant p = r-r, et en changeant d'indice dans (7.3) nous obtenons
(/6™ ali) = & alisp)

et plus généralement

~t(iar) - HEsDlo .
(7.4) (€/e) 2 aG) =2 a(istp)

pour tous i et t dans Z /nZ .

Posons d'abord i = 0 ce qui nous donne
a(tp) = 0 pour tout t € Z /nZ .

Si p n'était pas nul, nous en déduirions a(i) = O pour tout i ce qui est

impossible, par conséquent p = O et la relation (7.4) devient
(7.5 (/e P ag) < ata

pour tout t € Z /nZ et tout i € Z /nZ . Il existe i tel que a(io) soit

inversible ainsi que a(—io) = -a(io). Nous avons

(crep o™t o

(C/Cl)—t(-i°+r)= 7\t

pour tout t € Z /nZ d' ou nous déduisons

2i°t
(€/¢ =1 pour tout t.

Comme 210 # 0 il en résulte que f;/é1 = 1 ce qui montre que (r,§) = (rl,l;l).,
Définition 7.5 : Nous motons /l’n le sous-schéma de v/image de 1'immersion
s- Nous le munissons d'une structure de (-schéma en groupe, image de

celle de Z /nZ x pn. La loi de composition, notée additivement, est

donnée par

s(a,5f) + s(a,ri,Ci) = s(a,r+r1,QCI)
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Nous notons O la section ap——is(a,o,l), g' la section at—s(a,1,1)
et gC la section ap_as(a,O,C) de sorte que la section rg' + 8¢ n'est

autre que

aj—ps(a,r,().

I1 nous arrivera souvent d'écrire .

s(a,r,() = (rg'+gg)a .
Enfin, nous munissons le schéma Z /nZ X My d'une forme en,bilinéaire,
alternée, non dégénérée, a valeurs dans le schéma en groupes B,s en
posant

r .-r

en((r,C) , (rl,Ql)) = Ql 1

Nous en déduisons sur le (O-schéma %; une forme en,bilinéaire, alternée,

non dégénérée, a valeurs dans le (Q-schéma en groupes @ x By e

Nous avons

r -r,
(7.6) en(s(a,r,g), s(a,rI,Cl)) = (a,QIQ )

Lemme 7.6 : Soit k une Z [1/n]—algébre qui soit un corps. Soit a € Q(k)

et supposons que a ne soit pas une pointe rationnelle.

Si P = (a,(a(o):a(1): )) appartenant a 1};(k) est tel que a(r) = O,
il existe ( € pn(k) tel que P = (rg' + gC)a

Preuve : Montrons qu'il est impossible de trouver i, et i

avec
1

2

i, # i, tels que a(il) = a(iz) = 0. Si de tels i, et i

1 existaient, nous

2

aurions
a(i2_i1) a(i3+j3—i2-ii) a(i3) a(js) =0

pour tous i, et j, dans Z /nZ . en effet, il suffit de considérer le

sextuplet I‘=(il,j1,12,j2,i3,j3)'oﬁ
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3y = dgrig-iy
= 1zfiz7iy

et j3 sont quelconques
et d'écrire que &(P) = 0.

Comme nous avons supposé que a n'est pas une pointe rationnelle,
nous savons d'apres le lemme 6.18 que a(i) £ O pour tout i # O.

Par conséquent,a(is)a(js) = 0 pour tous i, et j3 dans ZMZ tels que

3
ig+jg-ij-i, # O (puisque dans ce cas a(13+j3—i1-ié)a(i1-i1) £ 0).

Soit ig tel que a(is) £ 0. Alors a(js) = O pour tout j3 tel que

ig P ig+iy-ige. En particulier, si ig était différent de (11+12)/2 nous

aurions ig s ig+iy-ig et a(ls) = 0 ce qui est faux; donc ig = (11+12)/2.

Nous avons démontré que si i, et i, sont tels que a(il) = a(iz) = 0 avec

1 2
i 3 i, alors a(j) = O pour tout j # (il+iz)/2. Il est facile d'en déduire

que a(j) = O pour j € Z /nZ ce qui est exclu.
Par conséquent, le nombre r mentionné dans 1'énoncé du lemme est le seul
élément de Z /nZ tel que a(r) = O.

Soit I = (r,j,12+r,j2+r,i3+r,j3+r) un sextuplet d'éléments
de Z /nZ tels que

J = 12+j2+r = 13+j3+r
La relation E?I(P) = 0 nous donne
(7.7) a(iz) a(jz) a(i3+r) a(j3+r) = a(is) a(js) a(12+r) a(j2+r)

et cette égalité est vraie pour tous i dans Z /nZ tels que

grigrigis

iy#dy = igtlig -
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Nous en déduisons
a(i) a(2) a(r+1) a(i+r+l) = a(1) a(i+l) al(i+r) a(r+2)

pour tout i € Z /nZ , et puisque a(r) est le seul a a étre nul nous

en tirons

a(isr+1) _a(l) alrs2) alier)

a(i+1) a(2) a(r+l) a(i)

puis, par récurrence sur i,

a(i+r) _ afrs1) a(r+2) a(1) i-1

a(i) a(1) a(r+l) a(2)

pour tout entier i tel que 1<i<n-1, ceci nous donne, a un multiple

constant non nul prés,
(7.8) a(r+i) = ¢ ta(i)

pour tout i tel que 1<i<n-1 avec

_a(r+2) a(1)

a(r+l) a(2)
Si nous reportons (7.8) dans (7.7) avec des valeurs convenables de
i2’j2’i3’j3 nous trouvons (" = 1, ce qui montre que { € pn(k) et que

la relation (7.8) est vraie pour tout i € Z . Nous en tirons
a(i) = ¢"ta(i-r) ,

pour tout i € Z /nZ ce qui est une autre fagon d'écrire P = (rg'+g;c)a .

7.3 Actions de Sp(ZAZ x pn) sur 1}'

1 1

Faisons agir Sp(Z/MmZ x pn) sur P70 x P™ en opérant sur

chaque facteur comme il a été dit en (6.5). Nous avons vu que cette
action laisse stable G x P n-1 ; nous allons voir qu'elle laisse stable
Uea x Pn_1 ce qui nous montre que Sp(ZAZ x pn) opére sur le

morphisme lfﬁ_ll* a.



Proposition 7.7 : Soit k une Z [1/n] ~algébre et soient a € @(k),
6 € Sp(Z /nZx p ) (k) et P €V (K) .
Alors le point oP défini par (6.5) appartient ﬁv;a(k).

Preuve : Il suffit de recopier mutatis mutandis la démonstration de la

proposition 6.6

Nous en déduisons que Sp(Z /nZ x pn) opére sur les sections deV’_p_; a.
En particulier, faisons agir la matrice ¢ = (:; E) de Sp(zZhzZ x pn)

sur Z /nZ x B, par

(7.9 (r,0) hiLQ(r,C)( 2 f) o (162 3) - (ur ¢ 2709(0), Ve
Alors,

Proposition 7.8 : Cette opération donne un isomorphisme entre

Sp(ZAZ x pn) et le sous-groupe des automorphismes de ZAZ x Bo qui

respectent la forme bilinéaire €

I1 est clair que cette opération donne une injection de
Sp(ZAZ x pn) dans le groupe des automorphismes de Z /nZ x B, et la

condition (6.1) permet d'en déterminer 1'image.

Proposition 7.9 : L'immersion s du corollaire 7.3 est compatible avec
l'action de Sp(ZAZ x pn) sur ZAZ x By Q@ et ). Autrement dit,
Sp(Z /nZ x p_) opére sur 2}; de fagon compatible avec le morphisme

n’ .

70 et

-1,
(7.10) o (rg +gC)oa

-1
= [ (ur+277p(C))8" + &8 )
( i SR

Enfin, l'action de Sp(ZAZ x pn) respecte la forme e, -

Preuve : Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier (7.10)

et pour vérifier (7.10) il suffit de considérer les cas ou

G=T{éi) etG:S:(gg).
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Soit a = (a(o):a(1): ) un point de Q.
Posons - oca = (a'(o):a'(1): )
puis (rgu-g,;)da = (oca,(a'(0):a'(1): ))
et o'l(rg'+gg)oa = (a, (a(o0):a(1): ))
Premier cas : ¢ = T =('3 ?) . La formule (6.5) nous donne successivement
.2
a'(i) =g a(i)
. . 2
ar(i) = ¢ e

r2 2r, -i
a (i) = & ((§%) "a(i-r)

et cette derniere relation signifie que

T—l(rg'+g ) = (rg'+g )

¢’ Ta 2r."a
g7 ¢

ce qui prouve (7.10) dans ce cas.
0§

Deuxiéme cas : 6 = S =( ¢ 0 ). La formule (6.5) nous donne Successivement

a'(i) = i: §21?(T)a(y(1))

prn
' (1) = C-i(EZ §2(i—r)¢(1)a(?(1)ﬁ
T
w(i) = E: §-2iy(r') (Cq(r')j: §2(—ry(1')—r)q>('r)a(¢(7))
T'Epn 1€pn

Nous p&ﬁvons récrire cette égalité
a(i) =2; €-2r¢(1)a(?(7)) E;' §-2i?(1')-2?(1)?(1-)5?(7v)

La quantité entre crochets est nulle sauf si 5-21_2?(T)C

=1 et vaut n
dans ce cas.
c -9(7)

omme ¢(§) = -1 nous avons § = 17 et

a(i) = §r?(C)§-21ra(i—2—1¢(C)) ce qui signifie



S-l(rg'+gg)s"a = (2_19(C)g’+%2r)a
et prouve (7.10) dans ce cas.

Remarque : Nous pouvons illustrer la formule (7.10) par

v V.

B

Lo(0),e27¢h)

(ur+2”

(r,C)

-2r

(vr-2"19(6), €72

T

Tableau (7.11)
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Si a est un point de @ et si 0 est une matrice de

Sp(ZAZ x pn) qui stabilise a , la matrice ¢ opére sur la fibre a®

Théoreme 7.11 : La matrice (-:") ?1) de Sp(ZAZ x pn) opere trivialement

sur @ et opére sur \Fen envoyant le point P = (a,(a(o):a(1): )
de 'v/sur le point noté (-P) = (a,(a'(o):a'(1) )) défini par
a'(i) = a(-i)

pour tout i € Z /nZ .

Preuve : Il suffit d'écrire (6.5) avec ¢ :(_(1) ?1) .



CHAPITRE 8

Les fibres singuliéres de U -

Nous étudions maintenant les fibres de V au-dessus des pointes
de G. Au chapitre 9 nous verrons que ce sont les seules fibres singu-

lieres de WV ce qui justifie le titre donné au présent chapitre.

8.1 Les n-gones

Définition 8.1 : Nous appelons n-gone un sous-Z[l/n]- schéma de l’n"1

qui soit sur Z[l/n]{un] la réunion de n droites projectives

(a )iE Z/nZ2 telles/ que

i
A, NA, =§8 si i-j £ {0,1,-1}

et Ai n b5, soit une section.

Un n-gone est une courbe propre et plate de genre arithmétique 1 au-
dessus de Z[l/n].

Définition 8.2 : Soient i et j € Z/nZ tels que i# j. Nous notons

D, j la droite de P""! aéfinie par les (n-2) équations

1]

(8.1) X, = O avec st ietj.

Lemme 8.3 : La réunion des n droites Ai = Di-1/2,i+1/2 ou i parcourt

Z/nZ est un n-gone. Son idéal est engendré par les monomes xixj tels

que i-j £ {0,1,-1} .

101
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Preuve : La droite Ai est 1'ensemble des points de Pn"1 de
coordonnées projectives (a(0): a(1): ) telles que
a(r) = 0 si rAgiti1/2

Par conséquent, Ai na
M

i1 est réduit au point que nous noterons
i+1/2 (le point M, a pour coordonnées projectives (a(0) : a(1): )
avec a(r) = 0 si r £ j et,a(j) inversible). De plus, a; N Aj est

vide si i-j £ {0,1,-1} .

Notons I 1'idéal engendré par les monomes XuXv tels que
u-v £ {0,1,-1}. L'idéal Ii qui définit la droite A est engendré par
les Xu tels que u# it 1/2 . Par conséquent, xuxv € Ii si u-v £ {0,1,-1}.

et nous avons I c q Ii' Réciproquement, soit P € q Ii' Les monomes de

P qui ne sont pas dans Ii sont de la forme

a a a b
(8.2) Xi-172 0 X2 0 Xica2 Xy

Comme 1'idéal Ii ne contient pas de combinaison linéaire de ces polynomes
autre que 0, et comme P est dans Ii nous voyons que P ne contient pas de
monome de la forme (8.2). Le raisonnement étant valable pour tout

i € Z/nZ , le polynome P est combinaison linéaire de monomes appartenant
a I et nous avons Q I; < I. 11 en résulte que I = N I; et le lemme 8.3

est démontré.

8.2 La fibre U .
1

(v
Théoreme 8.4 : Le schéma A 1 est le n-gone défini au lemme 8.3.
iy e
; e . n-1 ., .. .
Preuve : Le schéma 1 est le sous-schéma de P déefini par les

[0]

équations
a(13-12)a(j3—12)x(11)x(31)
+ aliy - :::,')a(;i1 - is) X(i2) X(jz)

+ a(iz- il)a(jz- il)x(ia)x(js) =0 ,
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ou a(r) = 0 quand r £ * 1/2 . Celles qui ne se réduisent pas a
1'idendité O = O ont au moins un de leurs trois monomes différents de
zéro. Si nous supposons que c'est le premier, ce que nous pouvons toujours

faire, nous trouvons que ce sont les équations

(8.2) af/z X, X,
+ a((-u+v-1)/Za((-u+v+1)/2) X( (u+v)/2)2

+ a((u-v)/2)a((-u+v)/2DX((u+v-1)/2 ) X((u+v+1)/2)=0
obtenues en résolvant les quatre systemes

=*1/2, i, = u,

i-i, =t 1/2, i =] 1

3732
Si u-v € {0,1,-1} le membre de gauche de (8.2) est identiquement nul.

Par contre, si u-v £ {0,1,-1} 1'équation (8.2) se réduit a

(8.3) X, X, =0
ce qui montre que v 1 est le n-gone défini au lemme 8.3.
0

I1 résulte de ce théoreme que r 1 est la réunion des n
0
droites Ai d'équations Xu = 0 pour tout u £ it 1/2 et que (J 1 possede

0

n points singuliers (Mj) ayant pour coordonnées projectives

jez/nz
(aj(o)z otj(l): ) avec

(8.4) v aj(r) =0 sirftj et

aj(j) est inversible .

. v .

Enfin, Mi+1/2 est 1'intersection de Ai et Ai+1 .

Remarque : Toutes les composantes de /U'[l] sont rationnelles sur
0

z{1/q).
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(8.5) La fibre de Zrl au-dessus d'un point de ZEl/n].
=0

~
Nous notons TI 1'ouvert de Qf

o) (o)

(v 0

complémentaire des n points singuliers.

Proposition 8.5 : i) V(Q?j 4, € v .

") o)

ii) Soient k une Z[l/n]-algébre a spectre connexe

r € Z/nZ et ¢ € p (k) . Le point (rg' +gc) 1, de (B9, (k) est dans
B i I

8, (k) .

Preuve : On obtient cette proposition en reportant les coordonnées de

(rg'+ gc) 1 données par la définition 7.3 dans les équations de Ai’ et

0
en comparant ces coordonnées a celles des points singuliers de s

lo

données par (8.4).
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Définition 8.6 : Nous notons C([;]) le sous-schéma en groupe de
),
()

égal a

AN ()
o n [3]

Le groupe C([S]) est isomorphe a y et la proposition 8.5 affirme que la
droite A contient le translaté de C([(i)]) par (rg') 1n "

lo)

Soit k une Z[1/n]-algebre et soit o= (‘6 E) un point de Sp(Z/nExpn)(k)-

Comme la matrice o laisse fixe [(1)] € a(k) elle opéere sur VU 15 ().

O
Nous verrons comment au chapitre 9. En attendant énongons
Proposition 8.8 : i) 8i u = 1, ¢ opére sur 47[1] (k) en envoyant chaque
0

composante Ai(k) sur elle-méme.

ii) u=-1, o opere sur ’Uti] (k) en_envoyant
0

8,(k) sur ao_, (k) .

Preuve : Pour démontrer cette proposition il suffit de prendre un
point P de qu (k) porté par Ai et de regarder quelle est son image
(]

par o en utilisant (6.5).

8.3 Les fibres singulieres

Théoreme 8.9 : Soit a une pointe de @ . Le schéma /U'a est un n-gone-

Si la matrice ¢ de Sp(Z/nZ xun) est telle que a= d[é] les composantes

de ’U’a sont les n droites cAi .

Preuve : Soit k une Zl:i/n] -algebre et soit a une pointe de a(k). S'il
existe 0 € Sp(Z/nZ x un)(k) telle que

a = ol
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nous avons ’Ua(k) =g ,U_l (k) et le théoreme est démontré dans ce cas.

0
Le cas général s'en déduit par descente.

Définitions 8.10 : i) Nous tirons de la proposition 8.8 et du

théoreme 8.9 que la composante GAO de ’U ne dépend pas du choix ni de

1'existence de la matrice o telle que a = c[o] Nous la notons ’U”

ii) Soit k une Z[1/n][n_]-algébre .

Nous appelons numérotage de 'U;(k) une bijection v entre
1'ensemble des composantes de /Ua(k) et Z/nZ telle que

v( v;u())

n
(=]

(8.6)

]
"+
[*Y

vieg) - vie") si CNC' £P

I1 est clair qu'il existe deux numérotages de ’lfa(k) et deux seulement

et ces deux numérotages sont opposés l'un de 1'autre.

iii) A tout numérotage de ’U;(k) nous associons un

numérotage des points singuliers en posant

(8.7) v(m) = ) > ve!) siM=cne' .
Corollaire 8.11 : A chacune des deux représentations [:] de la pointe

a dans Z/nZ x Hom(un,Z/nZ)(k) est associé de fagon canonique 1'un

des deux numérotages de ’U;(k) et cette correspondance est bijective .

Preuve : Soit [np‘ une représentation dans Z/nZ x Hom('p. 1Z/nZ) (k)
de la pointe a et soient o = (: ;) et o' = (u C ,) dans

Sp(Z/nZ x un)(k). La proposition 8.8 nous montre que dAi(k) = G'Ai(k)
quel que soit i € #/nZ et 1'application v : cAi(k)h i est le

numérotage de ’U’ (k) associé a la représentation [u] Nous voyons

immédiatement que le numérotage associé a [ J est -v, ce qui démontre

le corollaire.

Théoreme 8.13 : Soit vV un numérotage de ’lf'a(k). L'application notée V

qui associe a chaque point de (U;)a(k) le numéro de sa composante est

un homomorphisme surjectif de (@;)a(k) sur Z/nZ . Plus précisément,



: . : u
si v est associé a la représentation [¢} de a nous avons

(8.8) ' V(re' vg),) = ur + 2720 (¢)
Preuve . Prouvons (8.8). Soit (rg'+ gg)a un point de (@:7a(k) et soit
u

(q) v) dans Sp(Z/nZ x un)(k) telle que c[_(i)] = a. Alors la

proposition 7.9 montre que

(rg' + gc)a = d(((ur+—2_1¢(C))g'4-gcv§2r )[11 ) .
OJ

et comme ((ur+»2_1¢(c))g‘+ g ) ) est porté par A (k)

ve2rel
¢e” o)
nous voyons que (rg'+ g,)_ est porté par oA _ (k)
Y : ¢a ur+2 1‘P(C)
ce qui prouve (8.8). Il est clair que V est un homomorphisme de (@ﬁja(k)

ur+2-1¢(g)

dans Z/nZ , et la surjectivité de V résulte du fait que, soit u, soit ¢,
n'est pas nul.
Comme a la définition 8.6 nous notons C(a) le sous-schéma de

(), défini par
ca) = V' n () .
a n a

Le corollaire précédent montre que chaque composante de 1L(k) contient
le translaté de C(a)(k) par un élément de (Q%ﬁa(k). De plus, C(a)(k)
est le noyau de 1'homomorphisme vV associé a l'une quelconque des
représentations de a.

I1 est commode de negrouper sur un tableau les résultats
obtenus dans ce chapitre. Nous désignons encore par k une

Z[l/n][un]—algébre » par a une pointe de Q(k), par o= (; %) une matrice
dans Sp(Z/nZ x un)(k) telle que a= c[(l)] , par v le numérotage de Qz(k)

associé a la représentation Ez]. De plus, nous notons Gi la composante

de'ﬂ;(k) telle que vQEi) = i et par M, le point singulier de Qg(k) tel

(k) .

que v(Mi) = i. Nous avons Mi = 0.

i-1/200 N ey

+1/2
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8.4 Les ouverts Q; de v

Nous démontrerons au chapitre que le morphisme 4T_EL9 Q est
lisse sauf aux points singuliers des fibres 12 au-dessus des pointes a

de 0, en sorte que U; est lisse lorsque a n'est pas une pointe de a.

D'ici-la, nous dirons qu'un point M de V est extraordinaire
quand p(M) est une pointe de @ et quand M est un point singulier de
Qrp(M)' Tous les autres points de VU seront dits ordinaires et nous

noterons V le sous-schéma de VU formé des points ordinaires.

Définition 8.14 : Nous noterons Q(r) l'ouvert de v défini par la
condition

X(r) inversible

Les Q(r) forment un recouvrement de U par des ouverts affines.

Le lemme 7.6 et les résultats du paragraphe précédent nous

permettent d'énoncer les deux théoremes suivants :

Théoreme 8.15 : Soient a un point de @ et P un point de Qg. Nous

avons les quatre possibilités suivantes (qui s'excluent mutuellement)
i) a n'est pas une pointe rationnelle de Q.

a) P n'est pas dans (@:)a . Alors

P €N (i)
1

B) P = (rg'+ gg)a . Alors

Pe N q(i) et P£al(r).
iftr
ii) a est une pointe rationnelle de @ et v est le numérotage de 1);
associé a la représentation Eg] de a.
a) P est sur la composante dont le numéro est r et n'est pas

un point singulier. Alors

P n(”ui/z)ﬂ Q(r--ui/z)et P £ Q(i) pour i £ r:u1/2 .
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B) P est le point singulier de numéro r. Alors P € Q(r/u)

et P £ (i) pour i £ r/u.

Théoreme 8.16 : Le complémentaire de Q(r) dans U est la réunion

i) de 1'image dans U des sections de la forme a » (rg' + gc)a

ou { parcourt B

ii) pour chaque pointe rationnelle a, de n-2 composantes de 1;

définies de la fagon suivante. Si [8] est la représentation de a

associée au numérotage v de QL, ce _sont celles dont le numéro differe

de ur % 1/2.

Définition 8.17 : Nous notons B 1le sous-schéma de QG complémentaire
des pointes rationnelles ; d'apres le lemme 6.18 c'est le sous-schéma

affine de @ défini par les conditions
a(i) inversible ¥ i £ O.
Nous posons WU - p-1(J3); c'est un sous-schéma de 2 et nous notons
o(r) = Wna(r).
C'est 1'ouvert de ¥/ défini par la condition X(r) inversible
et, d'aprés le théoreme 8.16, c'est le complémentaire dans 724/ des
sections de la forme
'
ar (rg 4-gg)a.

a4
Enfin, nous notons W le complémentaire dans w des points

extraordinaires.



CHAPITRE 9

Quotient de 'u)/gar By

9.1 Action de ’l?l" sur P~

Nous vérifions immédiatement

Lemme 9.1 : Soient k une Z[l/n]- algebre, r€ Z/nZ et ¢ € p.n(k).

L'automorphisme de k[A(i),X(j)] défini par
{ A(i) » A(i)

(9.1) .
X(j) » ¢ Ix(j-r)

laisse stable 1'idéal engendré par les polynomes (6.12) et (7.1).

Nous en déduisons une action de ’ﬂ; sur 'Iv’que nous notons
additivement. Plus précisément, si a € Q(k) et

P = (a(a(0):a(1): )) € "U'a(k) nous notons (rg'+ gc)a+ P le point de

V,(k) défini par

(rg'+gc)a+ P = (a,(a'(0): a'(1): ))
avec
(9.2) @' (i) = ¢ Fai-r).
Théoreme 9.2 : Cette action induit 1'action par translation sur

Q};c A, {\utrement dit,
(9.3) (rg' + gCL + (rlg'i-gcl)a = ((r+r1)g'+ gCQI)a

De plus les actions de /17': et Sp(Z/nzZ x p.n) sont liées par

(9.4) g(P+u) = o(P) + a(u)

111



112

pour tous P € V(k), u € (’lﬂ;)p(P)(k) et o € sp(Z/nZ x u ) (k).

Preuve : La relation (9.3) s'obtient en appliquant (9.2) aux
coordonnées de (rg'+ gC)a données par (7.2). Pour démontrer (9.4) nous

traiterons les deux cas :

1 g 0
)

o=T= et G=S=(q,

g
o) -

Soient o = (5 °) € Sp(@/nZ xu )(K) , a € alk),

P = (a,(a(0): a(1): )) € 'Va(k), r € Z/nZ et ¢ € u (k). Nous posens
olrg' +g.), + P = (0a,(B(0) : B(1) : )€ v ()

et
o(P) + o((rg'+ gc)a) = (o2, (v(0) :v(1): ) € U (k).

D'apres (6.5), (9.2) et (7.10) nous avons

L2 4. .
(9.5) B(i) = Z gui +21¢(T)Tv¢(r)c-(u1+<P(1:))a(ui+(p(_r)_r)
reun

et

(9.6) v(i) = €2ric—ui(g gu(i-vr+2-1’~l’(g))2+2(i--vr+2_1‘4’(c))(P(-c')

T'Eun
r'v¢(T')a(u(i-vr+2-1<P(;))+‘P(T’))
Premier cas : o0 =T = ((1) E) . Nous tirons de (9.5) et (9.6)

2 .
B(i) = ' ¢ la(i-r) et

e2ri_-i (i-r)?

vy(i) = §57°¢ 8 a(i-r).

Nous voyons que PB(i) et y(i) différent d'un multiple constant inversible

et (9.4) est démontré dans ce cas .
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Deuxiéme cas : 0 = S = (g

14
o

Nous tirons de (9.5) et (9.6)

pi) = 2 g2 (9D o (zypy

T € By
et
. P § ,
v(i) = g2r) g2 Te(ulr gy
' T'€
n
En utilisant le fait que ¢(£) = -1 et en multipliant ces relations par

un élément de k inversible, indépendant de i nous obtenons
Bl =L gt (e
t € Z/n 2%
et

y(i) = §2ir§::::::::::§2i(t_r)Cr-ta(t—r)

t € Z/n Z

’

ce qui montre que B(i) et v(i) différent d'un multiple constant inversi-
ble et (9.4) est démontré dans ce cas. En vertu du corollaire 6.3 ceci

suffit pour prouver le théoréme.

Théoréme 9.3 : Soit k une ZI[l/n?[pn]—aLgébre. Les seuls points de
1 (k) dont le stabilisateur sous 1'action de (QﬁXk) n'est pas trivial

sont les points extraordinaires de U (k). Si a est une pointe de ¢ (k)

et si M est un point extraordinaire de ]7; (k), le stabilisateur de M

est _le groupe C(a)(k).

Preuve : Soit P € VWk) et supposons que
1 -
(rg' + gC)p(P)+ P="P

avec § € pn(k). Cette égalité signifie, si P =(p(P), (a(0) : a(1) : ),

qu'il existe A € k, inversible, tel que
¢rali-r) = A ali)

pour tout i € Z/n Z .
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Nous en déduisons par récurrence sur l'entier t ,
- t(t;i)
a(i)

(9.7) ali-tr) = (¢t ¢

pour tous i et t dans Z/n Z.

Si r = O cette égalité se réduit a
a(i) = €% ) ,

et si P est un point ordinaire de V’(k), il existe d'apres le théoréme
(8.15) s et s' dans Z/nZ%Z, distincts, tels que a(s) et a(s') soient

inversibles. Ce qui nous donne .
|
r=cFa=1,
d'ol C=A=1 et (r,0) = (0,1).

Sir £ 0, 1'égalité (9.7) donne

-1

t 2

(9.8) a(-tr) = A" ¢ a(0).

Nous en déduisons, puisqu'il existe i € Z/nZ tel que a(i) soit in-
versible, que a(j) est inversible quelque soit j. Soit 7 un générateur
de pn(k). Définissons u et j dans Z/nZ par les équations

-2ru
T

¢ =

7‘Zcr - 14r;j .

Nous tirons de (9.8)
(9.9) a(i) = 7912721, (o)

pour tout i € ZAZ . En nous reportant au tableau (8.9) nous voyons que
si ¢ € Hom(pn,ﬂ/nl)(k) est tel que ¢(7) = 1 et si v € Z/nZ et
g € pn(k) sont tels que 0 = (:; ‘gr) soit dans Sp(Z/nZ x pn)(k), le

point P est le transformé par 0 d'un point singulier de Vl_ (k) et que

- 0
P est un point extraordinaire de Wk).
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Nous venons donc de montrer que les points ordinaires de

¥ (k) ont un stabilisateur trivial sous l'action de ﬁ;(k).
Si P est un point extraordinaire de V), grice au théoréme
9.2, nous pouvons supposer que p(P) = [é? et les relations (9.2) et
le tableau (8.9) montrent que
P L}
P = (rg' + gg) 14* P
0-
si et seulement si r = O ce qui démontre le théoréme.

Nous utilisons les notations du chapitre 8(théoréme 8.13),

Proposition 9.4 : Soient k une Z [1/n] [pn] -algébre, a une pointe de

’ 14 ’ b
a(k) et v un numérotage de ]};(k). L'élément u E(@:)a(k) opere
sur Qf;(k) en_envoyant

i} la composante C sur la composante - C' telle que

(9.10) ! vie') = v(@) + v(u)

ii) le point singulier M sur le point singulier M' tel que

(9.11) v(M") = v(M) + v(u) .

En_particulier OU;)a(k) opére transitivement sur les points singuliers
de (k).

Preuve : Grice au théoréme 9.2, il suffit de vérifier cette proposition

lorsque a = [é], Dans ce cas nous pouvons choisir v tel que v(Ai) =i
' -
et alors v(rg' + gc) {4 =T
14 0
Si P = ([oJ,(a(O) :a(l) )) est .sur. A;(k) nous avons a(j) = O pour
i#ix 1/2.
Posons (rg' + gc)[1]+ P =( [é],(a'(o) ta'(1) : ))
[0)

alors les formules (9.2) montrent que a'(j) = O pour j £ r r+it 1/2
ce qui signifie que (rg' = gc) i P € Ai+r(k)° I1 suffit de reprendre
h)
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la définition de v pour obtenir (9.10).

Soit M un point singulier de ’\L/;(k) tel que M=CNnC:,

Alors M+u € @+u) N (C'+u), c'est un point singulier, et (9.11) résulte
de (9.10), Enfin, la rel;tion (9.11) et le fait que v est surjective
montrent que (/19;)3(11:) opére transitivement sur 1'ensemble des n points
singuliers de Va(k).

Corollaire 9.5 : Soit a = [u]_une pointe de @ (k) et soit M un point
singulier de Ua(k).

i) si 9 =0, M -r-(gc)a = M pour tout ¢ € pn(k)

ii) si 9 £ 0, M +(g<;)a parcourt l'ensemble des points singuliers

de ’U;(k) quand { parcourt pn(k)

Preuve : Il suffit d'appliquer (9.11) en remargquant que ;((gc)a) =0
si g =0 et ;((ge)a) parcourt ZmZ quand § parcourt pn(k) si ¢ # O,

Définition 9.6 : Soit a une pointe de @ (k).
Nous notons G(a)(k) le stabilisateur de a dans Sp(ZhZ x p,n)(k) et

G'(a)(k) le sous-groupe de G(a)(k) qui laisse stable les composantes

de Ua(k) .

Si k est a spectre connexe nous savons que G'(a)(k) est
cyclique d'ordre n, d'indice 2 dans G(a)(k). De plus,

(‘(1) _;)) € G(a)(k) =G'(a)(k).(cela résulte des propositions 7.11 et 8.8).

Proposition 9.7 : A chaque composante C de V/a(k) est associé un homo-

morphisme ), de G'(a) (k) dans C(a)(k) tel que 6 € G'(a)(k) opére sur
C par

P.G__)(P + lc(d))

De plus, si v désigne un numérotage de ’l}'a(k) et )\i = Aa 1'homomorphisme
i
associé a la composante C'/i telle que v(C’/i) = i nous avons

i
A, = ()

et 7\1 est un isomorphisme.




Preuve : Grice a la proposition 7.7 il suffit de vérifier le cas

a = [3) Le choix de v n'ayant pas d'importance nous posons

v(Ai) =i, Soit P = ([gi,(a(0)= a(1): )) dans Ai(k) et soit
e '

o= (54 €6 (a)(K).

Nous avons

oP = ([3],(&'(0): a'(1): )

2
avec a'(r) = ¢& a(r). Par conséquent a'(r) = O0sir #it 1/2 et

: 2
cG-1/27

a'(i - 1/2) = i-1/2)

: 2
ar(i o+ 172) = (/%0 L 1y0y,
A un facteur prés, inversible et indépendant de r, nous avons
2ir .
a'(r) = ¢“ " a(r) et par conséquent

L) P
C-21 [(1)] *

L'application (é i)h——)(gc-Zi) 14 est 1'homomorphisme Xi. La proposition
5
ne fait que traduire les propriétés immédiates de l'application iu——)li.

9.3 Quotient de qubar B
Rappelons que les schémas@ et 'U):lv;’ont été définis page 8.10

Nous désignons par k une Zlﬁ/n]-algébre et par j 1'idéal de
k[xo’°°"xn—1] engendré par les polyndmes (7.1).

Soit L la sous-algébre de k[Xo,...,Xn_ll/j engendrée par l'image des

mondmes de la forme
(9.12) m = X(0" X(-1)7 x(1Y X(a) .. X(a))

avecr 20, u=20, v0, w=0 |, a, £ 0,1,-1 et
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u+va+wa+r =0 (mod 3)
r
Uu+vV+w+2D aiE-O (mod n)
i=1
En outre nous posons r(m) =r.

Proposition 9.8 : L'algébre L est engendrée par l'image des mondmes

(9.13) X = X(0) X(-1) X(1) Y = x(-12 x(2)

z = x(0)° |

Preuve : Soit M la sous-algébre de k[XO,...Xn_leJ engendrée par
1'image de X,Y et Z. En comparant (9.13) & (9.12) nous remarquons que
les images de X,Y et Z sont dans L. Par conséquent, M C L et il nous

faut démontrer que tout élément de L est dans M.

Soient a et B dans Z /n Z . Dans k[Xo,...,X ]/ nous avons
n-1

les relations

(9.14) x()x(p) = 2a2a(p) X(-1)X(a+B+1)
a(-1)a(a+B+1)

4 _ ala-1)a(p+1) X(0)X(a+B)
a(-1)a(a+p+1)

si a+B+1#£0
\

p
(9.15) x()x(p) = 2{ada(p) X(1)X(a+p-1)
a(1)a(a?p-1)

) _ ala-1)a(p-1) X(0)X(a+B)
a(1)a(a+p-1)

\si a+pB-14#0
Il en résulte que tout mondme m de k[Xo,.o.,Xn_l] donné par (9.12),

tel que r(m) = 2 est équivalent modulo 8 & une combinaison linéaire d'autres
mondmes m' de L tels que r(m') < r(m). Par récurrence sur r(m) nous

voyons que L est engendrée par les images des mondmes m tels que

r(m) < 1 c'est-a-dire par les images des mondmes de la forme

m = X(0)"X(-1)"X(1)"X(a).
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Définition 9.9 : Soit m = X(al)...X(ar) dans k[Xo,...,Xn_lJ. Nous
posons

' = e -
(9.16) m' = X( ay)e.X(-a )

et nous notons opp 1'automorphisme mtggggm'o

L'idéal J de k[X ,...,X ;7 est stable par 1'action de opp,

qui s'étend donc en un automorphisme de k[Xo,,.,,Xn_1]AJ . De plus, il

est immédiat que L est stable par 1'action de opp.
Lemme 9,10 : L'algébre M est stablé par 1'automorphisme opp.

Preuve : Nous avons X' = X , Z' = 2Z et Y' = X(1)2X(—2)° Pour démontrer
que l'image de Y' est dans M nous pouvons recopier le début de la
démonstration du lemme 5.18 puisqu'elle n'utilise rien d'autre que

les relations :fl =0,

Ainsi nous obtenons dans kao’°°°’xn—1JAj la relation

5 4 2
(9.17) Y' = -y 4 a2 +ald)all) o _ a(2)”

3 VA
a(1)%a(2)a(3) a(1)

et le lemme est démontré.

Définition 9.11 : Soit t un entier = 0. Nous notons e£(t) l'unique entier

défini par les conditions
(9.18) 0<e(t) <3
e(t) + t + 1= 0 (mod 3),

et nous posons

e(t)

(9.19) o(t) = x(0° P x(-ntx(t).

Lemme 9.12 :Quel que soit t = O les images des mondmes ¢(t) et

¢(t)° opp sont dans M.
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Preuve : D'aprés le lemme 9.10 il suffit de démontrer que les images
des mondmes ¢(t) sont dans M. Nous allons procéder par récurrence sur

t. Nous constatons que
(9.20) 9(0) =2 , (1) =X , ¢(2) =Y.,

Pour simplifier 1'écriture nous allons employer la méme notation pour
désigner un mondme et son image dans k[xo,...,xn_l]/j B
Soit t > 2 et faisons 1'hypothése que quel que soit l'entier r avec

0sr<t nous avons ¢(r) € M. Nous allons montrer qu'alors ¢(t) € M.

Supposons d'abord t = 2 (mod n) c'est-a-dire t = 2 + kn

avec k 2 1, Nous avons

o() = x(0) %3k y_gykn oo
et comme e(kn + 2) = 2(kn - 1) nous obtenons
(9.21) ) ¢(t) = p(2) g(kn)

et par conséquent ¢(t) € M.

Nous pouvons donc. maintenant supposer t # 2 (mod n).

Nous avons

X(-Dx(p) = 222D yo) x(¢-1) - 2EL x(1) x(t-2)
a(1)a(t-2) a(t-2)
et par conséquent,
o) = x(0° P x(nybx(ey - 2(2alt=1) ygye(tIely 4y t-1y(y o)
a(1)a(t-1)
-2yt Wy iyx-n)t1x(s-2)

a(t-2)



Comme e(t)+ 1 = e(t-1) (mod 3) et comme e(t)+1 = e(t-1), il existe
un entier s €{0,1} tel que e(t) + 1 = e(t-1) + 3 s.

I1 en résulte que

o) - 2(2alt=D)  ps e gy 2yt Wx(gyx-1)t1x(s-2)
a(1)a(t-2) a(t-2)

Nous sommes donc ramenés a démontrer que

e(t)

v = x(0*WPxntx(1x(t-2)

est dans M.

1y .
Deux cas sont a envisager.

Premier cas : t = 0 ou 1 (mod 3).
Alors e(t) >0 , e(t)-1 = e(t-2) et

e(®)=1y 1)ty (¢-2))

¥ o= (X(0O)X(-1)X(1)-(X(0)
soit encore

Vo= g(1)p(t-2) et g(t) € M,

Deuxiéme cas :t = 2 (mod 3).

Nous avons e(t) = 0 et

v = XX x(t-2).

Supposons d'abord t z 3 (mod n). Alors

X(x(¢-2) = aDalt=1)  y oy gy , alDalt=2) yoyyp 3 ,
a(2)a(t-3) a(2)a(t-3)
d'ou

y = aBalt=d) yooyy gyt-lyyog) , allalt-2)

a(2)a(t-3) a(2)a(t-3)

x(-1) " 1x(2)x(£-3)

121
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et comme e(t-1) =1 , e(t-3) = 0 et t > 3(puisque t > 2 et

t = 2 mod 3) nous obtenons enfin

- a(1)a(t-4) (t-1) + a(1)a(t-2) o(2) §(t-3)
a(2)a(t-3) a(2)a(t-3)
et (P(t) € M.

Reste un dernier cas a examiner,c'est celui ou-
t=3modn) , t=2(mod 3) , t > 2.
Nous avons

v = x() (-1

et avec nos hypothéses t = 3 + n = 8.(puisque n = 5).

Comme
2 a(2)2 a(1)
X(-1)° = ==—— X(0)X(-2) - === X(1)X(-3)
a(1)a(3) a(3)
nous en déduisons
2
v =327 yoxnXx-2x-03% - 2@ x() I mx-nt3
a(1)a(3) a(3)

Nous remarquons que X(O)X(-y-l)t_3 = ¢(t-4) puisque e(t-4) = 1 et
X(t-4) = X(-1) , que X(1)%X(-2) = ¥' et que X(-3)X(-1)*7® - 4(t-6)
puisque X(t-3) = X(-3) et e(t-6) = e(t) = 0.

Nous en déduisons que

2
v=232  yige-a - 2 (x(1)x(-1)%(t-6).

a(1)a(3) a(3)

I1 suffit donc de voir que (X(l)X(—l)).3 € M.

Nous avons

a(1)2

X(1)X(-1) = 5

a(1)a(g) X(02 .
a(2) a(2)

X(2)X(-2)



et par conséquent

2
X(DX(-1)° = Eillﬂéél x(0) %X (1% (-2 & 31115
ca(2) a(2)

soit encore

a(1)a(3) X2,

a(1)?

X(DxX(-1)° = -
a(2)

et le lemme 9.12 est démontré.

Yy'

a(2)2

Fin de la démonstration de la proposition 9.8 .

x(1)2x(2)x(-2)x(-1)2

Nous devons montrer que les images des mondmes

avec u2 0 , v =20

X0 "% (-1 'x(1)Y X(a)

et w20, qui sont dans L sont aussi dans M.

Compte-tenu de ce que les images de X(0)Y et X(0)X(-1)X(1) sont dans M

nous pouvons supposer

0<u<3 et
inf(u,v,w,) = 0
Si 1'un des deux entiers v et w est nul, le mondme

9(t) ou ¢'(t), et est dans M. Nous pouvons donc supposer u =

m est de la forme

0.

Comme X(1)3X(—1)3 est dans M nous pouvons supposer en outre que

0 < inf(v,w) < 3 .

si m = X(DX(-1)V nous avons m

Les seuls cas restant

1l

¢(v) et par conséquent m € M,

(1 2x(-1)"
X(1)X(-1)Vx(v-1)

X(1)%x(-1) X (v-2)

s .
examiner sont donc

’

123



124

leur appartenance a M entrainant celle de mi B mé et mé B

Cas m = m .
Nous avons

a(2) a(1)

X(1)2 - x(0x(2) - 2 x1)x(3)
a(1)a(3) a(3)
d'ou
m, = a®  yox(-1Vx(2) - 21 x(1)v+ix(3)
a(1)a(3) a{3)

mais v =1 (mod 3) et v =2 (mod n)

par conséquent

L= a(2) o(v) - a(1)

a(1)a(3) a(3)

m

o(v + 1)
et m, €EM .

Cas m = m_,. Il y a deux possibilités a envisager.

2°
Premiére hypothése v 2 -1{mod n) . Alors

my = X(1)X(-1)Vx(-2) et
X(Dx(~2) = 2al® yoyxgy , 210 yayx(-3) .
a(2)a(3) a(3)

Par conséquent

9 = aal®  yooyx(-1)"*! 4 2 x(2)x(-1)"x(-3).
a(2)a(3) a(3)
Mais v > 2 puisque v > 0 et v = -1(n).

De plus, v & 1(3). Il en résulte que

_a(1)a(4) o(v) + a(1)

= (2)p(v=-2)
a(2)a(3) am f ’

2

ce qui montre que m, € M.
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Deuxiéme hypothése v # -1(n) . Alors

X(DX(v-1) = 2230 yoyxvy - 20D x(_1)x(ve1)
a(1)a(v+1) a(v+l)
et
m, = a@alv)  yox(vix(-1" - 2= v yx-n L,
a(1)a(v+1) a(v+1)

Comme v = 1 (mod 3),nous en tirons

n, = a(2)a(v) o(v) - a(v-1) p(ve1)
a(1l)a(v+1) a(v+1)
et m, € M,

Cas m = m,. Deux possibilités sont a envisager.

3
Nous avons m = X(1)2X(—1)VX(V—2) B

Premiére hypothése v = 0 (mod n) . Alors
2 Vo,
me = X(DX(-1)"X(-2) .
Mais e(v-1) = O puisque v = 0 (mod 3), donc
nsy = 9" (2)g(v-1) et mg € M.

Deuxiéme hypothése v Z 0 (mod n).Alors

X(DX(v-2) = 2220 yegyy(yo) - 202y 1yx(v)
a(1)a(v) a(v)
et
5 = 22200 y(ox (X1 x(v-1) - 282 y(yx(-n)V*x(w)
a(1)a(v) a(v)
ou encore
5 = a@alv-1) p(Dg(v-1) - 2v=2) yyx(-1)"*Ix(v).

a(1l)a(v) a(v)
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. . o v+l
Mais nous venons de voir que les mondmes de la forme m

9 = X(DX(-1) 77X (v)
sont dans M donc m, € M. Ceci achéve la démonstration de la proposition

3
9.8

Théoréme 9.13 : X,Y et Z sont liées par la relation

5 . 4 . 2 2 2
(9.22) Y3z - a(2)3+a(4)a(17 XYZ. + a(z)2 vz2 - - a(2)2 x> , al3) 2,
a(1)"a(2)a(3) a(1) a(1) a(1)
Preuve : La relation (9.17) nous donne
5 4 2
(9.23) -Y'YZ - Y%Z - a(2)3*3(4)a(1) xvz + 22 yz2
a(1)“a(2)a(3) a(1)
Or
1'¥Z = x(1)%(-1)%(0)3x(2)x(-2)
et nous avons
a(2)? a(3) 2
X(2)X(-2) = =5 X(D)X(-1) - === Xx(0)
a(1) a(1)

donc
. . a(2)2 3 a(3) .2

(9.24) -Y'YZ = < 3 X + X"z

a(1) a(1)

ce qui, combiné avec (9.23),nous donne (9.22).

9.3. La courbe §

Définition 9.14 : Nous notons § la courbe définie au-dessus de :i;

par 1l'équation (9.22). C'est un sous-schéma de EBX P2,
Nous notons O et P les sections de { dont les coordonnées projectives

(X:Y:Z) sont données par

(9.25) 0

i

(0:1:0)

(O:O:I)v

e~
i)

Ces sections sont contenues dans 1'ouvert de lissité J 6 de 3. On
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munit Sreg d'une structure de schéma en groupes commutatifs en prenant
0 pour élément neutre et en posant la condition

"A+ B+ C=0 siet seulement si A,B et C sont alignés ",

Les fibres géométriques de 8reg sont soit des courbes lisses de genre 1

(courbes elliptiques) soit de type Gm ou Ga

Nous avons vu, théoreéme 9.3 et corollaire 9.5, que p_ opére
librement sur W La proposition 9.8 et le théoréme 9.13 nous permettent
de définir un monomorphisme de"ryundans Se
Nous notons 6 le morphisme correspondant de W dans 8. Autrement dit,

6 est défini par les relations (9.13),

Posons pour tout entier m

@, = a(m-1)a(m)a(m+1)
(9.26) B, = a(m-1)%a(me2)
Yn = a(m)5

Proposition 9.15 : Pour tout entier m = O nous avons

(9.27) mP = (am:ﬁmzvm) ,

(En_particulier nP = 0). De plus

(9.28) 9(rg'+gc) = -rP.

Preuve : Nous remarquons que (9.27) est vraie pour m = 0 et 1,
Calculons les coordonnées projectives du point 2P. La tangente a g en

P a pour équation Y = 0. Elle recoupe  au point ~-2P qui a pour coordon-

nées
(a(=3)a(-2)a(~1) : 0 : a(-2)>) .

Au passage nous voyons que (9.27) est vraie pour m = -2. Sur la courbe 3,

1'opposé du point de coordonnées (a:B:Y) a pour coordonnées
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5 4 2
(9.29) ( o a(2) +a(dda(1)” _ a(2) Y-8 : Y) .

a(1)® a(2)a(3) a(1)2

Par conséquent,
2 3
2P = (a(1)a(2)a(3) : a(1)%a(4) : a(2)")
et (9.27) est vraie pour m = 2,

Soit Q=(a : B : ¥) un point de § différent de O et P. La droite passant
par P et Q a pour équation aY - BX = 0. Elle recoupe & au point

(9.30) —(P+Q) = (aBY : B3y : %)

Nous déduisons de (9.30),(9.29) et (9.22)

2
(9.31) P+ Q= (afy : 3(2)2 py2 - a3 2, . .5,
a(1) a(1)

Nous pouvons maintenant démontrer (9.27) par récurrence sur m.

Soit m un entier tel que 2 < m < n et supposons (9.27) vraie pour m.
Nous avons mP # P et mP £ O car la premiére coordonnée de mP n'est pas

nulle. La relation (9.31) nous donne

2
a(2) By 2 a3 2 3)

(m+1)P = (amﬁmvm': a(1)2 n Yo (D) a Yy :a

Nous obtenons immédiatement

aB Y. = a(m—l)sa(m)3an
m+

mm m 1
3 3 3
a,” = am-D%am %y, , .
D'autre part,
a2, .2 a® 2
== BpYn - % Yy =

a»® "™ A

2 5
(9.32) iiﬂ:lli%gﬁ—-[a(z>2a(m+2>a(m> - a(l)a(3)a(m+1)2]

a(1)
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Mais par un choix convenable du sextuplet I, la relation gt& =0

nous donne
2 2 2
a(2)“a(m+2)a(m) - a(Da(3a(m+1)” = a(1)“a(m-1a(ms+3) ,

et en reportant cette égalité dans (9.32) nous obtenons

a(2)2 8 2 a(3) o 2

a(1)2 m'm m

Yo = a(m—l)sa(m)sﬁm .
a(1)

m

I1 en résulte, si m #Z O et 1, ce que nous avons supposé, que
(meDP = (o, @ Ppys * Ymat) -

Nous en déduisons par récurrence sur m que
nP = (ay : By ¢ Yp) = (ao : Bt Yo) =0 .

Par conséquent P est un point d'ordre n sur g, et la relation (9.27)

qui a maintenant un sens si 1'on prend m dans Z /nZ est démontrée.
Enfin, la relation (9.28) résulte de (9.27) et de (9.13).

Corollaire 9.16 : Les fibres géométriques de & ne sont jamais de type
& .
a

Preuve : Un groupe de type Ga ne posséde pas de point d'ordre n non

trivial.

Proposition 9.17 : Les relations suivantes

X Y
(9033) 9 = 1 , 9 == ,9 = -
o 1 z 2 Z
(9.34) 9 on = 92001
(9.35) a(t-1)p, = a@al) oy X
t+l D t z Pe-1

permettent d'associer a chaque entier m positif un g%-morphisme Pm
de § dans Bx p! .
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Preuve : L'équation 9.22 de la courbe 3 montre que 9019 et ¥s sont
de54§—morphismes. Les relations de récurrence (9.35) et (9.34) permettent

de construire les autres ?m°

Nous remarquons que les relations (9.33) et (9.35) ne suffisent

pas a déterminer les fonctions ¢, duand m = 2(mod n); c'est pourquoi nous

avons introduit la relation complémentaire (9.34).

Lemme 9.18 : Pour tous entiers t et # = 0 nous avons

4

(9.36) Prion = 9t (g -

Preuve : Nous voyons immédiatement que (9.36) est vraie pour £ = O,
De plus, il suffit de prouver cette relation pour 0 =<t < n ; c'est-a-dire
que nous devons montrer que pour tout entier positif m nous avons

[2

(9.37) ¥m = ¥m - [®n (o,-q) .
n

Nous procédons par récurrence. Soit s supérieur ou égal a3 n et suppo-
sons que (9.37) est vraie pour tout entier m tel que 0 <m < .s.
Si s= 2 (mod n) la relation (9.37) résulte immédiatement de (9.34).

Supposons donc s # 2 (mod n). Nous avons, d'aprés (9.34)

(9.38) _ a(2)a(s-1) _ a(s) X
S a(1)a(s-2) s-1 a(s-2) 2 s-2
Posons s = 4n + r avec 0 <r < n; autrement 'dit
s s
L = [n et r=s=s - n[nl .
Si s= {(mod n) , avec.l'hypothése de récurrence, nous avons
£-1 2

) et

(Ps—l = ?n—l(q’n-l = (Pn—l

) ( y4-1
Ps-2 = Pn-2"Pn-1 .

et en reportant dans (9.38) nous obtenons

£
Ps = (?n-l) ’
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qui n'est autre que (9.37).
Si 8 = 1(1 mod n), nous avons, d'aprés 1'hypothése de récurfence,

Y
Ps-1 = (?n—l) et

£
Pg-2 = (?n-l) °

En reportant dans (9.38) nous obtenons

X £ 2
fs = Z(?n—l) = ?1(?n—1)
qui n''st autre que (9.37).

Si s =r (mod n) avec 2 < r < n, nous avons d'apres 1'hypothése de récur-
r ence

2

Ps-1 = ?r—l(?n—l)

L
Ps-2 © Wr-2(?n—1) °

En reportant dans (9.38) nous obtenons

o = (g )E a(2)a(s-1) _als) X 9
s n-1 a(1)a(s-1) r-1 a(s-2)Z r-2

Mais le terme entre crochets n'est autre que ¢.0 ce qui prouve (9.37)

dans ce cas et achéve la démonstration du lemme 9.18 .

Lemme 9.19 : Soient r € Z/n . - {0} et t un _entier positif. Alors

- a(r—l)ta(r+t)

(9.39) 9, (rP) e

a(r)
Preuve : Il résulte de (9.33) et de (9.27) que cette relation est vraie
pour't = 0,1,2. Supposons-la vraie pour t = 0,1,2,...,m avec 2 < m< n.

La relation (9.35) nous donne

a(2)a(m)a(r—1)ma(r+m) _ a(meal(r-1)"a(re1)a(rem-1)

(rP) = 1 B
a(Da(m-1a(r)™ a(m-Da(r)™

Pme1

et comme
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a(2)a(r)a(m)a(r+m) - a(m+l)a(r+l)a(rem-1)a(l) = a(1l)a(r-1)a(m-1)a(r+m+1)

nous obtenons, aprés simplification par a(m-1) ,

a(r-l)m+1a(r+m+1)

a(r)m+2

¢m+1(rP) =

Nous en déduisons que (9.39) est vraie quel que soit m tel que 0 < m < n.

En particulier,

a(r-0"

(9.40) yn_l(rP) = =Y
a(r

ce qui, combiné avec (9.36), donne (9.39) pour tout entier t = O.

Lemme 9.20 : Pour tout entier t = 0, nous avons sur 3§,

(9.41) div ¢, = t{P} + {-tP} - (t+1) {0} .

Preuve : Il est clair que (9.41) est vraie pour t = 0,1,2, D'autre part,
grice a (9.36), il suffit de prouver (9.41) pour O =+t < n. Supposons donc
(9.41) vraie pour t = 0,1,2,...,m avec 2 < m < n. La relation (9.35) nous
montre que Pnet n'a pour pdles, qu'un pdéle d'ordre m + 2 en 0, et

posséde un zéro d'ordre au moins m en P. De plus, ¢m+1(—(m+1)P) =0

d'aprés (9.39). Par conséquent, il existe un point Q de § tel que
div g o = m{P} + {-(meDP} 4+ {Q} - (me2) {0}

et le théoréme d'Abel montre que Q = P, ce qui prouve (9.41) pour

t = m+1l, et par récurrence pour tout m.

2,j2,13,j3) un sextuplet d'entiers tels

Théoréme 9.21 : Soit I = (iy,301

que
ig¢dg = ig¥d, = ig+is o

sont liées par la relation

Alors les fonctions ¢. ,9. ,9. ,9. ,9. 59
Y3 Tt 32 iy g
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(9.42) a(is—iz)a(js—iz)cpilr,o:j1
+ a(il—is)a(j1—13)9i2¢j2

+ a(iz-il)a(jz-il)(pis(pjs =0

Preuve : Posons r = i ;+j; . Alors
div v, %5, = ri{p}+ {-1,P} + {-3,P} - (re2) {0} .

Sur §,le diviseur

r{P} + 2{-(r/2)P} - (r+2) {0}

est principal, c'est le diviseur d'une fonction que nous notons VY. Nous

avons
Pi, 95
di 11 = {—ilP} + {-jlp} - 2{-(x/2)pP} .
v

Par conséquent, les trois fonctions

171 2 Y2 3 Y3 ., . ' ~
s s qui n'ont pour péles qu'un podle

v ¥ v

double au point -(r/2)P sont linéairement dépendantes. Le lemme 9.19 nous
permet de trouver les coefficients de dépendance et nous obtenons ainsi

la relation (9.42).
Soit H l'ouvert de ¢ défini par la condition
?n—l inversible.

Il résulte du lemme 9.20 que H est le complémentaire de O et P,

Lemme 9.23 : Le morphisme ¢ :1&’31 S8 induit un épimorphisme de 1'ouvert
w(0) N w(-1) de Wsur 1'ouvert H de 3.
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Preuve : Soient k une Ztl/n] -algebre, a € ﬁ-(k) s

Q = (X(0) : X(1) : :X(n-1))€ u’;(k). Supposons Q dansw(o)a(k). Alors
X1 ()
(9.43) 9,(8(Q)) = =—==== .
x(0)“*
\
En effet, cette relation est vraie pour t = 0,1,2 et comme les quantités
x5
(pt(9(Q)) et =—="—-9* vérifient les mémes relations de récurrence en t
x(0) .

elles sont égales quel que soit t.

Il en résulte, si Q € w(0) N w(l)a(k) que

t
X(t) =( X(0) ) 9,(8(Q)

x(0) X(-1)
X(-0 "
et RALE 2] B (86Q)) .
(x(o) ) fn-t

Par conséquent, 8 envoie ®(0) N w(—l)a(k) dans H(k).

Réciproquement, considérons le révétement étale H' de H défini

. 1 . .
comme le sous-schéma de H X P =~ d'équations

n n
(9.44) Y(-1)" = ¢ _,¥(0)
t
(9.45) Y(t) = Y(0) o Pt pour 1 < t < n-2
Y(-1)
ou (Y(0) : Y(1) : ) sont les coordonnées homogénes dans P! indexées

par Z /n Z.Le théoréme (9.21) nous montre que si I = (il,jl,i )

z,jz’is’js
est un sextuplet d'éléments de Z /n Z tels que

11+J1 = 12+J2 = 13+J‘3

nous avons ‘91 = 0 (en désignant par 3’1 le polyndme (7.1)). Nous voyons

donc que © induit un isomorphisme de w(0) N w(-1) sur H',

Lemme 9.24 : Soit Q € w(0) A w(-l)a(k). Alors, pour tout entier r nous

avons

(9.46) 9((-rg')a+Q) =rP + 6(Q) .
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Preuve : Il suffit de démontrer (9.46) avec r = 1,

Soient (X(0):X(1): ) les coordonnées projectives de Q et (X : Y : 2Z)
celles de 6(Q). La formule (9.31) nous montre que
2
peo(@ = (xvz : 2B yp2  20) 42y, 4Ty,
a(1) a(1)
3 3
Or XYZ = X(0)"X(-1)"X(0)X(1)X(2)
= x(0%(-0% x(1)®

D'autre part,

2 5 2
a(2)” y,2 a3 42,  X(0)X(-1)

. - (2) %x(2)x(0) - a(3)a(1)X(1)2J
a(1) a(1) a(1)

et le terme entre crochets est égal a

a(1) %X (-1)X(3) ce qui prouve,
puisque X(O)3X(—1)3 est inversible que

P+8(Q) = (X(OX(DX(2) : X(03X(3) : X(D®) = e(-g'+Q).
Nous tirons de ce lemme que 8 induit un épimorphisme de @(-r) N w(-1i-r)

sur rP + H pour tout r et, comme les ouverts w(-r) N w(-1-r) recouvrent

Qlf/tandis que les ouverts rP + H recouvrent o nous avons démontré

Théoréme 9.25 : 1))’est le revétement principal de groupe pn;gg S donné par

(9.44) et (9.45) , le groupe Fpy opérant_sur W par
Y(i) —3C Y (i),

Théoréme 9.26

i) Le schéma ¥ est une courbe elliptique généralisée au-dessus

de @ , munie de la section O comme section neutre (au sens de [De-Ral).

ii) Les fibres géométriques de P sont

a) des courbes lisses de genre 1 (courbes elliptiques) au

dessus des points de G qui ne sont pas des pointes.

b) des n-gones au-dessus des pointes de @ .
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~
iii) % est 1'ouvert de lissité de #/O ~
iv) Qg est le noyau de la multiplication par n sur ﬁpbt l'action

gs_@; sur'lydéfinie par (9.1) est la translation.

Preuve : 11 résulte du théoréme 9.25 que U est une courbe elliptique
généralisée au-dessus deg . Soit k un corps algébriquement clos ou n

est inversible et soit a € @(k). Deux cas sont possibles.

i) Ua(k) est lisse alors d'aprés le théoréme 9.25, ’U};(k) est une

courbe lisse de genre 1.

ii) ﬂa(k) est une cubique a point double ordinaire. Alors la
translation par P sur 3a(k) n'opére pas librement (elle laisse fixe le
point singulier). Il résulte alors de (9.44) que le groupe @: n'opére

pas librement sur W et d'aprés le théoréme 9.3 nous en déduisons que

'Lﬁ;(k) posséde des points extraordinaires. Les seules fibres géométriques

de uni sont singuliéres sont donc celles qui sont au-dessus des pointes
de @ .

I1 n'y a plus qu'a utiliser l'action de Sp(Z /n Z x pn) sur et sur @

pour obtenir les affirmations i), ii) et iii) du théoréme 9.26.

~
Le sous-schéma 7/0;1 de W’opére sur Q}'par (9.1). Or les automor-
phismes de Vsont de la forme

P o, u(P) +Q
s
ou u désigne un automorphisme de vldont la restriction a ”tr_‘sspecte la
loi de groupe. Comme n > 3 le seul automorphisme du groupe Q}/qui soit
d'ordre n est 1'identité. Il en résulte qu'un point g de 7}; opére sur ¥
par P o P+Q(g) et comme O ., g nous avons Q(g) = g. Nous en déduiso’r\:‘s

que @; est contenu dans le noyau de la multiplication par n sur »-

et comme il a méme degré il lui est égal, ce qui achéve la démonstration

de ce corollaire.
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CHAPITRE 10

Conclusion.

10.1 La catégorie €(n).

Définition 10.1 : Nous notons €(n) la catégorie dont les objets sont

les triplets, (S,E,A) formés

i) d'un schéma S sur Z[l/n]
ii) d'une courbe elliptique généralisée E au-dessus de S dont les
fibres singuliéres sont des n-gdnes
iii) d'un isomorphisme A entre le schéma S x Z/n%z [ et le noyau
En de la multiplication par n sur 1l'ouvert de lissité E de E/S conser-

vant la forme bilinéaire e définie au paragraphe 7.2.

Nous notons gﬁ la section de En qui est le générateur canoni-
que du sous-groupe de Erl isomorphe par A asSx Z/nZ et CE le sous-

groupe de En isomorphe par A a s x Hye

Les morphismes sont les couples de morphismes (9,f) rendant

cartésien le diagramme

E 2 5 &

|

s —L 3 s
tels que

(F(g'E) = gbl

(P(CE) = CE'
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Le corollaire 9.27 montre que le triplet (@, ¥ ,s) ou s
désigne 1'immersion fermée définie au corollaire 7.3 est un objet de
catégorie €(n). Nous voyons que gir n'est autre que la section

a._)(g')a et que C’V est la réunion des sections a,.—)(gg)a.

10.2 Les courbes avec Fn bien réparti.

Dans la prgmiére partie de cette thése, nous avons vu que
si (Spec(k),E,A) désigne un objet de €(n) tel que E soit une courbe
elliptique (lisse) définie au-dessus d'un corps k ou n est inversible,
il existe un morphisme canonique de (Spec(k),E,A) dans (G, 77,s).
Rappelons que ce morphisme est obtenu a 1'aide des fonctions

(X ,X ""xn—l) définies par

0’71’
rgi
. E
div Xr = EE - EE
(10.1) -
r 4,y _ ) -1 sir#£0
xr(2 g') =
1 sinon
et des constantes (ao’al""’an—l) définies par
(10.2) a. = xr.T(O)

ou T désigne une fonction sur E possédant un zéro simple a 1'origine
0 de E.

Cette construction d'un morphisme canonique de (S,E,A) dans
@, U ,s) s'étend sans difficulté au cas ou E est une courbe elliptique
généralisée au-dessus d'une base S, telle que pour tout point géométri-
que § de S pour lequel la fibre Eg soit singuliére, le groupe (CE)_s ne
soit pas contenu dans la composante neutre de Eg ce que, pour abréger, nous

appelons une bonne répartition de Fpe En effet, dans ce cas nous pou-

vons toujours trouver des fonctions X satisfaisant a (10.1), une

fonction T et définir des a_ par (10.2). Nous avons encore un morphisme
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de la catégorie €(n) de (S,E,A) dans (O, 1’,5) construit a 1'aide

des X et des a_.
r r

Théoreme 10.2 : Soit (S,E,A) dans €(n) tel que E ait un P bien réparti;

alors il existe un unique morphisme de (S,E,A) dans ( a , ¥ ,s).

Preuve : Nous venons de voir qu'il existe un morphisme de (S,E,A) dans
«, Zr,s). Comme E a un P bien réparti, en fait ce morphisme va de
(S,E,A} dans (B , W, s) puisque B est précisément 1'ouvert de G

dont les fibres ont un P bien réparti. L'unicité du morphisme vient du
fait que sur le schéma W défini par (7.1), les fonctions Xr/X0 sont
précisément celles qui vérifient (10.1) ce qui implique que nécessaire-
ment tout morphisme de (S,E,A) dans (B, W,s) se construit a 1'aide

des fonctions Xr sur E satisfaisant (10.1).

Dans [De—Ra] un objet M,2,p) de €(n) est construit possédant

les propriétés suivantes.

i) M et &€ sont lisses sur Z[tl/n] et M est une courbe projective

ii) Pour tout objet (S,E,A) de &(n) il existe un unique morphisme

de €(n) de (S,E,A) dans (M,e,p).
M est le "schéma des modules de la catégorie €(n)".

Désignons par N' 1'ouvert de M et par ¢' 1l'ouvert de € au-dessus
de M' tels que les fibres de €' aient un Fn bien réparti. L'ouvert R’

est le complémentaire d'un ensemble fini de points dans 7.

Le théoreme 10.2 montre qu'il existe un morphisme unique de
r',e',p) dans (B ,W ,s) et la propriété d'universalité de (M,€,p)
montre qu'il existe un morphisme unique de (B, W ,s) dans (M',&',p).
Nous pouvons reformuler le théoreme 10.2 .
Théoreme 10.3 : Les objets (M',8',p) et ( 95, W s) de €(n) sont
isomorphes.
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10.3 Les courbes avec Fn mal réparti

Nous avons

e ‘P; CV

|,

m'-—£_9 ca

Le schéma M étant une courbe, il est bien connu qu'on peut prolonger

f de fagon unique en un morphisme de 7 dans G. I1 faut voir que ¢

se prolonge en un morphisme de € dans l’n_1 ce qui donnera, puisque
est fermé dans l’n_l un prolongement de ¢ en un morphisme de € dans
Pour cela, compte-tenu du corollaire 2.6 de [De—Ra] page 159 il suffit
de voir qu'il existe un morphisme de la "courbe de Tate a n cotés"

} 1/n
(s,B,2) = (spec Z[1/nl[La*™] , 63" g%,

dans (0, lr,s). Pour simplifier, mais cela ne change rien a la méthode
nous pouvons supposer que A est 1'isomorphisme tel que gk soit la
section "ql/n" et CE soit le sous-groupe "pn" de E.(I1 faudrait considé-

q:/n avec a £ 0).

rer aussi le cas oﬁ.gb =
Nous renvoyons a [De-Ra] pages 149 et suivantes pour ce qui concerne
la courbe de Tate.

1/n

Nous pesons 9, = 4 de sorte que q: = q et nous désignons

par z le point courant de Gm.

Définition 10.4 : Soit r € Z /nZ . Nous notons r 1'unique élément de

N défini par

- r (mod n)

=l
it

(10.3)
0SS T<n

et nous posons

(10.4) e(r) = Tln-r)



Nous voyons immédiatement que

.
e(-r) = e(r)
0% e(r) = (n°-1)/8
(10.5) | e(1/2) = e(-1/2) = (n2-1)/8
L e(r) £elr') si r#s+r
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Théoreme 10.5 Au-dessus de S[l/qn] la courbe E est lisse et les fonctions

Xr définies par (10.1) admettent le développement

TT_ (1-¢"z"™) TT (1-q"2™)
=0

¥ m>0
; (-2z) 1 m=r(n) m=-r(n)
(10.6) X (2) = o T T (e
-z a4, n>0 -9z -9z
m=0(n)

Preuve : Si r = 0, le membre de droite de (10.6) est égal a 1 ce qui est

bien la valeur de Xo(z). Supposons donc r # O.

Rappelons [La] .que 1a fonction T définie sur Gm par le dévelop-

v

pement

(10.7) T(z,q) = (1-2) 77_ (1—qmz)(1—qmz_1)
m>0

vérifie les deux relations

. -1

(10.8) T(qz,q) = -z T(z,q)

T(z—l,q) = —z_lT(z,q)

et que toute fonction sur la courbe de Tate s'écrit a une constante

pres sous la forme

=

T(z/ai,q)

=
e
"
[N

=

T(z/bi,q)

™
"
-

avec .
. al /i

-u
b. = q
g 1

r

[
n
fan
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La premiere des deux équations (10.1) montre alors qu'il

existe a(r) tel que

T(2/9C ,q)
X (2) = al(r) 2] ——
CCp, T(2/L,q)

T(z"/q",q™

(2", q™)

-r

a(r) =z

La deuxieme équation (10.1) nous permet de calculer a(r).

Considérons deux cas :

Premier cas : r est pair. Posons s = r/2.
s .
Nous avons Xr(qn) =-1 ce qui donne

2 -5 n
- T
a(r) an /2 —iﬂg_L%_l = -1
T(q s q )
Mais, d'apres (10.8)
- -8, 8 N
T(q s.qn) =-q T(q7,q)
d'ou

X (2) = r(n+r)/2 -r T(sn/grzgn)
r'27 =9 2 n n
T(z ,q )

I1 suffit alors d'utiliser (10.7) pour obtenir (10.6).

s . : n+r
Deuxieme cas : r est impair. Posons s = —
2
Nous avons
s .
Xr(qn) = -1 ce qui donne
n-r

2 n
a(r) q;r(n+r)/2 I(g- " .q) =-1.

n+r

Mais d'apres (10.8),
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n-r n+r
. 2 .
T(q. 2 ,q" =1 2% ,¢M d'ou

X (2) = r(n+r)/2 -r T(zn/gr!gn)
r =9, z n n
T(z »q )

et on obtient (10.6) en utilisant (10.7).

La courbe de Tate E est recouvertelpar les cartes locales

(Ui)iez-+ 1/2, définies par

(10.9) U = s[zi-1/2’t1+1/2]/(zi—1/2'ti+1/2_qn)'

Ces cartes sont recollées de sorte que 1'ouvert

- n c . - -1
Ci = Vis1pn Yii1y2 © VUyuqpp soit Ui+1/2[1/zi] s{z;,2;7]

et [ =

i Ui-1/2 soit U

N -1
NEPAEVRC SR I

ces ouverts étant identifiés par la condition

(10.10)

N
-+
]
-

Proposition 10.6 Le morphisme

it

er =¢f l/qn]-—-) v

l l

st =sl1/q ] ¢

se prolonge en un morphisme

|

_ﬂi
a

—
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Preuve : Considérons le morphisme P; défini sur la carte Ui+1/2 par

(iotyn) Wolzpty eV 4 (205,40
avec

s(s+1) s(s-1)
2 ¢ 2 (=D TT

(10.11) V¥ (z.,t. )=z, . (m=1)n_mn
r Ci’isl’ T i+l >0 (1-zi ti+1)
m=r-i (n)
(m+1)n, mn
110 (l—zi ti+1)
m=Zi-r (n)
ou s = (r-i) - E%l .

Au-dessus de S[l/qn] nous avons la relation z, = ziq; (d'apres (10.9) et

(10.10)) et compte-tenu de (10.6) nous trouvons

2 2
n -1 _ n-1 n -1 m -n mn
Vp(zg0ty,40=2; 8 e, ° T (=a"2gM [T (1-a"20X (2
1+ m>0 =0
mz-i(n) m=i(n)

Ceci nous montre qu'au-dessus de S[l/qn], le morphisme Py n'est autre
que le morphisme de E{l/qn] dans U obtenu a 1'aide des fonctions Xr.

Sur la fibre spéciale nous avons

n-1
(-1) 2 pour (r-i) = -l
2
n+1
2 - n+1
zi(-l) pour (r-iJ = =5
Wr = 1 n£3 s
- n-
ti+1(—1) pour (r-i) = =
\ 0 dans les autres cas.

donc P définit bien un plongem?nt de Ui+1/2 dans l’n(puisqu'on peut
développer en série z, et t;,q @ 1'aide des wr(zi,ti+1)) et nous avons
vu au passage que p, et pj, pour i £ j, coincident au-dessus de 1'ou-

vert Ui+1/2 n Uj+1/2 qui est contenu dans E[l/qn]. Nous en déduisons

la proposition 10.6.



Il résulte de cette proposition que nous pouvons prolonger

le morphisme

AR
I
m—3a

en un morphisme

if

’

Jé—o

Le groupe Sp(Z /nZ x pn) opere sur l'ensemble de la situation

et comme nous avons vu au paragraphe 10.2 que (M',€',p) et (B , W ,s)

sont isomorphes, nous obtenons

Théoreme 10.6 : Les objets (M,E,P) et (@, v ,s) de la catégorie g(n)
sont isomorphes. En Erticulier (g, U ,s) est universel, les schémas U4

et a sont lisses sur Z[l/n] et 0 est une courbe projective.
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APPENDICE

HZ(Z /nIZx...x Z/nrz ,kx) avec action triviale.

Soient LR PYREERFE N des entiers. Nous considérons un groupe

G = G1 X G2 x.,..xGr

tel que Gi soit isomorphe a Z/niz . Nous supposons que
<
1_nrlnr_1'...|n1 ’

et nous posons n = n, . Si de plus r = 1 nous posons n, = 1. La loi de

1
composition de G est notée additivement.

Soit k un corps, K son groupe multiplicatif,k une cléture al-

gébrique de k et

B, = {x € e I x® -1} .
Considérons une extension centrale

X n

0k —3E —3G —30
de K par G et notons 0 une section ensembliste de =.
Si g et g' sont dans G le commutateur

G(g)d(g‘)o(g)-lc(g')-1 de o(g) et o(g') est un élément de k* qui ne
dépend pas du choix.de 6. Nous posons

<g,g'> = o(galgNalg) talg)™?

Lemme A.1 : L'application < , > : GXG —yA est une forme bilinéaire alter-

R
née a valeurs dans My e
2
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Preuve : Il est clair que < , > est alternée. Soient 8,8y et gy dans G.

Alors

c(g)c(gl)a(g)'1 = <g,g1>o(g1)

s(@alg)o(e) ! = <g,g0(g,y)
d'ou

o(g)c(gi)o(gz)c(g)_1 = <g,g1><g,g2>0(gl)0(gz) .

Mais G(gl)o(gz) :a(gl,gzb(g1+ gzhvec a(gl,gg dans le centre de E.

Par conséquent,
o(glolg,+ g )a(g)_1 = <g,8,><g,8.,50(g,. + €.)
1 2 751 752 1 2
Ceci montre que
<881+ Bo> = <B,B1><8 &>
et en}utilisant le fait que < , > est alterné nous obtenons
<gy,B><E5, 8> = <B4+ E5r B> -
D'autre part, si nous écrivons
r r
g=Z g; et g =Z g
i=1 i=1

avec g, et gi dans Gi , nous obtenons par linéarité et compte-tenu du
fait que < , > est alternée
<c,g> = || <g;:83>
i43
et comme <g,g'>d =1 si dg = 0 nous voyons que <gi,g3> € M, pour tous

couples i et j et plus généralement, <g,g'> € Pp oo
2
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Nous avons posé n = n, et par conséquent, ng = O pour tout g € G.

Ceci montre que 1'élément o(g)” de E est en fait dans K pour tout g € G.

X, % p
De plus son image v(g) dans k /k " ne dépend pas du choix de 0.

Lemme A.2 : Pour tous g et g' dans G nous avons

n(n-1)
(A.1) vig)v(g') = <g,g'> 2 vigsg') .

Preuve : Pour tous g et g' dans G nous avons d'une part
(A.2) o(glo(g') = alg,g')o(g+g")
avec a(é,g') dans k*, d'autre part
(A.3) o(g)o(g') = <g,g'>0(g")o(g) .

Par récurrence sur l'entier s nous obtenons
s(s-1)

o(g)% (g = <g,g'> 2 alg,g")0(geg" "

ce qui, appliqué as = n, nous donne (A.1).

n(n-1)
Remarque : Le nombre <g,g'> 2 est égal a +1 ou -1. En particulier
il est égal a +1 si n, est impair. Nous voyons donc que pour n, impair,
ou bien -1 € kxn’ ou bien <g,g'> = 1 pour tous g et g' dans G, la
fonction v : G__,kX est un homomorphisme. De plus 1'application
v2: G-—-)kx/kxn définie par g—yimage de o(g)zn dans kx/kxn est toujours

un homomorphisme.
Définition A.3 : Nous notons H 2(G,kx) le groupe multiplicatif dont les
éléments sont les couples (<, >,v) de fonctions

<, > GXx G-—)kX

v i Gy K /KD
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telles que :

i) <, > soit bilinéaire alternée,

ii) v  satisfasse a la condition (A.1).

Théoreme A.4 : Si B,C K 1'application A qui associe a (E,n) le couple

(<, >,v) précédemment défini est un isomorphisme entre H2(G,kx) et

12(q, k).

Preuve : i) Considérons le diagramme commutatif exact suivant

03K yE-Ty6_30

L9

00—k —3 E -L13G—30

Alors il est clair, compte-tenu de la définition de < , > et v, que 1l'on
obtient les mémes fonctions en remplagant (E,n) par (E',n'). Il en

résulte que (< , >,v) ne dépend que de 1'image de (E,n) dans H2(G,kx).

ii) Pour voir que A est un homomorphisme nous pouvons calculer
s . : g Y
<, >et v a l'aide du 2-cocycle a associé a la section ¢ par la rela-

tion (A.2). Nous trouvons

alg,g")
a(g',g)

<g,g'> =
et par récurrence
o(g)" = alg,g)alg,2g)...alg, (n-1)g)c(0)

Ces formules montrent que A est un homomorphisme de Zz(G,kx) dans

H2(G,k"). Nous savons déja que A ne dépend que de la classe de (E,x)
2 X . :

dans H(G,k" ) mais nous retrouvons ce fait de la fagon suivante. Si

a est un 2.cobord, il existe une fonction f de G dans A telle que

alg,g') = £(g)f(g")
f(g+g')
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et alors

<g,g'> =1
tandis que

o(g)™ = £(g)"
ce qui donne v(g) = 1.

iii) A est injectif. ;
Si <g,g') = 1 pour tous g et g' c'est que 1l'extension E qui
est engendrée par les éléments de K et par les o(g) est commutative.

xXn

Si de plus v(g) = 1 c'est que o(g)n € Kk et quitte a modifier o nous

pouvons supposer que o(g)n = 1 pour tout g € G. Soit g; un générateur

n, N n, n/ni
de G, . L'élément o(g;) = est dans kK et comme (o(gi) ) = 1 nous
n, n.
i i . X . s o
- c k.
voyons que G(gi) € un/ni B, puisque p_ k. Quitte a modifier ¢

; n,

nous pouvons supposer -que c(gi) RIS | pour tout générateur g5 de Gi

et pour tout i. Comme le groupe G, qui est un groupe de présentation
n;

z . . . 1
finie, est defini par les relations gigj = gjgi et 8; = 1 nous

voyons que 0 est un relevement de G et que l'extension (E,n) est scindée.
iv) A est surjectif.

Soient (<,>,v) dans ﬁQ(G,kx).

R . P .
Choisissons pour chaque i un générateur g de Gi et un relevement a;

de v(gi) dans kK" .
Soit E 1'ensemble des mots de la forme
(t,al,az,...,ar)

ou t désigne un élément de K et Agseeesay des entiers tels que
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Nous munissons 1l'ensemble E de la loi de composition

(t,al,az,...,ar)(t',ai,...,a;) = (t",ag,...,a;)

avec a.+a!
1 i
SO n.

a
" = tt! TT <gi,gj> i :

r
ai
i>j i=1
a.+a)
" ' 11
a". =a, +a} - | ——— | n. .
i i i n, i

On vérifie que 1l'ensemble E muni de cette loi est un groupe et que

l'application E—=—G définie par
n(t,al,...,ar) = A Bytee et €

est un homomorphisme surjectif qui a pour noyau le sous-groupe de E

isomorphe a K* formé des mots du type (t,0,...,0).

Il reste a voir, et c'est immédiat, que les applications
< , > et v associées a 1l'extension (E,n) sont bien celles dont on était

parti et le théoreme est démontré.
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