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INTRODUCTION

Le but de cette thèse est de construire pour tout nombre
premier n S 5 un couple de schémas (G» V) au-dessus de z[l/n"^ munis

P »d'un morphisme V -» Q qui possède les propriétés suivantes.
i) Q est une courbe projective lisse au-dessus de Z[l/n] .

ii) V^ est une courbe elliptique généralisée au-dessus de Q au sens
de tlDe-RaJ. Plus précisément,

a) p est propre et plat, de présentation finie» de dimension
relative l»

b) les fibres géométriques sont soit des courbes propres liss
et connexes de genre 1, soit des polygones de Néron à n côtés (des
n-gones). Nous notons ^l'ouvert de lissité de p.

c) il existe un morphisme

+ : ̂ x V -. ̂
G

dont la restriction a V en fait un schéma en groupes commutatifs et
^

qui définit une action du schéma en groupes V sur V . De plus» les
translations opèrent par rotation sur les composantes des fibres
géométriques singulières de V.

iii) II existe un isomorphisme s entre le noyau 'Î/ de la
multiplication par n dans V et le z[l/n]- schéma Q x Z/nZZ x p. et cet
isomorphisme conserve la "forme de Weil".

iv) Si ( S i E » \ ) désigne une courbe elliptique généralisée au-dessus
d'une base S sur TL [l/n] possédant les propriétés a) b ) c) ci-dessus
et si X est un isomorphisme entre E et Sx5Z/n2 x p, conservant la
"forme de Weil" il existe un unique couple de morphismes rendant
cartésien le diagramme

s ______^ a
compatible avec les isomorphismes X et s. En d'autres termes le triplet



(QÎ ̂ is) est universel pour les propriétés énumérées plus haut.

Le schéma û est un sous-schéma fermé de P alors que le
schéma ̂  est un sous-schéma fermé de Q x P"" . Ils sont définis par
des équations (quartiques pour û» quadratiques pour U ) . A titre
d'exemplei les équations sont les suivantes quand n = 7 . (Les points de
G (resp. V ) ont des coordonnées projectives a ( i ) (resp. X ( i ) ) indexées
par 5Z/n2Z).

Equations de V~
- a ( l ) a ( 3 ) X ( 0 ) 2 + a(2) 2 X( l ) X ( - l ) - a( l ) 2 X ( 2 ) X ( - 2 ) = 0

a ( 2 ) a ( l ) X ( 0 ) 2 + a(3) 2 X ( 2 ) X ( - 2 ) - a ( 2 ) 2 X ( 3 ) X ( - 3 ) = 0

- a ( 3 ) a ( 2 ) X ( 0 ) 2 + a( l) 2 X ( 3 ) X ( - 3 ) - a( 3)2X( l ) X ( - l ) = 0

a ( l ) a ( 2 ) X ( l ) X ( - l ) - a ( 2 ) a ( 3 ) X ( 2 ) X ( - 2 ) - a ( 1 ) a ( 3 ) X ( 3 ) X ( - 3 ) = 0

- a ( l ) a ( 3 ) X ( l ) 2 + a ( 2 ) 2 X ( 2 ) X ( 0 ) - a( l) 2 X ( 3 ) X ( - l ) = 0

a( 2 ) a ( l ) X ( l ) 2 + a ( 3 ) 2 X ( 3 ) X ( - l ) - a(2) 2 X ( - 3 ) X ( - 2 ) = 0

- a ( 3 ) a ( 2 ) X ( l ) 2 + a ( l ) 2 X ( - 3 ) X ( - 2 ) - a(3) 2 X ( 2 ) X ( 0 ) = 0

a ( l ) a ( 2 ) X ( 2 ) X ( 0 ) - a ( 2 ) a ( 3 ) X( 3 ) X ( - l ) - a( l ) a ( 3 ) X ( - 3 ) X ( - 2 ) = 0

- a ( l ) a ( 3 ) X ( 2 ) 2 + a(2) 2 X ( 3 ) X ( l) - a( l ) 2X(-3)X(0) = 0

a ( 2 ) a ( l ) X (2) 2 + a(3) 2 X ( - 3 ) X ( 0 ) - a( 2 ) 2 X ( - 2 ) X ( - l ) = 0

- a ( 3 ) a ( 2 ) X ( 2 ) 2 + a ( l ) 2 X(-2)X(-1 ) - a(3) 2 X ( 3 ) X( l) = 0

a ( l ) a ( 2 ) X ( 3 ) X ( l ) - a ( 2 ) a ( 3) X ( - 3 ) X ( 0 ) - a( l ) a ( 3 ) X ( - 2 ) X ( - l ) == 0

- a ( l ) a ( 3 ) X ( 3 ) 2 + a ( 2 ) 2 X ( - 3 ) X ( 2 ) - a ( l ) 2 X ( - 2 ) X ( l ) = 0

a ( 2 ) a ( l ) X ( 3 ) 2 + a ( 3 ) 2 X ( - 2 ) X ( l ) - a( 2 ) 2 X ( - l ) X ( 0 ) = 0

- a ( 3 ) a ( 2 ) X ( 3 ) 2 - * - a( l) 2 X ( - l ) X ( 0 ) - a(3) 2 X ( - 3 ) X ( 2 ) = 0

a ( l ) a ( 2 ) X ( - 3 ) X ( 2 ) - a ( 2 ) a ( 3 ) X ( - 2 ) X ( l ) - a ( l ) a ( 3 ) X ( - l ) X ( 0 ) = 0



-a( l )a(3)X(-3) 2 -^ a(2) 2 X(-2)X(3) - a ( l ) 2 X(- l )X(2) = 0

a ( 2 ) a ( l ) X ( - 3 ) 2 + a(3)2 X( - l )X(2 ) - a(2)2 X ( 0 ) X ( l ) = 0

- a ( 3 ) a ( 2 ) X ( - 3 ) 2 + a( l)2 X ( 0 ) X ( l) - a(3)2 X(-2) X(3) = 0

a ( l ) a ( 2 ) X ( - 2 ) X ( 3 ) - a (2 )a (3 )X( - l )X(2 ) - a ( l ) a ( 3 ) X ( 0 ) X ( l ) = 0

- a ( l ) a ( 3 ) X ( - 2 ) 2 + a ( 2 ) 2 X ( - l ) X ( - 3 ) - aCD^O) X(3) = 0

a(2) a ( l ) X ( - 2 ) 2 + a(3)2 X(0) X(+3) - a(2)2 X ( l ) X(2 ) = 0

-a (3 )a (2 )X( -2 ) 2 - ^ a(l)2 X ( l ) X(2 ) - a(3)2 X(-l) X(-3) = 0

a ( l )a (2 )X(- l )X( -3) - a(2)a(3) X ( 0 ) X ( 3 ) - a( l) a(3)X( l )X(2 ) = 0

- a ( l ) a ( 3 ) X ( - l ) 2 + a ( 2 ) 2 X ( 0 ) X ( - 2 ) - a( l)2 X ( l ) X ( - 3 ) = 0

a ( 2 ) a ( l ) X ( - l ) 2 + a ( 3 ) 2 X ( l ) X(-3) - a ( 2 ) 2 X ( 2 ) X ( 3 ) = 0

- a ( 3 ) a ( 2 ) X ( - l ) 2 + a ( l ) 2 X ( 2 ) X ( 3 ) - a(3)2 X(0) X(-2) = 0

a ( l ) a ( 2 ) X ( 0 ) X(-2) - a ( 2 ) a ( 3 ) X ( l ) X(-3) - a( l )a(3) X ( 2 ) X ( 3 ) = 0

Equations de Q

a(0) = 0

a ( l ) + a(-l) = 0
a ( 2 ) + a(-2) = 0

a ( 3 ) + a(-3) = 0

a( l ) 3a(2) + a (2) 3 a( -3)+ a^V^d) = 0 .

On reconnaît dans cette dernière équation la célèbre "quartique de Klein'

dont l 'ensemble des points sur Œ n'est autre que3C/r(7), le complété
du quotient du 1/2-plan de Poincaré ÎC par le groupe

r ( 7 ) = { ^ ^es^.^l ;:^^;5 .



Dans ce travail le cas n= 3 a été exclu. Il est particulier et
d'ailleurs bien connu. Il conduit aux mêmes résultats (construction
des schémas 1T et Q ayant les propriétés énoncées ci-dessus) mais ̂
n'est plus intersection de quadriques, c'est la cubique d'équation

X ( X ( 0 ) 3 + X ( l ) 3 + X ( 2 ) 3 - 3 X ( 0 ) X ( 1 ) X ( 2 ) ) - p - X ( O ) X ( l ) X ( 2 ) = 0

parfois appelée "cubique de Hesse"» tandis que (3 est la droite projective
P [l/3"! paramétrée par X et p. .

A noter que les inverses des coefficients a ( i ) ( i ^ O ) interve-
nant ci-dessus sont des formes modulaires de poids 1 pour le groupe r ( n ) .
Nous nous réservons de revenir plus tard sur leurs propriétés et
sur les relations qui les lient.

Nous comptons revenir aussi sur le lien découvert vers 1910
par Hurwitz entre les courbes modulaires X ( n ) et la "courbe de Fermât"

X" 4- Y" 4- Z" = 0 ,

sujet que nous avons déjà esquissé dans [ V é ] .

Cette thèse a été tapée au Centre de Mathématiques de
l'Ecole Polytechnique, Equipe de Recherche Associée au C . N . R . S .
No 169.
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P R E M I E R E P A R T I E

Dans toute cette partie k désigne un corps» k une clôture
séparable de k et F = Gal(k /k). Nous considérons une courbe elliptique
E définie sur k et si N est un entier inversible dans k nous notons

E^ = ( P C E ( k ^ ) | N . P = 0}.

CHAPITRE 1

Le symbole de Weil

Le but de ce chapitre est d'introduire les notations» de
rappeler la définition du symbole de Weil et de donner quelques
formules utiles par la suite.

1.1 Sous-groupes finis de E(k )

Soit G un sous-groupe fini de E(k ). Dans tout ce qui suits
nous notons N son cardinal que nous supposons inversible dans k. Nous
avons G c E.. et nous posons G ' = E /G .

Proposition 1.1 : II existe deux entiers n s n1 ^ 1 uniquement déter-
minés avec n ' | n tels que G et G ' soient isomorphes a ^/n2S) x (2/n ' ZZ).

a.
Preuve : Soit n = j T p . l 'annulateur de G. Alors» E est isomorphe a

a- 9 i 1

"["ffZZ/p.^) et il existe des entiers P. avec 0 <: p. ^ a. tels que G soit
i a. p. 1 1 1 p.
isomorphe à TT(2Z /p^Z) x (Z/p^Z) = (Z/nZ)x (ZS/n 'ZS) où n1 =TTp.1

= N/n. De même, G ' est isomorphe a (Z/(N/n)Z) x (2Z/(N/n')Z ) =
(5Z/n'5Z) x (Z/ n2Z) et la proposition est démontrée.

Dans tout ce qui suit, les nombres n et n' attachés a un groupe
G auront le sens qui leur est donné dans la proposition 1.1.



Remarques :
i ) G cyclique équivaut a n' = 1.
ii) G = E équivaut a n ' = n.

1.2 G-modules

A la courbe elliptique E sont associés les groupes abéliens

suivants :
K (E) , le groupe multiplicatif du corps des k-fonctions sur E »

E ( k ) , le groupe des k-points de E,

Div ( E ) , le groupe des k-diviseurs de E, c'est le groupe des
K ^—————————,

combinaisons ZS-linéaires formelles ô = ^______, %{?} telles que
P ç E(k ) F

s

les n? soient nuls sauf un nombre fini d 'entre eux et telles que

n? = n p pour tout P ç. E(k ) et tout c? ç F = Gal(k /k). En d'autres

termesi

Div, (E) =ZS [E(k )J^ .k ~ s

Div°(E) , le noyau de 1'homomorphisme surjectif deg : Div (E) -» 7L

défini par deg(Z n [P}) = S n ,p y p v

Nul ( E ) , le noyau de 1 ' homomorphisme surjectif som : D i v , ( E ) -» E(k)

défini par som( S n-(P}) = S n -P
P p P p

- P (E) = Div°(E) n Nul (E ) .

Ces différents groupes sont liés par le diagramme commutatif exact
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II existe de plus un homomorphisme div : K^E)" . div ^p (E) , qui associe
a toute fonction son diviseur .

Rappelons [ ] .

Théorème d'Abel : La suite

0———^———^K (R)^ div p ( E ) _ _ Q
K. K '*•

est exacte.

Nous supposons jusqu'au paragraphe 1 . 4 , G Œ E(k) . Nous faisons

opérer G sur les groupes précédemment définis de la façon suivante :

trivialement sur k^ , 2Z et E(k) ,

- par translation sur K^(E) ; plus précisément, si f ç ^E) et si

g ç. G, on pose ^(x) = f(x-g) en notant x un point générique de E»

- par translation sur Div^(E) , si ô = S np{P} et si g ê G , on pose
P

^ = S n [P+ g}.
P

Comme deg(gô) = deg(ô) et som(ëb) = som(ô) + ( degô ) .g , le

groupe G opère aussi sur Div°(E) et P^(E) et il est clair que les suites

0___^Div^(E)___^Div^(E) deg » S___^0

{lml) 0 ___^ P.(E)___^Div^E)-^0"^ E(k)^-^0
K K

0____^ k" _____^ K^fF.^ d iv^ P^(E)-^0

sont des suites exactes de G-modules. Nous étudions au paragraphe 1.4
les suites de cohomologie qui s'en déduisent.

1.3 Isogénie de noyau G

Nous notons E' = E/G la courbe isogene a E, X 1'isogénie E-» E'

et X ' 1'isogénie duale E' -» E . Le noyau de X ' est G ' = E /G = X ( G ) .

Nous faisons les identifications suivantes :

K ( E ' ) avec ^(E) i le sous-corps de K ( E) formé des fonctions

invariantes par translation par les éléments de G. L'extension K . ( E )

de K . ( E ' ) est galoisienne et G est son groupe de Galois.

Div ( E ' ) avec Div (E) , le sous-groupe de Div, (E) formé des diviseurs
K K K p

invariants par tanslation par les éléments de G ; si ô ' ç Div (E) , alors



degg(ô ' ) = N d e g g . ( ô ' )

som^(ô ' ) = ^ ' ( s o m ^ . ( ô ' ) )

P ^ ( E ' ) est un sous-groupe de P^E)0, c'est l ' image de K (E)^ parv , ^ ^ est un
1'homomorphisme div.

1-4 Suites de cohomologie

Dans ce paragraphe, nous étudions les suites de cohomologie qui
se déduisent de ( l . l )

Suite ( A ) " ~ — — — — — — — — — — ~ ~ — — — — — — — —

0——^i^^——^ D iv^JE) G d ^2;^H l (D iv^(E) )^ H^Div^E))

Théorème 1.2 : Le groupe H^Div, ( E ) ) est nul.
^ K. ————•———-

preuve : La structure de G-module de Div^(E) permet d ' identifier
H^Div^E)) avec H^G, ZS [^(k^);^), l 'action de G sur E(k ) étant
donnée par P| g >P+g . Cette action s'étend en une action de G sur

l'ensemble quotient A = E ( k ) /F puisque F opère trivialement sur

G. Si H^ désigne le stabilisateur d 'un point quelconque de l'orbite
r ç A/G , nous avons H^G, Z^ECk^)^) = ® H^ZS^G/H ]) , mais,

r ç. A/G r

H (G,Z [G/H^]) = Hom(H^,Z) d'après le lemme de Shapiro et comme G est
un groupe fini , nous avons toujours Hom(H ,Z) = 0, ce qui prouve le
théorème.

Corollaire 1.5 : l) S^ d est un 1-cocycle a valeurs dans Div°(E), il
existe & dans Div^(E) tel que d = ^ - ô pour tout g dans G ,

2) L'application d -* d e g ( ô ) ( m o d N ) est un isomorphisme
ejrfcre H l (Div o (E) ) et Z/NZ .

preuve : La première affirmation résulte du théorème 1.2. Pour la
seconde, nous avons degCDiv^E)0) = N ZZ ce qui, dans la suite exacte A,
donne un isomorphisme 0—^ Z/NZ———^(Div^E))__^0 qu'il suffit
d'expliciter pour obtenir l ' a f f i rmat ion 2.
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Suite (B)

O^P^(E)G__^Div^E)G^SO^^E(k)_^Hl(P^(E))_^Hl(Div^E)) ^HomCG. E(k) )[

Lemme 1.4 : Le groupe som(H (Div ( E ) ) ) est le sous-groupe de
~~~~~~~~~~~~~~~~ ' K. •————————————————————————

H o m ( G , E ( k ) ) formé des homothéties de G dans G. Il est isomorphe a
Z/nZS.

Preuve : Comme G est isomorphe a ZS/nZZ x ZS/n'Z, avec n ' | n , le groupe

des homothéthies de G dans G est isomorphe a 2Z/nZS. Soit d ç Z^Div^E)).

D'après le corollaire (1.3), il existe ô dans Div (E) tel que

d = g b - b . Alors, som(d ) = ( d e g ô ) g e t som (ô ) est l 'homothétie de
& 6

rapport degô . Réciproquement, prenons s dans 5Z et ô dans D iv . (E ) de de-

gré s, g——>d = ëb - ô est un 1-cocycle et som(ô) est l 'homothétie de
rapport s ce qui démontre le lemme.

Théorème 1.5 : Soit d ç Z 1 (f . (E) ) .

1) II existe ô ç. Div (E) avec deg(ô) = 0 (mod n) tel que d = ëb - ô,

2) Posons o ( G ) = Z, g . Alors les applications———— ^ ^ ———————————— „-__..-

d,___^(somô+ de^5 c f ( G ) ) ç E ( k ) / X ' E ' ( k )n

d.____^.^-^ç Z/n'ZS

définissent un isomorphisme entre H^P , ( E ) ) et_ E ( k ) / X ' ( E ' ( k ) ) © Z/n'ZZ

Preuve : L'assertion 1 résulte du théorème 1.2 et du fait que

som(°ô - ô) = ( d e g ô ) . g . Avec les identifications du paragraphe 1.3,
nous avons Div^E)0 = D iv° (E ' ) et som(Div (E)0) = X ' ( E ' ( k ) ) . D'après

1 1le lemme 1.4 et le corollaire 1.3, l ' image de H (P ( E ) ) dans H ( D i v , ( E ) )K k
est un groupe cyclique d 'ordre N / n = n ' . Nous tirons donc de la suite
(B) la suite exacte

0___>E(k)A'E ' (k) u ^(P^E))__L^ZZ/n'Z___^0

où l 'homomorphisme u associe au point P de E(k) la classe de

cohomologie contenant le 1-cocycle g •-* [ P + g] - (g}- {p} + (o) et où

l 'homomorphisme v associe au 1-cocycle d la classe de de^5^ module n ' .
n

Pour montrer que cette suite exacte est scindée, il faut trouver un



relèvement de v , c'est-à-dire trouver un élément de H (P ( E ) ) d'ordrek
n' dont l'image par v soit 1. Désignons par s le 1-cocycle
g,——^e = n{g] - n{0} et par "e sa classe de cohomologie . N o u s avons
v ( ^ ) = 1 , par conséquent ? engendre un groupe d'ordre divisible
par n ' . Calculons n ' ? . Nous avons

n's^ = ̂  - ô - ( a ( G ) + g} + ( a ( G ) } + { g } - {0}

avec
0 = ( N - I ) { O } - Y, ( g } + ( 0 ( 0 ) 5

gÇ G

dans P ( E ) , ce qui montre que

( 1 . 2 ) n ' ^ = u(- a ( G ) ) .

Remarquons que o ( G ) est un élément de G annulé par 2 qui
diffère de 0 et seulement si n et n' sont de parités différentes ce
qui implique que n est pair et n' impair.
Si a ( G ) ç. X ' E ' ( k ) , l'équation ( 1 . 2 ) prouve que E est d'ordre n ' et nous
avons le relèvement cherché. Par contre, si o ( G ) ̂  X ' E ' ( k ) , cette
équation prouve que ^ est d'ordre 2 n ' . Mais ceci ne peut se produire
que si n' est impair. Alors, la classe de cohomologie ( n ' + l)e est
d'ordre n' et son image par v est 1 ; c'est donc elle qui nous permet
dans tous les cas de construire un relèvement de v.
Pour terminer la démonstration du théorème, il reste à expliciter la
projection de H^P^E)) sur E ( k ) A ' E ' ( k ) associée au relèvement de v.
Spit d un 1-cocycle et d sa classe de cohomologie. Il existe ô dans
Div^(E) tel que d = ô - ô ce que nous récrivons

d = ̂  - ô ' + { s o m ( ô ) + g) - { g } - ( s o m ( ô ) 5 + { 0} +-É̂ ill g6 n g

6' = ô - { s o m ( ô ) } - ( d e g ( ô ) - l ) { 0 ) d a n s P ^ ( E ) .

Ceci montre que d = u ( s o m ( ô ) ) + ̂ i^ i et comme i = (n ' + l ) e + u ( a ( G ) )

d'après l 'équat ion (1.2) , nous obtenons
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d = u(som(ô)+--^^c7(G))4--^^(n'+l)£n n

ce qui donne les projections de H (P ( E ) ) sur ses facteurs.
K.

Il faut noter que parmi ces facteurs l ' un varie avec k alors que le

second est constant.

Remarques : i) Le facteur de H (P ( E ) ) isomorphe a E ( k ) / X ' E ' ( k ) est

représenté par les cocycles de la forme g » — ^ . ô - ô avec ô = {P} - {0} et

P ç E(k) .
ii) Si n ' est impair et si C est un sous-groupe cyclique

d'ordre n de Gi le cocycle g »-» Z^C^g}- [r} engendre le facteur de
r ç C

H^P-(E)) isomorphe à Z/n'Z.

Suite (C)

0 - k"- K (EÎ^-^-^PJE)0——^HonKG,^) - H^K.CE)") - H^P (E) ) - H^k^k k K K i

Théorème 1.6 : Le groupe H^K ̂ (E)^) est nul.

En effet , c'est le "théorème 90 de Hilbert" compte-tenu du
fait que G = Gal(K. ( £ ' ) ) . Nous en déduisons immédiatement

K

Corollaire 1.7 : La suite

0___>P (E')___>P (E)0———^Hon^G,^)——^0

est exacte et l 'opérateur cobord H (P ( E ) ) — — ^ , H (k^) est injectif.

Théorème 1.8 : Le groupe G' des points de G' contenus dans E ' ( k ) et

HonKGîk^ ) sont canoniquement isomorphes.

Preuve : Avec les identifications du paragraphe 1.3 et le résultat du

corollaire 1.7, nous avons le diagramme commutatif exact suivant
0
t XH o m ( G , k )

t
0_____^Y^____> Div^^E)0 ^"^ ^ E ( k )

î î
0_____^(E' )____^Div^E- ) s01^' >E- (k)

î t.r
t
0



et un tel diagramme définit de façon canonique un isomorphisme entre
G^ et IWG.k").

Corollaire 1 . 9 : La plus petite extension de k sur laquelle tous les
points de G' sont rationnels est obtenue en adjoignant a k le groupe p.
des racines n-èmes de 1.

Preuve : Nous avons Hom(G,k ) isomorphe a G 1 1 " , contenu dans G » . Si k
contient ̂ , le groupe Hon^Gik^) a le même cardinal que G et G' donc
G^ = G ' . Réciproquement, si G^ = G' le groupe HomCG,^) a N éléments
et k contient u .n

1.5 La forme bilinéaire e,, et le symbole de Weil
———————————————————————————————— (j —————————————V.————————————————————————

Notons ¥ 1fisomorphisme canonique entre G ' et HomCGik^ = Hom(G,p. )s n
donné par le théorème 1.8 et posons

e ^ ( g ' , g ) = Y ^ . ( g )

pour tous g' ç. G ' et g ç. G. Alors e,, est une forme bilinéaire non
dégénérée de G ' xG dans p,

Théorème 1.10 : Soit 5 ç Div^ ( E ) tel que X ( s o m ( ô ) ) = g ' dans G' , et
soit f dans K^ (E)^ telle que sk

s

div f = ^ . ^ .
rç G

Alors f(x-g) = e ^ ( g ' , g ) f ( x ) pour tout g dans G.

En effet , ce théorème ne fait qu'expliciter 1'isomorphisme Y.

Supposons la courbe E définie sur k et G (^ E(k) . Alors G, G * et e sontG
définis sur une extension algébrique de k et nous avons :

Théorème 1 . 1 1 : Soit a ç. F alors ae-(g ' ,g) = e ^(crg'^g).
"———— "————— \-i (7vj

Preuve : Considérons une fonction f satisfaisant aux hypothèses du

théorème 1.10. Alors, ( ïe^(g ' , g ) a f ( x ) = crf(x-g) = ( a f ) ( x - c r g ) , et comme

div aï = (oô) et o X ( s o m ( ( 7 ô ) ) = og ' , nous avons la relation cherchée
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en appliquant le théorème 1.10 a la fonction aï.

Définition 1 . 1 2 : Si G = E , la suite exacte 0__^E __». E n . E _.0———————————— n ' n ' 2——> n——>n
définit un isomorphisme noté n~ entre G' = E _/E et G = E . Le symbole2 n n ———-————n

de Weil est la forme bilinéaire non dégénérée e : E x E __^.u définie—————— n n n n
par

(1.3) e (a ,b) = e- (n~ l a ,b) .n liin

A l 'aide de cette définition nous pouvons reformuler les théorèmes 1.10
et 1.11 dans le cas où G = E .n

Théorème 1 . 1 3 : Soit a dans E——————————— ——— ——— n

1) Si ô dans Div^ (E) est tel que n.som(ô) = a, et si f dans K (E)^
s ^——— K s

est telle que div f = ^__ °ô , alors
^N

f(x-b) = e ^ ( a , b ) f ( x )

pour tout b dans E .

2) Si a ç. F nous avons

ae (a ,b) = e (cya ,ob) .n n

Théorème 1.14 : Pour tout g' dans E et pour tout g dans G nous avons

e^(Xg ' ,g ) = e^(g ' ,g )

Preuve : Soit f dans K^ (E)^ telle que div f = 2.- ([g' + r} - { r } ) .
s r6 G

Soit g" dans Ej^ tel que Ng" = g* et soit Y dans K (E)^ telle que

div Y = 2—i ( { g "+s } - {s}) . D'après les théorèmes 1.10 et 1 .13, nous
^N

avons f(x-g) = e^(Xg« , g)f(x) et Y ( x - g ) = e^(g' , gWx). Mais,

div(f/Y) = HZ ([g^r] - {r}) - ZZ ( { g^s ) - { s } ) et. si a, , . . . . a.
r € G S € E ^ I N



désigne un système de représentants de G ' dans E , nous pouvons écrire

div(f/¥) = 2__. [ tg1 + r) - { r} - S {g" + a. + r) + S ( a . + g}] ce qui donne,
rç G " i i

en posant ô = { g ' } - {0} - Z [g"+ a .} + S (a . ) , la relation div (f/¥) = 2- '"ô
i 1 i 1 r € G

qui montre, puisque ô ç P ( E ) , que f/¥ est dans K (E) et que
K. K.

S S

e^(g '»g) = e^(Xg'.g).

Corollaire 1 .15 : Soit f ç K (E)^ et soit a ç. E(k ) tels que la

fonction af/f soit constante. s

i) Si a est d'ordre infini , f est constante et f/f = 1.

ii) Si a est d 'ordre f ini , il est toujours possible de trouver un

diviseur e ç Dlvo (E) et un groupe fini G d'ordre N tels que
— ^

div f = 2_i r^ • De plus, pour une telle décomposition, N a = N s o m ( e ) = 0
rç G

^t ^f/f -= e ^ ( s o m ( e ) , a ) .

Preuve : L 'a f f i rmat ion i) résulte du fait que le support de divf est

fini. Pour montrer ii), nous exhibons une décomposition de d ivf . En

effet , si d i v f = 2_____. n_[P}, nous choisissons un point Q dans chaque
PC E(k ) F

orbite de E(k )/C où C désigne le groupe cyclique engendré par a, et nous
^ s_____,

posons e = / n_ [Q^. D'autre part, il est clair que pour une
Q€ E(K )/C Q

S
telle décomposition deg(div f ) ) = N . d e g e = 0 et que som(divf ) = N . s o m e = 0.

Enfin, le théorème 1.10 montre que f/f = Cp(X (som e ) , a ) où, comme

toujours, X désigne 1'isogénie E -> ï/G et d'après le théorème 1.14

e^(^.(som e ) , a ) = e^ ( some ,a ) , ce qui prouve le corollaire.

Théorème 1.16 : La forme de Veil est alternée, de plus

^ ( g ' ï g ^ r - » ( § » § ' ) = 1 pour tous g dans G e_fc g' dans G ' , en identifiant
G avec E'^/G' .

Preuve : Soit a dans E . Il existe un groupe cyclique G d'ordre N

contenant a et d'après le théorème 1.14, e,,(a,a) = e,,(Xa,a) = e,,(0,a) = 1}JM \i \i
ce qui montre que la forme est alternée.

Soient g dans G, a dans -^ G, g' dans G ' , b dans E,,, tels que Na = g et

Xb = g ' . Considérons une fonction f ayant pour diviseur
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^ ^ ' { a + r}- [r}. Cette fonction est dans K^ (E)^ car elle est égale
N ' s

au produit de toutes les translatées d 'une même fonction par tous les

éléments de G. C'est donc une fonction sur E' et son diviseur sur E' est

de la forme ^___, ({Xa} - ( X O } ) . Par conséquent nous avons
r' ç G'

f (x-b) = e^, (g ,g ' ) f ( x ) . D'autre part nous avons aussi f ( x - b ) = e . j (g ,b ) f (x)
ce qui donne enfin e ^ . ( g , g ' ) = e^(g,a) = e^(a,g)~1 = e^(g ' ,g )~ 1 et la
relation cherchée.

Théorème 1.17 : Si_ a et b sont dans E., nous avons

€„ (a ,b) = e ^ ( m a » m b ) .

Preuve : Soit ô dans Div° (E) avec Nm.som(ô ) = a. Si div f = ^ . '"ô ,
r € E ^

nous avons f(x-b) = e^ ( a , b ) f ( x ) et f(x-mb) = e,, ( a , b ) m f ( x ) . Désignons

par (r ) un système de représentants de E^ /E-, dans E,, . Nous pouvons
^——' s r m

écrire div f = Z__, /ô ' avec ô' = S i (mô) ce qui donne
s 6 E ^ • i

f (x-mb) = e , . (ma»mb) f (x ) puisque ô' est dans Div° (E) et que N. som(ô ' ) = ma.



CHAPITRE 2

Les groupes G ( ô ) et les
algebres L * ( ô ) .

Dans tout ce chapitre la lettre ô désigne un élément de Div ( E ) .

2.1 Extensions de groupes

Soit G un groupe, non nécessairement commutatif, dont la loi de
composition est notée multiplicativement et soit

0——yA——^B-ÎL^C__).0

une suite exacte de G-modules notés additivement.
A ces données sont associés une suite exacte de cohomologie et

un opérateur cobord ô î H^C)———^(A). Plus précisément,

Lemme 2.1 : Soit d ç Z1(C) . L'ensemble F = { ( g , b ) ç G x B | u ( b ) = d ( g ) }
est un groupe pour la loi de composition

( g ' , b ' ) . ( g , b ) = ( g ' g , b ' + ë\).

De Plus» F est une extension de A par G dont la classe dans H^A) est le
cobord de d.

preuve : L'ensemble F n'est pas vide puisque l'application u est
surjective. La loi de composition est interne car u ( b ' + ë\) =
u Ç b ^ + è u ( b ) = d Ç g ^ + ^ ' d C g ) = d ( g ' g ) puisque d est un cocycle. Un
calcul facile montre que F est un groupe pour cette loi. L'homomorphisme
de F dans G défini par ( g , b ) >-» g est surjectif car l'application u est
surjective, et son noyau qui est formé des éléments ( l , a ) avec a dans A
est isomorphe a A , donc F est une extension de A par G. Si s est un relè-
vement de G dans F, le 2-cocycle a associé à s est défini par



22

s (g ' ) . s (g ) = a ( g ' , g ) . s ( g ' g ) . Soit b tel que s(g) = (g ,b ). Alors,

a ( g ' , g ) = b^, + g b^ - b^.^ = ô d ( g ' , g ) ce qui termine la démonstration
du lemme.

2.2 L'extension G ( ô )

Nous reprenons les notations du chapitre 1 pour appliquer le
lemme 2.1 à un sous-groupe fini G de E(k) et a la suite exacte de G-
modules

0————^————^(E^ div^ p^(E)__^0

Ici, la loi de G est notée additivement et celle de B^^E)^ est notée
k.

multiplicati.vo.nent ; Jusqu'à la f in de ce chapitre nous supposerons
^ c k^.

Définition 2.2 : Soit ô ç Div^(E) tel que n divise degô . Le lemme 2.1

associe au cocycle g^ ëb - Q une extenion de k^ par G que nous noterons
G ( 6 ) .

En d'autres termes,

G ( ô ) = { ( g , ^ P ) ç G x K ^ E ^ I d i v ^P = ^ - 6}

muni de la loi

(g,(p ) ( g ' , ^ P ' ) = (g+g ' ,<P .Scp . )

G ( ô ) est une extension centrale de kx par G puisque G opère trivialement

sur k^. Au chapitre 3 nous nous intéresserons au cas où ô = ^ ^ {r}
r ç. C

avec C un groupe cyclique d'ordre n impair et G = E . Auparavant, nous

allons démontrer quelques propriétés des extensions G ( ô ) dans le cas
général.

D'après le théorème A.4 de l 'appendice, et comme nous avons
supposé ^ contenu dans k^ , l 'extension G ( ô ) est déterminée a isomorphisme
près par la forme bilinéaire alternée < , > : G x G - * ^ et par

l 'application v : G - k^/k^ définis de la façon suivante. Si (g ,^P) et



(g1 i ^ P ' ) sont dans G ( ô ) ,

ff '
<g',g> = (g'^'Mg^Mg',^')''1^,^)"1 = ^——^p-

6(p. ,q)

et v(g) est l ' image dans k^/k^ de s 6 k^ défini par (g,^)" = (0,s).

En fait i la connaissance de l 'application v équivaut a celle de
^1/n ,,

l 'application u : G -» k /k défini par

(2.1) u(g)11 = v(g)

et ce sont les applications < » > et u que nous allons étudier maintenant.

Proposition 2.3 : Soient g j^t g' dans G, alors

deg ô

(2.2) <g,g'> = e^(g',g) n

Preuve : Soit ô^ ç Div^(E) tel que ô = ô^ + ( somô) - {0} + deg ô (0}.

Fixons Q ç E(k ) tel que N Q = som6 . Les diviseurs du membre de droite des

équations (2.3) ci-dessous étant principaux» il existe des fonctions

a, Y, w, w' dans K (E) telles que
s

div a = ôo
div Y = [somô} - {0} + ZZ»({r} - { r+ Q} )

rç. G(2.3)
div w = n{g} - n{0}

div w' = n { g ' } - n{0}

II existe alors deux constantes u et u ' dans k telles que

degô
°oc g^ n

^ = " ^ T - — — - "
g.. g. ^gô

,. ° a ° Y . n
^ = u~———•vî

S ë ^^cp '-ip ' w w * n
ce qui donne —r . -^ = ( —;—. —;) » et nous ramené a démontrer la

proposition 2.3 dans le cas où ô = n [ 0 } . Soit C un sous-groupe de E »

cyclique d'ordre n, contenant g et soit X l ' isogénie E-» E/C. D'après le

théorème 1.13 nous avons e ( g ' » g ) = e , , (Xg ' ,g ) . Fixons R € E(k ) tel quen L> • . s
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^
nR = cr(C) et fixons f 6 K (E) telle que

s

div f = ^ . ( { g ' + R + r ^ - f R + r t ) .
rç C

D'après le théorème 1.10, nous avons °f/f = e - ( X g ' , g ) . Comme le
^——"*diviseur 2__'((0} - l R + r } ) e s t principal, c'est le diviseur d 'une
r e c ^-fonction p. et la relation div f = div w' + 2__«({0} - ( K + r? -

rç C

) . ( { g ' 5 - { R + r + g '}) montre qu' i l existe une constante vç k^ telle
r € C u .
que f = v w' -• d ' ou

^
^w' ^tl ^ P'

(2.4) e^g^g) = eç(Xg' ,g) = -^ -^g+g^ •

Or div p./?- = div w. Par conséquent il existe une constante v ' telle que

^i/p, = v ' w et en reportant dans (2 .4) nous obtenons le résultat cherché.

Lemme 2.4 : Soit (g ,^) dans G ( ô ) .
i^ II existe e ç Div (E) _e^ u^ ç k^ tels que

s

a) ô - e ç P^ (E)
s

b) ^ = e

c) c? = u . R/R pour toute fonction R satisfaisant la condition

div R == ô - £ . ^ ^

ii) Si d désigne l 'ordre de g, la constante u est dans k ck

Si e' est un autre diviseur satisfaisant les conditions a) et b ) , le

rapport u /u , est dans p- , .
— — — T £ £ — — — — — — — — T U

1/n
iii) L'application g *-» u € k^ /k est l 'application u définie par

(2.1).

Preuve : i) Si degô^ 0, nous désignons par C un groupe cyclique

d'ordre n contenant g et par Q un point de E(k ) tel que

(deg ô).Q = som ô^^^ .

Alors, e = —^— 2__» r[Q] satisfait à a) et b). Si deg ô = 0, et si Q
n rê C



est un point de E(k ) tel que N . Q = som 6 le diviseur e = 2—. [Q + r} - (r}
s r ç. G

satisfait à a) et b) . Pour toute fonction R telle que div R = ô - e, nous

avons div'-P = div °R/R, par conséquent la constante u existe et ne

dépend évidemment pas de la normalisation de R.

ii) Comme (g,^ = lA (^R). (^R/6!?). .. (S/^-^^) = u? ,

nous avons u ç. k qui ne dépend pas du choix de s.

iii) L'égali té u = ( g » ^ ) montre que l ' image de u dans

1/n
k^ /k^ n'est autre que u (g ) .

La proposition 2 et le lemme 2 nous permettent de décrire

l'extension G ( ô ) . Nous allons le faire un peu plus explicitement et réin-

terpréter les constantes u définies dans le lemme 2.4. D'après le

théorème 1.5 le groupe H (P ( E ) ) est somme directe de deux groupes»

l 'un isomorphe a E ( k ) / X ' E ' ( k ) , l 'autre aZ/n '2Z. L' image du premier

groupe correspond aux extensions G ( ô ) avec ô de la forme {P} - [0} où

PC E(k) , l ' image du second aux extensions G ( ^ { 0 ) ) avec ^ •=. 0 (mod n ).

Nous allons traiter ces deux cas séparément.

2. Image de E ( k ) / X ' E ' ( k ) dans H^k" ).

Soit P dans E(k) et considérons G((P) - { 0 } ) . D'après la proposi-

tion 2.3 c'est un groupe commutatif et sa structure en tant qu'extension
Y ^ X - n Xde k par G est complètement déterminée par 1'homomorphisme u : G-»k /k .

p
Nous noterons u cet homomorphisme pour marquer sa dépendance de P.

Soient ¥ 1 ' isomorphisme H o m ( r » G ' ) -» H o m ( r ï H o m ( G , T - L ) ) déduit de

1'isomorphisme G ' -» Hom(G,p, ) donné par le théorème 1.8.

¥^ 1'isomorphisme canonique

Hom(r îHom(G, i i ) ) -» Hom(G, Hom(r,T-t ) ) » ./n n l/îi
¥, 1'isomorphisme Hom(G, Hom(r iV. D-^Hon^G,^ /k^

X1^11/ x n
déduit de l'isomorphisme H o m ( r î P - ) -* k /k ,

^ : E ( k ) / X ' E ' ( k ) -» H o m ( n G ' ) l ' injection déduite de

l 'opérateur cobord associé a la suite exacte de r-^odules

0——^G'——>E' (k )——x——). E(k )——^Q ;s s

alors
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p
Proposition 2.5 : L'application P »-» u est un homomorphisme et

c'est le composé .¥ Y Y v.

En d'autres termes le diagramme suivant est commutât if.

E(k)/

v

p
x 'R . r i ^ p ' > " ^ u^(^

>

'

^l/n x,^ /k")

y,0

'HonKrîHon^G,?. ) ) -

Preuve : Nous reprenons la démonstration du lemme 2.4. Soient Q € E(k )

et R ç K^ (E)^ tels que N . Q = P et div R = {P} - [0} - ) . { Q + r } - (r} .
s rç. G

Si ( g » ^ ) ç. G , il existe une constante u ç k telle gué ^u^R/R . Cette
' s ^ ^n xconstante dépend de g,^ et Q mais son image dans k /k ne dépend pas

de ^P. Pour cette raison, nous la noterons u (g ,Q) . Si Q' est un autre
point tel que N . Q ' = P, nous avons u(g, Q)/u(g, Q ' ) = e ( Q - Q ' , g ) .
Eh effet , ^P = u(g , Q ' ) . ̂ R ' /Rî = ^g.QL^/R et u(g, Q ' ) /u(g , Q) = ^ (R/R ' ) / (R ' /R)

Comme d ivR/R ' = ^^ [Q'+r] - { Q + r } , il suffit d'appliquer le corollaire
rç G

1.15 pour obtenir le résultat. Nous sommes maintenant en mesure de
démontrer la proposition 2.5 .

a) A la suite exacte de F-modules 0 -* G' -»E' (k )____>>E(k ) -» 0 est
s s

associée l ' inject ion : E ( k ) / X ' E ' ( k ) -* H o m ( r î G ' ) . Si a ç. F » 1'homomorphisme
vP ç H o m ( r , G ' ) est donné par a - » ^(XQ) - (XQ) = X ^ Q - Q ) .

b) L'homomorphisme Y vP ç H o m ( r » H o m ( G , v . ) ) est donné par

o,—ï.(g ^ e^Q-^g)).

c) L1 homomorphisme Y^^vP ç Hom(G, H o m ( r » V . ) ) est donné par

g-» (o ^ c^ (°Q-Q,g) )

1/n
d) Les groupes Hom(r»P.^) et k^ /k^ sont isomorphes. Comme



c^Q-Q^ë) = "(g.^QV^g.Q) = ^(g.QVuCg.Q), l'image de 1'homomorphisme

a -+ e^ Q-Qîg) appartenant a Hom(mi^) dans k^ /^ est l ' image de
u(g ,Q) dans k^"/^ .

e) II en résulte que l'homomorphisme Y-Y^^P dans HomCG^/k^) esto <L lp
donnée par g -» u ( g , Q ) qui n'est autre que u

1/n ,
Remarque : L'accouplement E(k) /X'E 1 (k) x G__^k /k défini par
(P,g) -* u (g ,Q) a été étudié par plusieurs auteurs [Ba1 , [Ro].

2.4 L'extension E (n(05)

Nous noterons dans ce paragraphe, pour simplifier, E^ E (n(0"0,
n n '

et nous allons étudier les applications < , > et u attachées à cette
extension de k^ par E .

Proposition 2.6 :

i) Soient g ^t g' dans E . Alors <g,g'> = e ( g ' , g )

ii) Soient g dans E^, ^ une fonction telle que divW = n { g } - n { 0 } , ^t

a dans E^ tel que 2a = g. Alors u(g) est l ' image dans k^ /k^ ^de.
^(a).
l:Li) L ' homomorphisme u est trivial et quand n est impair il en est de
même de 1'homomorphisme u.

preuve : L'affirmation i) résulte immédiatement de la proposition 2.3.
Avant de démontrer ii), remarquons qu'étant donnés (g,^P) dans E et a dans
^n tels que ^^î le point a n'est pas dans le support de divW et
que ^P(a) est toujours dans k\ Introduisons quelques notations. La

lettre X désigne une fonction sur E n'ayant pour pôles qu'un pôle
double au point 0. A cette fonction est associée une section (ensembliste)
de E^ - E^ qui fait correspondre à tout a ç E^ la fonction ¥
sujette aux conditions a

div¥^= 2n(a} - 2n{0}

^^"(O) = 1 pour a / 0.
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On remarque immédiatement que

( 2 . 5 ) Y ( x ) = Y ( - x )-a a

(2 .6 ) ¥ (x)¥ (-x) = [X(x) -^(a)]2" pour a / ^ 0a a

(2.7) Yp(x) = ^(-x) == [X(x) - X(D).|11 pour D ç E - (0}

Lemme 2.7 :

i) Soient ( g i ^ P ) dans E^- et dans E- tels que 2a = g. Si a ^ 0,—————. . n — — — — / <&n •—————— ——

^P(a+x) _ ^ (a ) ^a^(2.8) ^(a) - ^la-x^-^^^^^jn

i i) Soient (g ,^ ) e_fc ( g ' , ^ ' ) dans E et soient a ̂  a' dans E tels que

2 a = g ^ t 2 a ' = g ' . S j ^ a ^ O , a ' ^ 0 , a ^ f a ' ,

^^•^^-^"e^-.a)

iii) Soient ( g î ^ P ) dans E^ et a dans E- tels que 2a = g. Si a ^ 0 et si————. ——— n —— ———- 2^ ————a— f-1 —. ————

D ç E - {0} est tel que D ^ a,

(2.10) <P(a+D) = (-l^e^D^aWa)

Preuve : L 'a f f i rmat ion i) s'obtient en comparant les diviseurs et les

valeurs en 0 des membres de (2.8). , v
Y ( a* )

ii) Avec (2.8) le membre de gauche de (2 .9) est égal a (-1) a . .

n ^-a^^ al

qui, est aussi (-1) -^——i—ç—— par (2 .6) . Mais la proposition 2.3 montre

¥ ^(-a ' ) Y , (x) ¥_ (x-a')
que Y'^a) = T~TT^a)-~T^—— = e2n (-ala ' ) = ^n^1^^ ce ̂a a ~ a
donne (2 .9 ) .

iii) Si on écrit (2.9) avec a' = D on obtient (2.10) après avoir
remarqué que ^^(t^a) = e ( D , n a ) .

Lemme 2.8 : Soient (g ,^) dans Ë^ _e_t a dans E tels que 2a = g. Si

est d 'ordre d> 1,

(2.11) ^ = (g,^

'(-l)11^)'1 ^1 d.a = 0

C P(a) d si d.a ^ 0



Preuve : Nous avons u = (g,^) = (P.g(P... ~ ë^. Introduisons des

fonctions c? î ^ î . . . , ^ , ., sujettes aux conditionso^l d-1

div ^P = n[t.g} - n{0)

^ = 1

cp = (p

Alorsi

&Cp ^p 2g.
1' 1 2'

<P- ^

(d-l)g, d-1^
d-1 ^TT

1=1

v^i
(p
t+1

que nous allons calculer.

Lemme 2.9

(-1)
^(a^ka)n 1___t___
^P ( ( t + l ) a )

si t ^ d-1 (mod d)

(2.12) s.

^(a^.da)
•l. . v si t = d-1 (mod d)

^^((t.l)a)

Preuve : Puisque (? = 1, nous avons s, ^ =————— o d-1
^(x^^x+g)

0
= ^(-a^^a).

Supposons donc t ^ d-1. Deux cas sont a considérer.

1) t = 1" ^(x)^(x-g) ^(a)^(-a)
Si 3a ^ 0 nous avons s^ = ———^ ^—— = ——(p ^)—— •

Or la relation (2 .9) montre en prenant a' = -g que

q? (-a)^P .(-g) (P,(-a).^.(g) ( P,(a) .^ . ( -a) ^(a)2

(_1)^ = ^ — — — — ^ — — — 1 2 donc que ————7-J———= (-D" -1———
^P^a)^^(-a) ^l^^ ^^^ Y10 ^(2a)

Si 3a= 3g = 0 nous procédons directement en choisissant, ce qui est

toujours possible, deux fonctions X et Y sur la courbe E n'ayant pour
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pôles respectivement qu 'un pôle double, triple, en 0, liées par une rela-

tion de la forme Y 2 + a^XY + a^Y = X3 avec a^ ç k, a C k^ g = (0,0) et

^ P = Y"73 . Alors, ^ = a ( Y + a^X + a^)^3 avec a € k^ et 2g = (0,-a ) .

n/3 ^(x)^ (x-g) ( -a) 1 1 / 3 ^P,(2g)2

Comme ^(-g) = (-a^)11 nous avons ^ (^—— = ——J———= (-l)11^!^——

Mais on peut vérifier en utilisant (2.10) que le nombre de droite de

(2.1l) ne dépend ni du choix de a, ni du choix de t dans sa classe de

congruence modulo d. Par conséquent, en prenant a = 2g nous obtenons bien
V (a)

/ A \ " —
s! = ̂  ^TH) •

2) 1< t < d-1
^(x)^(x-tg) 4> ( ta+a)^ (a - ta)

Alors s^ = —^p-——jr^——— = —p——((1.^1)3,}——— et les relation!^ (2.8) et

(2 .9) montrent que

(? ( ta+a)^ (a) ^ (a) ^ . ( t a ) ^ , ( a ) ^ P (a)
_ t 1___1____t___ _ y -i i11 1___t____

s! ~ ^ (ta)^ (a+ta) ,̂ .((t+Da)" x / ^ , ( ( t + l ) a )1' •*• L .+1 -t+1

ce qui achevé la démonstration du lemme 2.9. Démontrons maintenant le
lemme 2.8.

a) Si d = 2 , d'après (2.12) u2 = s^ = (? .(-a)^ (a) . Mais ^ = c? et c'est
2 2une fonction paire, donc u = ^ . (a) .

b) Si d > 2 , d'après (2.12) ^ = (-l)"^-2^ .{^d ——T^——-T •l T ^ \ ~ a+ u a /

Comme d divise n nous avons (-l)11^"2^ = (-l)11. Quand d.a = 0 nous

trouvons u = (-1) ^(a) . Quand d.a ^ 0 nous sommes dans les conditions

de validité de (2.10) puisque d.a E - [0} et d . a / ^ a donc ^—^T—^—r-T =(-l)11
— T ^ \ ~" a+ d a )

et u = ^ (a ) ce qui termine la démonstration du lemme 2.8 et de la

proposition 2.6, l ' a f f i rmat ion iii) résultant immédiatement du lemme 2.7,
iii) qui montre que ^(a) ç. k .

Il résulte de la proposition 2.6 que l 'extension E a une struc-

ture particulièrement simple quand n est impair, c'est le groupe de Hei-
senberg attaché à E . Nous pouvons même, dans ce cas, donner un résultat
encore plus précis.



Définition 2.10 : Nous notons g ̂  ( g , W ) la section ensembliste de

de E — > E définie par les conditions

(2-13) W^ = 1 , W/^lg)= -1

Proposition 2.11 : Le 2-cocycle associé à la section W est égal a
n+1 ~~——— "•———B———

2e » en d'autres termes;

n+1
{2-1^ ^'^Vg^ = Si^g') 2 • (g^g)-(g' .^,) .

^ve : Posons a = ^1 g et a. = ^1 g. . Si a = ̂ ^x)^)
o 6

nous avons (g+g' ,W ) = a(g,W ) ( g ' , W ) et quatre cas sont a
6 6 6 6

considérer.

a) g = 0 ou g' = 0 alors a = 1

^o (x) W (2a)
b) g = g» ^ 0 alors a = ——-S———— = - ——££-———— = i d'après le

W^(x)W^(x-g) W^(a) 2

lemme 2.7 et la normalisation de W
e

c) g = -g» /^ 0 alors a = ———î—————— = ————î————— = i.
W_ (x )W (x+g) W (-a)W (a)

6 6 ~ë ë

W (a+a') W (a) W , (a ' )
d) g = 0, g* = 0, g = g* alors a = -Sl£—————————— ,_ S g'

W (a+a ' )W (a'-a) W ( a + a ' ) W (a'-a)
6 6 & g

et ex = e^(a,a») - e^(a,2a.) = e^(g, g. y11^2 ̂  après (2.7) et (2.9).

2.5 L'algèbre graduée L^(ô)

Définition 2.12 : Soit d un entier > 0. Nous notons

L ( d . ô ) == { f ç K ^ ( E ) | d i v ( f ) + d.ô ^ 0}

et L*(ô) = © L ( d . ô ) .
d

Les k-espaces vectoriels L ( d . ô ) sont de dimension finie et l'espace

L ( ô ) est muni naturellement par la multiplication des fonctions

d 'une structure d'algèbre graduée par H . De plus, L(O.ô ) = k.
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Proposition 2.15 : i ) Soient f dans L ( d . ô ) .e_t ( g , ^ ) dans G ( ô ) . La
fonction gf.^d est dans L ( d . ô ) .

ii) .S.L ̂ (g»^) désigne 1 ' automorphisme f -» gf. (P
de L ( d . ô ) , 1 ' application T : ( g , ^ ) -» ^ . . ( g , ^ ) est une représentation

de G ( ô ) dans L ( d . ô ) . De plus, les représentations T , s'étendent en une
représentation T de G ( 5 ) dans le groupe des automorphismes de l'algèbre
graduée L* ( ô ) . Nous appellerons T la représentation canonique de G ( ô ) .

iii) Si ô est un diviseur positif de degré
supérieur ou égal a 2 et si d ̂  1 , la représentation T , a pour noyau
le sous-groupe de G ( ô ) formé des éléments ( 0 , ^ ) où (? est une constante
telle que c? = 1. En particulier, T est fidèle.

Preuve : Les affirmations i) et ii) sont immédiates» montrons i i i ) .
Soit ( g , ^ ) dans le noyau de T , . Alors , ^f.^ = f pour toute fonction
f dans L ( d . ô ) . En prenant pour f la fonction constante égale a 1, nous
obtenons c? =1. Donc (? est constante, ô = ô et " f = f pour toute
fonction f dans L ( d . ô ) . En particulier ( r) = (r ) = r pour toute
fonction r dans L ( ô ) et il existe une constante e telle que
^r = s . r . Supposons que g diffère de 0. Le point A étant dans le support
de ô , il en est de même du point A+ g et, d'après le théorème de
Riemann-Roch, il existe une fonction s dans L ( ô ) n'ayant pour pôles qu'un
pôle simple en A et en A+ g. Si g n'est pas d'ordre 2, le diviseur
A+{A+ g}n'est pas invariant par translation par g et on ne peut pas avoir

g 2de relation s = s -s. Par conséquent, 2g = 0 et e = 1 pour toutes r
fonction r dans L ( ô ) . Mais dans ce cas 2Jn ce qui n'est possible avec nos
hypothèses que si la caractéristique de k n'est pas 2. Si e = -l» las
fonction r = s+1, qui est dans L ( ô ) , ne peut pas vérifier une équation

£ 2du type "r = e . r avec s = 1 . Par conséquent, e = 1 . Ceci implique que
la fonction s vue comme fonction sur la courbe quotient de E par le groupe
d'ordre 2 engendré par g n ' a qu'un pôle simple, ce qui est impossible
en vertu du théorème de Riemann-Roch. La fonction s n'existe pas,
g = 0, et la proposition 2.13 est démontrée.

Lemme 2.14 : Soient ô e^ ô ' deux diviseurs positifs linéairement
équivalents. Les extensions G ( ô ) ^ j ^ G ( ô ' ) sont isomorphes ainsi que
leurs représentations canoniques. Plus précisément, si R est une fonction
telle que div R = ô ' - ô les applications



v : G(ô)___yG(ô ' )

P. : L*(ô)__^L^(ô') , définies par

^(g,^) = (g^.6!)

p.(f ) = f/Rd pour toute f ç L ( d . ô )

sont des isomorphismes et

^(g^Mf) = ^((g^f).

Enfin, si (ï : G——^Q(ô) est une section ensembliste de G(ô)__^G,

1 ' application p-cf en est une de G ( ô ' )__^G et les 2-cocyles associés

sont égaux.

gp p.
Preuve : II est clair que div p.(f) + ô ' S 0 et div ^. — = "ô ' -ô ' . De_^___-_—^ ^

plus v ( g , < P ) p - ( f ) = (g,^. 1) f/R = •f-. <P . ^ = ( gf .^) /R = p^f.^) =
R gp R

'?•( ( g î ^ ) f ) • Enfin, notons cï(g) = (g.^P ). Le cocycle associé a a est
0

donné par la relation

v^g'= ^^'^g+g'
g^

L'application p.0 est une section de G ( ô ' ) -* G car div ^ . — = "ô '-ô ' .

Notons a' le cocyle associé» alors a = a' car

g? p. g+g'R g+g'R

Vt - \ - ^= a ' ( 6 'g ' )V6•• t

Remarque : L'application v du lemme précédent ne dépend pas de la

normalisation de R alors que p. en dépend.
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CHAPITRE 5

Le plongement projectif d'une courbe elliptique

associé à un sous-groupe cycliqueo

Dans tout ce chapitre nous supposons E c E(k) et la lettre C
désigne un sous-groupe cyclique d'ordre n de E . Enfin, nous notons
C^ le diviseur

(3,1) C = 2 fg )
gÇC

et à tout a € E nous associons le caractère x ç H o m ( C , p ) défini parn a n

( 3 e 2 ) x (g) = e (a ,g) pour tout g dans C.

En particulier, le caractère x est l 'élément neutre de H o m ( C , u ).

3.1 L'extension E (C) et l 'algèbre L^(C).———————————————— j^ — ——————————B—————— —

L'extension E (.C) de k par E , définie au paragraphe 2.2 est
l 'ensemble des couples (a , (p ) avec a dans E et y dans K,(E) X tels que

d iv(y) = ^ - ^.

On vérifie immédiatement que E (jC) contient les sous-groupes suivants :

- ( (0 , t ) | t 6 V^} que nous identifions à kx ,

- f ( g » 1 ) 1 S ^ c } que nous identifions à C,

- f ( g » t ) i S 6 c» t ç ^x} que nous identifions à C x kx et qui est
d ' indice n dans E (0en —

•?{•
L'algèbre graduée L ((? définie au paragraphe 2.5 porte une structure

supplémentaire. En effet, associons à tout caractère \ ê Hom(C,^ ) et à
tout entier d ^ 0 l'espace vectoriel

(3.3) L(dC, \ ) = f t ê L(dCp [ ë{ = x ( g ) o f pour tout g dans C}
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Alors L(dC) = © L( d C , \ ) et
X

1^(0 = © L ( d C , x ) .
d , X

Si les fonctions f et f appartiennent respectivement à L ( d C , x ) et L ( d ' C , x ' ) »
^

la fonction f.f appartient à L ( ( d + d ' ) C , X X ' ) " Par conséquent, L (CO est
munie naturellement d'une structure d'algèbre graduée par 'K x Hom(C,^i ) o

-X- n
Dans ce qui suit, lorsque nous parlerons de la graduation de L ( ( ? c'est
de cette graduation dont il s'agira»
Remarque : Soit E' la courbe elliptique quotient de E par 1'isogénie de
noyau C et soit 0' l'élément neutre de E ' • Alors, l'espace L ( d C , X ) s'iden-
tif ie à j f ' ç K (E ' )^ div ( f ) + d. f o ' } ^ 0}.^- )?< l d^E.

Proposition 5.1 :
i ) Les espaces L ( C , x ) sont de dimension 1.
ii) Si ( a , y ) est dans E ( ( ? , la fonction (p est une base de L ( C , x ) •
iii) Pour tout d >- 0, 1 ' application T , ( a , ( p ) est un isomorphisme de L ( d C , x )
sur L(dC,xx ) •

Preuve : Soient g dans C et ( a , y ) dans E (0 • D'après la proposition 2.3
nous avons <a,g> = (p/ (p = e ( a , g ) o Donc ^ = x ( g ) «y et comme y est
dans L ( ( p , nous voyons que ,(p est dans L ( C , x ) • Soit f dans L ( d C , x ) . Alors
ë(af.^) = a + g f . ( 6 ( p ) d = x ( g ) . a f . ( g y ) d et, d'après ce qui précède,
ë(af^d) = x ( g ) . X ( g ) d . ( a f . ( p d ) . Ceci montre que T ( a , y ) envoie L ( d C , x )
dans L ( d C , x « X ) et on en déduit immédiatement que T ( a , ( p ) est un isomor-
phisme de L ( d C , x ) sur L ( d C , x » X ) • II en résulte que la représentationa
T permute entre eux les espaces L ( d C , x ) , transitivement quand d est
premier à n et que dans ce cas, ils ont même dimension, indépendament
de X» En particulier, comme l'espace L ( C , x ) ne contient que les constantes,
nous avons 1 = dim L ( C , x ) = dim L ( C , x ) pour tout x* Enfin, la fonction
y qui une fonction non nulle de L ( C , x ) est une base de cet espace.a

Proposition 3.2 :
La représentation T est irréductible. Plus précisément, si p désigne
la représentation irréductible de degré 1 de C x k dans k obtenue en
faisant opérer C trivialement et k par multiplication sur k, la

E ( C )
représentation T^ est isomorphe à Ind x ( p ) .
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Preuve : Soit f ̂  L ( C ) . Pour tout X ̂  Hom(C,^i ) , la fonction 2 - x ( g ) ' " .^f
^ , . . n 6€c

est dans L ( C , x ) « Par conséquent, grâce a la proposition 3.2 iii) on voit
que la représentation T, n ' a pas de sous-espace irréductible non trivial.
Le groupe C opère trivialement sur l'espace L ( C , x ) qui est isomorphe a k

x »et le groupe k y opère par multiplication. De plus, le stabilisateur de
L ( C , x ) est C x k et les espace L ( C , x ) sont permutés transitivement par

par C x k . Ceci suffit pour affirmer que la représentation T. est induite
par p . [ S e ]

3.2 L'homomorphisme 9.

Soit S"(C) l 'algèbre symétrique de l'espace vectoriel L tC)o
Puisque L(C) = © L((^ ,x)» cette algèbre porte une structure naturelle

X
d'algèbre graduée par le monoide H x Hom(C,^ i ) . De plus, 1'homomorphisme
canonique 9^(0^-^]-» (C) respecte les structures d'algèbres graduées par

NEx H o m ( C , ^ ) de S'^CO et 1/^(0 . Nous notons K (C) le noyau de 6, C'est un
n -X-

idéal gradué de S (C).

^Dans ce paragraphe nous allons étudier © et K (.0 » Pour simplifier
les notations, et puisque le groupe C est fixé, nous posons :

L = L'^C) , S = S^(C) , K = K"^((p , L = L(d.^,x), et nous notons
— d, X

S (resp.K ) la partie homogène de degré (d ,x) de S(resp.K) , 9 la
d , X d , X Q y X

restriction à S, de 9 , L, = L(d.C) , S = © S , K - © K
d , X û u y û » X u u,x

Théorème 3.3 : Si n >. 3, 1'homomorphisme 9 est surjectif» De plus,

(3.4) dim L, = d, pour tout x ^ Hom(C,^ i )a, x n

Preuve : Pour démontrer le théorème, il suffit de voir

Lemme 3«4 : Pour tout (d ,x) avec d >. 1, il existe d fonctions (p. . avec———— ——————— ——— ——————— ——————— ' i > 3 ———

l^i^d et l^j^d, dans L,, telles que les d fonctions

.(d) , ( d ) , (d) (d)
f! = ^i.l^i^ -^i.d

soient linéairement indépendantes et soient dans L - e



En effet, il résulte de ce lemme que dim L ^ dim Im 9
pour tout ( d , x ) avec d ̂  1 et comme dim L - \. dim L ' = nd d'après'y u» X
le théorème de Riemann-Roch, nous trouvons dim L = d et L = Im 9^X d , X d , X °
Preuve du lemme 3.4 : Fixons X et raisonnons par récurrence sur d. Si
d = 1 , l'espace L^ est de dimension 1 d'après la proposition 3 . 1 , et il
suffit de prendre pour y n'importe quelle fonction non nulle de L1» 1 1
Maintenant, supposons construites les (d-1) 2 fonctions (p^'" 1^. Posons

/ _ i \ / , ^ \ f J
alors (p^ = y^ pour l<i^d-l et l^j<d-l puis, prenons pour (p^ la
fonction constante égale à 1.

Lemme 3.5 : Supposons n>2. Pour tout ( d , x ) avec d^2, il existe \ , x , . . . X
dans Hom(C,^i ) , non triviaux, tels que x = X X • • • X

Preuve : Supposons écrits tous les caractères sous la forme X = X X • • • X <1 2 d
En multipliant chacune de ces n équations par un caractère non trivial
nous obtenons une décomposition de tous les caractères en produits de d+1
caractères non triviaux. Il suffit donc d'examiner le cas d = 2.

Si x est trivial, nous prenons n'importe quel caractère non
trivial x' et nous écrivons x = X ' . X ' ~ • Si x n'est pas trivial, puisque
n>2, il existe un caractère non trivial X' différent de x et nous écrivons
x = ( x x ' ~ ) x ' •

A l'aide du lemme précédent nous écrivons X sous la forme
X = Xf-.X^ avec des caractères X. non triviaux et nous prenons pour

( p , _ n'importe quelle fonction non nulle de L. . Nous avons maintenant
2 *1 ( rUconstruit d fonctions dans L telles que les d fonctions f . soient

dans L^ . De plus, ces fonctions sont linéairement indépendantes car

tes f^ pour l<i<d-l sont dans L . et sont indépendantes tandis que

f^ est dans L^ -̂ -i y0 ceci ̂ "^e la démonstration du lemme 3.4 et
par conséquent celle du théorème 3.3.On en déduit immédiatement

Corollaire 3 . 6 : La suite ^̂  v_^sâ x eJLL^Ld -_)° est
exacte.

Si n=3, on a dim K = 0 sj_ d<2 ,

, dim K^ = 0 ^.x/X,, ,

dim \^- 1 .
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Sj_ n>3, on a dim K = 0 si d<l
^ u» X
j n-4+r

dim K = ————& , où r désigne le
— » X Q Xonombre de x ' ^ H o m ( C , p ) tels que \' = \ .

3.3 L'idéal K ' ( C ) avec n>3.

Choisissons un générateur (p de L pour tout x ̂  H o m ( C , u ) .X •*• » X

Théorème 5.7 : Soient X^»X{ , X^ »X^ ^X^X^ dans Hom(C,u^) tels que

x! xi = ̂  x^ = X3 ̂  *
Alors il existe trois constantes a . , a , a non toutes nulles telles que

^PY y./. + "a^v yv + a3(Px ^x' = 0<1 1 ^ 2 2 3 3
De plus, si les six caractères sont distincts, aucune des constantes a_
n'est nulle.

Preuve : Soient a et a ' dans Ê  tels que x^ = X^ et x^ = X^, • Alors les

^ ^x' x̂ ^x'
trois fonctions 1 , —2—2L , —3—3 sont invariantes par translation par

^ ̂ t Py ^v.x! x! 1̂ 1̂ ^ ^.
les éléments de C et sont dans l'espace vectoriel L( C+ C). Si X désigne
1'isogénie E—^E/C = E ' , ces fonctions considérées comme fonctions sur E'
sont dans l'espace vectoriel L( | X a } + { X a ' } ) qui est de dimension 2, d ' o ù
leur dépendance linéaire et l'existence des constantes a . . Supposons
maintenant que les six caractères sont différents et que a^ = Oe II suffit
alors de prendre la valeur en a de a, y (p , + a^y., y . , , pour voir que1 x! x! 0 ̂  ̂3
cette fonction ne peut être nulle que si a. = a = 0. Par raison de symétrie
on voit donc qu'aucune des constantes a. ne peut être nulleo

Nous déduisons immédiatement du théorème 3.7

Corollaire 3.8 : Soit X ̂  H o m ( C , u ) o L'espace vectoriel K- est engendré———————— ——— n ^»X
par les polynômes de la forme

°iVxi + ̂x̂  + "3^X3
avec x^X^ = X^X^ = X^Xg = X •



Théorème 3 . 9 : Si n>3, 1'idéal K est engendré par ses éléments de degré 2;
autrement dit K = K .S ,

Preuve : Nous désignons par \ » X . . > - « « » X . < les éléments de Hom(C,( i ) .

Comme n^4, il est toujours possible de trouver x et x, tels quer s

(3.5) X ^ X Q » ^ / \'^r et Xp

En effet, il suffit de prendre par exemple pour x un générateur de
-1 r 2Hom(C,^ ) et de poser x = X quand n>4 (resp.x = X quand n = 4 ) .n s r s r

Nous fixons deux caractères \ et X possédant les propriétés ( 3 . 5 )r s
Nous désignons par (K . S ) les éléments de S qui sont dans l'idéal" u» X û» X
K .S de S et nous dirons que deux éléments de S sont équivalents si leur
différence est dans l'idéal de S engendré par K et (p

Lemme 3.10 : Tout élémen

P, , défini par

( d"

P - ^
d , X

a a,
Preuve : Soit m = y ° (p

XQ X

m
^
d
\

d-
\

d-1(p. \

t

2
\

1

1
1

d

y
(?

•

e

y
s

\

\
••

S^ est équi

X X'1^r-s

a „
ç "-1 e s
\-i d '^

ivalent

si

si

si

si

• Nous

à un m

XX1^ -^r
1-dxx^ -

^-d -
X^ = XX

posons

ultiple du polynôme

\
^
^

l-d /
r / ^^r^s

d (m) = a ets s

d ' ( m ) = d-a -a -a o Le théorème 3.7 montre que si X. et x . sont différentso r s i j

de X » X et x on peut écrire dans S le produit (p .(p comme combinai-
1 x^son linéaire d ' u n élément de K_ , de (p œ et de u? (D i si

2,X,Xj VX^ 'VWr

X - X _ ^ X., (resp. de (p (p -1 si X / X . X . ) " Par conséquent, tout3 ^s ^i^j^s s z 3
monôme m de S^ tel que d ' ( m ) ^ 2 est équivalent à un monôme m ' tel que
d ' ( m ' ) = d ' ( m ) - 1 et par récurrence nous en déduisons que tout monôme m de
sd y est ^"^^ent à un monôme m ' tel que d ' ( m ' ) ^ l . Nous rangeons les
monômes qui ont cette propriété et qui ne sont pas équivalents à 0 en deux
ensembles
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U = iy" ^ )u,v^0 u+v>o}
\ Xgv = ̂ yAlu^0 ï xi/ ̂^̂ ^̂

o
a) Comme nous avons supposé \ / X. , le théorème 3.7 nous permet d'écrire2 s r
dans S le produit y comme combinaison linéaire d'un élément de

ŝ
K 2 de (p y 3 et de y (p ^ -1 ° Par conséquent, si m ê U et si d (m)^2,
"^s ° ^ ^ ̂ \ s

il existe m ' dans V équivalent à m , tel que d ( m ' ) = d ( m ) - 2 .s s
b) De même, si X. / X X > d'après le théorème 3.7 nous pouvons écrirei r s
dans S le produit y y comme combinaison linéaire d'un élément de K

\ \ ^XgXi
de (p (p et de y y i . Par conséquent, si m = y" (pV € V est tel

\) ŝ̂ i r̂ ŝ̂ r î r̂ ̂  î

que d (m)^l et x. ^ X, X~ il existe m ' ç V équivalent à m tel que
d ( m ' ) = d ( m ) - 1 .s s
c) Si m = (p11 ^v (p -1 est tel que d ( m ) = v > 2, nous pouvons utiliser

\ Xg X^.Xg s
le raisonnement fait en a) pour montrer que m est équivalent a un mul-
tiple de (P^ œ " (p -ly 2 -1 . Or nous avons supposé X_ ^ X2 • Par con-.

^ ŝ '-r^s r̂ s r

séquent, d'après le théorème 3 . 7 , il est possible d'écrire dans S le
produit (p - l , ( p 2 -1 comme combinaison linéaire d'un élément de K- ,X^Xg XgX^, 2,\g
de y (p et de (p (p -1 et m est équivalent à un multiple m ' de
\ ̂ s \ ̂ s^r

^ (PV'' ^v v~1 ^ui est tel (lue ï 1 - , ^ " 1 ' ) = ^d") - 2.r̂ xs Vr s s

Nous déduisons de a ) , b ) , c ) que tout monôme m de S , estd, X
équivalent soit a un monôme m ' de U tel que d ( m ' ) < 1 , soit à un monôme

s d-2de V tel que d ( m ' ) = 0, seit a un multiple de (p (p (p -l . Il suffit
s r̂ ^s ̂ s

maintenant d'écrire quels sont les monômes m ' de S satisfaisant cesd, x
conditions pour voir que m ' est nécessairement un multiple de P , •d , X

Nous sommes en mesure de terminer la démonstration du théorème
3 . 9 . Soient d̂ 2 et P ̂  K o D'après le lemme 3.10, il existe P" dans

" » X
l'idéal engendré par K , P ' dans S et une constante a tels que

P = P" + (D P' + aP,
ô d ? x



Mais, 0 ( p ) = e ( P " ) + 6 ( p ' ) + a Q(P^ ) == 0. La constante a est nécessaire-
ment nulle sinon la fonction 9 ( P ) aurait un pôle en 0, donc
^ ( P ' ) = 0 et P' ê ̂ .i^ • ̂ r récurrence on en déduit que P ç K .S
puisque K = j o ) .1 f X

3,4 L'idéal K^(C) avec n = 5e

Choisissons un générateur y de L pour tout X ç Hom(C,Li ) .X 1 » X n

Théorème 3.11 : L'espace vectoriel K^ est engendré par un élément

R = ̂  + "1^ + "2^ + ̂ x \ ̂o "•1 2̂ ô "l X2

tel que les a. ne soient pas nuiso

Preuve : Soit R un générateur de K • Comme tout élément de S_ est
°f X 3, X

3 3 3combinaison linéaire de (p , x , (p et de (p (p (p , il existe pour Rx^ x^ x^ x^ x^ x^
une décomposition de la forme annoncée. Il suffit alors de regarder l'ordre
du pôle de 9 ( R ) en 0 pour voir que si a. s 0 on a aussitôt a = 0,P = Oo
a = 0 et R = Oo De même si a = 0. Enfin, si a désigne un zéro de (p ,0 " X<
le calcul de la valeur en a de © ( R ) montre que si os = 0 on a aussi
a - 0 donc R = Oo

Théorème 3ol2 : Si n = 3 l'idéal K de S est engendré par ses éléments de
degré 3o

Preuve : Nous notons X »Xi»Xr> 1e'8 éléments de Hom ( C , j j , ) et nous dironso 1 û 5
que deux' éléments de S sont équivalents si leur différence est dans
1'idéal engendré par K et (p o

o
Lemme 3.13 : Soit ( d , \ ) avec d>2o Tout élément de S est équivalent àd , X
un multiple du polynôme p , défini par
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^X ̂

y y ? " -SJ. X = X6"2
x! ^ 2

2 d-2 d-1
^ ^ -sl x " ^^l ^2 2

^ X - ̂

a^ " i " 2Preuve : Soit m = (p (p (p ç S . Nous posons cL ( m ) = a , . Le théorème 3.11X X-t ' ' o QyX 1 •*-
montre que (p s'écrit dans S comme combinaison linéaire d'un élément de

x!

^ y de ^y f de ^ Y et de ^v ^v ïv • par conséquent, si m ç S ,ô ô 2̂ ô x! ^2 d»X
est tel que d ^ ( m ) ̂  3, il existe m ' dans Ŝ  équivalent à m tel que
d ^ ( m ' ) = d ^ ( m ) - 3 . Nous en déduisons par récurrence que tout monôme est
équivalent à un monôme de Ŝ  tel que d ( m ' ) ̂  2, et comme les seuls
monômes de S satisfaisant cette condition sont les multiples de
P , le lemme est démontré.

Soit maintenant P 6 K avec d ̂  3. D'après le lemme 3.14 ilu f X
existe P" ç (K . S ) , P' ç S- , . et une constante a tels queo a, \ a-l,\ •l

P = P" + (p P ' + aPXQ a , X
or e ( p ) = ^ P ' ) + a 6 ( P ) = 0 et la constante a est nécessairementu» X
nulle sinon la fonction 6 ( P ) aurait un pôle en 0. Donc Q ( P ' ) = 0 et
pt ç ^..i ^° par récurrence on en déduit que P est dans K .S puisque
K est nul pour d < 2, ce qui démontre le théorème 3.12a» X

Soit ô un diviseur positif sur une courbe elliptique. Si
deg 6 ^ 3 , ce diviseur est très ample et il lui est associé un plongement
projectif 71 de E dans P L ( ô ) l'espace projectif associé à L ( ô ) [ M u ^ < >
Supposons ô = Co Quand n = 3 le théorème 3.12 montre que 7r(E) est une cubique
de P . Quand n ^4, le théorème 3 . 9 montre que 7r(E) est une intersection
de quadriquesdans T n"

Au chapitre 5 nous étudierons plus en détail ce plongement.



CHAPITRE 4

Les fonctions X et leurs relations.——————————— a ———————————————

Dans tout ce Chapitre nous supposerons l'entier n.impair et
E c E ( k ) . La lettre C désigne un sous-groupe cyclique d'ordre n de
E et le symbole (^ a le même sens qu'en ( 3 o l ) o

4.1 Les fonctions X
D'après le théorème d'Abel et comme nous avons supposé le

nombre n impair, les diviseurs (^ et n | o ) sont linéairement équivalents.
D'après le lemme 2ol4 les extensions E ( C ) et E ( n j o } ) ainsi que leurs
représentations canoniques sont isomorphes. Au paragraphe 2.4 nous avons
défini une section ensembliste W de E ( n | o } ) -> E , et grâce au lemme
2.14 nous pouvons construire une section de E (CO -> E qui définit le
même 2-cocycle que Wo
Définition 4ol : Soit R € ̂ ^̂  telle que div(R) = (^ - n fo} .
A tout élément a ê E nous associons la fonction définie par

^ \ - " a - ̂

où W est la fonction définie par ( 2 . 1 0 ) .

Nous noterons X = X p lorsque nous aurons besoin de marquera a, v>>
la dépendance de Co

Proposition 4o2 : La fonction X est la seule a vérifier les deux conditions
———————————————————————— ^ -

( 4 . 2 ) div(X ) = ̂  - C = ̂  . i g+a} - !g}
~ " g6C

X = 1 si a ç Ca —
(4.3)

X (•"-1- a) = 1 si a ^ Ca & '~~"
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Preuve : II suffit donc de vérifier (4«3) car il est clair que X- a
satisfait (4.2). La fonction R est paireo En effet , d i v ( R ( x ) ) = d iv(R(-x) )

donc R(x) = eR(-x) avec e2 = +1. Or, 0 ^ Supp(d iv(R)) d 'où , R(0) = èR(0)

et e = 1. De plus, si a Ç C les points + a et - n+ a ne spnt pas

,,/ n+1 .a? . R(- —— a)
supp(d iv (R) ) donc —(—— a) = ——————— = 1 et comme W (^-3- a) = -1

R 2 R^ a) a 2

par définit ion nous obtenons X (•n— a) = -1 quand a % Ce Par contre, sia eL

a ç C, les points -—— a et - —— a sont dans supp(d iv(R)) avec la multipli-
a. ,

cité 1 et ~^(~~~' a) = -1 compte-tenu de la parité de R, Ceci montre que

X (n-1- a) = 1 si a € C.a 61

Proposition 4.3 : Le groupe C étant fixé, les diverses fonctions X——————— —————^———————.^——_ ^
vérifient

n+1

(4.4) X . = e ( a , a ' ) 2 X ^X .a+a ' n a a '
n+1

(4.5) X . = G ( a , a ' ) 2 X si a'-a € C.a n a

( 4 o 6 ) X , = X . X , si a et a ' sont dans un même sous-groupe

cyclique de E •

(4.7) X (x) = X (-x).a —a

Preuve : L ' ident i té (4o4) résulte immédiatement du lemme 2.14 et de la

relat-ion (2o l4 ) . Les identités (4.5) et (4«6) sont des cas particuliers

de ( 4 . 4 ) o Enf in , (4 .7) s 'obtient en comparant les diviseurs de chaque
membre et leur valeur en —— a»

Proposition 4.4

i) La fonction X est une base de L(C, \ ) . Autrement dit,———————^-—- a ————————————— — a ————————
g»

X^ = e ( a , g ) X pour tout g G C

ii) Soit (p ç L(CO . S'i l existe a C E tel que ^ = \ (g) (p pour tout g ç C
alors il existe une constante a telle que y = aX «

iii)Soient a . , . o . , a et a dans E . Ou bien X n 'appartient pas a l 'espace

vectoriel engendré par les fonctions X ou bien il existe un indice i eta •————————————————————— —
une constante a tels que X = aX et dans ce cas a-a € C et—————^————^^ ————.1— a a^ ———————————— i —

a = e (a,a.) 2



Preuve : Les affirmations i) et ii) résultent immédiatement de la propo-
sition 3.1. L 'aff i rmat ion iii) résulte de ce que L(CO == 3) L(C^,\) et de (4o5) .

4.2 Comparaison de E (0 et E ( ( ^ ' ) et de leurs représentations canoniques.

Dans ce paragraphe, C et C' désignent deux sous-groupes cycliques
d'ordre n de E . Nous posons

( 4 . 8 ) d ( C , C ' ) = ̂  (C D C ' ) .

Nous avons donc n = d ( C , C ) = d ( C ' , C ' ) «

Comme les diviseurs (^ et C^' sont linéairement équivalents, les
extensions E (C) et E ( C ' ) sont isomorphes ainsi que leurs représentations
canoniques et le lemme 2.14 dont nous reprenons les notations associe à
toute fonction R telle que

( 4 . 9 ) div(R) = C ' - C

"^ ^un isomorphisme p : L (0_^L (C/ ). La fonction R n'est définie qu'a un
multiple près par ( 4 . 9 ) ; nous allons voir qu'il est possible de la norma-
liser de façon canonique.

Définition 4.5 : Nous posons :

p . ^——•
(4.10) R. = £-——. X , „

c g'çc» 6 fc

C'Proposition 4 . 6 : La fonction Rp n'est pas nulle et satisfait a

( 4 . 1 1 ) d^R0') = C ' - C,L> ~" "—"

( 4 . 1 2 ) R^tcR^ = n . d ( C ' , C ) .

Preuve : Soit R une fonction non nulle satisfaisant à ( 4 , 9 ) . On obtient
immédiatement
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R( 4 . 1 5 ) X p , = X ^ o — pour tout a € E ,a , î  a , u K n

et comme X = X , ç , = 1 pour g € C et g ' ç C ' , nous avons

^ n
X , p = —— pour tout g 'ê C'
° » g R

(4.14)
^

X p i = "p"" pour tout g ç C .

R01
C T" 1Soit (p = -p— =^ —;— et soit r ' un élément quelconque de C ' . Alors,

g. ë R

y = CL- X ç 7~r^ = (2- X f'xrl c^^ = y / 0 6 (lui Prouve que y est

constante•

Calculons R^. = Z X X , = ^ ^R/g^ = ^ ̂ î —— = Ç: ̂  y •
g » g ' e g ,g ' g g' ° R g

Or nous venons de voir que (p est constante donc (p = ^(p = L- —-—r P°ur

tout g C C et R^. = Z ^R I ^- = I ^ =Z ^X 6 ,' R.
g g. ë+g R g ^ g . g+g R g. g ,C

Comme X , p = e ( g ' , g ) X , ^ d'après la proposition 4.4 nous obtenons

R§'R§• =l:,Y,c[Ze,,(.-^3
6 g

Le terme figurant entre crochets est nul si g'jé C et est égal a n si

g' € C, cas ou X = 1 ce qui donne enfin R ' R , = n 2- 1 =: n . d ^ ' y C ) .
0 ' g'çcnc'

C 'II en-résulte que R n'est pas nulle et (4.11) est prouvé puisqu?)

4'(p = p—— est constante o

Corollaire 4.7 : Nous avons :

a^
(4o l5) X = X —,-r pour tout a ç E oa, u a,L. „(-. —————— n

^
R0 ' ^? p t

(4.16) X = ———— = ——— pour tout g 'ç C ' .
& î " & pi p*^

Rç RC'

(4.17) II -J——— = !„
g ' Ç C ' e'R^



Preuve : Les formules ( 4 , 1 5 ) et ( 4 . 1 6 ) ne sont autres que (4.13) et (4.14)
C ' »écrites avec Rç a la place de R. La formule ( 4 . 1 7 ) s'obtient en divisant

les deux membres de (4.10) par R .C

Corollaire 4.8 : Soit X une fonction sur E n'ayant pour pôles qu'un pôle
double en Oe Soient g un générateur de C e^_ g ' un générateur de C'
Alors

n"l
( 4 o l 9 ) X . =7^ fx( x - g ' ) - X ( r g ) ] fx(x) - X ( r g ' ) 1

6 fc r=l [ X ( x - g ' ) - X ( r g ' ) ] [ X ( x ) - X ( r g ) ]
n-1

Preuve : Les fonctions R^' et | | x ( x ) " x ( r ^ ' ) qui ont même diviseur
r=l X ( x ) - X(rg)

sont multiples l'une de l'autre et il suffit d'utiliser ( 4 . 1 4 ) .

Définition 4 . 9 : Notons L( ( ^ , C / ) le sous-espace de L(( ? engendré par les
fonctions X , ^ avec g ' € C ' .6 fC

Théorème 4.10 :

(4.20) dim L ( C ^ C ' ) = n / d ( C , C ' )

Preuve : La proposition 4.4 montre que la dimension de L ( C , C ' ) est égale
à l'indice de C f) C ' dans C, ce qui prouve ( 4 . 2 0 ) .

Théorème 4.11 : L'application p, associée a Rp par lemme 2.14 est un
isomorphisme entre L ( C , ^ ' ) e^_ L ( C 1 , C ) . Plus précisément, soit a C E ,
A toute fonction y ç L(C) est associée une constante X ( y ) telle que

(4.21) V»).X^, . p(J^ ^(-a,,.)X^,.S) ^,k<-^-^,,c^
g'

î

ou encore

(4.22) À (^.^'.X = C e ( - a , g > ) X , »'
f f f ' êC* ë f0

De plus, la forme linéaire (ph^À ( y ) est définie par

n+1
( 4 - 2 ^) X (X ) = e ( a , b ) 2 .e(a-b)a D , u n
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où e : E _^ [i U J O } est donnée par

(o . si r ï. C '+C
(4.24) e(r) J ^ ^ I î - 1

le (r',r) sj_ r = r'+r avec r' € C' et r ç C.

Preuve : Les égalités (4.21) et (4o22) sont équivalentes d'après (4.15)o

La fonction 2- e ( - a , g ' ) X , po 6 (p est dans L ( C ) o Soit r 'ç C ' . Nous
g.çc' n 6 ^

avons

^(ÎL e^-a.e^X^c.S) = (1^ e^-a^-)1'^,^.1"^',,)/1"^' =
ë 6

= P(£ ^(-a.g^^Xg.^.X^,^.1-'^^) = p(^ e^(-a,g•)X^„^.^. r '+g 'y) =
6 &

= e ( a , g ' ) . u ( / ^ e ( - a , g ' ) X , ^.g (p) . Ce qui montre, grâce a la proposition
6

4.4 que u(^ e ( - a , g ' ) X . ^.g (p) est un multiple de X^ ç.. Il existe donc

une constante À ((p) telle que la relation (4.21) soit vraie et il est

clair que l 'application X est une forme linéaire sur L((? • Pour étudiera ~~
cette forme il suffit de connaître les constantes X (X. „) puisque les

fonctions X, engendrent L (C) . Nous avons0) 0 —

X (X )X .^'=11 e ( -a,g ' )X .g 'X ,a b, C a,t» L , n g ,u D » C

et nous en déduisons en utilisant (4.4)

X (X, .)X p.^0^ (L e (b-a.g '^X )Xa b , C a,C L , n g ,0 b,L.
6

a C '
= À , ( 1 ) X i - r 1 * i-. r'0 r1

a-b a-b,C b,C C

n+1

= X . ( l ) . e (a-b,b) 2 . aR c l .X „a-b n C a,C

et enfin,

n+1

À (X, „) = e ( a , b ) 2 .X ,(1) oa b , C n f a-b



Posons e ( r ) = X (1), ce qui donne

(4.25) ^^^c'^'"^ e ^ ( - r , g ' ) X . ç pour tout r 6 E .

Supposons r € C. Alors, X^ç = 1 et e^ ( - r , g ' )X . ç = ^ . ç . Il en ré-

sulte que e^)^ = ,̂ rX ^ = ^R^' et que e ( r ) = 1 pour tout r € C.

L'égalité (4.25) s'écrit aussi

^)X,^' - a(L %(-r,g')X^.^)

et nous venons de voir que l ' image de l 'espace vectoriel L ( C , C ' ) de di-

mension n /d (C ,C ' ) par 1'isomorphisme y. contient les n /d(C,C ' ) générateurs

X^ ç, de L( (^ ' ,CO. Par conséquent, u ( L ( ^ , J C ' ) ) = L ( C ' , C ) . Il en résulte que

e( r ) = 0 quand r ç C ' + C puisqu'alors X^ ç, n'est pas dans LlC ' ,CO, d'après

proposition 4.4. Enfin, si r = r ' + r avec T ç C et ~r1 ç. C'
^- _ n+1

s(r)X^^ e^(-7,g')Xg.^ = ^(^X^c et comme X^ = e^(-F,r) 2 X^ç

n+1
d'après (4.5), nous obtenons e ( r ) . e ( r , r ' ) == e(T) = 1, ce qui prouve
(4.23).

4.3 Les constantes ô(C , . . . ,C ) .

Soient C . , o . . , C des sous-groupes cycliques d'ordre n de E «
Posons

C.
(4.26) d = d ( C . , C . ) et R3 = R 3

-'-J 1 3 i ^.

Il résulte de la proposition 4.6 que la fonction R ^ . R 3 . ^ .R1

1 2 k—1 k
est une constante non nulle, pour tout k •

Définit ion 4.12 : Nous posons

(4.27) ô(C^....,C^) . ^.R^...R^.R^ .
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Lemllle 4.13 : Les formules suivantes permettent de calculer les constantes
ô ( C , , . . . , C ) par récurrence :

(4.28) ô(C^) = n

(4.29) S^l'^ = n•'lt2
——————————————, n^

(4-30) ^S'^'^ = "•2-_____________'e (x,,x,) 2

^l'̂ ^W "
x^x^x^O

(4.31) Ô ( C . . . . , C )= 5(c^c^c3)ô(cl'c3'c4)•••s(cl'cr-l'c^
6(^,03)....Ô(C^C^)

Preuve : La relation (4.28) résulte de R1 = ^ . x et de X = 1
1 g^ 6i,C^ g^

tandis que la relation (4.29)n'est autre que (4.12). Démontrons (4.30).

Nous avons R^E3 = E X , X , -. T. -"fcl———_ ̂  R^2 g^C, ^,C^ K^ 63,63 g^g^ ^^ 6^3

ST ̂ '•'-r
2 '5 5 5

<— R R e'
= ^ ——2—— 3R^ d'après (4.17). Mais R^R3 est égal à un multiple de
^3 '(R^)

R^donc -& = X . et R^R^ZX , %2 .
^(R^3) ë3ï 1 1 2 ^3 631C1 1

Si nous reprenons la formule (4.22) avec C = C , C* = C et a = 0, nous
obtenons

(4.31) R^ = \(R^)R^

En multipliant les deux membres de cette égalité par R1 et en utilisant
(4.12) nous obtenons

WS = "-Wo^ - ̂ i-^^ B

Mais d'après le théorème 4.11, X (X ) = 0 quand g 4 C, + C_ .Donc,
& o ? 4 <-' 1 5

\(R2) = > , I. X ( x „ ) .
0 1 S^C^(C^Cy) 0 62.S



Posons

(4.32) ^^ = Kx^x^e C^xC^ 1 x^x^ = 0} .

La suite de groupe

(4.33) 0-40^1 C^JL^C^ -JL)C^t(C^) —^ 0

où les homomorphismes p et q sont définis par

p(x) = (x,0,~x) et q (x^ ,x^ ,x^ ) = x^

est exacte d'après le théorème 4.11. Si gp€ CJ"1(C.+C ) désigne limage par

n+1
q de (x, ,x ,x ) nous avons \ (X ) = e (x ,x ) et comme g est1 £, 5 o g?,t.- n <5 i tL
image de d.._ éléments de C, «,nous obtenons- 13 l<so

___ n+1 ^—.—._ n+1
d.-X (X ) = î.—» e (x x ) 2 et d X (R2) =} „ i e (x x ) 2

13 o g?»C ^ n 3 1 13 o 1 ç n 3 1
2 x XV:G123 xtol23

q(x)=g^
qui n'est autre que (4.30). Enfin l 'égalité (4.31) modifiée grâce à (4.12)

2 3 ^l^^ 3en R. R- = ————————— R., donne par récurrence
ô(C^)

- , , . 2 ,,r 5(C,,C^)....ô(C,,C^,C^
(4.34) R . o . . . R , = ————————————•————————————R. et en multipliant

" r~l ô(C^C^). . . .ô(C^,C^) 1

les deux membres de cette égalité par R nous obtenons (4.31).

Nous déduisons immédiatement du lemme 4e13

Corollaire 4»14 : Soit F le corps premier contenu dans k» Alors la
constante ô ( C ^ , . . o , C ^ ) est dans F ( u ^ ) .

^ AEn fait les constantes ô ( C , , e . . , C ) sont des sommes de Gauss, en effet,,

Proposition 4.15 : Soit X : (Z/4Z) ——^i.t1} le caractère quadratique défini
x-1̂

par \(x) = (-1) o Alors
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(4.35) ô(^,...,^)2=x(,^L-T7)•dl2•d23•••dI.l•nr et

(4.36) ô(^,...,C^).ô(^,...,^) = d^.d^.-.d^.n1-

Preuve : La relation (4.36) s'obtient sans peine en multipliant membre

à membre (4.27) et ô(C , . . . ,c , ) = R _ R _ . . . R ^ et en utilisant (4.12).r i & o l

II résulte immédiatement de (4.28) et (4o29) que la relation (4.35) est

vraie pour r = 1 et 2. D'autre part, grâce à (4.35) elle est vraie aussi

pour r > 3 si elle est vraie pour r = 3, il suffit donc de démontrer

(4.36) avec r = 3.

Rappelons que le groupe C. a été défini en (4.32). Notons
1 j6U

e : C . — — > p. l 'application définie par1 <^3 n
n+1

2e(x^x^x^) = e^(x^,x^)

C'est une forme quadratique sur C, et
1 2ù

ô(C ,C ,C ) = n î———» e(x) d'après (4.30).'1^2'.3
^12^

Remarquons au passage que la constante ô ( C . , . . . , C ) est par définition,

invariante par permutation circulaire sur les groupes C. ,C , . . . ,C ce

qui se voit mal sur la relation (4.31). Par contre, il est aisé de voir

directement que (4.30) est invariante par permutation circulaire sur

C, ,C ,C . En effet , si x = (x ,x ,x ) est dans C , -_ nous avonsl & o l ^ ô 1^5
x +x-+x = 0 et e (x ,x +x +x_) = 1 d'où nous déduisons1 2 5 n 5 1 2 3
e^(x3,x^) = e^(x^,x^) et

e (x^ ,x^ ,x^ ) = e(x^,x ,x ) = e(x ,x ,x ) , ce qui montre que

la forme quadratique e est invariante par permutation circulaire. Par

contre, comme e(x ,x ,x ) = e(x ,x ,x ) nous voyons que e se change

en son inverse par une transposition des variables. En résumé, si o € ^
opère sur C^ par ° (x^ ,x^ ,x^) = (x^ ̂  ,x^^ ,x^^ ) et admet sg(o)

pour signature, nous avons

(4.37) e(°x) = t^x)^^
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Lemme 4.16 : i) Soit d = .^(C^DC DC ) . Alors,

(49W d - ^12^ = ̂ -^ - ̂ l̂

ii) Posons d^ = d.d^ . Le nombre d.d^.d^.d^, divise n, la forme

e prend ses valeurs dans u ,, avec d" = ———n—______ et
d ——— ^^-^-^l —

c! ̂ 2 + C3) = ̂ 1

c^n (c^ .c,) = d^

c,n(c^ .c^) = d^c^ ^

iii) II existe x = ^^^^^^ ^ C^^ tel que x^ engendre C n ( C + C )

et alors e (x) engendre p , , , o

Preuve : i) Montrons par exemple que d = (d^,d^)e Les groupes C ,C et C

sont cycliques ainsi que leurs sous-groupes. Comme C H C est d'ordre
d^ nous avons C^ 0 C^ = (n/d^)C^ . De .même, nous avons

C^ H C^ = ("/d^)^ . Il en résulte que C^ n C^ n C^ = P.P.C.M. (n/d^,n/d^

ou P .P .C.M. désigne le plus petit commun multiple. Ce qui nous donne

°1 n ̂  n ^ = ( d " , d ) C2 et comme c! n C2 n S = (^/d)C nous avons bien12 23
d - (d^.d^).

ii) Les trois nombres d^ divisent n. Il en est de même de leur P . P o C . M .

qui n 'est autre que dod'^.d^.d^ . Considérons la suite de groupes

0-^ C^ H C^ H C^—^E^ ——L) Hom(C^C^-C^)———^0

où y est l'homomorphisme g^^x (avec les notations habituelles).
&

D'après le théorème 1.8,(p est surjectif et il est clair que C n C H C
x 2 3

est son noyau. Par conséquent cette suite est exacte et

# (C^ + C^ + C^) = r^/d
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D'autre part, la suite exacte de groupes

°——^ C123—— l ̂ W -4 ̂ S^——>0

où s(x ,x ,x ) = x +x +x montre que # C, == n .d . Enfin, la suite exacte

(4.33) donne # C^n(C^ + C^) = nd/d^ = n/d^ . Mais, C^n(C^ + C ) est

un sous-groupe cyclique de C donc C J")(C, +• C_) = d ' _ C _ .
^ J 1 5 13 2 n-«-l

o
Enfin, quand g, parcourt C, et g parcourt C , le nombre e (g- ,go)••- l u sL n 1 2
parcourt \L , et avec ce que nous venons de voir nous obtenons que e(x)

/i i ^ i
13 23est dans (^i / ) = u- , , quand x parcourt C o

n/ "-t o u 1 ̂ 3
iii) Soit (g-,g) une base de E telle que g soit un générateur de C_.o n ij 3

Alors, e (g-,g) engendre ^ et il existe a, ,a ,b , ,b dans 2Z /nZ tels que

g! = ^S + ^^

go = a^g + b^g^ .

a!
Comme e^(63»gl) = e n^ 6 3» g ^ engendre ^ , nous avons d = ( a , , n ) o

• 13
De même, do^ = ( a o , n ) . Quitte à remplacer g et g par d'autres générateurs
de C. et C nous pouvons supposer que a. = d. et a. = d .

Alors d^ - d^g, + (b,d^ - b^)g^ = 0 et

x = (x^,x, ,x^) = (d^g^ , - d^gn^bod^ - bld23)63) est l 'élément

de C, dont l'existence est affirmée dans le lemme 4»16.

Nous pouvons terminer la démonstration de la proposition 4 o l 5 o Soit

x € ^o-? satisfaisant aux conditions iii) du lemme 4.16. D'après tout ce
qui précède ô(C ,C ,C_) = n.d 2. e(rx) = n.d.- $1 ^(x)1 '

r mod n /d '_ 13 r mod n/d '_
o 1 *5 13

Mais l 'application r^—)e(x) est périodique de période d" et par
conséquent

o — 2

(4»39) ^l^'^ ~- nod'f[12'd2^9%l L- 8 (x)r

r mod d"

Or il est bien connu [Ei1 que



Théorème 4.17 : Soit A un entier positif impaire A tout générateur C de
Li. on associe c———"-i 2A————— s(o =2__.^r

r mod A
Alors,

0

S(0 = x ( A ) . A où x est le ca-
ractère quadratique défini dans l*énoncé de la proposition 4.15 .

Il résulte de ce théorème et de (4.39) que

ô(C^,C^,C^) = x(dlt).d^.d^.>d^.n3 et comme X est un

caracèère nous avons x(d") = xf^d"] = x(. n . ) = x(^—)x(^—)x(^—)
al2a23a31 "12 "23 "3l

ce qui prouve la relation (4 .35)o
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CHAPITRE 5

Etude du plongement de E dans P""
associé a une structure de niveau n

Nous supposons dans ce chapitre la courbe elliptique E définie
sur un corps k de caractéristique différente de n, munie d'un sous-groupe
cyclique C d'ordre n globalement rationnel et d'un point g' primitif
d'ordre n rationnel. Nous désignons par C' le groupe engendré g' et nous
supposons

c n c' = [0}

Avec cette hypothèse le groupe C est isomorphe, en tant que module
galoisien, a p. . Nous avons de plus un isomorphisme canonique qui
associe à Ç ç p. l'unique élément g de C tel que

e ^ g ' . g ç ) = G .

Pour alléger l'écriture nous posons pour tout r ç Z/nZ ,

X = X , -r r g ' , C

où X^, ç est la fonction définie en ( 4 . l ) et x_ = x. , ç Iiom(C,p. ) où
X , est le caractère défini en ( 3 . 2 ) .

Lemme 5. 1 : Les n fonctions X sont définies sur k et forment une
base du k-espace vectoriel L ( C ) .

Preuve : L'hypothèse sur le couple ( g ' , C ) fait que ̂  est un
générateur de H o m ( C , p ^ ) . Par conséquent, ̂  = v parcourt Hom(C,^i )
quand r parcourt Z/nZ . Il en résulte, d'après la proposition 3.1
que les n fonctions X forment une base du k(p. )-espace vectoriel
k^) ̂  L(^). Enfin, comme div X^ est stable par l'action de F» la



fonction X est égale a un multiple constant près a une fonction

définie sur k et la relation (4.3) montre qu ' en fait X est définie sur
k. Le lemme en résulte.

Nous avons vu au chapitre 2 qu 'un plongement de E dans

]P(L(^)) est associé au diviseur C^. Les fonctions X formant une base

de L(C_) nous en déduisons un plongement de E dans ff"" . Plus précisément

Défini t ion 5.2 : Nous notons TC le plongement projectif de E dans t11

défini sur E- C par

7i(P) = (X (P) : X , ( P ) : : X , ( P ) )o 1 n-1

où P désigne un point courant de E. Comme X (P) = 1 pour tout point

P C E- C et comme les fonctions X ont un pôle en chaque point de C pour

r ^ 0, nous voyons que T i (C) est l ' intersection de Ti (E) avec l 'hyperplan
d'équation X = 0 .

Définition 5.3 : Soit u ç E . Nous lui associons les éléments

r^ € Z/nZZ et ^ ç p.^ uniquement définis par

r

X^ = X^ et Cu = e n ( ë 1 î u ) •

Théorème 5.4 : Soit P ç E tel que 7t (P) = (a : a : ) dans P11"1 et soit
u ç. E . Posonsn —————•

(5 .1 ) a' . = C'Vi "u i-ru

Alors 7i(P+u) = (a ' : a, : ) ç. P"" , et en posant

(5.2) a" = r^ai -u -i+ru

nous avons Ti( -P+u) = (a" : a" : ) ç P" .
—————————————————————————————————————————— Q ^

Preuve : Comme v = u - r ^ g ' est dans C puisque e (g ,v ) = 1 pour tout

g ê C , il résulte de la formule (4 .6) et de la proposition 4.4 que

. h-r (p)

X . ( P + u ) = X . ( P + r g ' + v) = ç~1 u

u
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d 'où

-1-1a! = C oc •i -u i-r

Quand u=0 la relation ( 5 . 2 ) résulte de ( 4 . 7 ) . Combinée avec ( 5 . 1 ) on
obtient le cas général.

Définition 5.5 : Soit T une fonction définie sur k ayant un zéro simple
en 0. Nous notons a le point de I, défini par a = ( a : a. : ) avec

( 5 . 3 ) a^ = X ^ . T ( O )

Lorsqu'il faudra précisé nous écrirons

^ = ^g'.c •

Nous voyons immédiatement que a ne dépend pas du choix de T, et que

(5.4) a . = - a. ^ o pour i ^ o

Théorème 5.7 :
i) Soit r ̂  0 nous avons

( 5 . 5 ) X ^ ( r g ' ) = -̂ -̂

ii) Soit u € E , nous avons

7i.(u) = (a : a : )

( 5 . 6 ) a . = Ç " " 1 a .i " u i-ru
Preuve : La formule ( 5 . 5 ) résulte de ( 4 . 6 ) . La définition ( 5 . 6 )
donne immédiatement TE ( O ) = a et il suffit d'appliquer ( 5 . 1 ) pour obtenir
( 5 . 6 ) .



Remarque : Nous verrons ultérieurement que — pour i ^ 0 est une
a!

forme modulaire de poids 1 pour r (n ) .

5.3 Les équations de 7i(E)

Proposition 5.8 : Soient ^ î J . i ^ o t J o ^ T ï J ' ï dans 5Z/n2Z tels que

il+ 3! = i2+ ̂  = i3+ ̂  alors

(5.7) a. . a. . X . X . + a. . a. . X . X . + a. . a . . X . X . = 0
^2 ^^2 1! ^ ^-^ ^-^ ^ ^2 ^l ^l ^ ^

Preuve : Si deux des ensembles { i ^ i j ^ î [ i^ , j^}î { i^ j -} sont égaux

le membre de gauche de (5.7) est identiquement nul (en tant que polynôme

dans les variables X . ) . Dans le cas contraire, le membre de gauche de

(5.7) est une fonction qui possède au plus 2n pôles et qui s'annule en

3n points (les translatés des points de C par i. , » i« , et i_ , ). Par

conséquent elle est nulle.

Corollaire 5.9 : Si n > 3, la variété Tc(E) est l 'intersection schémati-
que des quadrjques de P. définies par les équations (5.7).

Preuve : Ce corollaire résulte immédiatement du théorème 3.9 et du

corollaire 3.8.

Corollaire 5.10 : Sous les hypothèses de la proposition 5.8 nous avons

(5.8) a a a a + a a . a, a. + a, . a . . a. a. = 0
^ ^ ^3 ^ 1! 3! ll•~l^ -ll-^ ^ ^2 12''ll ^^l ^ ^

Preuve : Cette relation traduit le fait que Tt(0) ç. 7 i (E) .

Proposition 5.11 : Supposons n = 3. Alors les fonctions X , X . , X sont• " " — — — — ^ '—"———————————î————• o l ^ -——~'
liées par la relation

(5.9) X3 + X3 + X3 + 3(R°(0) - 1)X X,X, = 0o i û ^ o i ^

o^ R 0 est la fonction définie par (4.10) ^ 7i(E) est la courbe de P qui
ç ~ — — • — — — — — — — — — — — — — ^ -

admet (5.9) pour équation.
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Preuve : Soient b et b' les constantes telles que

a! "a!
x! = T4' alb + '" ^2 = ~~T+ alb' +""

les fonctions X , X , X , X X . X sont linéairement dépendantes d'après le

théorème 3.11. Il suffit d 'écrire le développement de ces fonctions en T

pour obtenir (5.9) . La dernière aff irmation résulte des théorèmes 3.11
et 3.12.
Remarque : Nous pouvons encore écrire l 'équation (5.9) sous la forme

^o+ x!+ ̂  ̂ o+ ex!+ s23^ ̂ o+ s^i+ e^

- -3R^O) VA

soit encore, compte-tenu de (4.22)

R0 ' TT x = ^R^o) TT x
c ce C clc c c' ç C' c î c

5.4 La loi de groupe

Lemme 5.12 : Soit c? ç L(2^,X ) non nulle, telle que ^ ( P ) = 0. Alors

-P+rg'
(5.10) div ^P = ^ Q_ - 2^

Preuve : Pour simplifier posons ^ = Y pour toute fonction Y et tout

s^ZZ/n2Z . La fonction X 2 ^" 1 ' 2 ^ ) est dans L(2^,X ). Or toutes les
Q

fonctions de cet espace sont paires puisqu'i l a pour base X et X X

avec s^ o. A toute fonction Y nous associons la fonction ¥' définie par
¥ ' ( x ) = ¥(-x) . Nous avons

^r '̂̂  = (x2r/2•("r/2(p))' = ̂ -^^^'^ donc

-r /2^^__ r/2^.)

x-r/2

ce qui donne après translation par -j-g' l ' équat ion fonctionnelle

^P = X2( ( ^ ) ) soit encore



^ ( x ) = X^x) ^(-x+rg' )

pour tout point x € E.

Par conséquent, si Q est un zéro de ^P il en est de même de - Q + r g ' .

Enfin, le diviseur de ^ étant invariant par translation par les

éléments de C nous avons la relation (5.10).

Théorème 5.15 : Soit P € E- C. Posons a = X (P) (donc a ^ 0) .

Soient i ' ^ ^ - ^ ^ i o ^ o ^ v L • ^ ^ v ^ ï } l o ^ v o ï r êî s dans ZS/n 2Z tels que

il+ h = i2+32 = s

(5.11) ( i^j i i ^(^-y
{u^,v^} ^ tu^,v^-{u.^l} ^ ["0^0}

"-r-s ^ 0

Alors

(5.12) X^(x+P) =

\-"i\-". , a<^ ̂ ^^^^^^^ - --x^-j^^^^^^^-)

^.-SVS '^-v/u^^v^^-^-^u^^ ̂ /^

pour tout x € E .

Preuve : Posons N = a . a . X . X . - a . a . X . X et
————— ~1! "J! 12+^ J2+^ ~12 "^ ll+^ jl+^

D = a a X X - a a X X . La fonction N n'est pas
" 1 " 1 2 2 " 2 2 1 v!

identiquement nulle. En effet comme les fonctions X. X et
^ ^+r

X _ ,p^, .F sont linéairement indépendants, pour que N soit nulle il
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faudrait avoir

a . a . = a . a . = 0 .
-1! -3! "2 -^

Si a . était nulle par exemple, le point P serait le translaté par un

élément de C de -i.g' et par conséquent a . a . / 0. Donc N ^ 0.
'~12 "^

De plus, d'après (5.2) nous avons N ( - P + r g ' ) = 0 et comme N Ç L ( 2 C , y , )"— s+<&r

le lemme 5.12 montre que

div N = -p+r^ + p+r+s^ - W

De même nous voyons que D ^ 0 et que

div D = -^ + ^^C - 2 C

Par conséquent

d i v - ï = ~ P + ^ C - ~ P C = d ivX ( x + P ) .• D —'" '~~ r

Si a ^ 0 le point P n'appartient pas à C et 0 n'est pas un pôle de — .

Par conséquent
a . a . a . a. - a . a . a. a.
-i. -3. lo-^ 30-1-1' -^ -3o l-l+^ ^+r

^ç) ^ "1 J! "2 A ^"^ "2 ^ "1 x ^

a a a a - o ^ a a a
-"1 -v! "2 ^2 -"2 ^2 "1 v!

Mais les relations (5.7) montrent que le numérateur de l'expression pré-

cédente est égal a a. . a. . a a tandis que le dénominateur est^-'i ^-'i r -r-8

égal à a^ _^ a^ _^ aQa_y_g • Par conséquent,

^(O)^/1^^
D "o S-l̂ -l



et comme X / -^ ^ = a nous obtenons (5.12).

Corollaire 5.14 : Avec les notations et les hypothèses du théorème
5.15, s^ r ç (ZS/nZ) - {0} nous avons

a 2 ^ X - a a X2

(5.13) X ^ ( x - ^ P ) = oc^ ^/2 ° r———° r r/2

0 ao xr/2 x-r/2 - ar/2a-r/2 ̂

Preuve II suffit d 'écrire (5.12) avec i - u = v = 0, j = -r,

i^ = j^ = v^ = -r/ 2 , u^ = r/2 .

5.5 Les dérivations invariantes

Rappelons qu'il existe une dérivation D non nulle sur le
corps des fonctions de E, définie a un multiple constant près par l'une
des deux propriétés

i) Propriété d'invariance par translation

D ( Y ( x + P ) ) = DY(x+P)

pour toute fonction Y, tout point P de E ; x désignant un point courant
de E.

ii) Si P ç E est tel que Vp(Y) < 0 alors v (DY) = v (Y)-l .

Si P ç. E est tel que v ( Y ) S 0 alors v (D¥) S 0.

Une telle dérivation s'appelle une dérivation invariante sur E .

Théorème 5.15 : Soit D une dérivation invariante sur E et T une
fonction sur E ayant un zéro simple en 0. Posons

DT = a + (3T + o ( T )

et pour tout r / 0

a
(5.14) x? = T (1+ V^ 0 ( T ) )
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Alors

( 5 . 1 5 ) DX = oc(2b . X X - —— X 2 / , ) - PX Xr r/2 o r 2 r/2 o ro r 2 r/2 o
"r/2

Preuve : Les deux propriétés de la dérivation D rappelées au début

de ce paragraphe font que

DX^, € L(2^, ^)

0

Comme cet espace admet X X et X y? comme base (quand r^ o) il existe

des constantes X et p. telles que

DX = X X X + -P.X2
r o r ' r/2

a . 2 ^/2 2V< aÏ/2 ̂ r/2 + x ̂Or DX^, = (-^ + o(^))DT et XX^ + 1̂ X^ = p. - î^—+——— / / ———— £

1 2 2+ o(-=) d 'où p , . a . ^=-a et Xa + 2p-a /p b y = o ce qui démontre le

théorème .

aa^,
Remarques : La dérivation D étant choisie les quantités -—5— et

"r^
2ocbj- (3 ne dépendent pas du choix de T. En caractéristique 2 nous avons

^r--^o\-^T ^r/2
^r/2

et le coefficient - (3 de X X ne dépend que de la normalisation de D,

mais pas du choix de T, ni de r.

En caractéristique / 2 nous pouvons choisir T pour que a = 1

et P = 0 (en prenant pour T une fonction impaire par exemple). Dans

ce cas, les constantes a et b ne dépendent plus du choix de T, nous

^r = ^r/aVr-^t ^/2
•'r/^



e t b = - b , a = - a .r - r -r r

Preuve : II suffit de démontrer (5.16) pour r = 1, les calculs étant

les mêmes dans le cas général a condition de multiplier tous les indices

par r.

Posons, pour tout t, tel que 1 <• t ^ n-1

x^x_, .x^x,
t = ————— r !————

et pour tout t tel que 2 ^ t <• n-2

c =————1———t a . ^ a , .t-1 t+1

Lemme 5.17 : Pour 2 <• t <. n-2 nous avons

(5•17) .̂i -•^t^t -^-i^-i
Preuve : Les formules (5.7) donnent

^t ^-1— ••< — -i. ^ = ——•—— X X . •" "~~"""—~' —•^••*' j ^-1 -t+l a^a^^ o -t a^ 1 -t-1

So^ a+ .,
X - X, , = -=—— X X , - ———• X , X ,

1 t-1 ^^l ° * ^+1 -1 t+l

en substituant dans

X.X ,S, , = xlx-lx-t^+x-lxlxt-l1 -1 t-1 a^

nous trouvons (5.17) sans difficulté.
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Lemme 5.18 : Soit u tel que 1 <. u <s ^ji. Il existe des constantes

.(u) ,(u) (u) (u) (u) (u) ,
^o ' 1 t " •' u ^o î ^1 1 " • • ^ u telles que

Q ^~» •x(u) y2u+l-2i,., „ vi
^n = 1^ xi ^ (xlx-l)

(5.18)

^n-l = ^ ^^X^^^X^^)1

Preuve : Grâce à la f o r m u l f e d e récurrence (5.17) il suffit de prouver

(5.18) pour S, et S .

X^X + X X X ^ X , ^X^X
Nous avons S, = -1——1——^1—1- == -2 X,X , et S = 1 -2 -1 2 .

a! a! '" ^

Les formules (5.7) nous donnent successivement :

A = -^-l^^l^2^ ^-2^2 - °

B = a^X,X_^a^X2^ - a^ X^ X^ - 0

C = - aaa^X_3Xg-a^a^X_^X^+ ^X^X^ = 0

Calculons D = aJX^A+ a^ a^ X^B + a^ X^ C. Nous avons

D = -(a^a^)X^X^ . a^ ̂  a^ X^ a, a -̂ X2^ . a,a^ X^X _^ -, 0

d' où

5 4a a + a a
ç <- y" ^ 1 4 v v v
^ = - -2 ̂  + -3--2——— xoxlx-l

^ ^^^

Nous avons donc démontré le lemme 5.18 et trouvé

/^O u(1) ̂
(5.19) (' 1 a!

X^^ ^ T,(l) •̂  + "t ̂
o 2 A! - 3 2 — — — —

a! a! ̂ ^



En posant t = 2u dans (5.17) et en substituant (5.18) nous obtenons

/u+l) -, - /">
u+1 "a

d'où ^u) = (-l)"-1,^ et

(5.20) ^u) = (-1)"-1 î .

De même, en posant t = 2n+l dans (5.17) et en substituant (5.18) nous

obtenons

,(u+l) ^ (u+1) .(u)À . = — c.» „ u .. - Àu+1 a 2u+l u+1 u

soit, compte tenu de (5.20) ,

(5.21) (-D-^^^-^c^^-D-X^
a!

d 'où nous déduisons

(5.22) (-l)"^ - -2^ [c^c^....c^] - ̂  .

"1

Comme c = c nous obtenonst n-t
n-1 /n- l t 5 4--5- (-5—) a , a + a a

(5.23) ( -D 2 ^ --^[^-^....c^j- -|-̂ ———4 .
-2- ^ -2- "l^^

Mais

vn -,n /i1-!'^ n-1 /n- l^x. + x (-7-) — ("r"̂
S , = - —^——=-3- = X " X (X,X ,) 2 + . . . + \ 2 X"n-1 a n-1 o 1 -1 o o

2

d'après (5.18). En développant les deux membres de cette expression au
voisinage de 0 grâce à (5.14) nous obtenons

^n- lx n-1

'^l-^ = \J[ ^ 2

2
d ' o ù la relation (5.16), ce qui achevé la démonstration de la

proposition 5.16 .
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Remarques i) Nous avons en posant b ' = b - b

^21.2 - (21.2)^) - (b^-2tb^)=-|c^

et
5 4a,-, + a, a

2(b,-2b,) =--!———
a! -^

en effet)

s -ÏLâlljS^ .^t)x (x,x ,)\...^(t)^l
21 a , t o 1 -1 o o

En prenant le développement en x au voisinage de 0 des deux membres de

cette relation nous trouvons

2(b^ - 2tbp = (-l)*?^

et comme (-l)*^^ - -^ [c- + c^+. . . + c^ ^J - X^ l ) d'après (5.2l)
^

nous obtenons les relations cherchées.

ii) Nous verrons ultérieurement que les expressions b - b
sont des formes modulaires de poids 1 pour r (n ) . La formule (5.16)

montre comment ces formes et les formes 1/a sont reliées.r

5.6 Cohérence des fonctions X . „——————————————————— r g ' , C

Soit C- un sous-groupe de C. Posons

n, = # C , , d = ^ = [ C : C ^

ë[ = dg ' .

Théorème 5.19 : Pour tout r ê (5Z/n 2Z) - {0} nous avons

^.g^C, ^—————————, X . „
(5.24)

"l^^g^C^ r^r^mod n^) "^g^C



Preuve : II est clair que X ç L ( C ) . Il existe donc desr^,C^

constantes X avec s ç Z/nZ telles quer

v — / \ ®S^i-s'sr^S^'c
Soit ^ £ C,. Alors X^^ (P-^) = e^r^,^^ =

^^ ^''Sl) X^.^ . D'où

e^(r^,g^)X^ = e^sg-,6,)^

pour tout g. ç C- . Comme

e^(sg- ,g^) = e^(^,g^)

d'après le théorème 1.17 nous trouvons

e^^g/1"8 X^ = X^

pour tout g ç. C . Nous pouvons supposer que C. /^ (0) sinon la

formule (5.24) est trivialement vraie. Par conséquent, n. > 1 et
e ( g ^ ï g ^ ) parcourt p. quand g parcourt C,. Ceci montre que X® = 0

1 -[ i l r,

si s ^ r (mod n ). Donc

^l61''3! = r = r,(n.odn^l ̂ '^

Nous pouvons supposer C ^ C sinon la relation (5.24) est trivialement
vérifiée.

Soit g ç C - C . Alors

(5.25) ^ , p = > .̂ X1' e (re' e-) X
'l^^l r =r^(modn;) ^ " g '^^•.C

et la fonction X n ' a pas de pôle en 0. Multiplions les deux
l0!' 1
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membres de (5.25) par T et calculons leur valeur en 0. Nous trouvons
pour tout g ç. C - c.

0 = 2————————-^r e ( r ë 1 ï g ) a re» Cr - r^(modn^) r! n rg î c

Nous pouvons écrire r = r, + t n . » alors

e^( rg ' ,g ) = e ^ ( r ^ g * , g ) e ^ ( t n ^ g ' , g )

et nous avons

^———i r,+tn,
(5.26) 0 = 2——— X 1 ^ (tn g ' ,g)a

t modd " l n 1 ^^^f »C

Lorsque g parcourt C - C, , la racine neme de l 'un i té» e (n g ' i g ) ,

parcourt p. -{1} • Les équations (5.26) forment un système dont la solu-"-<"1tion est

.rl+tnl
\ tA. a . = constante .r! (î ' i+tn^g'iC

II en résulte que

X = cte x )______^ ^ îc

I6!1 1 r=r^(modn^) ^g^C

Pour calculer la constante il reste à évaluer le résidu des deux

membres de cette égalité en 0 et finalement nous obtenons (5.24).

Remarques : i) II est facile de vérifier sur la formule (5.24) que

\^c, ̂ ^--1 •
ii) Si on reprend la formule (5.14) on trouve

\^ _ 5————: ^,,ç
"1 r=r^ (modn^) "



5.7 Le groupe Sp(E )

Définition 5.20 : Nous notons

Sp(E^) = [aç. Au t (E^) | e^ (g^ ,g^ ) = e^(og^crg^) pour

tous g^ et g^C E^}

A tout élément a ç Aut(E^) nous associons u ç Z/nZ , v ç ZS/nZ ,
g^ € C, c? € Hom(C,Z/n 5Z) uniquement définis par les équations

(5.27) cr" °(ï

^6 = ^(g)g î + v^g pour tout g ç C

Lemme 5.21 : La condition nécessaire et suffisante pour que
a ç. Aut (E ) soit dans Sp(E ) est

^a - V^ = 1

Preuve : Pour tout g ç. C, nous avons

u v -(p (g)
e^(cïg ' ,ag) = e^(g' ,g) a a e^(g' ,g^) a

Comme (? ç Hom(C,Z/nZ) nous avons

-cp (g) -(p (g )
e,(g',g,) ' - e,(g.,g) ° a

puisque
cp^(g) ^ cp^g^)

u v -<P (g )
Donc e^ag'og) = e^ (g ' , g ) cï cy (ï cr , pour tout g ç C, d 'où la

conclusion .

Proposition 5.22 : Soit a ç Sp(E^). Pour tout r ç Z/nZ nous avons

<5•2 8> ^(...C^^^e^.,^^^-^^
s (Vo-^(g»/2

^^•'^ \r^(,).C
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en notant R la fonction définie par (4.10).

Preuve : Nous tirons de (4 .22)

^(rg.^C^0 = |̂  en(061'og)'l/2^.^,C

ce qui, compte-tenu de (5.27) et (4.5) n'est autre que (5.28).

Corollaire 5.23 : Soit g un générateur de C. Posons u = a » v = d »

g = bg , (? (g) = c j^fc Ç = e ( g ' » g ) . Alors Ç est un générateur de p. »

la matrice (a b) est dans. SL (Z/n2Z) et——————— c a — • ^ —^' ^
abr + 2bcrs + cds

(-9) X^^^R^^Z^S ^ ^cs)..,C

Preuve ; II est clair que Ç engendre p, . Le fait que (a ,) soit dans

SL-(Z/nZ) vient du lemme 5.2. Enfin, (5.29) n'est que la traduction de

(5.28).



D E U X I E M E P A R T I E

Dans toute cette partie la lettre n désigne un nombre premier
fixéi strictement supérieur a 3. Tous les schémas considérés sont

au-dessus de 5z[l/n] .

Nous utiliserons un langage imagé» souvent incorrect» mais
nous sommes sûrs que le lecteur n 'aura aucune peine à faire la

traduction en style canonique.

CHAPITRE 6

Le schéma Q

Nous définissons dans ce chapitre :
i ) Un schéma û qui est le sous-schéma de P des zéros communs
aux polynômes ( 6 . 1 2 ) .
ii) Un groupe étale Sp(5Z/n2Z x p. ) qui opère sur P et laissen
stable Q. o
iii) Un sous-schéma étale IP de Q» de degré ( n - l)/2» qu'on appelle
le schéma des pointes» sur lequel Sp(%/nZxp, ) opère transitivement.n

6.1 Le groupe Sp(Z/nZ2 x p. )

Définition 6.1 : Nous notons Sp(5Z/nxp. ) le schéma en groupes étale
~^~'""~——'""—"'—'"—~'—'—'" p i ^ u rau-dessus de Z[l/n] "formé de l 'ensemble des matrices ((Q ) avec

uç 2Z/n2Z , v ç. Z/nZS , F ç p. , (? ç. Hom(p, ,Z/nZZ) qui satisfont à lan n
condition

(6.1) uv- < P ( Ç ) = 1 . "

La loi de composition est donnée par

(6.2) (" ^V"' ^J""'^ î'" ^ )
\ ( p v / \ ^ ' v ' / ^ u ' ^ P + v ^ ' v v ' + ^ P ( Ç ' ) /



74

L'élément neutre est la matrice („ ) et l 'inverse de (u î ) est

(v ^)'-<? u ; "

Proposition 6.2 : i) Soit T un générateur de p. (z[l/n][p. 1 ).
L'application

/ u A / u b\
e^ : .__>

\ q) y / \ ^ ( - r ) v/

est un isomorphisme défini sur 2Z[l/n"| jie Sp(2Z/nZZxp, ) sur

SL(2,2Z/nZ).

ii) Soit s € (2Z/n2Z)x . Pour tout cr ç Sp(2Z/n2Z x p. )
nous avons

/ s"1 0\ / s 0\
(6.3) e _^)= 9^)

T® \ 0 il T \ 0 i l

iii) Si Y est un automorphisme de z[l/nj[p, ]

tel que Y C, = Ç pour tout Ç ç p. nous avons

/ u n / u e^ / s o\ / u ç \ / s"1 o \
(6.4) y = 1 =

V ^ P v 7 Y s ^ v / \ 0 l / ^ v / \ 0 l /

Corollaire 6.5 : Soit k une 2Z[l/n][p, ^-algèbre a spectre connexe. Le

groupe Sp(2Z/n2Z x p. ) ( k ) est engendré par les matrices de la forme

n̂ .0 ^"
Preuves : La proposition 6.2 est immédiate. Le corollaire 6.3 résulte
du fait que SL(2,Z/nZ) est engendré par les matrices (1 1) et (° ""1) .

Nous verrons (proposition 7.8) que le groupe Sp(Z/n2Zxp. )

opère sur Z/n2Zxp.^ et que son image dans Aut(Z/nZxp, ) est le sous-

groupe qui respecte une forme bilinéaire alternée non dégénérée à

valeurs dans p- » d ' ou le nom donné a Sp(Z/n2Z x p, ).

6.2 Action de Sp(ZS/nZxp, ) sur p11"1
..^——________ ^ _____

Choisissons dans A un système de coordonnées affines indexées
par 2Z/nZ . Soit a = ( u °) dans Sp(2Z/n2Z x p. ). Pour tout



A = ( A ( 0 ) , A ( 1 ) , ) dans A" posons

m^A = A' = ( A ' ( 0 ) , A ' ( 1 ) , . . . )

avec

(6.5) A.(r) - HZ çur2^^)^) ̂  ̂ ^_
T ë ^

Le^"°e 6-4 : i) L'application a - m^ est définie «ur a[l/nj .

ii) Si, o ̂  a- sont dans Sp(a;/nSZxn ) il existe une
matrice scalaire d(j.o') telle que ~

"•o "'ff. = d(">° ')"^,

iii) Pour tout a ç. Sp(Z/nZ x p.^), la matrice m est dans

GL(n,z[l/n][v.J) .

P1'0"^ : 1) Soit Y un automorphisme de Z,[l/n}[v. ] tel que / £ = Ç®

pour tout g ç 11̂ . Alors, d'après (6.5),

YA.(r) = F: esu r2+2^sv (T )Tsv l f '<T)A(ur^(T)).
T Ç ^

En posant T = v® dans cette formule nous obtenons

r A ' f r ) - Z ' ' - s u r + 2 r ( P ( v ) v s ~ l ( P ( ^ ) , / - 1 - ,,TA ( r ) -^——— ç v A ( u r + s ( P ( ^ ) )

'^n

/ u ç^
et comme YG = nous avons

\ s" ^ v /

V^V) = «n^A

ce qui prouve que 1 ' application a »-» m^ est bien définie sur %[l/n]

ii) Le groupe Sp(Z/nZxp.^) étant engendré par T = ( 1 ^)

et s = ( ^ P o ) ' il suffi t P0^ prouver l ' a f f i rma t ion ii) de montrer
l'existence des matrices scalaires d ( o , T ) et d ( c ï , s ) quand a est une
matrice quelconque de Sp(2Z/n2Zxp, ).

Posons cr = 1 1 et calculons

^1 ^1

m^(m^A) = A ' .
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D'après (6.5) nous avons

^———, u,r2+2r^(T) V . P (ï) (u,r+^P (T ) ) 2

A ' ( r ) = 2 _ _ . Ci ^ C A(u^r+^( ï ) )
T ê ^

^——. u, u.r^r ^.(ï) v^.d:) ^(ï)2

= 2——, ((; /; 1 ) 1 1 T 1 1 C A(u^r4-^ ( ï ) ) .
T Ç ^

^ ( T ) CP1 (S ) ,
Mais Ç 1 = T et

, , , , u u r 2 + 2 r ^ ( T ) (v 4- cp (ç) )cp ( ̂
A ' C r ) = S (C,î 1) 1 1 , 1 1 ^ 1 A(U^.^(T)).

"l
^1 ^1 \

et comme crT = i j nous constatons que

i ^-^/o
m^(m^A) = m^A

ce qui montre l'existence de la matrice d(cr ,T) qui n'est autre que la

matrice identité.
Calculons m (m A) = A ' . D'après (6.5) nous avonsa s

<r——• u r 2 + 2 r t P ( ï ) v/P ( ï ) r———• 2 ( u r + ^ P ( T ) ) ^ P ( T ' )
A ' ( r ) = 2__ r 1 1 T 1 1 2———> . ç 1 A A ( ^ P ( T ' ) )

T Ç ^ T ' Ç ^

Posons dans cette égalité T ' = ^ T" alors

^——— u r 2 2 u r 2 ( P ( Ç ) + 2 u r ( P ( T " )
A ' ( r ) = 2 — — — . ^ 1 ç 1 1 1 A ( ^ ( C Ï T " ) ) M ( T " )

^'^n

où nous avons noté

s.——• 2^ (ï) v/P (ï) 2 ( P, (T) [ r ^ ( r , )+ C P(T" ) ]
M(T") = ^——• C i - ^ Ç

^^n

'p(cl) < P ( r ) -iComme Ç = Ç » = ^ (puisque ^ ( Ç ) = -l) nous pouvons simplifier

ces expressions et nous obtenons

T- -u r2 2u r ^ ( T " )
(6.6) A ' ( r ) = Z. ^ 1 ^ Md'QAW^T")) et



^———• V.^P ( ï ) 2^ ( T ) ^ ( T " )
M ( T " ) = 2——. T 1 1 ç 1

T€^

Nous allons donner une autre expression de M( ï " ) . Deux cas sont a
envisager.

Premier cas :v^ = 0 ; alors ^(C^) = -1 et ^ est un isomorphisme entre
p. et ZB/nZS . Nous avons donc

M(T") = > ^(T")U

uç Z/nZ

ce qui s'écrit encore, compte-tenu de

^(T") ^ ^(ç) ^ ^.-1^

M ( T " ) = ^ T""211

u € Z/nZ

II en résulte que

( 0 si T" ^ 1
(6.7) M ( r " ) = ^

L n si T" = 1

v
Deuxième cas : v ^ 0. Posons T "= t . Alors

M(x") = ZI; /l^^tV^^
T ë ^

Faisons dans cette formule le changement de variable T = et ce qui donne

^——• v V (et) 2v f ,(6t)V(t)
M(T") = 2__i (9t) 1 1 C

e e ^

^( t ) C P ( ^ ) —1comme C = t - = t~ nous trouvons

M(.") -. FZ. ̂ ^^W^^ -v^(t)
e e ^

V..V (t) v V (9)
et puisque 9 = t 1 1 nous obtenons enfin
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^—' V . P (9 ) -v/P ( t)
(6.8) M ( T " ) = (2__ 9 )t 1 1

^n

Nous pouvons regrouper les résultats (6.7) et (6.8) en une seule

expression. Pour cela introduisons

^——' v ^ P ( 9 )
(6.9) G(v ,<P , ) = 2——. 9

9€^

Cette expression est une "somme de Gauss", qui n'est jamais nulle, et

nous avons démontré que
v.

( 0 si T" ff. p.

M(T" ) = - v ^ ( t ) n v^
G(v ^ )t si T" = t avec t 6 p,

Si nous reportons ce résultat dans (6.6) nous obtenons

G(v^,) ^——— u [^(r^^rv^t)] ^P ((^v^t) v
A ' ( r ) = . 1 ^ 2 — — ç 1 1 1 t 1 1 A(^ t1 ) )

^l1 1 1 7 tç^

/ ^ (Cl ) C111 \
et comme aS = ( nous avons

\v^P ^^ (CV

m^mgA) . d(^,S)m^A

où d(or,s) est la matrice scalaire dont les éléments diagonaux valent

G(v^)

(v ,n)

iii) Le nombre G^.^ ) est dans Z^p. ] et nous savons [Eij

que G ( v . P )G(-v , P ) = î n . Par conséquent, G ( v . P ) ainsi que (v ,n)

sont inversibles dans z[l/n][p, ] . Il en résulte, puisque T et S

engendrent Sp(2Z/n 7L x p. ) que toutes les matrices scalaires d ( c r , c r ' )

sont dans GL(n, z[l/nj[p. ] ) . Il suffi t donc de démontrer que m et m

sont dans GL(n , z[ 1/n] [p. 1).



D'après ( 6 . 5 ) , la matrice m^ est une matrice diagonale. En
effet, si m A = A ' nous avons

2
( 6 . 1 0 ) A ' ( r ) = n^ A ( r )

d' ou
"f1 2

n-1 2 Z_ r

detn,^n"n S1' = "" C1"0

r=o

M • ^T1 2 - (n- l )n(2n-l)
Z- r - ———fi————— et G0"1"1® " est premier a 6 nous avons
r=o

det m^ = n" ce qui prouve que m^ ç GL(n, 2Z [l/nj[p. 1). Calculons

maintenant det nig . Posons nigA = A ' . D'après (6.5) nous avons

A ' ( r ) - Zr^^AWT))

^n

et comme ^ est un isomorphisme puisque ^ ( Ç ) = -1 nous pouvons récrire
cette formule

( 6 .11 ) A ' ( r ) = > ^2rt A( t )
t 6 Z/nZ

Nous voyons que le coefficient a^ . de là matrice m est Ç213 et que

detnj^ est un déterminant de Van der Monde. Si nous notons m ' la matrice
déduite de nig en changeant Ç en Ç~1 nous obtenons

det m - t det m '
~ S

et

m ^ m g = n.id

Par conséquent, (detm^) 2 = t n" et la encore, m^ est dans GL(n,z[l/n] [^ "] ).

Remarques i) Les relations ( 6 . 1 0 ) et ( 6 . 1 1 ) établissent un lien entre
les matrices m^ et la représentation du groupe métaplectique de Weil.
La relation ( 6 . 1 0 ) montre que T= (^) est associée a l'opérateur de
multiplication par la gaussienne r^ n^ alors que ( 6 . 1 l ) montre que
s = (^ ^) est associée à un opérateur de transformation de Fourier.
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ii) Le lemme 6.4 est encore vrai si on suppose seulement n

impair, pas premier. Nous trouvons encore d ( o , T ) = id et d ( O î s ) est la
G(v^)

matrice scalaire ayant pour élément diagonal -7————ç— où G ( v . P , ) est

défini par (6.9) et (v ,n) est le PGCD de v et n .

Corollaire 6.5 : Si nous notons m^ 1'image de m dans PGL(n) ,

1 ' application a *-* m^ est un homomorphisme de Sp(5Z/n2Z x -jj, ) dans

PGL(n) , défini sur Z5^1/n^ . De plus cet homomorphisme est un monomor-

phisme.

Preuve : La seule chose a montrer est que o '-* lîT^ est un monomorphisme.

Soit k une ZZ[l/n][p, ]- algèbre et soit a = (u ^ ) ç. Sp(Z/n2; x p. ) ( k )

tel que m" = id . Alors» d'après (6.5) nous avons

ur + ^ ( ï ) = r

pour tout r ê 2&/nZ et tout T ç p, . E n prenant r = 1 et T = 1 nous

obtenons u = 1 et ^P = 0. Il en résulte que m est la matrice diagonale

définie par

"i,i = "S1 '

pour que m^ = id, il faut que C, = 1 d 'où a = (-. .) qui est» rappelons-le

l 'élément neutre de Sp(%/nZxp, ) .

A partir de maintenant nous n 'uti l iserons plus les notations

m et m^ et nous noterons oa le transformé du point a de P par m^ .
ÇJ ——— (J ——————————————————————————————— ———————————————————————————————————S-——————— ——— t-——— Q



6.3 Le schéma û

Considérons les polynômes suivants

R' = Ao o

R! = A. + A .1 1 - 1 (i ç Z/nZ)

R,. = A . . A . . A . A .
1 ^2 ^^2 1! 3!

<6.12)
A. A .

'l-^ ^-^ '2 ^

+ A. . A . . A. A .
^-'l 32-ll '3 ^

où I = (i , j , i , j , i , j ) est un sextuplet d 'éléments de 2Z/n2Z tels que

il+ 3! = ^2^2 = i 3 + j 3

Définit ion 6.5 : Nous notons Q le sous-zÇl/n^ - schéma de P11" défini

par l ' idéal engendré par les polynômes (6.12).

Remarques : i) Soient u et v dans ZS/nZS tels que uv = 1. Nous verrons

(défini t ion 6.1l) que le point a = ( a (0 ) : a ( l ) : ) ç P11"1^!/^)

défini par

a ( i )

0 si i ̂  t v/2

a(v/2) = -a(-v/2) = 1

appartient a Q(z[l/nJ ).

ii) Si deux des trois ensembles [ i ^ j^ ) , { i ^ , j ^ } , {i,^,)

du sextuple! I = ( i ^ , j ^ , i ^ , j ^ , i ^ , j ) sont égaux, le polynôme R est

dans l ' idéal engendré par les polynômes R ' et R . .

Proposition 6.6 : Soit a un point de G et soit a ç. Sp(Z/nZx -^ ).
Alors CTa est un point de 0. Autrement dit , l ' ac t ion de Sp(Z/nZx u )

n-1 ————————— risur P respecte G.
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preuve : I! suffi t de vérifier cette aff i rmat ion pour a = T = (1 ^ ) et
0 r . ° 1

0 = s = (q) O^ • P0®011® a = ( a ( 0 ) : a ( l ) : ) et Oa = a» = ( a ' ( 0 ) : a 'd) : ).

Premier cas : a= T = (^ ^) . Alors d'après (6.5)

2
a'(r) = n ̂  a(r) .

Il est clair que a ' ( 0 ) = 0 et que a ' ( - r ) = - a ' ( r ) .

Soit 1 = ( ^ ï J ^ ï ^ ' J ^ î ^ J ^ ) un sextuple! de Z/n2Z tel que
i l+ 3! = i2+ ^2 = i3+ ^3 = a • Alors

^-^^^-^^^^-i^^i^^^^^

- (3^2i^2i^-^)

et comme J^ Si^i^ + 2^33 - î  (a - i^)2 + 2i^a - ̂  = a2 , nous
obtenons

^-^^-^^M- Zd^^-2

r=l

Nous avons le même résultat en effectuant une permutation circulaire
sur les indices 1, 2, 3 et par conséquent

àd^j2)-»2

<4(a.) = S1-1 r 3r ^(a)

ce qui montre que a' annule les polynômes (6.9) .

Deuxième cas : a = S = (^ ^) . Alors, d'après (6.5)

a-(r) = ZZ ^^aW.))

^\

ou encore, puisque ^ est un isomorphisme

a.(r) = > ^ ç^ad)
t ç. Z/nZ



Comme a(0) = 0 et a ( t ) + a(-t) = 0 nous avons a ' ( o ) = S a(t) = 0 •
t

De même

a ' ( r ) + a'(-r) = E ^^(D+S C'^'ad')
t f

= Z C2 ^ t (a( t )4- a(-t)) = 0
t

Calculons R - ^ a ' ) . En posant

- > ^^-^l^^-^^1!^^ , . /, . / , . /, .B = £-————————• Ç a(t^)a(t^)a(t,)a(t,)
t l l t2 ï t31 t4

^———————— 2 [( i1- i^) t1 + (Ji-1-;)1^^ + ^S4' ll9tA]— y l u i 1 0 & 6 Ô 6 4 / . \ / . \ / \ / \B = Z———————> ç a(t,)a(t )a(t )a(t )
+ + + + l û O tt^,t^,t^,t^

^-————————• 2[(i -i )t + ( J2- i . ) t3+ i t + j t . 1
B^ = 2________. Ç 2 1 1 2 1 2 3 3 3 4a(^)a ( t^a( t3 )a ( t4 )

t l l t2 î t3 î t4

nous avons

f t ^ ( a < ) = B^B^B^ .

Faisons dans B le changement de variables

t! = "3-"2

*2 = "1^1-"3-"2
(6.13)

^^ "1

^ = "1

et posons

l) = "1 + v!

^ - " - ^

^ = " - "2
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Le sextuple! J = ("i»^»11^^»^,^) est tel que

u! + v! = U 2 + V 2 = U 3 + V 3 = u et nous obtenons

„ - 2^i^i2)(^-u2)+(^-i2HV^U2)+ilul+hv^
"-. = ^ (a x1 J

a (u^-u^)a (v^ -u^)a (u^ )a (v )

Or

( i3- i2)(u3-u2)+( j3- i2)(v3-u2)+ilul+jlvl =

S11! ̂ lvl+ ̂ 2 + ̂ 2 + ̂  + ̂ 3 - au

et par conséquent ,

2[ Y ( i u + j v ) - aU]^—i r r "r r J

B^ = S C ~ a (u^ -u^ )a (v^ -u^ )a (u^ )a (v )
J

Enfin, nous faisons dans B et B les changements de variables déduits

de (6.13) par permutation circulaire sur 1,2,3 et nous en déduisons
3

^Z^r-^r^-0^
R . ( a ' ) = S Ç r=l R , ( a )
1 J J

ce qui montre que ( l ^ ( a ' ) = 0 et la proposition est démontrée.

Remarque : Les résultats des paragraphes 6.1, 6.2, 6.3 restent
valables si on suppose seulement n impair (mais pas nécessairement
premier supérieur a 3).

6 . 4 Les pointes de Q

Définition 6 . 7 : Nous notons [^] = (a(0 ) : a ( l ) : ) le point de P " " 1



ç 0 si i / t 1/2 ç. Z/nZ
(6.14) a ( i ) = J

^(1/2) = -a(-l/2) = 1

Lemme 6.8 : Le point [ " I appartient aQ(z|"l/n1).

Preuve : Soit 1 = (i , j ,i , j , i - , j ) tel que l ' un des trois monômes

de S l - r ( L f ) J ^ ne solt pas nul. Nous pouvons supposer que c'est

a ( i _ i ^ ) a ( j - i ) a ( i ) a ( j ) .

Par conséquent nous avons

^-^ = ± 1/2 j 3 - i 2 = = ± 1/2

i^ = t 1/2 j^ = ± 1/2 .

Ces équations définissent 16 systèmes linéaires. Leur solution montre

que dans chaque cas deux des trois ensembles { i ^ î j ^ } { ^ o ï J o î î1^1^}

sont égaux. Par conséquent (nous l 'avons remarqué après la définition

6.5) le polynôme R,- est dans l ' idéal engendré par les polynômes R ' et R , . .

Mais comme a(o) = 0 et a ( i ) + a(-i) = 0 pour tout i € 2Z/n2Z nous voyons

que [^J ç a(<l/n1).

Définit ion 6.9 : Nous notons P l 'orbite dans P11"1 de [1] sous

l 'action de Sp(Z/nZSxp. ). C'est un sous-schéma étale de Q que nous

appelons le schéma des pointes de Œ.

Si k désigne une z[1/n]- algèbre nous disons que les éléments de P(k)

sont les pointes de Q(k ) .

Lemme 6.10 : Le stabilisateur de [.J ç. Q(k) dans Sp(Z/naxp, ) ( k )

est l 'ensemble des matrices a == (u ").

Preuve : Nous pouvons supposer que k a un spectre connexe. Si a laisse
fixe [_j il existe X inversible tel que
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Xa(r) =ZZ: e"1^21'^^^,-^))
T e ^

Supposons ^ / 0. Alors t? est un isomorphisme et il existe T ç p. (k) tel

aue ^(ï ) = 1. Nous avons donco

^—————• 2 2, / \ ) .-ur + 2rt vt , , vXa ( r ) = t-—————. Ç T a ( u r + t )
t € 2Z/nS °

Mais a(r) ^ 0 seulement si r = t 1/2. Par conséquent

Wr) = ^-"'•'-^(Va-urî^ç-ur^^-l/a-ur)2^^/^

d'ou nous tirons

(Çr"^)21' = 1 pour tout r ^ t l / 2

et

^-o"^1

Ces deux égalités étant incompatibles il en résulte c? = 0 et que
u € (Z/n2Z)x . Alors

Xa( r ) == n Ç a(ur)

ce qui donne 1/2 = t u/2 et u = t 1 . Réciproquement, si (? = 0 et
u .=v = t l,il est clair que cf [^) = [^ .

Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 6.11 : Si_ o = (^ ^ ) et c f * = (u ^.') sont dans Sp(Z/nZx p. ) (k )

nous avons ^[^-.1 = ^ ' L n J '

En effet , cr~ c f * stabilise [,.] .

Soit (u ,^ ) € 2Z/nZxHom(p, ,Z/n2Z)(k) avec (u ,^ ) / (0,0). Il

existe ^ € ^-n^ et v e ^"^ tel(cî q11® cf = (^ ^) so1^ dans Sp(Z/nZZxp- ) ( k ) .



D'après le corollaire 6.10, le point cr[^] de P(k) ne dépend pas du choix
de Ç et v. Ceci nous permet de poser :

Définition 6.12 : Soit a = (^ c) ç Sp(Z/n2; x p,^) (k) . Nous notons (^]

le point de 0(k) défini par

r^iï̂  = ^1L(pJ - -l-o.'

et nous disons que [^] est une représentation de la pointe c?[~] dans
Z/n2ZxHom(ii ,2Z/nZ)(k).n

Nous déduisons immédiatement du lemme 6.10.

Proposition 6.15 : i) Nous avons [u] = [ u ] si et seulement si u = eu'
et ^ = e^P' avec e = 1. Autrement dit, si_ k a un spectre connexe, une

pointe de û(k) possède au plus deux représentations dans

Z/nZZ x Hom(p. ,Z/nZ)(k) .

ii) Si (u - ) ç. Sp(Z/nZxp. ) nous avons

-, uu' + ^ ( C ' )«>•") c,": c;) ̂  -, c^, ^ ^ ] .

Corollaire 6.14 : Le schéma P est un z[l/n^ -schéma étale de degré

(n -1)/2. De plus, P(z[l/n] ) est formé des (n-l)/2 pointes du type [u] .

Plus précisément, si y € Aut(z[l/n] [p, 1 ) est tel que y Ç = ^s pour
tout Ç ç p. nous avons

(6.16) v[^] =

s-^-

preuve : D'après la proposition 6.13, si k désigne une z[l/n][v. 1

algèbre a spectre connexe, P(k) possède deux fois moins d 'éléments qu ' i l
y a de couples (u ,^ ) avec ( u . ^ P ) ^ (0,0). D ' o ù # P ( k ) = (n2-!)^

La formule (6.16) résulte de (6 .4) . Elle montre que les seules pointes

L^J fixes par r sont celles pour lesquelles (? = 0 (car n> 3) et
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toujours a cause de la proposition 6.13, il y a (n~l)/2 telles pointes.

Remarque : II faut noter qu 'une pointe de P(k) n ' a jamais une seule

représentation dans Z/nZ x Hom(v. ,Z/nZ)(k). Ou bien elle en a deux, ou

bien elle n ' en a aucune. Dans ce cas il existe une extension quadratique

de k sur laquelle la pointe a deux représentations, et cette extension

s'obtient en adjoignant a k les racines n01"08 de l 'unité.

Définition 6.15 : Nous dirons que les pointes de la forme [u] sont les

pointes rationnelles de (3.

Proposition 6.16 : Soient k une 7L [l/nj[p. ]-algèbre et [u] une pointe

de d(k). Nous pouvons choisir des coordonnées projectives

(a(o) : a(l) : ) ^e [^J de la façon suivante .

i) Si (? = 0

( 0 si r ^ ± l/2n
(6.17) a(r) = <

^ a(l/2u)= -a(-l/2u) = 1

ii) Si c?^ 0, il existe un unique générateur T € p. tel que

^(r ) = 1 j^fc

(6.18) a(r) = ï^2^ - T111'2 + r
o o

Preuve : Ces formules résultent immédiatement de (6.5) et (6.14) .

Théorème 6.17 : Soit k une %[1/n][p. 1 - algèbre a spectre connexe. Les

pointes de Q(k) sont les seuls points de Q(k) dont le stabilisateur

dans Sp(Z/nZ x p, ) ( k ) ait un ordre divisible par n.

Preuve : D'après le lemme 6.9 et la définition 6.11 nous savons que le

stabilisateur dans Sp(2Z/nZSxp. )(k) d'une pointe possède 2n éléments.

Réciproquement, soit a € G ( k ) ayant dans Sp(Z/n2Zxp. ) ( k ) un stabilisateur
n

dont l'ordre est divisible par le nombre premier n. Alors, il existe dans

ce stabilisateur un élément d'ordre n qui est conjugué dans Sp(Z/n5ZXTi ) (k)

d'une matrice de la forme (^ j) avec ^ un générateur de p, . (Ceci

résulte du fait que Sp(Z/nZ x p, ) ( k ) est isomorphe au groupe

SL^(Z/nZ) pour lequel cette propriété est bien connue). Nous en



déduisons que le point a est le transformé par un élément de

Sp(Z/nZx V^)(k) d 'un point de 0(k) laissé fixe par la matrice

^0 1 " ^ous Q0111111®® donc ramenés a l 'é tude de ce cas. Supposons donc

a € 0(k) tel que a a = a avec o = ( v ) . D'après (6.5) il existe une

constante X inversible telle que

2
Xa(r) = Ç1' a(r)

pour tout r ç Z/nZ . Ceci n'est possible que si tous les a( r ) sauf

deux, que nous notons a(i ) et a(-i ) sont nuls. Par conséquent, a est
rl/2i 1 '

la pointe [ °J de 0 (d 'après (6.17)) et le théorème est démontré.

Lemme 6.18 : Soit k une ZZ[l/n^i - algèbre qui soit un corps. Si

a = ( a ( 0 ) : a( l ) : ) ç Q(k) n'est pas une pointe rationnelle alors

a ( i ) ^ 0 pour tout i ^ 0 .

Preuve : Si a n'est pas une pointe rationnelle d'après (6.17) il

existe 1 et J dans 2Z/n2Ztels que a ( l ) ^ 0 , a(J) ^ 0 et 1 ^ ± J .

Admettons pour un instant le lemme suivant :

Lemme 6.19 : Soit b = (b (0) : b ( l ) : ) ç Q ( k ) . ^j_ b ( l ) et b(J) sont

différents de zéros avec 1 ^ t J alors b(Ct+J)/2) ^t b(l/2) ne sont pas
nuls.

Par récurrence, il résulte de ce lemme que pour tout m S: 0 et
tout r tel que

0 <: r <: 2"' et I + rd-jr21" ^ 0

nous avons b( 1 + r( I-J)"21") ^ 0 . Or, quand 2"1 > n, quel que soit
s ç Z/n2Z ^ il existe un entier r tel que

I+rd-J^-"1 = s (car I - J / 0)

Par conséquent, pour tout s ç 7L /nZ - {0} , nous avons b(s) / 0 ce
qui démontre le lemme 6.18 en prenant b = a.
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Démonstration du lemme 6.19 : Posons p = ( I + J ) / 2 et supposons
b ( p ) = 0. A tout élément t de Z/n2Z associons le sextuple!

^ = ^l13!^11^^^

défini par les équations

i^ = I+ tp J^ = I+ (t-2)p

i2 = -P J2 = 2 1 + (2t-l)p

i^ = I+ (t-l)p j^ = I+ (f-l)p

Nous avons i^+ j^ = i^+ j^ = i^ + j^ et

0 = R (b) = b ( l + tp)3^^ ( t -2 )p ) + b ( - I - ( t + l ) p ) b ( l + ( t - l )p ) 3

soit encore

b ( l + tp)3^! + ( t - 2 )p ) = b ( l + ( t + l ) p ) b ( l + ( t - l )p) 3 ,

pour tout t ç Z/nZ .

Comme b ( l ) b ( J ) == - b ( I ) b ( I - 2 p ) ^ 0 nous voyons par récurrence sur t que

b ( l + t p ) ^ 0 pour tout t

et comme I + tp parcourt Z/nZS puisque p ^ O nous avons b ( i ) ^ 0 pour tout
i € Z/n2Z ce qui est en contradiction avec b(0) = 0. Donc
b ( p ) = b( ( l+j ) /2) / 0 .

Maintenant nous pouvons remplacer J par -J et refaire le raisonnement
précédent. Nous obtenons que b(l-j)/2) / 0. Enfin, comme

1/2 = ( ( I+J) /2 + (I-J)/2)/2 nous avons aussi b(l/2) ce qui prouve le
lemme.

Nous en tirons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 6.20 : Soit i ç Z/nZ - {0} . L'ouvert de 0 défini par la

condition a(r) inversible est le complémentaire dans G des (n-3)/2
sections [„] où u / ± l/2r.



CHAPITRE 7

Le schéma ( / .

Nous désignons par ( A ( o ) : A ( l ) : : A ( n - l ) , X ( o ) : X ( l ) : : X ( n - l ) )
les coordonnées projectives d'un point de P x P »

7ol Le schéma 1\J

A tout sextuple! I=(i , j . , i , j , i , j _ ) d'éléments de TL /nZ
tels que

il+Jl = i^+J^ - Î3+J3

nous associons le polynôme de Z=[l/n] [ A ( i ) , X ( j ) ]

^ - A(i^i^A(j^i^X(i,)X(j,)

+ A ( i ^ - i ^ ) A ( j ^ - i ^ ) X ( i ^ ) X ( j ^ )

(7.1) + A ( i ^ - i ^ ) A ( j ^ - i ^ ) X ( i ^ ) X ( j ^ )

Définition 7ol : Nous notons f le sous-schéma de P n" x P n" , au-dessus

de 7L [l/n] , des zéros communs aux polynômes ( 7 o l ) et (6.12)o
La première projection P x P __^P induit un morphisme que

nous noterons p de 1/dans ûo Soit k une 7L [l/n]-algèbre, la fibre L/a
en un point a = ( a ( o ) : a ( l ) : ) de (3(k) est le sous-schéma de P ~ (k)

défini par les relations

a ( i ^ - i ^ ) a ( j ^ - i ^ ) X ( i ^ ) X ( j ^ )

+ a ( i ^ - i ^ ) a ( j ^ - i ^ ) X ( i ^ ) X ( j ^ )

+ a ( i ^ - i ^ ) a ( j ^ - i ^ ) X ( i ) X ( j ^ ) = 0

Remarque : Si deux des trois ensembles, i^J..) » f1^1^ * ^S^S^
sont égaux, le polynôme ^ es^ dans l ' idéal engendré par les polynômes
R' et R. de (6.12)

0 1
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7,2 Le groupe ̂

On vérifie immédiatement

Lemme 7.2 : Soit k une Z[l/n1 -algèbre et soient r ç. Z/nZ _e_t_ Ç ç -p, (k ) .
Pour tout point a = (a (0) : a ( l ) : ) _d^ (2(k) le point
( a , ( a ( 0 ) : oc( l ) : n d e G x P 1 1 " 1 avec

(7.2) a ( i ) = Ç^aCi-r)

est dans -^"(k).-—————— a

Définition 7.5 : Nous notons s le Q-morphisme de schéma de Q x ZS/nZSx p,

dans v défini par

(a , r ,Ç) . s > (a , ( cx (0 ) : oc(l) : ))

avec a(i) = Ç a(i-r).

Théorème 7.4 : Le morphisme s est une immersion fermée. En particulier,
l̂ k désigne une 7L [l/n]-algebre non nulle, les sections del^——LAQ ^ç_-

finies par

a »i^L4s(a,r,£)
ne se rencontrent pas.

Preuve : Supposons qu ' i l existe a = ( a ( o ) : a ( l ) : ) dans a ( k ) , ( r , G ) fct
( r ^ , C ^ ) dans (Z/nZ x ^i ) ( k ) tels que

s(a,r ,C) = s ( a , r ^ , C ) .

Ceci signifie qu'il existe \ inversible tel que

(7-3) C^ad-r) = X ^i a(i-r )

pour tout i ç 2Z /nZ .



En posant p = r-r, et en changeant d'indice dans ( 7 . 3 ) nous obtenons

(C/^)"1"'1^!) = X a ( i+p )

et plus généralement

, / • \ 1' \ 1'•"•»-/ o-t(i+r)- ——-——k-
(7o4) ( C / C ^ ) a ( i ) = À a ( i + t p )

pour tous i et t dans 7L /nZ •

Posons d 'abord i = 0 ce qui nous donne

a ( t p ) = 0 pour tout t € 7L /nZ o

Si p n 'étai t pas nul,nous en déduirions a ( i ) = 0 pour tout i ce qui est
impossible,par conséquent p = 0 et la relation (7o4 ) devient

(7,5) (C/qr'^'^ad) = ^ad)

pour tout t ç Z/nZ et tout i C 7L /nZ o II existe i tel que a(i ) soit
inversible ainsi que a(-i ) = -a(i ). Nous avonso o

(C/Ci)-^1"4^ = ̂  et

(c/q)-^-1^''^ x*

pour tout t € Z/nZ d' où nous déduisons

2i t
( C / C - ) = 1 pour tout t.

Comme 2i / 0 il en résulte que C/C- = 1 ce qui montre que ( r ,$) = ( r . , C - ) o

Définition 7.5 : Nous notons L/ le sous-schéma de ( / i m a g e de l ' immersion
s. Nous le munissons d 'une structure de Cî-schéma en groupe, image de
celle de 7L /n5Z x ^i . La loi de composition, notée additivement, est
donnée par

s(a,r ,C) + s ( a , r ^ , C ^ ) = s ( a , r + r ^ , G C ^ )
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Nous notons 0 la section a i——4s(a ,0 , l ) , g' la section a )——>s(a , l , l )

et g la section a^—As(a ,0 ,0 de sorte que la section rg' + g/- n'est
autre que

a»—>s(a,r, 0 .

Il nous arrivera souvent d'écrire

s(a,r ,0 = ( rg '+g )^ a

Enfin, nous munissons le schéma TL /n2Z x p, d 'une forme e ,bilinéaire,

alternée, non dégénérée, à valeurs dans le schéma en groupes p, , en

posant

^((r,0 , (r^,^)) = C[ C"1'1

Nous en déduisons sur le 0-schéma l/ une forme e ,bilinéaire, alternée,

non dégénérée, à valeurs dans le O-schéma en groupes 0 x (J, o
Nous avons

(7.6) e^(s(a, r ,C) , s(a,r^,^)) = ( a , C ^ £ 1)

Lemme 7.6 : Soit k une 7L [l/n"| -algèbre qui soit un corps. Soit a € Q(k)
et supposons que a ne soit pas une pointe rationnelle.

Si P = ( a , ( a ( o ) : a ( l ) : ) ) appartenant à 1̂  (k) est tel que «(r) = 0,
il existe Ç, ^ [i (k) tel que P = (rg1 + g/-)—————— ^ — _ _ _ — \ , a

Preuve : Montrons qu ' i l est impossible de trouver i. et i- avec

i! ^ ^ tels (lue a^i^ = a^io) = ° ° S3i de .tels i. et i existaient, nous

aurions

a(i^) a(i^j^i^) a(i^ aÇ^) = 0

pour tous i- et j dans ZZ/nZ . en effe t , il suffit de considérer le
sextuple! I = ( i ^ , j ^ , i ^ , j ^ , i ^ , 3 ^ ) où



3! = 1^3^1!

^2 = ^h^2
et i_ et j sont quelconques

et d'écrire que ^,-(P) = 0.

Comme nous avons supposé que a n'est pas une pointe rationnelle,

nous savons d'après le lemme 6.18 que a ( i ) / 0 pour tout i ^ 0.

Par conséquen t , o s ( i_ ) a ( j ) = 0 pour tous i, et j- dans 2Z/nZ tels que
0 »î 0 0

i^+j^-i^-i^ ^ 0 (puisque dans ce cas a(i +j--i^-i«)a(i .- i , ) ^ 0).

Soit i tel que a(i-) / 0. Alors a(j-) = 0 pour tout j- tel que

j. / i.+i -i_. En particulier, si i- était différent de ( i .+i )/2 nous

aurions i_ /. i.+i -i_ et a(i ) = 0 ce qui est faux; donc i» = (i .+i )/2.

Nous avons démontré que si i. et i sont tels que a( i . ) = a ( i^ ) = 0 avec

i. / i alors a ( j ) = 0 pour tout j ^ ( i .+i )/2o II est facile d 'en déduire

que os ( j ) = 0 pour j € 2^i/nZç ce qui est exclu.

Par conséquent, le nombre r mentionné dans l 'énoncé du lemme est le seul
élément de 7L /nZ tel que a( r ) = 0.

Soit I = ( r , j , i + r , j +r , i +r , j -+r) un sextuplet d'éléments
de 7L /nZ tels que

J = i2+j2+r = i3+j3+r

La relation 0 i-^P^ = ^ nous donne

(7.7) a ( i^ ) a(j^) a( i^+r) a(j^-r) = a ( i^) a ( j^ ) a(i^-r) a( j^+r)

et cette égalité est vraie pour tous i , j ,i , j dans 7L /nZ tels que^ &i u u

i2tî2 = i3+j3 •
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Nous en déduisons

a ( i ) a ( 2 ) a(r+l) a(i+r+l) = a ( l ) a (i+l) a(i+r) a(r+2)

pour tout i € Z5/n2Z , et puisque a ( r ) est le seul a a être nul nous
en tirons

q(i+r+l) _ a ( l ) a(r-^2) a(i^r)
a ( i + l ) a ( 2 ) a(r+l) a ( i )

puis, par récurrence sur i,

q(i+r) ^ a(r-^l) ^ a(r^2) a ( l ) \ l~l
a ( i ) a ( l ) l a (r+l) ' a ( 2 ) j

pour tout entier i tel que l^i^n-1, ceci nous donne, à un multiple
constant non nul près,

( 7 . 8 ) a(r+i) = C^aO)

pour tout i tel que l̂ î n-1 avec

C = a(r+2) . a ( l )
a ( r + l ) a ( 2 )

Si nous reportons ( 7 . 8 ) dans (7 o 7 ) avec des valeurs convenables de
i , , j , i - , j _ nous trouvons C = 1 , ce qui montre que C ̂  ̂  ( k ) et que& u <3 o n
la relation ( 7 . 8 ) est vraie pour tout i € 7L . Nous en tirons

a ( i ) = C'^d-r) ,

pour tout i € 7L /nZ ce qui est une autre façon d'écrire P = ( r g ' + g )

7.3 Actions de Sp ( Z/hZ x \JL ) sur !/•-————^—— j-^ ^

Faisons agir Sp(Z^hZx (i ) sur P n" x P n- en opérant sur

chaque facteur comme il a été dit en (6.5) . Nous avons vu que cette

action laisse stable Q x P y nous allons voir qu 'e l le laisse stable
L/"c G x P ce qui nous montre que Sp(5Z/hZS x ^i ) opère sur le

morphisme 'V—îL^ CL



Proposition 7.7 : Soit k une 2Z [l/n] "algèbre et soient a 6 û(k),
0 6 Sp(Z/nZx u ) ( k ) ^ P e1^(k) .
Alors le point oP défini par (6.5) appartient à 'ff^ (k) .Ga

Preuve : II suffit de recopier mutatis mutandis la démonstration de la
proposition 6.6

Nous en déduisons que Sp(Z/nZSx u ) opère sur les sections del/UL^ Û»
En particulier, faisons agir la matrice o = ( u ) de Sp(Z/i2Z x u )

sur 7L /nZS x u par

(7.9) (r,0*——>(r,£)(^U1^ ?) - (ur . 2-^(0, C^21-)

Alors,

Proposition 7.8 : Cette opération donne un isomorphisme entre
Sp(ZZ/hZ x u ) et le sous-groupe des automorphismes de Z/iZZ x u qui
respectent la forme bilinéaire e •

II est clair que cette opération donne une injection de
Sp(Z/iZx u ) dans le groupe des automorphismes de 2Z/n2Z x u et la
condition (6.1) permet d 'en déterminer l ' image.

Proposition 7.9 : L'immersion s du corollaire 7.5 est compatible avec
l 'action de Sp(Z/n2Zx (i ) sur TL/^TL x u , Û ̂  }^. Autrement dit,
Sp( 7L /nZ x 1̂ ) opère sur ^ de façon compatible avec le morphisme

V—^0 j^t

(7.10) o-^rg'^)^ = ^(ur+a"1^))^ + 6^ ^r 1
\ L» ^ Va

Enfin, l 'action de Sp( Z/hZ x p ) respecte la forme e

Preuve : Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier (7.10)
et pour vérifier (7.10) il suffit de considérer les cas où••^;) ".-•(;;).
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Soit a = ( a ( o ) : a ( l ) : ) un point de Oo

Posons oa = ( a ' ( o ) : a ' ( 1 ) : )

puis ( rg ' -(-g.. ) = ( o a , ( a ' ( o ) : a ' ( 1 ) : ) )te oa

et ^"^g'-^oa = ( a , ( a ( o ) : a ( l ) : ) )

Premier cas : o = T = ( , ) . La formule (6«5) nous donne successivement

^2
a ' ( i ) = ç1 a ( i )

o

a ' ( i ) = C"1 Ç ( i ' r ) a(i-r)
^

a ( i) = ^ (CÇ 2 r )~ ia( i - r )

et cette dernière relation signifie que

T-^rg-^)^ = (rg'^ar^a

ce qui prouve (7.10) dans ce cas.

Deuxième cas : o = S = ( „ j . La formule (6.5) nous donne successivement

a'(i) = L S^ï^a^T))
^n

a' ( i ) - i-1^^1-^^^^))}
\ T /

.(i) - Z s-2 i ï ( r ' ) (çy(r - )5: ç2(-cp(T. )-r),p(r^ ^^
.-€,„ \ ^ ^

Nous pouvons récrire cette égalité

a(i) ^Zç-^^^aCvCT)) f^, ç-2i ï ( . - ) -2y(T)y(r- )^(r - ) l

L J
La quantité entre crochets est nulle sauf si Ç ' C = 1 et vaut n
dans ce cas.

Comme ( p ( Ç ) = "1 nous avons Ç~^ T = T et

a ( i ) = Ç r (? ( c )Ç' ' 2 i ^a( i -2~ l (p(C)) ce qui signifie



.-!/ .-1S- (rg«^)^ = (2y(C)g t^^

et prouve (7.10) dans ce cas.

Remarque : Nous pouvons illustrer la formule (7.10) par

(ur+2• ly(0,Ç2^CV)

(r,0

(vr-^"1^),?'21^11)

-^ oa
r u Ç 1

(D V
[ T J

Tableau ( 7 . 1 1 ) .



100

Si a est un point de 0 et si 0 est une matrice de
Sp(Z;/h2Zx [i ) qui stabilise a , la matrice a opère sur la fibre l / .

Théorème 7.11 : La matrice 1 ^ °J de^ Sp(Z/hZZx u^) opère trivialement
sur û ^t, opère sur ^en envoyant le point P = ( a , ( o c ( o ) : a ( l ) : ))
de T^sur le point noté (-P) = (a, (a' (o) :a' (1) )) défini par

a ' ( i ) = a(-i)

pour tout i € Z/nZ; .

Preuve : II suffit d'écrire (6.5) avec ° = [ "Q -1 j '



CHAPITRE 8

Les fibres singulières de ̂

Nous étudions maintenant les fibres de ̂ au-dessus des pointes
de Q. Au chapitre 9 nous verrons que ce sont les seules fibres singu-
lières de ̂  ce qui justifie le titre donné au présent chapitre.

8.1 Les n-gones

Définition 8.1 : Nous appelons n-gone un sous-zfl/n] - schéma de P ""
qui soit sur z[l/n][lJ. ' } la réunion de n droites projectives

^i^a/nZS telles<(lue

A^ H A- = f6 si i-j ^ (0,1,-!}

et A . H A • - soit une section.

Un n-gone est une courbe propre et plate de genre arithmétique 1 au-

dessus de 2Z[l/nJ .

Définition 8.2 : Soient i et j ç Z/n2Z tels que i^ j. Nous notons
D. . la droite de P"" définie par les (n-2) équations
^J

(8.1) X = 0 avec s ^ i et j .

Lemme 8.3 : La réunion des n droites A . = D. 4 / 0 • i /o ou 1 pa^c()llrt

5Z/nZ est un n-gone. Son idéal est engendré par les monômes X . X . tels

que i-j ^ [0,1,-1} .
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Preuve : La droite A . est l'ensemble des points de P11" de
coordonnées projectives ( a ( 0 ) : a ( l ) : ) telles que

a( r ) = 0 si r ̂  i ± 1/2

Par conséquent» A . Fl A - 4 est réduit au point que nous noterons
M. / (le point M . a pour coordonnées projectives ( a ( 0 ) : a ( l ) : )
avec a ( r ) = 0 si r ̂  j e t , a ( j ) inversible). De plus» A - ïï A . est
vide si i-j ̂  ( 0 , 1 , - 1 } .

Notons 1 l'idéal engendré par les monômes X X tels que
u-v ̂  { 0 , l , - l } . L'idéal I . qui définit la droite A - est engendré par
les X tels que u^ i ± 1/2 . Par conséquent, X X € 1 . si u - v )? { 0 , 1 , - 1 } .
et nous avons 1 c Q ! . . Réciproquement, soit P € 0 ! . . Les monômes de
P qui ne sont pas dans I. sont de la forme

^•^ x^l/2 ' ^1/2 ' XÏ-1/2 xi+l/2

Comme l'idéal I. ne contient pas de combinaison linéaire de ces polynômes
autre que 0, et comme P est dans I . nous voyons que P ne contient pas de
monôme de la forme ( 8 . 2 ) . Le raisonnement étant valable pour tout
i ç 5Z/n2Z , le polynôme P est combinaison linéaire de monômes appartenant
à 1 et nous avons Ç I. c I. Il en résulte que I = H I . et le lemme 8.3
est démontré.

8.2 La fibre V . ^y
Théorème 8.4 : Le schéma /!}' ^ est le n-gone défini au lemme 8.3.————— ——— ^ —— ————————

Preuve : Le schéma u ., est le sous-schéma de P défini par les
—— ^]
équations

a( i3 - i^ )a ( J3- i^ )X( i^ )X( j^ )

+ a ( i ^ - i ^ ) a ( j ^ - i ^ ) X ( i ^ ) X ( j ^ )

+ a( i^- i^) a( j^ - i^) \(i^)X(^) = 0 ,



où a(r) = 0 quand r ^ ± 1/2 . Celles qui ne se réduisent pas a

l'idendité 0 = 0 ont au moins un de leurs trois monômes différents de
zéro. Si nous supposons que c'est le premier, ce que nous pouvons toujours
faire^nous trouvons que ce sont les équations

^ ^1/2 \\

+ a((-u+v-l)/2Sla((-u+v+l)/2) X((u+v)/2)2

+ a((u-v)/2)a((-u+v)/2)X((u+v-l)/2 ) X( (u+v+l)/2)=0

obtenues en résolvant les quatre systèmes

i^-i^ = ± 1/2 , i ^ - J g = ±1/2, i^ = u, j^ = v .

Si u - v € {0,1,-1} le membre de gauche de (8.2) est identiquement nul.
Par contre, si u - v ^ {0,1,-1} l'équation (8.2) se réduit a

(8.3) X X = 0u v

ce qui montre que l7 ^ est le n-gone défini au lemme 8.3.
Co^l

II résulte de ce théorème que 1T est la réunion des nr1]-o-
droites A . d'équations X = 0 pour tout u / i ± 1/2 et que u ^ possède

LO-I
n points singuliers ( ^ • ^ • r w / 57 ayant pour coordonnées projectives

(a.(0) : a.(l) : ) avec

(8.4) a.(r) = 0 si r ^ j et
J

a.( j ) est inversible .j

Enfin, M. . est l'intersection de A . et A . ^ •

Remarque : Toutes les composantes de u , sont rationnelles sur
^0^

<l/n].
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(8-5) La fibre de î/ au-dessus d 'un point de z[l/n] .
LO-I

Nous notons U l 'ouvert de V . complémentaire des n points singuliers.
V LO-I

/\/

Proposition 8.5 : i) (^) , c: V . .
———— "^ [^

ii) Soient k une zÇl/nl- algèbre a spectre connexe
r ç. 2Z/n2Z e^ Ç € V-^(k) . Le point ( rg* + g ) ^ d^_ CZÇ) ^ (k) est dans

LO-I LO-I
A^(k) .

Preuve : On obtient cette proposition en reportant les coordonnées de
(rg' + g ) ^ données par la définition 7.3 dans les équations de A . » et

LO-I
en comparant ces coordonnées à celles des points singuliers de V

a
données par ( 8 . 4 ) .



Définition 8.6 : Nous notons C([-J ) le sous-schéma en groupe de<^ .... .
-."<^.

Le groupe €([,.]) est isomorphe à p. et la proposition 8.5 affirme que la
droite A contient le translaté de C([,J) par ( rg ' ) .

^

Soit k une z[l/n]-algèbre et soit a = (u » ) un point de Sp(Z/n2Zx^ ) (k ) .

Comme la matrice a laisse fixe [„] € Q(k) elle opère sur u . (k).
LO-I

Nous verrons comment au chapitre 9. En attendant énonçons

Proposition 8.8 : i) Si_ u = 1, a opère sur V (k) en envoyant chaque
0

composante A . ( k ) sur elle-même.
ii) u = -l» a opère sur ^ ^ (k) en envoyant

LO-I

A^(k ) sur A _ ^ ( k ) .

Preuve : Pour démontrer cette proposition il suffit de prendre un
point P de V < (k) porté par A . et de regarder quelle est son imagey
par a en utilisant (6.5).

8.3 Les fibres singulières

Théorème 8.9 : Soit a une pointe de û . Le schéma ^T est un n-gone.

Si la matrice a die Sp(Z/nSZ x •\i ) est telle que a = c ? [ ] les composantes
de ^\! sont les n droites a f\. .— a —————— ————— i

Preuve : Soit k une z[l/n^ -algèbre et soit a une pointe de û(k) . S'il
existe a € Sp(Z/nZxp. ) (k ) telle que

a - ̂
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nous avons n^ (k) = a "IT , (k) et le théorème est démontré dans ce cas.
LO-I

Le cas général s'en déduit par descente.

Définitions 8.10 : i) Nous tirons de la proposition 8.8 et du
théorème 8.9 que la composante oA de v ne dépend pas du choix ni deo a ^
l'existence de la matrice cr telle que a = c r ( ^ J . Nous la notons /}]"" .

ii) Soit k une 2Z[l/n] [p,J-algèbre .

Nous appelons numérotage de ^(k) une bijection v entrea
l'ensemble des composantes de u (k) et Zî/n2Z telle que

( v ( ^ ( k ) ) = 0
(8.6) ^

^ v(^) - ^fo ' ) = ± i si c. n c-' ^ ft

II est clair qu'il existe deux numérotages de "V(k) et deux seulementa
et ces deux numérotages sont opposés l 'un de l'autre.

iii) A tout numérotage de ^(k) nous associons un
numérotage des points singuliers en posant

(8.7) v(M) = ̂ L^&ll s i M = ^ n ^ ' .

Corollaire 8.11 : A chacune des deux représentations [u] de la pointe
a dans 5Z/nSZ x Hom(iJ, »ZS/nZS)(k) est associé de fagon canonique l 'un
des deux numérotages de V (k) et cette correspondance est bijective .

Preuve : Soit ["1 une représentation dans Z/nZSxHom(p, ,2Z/n2Z)(k)
de la pointe a et soient a = (^ w ) et o' = (^ , ) dans

Sp(ZZ/nZxp, ) (k ) . La proposition 8.8 nous montre que a A . ( k ) = ( ? ' A . ( k )

quel que soit i € a/n2Z et l'application v : ( ï A . ( k ) ^ » i est le

numérotage de ^^(k) associé a la représentation [u]. Nous voyons
immédiatement que le numérotage associé a [""j est -v, ce qui démontre
le corollaire.

Théorème 8.13 : Soit ^ un numérotage de 1T(k). L'application notée ^
qui associe a chaque point de (/^ (k) le numéro de sa composante est
un homomorphisme surjectif de (^) (k) sur 2Z/nZ . Plus précisément,



^ v est associé a la représentation [^_de a nous avons

(8.8) ^ ( ( r g ' + g ) ) = u r + 2 ~ l ^ ( Ç )

preuve • Pouvons (8.8). Soit ( rg '+ g ) un point de (^ (k) et soit
ly w n a

0 = (^ v ) dans Sp(Z/nZxp.^)(k) telle que cf[1] = a. Alors la

proposition 7.9 montre que

(rg1 + g^ = c.(((ur+ 2-^(c))g. ^ g ̂ r ) 1 ) •
C ^ EQJ

et comme ( (ur + 2-Sç ) )g« + g ^ ^ ) ) est porté par A , (k)
C ^ LoJ ur+2~- l^(ç)

nous voyons que (rg* + g<) est porté par a A ^ (k)
^ a ur+2~ l^(C)

ce qui prouve (8.8). Il est clair que ^ est un homomorphisme de W-} (k)

dans Z/n2Z , et la surjectivité de ^ résulte du fait que, soit u, soi? ^P,
n'est pas nul.

Comme a la définition 8.6 nous notons C(a) le sous-schéma de
(^^ défini par

C(a) = 17° n CZ^) .a n a

Le corollaire précédent montre que chaque composante de ^ (k) contient
le translaté de C ( a ) ( k ) par un élément de (^ (k) . De plus, C ( a ) ( k )
est le noyau de 1'homomorphisme ^ associé a l 'une quelconque des
représentations de a.

Il est commode de regrouper sur un tableau les résultats
obtenus dans ce chapitre. Nous désignons encore par k une

2Z[l/ ni [pj -algèbre , par a une pointe de 0(k) , par a = (^ ^) une matrice

dans Sp(Z/n2Zxv^)(k) telle que a=o[^ , par ^ le numérotage de 1/(k)
a

associé a la représentation [^]. De plus,nous notons (3. la composante

de ^(k) telle que ^(^) = i et par M^ le point singulier de ^ (k) .tel

que v(M^) = i. Nous avons M^ = ̂ ^(k) n ^i + l/^10 •
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8.4 Les ouverts 0. de U'

Nous démontrerons au chapitre que le morphisme ^—~ > 0 est

lisse sauf aux points singuliers des fibres ^ au-dessus des pointes a
de û» en sorte que "LT est lisse lorsque a n'est pas une pointe de a.a

D'ici-la» nous dirons qu'un point M de V est extraordinaire
quand p (M) est une pointe de û et quand M est un point singulier de
^ / - . ^ . Tous les autres points de V seront dits ordinaires et nous

noterons ^Vie sous-schéma de "iTformé des points ordinaires.

Définition 8.14 : Nous noterons Q(r ) l'ouvert de 1T défini par la
condition

X(r ) inversible

Les 0(r ) forment un recouvrement de ^ par des ouverts affines.

Le lemme 7.6 et les résultats du paragraphe précédent nous
permettent d'énoncer les deux théorèmes suivants ;

Théorème 8.15 : Soient a un point de û j^t P un point de "ÎT . Nous
avons les quatre possibilités suivantes (qui s'excluent mutuellement) :

i) a n'est pas une pointe rationnelle de 0.

a) P n'est pas dans (^) . Alors

P € D Q ( i )

P) P = (rg' + g )^ . Alors

P C H Q(i) et P ^ n(r).
i/^r

ii) a est une pointe rationnelle de 0, et v est le numérotage de V'
associé a la représentation [„] de a.

a) P est sur la composante dont le numéro est r et n'est pas

un point singulier. Alors

p en(-^)nn(—p)et P <? n(i) pour i / -î^ .
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P) P est le point singulier de numéro r. Alors P € û(r/u)

et P ï. û ( i ) pour i ^ r/u.

Théorème 8.16 : Le complémentaire d e Q ( r ) dénis ^ est la réunion
i) de l 'image dans ^ des sections de la forme a ^» (rg* + g-)^

oji Ç parcourt p. «
ii) pour chaque pointe rationnelle a» d^e n-2 composantes de ^

définies de la façon suivante. ̂  ^u] est la représentation de a
associée au numérotage ^ de ^ » ce sont celles dont le numéro diffère______—————————————————sa— —— a .————————————————————————•—————

de^ ur t 1/2.

Définition 8.17 : Nous notons «^ le sous-schéma de Q complémentaire
des pointes rationnelles « d'après le lemme 6.18 c'est le sous-schéma
affine de 0 défini par les conditions

a(i) inversible -V- i ^ 0.

Nous posons U/= p (^)ï c'est un sous-schéma de /!^' et nous notons

œ( r ) = &/n Q ( r ) .

C'est l 'ouvert de W défini par la condition X( r ) inversible
et» d'après le théorème 8.16» c'est le complémentaire dans /U}' des
sections de la forme

a ^ (rg' + g^)^-

-\^
Enfin, nous notons W le complémentaire dans "W des points
extraordinaires.



CHAPITRE 9

Quotient de ^U/par p. .

9.1 Action de ^ sur ^^

Nous vérifions immédiatement

Lemme 9.1 : Soient k une z[l/n] - algèbre, r ç. 2Z/nZ et Ç 6 p. (k) .
L'automorphisme de k [ A ( i ) i X ( j ) ] défini par

C A ( i ) »- A ( i )

^ X ( j ) ^ C^XCj - r )
(9.1)

laisse stable l'idéal engendré par les polynômes ( 6 . 1 2 ) et_ ( 7 . 1 ) .

Nous en déduisons une action de /?^ sur v que nous notons
additivement. Plus précisément, si a ç. G ( k ) et
P = ( a , ( a ( 0 ) : a ( l ) : ) ) ç l/ ( k ) nous notons (rg* + g,. ) + P le poiP = ( a » ( a ( 0 ) : a ( l ) : ) ) ç. 'V ( k ) nous notons ( r g ' + g.) + P le point dea ç, aa (y a
V ( k ) défini par

(r g ' + g _ ) + P = ( a , ( a ' ( 0 ) : a ' ( l ) : ) )
te a

( 9 . 2 ) a ' ( i ) = C~1 a ( i - r ) .

Théorème 9.2 : Cette action induit l 'action par translation sur
^"c^. Autrement dit,

(9.3) ( r g ' + g )^+ ( r ^ g ' + g ) ^ = ( ( r + r ^ g ' + g )^

De plus les actions de ^ et Sp(Z/nZZ x p. ) sont liées par

(9.4) a ( P + u) = o ( P ) + a ( u )
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pour tous P ç ^(k), u ç. (^) (p ) (k ) ^t o ç Sp(ZS/nZ x ^)(k).

Preuve : La relation (9.3) s'obtient en appliquant (9.2) aux

coordonnées de ( r g ' + g ) données par (7.2). Pour démontrer (9.4) nous
^ a

traiterons les deux cas :

^ = T = (; ;) et a = S = (^ 1) .

Soient a = (u ^) ç Sp(Z/n Z xp.^)(k) , a ç G(k) ,

P = (a , (a (0) : a(l) : ) ) ç V (k) , r € 7L /nZ et ^ 6 p, (k). Nous posonsa n

<ï(rg'+g,J + P = (aa,(P(0) : p(l) i )) ê /!/. (k)^ a o a

et

o(P) + (ï((rg' + g.) ) = (cïa,(y(0) : v(l) : ) ) ç T (k).(y a o a

D'après (6.5), (9.2) et (7.10) nous avons

(9.5) P(i) =FI; ^^^^T^^C-^^^^^ui.^T)^)
^^n

et

( 9 6 ) v(i) = ç21*^'11^!!^ çua-vr^'^cn^a-vr^-^^mT') ^
T t ̂ n

^ .V<P(T ' )^^^_^^ 2'"1^(C)) + ^ P ( T ' ) )

Premier cas : o = T = ( b ) . Nous tirons de (9.5) et (9.6)

.2 .
P(i) = Ç1 Ç'^d - r) et

V ( i ) =ç2r iî- iç ( i- r )2cc(i-r).

Nous voyons que (3(i) et v ( i ) différent d 'un multiple constant inversible
et (9.4) est démontré dans ce cas .



Deuxième cas : 0 = S = ( „ )o——————————— (p 0

Nous tirons de (9,5) et (9.6)

P(i) = ZZ^^C-^^^-r)

T
 ç ^

et

[i+2~ ^W^C^T ' ,v(i) ^"ms2^2 ^^^c^..)).
T 'e '̂"n

En utilisant le fait que (p(0 = -1 et en multipliant ces relations par

un élément de k inversible, indépendant de i nous obtenons

PJ;i) =) "Ll^C^aa-r)
t € z/n a

et

Y(i) = ^^2———————^^Y-^d-r) ,
t ç 2Z/n Z

ce qui montre que P ( i ) et Y ( i ) diffèrent d 'un multiple constant inversi-

ble et (9«4 ) est démontré dans ce caso En vertu du corollaire 6,3 ceci

suffit pour prouver le théorème,

Théorème 9,3 : Soit k une ZZ [l/n^[p 1-algèbre. Les seuls points de

V' ̂  dont le stabilisateur sous l 'action de Cîp(k) n'est pas trivial
sont les points extraordinaires de 'LT(k). Sx a est une pointe de Q (k)

et si M est un point extraordinaire de ̂  (k ) , le stabilisateur de M

est le groupe C ( a ) ( k ) ,

Preuve : Soit P € 1/(k) et supposons que

(rgt + ^(P)' p = p

avec Ç € ^(k). Cette égalité signifie, si P = ( p ( P ) , ( a ( 0 ) : a ( l ) : ) ) ,

qu'ij. existe À € k, inversible, tel que

Ê'^d-r) = À a(i)

pour tout i C 7L /n 7L e
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Nous en déduisons par récurrence sur l'entier t ,

-r t(t•~l)

(9.7) a(i-tr) = (î1^ C 2 a( i)

pour tous i et t dans Z/n Z .

Si r = 0 cette égalité se réduit à

a(i) = (S^^ a(i) ,

et si P est un point ordinaire ^e Vîk), il existe d'après le théorème
(8.15) s et s' dans Z/nZ, distincts, tels que a(s) et a (s ' ) soient
inversibles. Ce qui nous donne

c^ = c^x = i ,

d'où G = X = 1 et ( r , C ) = (0,1).

Si r / 0, l 'égalité (9.7) donne

,-t(t-l)

(9.8) a(-tr) = ^ C 2 a(0).

Nous en déduisons, puisqu'il existe i 6 Zi/nZi. tel que a( i ) soit in-

versible, que oe ( j ) est inversible quelque soit j. Soit T un générateur
de ^ (k) . Définissons u et j dans 7L /n'Oi par les équations

^r - ̂  .

Nous tirons de (9.8)

(9.9) a( i ) = tui2'2^aW

pour tout i ç Z/iZ . En nous reportant au tableau (8.9) nous voyons que

si y € Hom(^i ,^nZ)(k) est tel que (p(T) = 1 et si v ç Z/nZ et

^ € ^n^^ sont tels clue 0 = (u ") soit dans Sp(Z/nZ x ^ ) ( k ) , le

point P est le transformé par a d 'un point singulier de V^ (k) et que

^ ^
P est un point extraordinaire de t /(k),



Nous venons donc de montrer que les points ordinaires de

^(k) ont un stabilisateur trivial sous l 'action de ^(k),

Si P est un point extraordinaire de V"(k), grâce au théorème

9o2 , nous pouvons supposer que p(P) = [ ^ et les relations (9,2) et

le tableau (8o9) montrent que

P = (rg' . g^) ^ P

•-O-

si et seulement si r = 0 ce qui démontre le théorème.»

Nous utilisons les notations du chapitre 8(théorème 8.13)o

Proposition 9o4 : Soient k une 7L [l/n] [jj, 3 "algèbre? a une pointe de

G ( k ) et v un numérotage de y^(k)o L'élément u C(^) (k) opère

sur V ^ k ) en envoyant- ^ - a

i^. la composante (3 sur la composante C-' telle que

(9.10) ; v((3') = v(<3/) + "v(u)

ii) le point singulier M sur le point singulier M' tel que

(9.11) v ( M ' ) = v(M) + "ï(u) .

En particulier (^) (k) opère transitivement sur les points singuliers

d^ ^(k)B

Preuve : Grâce au théorème 9.2, il suffit de vérifier cette proposition

lorsque a = [ / ^ e Dans ce cas nous pouvons choisir v tel que v ( A . ) == i
et alors v(rg ' + g.,) . = r,

ri- ' ^°Si P = (LQ^^O) ; a(1) : ) ) Q^t sur. A ^ ( k ) nous avons a ( j ) = 0 pour

J / i-^ 1/2.
Posons (rg1 + g^) + P == / [^ ] , (a ' (0 ) : a ' ( l ) : )\ . '

'-O v /
alors les formules (9,2) montrent que a ' ( j ) = 0 pour j / r r+i i: 1/2

ce qui signifie que (rg' = g^) \- P ç. A . ( k ) , II suffit de reprendre
[^]
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la définition de v pour obtenir (9.10),

Soit M un point singulier de V(k) tel que M = C- D ^ ' .

Alors M+u 6 (^+u) n (C- '+u) , c'est un point singulier, et (9.11) résulte

de (9.10). Enfin, la relation (9.11) et le fait que 7 est surjective

montrent que (^)^(k) opère transitivement sur l'ensemble des n points
singuliers de V' (k ) .a

Corollaire 9.5 : Soit a = [ u]-une pointe de 0 (k) et soit M un point
singulier de l^(k).a

i) ^î_ (p = 0, M +(g^ = M pour tout Ç 6 ^ (k)

ii) ^_ y ^ 0, M +(gç )^ parcourt l'ensemble des points singuliers

de V^(k) quand C parcourt p, (k)

Preuve : II suffit d'appliquer (9.11) en remarquant que "v( (g ) ) = 0

si y = 0 et v((g^) parcourt Z/i2Z quand î parcourt ^ (k) si y / 0.

Définition 9.6 : Soit a une pointe de d , (k ) .

Nous notons G ( a ) ( k ) le stabilisateur de a dans Sp(Z/nZx ^ ) ( k ) et

G ' ( a ) ( k ) le sous-groupe de G ( a ) ( k ) qui laisse stable les composantes
de î/ (k) .a

Si k est à spectre connexe nous savons que G ' ( a ) ( k ) est
cyclique d'ordre n, d ' indice 2 dans G ( a ) ( k ) . De plus,

^ 0 —^ € G ( a ) ( k ) » G ' ( a ) ( k ) (cela résulte des propositions 7.11 et 8.8).

Proposition 9.7 : A chaque composante C. d^ Z^(k) est associé un homo-

morphisme^ de G ' ( a ) ( k ) dans C ( a ) ( k ) tel que Q 6 G ' ( a ) ( k ) opère sur
<^ par

P| ° ) ^ P + 2^(o))

De P1115^ ^ v désigne un numérotage de ^(k) ^ Â^ = À^ 1 ' homomorphisme
» i

associe a la composante <3. telle que v (^.) = i nous avons

\ - ̂
£Î. ^.. est un isomorphisme»



Preuve : Grâce à la proposition 7o7 il suffit de vérifier le cas
a = LQJ Le choix de v n'ayant pas d'importance nous posons

v ( A ^ ) = i. Soit P = ( [ ^ J , ( a ( 0 ) : a ( l ) : ) ) dans A ^ ( k ) et soit

a = (^) 6 G ' ( a ) ( k ) ,

Nous avons

op = ( [ ^L(a ' (0 ) : a ' ( l ) : ) )

2
avec a 1 ( r ) = C a ( r ) . Par conséquent a ' ( r ) = 0 si r / i ± 1/2 et

o
a ' ( i - 1/2) = ç(i-l/2) ̂  _ ^^^

a ' ( i + 1/2) = C^^^^ad + 1/2).

A un facteur près, inversible et indépendant de r, nous avons

a ' ( r ) = C os(r) et par conséquent

-^Y^-
L'application (^ ^)i——^ (g^-2i) est 1'homomorphisme X . , La proposition

Lo1

ne fait que traduire les propriétés immédiates de l 'application i<__)X..

9«3 Quotient de T^^par u .

Rappelons que les schémas 0^ et ̂  ̂ ont été définis page 8.10

Nous désignons par k une ZS [l/n]-algèbre et par J l ' idéal de
k[x^, < , o . , X ^ _ ^ ] engendré par les polynômes (7.1).

Soit L la sous-algèbre de k[x^, .. .,X^_J/3 -ngendrée par l ' image des
monômes de la forme

(9•12) "• = X(0)" X^l^ Xd)" X(a^)...X(^)

avec r S: 0, u > 0, v S 0, w S 0 , a^ / 0,1,-1 et
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u + v + w + r a O (mod 3)
r

u + v + w + 2 os. S 0 (mod n)
i=l 1

En outre nous posons r ( m ) = ro

Proposition 9.8 : L'algèbre L est engendrée par 1'image des monômes

(9.13) X = X(0) X(- l ) X ( l ) Y = X(- l ) 2 X(2)

Z = X(0)3

Preuve : Soit M la sous-algèbre de k[x , . o o X .]/J engendrée par
l ' image de X , Y et Z. En comparant (9ol3) à (9ol2) nous remarquons que
les images de X,Y et Z sont dans Lo Par conséquent, M c: L et il nous
faut démontrer que tout élément de L est dans Mo

Soient a. et P dans 7L /n Z o Dans k[x , . . » , X ]/J nous avons
les relations

(9.14)fx(cOX(p) = a((ï')a(^———— X(-l)X(a+P+l)
a(-l)a(a+P+l)

- ^-Da(p^l) x(0)X(a^)
a(-l)a(a+P+l)

si a + p + 1 ^ 0

C .(9.15) fx(a)X(p) ^ a(^lal&î————X(l)X(a+P-l)
a(l)a(a+P-l)

a(a-l)a(p-l) x(0)X(a+P)
a(l)a(a+p-l)

si a + P - 1 / 0

II en résulte que tout monôme m de k[X , , o . , X , ^ donné par ( 9 , 1 2 ) ,
tel que r ( m ) ̂  2 est équivalent module Ï à une combinaison linéaire d'autres
monômes m ' de L tels que r ( m ' ) < r ( m ) » Par récurrence sur r ( m ) nous
voyons que L est engendrée par les images des monômes m tels que
r ( m ) <• 1 c'est-à-dire par les images des monômes de la forme
m = X^))1^-!)^!)^^).



Définition 9.9 : Soit m = X(c^)...X(<^) dans k[x^.. .,X^J. Noua
posons

(9016) m ' = X(-^).. .X(-^)

et nous notons opp 1'automorphisme m t o p p ) m ' „

L'idéal J de k[x^..,,X^ est stable par l 'action de ̂ ,

qui s'étend donc en un automorphisme de k[x^ , . , , ,X ]/J . De plus, il
est immédiat que L est stable par l 'action de op^

Lemme 9,10 : L'algèbre M est stable par 1•automorphisme opp.

Preuve : Nous avons X ' == X , Z « = Z et Y ' = Xd)^^), Pour démontrer

que l ' image de Y ' est dans M nous pouvons recopier le début de la

démonstration du lemme 5.18 puisqu'elle n 'uti l ise rien d 'autre que
les relations ^ = 0 o

Ainsi nous obtenons dans k[x^, ,, o,X^]/J la relation

(9.17) Y ' = -Y + a ( 2 ) 5 4 . a ( 4 ) a ( l ) 4 _ a(2)2 ^
a( l ) 3 a(2)a(3) ~ a(l)2

et le lemme est démontré.

Définition 9.11 : Soit t un entier ^ 0. Nous notons e( t ) l 'unique entier
défini par les conditions

<9 0 1 8) 0 ^ c( t ) < 3

e( t ) + t + 1 = 0 (mod 3),

et nous posons

(9al9) y(t) = x(o)e( t )x(-l) tx(t).

Lemme 9 '12 :Qllel l"6 ̂ t t S 0 les images des .nnn̂  y(f) ̂
V^) ' opp «ont dans M.
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Preuve : D'après le lemme 9«10 il suffit de démontrer que les images
des monômes (p( t ) sont dans M o Nous allons procéder par récurrence sur
to Nous constatons que

(9.20) y(0) == Z , y ( l ) = X , y (2) = Y .

Pour simplifier l 'écriture nous allons employer la même notation pour
désigner un monôme et son image dans k[x , . . . , X -1/J o
Soit t > 2 et faisons l'hypothèse que quel que soit l 'entier r avec
0<r<t nous avons (p(r) € M. Nous allons montrer qu'alors (p( t ) ç M,

Supposons d'abord t a 2 (mod n) c'est-à-dire t = 2 + kn
avec k ^ 1, Nous avons

(p(t) = X^)^2^ XC-l)^ y(2)

et comme e(kn + 2) = 2(kn - 1) nous obtenons

(9.21) : y ( t ) = y (2) y(kn)

et par conséquent (p( t ) € M,

Nous pouvons donc, maintenant supposer t ^ 2 (mod n ) •

Nous avons

X ( - l ) X ( t ) = ^^^^ X(0) X(t- l) - •a^—— X(l ) X(t-2)
a( l )a( t -2) a(t-2)

et par conséquent,

y(t) = X(0)e( t )X(-l) tX(t) = ^2)a(t-l) x(0) ̂ ^^^(-D^^d-l)
a(l)a(t-l)

- ^—— X(0) e ( t ) X(l)X(- l ) t •" l X(t-2)
a(t-2)



Comme e ( t ) + 1 s e(t-l) (mod 3) et comme e ( t )+ l >. e(t-l), il existe
un entier s 6 J O , l } tel que e ( t ) + 1 = e(t-l) + 3 So
II en résulte que

^ , a(2)a( t - l ) ^ç^ -^——x(0) e ( t ) X(l )X(- l ) t - l X(t -2)
a( l )a ( t -2) a(t-2)

Nous sommes donc ramenés à démontrer que

\i/ = xco^^xc-D^xœxd-^)

est dans M o
Deux cas sont à envisagero

Premier cas : t 5 0 ou 1 (mod 3 ) o
Alors e ( t ) > 0 , e(t)-l = e(t-2) et

^ = (X(0)X(- l )X(l )>. (X(0) e ( t ) "• l X(-l ) t ~ 2 X(t-2))

soit encore

\|/ = (p ( l )y( t -2) et y ( t ) 6 M.

Deuxième cas : t = 2 (mod 3 ) ,

Nous avons e ( t ) = 0 et

v)/ = xœx^D^xa-^).

Supposons d'abord t -t 3 (mod n ) • Alors

X( l )X( t -2 ) = a( l)a( t-4) x(0)X(t- l ) + 1̂2̂ 1̂ 2). x(2)X(t-3) ,
a(2)a(t-3) a(2)a(t-3)

d 'ou

^ ̂  a(l)a(t-4) x(0)X(-l) t- lX(t-l) + a(l)a(t-2) X(-l) t- lX(2)X(t-3)
a(2)a(t-3) a(2)a(t-3)
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et comme e(t-l) = 1 , e(t-3) = 0 et t > 3(puisque t > 2 et

t s 2 mod 3) nous .obtenons enfin

^ , a(l)a(t-4) ̂ ^ ^ a(l)a(t-2) ̂  ̂ ^

a(2)a(t-3) a(2)a(t-3)

et (p(t) 6 M,

Reste un dernier cas à examiner,c'est celui où

t s 3(mod n) , t = 2(mod 3) , t > 2,

Nous avons

^ = Xd)^-!)^1

et avec nos hypothèses t ^ 3 + n ^ 8.(puisque n >. 5)•

Comme

0

X(-l) 2 = -ai2)——— X(0)X(-2) - -^-^-î  X(1)X(-3)
a ( l )a (3) a(3)

nous en déduisons

0

^ , al22——— X(0)X( l ) 2 X(-2)X(- l ) t ~ 3 - •a^- X(l)3X(-3)X(-l) t••3 .
a( l )a (3) a(3)

Nous remarquons que X(0)X(-1) ~ = (p(t-4) puisque e(t-4) = 1 et

X(t-4) == X(- l ) , que Xd)^-^) = Y ' et que XC-^X^l^"6 = <p(t-6)

puisque X(t-3) = X(-3) et e(t-6) = e( t ) = 0.

Nous en déduisons que

o
^ , ai2)——— Y'cpd^) - a^- (Xœx^l))3^-^).

a ( l ) a (3 ) a(3)

II suffit donc de voir que (X( l )X( - l ) )^ ç M»
Nous avons

X(1 )X ( -1 ) = a(l)a(3) X(0)2 * âm2 x(2)X(-2)
a(2)~ a(2)-



et par conséquent

o

(X(l)X(-l))3 = a ( l ) a (3 ) XCO)^!)^-!)2 + a^—— X{1) 2 X(2)X(-2 )X( -1 ) 2
^ ^. \v/y ^ » \ A / ^.\ j . y t. -

•a (2 ) 2 a(2)2

soit encore

(X(l)X(-l))3 .iim^x2 ^aill2 ^.
a(2)- a(2)"

et le lemme 9«12 est démontré.

Fin de la démonstration de la proposition 9e8 o

Nous devons montrer que les images des monômes

m = ^(O^XÇ-l^Xd^ X(a )

avec u - ^ O y V ^ O e t w ^ O , qui sont dans L sont aussi dans M o
Compte-tenu de ce que l<s images de X(0 ) ° et X ( 0 ) X ( - 1 ) X ( 1 ) sont da.is M

nous pouvons supposer

0 < u < 3 et

inf(u,v,w,) = 0 o

Si l ' un des deux entiers v et w est nul, le monôme m est de la forme

(p( t ) ou ( p ' ( t ) , et est dans M, Nous pouvons donc supposer u = 0«

Comme X ( l ) X(-l) est dans M nous pouvons supposer en outre que

0 ^ inf(v,w) < 3 o

Si m = X ( l ) X ( - l ) nous avons m = (p(v) et par conséquent m € M »

Les seuls cas restant à examiner sont donc

m^ = Xd)^-!^

m^ = xœx^l^XCv-l)

m^ = Xœ^-l^XCv-^) ,
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leur appartenance à M entraînant celle de m ' , m ' et m-l & o

Cas m = m. o
Nous avons

X ( l ) 2 = al21——— X ( 0 ) X ( 2 ) - a^3-)- X(-1)X(3)
a ( l ) a (3 ) a(3)

d 'où

m , ^i2)——— X(0)X(-1) V X(2) - •a^)- X(-1)V+1X(3)
a ( l ) a (3 ) a<3)

mais v s 1 (mod 3) et v = 2 (mod n)
par conséquent

, al2)——— ̂  _^H^ , i)
1 a ( l ) a ( 3 ) a(3)

et m^ € M .

Cas m = m,o II y a deux possibilités à envisager,
Première hypothèse v S -l(mod n) • Alors

m^ = xœxC-l^X^) et

X(1)X(-2) = a ( l > a ( 4 ) x(0)X(- l ) + a^- X(2)X(-3) .
a(2)a (3) a(3)

Par conséquent

^ a ( l ) a (4 ) x^X^l)^ ^ a^ X(2)X(-1)VX(-3) .
a(2)a(3) a(3)

Mais v > 2 puisque v > 0 et y == - l ( n ) «

De plus, v a l ( 3 ) o II en résulte que

a(l)a(4) / s a(l) ,-. / .m = —^———^—— y(v) + —-—— (p(2)(p(v-2) ,
- a(2)a(3) a(3)

ce qui montre que m- 6 M»



Deuxième hypothèse v ^é - l(n) o Alors

X(l)X(v-l) = S^lll— X(0)X(v) - ^"^ X(-l)X(v^l)
a(l)a(v+l) a(v+l)

et

^ a ( 2 ) a ( v ) v^x^XC-l^ - a-(^- X^DXÇ-l)^1 ,
- a ( l ) a ( v + l ) a (v+ l )

Comme v = 1 (mod 3),nous en tirons

a(2)a(v) , v a(v~l) , ^m = ————^——— (p(v) - ———— (p(v+l)
a(l)a(v+l) a(v+l)

et m 6 M,

Cas m = m-. Deux possibilités sont à envisagero

Nous avons m = Xd)^-!)^^-^) .

Première hypothèse v = 0 (mod n) » Alors

m^ = Xd)^-!)^^) .

Mais e(v-l) = 0 puisque v = 0 (mod 3) , donc

m^ = ( p ' ( 2 ) y ( v - l ) et m^ ç M.

Deuxième hypothèse v ^ 0 (mod n) .Alors

X ( l ) X ( v - 2 ) = a(2)a(v" l ) X(0 )X(v - l ) - aSXz21 x ( - l )X(v)
a ( l ) a ( v ) a (v)

et

^ a(2)a(v-l) x(0)X(l)X(-l)VX(v-l) - ^^L X^X^D^v)
a(l)a(v) a(v)

ou en'core

__ a(2)a(v-l) y(i)y(^i) . îi^2]_ xœx^D^v).
a(l)a(v) a(v)
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Mais nous venons de voir que les monômes de la forme m- = XCDXC-l )^ X(v)
sont dans M donc m, € M. Ceci achève la démonstration de la proposition3
9.8

Théorème 9.15 : X , Y et Z sont liées par la relation

(^) Y^ - a(2)^a(4)a(l74 ^Z . ̂  YZ2 = - ̂  X3 . B^ X^
a( l ) 3 a(2)a(3) a ( l ) a( l ) a( l )

Preuve : La relation ( 9 . 1 7 ) nous donne

( 9 . 2 3 ) -Y'YZ - ̂ Z - a(2)5+a(4)a(l)4 XYZ . ̂ 2)2 YZ2
a ( l ) ° a ( 2 ) a ( 3 ) a(D-

Or

Y ' Y Z = X(1)2X(-1)2X(0)3X(2).X(-2)

et nous avons

' 2
X(2)X(-2) = a^2—X(1)X(-1) - Q^ X(0) 2

a(D- a( l )

donc

n
( 9 . 2 4 ) -Y'YZ = - a ( 2 ) X3 + a^ X^

a ( l ) - a ( l )
ce qui, combiné avec (9.23)^nous donne ( 9 . 2 2 ) .

9 . 3 . La courbe 0

Définition 9ol4 î Nous notons 3 la courbe définie au-dessus de «38
par l'équation ( 9 . 2 2 ) » C'est un sous-schéma de 3̂  x P .
Nous notons 0 et P les sections de 3 dont les coordonnées projectives
( X : Y : Z ) sont données par

( 9 . 2 5 ) 0 = ( 0 : 1 : 0 )

P = ( 0 : 0 : 1 )

Ces sections sont contenues dans l'ouvert de lissité ̂ re^ de 3. On



munit 3 d'une structure de schéma en groupes commutatifs en prenant
0 pour élément neutre et en posant la condition

" A + B + C == 0 si et seulement &.î A , B et C sont alignés " .

Les fibres géométriques de ̂ reë sont soit des courbes lisses de genre 1
(courbes elliptiques) soit de type (& ou (Sm a

Nous avons vu, théorème 9 . 3 et corollaire 9 . 5 , que u opère
librement sur ̂  La proposition 9 . 8 et le théorème 9.13 nous permettent
de définir un monomorphisme de W7p dans 3.
Nous notons 9 le morphisme correspondant de U^dans 3. Autrement dit,
© est défini par les relations ( 9 . 1 3 ) o

Posons pour tout entier m

ô  = a ( m - l ) a ( m ) a ( m + l )

< 9- 2 6) ^ = adn-D^dn-^)
Y^ = a ( m ) 3

Proposition 9.15 : Pour tout entier m > 0 nous avons

( 9 . 2 7 ) mP = (V^V f

(En particulier nP = 0 ) . De plus

( 9 . 2 8 ) e ( r g ' + g . ) = -rP.

Preuve : Nous remarquons que ( 9 . 2 7 ) est vraie pour m = 0 et 1.
Calculons les coordonnées projectives du point 2P. La tangente à 3 en
P a pour équation Y = 0. Elle recoupe 3 au point -2P qui a pour coordon-
nées

( a ( - 3 ) a ( - 2 ) a ( - l ) : 0 : a(-2) 3) .

Au passage nous voyons que ( 9 . 2 7 ) est vraie pour m = -2. Sur la courbe 3,
l'opposé du point de coordonnées ( a : ? : Y ) a pour coordonnées
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(9.29) l a ; a(2)^a(4)a(l)\ _ al2)2 ̂  . \.
\ a( l ) 3 a (2)a (3) a ( l ) 2 /

Par conséquent,

2P = ( a ( l ) a ( 2 ) a ( 3 ) : a ( l ) 2 a(4) : a(2)3)

et (9o27) est vraie pour m = 2o

Soit Q=(a : P : Y) un point de 3 différent de 0 et P. La droite passant
par P et Q a pour équation aY - PX = Oo Elle recoupe 3 au point

(9.30) -(P+Q) = (apY : P^ : a3)

Nous déduisons de (9.30),(9.29) et (9.22)

(9.31) P . Q = (a(3Y : a^2 PY2 - ̂  A : a3) .
a( l ) 2 a ( l )

Nous pouvons maintenant démontrer (9.27) par récurrence sur m.

Soit m un entier tel que 2 ^ m < n et supposons (9.27) vraie pour m.
Nous avons mP / P et mP ^ 0 car la première coordonnée de mP n'est pas
nulle. La relation (9.31) nous donne

^ = (°AV -^ ̂  ̂  - ̂  »A -.3) •a( l ) a ( l )

Nous obtenons immédiatement

W^^-^^3^
a^ = atm-D^m)^ .

D'autre part,

^ . y 2 , !^1 ^ 2
I n̂Jm - ———- ̂  Ym

a 1 1 ia(D" a ( l )

(9.32) a (m-l ) a ( m ) | a ( 2 ) 2 a ( m - ^ 2 ) a ( m ) - ad )a (3 )a (m+l ) 2 1
a ( l ) 2 L J



Mais par un choix convenable du sextuplet I, la relation ^(? = 0
nous donne

a(2)2a(m-^2)a(m) - a( l)a(3)a(m+l)2 = a(l) ̂ (m-Dadn^) ,

et en reportant cette égalité dans (9o32) nous obtenons

a(2)2 2 a (3) 2. / ^ 3 / ^ 3 . ,
———2 ^m - ——— "m \n = a(In-l) a^) Pm 'a(l) a(l)

II en résulte, si m / 0 et 1, ce que nous avons supposé, que

( m + l ) P == (0^1 : P^ : Y^P ,

Nous en déduisons par récurrence sur m que

nP = (a^ : ^ : Yn> = (û^ ; P^ ; Y^) = 0 .

Par conséquent P est un point d 'ordre n sur 3, et la relation (9o27)

qui a maintenant un sens si l ' on prend m dans ZS/n2Z est démontrée o

Enfin, la relation (9,28) résulte de (9.27) et de (9 .13) .

Corollaire 9.16 : Les fibres géométriques de 8 ne sont jamais de type

^
Preuve : Un groupe de type C ne possède pas de point d'ordre n non
trivial »

Proposition 9.17 : Les relations suivantes

(9.33) ^ = 1 , ̂  = x , ̂  = 1

(9•34) Ï2^.n = ^n-1^

(9.35) ^-"Tt^ = âiâ^ ̂  - a(t.l) x ̂  ,
a \ 1 / Z

permettent d'associer a chaque entier m positif un ^-morphisme cp
p - , ^ i — — — — — — — — ———————— ———•———— " m

de 0 dans J^ x P »
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Preuve : L'équation 9.22 de la courbe 3 montre que y ,y et y sont

des^-morphismes. Les relations de récurrence (9.35) et (9.34) permettent
de construire les autres v> o' m

Nous remarquons que les relations (9.33) et (9.35) ne suffisent

pas à déterminer les fonctions y quand m = 2(mod n) ; c'est pourquoi nous
avons introduit la relation complémentaire (9.34).

Lemme 9.18 : Pour tous entiers t et ^ >. 0 nous avons

^•^ ft^n - ̂ n-/ •

Preuve : Nous voyons immédiatement que (9.36) est vraie pour & = 0.

De plus, il suffit de prouver cette relation pour 0 <. t < n ; c'est-à-dire

que nous devons montrer que pour tout entier positif m nous avons

[m]
(99W ^= ̂ - [^n ^n-^ n •

Nous procédons par récurrence. Soit s supérieur ou égal à n et suppo-

sons que (9.37) est vraie pour tout entier m tel que 0 < m < .s.
Si s» 2 Cmod n) la relation (9.37) résulte immédiatement de (9»34).
Supposons donc s ^ 2 (mod n ) , Nous avons, d 'après (9.34)

(9.38) . = a(2)a(s- l ) a(s) X
s a ( l )a ( s -2 ) js-1 a(s-2) Z ls-2 '

Posons s = Zn + r avec 0 < r < n; autrement' 'dit

^ [̂  et r = s - n[j] .

Si s = (mod n) , avec 1'hypothèse de récurrence, nous avons

Ts-l = ïn-l^n-l^'1 = f^-1 et

fs-2 = W^n-l^"1 •

et en reportant dans (9e38) nous obtenons

Vs = ^n-l^ '



qui n'est autre que (9.37),

Si s = l( i mod n ) , nous avons, d 'après 1'hypothèse de récurrence,

Vs-l - ^n-1^ et

f.-2 - ^n-1^ •

En reportant dans (9.38) nous obtenons

Vs - J^n-1^ - fl^n-1^

qui n '»s t autre que (9.37).

Si s = r (mod n) avec 2 < r < n, nous avons d 'après l 'hypothèse de récur-
r ence

^s-l = Vr-l^n-1^

?s-2 = Wïn-1^ 0

En reportant dans (9.38) nous obtenons

'•^î^^-^^j-
Mais le terme entre crochets n'est autre que y , ce qui prouve (9.37)
dans ce cas et achève la démonstration du lemme 9.18

Lemme 9.19 : Soient r ç 2 /n - fo} ̂  t un entier positif. Alors

(9.39) y (rp) = a(r- l) a ( r+ t )
t a^)^

Preuve : II résulte de (9.33) et de (9.27) que cette relation est vraie

pour t = 0,1,2. Supposons-la vraie pour t = 0 ,1 ,2 , . . . ,m avec 2 <. m < n.
La relation (9.35) nous donne

y (^ - a(2)a(m)a(r-l)ma(r.^m) adn+Da^-D^r.^Da^m-l)' m -t. i _ -i ~" ' —-——^m+r
a^a^-DaM"^ a(m-l)a(r)m+2

et comme
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a ( 2 ) a ( r ) a ( m ) a ( r - n n ) - a ( m + l ) a ( r + l ) a ( r + m - l ) a ( l ) = a ( l ) a ( r - l ) a ( m - l ) a ( r + m + l )

nous obtenons, après simplification par a(m-l) ,

y ,(rP) = âl£zî}"^i£.!£îîl
'm+1 , >,m+2a(r)

Nous en déduisons que (9.39) est vraie quel que soit m tel que 0 <- m ^ n «

En particulier,

(9.40) y^(rP) -, ̂ -^ ,
a(r)

ce qui, combiné avec (9.36), donne (9o39) pour tout entier t S: 0.

Lemme 9.20 : Pour tout entier t ^ 0, nous avons sur 3 ,

(9.41) div y, = t j p} + j-tP} - ( t + D J O } .t

Preuve : II est clair que (9.41) est vraie pour t = 0,1,2. D'autre part,

grâce à (9.36), il suffit de prouver (9.41) pour 0 ^ f < n. Supposons donc
(9.41) vraie pour t = 0 ,1 ,2 , . . . ,m avec 2 < m 2S n. La relation (9.35) nous
montre que (p , n ' a pour pôles, qu 'un pôle d 'ordre m + 2 en 0, et

possède un zéro d 'ordre au moins m en P. De plus, (p . ( - ( m + l ) P ) = 0

d'après (9.39). Par conséquent, il existe un point Q de 3 tel que

div (p = m fp } + f-(m+l)P} + IQ} - (m+2) fo}

et le théorème d 'Abel montre que Q = P, ce qui prouve (9.41) pour
t = m+1, et par récurrence pour tout m »

Théorème 9.21 : Soit 1 = (i , j , , i , j ,i , j ) un sextuplet d'entiers tels

que

"l^l = ^2^2 = i^^ °

Alors les fonctions (p. , y . , (p. , y . , (p. , (p . sont liées par la relation
1! 3! '2 ^ ^ 33



(9.42) ^^-^^-^i^

+ a ( i^ i3 ) a ( jl" i3 ) (Pi ^j

+ a(i^-i^)a(j^i^)y^ ^ = 0
3 3

Preuve : Posons r = i + j o Alors

div y y == r f p } + 1-i P} + i-J,P} - (r^2) (0} ,
1 Jl 1 1

Sur 3^ le diviseur

rjp} + 2f-(r/2)P} - (r+2) fo}

est principal, c'est le diviseur d ' une fonction que nous notons v|/. Nous
avons

/^i ^J \
div^ —1—1 = f-i .P} + 1-j^P} - 2i-(r/2)P} .

^ /

Par conséquent, les trois fonctions

^i y-, ïi y. ^1 y-,
1 1 2 2 3 3————— ^ ————— ^ ————— qyj^ n 'ont pour pèles qu 'un pôle
\|/ \j/ \|/

double au point -(r/2)P sont linéairement dépendantes. Le lemme 9«19 nous

permet de trouver les coefficients de dépendance et nous obtenons ainsi
la relation ( 9 o 4 2 ) o

Soit H l'ouvert de 9 défini par la condition :

(p , inversible»•n-1

II résulte du lemme 9.20 que H est le complémentaire de 0 et P«

Lemme 9.23 : Le morphisme 9 :W^ 3 induit un. épimorphisme de l'ouvert
œ ( o ) D œ ( - 1 ) ̂  Wsur 1 ' ouvert H de 5.
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Preuve : Soient k une ZF1/n]-algèbre, a ç (Q-(k) ,Preuve : boient k une 7L 11/nJ -algèbre, a ç U>(k) ,

Q == (X(0) : X ( l ) : :X(n- l ) )Ç 1(^(k), Supposons Q dans ou(0) (k) , Alors

(9.43) y . ( 9 ( Q ) ) = X(- l ) X ( t ) ^
t X^)^ ^

En effet , cette relation est vraie pour t = 0,1,2 et comme les quantités
y / __•< \ ty ( 4- \.

y , ( © ( Q ) ) et — — — — — v é r i f i e n t les mêmes relations de récurrence en t
X(OF

elles sont égales quel que soit t.

Il en résulte, si Q ê ttï(O) D œ(l) (k) que

X ^ / X I O L ^ ^ Q ) )
X(0) \ X(- l ) / t

et f x^)-l n = y (e^Q) ) .
[ X(0) / n-1

Par conséquent, 9 envoie d>(0) n ^(-1) (k) dans H ( k ) .

Réciproquement, considérons le révêtement étale H ' de H défini
comme le sous-schéma de H x P d 'équations

(9.44) Y(-l)11 == ^,^(0)"

t
(9.45) Y ( t ) = Y(0) / ^°L,\ (p pour t ^ t ^ n-2

\ Y ( - l ) / '

ou (Y(0 ) : Y ( l ) : ) sont les coordonnées homogènes dans P n indexées

par 7L /n Z. Le théorème (9.21) nous montre que si 1 = ( i . , j . , i , j ,i , j )
1 J. 2 2 3 3

est un sextuple! d'éléments de 7L /n 7L tels que

"l4-3! = i2+ j2 = ^-^

nous avons ^^ = 0 (en désignant par 3 le polynôme (7.1)) . Nous voyons

donc que 9 induit un isomorphisme de ^(0) n w(- l ) sur H ' .

Lemme 9.24 : Soit Q € w(0) H œ(- l )^(k) . Alors, pour tout entier r nous
avons

(9.46) 9( ( - rg ' ) +Q) = rP + 9 (Q) ,
Q.



Preuve : II suffit de démontrer ( 9 . 4 6 ) avec r = lo
Soient ( X ( 0 ) : X ( 1 ) : ) ïes coordonnées projectives de Q et (X : Y : Z)
celles de 6 ( Q ) o La formule ( 9 o 3 1 ) nous montre queo

P+e(Q) = (XYZ : a ( 2 ) YZ2 - a^3)- X^ : X 3 ) .
a(D- a ( l )

Or XYZ = X ( 0 ) 3 X ( - 1 ) 3 X ( 0 ) X ( 1 ) X ( 2 )

X3 = X(0) 3X(-1) 3 X ( l ) 3

D'autre part,

^ Yz2 - ̂  X^ - X^X^l)2 ^^X^)) - a ( 3 ) a ( l ) X ( l ) 2 1
a(D" a ( l ) a (D- L J

et le terme entre crochets est égal à

aCD^-DXO) ce qui prouve,
puisque X(0) X( - l ) est inversible que

p+e (Q) = ( x (o )x ( i )x (2 ) : xCO^O) : xd)3) = e ( - g ' + Q ) ,

Nous tirons de ce lemme que 0 induit un épimorphisme de ^(-r) D ou(-l-r)
sur rP + H pour tout r et, comme les ouverts (tf(-r) 0 w(-l-r) recouvrent

'̂ 7 tandis que les ouverts rP + H recouvrent 3 nous avons démontré

Théorème 9.25 : T^/est le revêtement principal de groupe u ; de 3 donné par
(9e44) et (9o45) , le groupe (i opérant sur \^ par

Y(i) l——^€""4(1) ,

Théorème 9.26 :

i) Le schéma 17est une courbe elliptique généralisée au-dessus
de Œ , munie de la section 0 comme section neutre (au sens de [De-Ra]).

i i) Les fibres géométriques de ^ s o n t

a) des courbes lisses de genre 1 (courbes el l ipt iques) j^u
dessus des points de Q qui ne sont pas des pointes.

b) des n-gones au-dessus des pointes de G .
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^
i i i ) ffl^est l 'ouver t de lissité de ^ / a ^

iv) V est le noyau de la mul t ip l icat ion par n sur y^et l ' ac t ion

de ̂  sur ̂ définie par (9 .1) est la translation.

Preuve : II résulte du théorème 9.25 que 7/^"est une courbe elliptique

généralisée au-dessus de ou . Soit k un corps algébriquement clos où n

est inversible et soit a € J Ç ( k ) . Deux cas sont possibles.

i) 3 (k) est lisse alors d'après le théorème 9.25, ^/^(k) est unea a
courbe lisse de genre 1.

ii) 3 (k) est une cubique à point double ordinaire. Alors laa

translation par P sur 3 (k) n 'opère pas librement (elle laisse fixe lea

point singulier) . Il résulte alors de (9 .44) que le groupe ']/ n 'opère

pas librement sur U ' e t d'après le théorème 9.3 nous en déduisons que

'[^(k) possède des points extraordinaires. Les seules fibres géométriques

de tvqui sont singulières sont donc celles qui sont au-dessus des pointes

de'â.

Il n ' y a plus qu ' à utiliser l ' ac t ion de Sp(Z/n SZ y a ) sur c^ et sur Q

pour obtenir les af f i rmat ions i ) , i i) et i i i) du théorème 9.26.

•̂̂
Le sous-schéma V ' de (/ opère sur <7par (9 .1) . Or les automor-

phismes de t/sont de la forme

P _ u (P) + Q

^^
où u désigne un automorphisme de ^ d o n t la restriction à ^"respecte la

loi de groupe. Comme n > 3 le seul automorphisme du groupe ^Z^qui soit

d 'ordre n est l ' ident i té . Il en résulte qu ' un point g de V^ opère sur ^"

par P -» P+Q(g) et comme 0 -* g nous avons Q(g) = g. Nous en déduisons••"v̂
que <7^ est contenu dans le noyau de la mul t ip l ica t ion par n sur ^ '

et comme il a même degré il lui est égal, ce qui achève la démonstration
de ce corollaire.



CHAPITRE 10

Conclusion.

10.1 La catégorie & ( n ) .

Définition 10.1 : Nous notons & ( n ) la catégorie dont les objets sont
les tr i p l e t s , ( S , E , 1 ) formés

i) d ' u n schéma S sur Z [ 1/n]
ii) d'une courbe elliptique généralisée E au-dessus de S dont les

fibres singulières sont des n-gônes
iii) d'un isomorphisme A entre le schéma S x ZS/n2Z x p et le noyau

E de la multiplication par n sur l'ouvert de lissité E de E/S conser-
vant la forme bilinéaire e définie au paragraphe 7 . 2 .

Nous notons gn la section de E qui est le générateur canoni-Jij n
que du sous-groupe de E isomorphe par A, à S x 7L /n5Z et C? le sous-
groupe de E isomorphe par A à S x p .

Les morphismes sont les couples de morphismes ( y , f ) rendant
cartésien le diagramme

E ^ , E'

f 'S ——î——^ S'

tels que

f ( s ' s ) = Sff

ï (C^) = Cg,
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Le corollaire 9.27 montre que le triplet ( û , V , s ) où s
désigne l'immersion fermée définie au corollaire 7,3 est un objet de
catégorie & ( n ) . Nous voyons que g.., n'est autre que la section
ai > ( g ' ) et que C... est la réunion des sections a|i—^(&-) •a y '0 a

10.2 Les courbes avec p bien réparti.

Dans la première partie de cette thèse, nous avons vu que
si (Spec(k) , E , 7 . ) désigne un objet de & ( n ) tel que E soit une courbe
elliptique (lisse) définie au-dessus d'un corps k où n est inversible,
il existe un morphisme canonique de ( S p e c ( k ) , E , 7 . ) dans ( G , y ^ , s ) .

Rappelons que ce morphisme est obtenu a l'aide des fonctions
(X , X , . . . , X ) définies par

(10.1)

rgg

div \- £E - ^E

X ( ^ g . ) = f - 1 si r / o

r 2
1 sinon

et des constantes (a , a , , . . . , a , ) définies par

( 1 0 . 2 ) a^, = X ^ . T ( O )

où T désigne une fonction sur E possédant un zéro simple a l'origine
0 de E.

Cette construction d'un morphisme canonique de ( S , E , 7 . ) dans
( G , V , s ) s'étend sans difficulté au cas où E est une courbe elliptique
généralisée au-dessus d'une base S, telle que pour tout point géométri-
que "s" de S pour lequel la fibre E_ soit singulière, le groupe ( C ç , ) ne
soit pas contenu dans la composante neutre de EL_ ce que, pour abréger, nous
appelons une bonne répartition de p . En effet, dans ce cas nous pou-
vons toujours trouver des fonctions X satisfaisant a ( 1 0 . 1 ) , une
fonction T et définir des a par ( 1 0 . 2 ) . Nous avons encore un morphisme



de la catégorie & ( n ) de (S,E,7.) dans (G, V ,s) construit à l 'aide
des X et des a

Théorème 10.2 : Soit ( S , E , Â ) dans & ( n ) tel que E ait un p bien réparti;
alors il existe un unique morphisme de ( S , E , Â ) dans ( G , ^ / ' , s ) .

Preuve : Nous venons de voir qu ' i l existe un morphisme de (S ,E ,Â) dans

(G, y , s ) . Comme E a un p^ bien réparti, en fait ce morphisme va de

(S,E,1> dans (^3 , W ,s) puisque £> est précisément l 'ouvert de Œ

dont les fibres ont un \i bien réparti. L'unicité du morphisme vient du
fait que sur le schéma 'W défini par (7 .1) , les fonctions X /X sont

r o
précisément celles qui vérifient (10.1) ce qui implique que nécessaire-
ment tout morphisme de (S,E,1) dans (^8 , Z^",s) se construit a l 'aide
des fonctions X sur E satisfaisant (10.1).

Dans LDe-Ra] un objet (^ ,&,P) de & ( n ) est construit possédant
les propriétés suivantes.

i) 'ÏÏ[ et fi sont lisses sur 7L !' 1/n] et *tt[ est une courbe projective
ii) Pour tout objet (S ,E ,X) de t (n) il existe un unique morphisme

d e & ( n ) de (S,E,1) dans (^ ,£ ,P) .

^ est le "schéma des modules de la catégorie & ( n ) " .

Désignons par ̂  l 'ouvert de ^ et par & ' l 'ouvert de & au-dessus
de ^' tels que les fibres de & ' aient un p bien réparti. L'ouvert ^'
est le complémentaire d 'un ensemble fini de points dansî^.

Le théorème 10.2 montre qu ' i l existe un morphisme unique de
C 7 ? ' , f c ' , P ) dans (^3 ,Z//" ,s) et la propriété d'universalité de (^ ,&,P)

montre qu ' i l existe un morphisme unique de ( ^8 , W,s) dans C ^ ' , & ' , P ) .
Nous pouvons reformuler le théorème 10.2 .
Théorème 10.3 : Les objets (^' ,& ' ,P ) ^t_ ( %, î/^s) ô^ & ( n ) sont
isomorphes.
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10.3 Les courbes avec [i mal réparti

Nous avons

&>__> c: v
\ . i^' î ) c a .

Le schéma^ étant une courbe, il est bien connu qu'on peut prolonger
f de façon unique en un morphisme de ^l dans G . Il faut voir que (p
se prolonge en un morphisme de & dans P n" ce qui donnera, puisque
est fermé dans P un prolongement de (p en un morphisme de & dans
Pour cela, compte-tenu du corollaire 2 . 6 de [De-Ra] page 159 il suffit
de voir qu'il existe un morphisme de la "courbe de Tate à n côtés"

(S,E,7 0 = (Spec ZSCl/nJllllq1^]] , ( ^ "/q2 , X)

dans ( û , 1 / , s ) . Pour simplifier, mais cela ne change rien à la méthode
nous pouvons supposer que À est 1'isomorphisme tel que g*, soit la

1 /nsection " q " et Cg soit le sous-groupe " p " de E . ( I 1 faudrait considé-
rer aussi le cas où g? = q n avec a ̂  0 ) .
Nous renvoyons a [De-Ra] pages 149 et suivantes pour ce qui concerne
la courbe de Tate.

Nous posons q = q " d e sorte que q" = q et nous désignons
par z le point courant de C »

Définition 10.4 : Soit r ç Z/nZ . Nous notons T l'unique élément de
H défini par

(10.3)
r s - r (mod n)

0 ^ "F < n

et nous posons

(10.4) e(r) = Tr(^"^)

2



Nous voyons immédiatement que
^

e ( - r ) = e ( r )

0^ e ( r ) ̂  (n 2-!)^

( 1 0 . 5 ) e(l/2) = c(-l/2) = (n 2-!)^

e ( r ) / e ( r ' ) si r / _»_ r'
\

Théorème 10.5 Au-dessus de s[1/aJ la courbe E est lisse et les fonctions
X^ définies par ( 1 0 . 1 ) admettent le développement

(10.6) X (z) = î  . } ,
r 1-.- ^

TT (l-q'z-^TT (l-q^)
m>0 ro^O
m=r(n)______m^~r(n)

m>0
ms0(n)

/^ m -n ^ / , m n^(1-q z ) ( l - q z )

Preuve : Si r = 0, le membre de droite de (10.6) est égal a 1 ce qui est
bien la valeur de X ( z ) . Supposons donc r / 0.

Rappelons [La] que la fonction T définie sur <fc par le dévelop-^ m ^
pement .

(10-7) T (z ,q ) = (1-z) TT (l-q^d-q"^"1)
m>0

vérifie les deux relations

(10.8) T(qz ,q ) = -z~ T ( z , q )

^z'^q) = - z~ l T(z ,q )

et que toute fonction sur la courbe de Tate s'écrit a une constante
près sous la forme

TT T(z/a q)
S ' 1 i

^ . A^-

ïï, ^^i.q)1=1

fr a /H b = q-1

i=l i^l 1
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La première des deux équations ( 1 0 . 1 ) montre alors qu'il
existe a ( r ) tel que

T(z/qT,q)
X (z) = a(r) z^TT

C^ T(z/:,q)

— / n i r n\
_j, T(z /q ,q )

= a ( r ) z . ——^———————
Kz^q")

La deuxième équation (10.1) nous permet de calculer a(r)
Considérons deux cas :

Premier cas : r est pair. Posons s = r/2.

Nous avons X (q ) =-1 ce qui donne

,(,) ^/2 T(<TW) ,.,.
T(q s ,qn)

Mais, d'après (10.8)

^q"8^) = ^"^(q8^")

d 'ou

X (z) = q^n^)^ z- ̂ /^^
TÇz"^")

II suffit alors d'utiliser ( 1 0 . 7 ) pour obtenir ( 1 0 . 6 ) .

Deuxième cas : r est impair. Posons s = +r
oNous avons

X (q ) = -1 ce qui donne
n-r

a(r) q-^"-)^ .T(q'2"'.q") , .1
n n+r

T(q 2 ,q")

Mais d'après ( 1 0 . 8 ) ,



n-r n+r

T(q. 2 ,q") = T(q 2 , q") d'où

X (z) = _^("^)/2 ̂  ^"/q^q")
•^".q")

et on obtient (10.6) en utilisant (10.7).

La courbe de Tate E est recouverte par les cartes locales

^u i ) iê2Z+ 1/2, définies par

(10.9) ^ = S[z,.^,t^^/(z^^.t^^^).

Ces cartes sont recollées de sorte que l'ouvert

^i = "i-l/2" "i.1/2 c "i.1/2 soit "i.l^1/2^2!'2!1'!

et ^"i-l^ soit "i-l/^^i^^i^I13 •

ces ouverts étant identifiés par la condition

(10.10) z. . t. = 1

Proposition 10.6 Le morphisme

& • =&[ l /q^———> V

S' = S[l/q^]———) G

se prolonge en un morphisme

e __» V

l_i
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Preuve : Considérons le morphisme p. défini sur la carte U y par

^i^i^ ^oS^i+l^-^n-l^i^i+l^

s+1) s(s-l)
( 10 .11 ) ̂ ,t^)^ ^i+l 2 ^^JL (l-z^^t^) .m>0 î

mï?r-i(n)

ÎT (l-z^^t1"11,)
m^O

z. t. „ /i i+l

m=i-r(n)

ou s = (r-i) n-1
2 •

Au-dessus de s[ 1/q j nous avons la relation z = z.q1 (d 'après (10.9) et
(10.10)) et compte-tenu de (10.6) nous trouvons

0 0

^(z^i^)=z/i— - V^ —r TT (i-qY^TT (^^^r^o)
i+1 m>0 n̂ O

m5-i(n) m5i(n)
Ceci nous montre qu'au-dessus de s[1/q ] , le morphisme p . n'est autre
que le morphisme de E[1/q ] dans V obtenu a l'aide des fonctions X .n r
Sur la fibre spéciale nous avons

n-1
T"
n+1
-T-

n-1( - 1 ) pour (r-i) = •i

n+1z^(-l) pour ^r-i;

t. (-1)i+i pour \.r-i<) n-3

dans les autres cas.

donc p^ définit bien un plongement de U. ^ . dans P "(puisqu'on peut

développer en série z^ et t^ a l ' a ide des ^^i^^ '+l^ et nous 3ivon^
vu au passage que p^ et p . , pour i / j , coïncident au-dessus de l 'ou-
vert U^^ H U^^ qui est contenu dans E[ 1/q^] . Nous en déduisons
la proposition 10.6.



Il résulte de cette proposition que nous pouvons prolonger
le morphisme

s'—> ir
l ïî
' ———>G

en un morphisme

e——ir
J J
^——'a ,

Le groupe Sp(Z/n2 x p. ) opère sur l 'ensemble de la situation
et comme nous avons vu au paragraphe 10.2 que ( ^ ' , 6 ' ' , P ) et (^ ,î^,s)

sont isomorphes,nous obtenons

Théorème 10.6 : Les objets W , & , P ) e^ (a, y ,s ) de la catégorie g(n)

sont isomorphes. En particulier CQ, y,s) est universel, les schémas V
et G sont lisses sur Z[1/n] ^ a est une courbe projective.
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APPENDICE

2 XH (Z /n ,Zx . . . x Z/n Z , k ) avec action triviale..

Soient n . ,n , o . ., n des entiers. Nous considérons un groupe

G = G, x G x , . ,xG

tel que G. soit isomorphe à Z /n .ZZ o Nous supposons que

^"r^r-J '--l"! »

et nous posons n = n, . Si de plus r = 1 nous posons n = 1 « La loi de

composition de G est notée additivement.

Soit k un corps, k son groupe mult ipl icat if ,k une clôture al-
gébrique de k et

^ = )x ç -^ 1 x" = 1} ,

Considérons une extension centrale

0——^x——^E n ) G —^0

de k par G et notons o une section ensembliste de Tio

Si g et g' sont .dans G le commutateur
— 1 — 1 y

o ( g ) o ( g ' ) o ( g ) o ( g ' ) de o(g) et o ( g ' ) est un élément de k qui ne
dépend pas du choix.de co Nous posons

<g,g'> = oCg^g'^g)"'1^')"1

Lemme A.,1 : L 'appl icat ion < , > : GxG«_^A est une forme bilinéaire alter-
née a valeurs dans [i »n^



Preuve : II est clair que < , > est alternée. Soient g,g et g dans G.
Alors

o(g)o(g^)o(g)'"1 = <g,g^>o(g^)

o(g)o(g^)o(g)~1 = <g,g^>o(g^)

d' où

o(g)o(g^)o(g^)o(g)~ = <g,g^xg,g^>o(g^)o(g ) .

Mais o(g^)o(g^) = a(g^,g^)o(g^+ g^)avec a(g^,g^) dans le centre de E.

Par conséquent,

o(g)o(g^+ g^)o(g)~ = <g,g^xg,g^>o(g^+ g^) .

Ceci montre que

< g » g ^ + g^> = <g,g^xg,g3>

et en utilisant le fait que < , > est alterné nous obtenons

<g^»gxg2»g> = <ë^+ ë^fS> •

D'autre part, si nous écrivons

^-L^ et ^-L^
avec g et g! dans G. , nous obtenons par linéarité et compte-tenu du

fait que < , > est alternée

<g,g'> = TT <g,,g'>
i/J ' 3

et comme <g,g'> = 1 si dg = 0 nous voyons que <g^,g'.> € u^ pour tous

couples i et j et plus généralement, <g,g'> 6 ^
n2
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Nous avons posé n = n< et par conséquent, ng = 0 pour tout g ç Ge

Ceci montre que l'élément o ( g ) de E est en fait dans k pour tout g C G.
De plus son image v ( g ) dans k /k ne dépend pas du choix de o»

Lemme Ao2 : Pour tous g et g ' dans G nous avons

n(n-l)
( A o l ) v ( g ) v ( g ' ) = < g , g ' > 2 v ( g + g ' ) .

Preuve : Pour tous g et g ' dans G nous avons d'une part

( A . 2 ) o ( g ) o ( g ' ) = a ( g , g ' ) o ( g + g ' )

avec a ( g , g ' ) dans k , d'autre part

( A . 3 ) G ( g ) o ( g ' ) = < g , g ' > ( î ( g ' ) o ( g ) .

Par récurrence sur l'entier s nous obtenons
s(s-l)

^ ( g ) 6 3 ^ ' ) 6 ' = < g , g ' > 2 aCg.g^^g+g')®

ce qui, appliqué a s = n , nous donne ( A o l ) .
n(n-l)
2 , »Remarque : Le nombre < g , g ' > est égal a +1 ou -1o En particulier

il est égal à +1 si n^ est impair. Nous voyons donc que pour n- impair,
ou bien -1 € k , ou bien < g , g ' > = 1 pour tous g et g' dans G, la
fonction v : Ci \k est un homomorphisme« De plus l'application
2 „ » , x /, xn , / , . . . . , / ^ 2n - , x ,. xn , ,v : G—)k /k définie par g——limage de o ( g ) dans k /k est toujours

un homomorphisme.

/•s/ e) )(

Définition A.3 : Nous notons H ~ (G,k ) le groupe multiplicatif dont les
éléments sont les couples (< , > ,v) de fonctions

< , > : G x G—^

v : G—^kW"



telles que :

i) < , > soit bilinéaire alternée,
ii) v satisfasse a la condition ( A . l ) .

Théorème A.4 : Sj^ u^c k 1 'application X qui associe a (E,7t) le couple

(< , > » v ) précédemment défini est un isomorphisme entre H^G.k^ et
<^w»o Y
H^G.k").

Preuve : i) Considérons le diagramme commutatif exact suivant

0__^x__>E__^G__^0

II ^ II
w — — ^ — — > E — — ^ G — — ^ 0

Alors il est clair, compte-tenu de la définition de < , > et v, que l 'on
obtient les mêmes fonctions en remplaçant ( E , T T ) par ( E ' , 3 i ' ) . Il en

2 xrésulte que (< , > ,v ) ne dépend que de l ' image de (E,7c) dans H (G,k ) .

ii) Pour voir que X est un homomorphisme nous pouvons calculer

< , > et v a l 'a ide du 2-coçycle a associé à la section a par la rela-
tion (A .2 ) . Nous trouvons

< g , g ' > = a ( s ? f i > )
a ( g ' , g )

et par récurrence

^(g)11 = ff(g,g)a(g,2g)...a(g,(n-l)g)o(0)

Ces formules montrent que X est un homomorphisme de Z^Gyk^ dans
H^G,^ ). Nous savons déjà que X ne dépend que de la classe de (E,7t)

2 x
dans H (G,k ) mais nous retrouvons ce fait de la façon suivante. Si

a est un 2.cobord, il existe une fonction f de G dans A telle que

,(g,g.) ,lk21i&ll
f (g+6')
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et alors

< g , g ' > = 1

tandis que

(^g)" = f(g) 1 1

ce qui donne v ( g ) = 1 .

iii) \ est injectif.
Si < g , g ' ) = 1 pour tous g et g ' c'est que l'extension E qui

est engendrée par les éléments de kx et par les cr(g) est commutative.
Si de plus v ( g ) = 1 c'est que ^(g) 1 1 € k̂  et quitte à modifier c nous
pouvons supposer que ^(g) 1 1 = 1 pour tout g C G. Soit g . un générateur

" i x " i n/fnide G^. L'élément o ( g ^ ) est dans k et comme ( o ( g . ) ) = 1 nous
n. n . 1

voyons que o ( g . ) 1 ̂  ̂ /_ = P_1 puisque [i c k x. Quitte à modifier a•«- ii/ n . n n
n^

nous pouvons supposer que o ( g . ) = 1 pour tout générateur g . de G .
et pour tout i . Comme le groupe G, qui est un groupe de présentation
finie, est défini par les relations g . g . = g . g . et g . = 1 nous

voyons que o est un relèvement de G et que l'extension ( E , j i ) est scindée.

iv) X est surjectif.
Soient ( < , > , v ) dans ÏÏ^G, k̂  .

Choisissons pour chaque i un générateur g . de G . et un relèvement a .
de v ( g . ) dans kx o

Soit E l*ensemble des mots de la forme

(1,0^,0^, . . . , 0 ^ )

ou t désigne un élément de k et a , . . . , a des entiers tels que



Nous munissons l 'ensemble E de la loi de composition

(t,(^,o^,...,o^)(f,o^,...,o^) = (t",c^,...,c^;)

avec
pî  1

t - t fTT ̂ /^ TT a.1- n- J

i>j " i=l 1

a. +a :[ a.+a! 1
,. + a; - 1 x n1 i n^ J "i •a". = a. + a! - -î——1— | n

1 L "i j -

On vérifie que l'ensemble E muni de cette loi est un groupe et que
l'application E 7C )G définie par

^(t,o^, . . . , o ^ ) = o^g^+...+o^g^

est un homomorphisme surjectif qui a pour noyau le sous-groupe de E
isomorphe à k formé des mots du type ( t , 0 , . . . , 0 ) .

Il reste à voir, et c'est immédiat, que les applications
< , > et v associées à l'extension ( E , 7 r ) sont bien celles dont on était
parti et le théorème est démontrée
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