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SUPPL&E/̂ TS au. BuJUe^n dç, ta. Soĉ -e/Cê mcutke.mcuU.qu.e, de. Flânez.

- Les "Compter ^.endoô de<6 4êanc&A", qui avaient paru annuellement de 1911 à 1938,
ne sont plus disponibles séparément, mais sont tous incorporés, année par année,
dans la réimpression du Bulletin de la Société mathématique de France, tomes 39
(1911) a 66 ( 1 9 3 8 ) , y compris, pour chacune des années 1911, 1921, 1922, 1923 et
1924 (séances du "C>inqu£Lnte.ncuAe." et séances ordinaires de 1924). les tables qui
n'existaient pas à l'origine.

Les autres suppléments ci-après sont disponibles séparément :
- 1939. - Conférences de la Réunion internationale des mathématicien? [1937. Paris].
- "Mêmo^&ô" :
1. FORT (Jacques). - Contribution à l'étude des éléments tertiaires . . . (Thèse).
2. GIRAUD ( J e a n ) . - Méthode de la descente.
3. GRILLET ( P . - A . ) . - Homomorphismes principaux de tas et de groupoîdes (Thèse).
4. BERTRANDIAS (Françoise). - Ensembles remarquables d'adëles algébriques (Thèse).
5. BERTRANDIAS (Jean-Paul). - Espaces de fonctions borné.es et continues . . . (Thèse).
6 . VO-KHAC Khoan. - Etude des fonctions quasi stationnaires . . . (Thèse).
7. BERNAT (Pierre). - Sur le corps enveloppant d'une algèbre de Lie résoluble.
8. MALLIAVIN-BRAMERET (Marie-Paule). - Largeurs d'anneaux et de modules (Thèse).
9 . RENAULT ( G u y ) . - Etude des sous-modules compléments dans un module (Thèse).

10. ZINN-JUSTIN ( N i c o l e ) . - Dérivations dans les corps et anneaux . . . (Thèse).
11. BEÇTIN (Jean-Etienne). - Variété de Picard de type linéaire commutatif (Thèse).
12. AUBIN (Jean-Pierre). - Approximation des espaces de distributions . . . (Thèse).
13. DEUTSCH (Ni m e t ) . - Interpolation dans les espaces vectoriels . . . (Thèse).
14. ROBERT (Pierre). - Sur Taxiomatique des systèmes générateurs . . . (Thèse).
15. FOUQUES (Alfred). - Systèmes de a-idéaux dans un demi-groupe . . . (Thèse).
16. LEHMANN ( D a n i e l ) . - Quelques propriétés des connexions induites . . . (Thèse).
17. BRUTER (Claude P . ) . - Vue d'ensemble sur la théorie des matroîdes.
18. DIXMIER (Suzanne). - Sur les p-groupes . . . (Thèse).
19. Contributions à la théorie des séries trigonométriques . . .
20. KRÉE (Paul R . ) . - Distributions quasi homogènes et intégrales singulières.
21. de MATHAN (Bernard). - Approximations diophantiennes dans un corps local (Thèse).
22. CHADEYRAS (Marcel). - Essai d'une théorie nœthérienne homogène... (Thèse).
23. KOSKAS (Maurice). - Structures algébriques multivoques. Applications (Thèse).
24. SPECTOR ( R e n é ) . - Sur la structure locale des groupes abéliens . . . (Thèse).
25. Colloque de théorie des nombres [ 1 9 6 9 . Bordeaux].
26. MARTY (Robert). - Sous-groupes fonctoriets et relativisations (Thèse).
27. DHOMBRES (Jean G . ) . - Sur les opérateurs, multiplicativement liés (Thèse).
28. GATESOUPE ( M i c h e l ) . - Sur les transformées de Fourier radiales (Thèse).
29. DELAROCHE (Claire). - Extensions des C*-a1gèbres (Thèse).
30. RAÏS (Mustapha), - Distributions homogènes sur des espaces de matrices (Thèse).



31-32. Colloque d'analyse fonctionnelle [1971. Bordeaux].
33. Sur les groupes algébriques (ANANTHARAMAN et LU N A ) .
34. Contributions à l'analyse fonctionnelle (BONNARD. BOLLEY et CAMUS).
35. Contributions au calcul des probabilités (CONZE, REINHARD. BECKER, JACOD et

DANG NGOC NGHIEM).
36. ROBERT ( G i l l e s ) . - Unités elliptiques.
37. Journées arithmétiques [1973. Grenoble],
38. Journées de géométrie analytique [1972, Poitiers].
39-40. Table ronde d'analyse non archimédienne [1972. Paris],
41. RAYNAUD ( M i c h è l e ) . - Théorème de Lefschetz , , . (Thèse),
42. FAKIR ( S a b a h ) . - Objets algébriquement clos . . . (Thèse).
43. LIGOZAT (Gérard). - Courbes modulaires de genre 1 (Thèse).
44. ENOCK (Michel) et SCHWARTZ (Jean-Marie). - Une dualité dans les algèbres de

von Neumann.
45. MOULIN (Hervé). - Prolongement des jeux à deux joueurs de somme nulle (Thèse).
46. Journées sur la géométrie de la dimension infinie . . . [1975, Lyon].
47. PUIG ( L u i s ) . - Structure locale dans les groupes finis (Thèse).
48. Colloque sur les formes quadratiques [1975. Montpellier].
49-50. Utilisation des calculateurs en mathématiques pures [1975, Limoges].
51-52. Contributions à l'étude des opérateurs elliptiques et hypoeTliptiques

( B . HELFFER, G . MÉTIVIER).
53. KANTOR (Jean-Michel). - Formes . . , ; HENDRIKS (Harris). - Obstruction . . .
54. Fonctions harmoniques et théorèmes limites . , , ( A . RAUGI, J , ROSENBERG).
55-56. SOTO ANDRADE (Jorqe). ^ Représentations de certains groupes symplectiques

finis (Thèse).

© TOOA d^toJLt^ ^ê4e/iué4
Société mcuthamcubiqu.^ du FA-ance-,



s



Bull. Soc. math. France,
Mémoire 55-56, 1978, p. 5-334,

REPRESENTATIONS DE CERTAINS GROUPES
SYMPLEGTIQUES FINIS (^)

par Jorge SOTO ANDRADE

TABLE DES MATIERES

I N T R O D U C T I O N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

NOTATIONS G E N E R A L E S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CHAPITRE I. - LES REPRESENTATIONS DE .G L ( 2 , ] F ) ET S L ( 2 , ] F ) . . . . . .q q
§ 1 . La série principale de G = G L ( 2 , ] F ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Construction de la série principale par i n d u c t i o n . . . . . . . . . . . .

2 . La représentation naturelle de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . Isomorphisme entre la représentation naturelle et la série

p r i n c i p a l e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 2 . La représentation de Weil (V , û ) de G . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Une présentation de G L ( 2 , k ) (k corps commutatif quelconque)

2. Formes quadratiques et sommes de Gauss sur le corps fini k= TF

3. Définition de la représentation de W e i l . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 3 . La représentation de Weil associée au plan d é p l o y é . . . . . . . . . . . . . .

1 . Le groupe f = GO(Q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . Décomposition de . (V , ( > ^ ) suivant "P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . Modèles de Weil réduits. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Isomorphisme entre (V , p ) et la représentation naturelle

§ 4. La représentation de Weil associée au plan n o n - d é p l o y é . . . . . . . . . .

1 . Le groupe V = GO(N) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . Décomposition de (V , p ) suivant ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . L'entrelacement des représentations V (AçCar(K ) ) . . . . . .

(^) Thèse 3c. math., Paris-Sud, 1975.



4. Les modèles de Weil réduits pour la série d i s c r è t e . . . . . . . . . . .

§ 5. Les représentations de G ' = SL ( 2 , k ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . P r é l i m i n a i r e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . Restriction de G" = Z G ' à G 'o o o o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
3. Restriction de G à G 'o o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
4. Identification des «' " H " (oc' ç CarCk^ ̂ ç I(G )o
5. La représentation naturelle de G 'f QQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
6 . La représentation de Weil (V , P ' ) de G ' . . . . .Q ' Q o
7. Restriction de (V , 0 ) , de G à G ' , pour Q = xy . .

8. La série principale de G ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9 . Restriction de (V , p ) à G ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

10. La série discrète de G ' . . . . . . . . . . . . . .o . . . . . . . . . . . . . . . . .
§ 6 . Compléments sur les représentations de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Restriction à certain s o u s - g r o u p e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Somme d'une représentation irréductible de G sur les matri-o
ces s y m é t r i q u e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . Vecteurs SU ( 2 , K ) - invariants dans la série discrète de

GL(2,K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

T A B L E S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CHAPITRE II. - LES REPRESENTATIONS DE G = GSp(4,F ) INDUITES D'UN

SOUS-GROUPE PARABOLIQUE P R O P R E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 1 . Préliminaires et g é n é r a l i t é s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Les sous-groupes paraboliques de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. La classification des représentations de G . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . Interprétation en termes de G - fibrations p r i n c i p a l e s . . . . . . .

5 2. Série de représentations de G associé à P» . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Définitions et p r é l i m i n a i r e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. L'entrelacement des représentations M C H , y ) . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . Décomposition des représentations MCi^A s ̂  ) réductibles. . . . .



4. Description de la série de représentations de G associée à P^

§ 3. La série principale de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Décomposition de MCîf - , y ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Décomposition de MCil^ , ^ ) (i = l ,q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. Variantes de la construction de la série p r i nc ipa l e . . . . . . . . . . .

4. Description géométrique de MCîT^ + 'H'-. , ^ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5. Structure de D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

6. Décomposition de (L°, ^) et (Z° » y'^) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7. Description de la série principale de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

8. Dimensions des espaces des vecteurs fixes pour U« dans ;D

§ 4. La série de représentations de G associée à P, . . . . . . . . . . . . . .

1. Définitions et p r é l i m i n a i r e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. L'entrelacement des représentations V(o(,'îT) . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. Structure de l 'algèbre commutante de V(a , 'H . . ) (cas réduct.).

4. Décomposition de Vd ,^ ) (AçCarCK^ - CarCk^) . . . . . . . . . .

5. Décomposition de V(o< , 'ÎT ) ' (ACCarCK^) , /^ = o< A. ) . . . . . . . .

6. Description de la série de représentations de G associée

à p, ..............................,,.......................
7. Le non-entrelacement des séries associées à P, , P^ et B

CHAPITRE III. - LA REPRESENTATION DE WEIL DE G = GSp(2n,k) . . . . . . . . .

§ 1. Une présentation de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Préliminaires et notations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Les générateurs de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. Les relations entre les générateurs de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Etude de IA^ A 8 1 . [A8 |"1 pour k = F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5. Réduction aux relations universelles ( k ^ Fy , 37 ) . . . . .

6. Le cas G = GSp(4,k) pour k = ]F« et k = F^ . . . . . . . . . . . .

§ 2. Construction de la représentation de W e i l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Rappel sur les modules quadratiques sur un anneau involut i f . . .



2 . Le A - module quadratique ( M , ^ , B ) associé à ( E , Q ) . . . . . .

3 . Calcul des sommes de Gauss associées à ( E , Q ) . . . . . . . . . . . . . . .

4. Définition de la représentation de W e i l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 3 . Décomposition de la représentation de W e i l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Les représentations (W['iï], (Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . Les diagrammes .S 00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . T r o n c a g e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

4. Le cas où P' est d'indice 2 dans T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CHAPITRE IV. - DECOMPOSITION DE LA REPRESENTATION DE WEIL EN RANG 4

(CAS D E P L O Y E ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . • . • • • • • . • •

§ 1 ; Structure "P - équivariante de E = E xX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Réalisation de ( E , Q ) et T = GO(Q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . Les H - orbites dans îf = E X X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . L'action de la transposition T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 2 . Les représentations w[X- , H^] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . Définition des représentations Wpr,,Tr^] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . L'action de la transposition T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet de construire toutes les représentations

complexes irréductibles du groupe symplectique S p ( 4 , ] F ) , en quatre va-

riables, sur le corps fini ]F à q éléments (de caractéristique quel-

conque) et du groupe des similitudes symplectiques associé GSp(4,]F )

Jusqu'à présent, seule la table des caractères de S p ( 4 , ] F ) était connue

(depuis 1968 pour q impair [ 1 6 ] et depuis 1972 pour q pair [ 6 ] ) .

Nous obtenons toutes les représentations complexes irréductibles

de GSp(4,]F ) en décomposant ses représentations de Weil associées à cha-

cun des deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur ]F

Les représentations irréductibles de S p ( 4 , ] F ) , dont la structure est

plus compliquée, s'obtiennent alors aisément par restriction. Nous construi-

sons d'ailleurs, de manière générale, la représentation de Weil du groupe des

similitudes symplectiques en 2n variables GSp(2n,]F ) , sur ]F , as-

sociée à un espace quadratique non-dégénéré ( E , Q ) de dimension paire sur

F . Cette représentation a été introduite par A. Weil dans [ l 8 ] pour le

du groupe symplectique sur un corps local. Nous en donnons ici une construc-

tion élémentaire pour le cas d'un corps fini, en nous appuyant sur une pré-

sentation très simple du groupe GSp(2n,]F ) (valable en fait pour tout

corps de coefficients). Signalons que Saito [ 9 ] a aussi étendu la construc-

tion de la représentation de Weil au cas fini, en s'appuyant sur la présenta-

tion de Sp ( 2 n , ] F ) donnée par une base de Chevalley pour ce groupe. La vé-

rification de la compatibilité des opérateurs de Weil associés à ses généra-

teurs est encore élémentaire, mais très compliquée.

Nous décrivons maintenant le contenu des différents chapitres.



Dans le chapitre I , de nature préliminaire, nous construisons toutes

les représentations irréductibles de G L ( 2 , ] F ) et S L ( 2 , ] F ) (qui sont d'ail-

leurs connues). Nous le faisons par décomposition de la représentation de Weil

de G L ( 2 , ] F ) associée à chacun des deux plans quadratiques non-dégénérés sur

]F^ , dont la construction correspond au cas n = 1 ci-dessus, et par res-

triction ultérieure à SL(2,F ) . Dans la suite, nous nous servons constam-

ment des différents modèles donnés dans ce chapitre pour ces représentations,

pour décrire celles de GSp(4,]F )

Dans le chapitre II, aussi de nature préliminaire, nous construisons

de manière géométrique toutes les représentations de GSp(4,]F ) qui ne sont

pas dans sa série discrète, c'est-à-dire, toutes les composantes irréductibles

des représentations induites à GSp(4,]F ) à partir des sous-groupes parabo-

liques propres de GSp(4,F ) .suivant le schéma général de Harish-Chandra
[ 1 4 ] .

Dans le paragraphe 1 du chapitre III, nous établissons la présen-

tation de GSp(2n,k) (k corps commutatif) qui rend immédiate la construction

de la représentation de Weil de GSp(2n,]F ) , associée à un espace quadra-

tique non-dégénéré ( E , Q ) de dimension paire 2r sur ]F . Nous effectuons
q

cette construction dans le paragraphe 2, en définissant les opérateurs de

Weil correspondant à nos générateurs et en vérifiant ensuite, aisément, que

les relations entre ces générateurs sont respectées. Dans le paragraphe 3 , nous

donnons quelques lemmes généraux sur la décomposition de la représentation de

Weil, suivant un sous-groupe du groupe GO(Q) des similitudes de Q (qui a-

git dans la représentation de Weil ! ) .

Dans le chapitre IV, nous spécialisons notre construction au cas
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n = r = 2 et ( E , Q ) déployé, et nous étudions les représentations de

GSp(4,3F ) obtenues par décomposition de la représentation de Weil dans ce

cas. Cette décomposition se fait à l'aide des représentations de GL( 2 , ] F ) ,

puisque le quotient de G L ( 2 , ] F ) x G L ( 2 , l F ) par le sous-groupe des ( t , t ) ,

pour t scalaire, est d'indice 2 dans GO(Q) dans ce cas. On obtient ainsi

à peu près la moitié des représentations de GSp(4,lF ) (la série dite dé-

ployée), dont la famille de représentations irréductibles dans la série dis-
2 2crête de dimension ( q - 1 ) (q +1)

Dans le chapitre V , nous considérons le cas où ( E , Q ) est non-dé-

ployé (toujours avec n = r = 2) . Nous pouvons alors décomposer la représen-

tation de Weil suivant des représentations de GL( 2 , ] F , . , ) , car le quotient
q

de GL(2, ] F ^) par le sous-groupe des matrices scalaires de norme 1 est
q

d'indice 2 dans GO(Q) dans ce cas. Nous étudions les représentations de

GSp(4,]F ) ainsi obtenues (qui sont presque toujours irréductibles) et nous

montrons que l'on obtient ainsi toutes les représentations qui manquaient

dans la série déployée. On obtient, en particulier, de manière im.-nédiate, des

modèles pour la série discrète de dimension (q - 1 ) et pour les q-1 repré-
1 2sentations exceptionnelles de dimension '^'q(q-l) (appartenant aussi à la

série discrète).

Dans le chapitre VI, nous montrons comment l'on obtient aisément

toutes les représentations irréductibles de Sp(4,F ) par restriction de

celles de GSp(4,F ) , à l'aide des résultats du paragraphe 1 .

L'essentiel des résultats concernant Sp(4,F ) a été annoncé

dans les notes [ 1 2 ] et L l 3 ] .



NOTATIONS GENERALES

| E ( cardinal d'un ensemble fini E

EF , ensemble de toutes les applications d'un ensemble E dans un ensem-

Ap p ( E , F ) blé F .

Supp f support d'une fonction f d'un ensemble E dans un groupe additif

M , c'est-à-dire l'ensemble des x ç. E tels que f( x ) + 0

(E corps des nombres complexes.

r corps fini à q éléments.

A groupe additif d'un anneau A

A groupe multiplicatif des éléments inversibles d'un anneau A

Car(G) groupe des caractères d'un groupe abélien G

car k caractéristique d'un corps k

4) pour ^ ç, Car(k ) , t ç. k ( k corps commutatif), désigne le

caractère de k"*" défini par. ^(r) = ^(tr) (r ç k̂  .

Ind
HtG

Res
G IH

induction (de représentations), d'un sous-groupe H d'un groupe

fini G , à G lui-même.

restriction (de représentations) d'un groupe fini G à un sous-

groupe H

[ U , V ] nombre d'entrelacement de deux représentations U et V d'un

groupe fini G , c'est-à-dire la dimension de l'espace Hom ( U , V )
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R ( G ) classe de toutes les représentations (complexes) d'un groupe fini

G .

I(G) classe de toutes les représentations irréductibles d'un groupe

fini G .

l ( G ) ensemble des types d'isomorphie des représentations irréductibles

d'un groupe fini G

Stab x stabilisateur dans G ( G groupe fini) d'un élément x d'un en-G
semble dans lequel G agit.

Fix H espace des points fixes pour un groupe fini H dans un espace vec-

toriel V dans lequel H agit.

^ vaut 1 si a = b et 0 si a f b , pour des éléments a et b

d'un ensemble E

^ fonction de Dirac centrée à 1''origine sur un groupe abélien M ,

c'est-à-dire, ^ ( a ) = ̂  (a 6 M) .

J'exprime toute ma reconnaissance à P. CARTIER qui a dirigé mon travail
de recherches pour l*intérêt qu'il a toujours porté à mon travail, et ses
précieux conseils,

Je tiens à remercier G. POITOU, président du Jury de Thèse, J. TITS rappor-
teur de la dite thèse et R. AZENCOTT, qui m»a proposé un intéressant sujet de
seconde thèse»

La frappe a été effectuée par Mesdames Cabannes et Lièvremont, à l'I.H.E.S.
et Madame Bonnardel, à l'Université de Paris-Sud. Je les remercie bien vivement
pour leur travail diligent.



CHAPITRE 1

Les représentations de GL(2, ]F ) et SL(2, F ) .————————————————— q — q

Dans ce chapitre, nous construisons toutes les représentations

complexes irréductibles de GL(2, TF ) par décomposition de sa représenta-

tion de Weil et nous obtenons par restriction toutes les représentations

complexes irréductibles de SL(2, ]F ) . Nous donnons aussi plusieurs au-

tres constructions de la série principale, ainsi qu'un certain nombre de

propriétés des représentations de GL(2, ]F ) et SL(2, ]F ) qui nous seront

utiles dans la suite.

Dans tout ce chapitre, nous posons k = TF (corps fini à q élé-

ments), G = GL ( 2 , k ) et G ' = S L ( 2 , k ) . Nous ne faisons pas de restric-

tion sur la caractéristique de k.

( 1 . La série principale de G .

Nous rappelons brièvement deux constructions bien connues de la

série principale de représentations de G .

Dans ce paragraphe et les suivants, nous notons B le sous-grou-

pe de Borel de G formé des matrices triangulaires supérieures, et T le

tore maximal déployé de G formé des matrices diagonales.

1. Construction de la série principale par induction.

DEFINITION 1 . - Soient «^ fl ê CarCk^). Notons Ço< &\ le caractère de B

défini par
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,a bC«,pl(^) = «(a) (î(d) ( a .dêk*" , b é - k ) .

On appelle série principale (de représentations) de G la famille de types

d'isomorphie des représentations irréductibles de G obtenues en décompo-

sant les représentations induites

^ft ' ^p> = Ind ^P1 •
»l »\ B T G

o ' o

Nous avons alors

(1). H = {f: G——*'fl; l f(bg) = [<<,pl(b)f(g) V b € B ^ , ^ g f c G ^

(2) l^^g)fl01) = f^ê) (f ^«ft t 8' h êGo )•

Comme

(3) I G l = (q-D^Cq+l)

(4) IB l = (q-l)^ ,

(5) dim H^ . = q+1 (<,(3» é. Car(k )).

Le lemme suivant est bien connu, et facile à vérifier directement.

LEMME 1.- Soient a ,p,o(' ,p' ç, CarCk^. Notons X(«,P; «< ', ̂ ' ) l® fl; - espace

vectoriel formé des fonctions complexes K sur G vérifiant la condition

(6) K(b 'gb) = Cot ' , (S '] (b ' )K(g) [<x , ( î a (b ) ( b , b ' é B ^ , g é.G^).



Alors, en faisant correspondre à chaque K é.^KC01,^; < < ' , » ' ) 1 ' opérateur (b

donné par

(7) Cî>^(f)](g) = 2Z KCgh'^fOi) ( fé .H , g^),
h G •o

on définit un isomorphisme de î - espaces vectoriels de ^K.(l<, f^; «^' , (î' ) sur

Hom (H^ , H^, ^ , ) . En outre, l 'application Kl-^$ ainsi définie (pour

Ké^CC*,^; ^ ' , P') et pour tous les A , ̂ , oc', ^' fc Car(k x ) ) transforme le pro-

duit de convolution de fonctions complexes sur G dans le produit d 'opéra-

teurs.

Notons N(T ) le normalisateur de T dans G et W le grou-o o o o -

pe de Weyl N(T^) /T^ de G . Alors W = [l, w \ avec w = (° ^T . Le

groupe W agit naturellement sur les caractères de T par

(8) («, (^(h) = (oc, ^)(whw"1)

pur w W , <3(., ^eCarCk^) , h T , où l 'on pose

(9) ^ l^^^ = û<-<a)P(d) ( a . d f c k ^ ) .

A l 'aide des résultats rappelés ci-dessus et de la décomposition

de Bruhat

G = B U B w B
0 0 0 0 0

de G , on démontre aisément lao

PROPOSITION 1.- On a, quels que soient oc, (?> Car(k1 ' ) ,

dimHomç (H^ , H ^ ^ ^ , ) = |[w€wJ (« , ( 3 >) w = ( « ' , ( 3 ' ) l | .
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COROLLAIRE.- Quels que soient oc, (Î^CarCk^ , on a

i) H r\ est ^-^^uctible si a. ^ (î;

ii) H^ est somme directe de deux représentations irréductibles non-iso-

morphes ;

iii) H ,̂ , n 'est isomorphe à H - que si («x.' , ^>') = (o<-, (*>) ou

(•>- ' , (î ') = ((î, ^^

La décomposition explicite de H (^CCarCk")) est la suivante

(10) H , = H1 + id<x., >< a °<-

où H désigne la droite dans H engendré par,la fonction complexe

«.odet, et où la sous-représentation irréductible H^ de dimension q est

donné par - ,

(11) H'1 = ^^ocl ï——• nx) = ° N / t é k " }
OL î X € G Q

det x = t

Nous notons TC (resp. ')^îq) la restriction de TT au sous-es-
û<. <X. o<.,ot

pace H (resp. H^). Nous avons ainsi (H , Tï ) = (( t ; ,«odet) . La repré-

sentation (H^1 , Tî'q) est appelée représentation de Steinberg de G asso-

ciée au caractère oc et notée aussi St(°0.

Notons (H , 'ÎT ) le type d'isomorphie de (H , ' ^ ^ ^ i

pou «.,^î ^CarÇk^). Nous avons alors, avec les abus de langage habituels,

la description suivante de la série principale de G .

PROPOSITION 2.- La série principale de représentations de G est formée de

(q- l ) (q-2) représentations TT (^'^é-Ca^k^), °<- + ç^) de dimen-

sion q+1,

q-1 représentations "S{ (<»<• <c Car (k^) ) de dimension q , e_t_

q-1 représentations TT = tx-odet ( lA^Ca^k^)) de dimension 1 .



2. La représentation naturelle de G

Le point de vue de ce numéro est celui que nous généraliserons à

GSp( 4 , k ) au chapitre II. Dans la suite, on note k le plan fini kx k .

DEFINITION 2.- La représentation naturelle T de_ G est définie dans l 'es-

-k2^ k^pace M = € par

(12) [T(g) f ] (x , t ) = f (xg , t .det g'1) ^^Gos f 6 M Î ^^ t^)

(le groupe G agit dans k par multiplication matricielle à droi te) .

Nous avons tout d 'abord la décomposition évidente

(M, T) = (M°, T) + (M, T) = (^3 (t, o < o d e t ) © (M, T)
<xe Car(k )

où

(13) M° = ^ f é . M | Supp f C i O ^ K k^ ,

(14) M = i f & M ; f ( 0 , t ) = 0 V t e k ^ ,

et où l 'on note encore T la restr ict ion de T au sous-espace stable M

(resp. M ). D 'au t re pa r t , on peut décomposer (M, T) suivant les caractères

de k" x k en posant, pour c^fôêCa^k^ ,

(15) M = ^ f ê M | f ( r x , t ( r s ) " 1 ) = c x ( r ) p ( s ) f ( x , t ) ^ r . s . t f c k ^ , V x e k 2 !

Nous avons alors

(M, T) = ^y (M , -C) ,
<(ié C a r C k " ) 'v

où l ' o n note encore T la r e s t r i c t i o n de T au sous-espace s table M ^ .̂

Posons

(16) M^ = N ^ 0 M («,(;>€ Car ( k ^ ) )

II est c la i r que l ' o n a
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n^ = M^ si « ^ (î> (oSpfcCarCk^) ,

(M^^ ,T) = (M^ , T) © (î, A o d e t ) (o téCarCk^) )

et enfin

dim M = q + 1 (o<, p éCarCk") ) .

Nous étudions directement l 'entrelacement de ces représentations.

DEFINITION 3.- Pour «, ç>, <x ' , ^ 'êCarCk^ , on désigne par R(oi,(3; ot' , p' )

le î - espace vectoriel formé des fonctions complexes K sur

(k X k^) X (k Xk^ (appelées noyaux dans la suite) telles que

(17) K(x 'g, t 'det g'^xg^det g"1) = K(x ' . t ' ;x , t ) ,

et que

(18) K^r 'x^t^r 's^ 'Srx^rs)"1) = o(« (r ' ) p' (s ' )<K~1 (r)Ç>~1 (s)K(x ' , t • ;x, t) ,

0

quels que soient r ^ ' a t î t ' a S i S ' e - k ^ x , x ' é k et g ^ G ' . De plus, on note

R(<x, ( î> ; oC' , A' ) le sous-espace de R(<Â,^ ; c*' , P>' ) formé des noyaux K tels que

(19) K ( 0 , r ; y , s ) = K ( x , t ; 0 , u ) = 0 ( r ^ t^ék^ x , y é k 2 ) .

PROPOSITION 3. - En associant a chaque noyau K é R ( v X , f t ; oc' , ̂ ' ) pour tous les

ot,^>, o<' ,p' êCa^k^) , l 'opérateur ^ _de M^ dans M ^ , donné par

(20) C<ÎUf)](^) =- ^___. K(^,-Yl)fM (^ék 2 ><k x ) ,
K ^ek2^^ ' l

on défini t une application qui transforme la multiplication matricielle de no-

yaux en produit d 'opérateurs et qui est un isomorphisme du î; - espace vectoriel

R(o< , (*>; o<' , (i>' ) (resp . R( -x, ff>; x' , P»' ) ) sur le t - espace vectoriel

Hom- (M A , M , ,) (resp. Hom (M , M , )) , quels que soient
o '' a ' ' o ^'v 5 (

c<,P, «' , (î>' € Car(k^) .



On voit ainsi déjà que les nombres d'entrelacement

^(S ' M<*',^ seront majorés par le nombre de configurations possibles
de deux droites dans le plan k2 (à savoir, deux). De manière plus pré-

[M

PROPOSITION 4.- On a, pour <x, (',,«.', ^ fe Car (k ) ,

i) M^ n. est irréductible si os. i- f?> ;

1:L^ ^ ix est somme directe de deux représentations irréductibles non-

isomorphes ;

iii^ ^ (» n 'est isomorphe à M^, que si (<x ' ,p> ' ) = ('x,(3») ^u

(^' ,( î ' ) = (P,«) .

Démonstration: Soient u et v deux vecteurs linéairement indépendants
2

de k . 1 1 découle de (17 ) , (18) et (19) que la donnée d'un noyau

K e R ( a , ^ ; o J , ^') ^ pour o i .p .o t ' . ^ ' ^Ca^k^) , équivaut à la donnée de ses

valeurs K ( u , l ; u , l ) et K ( u , l ; v , l ) . Comme G est transitif sur les

couples de vecteurs linéairement indépendants de k2 , nous avons d 'après

(17) et (18), quels que soient r ^ ^ k * ,

K(u,l;v,l) = K^ru^rs^^sv^rs)'1) = <x' (r) ̂  (s)<^'1 (s) C^1 (r)K(u, 1 ;v, 1 )

en plus de

K(u,l;u,l) = K(ru,(rs)" l;ru,(rs)~ l) = ^'^"1 (r) p>'0>~1 (s)K(u, 1 ;u, 1) .

Il s'ensuit que

1:M^ s M ^ ,^ ' ] = ^ ( ^ , p > ' ) , ( < . , ^ ) + ^'.(y),^) '

d 'où les trois assertions de la proposit ion.
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La description et décomposition explicite suivante de M^ ^ est

immédiate:

PROPOSITION 5. - Notons L l'ensemble de toutes les droites du plan k

2 2Pour tout x f c k -\0} notons ê(x) la droite de k passant par x .

Définissons, pour tout o^éCarCk^) , la représentation

L(o<) = (L, <^T) = (Û^, «-t)

par

C(^)(g)f](ê) = ^(det g ) f ( ^g ) ^^o1 f e l^ e fcL)

avec

É ( x ) g = ê(xg) (x^k2-^, géG^)

On peut identifier L(«x.) à (M^. . , T) en associant à chaque
———L————————————————— — — "S0^ •—————————————————————————

f é L la fonction f ' ^M^^ telle que

f" (x , l ) = - f ( ^ ( x ) ) (xek 2 -^) .

La décomposition de U») en composantes irréductibles est la

suivante

^(<x) = ^(ot) @Ï°W = (M^ , T) © (M^ , T) ,

où L0^). = (1^°, otT) et 1°W = (I;0, t^'0) , et où l 'on désigne par L

(resp. L° ) le sous-espace de L formé des fonctions constantes (resp.

des fonctions dont la somme sur L est nulle.

Dans la suite, on posera

(21) ^ = ê ( l , a ) , ^ = ^(0 ,1) ( aek^ )a



Nous donnons, pour terminer ce numéro, un isomorphisme explicite

de M . - sur M- (^,B éCarCk^) ).ot,^ (?>,oc ^

PROPOSITION 6. - On définit un automorphisme involutif de (M, T) qui en-

voie M ^ „ sur ^ f t a » pour tout ^ (SeCarCk ) , par

(Sf)( r ,s ; t ) = ^ 2___. e t ( rs ' - s r ' ) f ( r ' , s ' ; t )
q (r ' .s'^k2

pour f e M , r , s £ k , t ^ k " , où e désigne un caractère non-trivial quel-

conque de k

Sj_ » ^ (3> , on a en fa i t ,

( S f ) ( r , s ; t ) = l^" l( t )G(e,°tf l) /___, , f ( r ' , s ' ; t )
q ( r ' . s ^ é k '

rs ' - sr ' = 1

pour f & M , r , s é k , t e k ^ , avec

G(e, «ft"1) = 2__, e(d)(«( l>~ l)(d) (cf; §2, n°2, déf.4).
u e, k^

Démonstration: La première assertion résulte aussitôt des propriétés du dé-

terminant, en tant que forme bilinéaire alternée, non-dégénérée, sur

2 2k xk et du fai t que G est aussi le groupe des simili tudes du détermi-

nant. En ce qui concerne la seconde assertion, nous avons, si ^ i- ft ,

f \—— ^——' ^——— 1
(S f ) ( r , s ; t ) = ^ L__ f (ar ,as; t ) -+ 2__ e t(d) 2___. . f (d r ' , ds ' ; t )

q . y , / / i , \ - , ^ i

r s ' - s r ' = 1
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comme voulu.

C . Q . F . D .

3 . Isomorphisme entre la représentation naturelle et la série principale.

Nous montrons que la représentation naturelle de G redonne sa

série principale.

PROPOSITION 7. - On a 1'isomorphisme de représentations

\^ "^ .

quels que soient o( ,^ ,éCar(k )

Démonstration: Nous construisons un morphisme non-nul (l> de la représenta-

tion H dans la représentation M , quels que soient o^^CCarCk )

Comme H = Ind [ <K , ft] , il su f f i t pour cela d'exhiber un vecteur dans
<svs B T G 'o o

M qui se transforme comme 1 €: î sous B , suivant ^o<, (i] . On véri-
(&Î<X °

fie aisément que toute fonction f, 6 M dont le support est

HO] X, k^ X k^ a la propriété voulue. Or f, est clairement un générateur

du Û;[G 1 - module M pour tout «, ç, ç_ Ca^k^) . Le morphisme (J) défini

par f - est donc un épimorphisme de H sur M . Comme

im H = q+1 = dim M-, , quels que soient o<, p é Ca^k^ , l 'épi-

morphisme <^> est en fait un isomorphisme.

C . Q . F . D .

DEFINITION 4. - Dans la suite, nous dirons que la représentation ( M^ , T )

( o < , f i > é C a r C k ^ ) , °< i- ft) constitue le modèle naturel du type d'isomorphie

[ï{ ] = ^ „ . Pour o ieCarCk^) , nous dirons que L (o<) (que 1 ' on a



déjà identifié à (M^ , T ) , ( c f . prop. 5, ^° 2) est le modèle naturel de la

représentation de Steinberg St(oQ , souvent notée aussi -ÎT01 dans la suite.'—————— ex ————————————'

§ 2. La représentation de Weil de G

Dans ce paragraphe, nous décrivons la représentation de Weil de

G = G L ( 2 , k ) associée à un espace quadratique (non-dégénéré) sur k

Dans le numéro 1 , la lettre k désigne un corps commutatif quelconque.

1. Une présentation de G L ( 2 , k ) , k corps commutatif quelconque.

DEFINITION 1. - Posons

. h(a) = (^ ^-1) • ( a e k - ) ,

h ' ( r ) = (^ ^ ( r e k ^ ) ,

u (b ) = (^ ^) ( b e k ^ ) ,

/ 0 1,
= (-! 0) '

e^

H^ = l h ( a ) | a é k ' < } ,

H ' ^ = ^ h ' ( r ) | r e k ^ ,

U^ = [u(b) | b^ } .

THEOREME 1. - Le groupe G L ( 2 , k ) est engendré par les générateurs h(a)

( a ék^ , h ' ( r ) ( r ê k ^ ) , u ( b ) (b ^ k4 ) _e_t w avec les relations

(i) h ' ( r ) h ' ( t ) = h ' ( r t ) ( r , t t - k ^ )

(ii) h ( a )h (d ) = h(ad) (a ,d . -k^
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(iii) u ( a )u (b ) = u(a+b)

(iv) h ' ( t ) h ( a ) = h ( a ) h ' ( t )

(v) u ( b ) h ' ( t ) = h ' ( t ) u ( t b )

2( v i ) h ( a ) u ( b )

(vii) w

u(a"b)h(a)

h(- l )

( a . b é k * ) ,

( a . t & k ^ ) ,

(bek\ t é k ^ )

(a Ê k" , b € k^ )

( t e k ^ ) ,

(aêk") ,

(ack^ .

(viii) w h ' ( t ) = h ( t ) h ' ( t ) w

(ix) wh(a) hCa'^w

(x) wu(a )wu(a)wu(a ) = h(a)

On a en fait

G L ( 2 , k ) = H ' H U U H ' H U wUo o o o o o o

Démonstration: Si g =. ( ) € G L ( 2 , k ) , alors nous avons

g = h 'CacDhCa^Ca 'S)) si c = 0 ,

g = h ' ( d e t g)h(-c det g)u(cadet g )wu(c d) si c é-k^

Pour montrer que les relations ( i ) à ( x ) forment un système com-

plet de relations pour nos générateurs, notons tout d'abord que, en présen-

ce des autres relations, la relation ( x ) s'écrit aussi sous la forme

wu(a)w = h(-a )u ( -a )wu( -a ) ( a&k" )

II est alors clair q u ' à l'aide des relations ( i ) à ( x ) toute relation entre



nos générateurs se ramène à l 'une des formes normales suivantes

(N 1) h ' ( t ) h ( a ) u ( b ) = 1 ( t . aék" , b € k"^ convenables) ,

( N 2 ) h ' ( t ) h ( a ) u ( b ) w u ( c ) = 1 (t,a é k", b ,c é k"^ convenables)

Mais la relation (N 2) est impossible dans GL(2,k) et la relation (N 1)

n 'es t possible que si t = a = l et b = 0 , cas où elle découle de (i) ,

(i i) , et (iii).

C . Q . F . D .

REMARQUE. - La relation (ix) est en fait superflue, elle découle aussitôt

des relations (vi) et (x).

2 . Formes quadratiques et sommes de Gauss sur le corps fini k = JF

Nous rappelons dans ce numéro quelques résultats bien connus sur

la classification de formes quadratiques sur un corps fini k , les som-

mes quadratiques (de Gauss) que leur sont associées, ainsi que sur les

sommes de Gauss associées à une paire ( ^ , o < ) ç. Car(k ) x . C a r ( k ) . Comme

référence on,.peut citer [ 5 ] , [ 8 ] , [il] , ou encore [ l o i . Signalons d'ail-

leurs que, dans les chapitres suivants, nous n'aurons besoin de résultats

explicites que pour un espace quadratique (non-dégénéré) de dimension pai-

re sur k , où ils son immédiats.

DEFINITION 2. - On note x la fonction coordonnée sur k et x , y les
^

fonctions coordonnées, canoniques, sur k = k ̂ k . On appelle plan hy-
2perbolique tout espace quadratique isomorphe à l'espace (k , xy)

On note K 1'unique extension quadratique de k et N la nor-

me de K sur k
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THEOREME 2. - Tout espace quadratique lion-dégénéré ( E , Q) sur k est som-

me orthogonale de plans hyperboliques et d'un espace quadratique (E , Q )

réduit à 0 ou bien isomorphe à l'un des espaces suivants:

i) ( k , x2) ,

0

ii) ( k , t x ) (si car k ̂  2, on fixe un non-carré t k ) ,

iii) (K , N ) .

0

Si (E , Q ) = 0 ou (E , Q ) ^ ( k , x ) , on dit que ( E , Q)—— 0 0 —— 0 0

est déployé (sur k ) ; .sj. (E^ , Q^) ̂  ( k , t^x2) .ou (E^ , Q^) ̂  ( K , N ) ,

on dit que ( E , Q) est non-déployé (sur k )

Cela résulte de la décomposition de Witt de (E, Q) , ou bien se

démontre directement, par récurrence.

DEFINITION 3. - Soient ^éCa^k"^) (ît (E, Q) un espace quadratique sur

k . On définit la somme de Gauss S, associée à ^oQ par

s.. = IZ +(Q(v)) ^ î
' ' v c E

On écrit encore

W° = y.,
Sq(t) = S^(t) (t.k-) ,

si l 'on a fixé un caractère non-trivial e .de k+ ; on rappelle que l 'on

a posé



^(r) = ^(tr) (^CarCk^, r^ék"^) .

Les propriétés suivantes de S . se vérifient sans difficulté.

PROPOSITION 1 . - Soient (E, Q) et ( E ' , Q ' ) deux espaces quadratiques

sur k . Alors on a, pour tout ^éCarCk'1")-^!! ,

i) .̂Q = ^.Q. ^ Q » Q ' ,

en particulier» S, ne dépend pas de ^ sl Q est non-dégénéré de rang

pair (1);

ii) V ( Q © Q ' ) = ^oQ '^oO' (somme directe orthogonale) ;

iii) _s_i_ (E, Q) est non-dégénéré et si F c E est totalment isotrope, alors

^.Q = ^'-VQ^

où 1 'on note Q la forme quadratique sur F /F définie par

Qp(v+F) = Q(v) (veF 1 ) ;

iv) si (E, Q) est non-dégénéré, alors

1 ^ 1 - lEl172 .

PROPOSITION 2. - Dans le cas où la caractéristique de k est différente de

2 , notons o( le caractère non-trivial de k de carré trivial, c'est-à-

dire

JUl
ôc (t) = A = t 2 ( t e k ^ " ) .

o q

On a (cf. déf. 2), pour tout ^ éCarCk^")- \1\

( ) Rappelons que si Q est non-dégénérée, de rang pair, on a toujours

Q tQ (t k ) .
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i) S . = q^( t ) ( t C k ^ )
^otx'

si la caractéristique de k est 2 (où 1'on note & la fonction de Dirac

sur k4' qui vaut 1 en 0 et s 'annule ailleurs);

ii) S ^ = «^(t)G(^,^) = °^(t) )__. ^(r)<^(r) (tek")
^otx 0 ° re.k'^

si la caractéristique de k est différente de 2 ;

iii) ^oxy = q ;

e_t_

iv) ^,N = -q •

Démonstration: Les assertions (i) et (ii) sont immédiates; l 'assertion (iii)

découle aussitôt de la proposition 1, iii) appiquée à F = k K i . 0 ^ , o u

encore du fait que

| ̂ ( r , s ) € k 2 | rs = t }\ = q - 1 + q^(t) ( t é k ^ ) .

L'assertion iv) résulte de la relation

l î a e K l N ( a ) = t}\ = q - 1 - q&(t ) ( t ék^ .

C . Q . F . D .

COROLLAIRE. - Soit (E, Q) un espace quadratique non-dégénéré sur k . ^e-

finissons le signe £ (Q) de_ (E, Q) ésal à 1 (resp. -1 ) .sj_ (E, Q)

est déployé (resp. non-déployé). Alors on a, pour tout ^eCar^)-\ï} ,

1 / 9
i) S = ^ ( Q ) | E l ' 1̂ dim E est paire,

ii) S = ( - (Oq^C^,^) ^ dim E = 2m + 1 ,

On trouve aisément, pour q impair,



[G(^,o^)]2 == o<^(- l )q (^ feCarCk- 1 - ) , ^1) ,

mais le calcul du signe de G(\ l» ,c< ) est beaucoup plus délicat. On a le théo-

rème classique suivant (pour une démonstration purement algébrique, cf . [lui).

THEOREME. - Notons e le caractère de ]F ( p premier) défini par

e (n + p2 ) = exp(2TTinp~ ) (n éZ )

et notons Tr la trace de k = ]F (q = p ) sur TF . AlorSj pour le

caractère fondamental

e = e o Tr
P P

âe_ ^ , on a (si p ^ 2)

G(e,cc^) = (-l)1' + ^(p^q172 ,

où l 'on désigne par <^(p) la racine carrée de ( ~) définie par

1 j^i p s i mod 4

^(p)

i si p =; 3 mod 4

REMARQUE. - Au numéro ii) du corollaire ci-dessus, on trouve alors

S. = ^(Oc^cK-D^^p^lEl1/2

si dim E est impaire ( ^ = e , q = p ).

Rappelons que l'on pose de manière générale la
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DEFINITION. - On appelle somme de Gauss associée à un caractère additif d/

de k et à un caractère multiplicatif a d̂  ^ , la somme

G(^,°0 = ) . +(t)oc(t) .
t e k ^

On montre alors sans difficulté la

PROPOSITION 3. - On a, pour ^fcCarCk'1") , «6Car(k ) :

i) GO^.oO = «(s)"^,^) ( s f c ^ ) ;

ii) | G (^ï*) | = q (si \1/ ejt o( sont non-triviaux).

Les sommes de Gauss sur k = W se ramènent à celles sur kn n
q

à l 'aide du

THEOREME 4 (Hasse-Davenport). - Notons N (resp. Tr ) la norme (resp. la—————,————— ———— ^ —— ^ —————— —————

trace) de k = 3F sur k = ]F . Alors on a
——————— n q" —— q ————————

- G(^oTr , « o N ) = L-G(^,«)]11

quels que soient »^éCar (k ), « Ê C a r C k ^ ) , non-triviaux.

Pour une démonstration, cf . [4] ou [lo].

3. Définition de la représentation de Weil.

Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré) sur k . On

notera B la forme bilinéaire associée à Q , définie par



(1) B(x,y) = Q(x+y) - Q(x) - Q(y) (x,y E) .

Dans la suite, nous notons X l'ensemble de caractères non-tri-

viaux de k . Pour tout » ^ é X , l'application 4'oB est alors une mise

en autodualité symétrique du groupe additif E . Le groupe multiplicatif

k agit transitivement sur X par

(2) ^(a) = ^( ta) ( t ek^ a6k\ ^ € X ) .

Nous construisons la représentation de Weil de G associée à

(E, Q) à l 'aide de la présentation de G donnée au numéro 1.

THEOREME 5. - Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré), de di-

mension paire 2m , sur k . On peut définir une représentation

(V , f> ) d^ G , appelée représentation de Weil de G associée à

l'espace quadratique (E, Q) , en posant

\ - ^Exx

et en se donnant o = o sur les générateurs de G par les formules

suivantes

(3) [p(h(a))f] (x,^) = f(xa, <p (aek") ,

(4) [pai'Ct"1))!^,.!.) = fCx,^) ( t é ^ ) ,

(5) [o(u(b))f] (x ,<(») = ^ (bQ(x) ) f (x^ ) ( b ê k ^ ) ,

(6) [p(w)f] (x ,+) = £(Q)q"m}__,^(B(x,y))f(y,^) ,
y é E

pour f e v , x € E , ^ e x
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D'autre part.. si y est une similitude, de multiplicateur m ,

de (E, Q) sur un espace quadratique ( E ' , Q ' ) , alors y induit un iso-

morphisme 0-()f) _de (V . , p ) sur (V , 0 ) défini par

-1

(7) ^ 0(y)f '](x,^) = f(ïx,^ ) ( f ' 6 V , x6E , ^ É X ) ;

si 'y' est une similitude de source (E ' , Q ' ) , alors on a

^(y 'o y ) = ^W0 o'(y') .

Démonstration: On a à vérifier que les relations (i) à (viii) et (x) entre

les générateurs de G sont respectées par la définition des opérateurs que

nous venons de donner. Ceci est trivial pour les relations (i) à (iv) et im-

médiat pour les relations (v), (vi) et (viii). En ce qui concerne la rela-

tion (vit), nous avons, pour f é V , x é E et vUfcX ,

((^^(x^) = q'21" )__, ^ (B(x ,y ) )^ (B(y , z ) ) f ( z , ^ ) ,
y , z é E

-2m } ^ f ( z ^ ) ^ ' , (B(x+z,y)) ,
4 z éE y & E

=; f(-x,<p ,

puisque v|/oB est une mise en autodualité symétrique du groupe abélien E

d 'ordre (E| = q21" .

La dernière relation s'écrit encore

wu(a)w = h(-a )u(-a)wu(-a~ ) ( a e k ^ )

Or on a, pour a ç: k^ , f ^V , z CE , ^é-X ,

[p(w)p(u(a))0(w)f](z,^) = q"2111 )__, ^B (z,x)+aQ(x)+B(x,y)] f(y,^) ,
x ,y^E

= q"2111 ^___, ^ [a" l (B(y+z ,x• )+Q(x• ) ) 1 | f (y , ) ,
x ' , y é E



q"21^ (a'1) )__^[-a^QCy+z)] f (y , ^ ) ;
+°Q y e E

d'autre part

[pOiC-a'^npCuC-anpCvOpCuC-a"1))!] (z,^) =

= ^-a" lQ(z)^t(Q)q"m)_^^[-a- l(B(z,y)+Q(y))]f(y^) ,
y & E

= ^q^)__^[-a^QCy+zdfCy^) .
y € E

On voit ainsi que pour que la relation (x) soit satisfaite, il

faut et il suf f i t que l 'on ait

S—(a) = f^lEl1 7 2 ' (a k ) .

Compte tenu du corollaire i) à la proposition 2 du numéro 2, nous avons dé-

montré que la représentation p est bien définie et aussi le théorème,

puisque ses deux dernières assertions sont claires.

C . Q . F . D .

REMARQUE 1. - Dans le cas où dim E est impaire et la caractéristique de

k est différente de 2 , on arrive encore à construire une représentation

de Weil associée à (E, Q) en modifiant la définition des opérateurs

P ( h ( a ) ) et P(w) de la manière suivante,

f p ( h ( a ) ) f ] ( x , ^ ) = o< ( a ) f (xa ,^ ) (a 6 k")

(où l'on note « le caractère non-trivial de kx , de carré trivial),o

[ f ( w ) f ] ( x , ^ ) = ^(Q^Er^V^G^.o/ ) y~\(B(x,y))f(y,^)
y e E
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pour f 6 V , x E, X ( c f . n° 2, cor. à la prop. 2 et rem. au th. 3). La

vérification se fair de même que dans la démonstration ci-dessus, le point

essentiel étant en fait que le quotient

V./^Q = '̂

est multiplicatif en a 6 k* et ne dépend pas de ^CX

Dans toute la suite cependant, nous n'aurons besoin que de la re-

présentation de Weil associée a un espace quadratique non-dégénéré de rang

pair.

REMARQUE 2. - Si l 'on choisit un caractère e e X , on peut réaliser la re-
E X k^

présentation de Weil (V , 0 ) dans l'espace (E en écrivant

f (x , e^ = f (x , t ) ^^o T X € E 1 t £ k x ) •

REMARQUE 3. - II eot clair que, si l'on désigne par H un espace vectoriel

complexe quelconque, on peut définir une représentation de Weil (V , p )

de G associée à un espace quadratique non-dégénéré ( E , Q) de dimension

paire sur k , en prenant V = H et les mêmes formules ( 3 ) à ( 6 ) ci-

dessus pour définir l'action des générateurs de G . Nous l'appelerons

représentation de Weil de G associée à ( E , Q) et à H

§ 3. La représentation de Weil associée au plan déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil

(V , 0 ) de G associée au plan déployé ( E , Q) = (k , xy) et nous mon-

trons que l'on retrouve ainsi la série principale. Nous écrirons simplement



(V,(>) à la place de (V , o ) .

1. Le groupe F = GO(Q) .

Nous décrivons tout d'abord le groupe P = GO(Q) . Tout couple

( r , s ) € k < k définit une similitude directe •y(r ,s) de multiplicateur rs ,

de (E, Q) , par

(1) X ( r , s ) ( x - , x ) = (rx-,sx ) (x , x fc k)

Posons

(2) T(x^,x^) = (x^,x^) (x^, x Ê k ) .

Alors T e O ( Q ) et P est le produit semidirect du groupe

(3) V^ = ^(r,s)l r , s ^k^ ,

isomorphe à k" )< k , et du sous-groupe ^1, 1 \ , avec les relations

(4) T2 = 1 et ï(r , s) o T = T o y ( s , r ) (r,s k ) .

2. Décomposition de (V , û ) suivant F .

On note "Y(r ,s ) (r, s ek^) (resp. T) 1'automorphisme de

(V, p ) induit par y(r ,s) (resp. T) , c'est-à-dire

( \~^
(5) ['y(r,s)f3(x^,x^+) = Krx^sx^^1'^ )

pour f € V , r , s ^ k , ^ 6 X et x - , x - 6 k (resp.

(6) (Ïf)(x^,x^) = f(x^,x^;^) ( f f eV , x^,x ék, ^éX)) .
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DEFINITION 1. - Posons, pour tout couple o^BeCarCk^) ,

V = î f é V | î(r,s)f = o((r)p»(s)f V^sék^ .

V est alors une sous-représentation de (V, P) et-nous a-

vons la décomposition

v ' .®a.a-) ̂  •

PROPOSITION 1. - On a

• dim V^ = q+1 (o^péCarCk^, oc ^ p) ,

dim V^ = q+2 ( ^ é C a r C k ^ ) ) .

Cela est xmmédiat.

Considérons maintenant l'action de T sur notre décomposition.

PROPOSITION 2. - Nous avons les propriétés suivantes:

i) L'automorphisme T induit- par-restr ict ion à V un isomorphisme de

V,^ ^L Vp^ (os^CarCk^) ;

ii) V = ^+ + V"<x,o(. o(,<x cx,o(.

^

^'^^J^^^ 1

avec

dim V^ = q+1 , dim V^ = 1 .

Démonstration: Notre première assertion résulte aussitôt des relations

^• ( r , s )oT = ToY(s , r ) ( r iSé-k^ (n0 1) et la seconde de la relation géné-

rale



f(x^x^) = (^•-^(x^1)^^^)

pour oc^éCarCk^) . f é V ^ p , x^x^k", ^ € X et du fait que T permute

les r'^ - orbites de (1,0; ) et (0,1; ) et fixe (0,0;^) ( 4 / e X )

C . Q . F . D .

La représentation V^ admet la décomposition suivante:

PROPOSITION 3. - On a, pour tout «eCa^k^ , J_a G - décomposition

<. -V^V 1 ^ .^î^ ot o<.

avec

' ^^^^ [ IZ f(x o;^) = o v + e x } ,V^ = î f é V
«. '• ot.ot.

x , € ks V C. \r '

^^ = ^^^ocl ^^'^'^ = ^Xi)f(0,0;<|<) Vx^ek, ^ Ê X ^

(où l'on note S la fonction de Dirac sur k^ , centrée à l'origine, oui

vaut donc 1 n̂ 0 et s'annule ailleurs).

3 . Modèles de Weil réduits.

Fixons un caractère e é X . Soient o<,çs ç. Ca^k") , o< ^ p .

Alors la donnée de f € V ^ équivaut à la donnée d 'une fonction f sur

k U \^} définie par

(8) f1^ = fd. l ;^) ( , ,^) ^ •

(9) f ' ( 0 ) = f ( l , 0 ; e ) ,

^O) f ' ( < ) = f ( 0 , l ; e )
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PROPOSITION 4. - La correspondance f h-^ f donnée ci-dessus établit un iso-

morphisme entre la représentation (V^ - , p) et la représentation

(k, P ) définie par k = fl^"1'' et par

P'^Or^' = ^(r)fl ( r€kx) -

[p- (h'(r))f] (t) = f 'Cr^t ) (r^Êk^ ,

[p^ (h'Crm'ho) = (^r)f '(O) (rék^ ,

[p' (h'(r)) fi (oo) = oi(r)f(oo) (r ^k^) ,'•rot,̂

[p' (u(s))f'](t) = e (s t ) f ' ( t ) (s^ék'^) ,
'^ïÇï

(-0' (u(s))f]W = f 'W (s^k^ ) ,
'•Vot,^ -1

fp' (w)f' l(t) = q'1 ^___, e t(r+s)«(r)ç>(s)f t(rst) +
Lr^ -r^ék1 '

+ ^(OGCe^^f'CO) + ^" l(t)G(e,(î>oc" l)f•(oo) j (t 6kx)

[û' (w)f ' ](0) = q"1 [/___, e(s)ot ( r )^(s) f ' ( rs) + G(e, po^f ' (oo) J ,
1 ^^ r^ék^

[û1 (w)f ' ]W = q"1!)__, eCr^^^f'Crs) + G(e,«ç!>"1) f ' (0) J ,
^'v r,s t ̂

pour toute f € k (cf. & 2, n° 2 ^ déf. 4 pour les sommes de Gauss ci-dessus).

Nous appellerons cette représentation le modèle de Weil réduit du

type d'isomorphie -JT = [v^^ , (> ] .

Cela se vérifie sans d i f f icul té d 'après les formules (3) à (6) dé-

finissant la représentation de Weil.

Dans le cas oi = p , on pose k = k U '̂, *} et on associe à cha-



k f^1

que f ^ V ^ Q , une fonction f ' 6 t = j^ , définie par les mêmes formules (8)

à (10) ci-dessus et en plus

f'(") = f(0.0,e) .

On vérifie alors sans diff iculté la

PROPOSITION 5. - La correspondance f }—> f définie ci-dessus établit un i-

somorphisme de la représentation (V^ ^ , ?) sur la représentation Ck, p* ) ,

- î ?

définie par jk = t et par les formules

P'(1- °)f' = o^C^f (réi^) ,*a U r

[p'Ch'Crnf'ht)^ f 'Çr^ t ) (r^ék") ,

rp'Ch'Cr^f ] (i) = «(r)f'(i) (rék", i = 0,<^),
- 'ot

[p ' (u(s . ) )f ' ] ( t ) = e ( s t ) f ' ( t ) ( s ê k ^ t e k " ) ,

[p'(u(s))f'](i) = f'(i) (sé^, i =ÎO,<»,v|),

\\——' 1
[ p ' ( w ) f ' ] ( t ) = q"1 ^__, e^r+s) ( r s ) f ' ( r s t ) + oC"1 (t) (f • (<y)-f • (0)-f ' (co) )

'0e '-r^C^ -'

F\———' 1
[p'(w)f'](i) = q"1 /___, e(s)<x( rs) f ' ( rs ) + f(w) + (q-l)f(i) - f( j) J,

01 r^ek^

pour (i,j)€ 1(0,^), («>,0)^ ,

p ' (w)f (co) = q~ l(q- l ) Z__. c < ( t ) f ( t ) + f ' ( 0 ) + f ' M + q^f '^ ) ,
'0( '-tek11 J

pour toute f ' € k^

Nous appellerons cette représentation le modèle de Weil réduit du

type d'isomorphie [v^ ^ , P"] ='5Î^ ^ .
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Remarquons que l 'on a alors la décomposition, en G - modules

(ii) ï = ̂ ©ir '1®^"
où

(12) 1e1 = ; f 6 k | f (0) = fM et f(co) = - ( q - D f ( O ) j ,

(13) 'k^1 = i fe^ | f(0) = f(oo) = f(où) , f(t) = 0 V tek^ ,

(14) k~ = f f & J s | f(°o) = -f(0) , f(") = f(t) = 0 V t ek" } .

4. Isomorphisme entre (V, p) et la représentation naturelle.

Notons tout d 'abord que nous pouvons aussi bien réaliser la repré-
2

— k x Xsentation naturelle de G dans l 'espace M = t . l 'action de Go o

étant alors donnée par

(15) ( T ( g ) f ) ( x , ^ ) = Kxg,^^ g ) ( f 6 M , g € G , x é k 2 , ^ é X) .

THEOREME 1. - L'application F d^ M dans V définie par

[F( f ) ' J (x ,^ ) = ^ f (x^ , s ; ^ )+ ( - sx^ ) ( f é î i , x = ( x ^ , x ^ ) é k 2 , ^éX)
s e k

est un isomorphisme de (M, T) sur (V, p ) et sa restriction à M est

un isomorphisme de M sur V „ , quels que soient o^ftéCa^k )

Démonstration : On vérifie aisément que F est équivariante, qu 'e l le en-

voie M dans V et enfin, que son inverse est défini par

[F'^f ' / l (x,4/) = q'1^ f ' ( x ^ , s ; ^ ) < ( » ( s x ^ ) ( f ' é V , x=(x^ ,x^) € k2, ^ ç x ) .
s €. k

Le théorème s 'ensui t .



D'après la proposition 7 du numéro 3 du paragraphe 1 , nous voyons

donc que la représentation de Weil associée à Q = xy fournit exactement

la série principale de G , pour laquelle nous avons ainsi déjà trois ty-

pes de modèles.

S ^' La représentation de Weil associée au plan non-déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil

(V , P ) associée au plan non-déployé ( K , N ) , où K désigne l'unique

extension quadratique de k et N la norme de K sur k (cf . § 2, n° 2,

déf. 2 et th. 2 ) . La forme bilinéaire B associée à Q = N est donnée a-

lors par

( 1 ) B ( x , y ) = TrCxy'1) ( x . y f c K ) .

Nous verrons que l'on obtient ainsi la série discrète de G

Dans la suite, on désigne par U le sous-groupe de K^ formé

des éléments de norme 1 . Nous écrivons simplement ( V , p ) à la place
de ^N.-PN^ •
1- Le groupe F = GO(N) .

Pour tout x f c K , posons

(2) y^(y) = xy

et

(3) F(x) = x'1 .

(y e ̂  )
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Chaque y (x e K ) est alors une similitude directe de N ,

de multiplicateur N(x) , et F 6 0 ( N ) .

PROPOSITION 1. - Le groupe P = GO(N) est le produit semi-direct du grou-

pe P formé des y ( x e K ^ ) et du groupe ^1,F^ avec les relations

F2 = 1 et Fy = Y F (xéK") .

Démonstration: Soit ^ € F . Alors ^ = O^/i))"1 vérifie ^(1) = 1 et

appartient à 0(N) . Puisque N(^(x)) = N(x) et ^(1) = 1 , on voit,

compte tenu de la relation générale

Tr(z) = N(z+l) - N(z) - 1 (z 6 K) ,

que l'on a Tr(^(x)) = Tr(x) pour tout x € Î  . 1 1 s'ensuit que pour cha-

que x e K , on a, soit ^/(x) == x , soit ^(x) = Xe1 . Soit x èK tel

que jl,x \ soit une k - base de K . Alors ^ = Id si ^(x ) = x et
0 ' 0 0

^ = F si ^(x ) = Xe1 . On a donc ^ = ^/i^ ou ^ = ^(p/-.) F . La propo-

sition résulte aussitôt de là.

C.Q.F .D.

2. Décomposition de (V, p) suivant F .

Nous décomposons tout d'abord (V, P ) suivant les caractères de

r"1' ^ K^ . Rappelons que V = S^^ , où X est l'ensemble des caractères

non-triviaux de k .

DEFINITION 1. - Posons

(^f)(y,^) = fCxy,^00 ) ( f ^V , x ,y^K, x^O, ^éX)



et

(Ff)(y,^) = fCy^') ( f & V , yeK, •(»€X) .

DEFINITION 2. - Pour tout AeCar (K ) , on pose

V - { f € V | î f = A ( x ) f V x € K ^ .A. x

Comme les applications ^ (x €; K ) sont des automorphismes de

(V, p) , les sous-espaces V (A é C a r C K ^ ) ) sont des sous-représentations

de (V, P) . On a

v = ® v^
AéCarCK")

et en outre

(4)

( 5 )

dim V = q-1

dim V = q

( A C C a r O ^ ) , A + ^)

( A ê C a r ( K ^ ) , A =A q )

puisque l ' on ' a , pour tout A ^ C a r C K ^ )

f (xy,^) =A(x) f (y^ N ( x ) )

et en particulier

(6) f (x ,^ ) = A ( x ) f ( l ^ N ( x ) )

(7) f(0,ip) =A(u) f (0 ,0

(f,6V, xêR", ^éX) ,

( f € V , uCU, '('€X) ,

et que pour un caractère A de K^ , la condition A = A^ équivaut au

fait que A soit trivial sur U , ou encore au fait que A se factorise

par la norme, c'est-à-dire A = « x o N pour o t6Car (k^ ) convenable. Nous po-

sons dans la suite P = P I - (AeCarCK^) )
'A "\
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Considérons maintenant l 'action de F

PROPOSITION 2. - La restriction de l'involution F a, V est un isomor-

phisme de V sur V quel que soit A^éCarCK^) . La restriction de F
^ /\5

à V est l'identité si A. = ^q.

Démonstration: Cela découle aussitôt des relatj-ons y F := F^ et du fait
x '

que

fCx^) = /Ux'1"1)^,^) ^^\ s x6K\ ^ex)

PROPOSITION 3. - La représentation V^ (o^CarCk^) est la représenta-

tion de Steinberg St(a.) associée à o< .

Démonstration: Nous réalisons la représentations de Steinberg associée à

<x sous la forme H (c 'est-à-dire, comme sous-représentation de

H = Ind l^,^!). Pour construire un isomorphisme de H^ sur V^^ »

^ V S,
il suf f i t - compte tenu des dimensions en jeu - de construire un épimorphis-

me de H sur V , . Comme H = Ind 'io<,o<"l , il suffit pour cela
«,oc <xoN ^ g ^ ç

o ' o

de trouver un générateur de V ( comme Î;[G 3 - module) qui se transfor-

me comme 1 e (E , sous l'action de B , dans la représentation (t, [o<,o<0

de B . O r on vérifie aisément que tout vecteur f € V tel que" o o ~N ° ii

Supp f = ^O}X X a la propriété voulue.

C . Q . F . D .



3. L'entrelacement des représentations V (A-eCarCK^))
A

Comme nous savons déjà que V = StO'0 pour A = <<^N (WCCarCk^) )
A.

et que dim V. = q-1 pour A. ^ A s il nous suffira d'étudier les espaces

Hom- (V , V , , ) pour A. , A' é CarO^) tels que A + A5 , A,' + A^ .Go A A

CONVENTION. - Nous identifions dans la suite CarCk^) avec son image dans

Car(K ) par le monomorphisme

(8) «( l——^ e(oN ((XCCarCk^)) .

LEMME 1. - Soit ® un opérateur de V dans V . , (A,A.' € CarOC^ - CarCk^)) ,
A. A.

qui entrelace l 'action des u (b ) , b 6 k (cf. S 2 j n° 3). Alors il existe

une et une seule fonction 9 € V -, à support dans K X X et telle que
/l'A

(®f)(x,^) = 6(x,<(?)f(x,^) • ^^A ' x é K Î ^'6X) '

De plus, l 'opérateur (5^ est bijectif si et seulement si Supp 9 =ï K X X

Démonstration: Notre opérateur (S) est à priori défini par un noyau

H : (t^X X) ^ (K^ X)———^t vérifiant

(9) HiKz'y,^^ ^(zx,^^ )3 =A l ( z ' )HC(y^ ) , ( x ,< (> ) iA ' l ( z )

quels que soient z , z ' é , K , x , y é - K , ^ ,^éX . Or on voit aisément que

le fait que <S> entrelace P (u (b) ) et P , ( u ( b ) ) , pour tout b 6-k^ ,

équivaut à la condition suivante:

(10) H [ ( x , < J > ) , ( y , < ( / ) j = 0 à moins que <(>(bN(x)) = ^ (bN(y)) pour tout bCk"4"

Mais pour.. (x,<P), (y^çï^X.K , nous avons <D x = vb y si et seulement
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s'il existe z € K" tel que (y,^) = (zx,<p z ) . Il en résulte aussitôt que

(®f)(x,<f) = tK^HCCx^.Cx,^) ] f(x,<p) ^^A. î x e K X » ^X) »

d'où le lemme.

C . Q . F . D .

REMARQUE.- Dans la suite, chaque fois qu'il aura lieu de considérer une fonc-

tion f définie sur K comme une fonction définie sur K , on la supposera

prolongée en une fonction sur K en posant f(0) = 0

THEOREME 1. - On a, quels que soient A,A.' CarCK^) - CarCk^) :

i) Les représentations V sont déjà irréductibles pour le sous-groupe

^'^l^ - dék^

d^ G

ii) Sj, V ^. V , , alors A' = A ou A' = Aq .
A. A.

Démonstration : Soit ® un opérateur d'entrelacement de V restreinte à

P dans V . , restreinte à P . Comme <3> entrelace l 'action des u (b )o A. o

(bé k ) , on a d'après le lemme 1,

®f = 6.f ^^A?

pour une unique fonction Q€V , . Or, le fait que © entrelace l'action
A.'A

des h'(r) ( rek") équivaut à la condition

6(x,^') = (x,<y) ( x ç K ^ , <fe:X, r ék" ) ,

c'est-à-dire au fait que 0(x,\(») ne dépend pas de ^ ç X , pour x ^ K ^



Il en résulte qu ' i l existe une constante c e t telle que

(x,«p = cA'AT^x) (x6K\ ^ € X ) .

En particulier pour A.' = A , la fonction 6 est constante sur K^x X

donc Hoirie (V , V^ ) = î , et V est irréductible pour le sous-groupe P

de Go

Supposons maintenant que l'on ait A' ^ A et que ® : V __»VA A,
soit un G - morphisme non-nul, et donc c ̂  0 .

Puisque

® o D (h 'Ct) '^ ) = P . ( h ' C t ) " ^ ) » » © ( t ^ k " ) ,
A. A.

on a, quels que soient f e V et <^éX ,

e(l,+)Z ^(T^ynfCy^) = Zl ^(TrÇyneCy^fCy^) ( té^) ,
yéK > < y ^ K ^ •

d 'où

(11) Y_ ^ t (T r (y ) )A(y ) f ( l ,+ N ( y ) ) = H . ^ t ( T r ( y ) ) A l ( y ) f ( l , ^ N ( y ) )
y e - K ^ y ^ K X

pour tout t ^ k , car A. et A.' sont non-triviaux sur U . Comme les
. +

caractères ^ (t 6k ) forment une base de î , pour 4>çx , fixé,

il résulte de (11) par combinaison linéaire que

Z ^ ^fd,^) = ^ /v^fd.f^) ( X ^ K )
y e K " y ̂  '

Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)

En prenant enfin, pour chaque x ^ K * , une fonction f 6 V telle quex A.
fd,^) = 6 ( r - N(x)) (rek") , on en tire
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Z AXy) = Z A'(y) (xe^) ,
y é K^ y € K"

Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)
N ( y ) ^ N(x) N ( y ) = N(x)

c'est-à-dire A + A'1 = A' + A^ et donc A' = A01 , d'après l'indépendance

linéaire des caractères.

C . Q . F . D .

DEFINITION 3. - Nous appelons série discrète (de représentations) de G

l'ensemble des types d'isomorphie des représentations (V , P ) pour

AçCard^) - Card^) .

La série discrète de G est donc formée de —q(q-l) (types d ' i -

somorphie de) représentations de dimension q-1

Dans la suite, nous noterons d'habitude TT ou (V. , 1T ) le ty————————————•—————————————————————— ./\_ — ,/\. A- ———

pe d'isomorphie de la représentation (V , P ) (A G Car(K^))
A. A.

THEOREME 2. - La série discrète et la série principale de représentations de

G sont disjointes et elles épuisent toutes les représentations irréducti-

bles de G .————— o

Démonstration: Pour voir que les deux séries sont disjointes, il suffit de

remarquer que toutes les représentations de la série principale admettent

des vecteurs non-nuls invariants par le sous-groupe unipotent supérieur U

de G et qu'aucune représentation de la série discrète n'en admet. Pour

montrer que ces deux séries épuisent toutes les représentations irréducti-

bles de G , le plus simple est de vérifier que la somme des carrés de
^

leurs dimensions est égale à l'ordre (q-1) q(q+l) de G

C . Q . F . D .



4. Les modèles de Weil réduits pour la série discrète.

PROPOSITION 4. - Soit A.6Car(K ) - CarCk^) . Alors en asso.ciant à chaque

f € V sa restriction à [ l ^ x X , on établit un isomorphisme de (V , ^ )n- A. A.v
sur la représentation (t , p ' ) définie par les formules suivantes, pour

A-

toute iç. (t^,

p'(^ ^)f =A( r ) f (r^-k") ,

-1
[p'(h'(r))f l(^) = fC^ ) (rCk", ^CX) ,

A^

[p'(u(s))fl(^) = ^(s)f(^) . (se^, ^ex) ,

[p ' (w)f l (^ ) = - q " 1 H (TrCymCy)^^) (<(.eX) .
A- y^

Y
La représentation (S; , (>' ) est appelés le modèle de Weil réduit

A.
du type d'isomorphie ^ de_ (V , P ) (ACCarCK") - CarCk") ) .

A. A. A.

Cela est immédiat.

REMARQUE. ~ Si l 'on choisit un caractère e é X , alors, en posant

f ( t ) == f ( e ) , on peut réaliser le modèle de Weil réduit dans l 'espace

x kx
k_ = î . O n appellera cette réalisation le modèle de Weil réduit de

^ ( A ê C a r C K ^ ) - CarCk^ avec choix de e .

y
En prenant, par example, la base de S; formée des fonctions de

Dirac sur X , on calcule sans difficulté les caractères des représentations

V , donnés dans la table 1 .A.

NOTATIONS. - Dans toute la suite, on note (V „ , 'ÏÏ „) ("S^éCarCk^),
°̂  î r °'î P
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ot ^ p) , (V1 , ̂ ) (i = 1, q ; océ-CarCk^) ) , (V ,'iï^)

(A-éCard^) - C a r C k ^ ) ) , les types d'isomorphie (ou des représentants non

spécifiés des types d'isomorphie) des représentations irréductibles de G ,

en gardant la paramétrisation adoptée dans les paragraphes précédents. On

supprimera souvent la lettre désignant l 'espace, des notations. Pour

o ^ e C a r C k ^ ) , on posera encore (V^ ^ , ̂  ̂  ) = (Ve1 , ̂ ) + (V^ , ̂ ) .

Dans la table 1, on note ^1 le caractère de ^ (i = 1, q ;

o c & C a r C k ^ ) et -^ (resp. ^ ) le caractère de 'ÎT (resp. 1T̂  ) pour

oS^CCarCk") (resp. /VéCarO^) - CarCk")) .

§ 5. Les représentations de G ' = S L ( 2 , k ) .

Nous obtenons dans ce paragraphe toutes les représentations irré-

ductibles de S L ( 2 , k ) , par restriction de celles de G = G L ( 2 , k ) , cons-

truites dans les paragraphes précédents.

Nous posons dans la suite,

G ^ = S L ( 2 , k ) , B ^ = B ^ , T ^ = T ^ ( c f . â D .

Nous gardons en outre, les notations des paragraphes précédents.

1 . Préliminaires

Nous considérons dans ce numéro, de manière générale, la situation

où l'on restreit des représentations (irréductibles) d'un groupe fini G à

un sous-groupe H d'indice 2 dans G . On note P la restriction d'une



représentation P de G à H

LEMME 1. - Soient G un groupe fini et H un sous-groupe d' indice 2

Si p et cr sont deux représentations quelconques de G et ^> un H -

homomorphisme de o dans <r , on pose

(1) J(<ÎO = ^(g^îf^)"1 ,

^ g 6 G - H , et

(2) Honp-(p,a-) = lm(l _f j) .

Alors J ne dépend pas du choix de g e G - H ej: J est une

involution fonctorielle sur les H - homomorphismes de représentations de

G . On a

(3) H o m ( f , o - ) = Homy(p,<r) + HonL,(^,cr) ,

(4) ' Hoin^(f,<r) = Hom^(^,<T) .

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate des relations

G - H = g ^ H ' H g ^ , g^H ,

dues au fait que H est d'indice 2 dans G

C . Q . F . D .

PROPOSITION 1. - Soit H un sous-groupe d.'indice 2 d ' u n groupe fini G

Soit (V, p ) une représentation irréductible de G . Alors si la restric-

tion p (ie_ p a_ H n 'es t pas irréductible^ on a

i) End (p) = ÎI - î^ = tp^ + î;p^ (I = Id ) ,
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où ^ est une H - involution de V , à trace nulle, telle que

^p(g) = -f(g)^ ( g é G - H)

et les H - projecteurs orthogonaux p sont définis par

p^i^^ ;

ii) (V. ^) = (V+, f^) + (V-, f^)

^

V1 = Im p^

avec

(V'^', f^) (V", p^) ,

dim V-^- = ^•dim V ;

iii) le caractère -y de P est porté par H

Démonstration: D'après le lemme 1, on a, puisque ^ est irréductible

End^(p) = ÎI © End^(p) .

Or, quels que soient <^ ,^ End.,(p) , on a J(^) = ^^

et donc

$-Ç é End^p) = End (^) = II .

Il est clair qu ' i l existe au moins un couple $ ̂  Hom^(P) tel que

ï'î ^ 0 (puisque sinon H o n i ( p ) serait un idéal (bilatère) de carré nul

de la S; - algèbre semi-simple End (P) , ce qui est impossible). Pour unH. '



tel couple on a donc que ^^ est une homothétie non-nulle (donc ^Ç et Y

sont des automorphismes de V ); il en est alors de même de ^ , par

exemple, et par suite "̂  = ^Y , pour un Xé î l convenable, est une in-

volution. Si ^) '6Hom^(P) , on a '̂"^ = l^I » d 'où

$•6(1;^ .

Notons enfin que tout End (p) est clairement de trace nulle, puisque

Tr($) = Tr(p(g^p(g^)"1) = -Tr® ( g ^ C G - H) .

Nous avons ainsi démontré i).

L'assertion ii) est une conséquence immédiate de i ) , compte tenu

du f.ait que, puisque Tr("^7 ) = 0 , on a

dim V1 = Tr(p^) = ^Tr(l) .

Enfin, iii) résulte aussitôt de la relation

-p(g) -^P^^o (g G - H) ,

en prenant les traces.

C . Q . F . D .

PROPOSITION 2. - Soit H un sous-groupe d'indice 2 d'un groupe fini G

Soient p et <r deux représentations irréductibles non-isomorphes de G
1^ Si p ou cr est irréductible, alors

Hom^Cf.o-) = 0 ;

i1^ S1 Pu ĵ t cr sont irréductibles et isomorphes, alors
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Hom^.c-) = (£^

pour un H - homomorphisme inversible ^ tel que

<r(g)$ = -î^p(g) ( g é G - H) ,

et la somme X+ X' des caractères de p j^ <r est portée par H

Démonstration: Dans ce cas, le lemme 1 donne

(5) Hom^(p,o-) = Hom^(^) .

Si par exemple P est réductible (le cas où v est réductible étant dual
• H n

de celui-ci), alors, avec les notations de la proposition 1, i), on a

(^ &Hom^(f,<3 ' ) = Hom (^,0-) = 0

pour tout ^êHom^C^,0") , d ' où i). L'assertion ii) est une conséquence immé-

diate de (5) et du lemme de Schur. Notre dernière assertion résulte alors

du fait que

<3-(g) = -^C(g)^1 ( g é G - H) .

C . Q . F . D .

En introduisant la représentation de dimension 1 de G dédui-

te du caractère non-trivial de G/H ^ TLfïTL , on peut énoncer les résul-

tats ci-dessus de la manière suivante:

DEFINITION 1. - Notons £ la représentation de dimension 1 de_ G défi-

£(h) = 1 ( h ç H ) ,



£(g) = -1 ( g é G - H) .

PROPOSITION 3. - Soit (V, p) une représentation irréductible de G .

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) La restriction p de P .à H est irréductible.

ii) (V, py) = (V4', p^)© (V", (^) ,

où V et V sont deux sous-représentations irréductibles, non-iso-

morphe s^ de (V, ? ) , de dimension commune •^•dim V

iii) Le caractère -^ de p est porté par H

iv) £ p ^ p

De plus, si iv) est vérifiée et •̂ r est l'un des deux isomor-

phismes involutifs de (V, p) sur (V, £P) , alors on a ii) avec

V1 = Im(l ± "̂  )

Démonstration : Dans la proposition 1, on a démontré l'équivalence de i) et

ii), ainsi que le fait que i) entraîne iii). Mais iii) signifie que l'on a

Tr(£(g)p(g)) = Tr(p(g))

pour tout g fcG , c'est-à-dire que l'on a iv). Supposons enfin que iv) soit

vérifiée. Soit ^f un isomorphisme de (V, p ) sur (V, EP) . Comme £. = 1

on aura que "Çr = \^f , pour >eî convenable, est un isomorphisme invo-

lutif de (V, p) sur (V, çp) . Il est clair que -^ çHom,-(p) , d'où no-

tre dernière assertion (cf. prop. 1 ) , et aussi le fait que iv) entraîne i).

C . Q . F . D .



60

PROPOSITION 4. - Soient p ^ <r deux représentations irréductibles, non-

isomorphes, de G . Notons p (resp. 0- ) la restriction de p (resp.

0 ) ^ H . Alors on a

• PH^H ^==^ P^-
Lorsque ces conditions sont remplies, p ej: o- sont irréductibles et

jjon.a

HonL,(p,o-) = Honiç(p,£0-) .

Démonstration: II est clair que p ^ £<r entraîne p^ ^ (T^ , puisque

£ = 1 sur H . Réciproquement, supposons p ^ d . D'après la proposi-

tion 2, i), il faut alors que p et <T soient irréductibles et que

')€ = -X sur G - H , ce qui signifie, puisque ;< = X' sur H , que

Tro(£(T) = Tro ^

et donc P ^ £<T comme voulu. La seconde assertion est claire d'après la

proposition 2, ii).

C . Q . F . D .

REMARQUE. - Toute représentation irréductible T\. de H apparaît dans la

restriction à H d 'une représentation irréductible p de G (il suff i t

en e f fe t , de considérer les composantes irréductibles de l ' induite de TT

à G ). Les résultats qui précédent montrent alors que, ou bien 'ÏÏ appa-

raît comme l 'une des deux H - composantes irréductibles non-isomorphes

d'une unique représentation irréductible p de G (à isomorphisme près),

ou bien 1T est la restriction à H d 'une représentation irréductible p

de G et aussi de tP (^ P ) mais d'aucune autre représentation irré-

ductible de G (à isomorphisme près).



2. Restriction de G" = Z G ' à G '——————————— o o o — o

DEFINITION 2. - Notons Z le centre de G , identifié à k^ . Posons
—————————————————— Q ——————————————————————————————————— Q ———————————————————————————————— ——————————————————

G" = Z G' .
0 0 0

Nous avons

(6) G^ = î g î r G | det gé (k^)2} ,

et

(7) G" ^ (Z xG')/U,- l î .

Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(8) G" = G = Z x G ' .0 0 0 0

PROPOSITION 5. - En associant à chaque paire (y , ' îT 1 ) , ̂  y é C a r C k ^ ) je^

•ÏT' est une représentation de G' telle que y(-l) = 'ÏÎ '(-1) , la re-

présentation y.TT ' d_e G" définie par

( ï ." î r ' ) ( tg) = ^( t ) - i ï ' (g) ( t é k x = Z^ , g^)

on établit une bijecLion entre l'ensemble de ces paires, modulo la relation

(y,TÎ') (^ïT^) pour des représentations isomorphes 'ÏT ' ^ 'îT- de G ' ,

et l 'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G" . En par-

ticulier si 11" est une représentation de G" , toutes les représenta-

tions de G" ayant même restriction à G ' (à isomorphie près) que TT"

sont les ^TÏ"(= (y. 1 , ) KTÏ") , pour ^ ç c a r ( k ^ ) tel que -y(-l) = 1 .
o
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Démonstration : Cela est immédiat, d 'après (7) .

C . Q . F . D .

3. - Restriction de G à G' .——————————— o — o

DEFINITION 3. - jSj_ G est un groupe fini, on note R(G ) (resp. I ( G ) ) la

classe de toutes les représentations (resp. toutes les représentations irré-

ductibles) de G , ' e t l'on désigne par R ( G ) (resp. I(G) ) l'ensemble

des types d'isomorphie des représentations (resp. des représentations irré-

ductibles) de G

PROPOSITION 6. - Si la caractéristique de k est 2 , alors en associant

à chaque représentation de G sa restriction à G ' , on définit une sur-

lection de Î(G ) sur Î(G') , dont la fibre au dessus de T T ' & K G ' ) est•J——————— o —— o —————————————————~—— o
formé des q-1 produits tensoriels o«9Tî' ( w é C a r C k ^ )

Cela est une conséquence immédiate de (8).

Nous considérons maintenant le cas de la caractéristique différen-

te de 2 .

PROPOSITION 7. - Supposons k de caractéristique différente de 2 . Soit

(V,'iT)él(G ) . Notons TT ' sa restriction à G' . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes:

i) -n-' est irréductible.

ii) (V,-ff ') = (V^-R') © (V",T[') ,

où V"1' et V" sont deux sous-représentations irréductibles, non-isomor"



phes, de (V,'ÎT') , de dimension commune ^•dim V

iii) Le caractère -^ à^ ît est porté par G"

iv) -3T ^ o< •ÎT (= (o( odet)8W ,

où 1 'on note c< le caractère non-trivial de k^ , de carré trivial.
—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————— Q ———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————— —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

De plus, si iv) est vérifiée et si •^ est l 'un des deux iso-

morphismes involutifs de (V,'»0 sur (V,«1ï) , alors on a ii) pour

V1 = Im(l j_^ ) .

Démonstration: Cela résulte aussitôt de la proposition 3 du numéro 1 et

de la proposition 5 ci-dessus.

C . Q . F . D .

En ce qui concerne l 'entrelacement des restrictions, nous avons la

PROPOSITION 8. - Soient 1T, , Î C , - é l ( G ) . Alors pour que les restrictions

de X et '7T« ji G ' soient isomorphes j il faut et il suff i t que

H si ^ir (= (^odet)®^, ) pour un y & Car(k^) convenable.

Démonstration: Notons que la proposition 6 contient cette assertion dans le

cas de la caractéristique 2 . Supposons donc car k i- 2 . Comme

y C ^ ^ o d e t ) est trivial sur G' , il est clair que TT v. ̂  entraîne que

la restriction "îT ' de 7T à G ' est isomorphe à la restriction 'î\- de

'ÏT à G ' . Réciproquement, supposons 'ÏÏ ' ^-^1 . Notons IT" (resp. 'ïi'' )

la restriction de "S -̂, ' (resp. '^~- ) à G" . D'après la proposition 5,

nous avons alors
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-ïï^ ^ (o<.lç.)®^
0

pour un « ç CarCk^) tel que o<(-l) = 1 , c'est-à-dire, tel que o< soit

un carré dans CarCk^) . On a donc, en choisissant une racine carrée (?> de <x

dans CarCk^) ,

Tî" 21 (podet)®^ .

Il résulte alors de la proposition 4 du numéro 1 que, ou .bien

^^ ((ïodet)®^ ,

ou bien

T^ s; eRpodet)®^] .

Comme ici £ = oc odet , on en tire

-ÏÏ2 ^ ̂ i ou ^2 ^ ̂ l 1

ce qui achève la démonstration.

C . Q . F . D .

4. Identification des cx'^ (o(' ^ CarCk^ ,^é. l (G^) ) .

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 9 . - Désignons par ( E , Q) n'importe lequel des deux espaces

quadratiques, non-dégénérés, de dimension 2 sur k et par F ' un sous-

groupe commutatif de GO(Q) . Soit «' ̂  CarCk^) . Alors l'application <̂  ,
F y Xde V = Œ dans lui-même, définie par



[<y .(^(x.e^ = «'(^(x.e1') < f ^ V . , x € E , tek")
oc <^

(où e € X , fixé) est un isomorphisme de la représentation de Weil

(V , P ) sur la représentation (V , <x 'p ) , ,ou a'o = (<x 'odet) ® p ,

qui transforme la composante F ' - isotypique de type y ( v 6 C a r ( ï ? ' ) ) de

V dans la composante p* - isotypique de type (oc'om) de V_ (où l 'on

désigne par m 1'homomorphisme multiplicateur de P' dans k x ) .

COROLLAIRE. - On a, pour les représentations irréductibles de G (c f . ^ 4,

n_° 4, notations):

^(î ^-.c,̂

ot'X1 ï Tl3.m ^'o<

^•^ •ï ^^

quel que soit t^ 'êCa^k^)

(<*,péCar(kx) , <x ^ ç») ;

(otCCa^k^)) ;

(A 6 Car (K^) - Ca^)) ,

En e f fe t , il suff i t d 'appliquer la proposition, successivement, à

(E, Q) égal au plan déployé sur k , P ' = k x x k , " ^ = («^ïÇ»)

(<x,Ç)€ Car(kx)) , et à (E, Q) = (K, N) , f ' = K^ , v = ^

(ACCar^) - Car(k > E ) ) .

5. - La représentation naturelle de G '

Dans ce numéro, nous explicitons la relation entre la représenta-

tion naturelle de G et celle de G ' , ce qui nous fournira une descrip-o o i r

tion commode de l'entrelacement qui apparaît dans la série principale de

G , lorsqu'on la restreint à G 'o " o
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DEFINITION 4. - La représentation naturelle T' de G ' est définie dans
— ^~

1'espace M' = t par

_ 2
[•r '(g)fl(x) = f(xg) ^^o ' f Ê M l » x é k ) •

On pose

M' = l f € M ' | ' f ( 0 ) = 0 } ,

M ' = ^ f é M ' | f ( tx ) = 'o((t)f(x) ^ t € k x , ^ x 6 k 2 }oc

pour tout « G C a r C k ^ )

On a alors, la G ' - décomposition

(9) M' = © M '
aéCarCk^)

et d 'autre part,

(10) dim M ' = q+1 ( ^ C C a r C k ^ ) )

Nous renvoyons au paragraphe 1 (n° 2) , pour tout ce qui concerne

la représentation naturelle ( M , T ) de G

k2^ k"PROPOSITION 10. - En associant à chaque f ^ M (= <E ) sa restriction à

k X \ 1j , on définit un G ' - épimorphisme p d^ M sur M ' qui, res-

treint à M (<»<, A 6Car(k )) , définit un G ' - isomorphisme de M—————— o^(î \ ———————— o °<,p

s^ "otp-l •

Démonstration: Cela est immédiat, compte tenu de la relation

f ( t ( r , s ) ; l ) = (^(OfCr.s;!) ^^.ft ' r î s 6 k î t é kx )



pour tout o( ,C>éCar(k )

C . Q . F . D .

6 . La représentation de Weil ( V . , 0 . ) d̂  G '

Nous renvoyons au paragraphe 2, pour tout ce qui concerne la re-

présentation de Weil de G . Nous gardons les notations introduites à cet

endroit.

D'après les résultats du paragraphe 2, il est clair que nous pou-

vons aussi bien construire une représentation de Weil pour G ' , comme suit:

THEOREME 1. - Soit (E, Q) un espace quadratique, non-dégénéré, de dimen-

sion paire 2m , sur k . On peut définir une représentation (V. , p.)

<de G ' , appelée représentation de Weil de G ' associée à l 'espace qua-

dratique (E, Q) , en fixant eêCar (k ) - \l} , en posant

^ - .
et en se donnant o ' sur les générateurs h(a) ( a £ k ) , u (b) (b fek ) et

w de G ' , par les formules suivantes
——————— Q S-————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

(11) [p ' (h (a ) ) f ] (x ) = f(xa) (aék") ,

.(12) [p ' (u (b ) ) f ] (x ) = e (b0(x) ) f (x ) (bek4 ') ,

(13) (P ' (w) f l (x ) = ^Oq'111!! e(B(x,y)) f (y) , :
' y e E

pour féV , xéE .

De, plus, si y est un isomorphisme de (E, Q) sur un espace
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quadratique ( E ' , Q ' ) , alors v induit un isomorphisme ^(y) de

<VQ, , PQ.) sur (V^ , ^) défini par

(14) [<3-(^) f ' ] (x) = f (^x) ^^Q 1 X € E )

si v' est un isomorphisme d'espaces quadratiques de source ( E ' , Q ' ) ,

alors on a

<3'(y'°)r) = <5-(y)°<î'(y1) .

La représentation (V' , P ' ) peut donc se décomposer suivant les

composantes isotypiques de l 'action yi——> ('Ç ) (?f .eO(Q)) du groupe or-

thogonal 0(Q) dans V

Notons que, comme la dimension de E est paire, on a Q ^ tQ

pour tout t € k^ et par suite le type d'isomorphie de (V , p ) ne dé-

pend pas du choix de eé.Car(k ) - \1\' .

7 . Restriction de (V- , P ) , d̂  G a_ G ' , pour Q = xy

Considérons tout d'abord, la décomposition de la représentation

de Weil ( V ' , P ' ) de G ' associée au plan quadratique déployé

( E , Q) = (k 2, xy) ( c f . $ 2, n° 2 et § 3 ) .

DEFINITION 5. - Pour tout «GCa^k^ , on pose

V = { f 6 V ' | Ktr.t^s) = oc ( t ) f ( r , s ) V t € k^ V(r , s ) (= E }« n

et, si « = «. ,

V'± = ^ f ç v ' | f(s,r) = j_ f(r,s) V ( r , s )6E } .
0( <x



On a alors les G ' - décompositions

(15) V - 0 V ,
^ o<€Car(k ) <x

(16) V ^ V ^ e V (<K€Car(k ) , x = oc"1)
V\ CX 0<

et d ' au t re part

(17) dim V; = q+l+S^ C^CCa^)) .

La décomposition (15) est en fait la "restriction" de la décom-

position de (V , P ) suivant GO(Q) (§ 3, n° 2) . Nous avons en e f fe t la

PROPOSITION 11. - En associant à chaque f 6 V sa restriction à E x ^ e ' i ,

on définit un G ' - épimorphisme p de_ (V , P ) sur (V' , P ' ) qui,

restreint à V (resp. V— ) donne un G ' - isomorphisme de V'^i^ "^î^ —————— o ————-—————— "SC*
(resp. V^-^ ) sur V _^ (resp. sur V^ ) pour «^Card^) (resp.

w c C a r C k ^ ) ) .

En outre, l 'application F ' de M' dans V ' définie par— ——— , Q ——————t.—

( F ' f ) ( r , t ) = ^ f ( r , s ) e ( - s t ) ( f ^ M ' , ( r , t ) ê k 2 )
s ^ k

est un G. - isomorphisme de ( M ' , T ' ) sur (V- , p ' ) , qui applique

c^que M ' isomorphiquement sur V ' (^CCa^k^)) . De plus^ on a (moyen-

nant l ' identification de kx ji X par t i_^ e^' )

(18) p^F = F ' c p

(cj[. à 3, n_° 4 ) .

Démonstration: La première assertion de la proposition est immédiate, compte
tenu de la relation
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fCtr.t^s.e) = (o^KOfCr.sîe) ^^ft * ( r ,s)éE, ték^,

pour ( X ^ e C a r C k ) . Pour prouver la seconde assertion, on remarque que la

relation (18) est claire, d 'après les définitions, et que le reste de l 'as-

sertion résulte aussitôt de là.

C . Q . F . D .

PROPOSITION 12. - Supposons que la caractéristique de k soit différente

clé 2 et notons, comme précédemment, <x le caractère non-trivial de k ,

de carré trivial; autrement dit, « est le symbole de Legendre. Alors on a

V'1 = [ f 6V | f(0,l) = ±f(l,0) et f(l,t) = 0 si o^(t) = -^ 1 (t é k^ )}
^o ^o

et donc

dim V^ = ^(q+l) .
^o 2

Démonstration: Cela résulte aussitôt des définitions et de la relation

f ( l , t ) = <X ( t '^fCt ,!) ( f é V , t ek") .
o

C . Q . F . D .

REMARQUE. - La dimension de V ' — peut se calculer aussi par la proposition
^o

7 du numéro 3 , puisque l'on vient de prouver que V ' est la restriction à
°"o

G ' de la représentation irréductible V - de G , par exemple.o • ot. j 1 oo

8. La série principale de G '

Rappelons que l'on définit classiquement la série principale de

G ' comme l'ensemble des types d'isomorphie des composantes irréductibles

des représentations induites



(19) H' = Ind « (o^éCarÇk^)
B ' f G 'o ' o

où, dans le membre de droite, on note encore (X le caractère de B '

donné par

(20) o<(^ ^-1) = o((t) ( tek", rék"^ .

Bien entendu, la description de la série principale de G ' dans ces ter-

mes est très bien connue Nous signalons ici comme elle apparaît en ter-

mes de nos modèles.

Remarquons tout d 'abord qu 'en associant à chaque fonction sur G

sa restriction à G' , on définit des G' - isomorphismeso ' o -

(21) Res H -^—> H ' - (oc^êCa^k^)) ,
G 1 G ' °^ o<(^1

o ^ o ' ,

où H = Ind <L«,p1 (cf. § 1, n° 1). Nous avons ainsi d 'après la pro-
^ B t Go ' o 1

position 7 du paragraphe 1 (n° 3), la^ proposition 10 du numéro 5 et la pro-

position 11 du numéro 7, des G ' - isomorphismeso ;̂ ,̂ . • •

(22) H ' -= -̂> M^ -^-> V^ ;t' (oç^Ca^k^)) .

DEFINITION 6. - Dans la suite, on note 7T' le type d'isomorphie de la re-

présentation H' (<^e Ca^k^)) , 'Jt ^ celui de M^ , et 7l'-^- celui de
0< 1 J- «

0

V '— (On a posé ici
^o

M^ = [f M ' | Z f = 0 ; ) .
1 1 k2

On note enfin 1 le type de la représentation triviale de G '

Nous avons donc (cf . § 1, n° 3), pour < x , A é C a r ( k ) ,
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(23) Res ^ = T l » Res H01 ^-^ , Res Tl1 = 1
G | G " ^P ^ G I G ' 0< 1 ' G ^ G' oc
0^ 0 ' 0 ^ 0 0" 0 .

PROPOSITION 13. - On a

i) TT' est irréductible pour « ^'x'1 , i.e. o(^ l ,o^ («éCarCk^)) ;

ii) TT^ est irréductible;

iii) TT'4' et Tl'~ sont irréductibles (si car k f 2) ;
^o ~~ °o

iv) le seul cas de coïncidence non-triviale entre les types d'isomorphie

ci-dessus est

TI' = 11' (ecéCarCk^, o< ^ «-1)
0( o^-1

Démonstration: On applique la proposition 7 du numéro 3 et le corollaire

à la proposition 9 du numéro 4. On voit ainsi que, pour que f[^ (o<éCar(k ) ,

« ^ 1) soit réductible, il faut (si car k ^ 2) que, par exemple,

1Î = o< 11 , c'est-à-dire ^ - = TT (n° 4) , d 'où o< = a
o < l o < ' ( . l o ( , l o < o < , o ( 0
' ' 0 0

Cela montre i ) , qui est clair si car k = 2 (cf . prop. 6, n° 3). De même,

ii) est clair si car k = 2 (cf . loc. ci t .) et aussi si car k + 2 , par

exemple parce que d imTC' est impaire, ou sinon comme ci-dessus, iii) ré-

sulte aussitôt de la proposition 7, ii) du numéro 3. Enfin si l 'on a

T\' = T^ , on en tire (n° 3, prop. 8), par exemple, Tt . ^ ^'^ ^ » P0^

un w.'^ Ca^k^) , d'Où (n° 4, cor. à la prop. 9) (î> = sx ou

ft = o^' = <X , comme voulu.

C . Q . F . D .

Nous avons ainsi

THEOREME 2. - La série principale de G ' est formé

i) des ^(q-3) (resp. ^(q-2)) types d ' isomorphie '}Î  (o< eCa^k^), ^ ^ 1)



de dimension q+1 , si k est de caractéristique ^ 2 (resp. = 2) ;

ii) de la représentation de Steinberg St =T^ ' q , de dimension q ;

iii) des deux types TT' et T[' i de dimension —(q+1) , sji_ k est
o o

de caractéristique i- 2

REMARQUE. - D'après la proposition 11 du numéro 7, il est clair que le ty-

pe d'isomorphie de V ' ( ^ C C a r C k ^ ) ne dépend pas du choix de e (n° 6,

th. 1). Néanmoins , en calculant les caractères en ( ,) , on voit que le

type-d ' isomorphie du V associé à e est celui du V associé à e
o o

et réciproquement (où l 'on note t un non-carré quelconque de k ), si

car k i- 2 .

9 - Restriction de (V , p ) a, G '

Considérons tout d'abord la décomposition de la représentation de

Weil (V^ , ? „ ) associée au plan non-déployé ( K , N)

DEFINITION 7. - Pour tout ( jCCar (U) (U = N~ (1)) , on pose

V ' ^ [ f é V , f (ux) = & ) ( u ) f ( x ) V u € . U , V x 6 . K lco x'

et, si y» = to ,

V- = ^ f é V | fCx^ = +£(x) V x fcK }
c^

On a alors les G ' - décompositions,

(24) V - 0 V ,
^Car(U) ^

(25) V ^ V ^ ' O Y ' " (^çCar(U), ^ = ^~1)
co Cô a»

et en outre
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(26) dim V = q-l+^ (Co€Car(U)) .

PROPOSITION 14. - On a

v = v ''l -l s

e t j si la caractéristique de k est différente de 2 ,

V14' = [ f é V | Supp f C (K^) 2 }co
0

r^ _ ^ X \ 2 <V" = î f ê V | Supp f C K " - (K^) ^ ,
0

d 'où

dim V'1 = ^-(q-1) ,Co z
0

où 1'on note ûj le caractère non-trivial de U , de carré trivial.

Démonstration: Cela résulte aussitôt des relations x é U et

fOx^ ^(x'1"1)^) ^^co } ̂ ^ ^CarCU))

C . Q . F . D .

Rappelons que l'on a fixé un caractère non-trivial e de k

PROPOSITION 15. - En associant .-à chaque f 6 V sa restriction à K x ̂

on définit un G^ - épimorphisme p^ de_ (V^ , f ^ ) sur (V^ , f^) ^ui

induit par restriction à V ( A C C a r C K ^ ) ) un_ G ' - isomorphisme de V——————1_————————————— A. ° A-

sur V , où 60 = A),,
—— 60 — 'u

Démonstration: Cela résulte aussitôt des définitions et de la relation



f (ux,e) = A ( u ) f ( x , e ) ( f ç . V , x 6 K , u 6 U) ,

pour A 6 CarOC^ .

C . Q . F . D .

DEFINITION 8. - Nous désignons dans la suite par 'ÎT ' (resp. IL 1:4: ) le ty-———————o———————————————c— ^ ——t- ^ ———i.
, o

pe d'isomorphie de (V^ , (^) (resp. de (V'- , p^ ) ) , pour <*3€Car(U) .
o

On appelle série discrète de G ' l 'ensemble de ces types d'isomorphie,

IT' exclu.i ————

Nous avons donc (§4, n° 4, notations),

(27) T L ' = Res ^* ( ^ e c a r d n . / V Ê C a r C K ^ . / V l - ^ ) .(o ç , ç, A ( U
o^ o

En particulier, on voit ainsi que î l ' est la représentation de

Steinberg de G ' (§ 4, n° 2, prop. 3 et ce S, n° 8) .

10. La série discrète de G '
—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————— Q

PROPOSITION 16. - Soient Cù ,<t)' deux caractères non-triviaux de U . On a

i ) 'ÎÏ ' est irréductible si ^>2 ^ 1 ;
£u ————————————————————

ii) Ti''1' et 'K'"1' sont irréductibles, si car k + 2 ;eu — (o ———————————————•—— '
0 0

iii) le seul cas de coïncidence non-trivial entre ces types d'isomorphie est

TT ' = ÎT' , ( < v ç C a r ( u ) , c^2 ^ 1) .
^> ^ i

Démonstration: Montrons i). Cela est trivial si car k = 2 (n° 3, prop. 6 ) ,

Supposons car k + 2 . Soit A é C a r C K ^ ) tel que AJ = ^ . S i 'H'1 est

réductible alors 'ÎT = K (n° 3, prop. 7 et n° 4, cor. à la prop. 9) .
^ ^o
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Cela signifie <x A = A , c'est-à-dire ûj = CJ , comme voulu. La pro-

position 7 , ii) du numéro 3 montre que 'ÎT'— et îl' sont irréductibles et
Ou 60o o

non-isomorphes. Enfin, soit A 'é -CarOC^) tel que A.' = ûù' et supposons

11' = 1Î' , •. Il en résulte que TT = «ÏÏ pour un o t é C a r C k ^ ) convenable

(n0 3, prop. 8) et par suite (n° 4, cor. à la prop. 9) A.' = ^-A. ou

A' = ̂  . On en conclut que (A1)4'1 = /V1"1 ou (A')01"1 = A.1'01 , c 'est-

à-dire û/' = (J ou <o' = H) , comme voulu.

C . Q . F . D .

Nous avons alors le

THEOREME 3. - La série discrète de G ' est formée
1 1 y

i) des -^(q-1) (resp. -q ) types d'isomorphie ÏÏ' ( ^ f cCar (U) , ^ ^ 1 )

de dimension q-1 , si car k ^ 2 (resp. si car k = 2 ) ;

ii) des deux types d'isomorphie TC' et 'ÎT' de dimension —(q-1) si
o o

car k + 2 .

THEOREME 4. - La série principale et la série discrète de G ' sont disjoin-

tes et épuisent toutes les représentations irréductibles de G '

Démonstration: II est clair que ces deux séries sont disjointes, par exem-

ple, parce qu ' i l en est ainsi pour la série principale et la série discrète

de G et que l 'application ÎT^--» o<"H (1Té:I(G ) , « é C a r C k ^ ) ) les laisse

stables (n° 3, prop. 8; n° 4, cor. à la prop. 9 ) . La seconde assertion du

théorème est aussi claire, puisque nos deux séries sont obtenues par res-

triction de toutes les représentations irréductibles de G

C . Q . F . D .

A partir des modèles donnés dans ce paragraphe, on calcule sans



diff icul té les caractères de G ' , qui sont d 'ai l leurs très bien connus.o *

Nous les donnons dans les tables 2 et 2 bis. On y note ^. le caractère de

la représentation de Steinberg 'H' , et X (resp. % ) le caractère de
J. • o< HJ

1Î' (resp. 1P) , pour A ^ C a r C k ^ ) (resp. O)éCar(U) - (l0 .

^ 6 . Compléments sur les représentations de G

Nous démontrons dans ce paragraphe un certain nombre de proprié-

tés des représentations de G dont nous nous servirons dans les chapitres

IV, V et VI.

1 . Restriction à certains sous-groupes.

DEFINITION 1. - Posons

D^^)|f^,

T' = ^ m ( c ) | cêK^ ,

où l 'on note m(c) ( cç -K^) la matrice de v (multiplication par c

dans K ) par rapport à une k - base fixée du k - plan K

Pour les notations H , H ' , U , c f . § 2, n° 1, déf . 1.

Rappelons enfin que l 'on a

B = H H ' U , T = H H ' .
0 0 0 0 0 0 0

DEFINITION 2. - Soit (V,7C) une représentation de G . Alors:——— ————————.————————— o ———-

1^ Pour o t ^ C a r C k ^ ) , on note V (resp. V ' ) la composante isotypi-
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que de type oc de la restriction de IT .a D- (resp. H ' ) .

ii) Pour o^ç^CarCk^ , on note V -, (resp. V^ .) la composante

isotypique de type C°<>^ (cf . § 1, .n0 1, déf . 1) (resp. de type (^,p>)

(^. § 1, ^° 1, (9 ) ) ) de la restriction de '71 a, B^ (resp. T^) .

iii) Pour /VC-Car^^) , on note V la composante isotypique de type A.

de la restriction de 'ÎT a_ T' .

iv) Pour v^Ca^k^ , on note « V la composante isotypique de type ^

de la restriction de ^ i U^ . On pose ^ = ^V 0 V (resp. ^ )

pour «êCa^k^) (cf . i )) .

v) Notons O* («eCa^k^)) la représentation irréductible de B ,
y

d'espace t , définie par

-1
[(T^ ^)ri(^) = ^(t^r^s)^3' )

pour f ê ^ , ^éX , r, t é k ^ , s k'̂  . On désigne alors par V(<r^)

la composante isotypique de type ^ de la restriction de TC .a B^ .

REMARQUE. - On vérifie aussitôt (en faisant la somme des carrés des dimensions

correspodantes) que les représentations, irréductibles et deux-à-deux non-i-

somorphes, CO(,Ç3 (ot,( î>6 Ca^^)) et <^ («éCa^k^) épuisent toutes les

représentations irréductibles du groupe B .

Rappelons que l 'on note

^ (o^éCa^), A + ̂ ) , ^ (o^Ca^); i = q , l ) , ^

(A€Car (K ) < ) - Ca^k^)) les représentations irréductibles de G (cf . § 4,

notations), en remplaçant la lettre ^ par la lettre V pour désigner l 'es-

pace correspondant, dans chaque cas. ; :



On détermine sans difficulté les dimensions des composantes iso-

typiques introduites dans la définition 1 , pour toutes les représentations

irréductibles de G . E n fait, les composantes isotypiques elles-mêmes

sont évidentes (sauf celles suivant T ' ) si l'on prend les modèles de Weil

réduits ($ 3 , n° 3 et S 4, n° 4 ) . Pour T' , les dimensions correspondan-

tes se déterminent par un calcul facile de caractères. Nous donnons ces ré-

sultats dans la table 3 , avec les notations ci-dessus.

2. Somme d'une représentation irréductible de G sur les matrices symétriques.

Nous calculons dans ce numéro certaines sommes d'opérateurs "ÎTCh)

(h € G ) dans une représentation irréductible ( V . y ) de Go - * o

LEMM.E 1. - Soit G un groupe fini . Soient p et p ' deux représentations

irréductibles isomorphes de G dans un même espace V . Soit A(::End.,(V)

Posons

A = Z. p'(g)Ap(g)~1 .
g (=G

Alors, si ^) est un isomorphisme de (V, p') sur (V, P) , on a

A'^^-1 -

/Démonstration; Comme A 6 H o m (ç? ,P ' ) , on a A = A^ pour une constante

•convenable ^£t . Mais alors

ÂId =$A = ^ p(g)$A(>(g)"1

g € G

d 'où , en prenant les traces, la valeur annoncée de ^ .

C . Q . F . D .
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REMARQUE. - Ce lemme est surtout utile pour calculer des opérateurs A ,

comme ci-dessus, quand tout isomorphisme de û' sur P est à trace nulle.

LEMME 2. - Posons

A = M (k) A8 = ^ a é A ^a = a} .

Considérons l'action de Ax = G dans A (\ A donnée par

g. a = ga g ( g € A , aéA" ) .

On a alors

A^OA 8 = Orb^ ^)U Orb (^ ̂  )
o

où a désigne un non-carré fixé, si car k ^ 2 , ̂
— o

0 1. A 0,A H A ^ Orb(, ,)U Orb(, ,)^0 l71 0'

si car k = 2 . De plus

Stab(^ ^) = 0^(2) = 0(xy) , Stab(^ ̂  ) = 0_(2) = 0(N)

(cf. â 3 , n o l ^ t § 4 , n o l ) ^ . car k ^ 2 ^t

Stab(^ ^) = SL(2,k) , Stab(;;) =1(^)| a , b é k . a W - 1 ^

si car k = 2 . En particulier, on a

|stab(^ ^) | = 2(q-l) ,

si car k ^ 2 et

Stab(^ _^ )| = 2(q+l)
o

Istab^ j ^ ) l = (q^Dq , IstabC^ ^) | = q

si car k = 2



Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la classification des

formes bilinéaires symétriques de rang 2 sur k (cf. $ 3 , n° 1 et & 4,

n° 1 , pour ce qui concerne les groupes orthogonaux associés en caractéris-

tique différente de 2 ) .

C . Q . F . D .

LEMME 3. - Soit % une représentation de G telle que 5T soit triviale

sur les matrices scalaires. On a TC v- /t , où l 'on pose

^t(g) -TTCY1) (geG) .

Si la caractéristique de k est différente de 2 , notons OL le caractè-
^y

re non-trivial de k de carré trivial. La représentation "Tf est isomorphe

à l 'une des suivantes

X1 , Xe1 , X . (ocCCarCk^)) , ^ (AêCarCK^) - CarCk^) , A?^ = 1).
^o ^o «,0e"1 ^

Notons alors Ç(50 la valeur « (-1) (resp. Ot(-l) ; resp. moins la valeur

constante de A. sur la k - droite de K formée des éléments de trace nulle)

dans les deux premiers (resp. troisième; resp. quatrième) cas. Posons

(1) S(X) = IL ^C(g) .
gêA^A8

Alors, S(X)6Hom(^,'ÎC) et l'on a

SW = (q-l)qêOOÎC(w) ,

/ 0 1,avec w = (_^ ^) .

Démonstration: II est clair que S (îc) € Hom(jT,'îQ . Il en est de même de

'ÎCCw) à cause de la relation wgw = (det g) g (g€:G ) . Il résulte

aussitôt du lemme 2 et du lemme 1 appliqué à P = ' ) Ï , Ç > ' = ' Î C e t Ç = 1T(w) ,
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que l 'on a, en notant ^ le caractère de 1T ,

(2) sw = l&'irD '̂1^ -^ + i^»'1^»^))]^)

si la caractéristique de k est différente de 2 , où l 'on note c une

racine carrée de a (cf-. lenune 2) (et donc Tr(c ) = 0) et où l 'on dé-o o
signe par m(c ) la matrice de la multiplication par c dans K , par

rapport à la k - base \l,c } de K ; et

(3) S(-ÏÏ) = [(q-1) + (dimiD^Cq-D^q+l)^ ^)]lT(w)

si la caractéristique de k est 2 . Le lemme résulte alors sans d i f f i -

culté de (2) et (3) à l 'aide de la table 1.

C . Q . F . D .

REMARQUE. - II est clair que la somme SCîT) serait nulle si "îi était une

représentation irréductible de G ne satisfaisant pas les hypothèses du

lemme.

3. - Vecteurs SU(2 ,K) - invariants dans la série discrète de GL(2,K) .

Rappelons que l 'on note K l 'unique extension quadratique de k

Pour h M«(K) notons h la transposé conjuguée h de h . On pose

U ( 2 , K ) = ^he .GL(2 ,K) [ hh^ = 1\ ,

SU(2 ,K) = U ( 2 , K ) O S L ( 2 , K )

(cf . ch. V, & 1, n° 2 ) .

PROPOSITION 1. - Les sous-groupes SL(2,k) ^ SU(2 ,K) âe_ GL(2,K) n'ad-

mettent de vecteur invariant non-nul dans aucune représentation de la série

discrète de GL(2 ,K) .



Démonstration: Comme les sous-groupes SL(2,k) et S U ( 2 , K ) de GL ( 2 , K )

sont conjugués l'un de l'autre (ch. V , S 1, n° 2 , prop. 4) il suffit de dé-

montrer la proposition pour SL(2,k) . On a alors à démontrer que la mul-

tiplicité de la représentation triviale de SL(2, k ) dans la restriction

de toute représentation ÎT de la série discrète de G L ( 2 , K ) à S L ( 2 , k )

est nulle. Cela revient à démontrer que la somme des valeurs du caractère

de ÎT sur SL(2,k) est nulle, ce qui est clair d'après la table 1 , puisque

|dasse(^)| = q2-! = dim'5T ( a C K " ) .

C . Q . F . D .



<
X;

00-

Ô
X:

CTô
X:

-p
Q)
T)
0

ô
. 1 1

^- ôx

Q)
^

'<U
+)
U
2
(Tîu

x^̂

(̂0 G1

U- <
1 ^

"-s <x^ ^
— '0
}-i 0
fO Êu

u/.
<

?
X (̂^ ^

ï z
u S
^ en. ^

e' 0

§

x̂
;̂
ï

rO
U
w

î3

y"
^
^
(0u

u«
ù

§
•H
-P
(0
(0

•H
}-<
+»

'i
r0
^
(0
&

+)
C
f0
+»
C
Q)
(0

^0)
-̂l
a
Q)
0^

^-^
r0
<
^—

1
01

,—s

(0
OD-
0

ï

^-^

(0
01

ô&1

.,—»
(0

01
Ô

x

Û/
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CHAPITRE II

Les représentations de G induites d 'un sous-groupe .'parabolique propre.

Dans tout ce chapitre, on désigne par k un corps fini à q élé-

ments, de caractéristique quelconque et par G le groupe de similitudes sym-

plectiques GSp(4,k) en quatre variables, sur k , que nous réalisons comme

le groupe des similitudes d'un espace symplectique non-dégénéré ( E , < , > ) ,

de dimension 4 sur k . On note m le multiplicateur de la similitude

g<=G . [ • : } .

S ^' Préliminaires et généralités.

1. Les sous-groupes paraboliques de G

Dans la suite, on aura besoin de faire agir le groupe G à droite

dans E . Pour cela, nous nous donnons un anti-automorphisme involutif

g i—^ g de G et nous posons

vg = g^(v) (veE, g £G)

Choisissons une base b = (e - , e^ ,e , e . ) de E , telle que

^<e. , ,e . ->= < e » , e , > = 1 . Plutôt que de prendre g^= g ( g é G ) , on posera

ici g = g (g^G) , où l 'on note g la transposée de g é G , par rap-

port à la forme bilinéaire (u,v)1—> (u |v) sur E telle que ( e . | e . ) = S. .

Si l 'on note [g] (resp. [u]) la matrice de g € - G (resp. u€:E) par

rapport à b , on aura alors

[vg] = [v][gl . (véE, gÊG) .



Dans tout ce chapitre G n 'agira dans E que par l 'action à droi-

te (v,g)|—> vg ( v € E , g çG) que nous venons d'introduire.

On peut définir les sous-groupes paraboliques de G comme les sta-

bilisateurs, dans G , des drapeaux totalement isotropes de E . Nous avons

quatre classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G , corres-

pondant aux quatre types de drapeaux totalement isotropes, à savoir

0 ,

O C ^ ,

O.C P ,

O C ê C P ,

où Ç. (resp. P ) désigne une droite (resp. un plan totalement isotrope) de

E . Nous choisissons maintenant un représentant dans chaque classe de conju-

gaison de sous-groupes- paraboliques propres. Notons d. la droite de E en-

gendrée par e. et P. . le plan (totalement isotrope si i =^s j mod 2 ) de

E engendré par e. et e. (1 ^ i , j ^ 4, i i1 j ) . O n pose

(1) P, == S tab . (OCd- ) ,i (j i

(2) P^ = Stabç(OCP^) ,

(3) B = S tab- (OCd,CP,J ;(3 — i iz

on a alors B = P, F\ P^ et des décompositions de Levi

(4) ^ = L^ . P^ » L^ , B = L^ ,

où le radical unipotent U, de P, est formé des g€ .P i tels que g soit
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l ' identité sur d- , sur d , /d- et sur E/d, ; le radical unipotent U,,

de P« est formé des g 6 P., tels que g soit l ' identité sur P - ^ et sur

E/P, « ; le radical unipotent U de B est formé des g 6 B tels que g

soit l ' identité sur d- , sur ! . y / d - , sur d - ^ ^ ^ y et sur E /d-! » :Les

sous-groupes de Lévi L, , L., et L sont choisis comme suit

(5) L^ = P^U Stab^(d^)nStab^(P^) ,

(6) L^ = P2nstabG (p34 ) '
4

(7) L = 0 Stab (d . ) .
0 i = 1 G L

Nous avons ainsi

(8) L ^ k X GL(2 ,k)

(9) L, ^ G L ( 2 , k ) X k^

(10) L ^ k^x k^x k^o

De manière plus précise, on a

PROPOSITION 1. - i) On définit un épimorphisme ({?, ^e P, sur k ^ X G I ^ i k )

en associant à chaque g ^ P - , le couple (t , h ) 6 k X GL(2 ,k ) , ou t
-L 6 6 6

désigne le rapport de l 'homothétie g j , de_ d-, et où h désigne la matri-

ce a par rapport à la base (e»+d , , e ,+d , ) a de 1'automorphisme linéaire

g = g d_e^ d , /d - déduit de g par passage aux quotients. On a

Ker (D, = U-, e_t ^- induit un isomorphisme du sous-groupe de Lévi L, sur

k^X G L ( 2 , k ) .

ii) On définit un épimorphisme ^- de P- sur

G L ( 2 , k ) X k x , en faisant correspondre à chaque gé-P,, le couple (h , m )



où h dénote la matrice^ par rapport à la base (e, ,e ) , de l 'automor-

phisme linéaire g[ du plan P- (et m désigne le multiplicateur de
"12 " g

g ). On a Ker (D = V et 1'épimorphisme <P induit, par restriction un

isomorphisme du sous-groupe de Lévi L« d^ P sur GL(2 . , k )xk

iii) On définit un épimorphisme (D de_ B sur k^ k^ X k^

en associant à chaque g é B le couple (b , m ) , où b désigne la dia-

gonale de la matrice de g j par rapport à la base (e, ,e ) de P, -1 l.i f\ i z i /
On a Ker <^ = U et (P induit par restriction un isomorphisme du sous-

groupe de Lévi L de_ B sur k^x k^ k^

Le démonstration de cette proposition est immédiate.

2. La classification des représentations de G

Soit P un sous-groupe parabolique quelconque de G , U son ra-

dical unipotent et <̂  : P—>L le conoyau de l'injection canonique de U

dans P . On note Ip(G) (resp. ° I ( G ) ) l'ensemble des types d'isomorphie

des composantes irréductibles des représentations induites de la forme

Ind Too» où ff parcourt l'ensemble des représentations irréductibles (resp.
P TG
(T appartient à la série discrète) de L . Notons simplement I(G) (resp.

° I ( G ) ) l'ensemble de types d'isomorphie des représentations irréductibles

(resp. de la série discrète) de G . On a alors, d'après la classification

générale de [14] ( P . C - 1 9 ) , la décomposition

( 1 1 ) Î(G) = ° i " , ( G ) U °î- (G ) U °îp ( G ) U °Î(G)B P^ P^

(réunion disjointe) ou encore

(12) Î(G) = î- ( G ) U ° I ( G ) U °Î(G )
' 2 p!
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(réunion disjointe), puisque la série principale et la série discrète épui-

sent toutes les représentations irréductibles de G

Dans la suite de ce chapitre, nous construirons explicitement

1 (G) et °î (G ) .
' 2 -1

De manière générale, nous appelerons ° I p ( G ) la série de représen-

tations (irréductibles) de G , associée à P . La série de représentations

de G associée à B , s'appelle classiquement la série principale de G

3. Interprétation en termes de G - fibrations principales.

Soient P un sous-groupe parabolique de G et <P : P ——>• L le

conoyau de son radical unipotent U

Considérons la fibration principale discrète '^ = ( G , p r , P \ G , P )

associée à P , d'espace total G , de base P\G , de projection pr don-

née par

pr(g) = Pg ( g 6 G )

et dont l 'action, à gauche, du groupe structural P , est donnée par

p .g = pg ( p ^ P , g ^ G ) .

Le groupe G agit à droite sur ^ par

g' -g = g 'g ( g ' , g ^ G ) ,

( P g ' ) . g = Pg 'g (g' ,g Ê G ) .

Soit (H, < î ) une représentation de L . Considérons la représen-



tation (H.aoy) de P comme P - f i b r e vectoriel discret, à gauche, sur

un point. Nous avons alors, par définition si l'on veut,

(13) l^ ^f = Hom (^ , (H, <To(P)) ,
P t G - r

où l'espace de droite est muni de l'action naturelle 1: de G déduite de

celle de G dans Ç , c'est-à-direcelle de G dans Ç , c'est-à-dire

(14) lt(g)f](g') = f ( g ' g )

quels que soient g . g ' é G et le morphisme P - équivariant f de Ç dans
H . Autrement dit, on a

^15) Ind <To<^ = Hom (Ç , H) •
PÎG p

en particulier, l'espace de la représentation induite peut s'interpréter

comme le t - espace vectoriel de tous les morphismes compatibles à <f de

la fibration principale ̂  , de groupe structural P , dans le L - fi-
bre vectoriel complexe H .

Or considérons la G - fibration principale 9<^ ) , de groupe

structural L , déduite de ^ , par 1'épimorphisme <p (cf. [3]). On a

un G - isomorphisme canonique

(16) "^^p ' H)-^ Hom^(<^), H) ,

d'où 1'isomorphisme de Î[GJ - modules

(17) Ind oc® ^ Hom- (<î>(^ ), H)
P T G .L ' P

Dans ,les paragraphes suivants, nous construirons, de manière natu-

relle, deux G - fibrations principales de groupes structuraux isomorphes à

4 et L^ qui seront des réalisations de <f^ ) et 9^ ) respective-
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ment; c'est ainsi que nous construirons ° I (G) et 1 (G)
' 1 2

Pour être complets, nous rappelons ci-dessous la réalisation standard

de la fibration principale désuite d'une autre par changement de groupe struc-

tural ( c f . [ 3 l ) .

PROPOSITION 2. - Soit M un groupe et soit ^ = (E,pr , IS ,N) une M - fibra-

tion principale discrète (à droite), de groupe structural N (agissant à gau-

che). Soit <P un homomorphisme de N dans un groupe R

La, M - fibration principale <^) , déduite de Ç .par <p , mu-

nie du M - morphisme canonique v ^ ^ dans <P(^) , peut être réalisée

de la manière suivante. On prend la base de <P(^ ) égale à Iî , son espace

total égal à l 'ensemble quotient E X^ àe_ E X R par la relation d'équiva-

lence définie par l 'action

(x,r)|—> (nx,r<(>(n)'1) ( x é E , r < = R , n € N )

de_ N , et la projection pr est donnée par

pr[x,r] = pr(x) (xé E, r eR) ,

^ [x,r] désigne la classe de (x,r) dans I? X R . On définit l 'action, à

gauche, de R dans IS X R par

s[x,r3 = [x,sr3 ( x é E , r , s € R )

et celle, à droite, de M , par

[x,rlm = [xm,r1 ( x ^ E , m 6 M , r £ R ) .

Enfin, on pose \/ = Id sur JB et



V(x) = [x,l] ( x £ E )

Démonstration: On montre sans peine que le modèle donné ci-dessus pour

(^C^)^) vérifie la propriété universelle dont (^(t;),^) est, par défini-

tion la (seule) solution (à un isomorphisme unique près), à savoir:

Pour toute M - fibration principale f\ , de groupe structural

R et tout M - morp'hisme F de Ï dans n^ , compatible avec ^ , il e-

xiste un et un seul M - morphisme F de ^C^) dans Tl tel que Fov = F

C . Q . F . D .

S 2. Série de représentations de G associée à P

1. Définitions et préliminaires.

Notons ]P l'ensemble de tous les plans totalement isotropes de

( E , < , > ) . Notons B l'ensemble de toutes les bases des plans totalement

isotropes de E

Si béB , on notera P ( b ) le plan de E engendré par b . Si

P 6 ff , on désignera par B (P) l'ensemble de toutes les bases de P . O n

notera toujours b , (resp. b- ) le premier (resp. second) vecteur de la

base b € B .

Rappelons que nous nous sommes donnés une action à droite

(v,g)|^—> vg ( v é E , g £ G ) de G dans E ( c f . § 1 , n° 1 ) . Le groupe G

agit alors de manière naturelle dans B et dans 1P par

bg = (b g,b^g) ( bç B , g<=G) ,
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Pg = Ivg 1 v6P l (P é ]P, g G G)

Ces actions sont transitives.

Le groupe GL(2,k) , que nous noterons G dans la suite, agit

à gauche, dans B(P) , pour tout P 6 1P , par

(1) hb = C Î)(^D ( b C B , h = ( ^ ) é G ^ ) .

Cette action est, évidemment, libre et transitive.

DEFINITION 1. - On appelé G - fibration principale canonique au-dessus de

]P et l 'on note Ç , la G - fibration principale (Bxk^ ,pr,P ,G x k^ )

d'espace total B x k^ , base ]P et projection pr donnée par

(2) p r (b , t ) = P(b) ( b & B , t Ck" ) ,

dont l 'action du groupe structural G X k est définie par

(3) (h , s ) . (b , t ) = (hb.s^t) (h é G , s , t e k , b € B )

et celle de G par

(4) (b , t ) .g == (bg, tm'1) ( b € B , t é k" , g é G )

El

P.g = Pg (Pc 3P , g € G )

DEFINITION 2. - Soient yé.Car(k ) ^C. (H,11:) une représentation de G

On appelle représentation naturelle de G associée à (lv,y) et à ^ et

l'on note (MCir,^),T) Jl̂  î; [G] - module



^G xk^^lP ' (HÎ ^y^o

REMARQUES. -

i) En-d'autres termes, l'espace M(3T,ç) est formé de toutes les

fonctions f de B X k^ dans H telles que

<5) fdib.s^t) = y(sy»T(h)[f(b,t)] (h^G , s, té kx , b (= B )

et l'action T de G dans M('îT,y) est l'action naturelle donnée par

(6) [T(g)f](b,t) = f(bg,tm^1) (g^G, f6M(^,y), b ^È , t 6 kx )

ii) On a

<7) dim M(^,y) = (q+1) (q^Ddim 'ÏT .

En effet, on a dim M(7T,y) = (3P(dim'5T , et d'autre part, comme l'on a

clairement

|B( = (q^lXq3-^) ,

et que

|B| = I G J I P I ,

il s 'ensuit que

(8) |r| = (q+lKq^l)

Nous allons identifier maintenant nos représentations MCîr,^) en

tant que représentations induites.

PROPOSITION 1. - ̂ a G - fibration principale ï , munie du G - epimor-JP '
phisme y ̂  ̂  sur ^ défini par
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y(P^g) = P^g ,

y(g) = (b^g, m ) (g6G) ,

où l 'on a posé b^ = (e^,e^) je^ P^ = P(b^) (^f. (2) , & 1, n.° 1), est

la G - fibration principale 9(^p ) déduite de ^ par 1'épimorphisme2. 1̂  i^
(?„ de P^ sur G x. k^T2 — 2 —— o

Démonstration: Vérifions que ^ ( ^ .., l / ) satisfait la propriété universelle

caractérisant CD (È ) . Soit ^ = ( E ' , p r , B ' , G x k^) une G - fibration prin-

cipale (à droite) de groupe structural G x k^ ' . Soit F un G - morphisme

de \ dans ^ , compatible avec <P . Il est clair qu ' i l existe au plus
2 - 2 -

un G - morphisme F de ^ dans ^ tel que Fo'v = F , puisque l 'on doit

alors avoir

(9) F(b^g, m"1) = F(g) (géG) .

Définissons F par (9) . Le morphisme F est bien défini puisque si

( b - - g ' , m ,) = (b - -g , m ) , pour g '6; G , alors g' = ug , avec

b,,,u = b-,, et m = 1 , c'est-à-dire u€.Ker((L . Par suite12 12 u »2

F ( g ' ) = F(ug) = < j [ > ( u ) . F ( g ) = F(g) .

Il est clair, d 'autre part, que F , défini par (9), est G - équivariant.

Montrons qu ' i l est G x k^ - équivariant. Soient (h , s )é :G X k^ et

(b^éBXk^ . Or, il existe p C P. , g € G tels que cp(p) = (h,s) et

(b , t ) = (b,«g, m ) , et par conséquent

F ( ( h , s ) ( b , t ) ) = F(hb^g, s'V1) = F(b^pg, m"1)

= F ( p g ) , = <^(p) .F(g) = ( h , s ) J ( b , t )



ce qui achève la démonstration.

C . Q . F . D .

COROLLAIRE. - On a

(h0r,y), T ) ^ ind (H, or^ïr)0^) »
P^ tG

quels que soient y ê C a r C k ^ ) et la représentation (H,TO de G

Cela est une conséquence immédiate de la proposition 1 ci-dessus et

de l'isomorphisme (17) ($ 1, n° 3) . . ,

2. L'entrelacement des représentations M (5T, y )

Dans la suite de ce paragraphe, (H ,10 et ( H ' , 11') désignent des

représentations irréductibles de G et y, y ' des caractères de k

Pour étudier les espaces Hom-(M(îT,y) ,M( 'ÏT' , y ' ) ) , nous nous servons du lemme

1 ci-dessous dont la démonstration est immédiate.

DEFINITION 3. - On désigne par ^KCîC' , y ' ;TT,y) J_e î; - espace vectoriel formé

des applications K dj2 (Bxk^ X (Bxk^ ) dans Hom.,(H,H') (appelées noyaux

dans la suite) telles que

(10) K ( b ' g , t 'm"1; bg, tm'1) = K ( b ' , t ' ; b , t )
6 6

et que '

(11) K ( h ' b ' , s '"^'; hb, s^t) = y ' (s ' )^1 (sM1 (h ' ̂ (b ' ' , t ' ;-b, t)oî['1 (h)

- • • . •'. • • . ^JJ.

quels que soient b , b ' 6 B , t , t ' , s , s ' é : k , g 6G ^t h , h ' ( = . G

LEMME 1. - En associant à chaque novau K^M^t ' , y ' ;X,y) l 'opérateur (3^ ^e

M(îT,y) dans M ( ' i r ' ï y ' ) donné par
• • -. • , ' . , . v '1' • "• S .i , ;... "à .,, . ,, . •^.
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[$ ( f ) ] ( ^ ) = 2- K ( Ç / n ) ( f ( ' n ) ) (Ç&Bxk" ) ,
! ^éBXk^

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de

noyaux en produit d'opérateurs et qui est un isomorphisme du Ï - espace

vectoriel ^K(l[ ' , y','ÎT, y) sur le (C - espace vectoriel Hom (M(1T,y), M C ï ï ' , y ' ) )

II •découle des relations (10) et (11) que la donnée de

Ke'HOî' , ^' ;5Ï,^) équivaut à la donnée des opérateurs K ( b ' , l ; b , l ) pour

i) un couple ( b , b ' ) € B x B tel que P(b) = P ( b ' ) ,

ii) un couple ( b , b ' ) 6 B X B tel que d i m P ( b ) F \ P (b ' ) = 1 ,

iii) un couple ( b , b ' ) € B X B tel que P ( b ) ^ P (b ' ) = 0 .

Posons

b = (e^ , e . ) (1^ i , j ^ 4 , i + j ) ,

^J = ^i^ (1^ i J ^ 4 î i ^ ^ ( c f- S 2 ' " 0 1 ) -

Nous pouvons alors choisir, dans i ) , ( b ' , b ) = (b- - ,b . ) ; dans ii),

( b ' , b ) = (b^,b^) ; dans iii), ( b ' , b ) = (b^ ,b ) .

Rappelons, d 'autre part , avant d'énoncer la proposition 2 ci-dessous,

que, si (V, y ) est une représentation de G , on note ^ V la composante

isotypique de type ^ 6 C a r ( k ) , de la restriction de P au sous-groupe uni-

potent supérieur U de G , et que l 'on note i V la composante isotypi-

que de type aCCa^k^) de la restriction de P au sous-groupe D« , agis-

sant dans l 'espace , V . On note D, (resp. D^ ) le sous-groupe de G

formé des matrices diagonales h telles que h-- = 1 (resp. h - - = 1) (c f .

ch. I, §6, n ° l ) .

PROPOSITION 2. - La donnée de K€X(^' , y' -^^) équivaut à la donnée des



trois opérateurs

i) ^ = K ( b ^ , l ; b ^ , l ) € H o m [ ( H , T T ® y ) , (H ' , -H' «, y' )] ^ S , ̂  ̂  ,

ii) ^ = K(b^,l;b^,l)êHo^ [^H _, , ^ ]C->Î ,
Z ô o B o

iii) (^ = K(b^,l;b^,l)é Hom[(H, ^® <^y), ( H ' , - T [ ' « ) y')] ^ ^.^y^.^

où o(_. dénote la restriction de ÎT au centre Z 2^ kx de G et où l'on— ^ ——————————————————— ——————— Q — o ————————

a posé

lt(h) = (V" ^'^ •

De manière plus précise^ on a

1) K ( b ' , t ' ; b , t ) = yCtt1"1)^1 ( b ' / b ) o < t » ( b , b ' é B , P ( b ) = P ( b ' ) , t ^ ' é k ^ ) ,'o

où l 'on note b ' / b le seul h ç G tel que b ' = hb ;————————— ————— o

2) K ( b ' , t ' ; b , t ) = ^(^''^(^(^'^«(h'b')^ , (hb)^»7I' ~1 (h' )^^Ti (h)

pour b^ ' ê B telles que dim(P(b) ^ p ( b ' ) ) = 1, t ^ ' é k ^ et quels que

soient h ,h ' eG tels que (h 'b ' )_ = (hb)- ;————— o ————i— ^ ^

3) K ( b ' , t ' ; b , t ) =y ' ( t ( )~S( tn l «b ' , b»oC^

pour b ' ,b € B telles que P ( b ) O P ( b ' ) = ^ ) e_t_ t ^ ' é k ^ , avec

f<b^ b > < b , , b >\
< b ' , b > = ( b l b l e3B ) •

\ < b ^ , b^> <b^, b ^ > /

Démonstration: La relation 1) résulte aussitôt de (10) et (11). Pour éta-

blir la relation (2) , il faut remarquer en plus que ( c ' , l ; c , l ) = ( b ' g , r ; b , r ) ,

pour b ' ^ c ^ c ç B tels que P (b) 0 P(b ' ) = 0 = P(c) H P (c ' ) , et r é k^ ,
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si et seulement si < b ' , b > = < c ' , c > , et que d 'autre part

< h ' b ' , h b > = h^b ' .b^h (b ' ,b 6 B , h ' , h 6 G )o

La relation 3) s 'ensuit aussitôt de (10) et (11) et du fait que

dim(P(b) H P ( b ' ) ) = 1 ( b , b ' € B ) entraine qu ' i l existe h , h ' 6 G tels que

(hb) = ( h ' b ' ) , et qu'alors

K ( b ' , l ; b , l ) = 'iï 'ai'^oKai'b',!; hb.Dc/îiai)"1

= 5[ ' (h ' )" loK(b^,r ; b^,r)

avec r = < ( h ' b ' ) , (hb) > , par (10).

L'assertion concernant l 'opérateur <D découle aussitôt du fait

que, pour tout h € G , r € kx , on a

(hb^, t) = (b^g, m^)

pour g ê - G convenable. L'assertion concernant <^ ^ s 'ensuit du fait que,

pour que

(h'b^.t; hb^,t) = (b^g,nÇ1; b^g,m^1) ,

pour un g €. G convenable, il faut et il suf f i t que

<h.b^. hb^> = t-1^, ̂ > .

c'est-à-dire h* h aï t ë Z :s Z(G ) . De manière analogue, pour que

( h ' b ^ , , t ; hb ,t). = (b.,,1; b , l )g , il faut et il suff i t que

(h'b^ = h^ ,

<h-b^, hb^^ = t-^, b^^ ( - t-1^ ^ ) .



On trouve alors que l'opérateur (p. doit satisfaire la condition

y'Y'^a ' )^ '^ ' ^)o<^ ^oyy.-^a)^ ^) (a^ '^êk ' , b ^ ' ê k ^ ) .

Notre assertion sur ^> - s 'ensuit. Notons enfin que (cf.' ch. I, §6, n°l, ta-

ble 3) les composantes isotypiques -H - et -H sont de dimension
ï ' y . i W~1

au plus 1

C . Q . F . D .

REMARQUE. - Si o^ = 1 , alors l'opérateur 'ÎT(_^ h est un isomorphisme

involutif de (H,^) sur (H,ÎT)

La proposition 2 montre que le nombre d'entrelacement de MCïï,^)

est toujours ^ 3 . D e manière beaucoup plus précise:

COROLLAIRE 1. - Soient y^ ' eCa rCk" ) ^ (H, 5Î ) , ( H , Î T ' ) des représen-

tations irréductibles de G . On a

i) Sj_ 5T appartient à la série discrète de G , disons 'ÏÏ = Tl——————————————————————— o ———— ^

(ACCarCK^) - CarCk^)) , alors, pour tout ^ feCarCk^) , la représentation

MOT,y) est irréductible si /^ ^ A."1 , et elle est somme directe de deux

composantes irréductibles non-isomorphes si /\5 = A."

ii) S}_ '31=^. (oSÇbéCarCk^), o( ^ p) alors, pour tout y&Car(k^) , ^a

représentation MCîT^) est irréductible si p> ^ a" et si 1 ^ ^,(^S » ^1

elle est somme directe de deux composantes irréductibles si (̂  = oc ou si

l€[<x,^ .

iii) S ,̂ ÎT =T[^ ^u 11 = ̂  («fcCarCk^)) , alors pour tout y é CarCk^) J_a

représentation M(TT,^) est irréductible si a ^ 1 ; elle est somme directe

de deux (resp. trois) composantes irréductibles non-isomorphes si v- = 1

mais o< 7e 1 (resp. si oc = 1) .
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. En effet, pour que ^ •H ̂  , il suffit que la restriction de îl à

Z^ soit triviale (cf. rem. à la prop. 2). Mais si AéCarCK^ - CarCk'1)

alors, pour que la restriction de TC. à Z soit triviale, il faut et ilA. o
suff i t que A := A. . L'assertion i) s'ensuit puisque -H = 0^ pour tout

(H,Tf) appartenant à la série discrète de G . Pour démontrer ii), notons

que, si « , ^ 6 C a r C k ^ ) , «. ^ ^ , alors pour que ÎT soit triviale sur

Z il faut et il suffi t que ^ = o<~ , et que, d 'autre part, -H - 0 à

moins que « = 1 ou A = 1 , cas où dim -H- = 1 . L'assertion iii) s'en-

suit aussitôt du fait que îïq (resp. Il ) est isomorphe à ^ (resp. 'il )

et triviale sur Z , si et seulement si o( = «." , et que 1 ' on a

dim ̂  = & («CCarCk^)) .

Convenons d'appeler triviaux les morphismes de MCï ï , y ) dans

M C î [ ' , y ' ) induits par un morphisme de '3T dans îï' . Nous avons alors comme

conséquence immédiate de la proposition 2 (et du corollaire 1) le

COROLLAIRE 2. - Les seul cas d'entrelacement non-triviaux entre les représen-

tations MCîT,^) sont les suivants (pour tout y 6 Car (k^):

i) ^ ^ A » ^ ) r ^ M(îr -1 ' ̂ ) (AeCarO^) - CarCk^) , \ = A. ^ ) ,

ii) MCIT^ , y ) ^ M ( ' î T , «fty ) ( « ^ ê C a r C k ^ ) , ^ ^ ^ ) ,
A ol .(ît

iii) M(^ , y ) ^ M ( Î L ^ , o^) (ex ̂  & CarCk^ ) , (X + ^ ^ ^1),
î v ot î^

iv) M('ÎT , . Y Y ^ M ^ , o ^ ) + M ( T l 1 , o<v ) (o< é CarCk^, x2 + 1),
0^<X 01" «-i

v) M(-3Î^ , y).^ M(?t l_^ , <x2^) (i = 1, q ; . xCCarCk^ , oc2 ^ 1),

vi). [M^1 , y)^ , ÏAdT1 , o< y)] = 1 (i = l,q; ^_ car k ^ 2 ) ,



vii) [MCî^ , y ) , MC^ , o^)] = 1 (xéCarCk") , oc2 = 1)

et ceux qui se déduisent des précédents par composition ayec des isomorphis-

mes triviaux.

Dans les numéros suivants de ce paragraphe, nous obtiendrons la dé-

composition explicite des représentations M(X,^) réductibles pour ÎT appar-

tenant à la série discrète de G . L e cas où ÎÇ appartient à la série prin-

cipale de G sera traité au prochain paragraphe.

3. Décomposition des représentations MCÎ^. » y) réductibles.

Nous étudions maintenant de plus près le cas où la représentation

M(îî: , y ) est réductible, c'est-à-dire le cas où ^ = A.'1 (AéCarO^),

A ^ A5 ) .

Remarquons tout d'abord que la condition A01 = A entraîne que

A. est trivial sur ^ et donc constant sur chaque droite \ tz | t é k 3

(zçï^) de K^ , en particulier sur la droite D de K^ formée des élé-

ments de trace nulle. Comme d'autre part, l'ensemble des éléments de K

dont le carré appartient à k^ est égal à D U k^ (les droites D et k

coïncident seulement si car k = 2 ) , on voit que la valeur de A. sur D

que nous noterons £. (A) dans la suite, est égale à ^1

PROPOSITION 3. - L'algèbre commutante A(A.,y) = End (M(TC^ , y )) , pour

A. 6 Car(K^) - CarCk^ , A^ = A" , admet comme î - base l 'opérateur iden-

tité 1 et l 'opérateur "Ç défini par

(12) [ t (f)](b. t) = ^ / o y ( t ) Z. Tr«b ,b '>w)f (b ' , l )
^"••-""o1 b ' é B /-

P ( b ' ) n P ( b ) = ^
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pour f € M ( î L ^ , y ) , b € B , t € k" , avec w = (^ ^) . On_

(13) ^2 = q3! - q(q-l)-^ .

Démonstration: II est immédiat, d'après la proposition 2, que 1 et ^

forment une î - base de A(A,)f) . Soit K£W^,y) le noyau définissant "̂  .

On a, pour ^,|Liêî convenables,

^2 =Î<I + ̂  ;

les nombres complexes X et UL sont déterminés par les relations

(14) (K)(K)(b^ , l ;b^ , l ) = ^(q-D'^Gj ^Id^

et

(15) (K^K)(b^ , l ;b^ , l ) =^(q-l)" l |G^i" l£(^)^(w) .

Comme K ( b , t ; b ' , t ' ) = 0 à moins que P(b) C\ P (b ' ) = ^ , et

K ( b , t ; b ' , t ' ) = (q- l )~ l |G^ |~ l £(^) ï ( t ' t ' l )T^:^«b,b•>w) (b .b ' éŒ, t . t ' é l ^ )

si P ( b ) n P ( b ' ) = ^ , on trouve aussitôt, en posant A = M^(k) , et en no-

tant A8 le sous-espace de A formé des matrices symétriques,

(K^K)(b^ , l ;b^ , l ) = (q-D^lGj'2^! ̂  TT^bwbw)
b €• Go

= q^q-D^lGj"1^!) ,

puisque la condition

b ' € B et P ( b ' ) H P(b ) = JO ( b ' ^ E x E )

signifie que b ' , considéré comme élément de AX A ( = M^ / ( k ) ) » à



l'aide de la base (^ly - ^ . » s'écrit sous la forme b' = (hs,h) avec

hç A ( = G ) et s € A . De manière analogue, en se servant du fait que

pour que b ' ê. B vérifie les conditions

P ( b ' ) H P(b^) = 0 = P ( b ' ) n P(b^) ,

il faut et il suffit que b' = (hs,h) avec h e A^ et s € A8 C\ A^ , on

trouve aisément

(K^K)(b^, l ;b^ , l ) = (q-D'^lGj'1 ̂  - K ( s ) ,

s 6 G8
o

où l 'on a posé G = A F\ A . O r , d'après le lemme 3 du numéro 2 du paragra-

phe 6 du chapitre I, on a

^ T[^(s) = -q(q-l)£(/05î^(w) ,
s é Go

ce qui achève la démonstration.

C . Q . F . D .

COROLLAIRE 1. - On a, pour tout y ê C a r d ^ ) et tout A,&Car(K^) - Carde")

tel que /Ve1 = A'1 ,

A(A.,y) = ÎP ©ŒP^ (composé direct) ,

^ = qîî1 + iT^

p = J-i . _J:__^
'1 q+11 q ( q + l ) *

COROLLAIRE 2. - Pour tout ^ é C a r C k ^ ) et tout A.éCar(KK) - CarCk^) tel que
q -1

A. ~ A. » on a la décomposition en composantes irréductibles non-isomorphes
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MOT , y ) = MOT^ , ^©MCîT^ , y ) 1

SU

MCÎ[^, y ) 1 = Im P^ (i = l ,q) .

La sous-représentation M(5C* i y ) (resp. MOT , y ) ) est de dimension

qCq-DCq2^-!) (resp. (q-lKq^l) ) et elle est formée des f £ M ( T \ . , ^ )

telles que ^f = qf (resp. "Çf = -q^ ) .

Le calcul de dimension résulte de TrC^) = 0

4. - Description de la série de représentations de G associée à P«

Nous décrivons ci-dessous l'ensemble des types d'isomorphie des

composantes irréductibles des représentations MOT. , y ) que nous appelons,

en suivant la classification de HARISH-CHANDRA (cf . [13]), la série de repré-

sentations (irréductibles) de G associée au sous-groupe parabolique P^

THEOREME 1. - Supposons car k ^ 2 (resp. car k = 2 )

La série de représentations de G associée au sous-groupe P est

formée

i) des —(q-1) (resp. —q(q-2) (q- l ) ) types d'isomorphie des représenta-

tions MOT^ , y ) , de dimension q - 1 » pour yéCard^ ) ^et

AêCarOC^- [CarO^ ) U Car(U)] (c'est-à-dire | [k,.^^1 A'4? 1 = 4 ) ;

1 2 1ii) des •^•(q-1) (resp. "^(q-l)q ) types d'isomorphie des représentations

MOT , y) q de dimension q(q-l)(q2+l) , pour yéCard^) ^

A6 [cardC") - CarOc^ln Car(U) .

iii) et des —(q-1) (resp. ~r (q~l )q ) types d'isomorphie des représentations

M('i[ , y ) , de dimension (q-1) (q +1) , pour )f G Car(k ) _e_t

/VeCCarO^) - Car(k > < )^n Car(U) .



De manière plus précise, on a y pour les représentations.de la famille

^~

M(T^ , y) ^ M(^. , y ) <^=> Î^^A-1,^} = {/Y ,/Ve1, A1'1, A.'"^

et pour les représentations des familles ii) et iii),

MCff^ ,y)1^ MCH .̂ , y)1 <=> ^A,/^) = IA'.A^Î (i = l,q) .

Cela est clair (cf. §2, n°2, cor.l,i) et cor.2,i) à la prop. 2, n°3,

cor. 2 à la prop. 3).

§ 3. La série principale de G

Dans ce paragraphe, nous obtenons la série principale de G en con-

sidérant les représentations M (11, y) où 'H appartient à la série principa-

le de G et en achevant la décomposition des cas réductibles (c f . § 2, n° 2,

prop. 2 et ses deux corollaires).

1. Décomposition de M('jT - , y)

Dans la suite, on pose E = E -{0} et l*on note ^(v) la droite

engendrée par ve E

PROPOSITION 1. - L'algèbre commutante A(o( , l ;y ) == Endç(M(^ ^ , y ) )

( « , ^6 Cardc^) , « ^ 1) admet une (t; - base formée de l'opérateur identité I

et de l 'opérateur ^ dont le noyau associé K-, est défini par les conditions

<P = <P. = 0 et cp, = (q-D'^G 1 " P (cf. 5 2, n° 2, prop. 2) où P est» o i ^ —,—. ' j. o ot) ~— — — — ~ — °® ""——

le projecteur de H = H , sur îf = ,H, donné par———•——=————————— w. i ——— oc il —————"——
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[P (u)](x; t) = u(0 , l ; t ) f^ ( u ê H , x ê k x k , tek") ,

avec f (r,s;t) = S <K(s) ( r .sCk^, têk^) (cf. ch. I, § 1, n° 2). On a——— oo r

(1) . (J)2 = ql + (q-l)$ .

Démonstration: On a ç>o3| = M + u^ , où ^,M.ét sont déterminés par les

relations

i) (K^K^)(b^, l ;b^, l ) = ^(q-D'^lGj"1^ ,

ii) (K^K^)(b^, l ;b^, l) ^(q-D'^Gj"^ .

Or, d'après la définition de K, et la prop. 2 du § 2, n° 2, on trouve aisé-

ment

( K , ^ K , ) ( b l;b ,1) = q ' ^ q - D ^ l G l 1 ^ n(P u) ̂  riW^P'îîCh)
i 1 iz iz ° u 6 P ^ 4 h 6 G ^ i.

u ^ 0 (hb^^)^ = u

où l'on a posé IT =/iï^ o( et où
î o

n ( P — , u ) = | [P6 P| P 0 P^^ = î ( u ) î | ;

comme n ( P - « , u ) = q et Trace P = dim -H- = 1 , donc12 * oo l i

^ ITCh)"1?-JT(h) = |G | (dim-n)'1?^ = qCq-l)2?^
h e G oc)

o

la valeur annoncée de "À s'ensuit. De manière analogue, on trouve

(K^K^)(b^, l ;b^ , l ) = (q-D^lGj '1 ̂  K^ (b^, l;b', 1)K^ (b',l;b^, 1) .
b ' (^ 3B

< b ' ) 2 = e 4

La contribution de l'ensemble J des b ' 6 B telles que P ( b ' ) n P^^ et

P ( b ' ) n P... soient deux droites distinctes, à la somme du membre de droite



étant nulle, puisque

^_ Kp> l ;b ' , l )K (b' , l ;b 1) =
b ' € J •

= |GJ ^ K^(b l;b,l)^(b.l;b 1) ,
. h <?• TR

'̂ N1'!^^

que

K, (b - , , l ; b , l )K , (b , l ; b , , , l ) = •JKh)"1? •îr(° bp •5ï(h')1 14 1 34 oo 1 0 °°

(où h , h ' € G sont tels que ^ T A ^ O = bo et ^^^^^o = ^ ^ ' et que

^(î^-0 •

On a, par conséquent,

(K^K^(b^,l;b^.l) = (q-D^lGj^l îPe]? PO P^ = PU P^^ = d ̂ }\ P^

= ( q - D . C q - D ^ J G ^ I "^ ,

d'où M. = q-1 , comme annoncé.

C . Q . F . D .

COROLLAIRE 1. - Quels que soient a^êCarCk^ , o( ^ 1 , on a

A(o(, l ;y) = (DP4 © $P (composé direct)

avec les idempotents primitifs

(2) ^^-q1^ •

") ^-^1+^ •

Cela découle du corollaire 1, ii) à la proposition 2 du § 2, n° 2
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et de la proposition 1 ci-dessus par un calcul facile, qui est laissé au lec-

teur.

COROLLAIRE 2. - La représentation MCîî^ ^ ,^ ) («^éCarO^) , « ^ 1) se dé-

compose en deux composantes irréductibles non-isomorphes,

MCir^ ^ , ï ) = M(^ ^ ̂  + M(^ ^ , ^)1 ,
avec

MCîT , , Ï)1 = Im P1 (i = l,q; cf. cor. 1) .
. ^î1

La sous-représentation M(TÎ^ ^ .y) '1 (resp. M 01̂  ^ , $ ) ) est de dimen-

sion qCq+DCq^l) (resp. (q+lXq^l) ) .

.Cela est clair d'après le corollaire 1 (compte tenu du fait que

Trace ̂  = 0 , pour le calcul des dimensions).

2. Décomposition de M(ît , y ) (i = l,q) .
o

D'après la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2, l'algèbre

commutante End(M(7[1 , y ) ) admet une t - base formée de l'opérateur iden-
%

tité et de l'opérateur $ « dont le noyau K. est défini par les conditions

( p = ( P = O e t ( P = (q-D'^lG |<^ (-DIT1 ( ° 1) . Posons dans la suite»o - 1 ' 2 ' o o o ( - i U

< -^ - ^-v •
0

LEMME 1. - On a

(4) $2°^2 = q31 + q^'1^ •

Démonstration: Par le même calcul que dans la démonstration de la proposi-

tion 3 ($ 2, n° 3 ) , à ceci près que l'on a 7l à la place de Tl et °^(- 1)

à la place de £(A) » on trouve, dans ce cas,



$2°^ = q31 + [Y. ^(h).^(-l)îr(w)-1] ̂
h é G 8

mais d'après le lemme 3 du chapitre I. $ 6, n° 2, on a, en notant G8 le
o

sous-ensemble des matrices symétriques de G

^T ITOi) = q(q-l)oc (-l)'iî(w)

héG 8

pour 5T =T^ (i = l ,q) .

C .Q .F .D .

PROPOSITION 2. - Soient i = l,q, yfcCarO^) ^ car k ^ 2 . Alors la re^

présentation MOT^ , y) se décompose comme suit
o

MOl̂  , y ) =MC!r^ ^î'îeMOT^ , y ) 1 .
0 0 0

en somme de deux représentations irréductibles non-is omorph

MOT^ , y)J = ImP-l - -' (j = i,q)

avec

(5) pq - ̂  - rinr $2 .
(6) ^'À^ï^îT^ •

On

dimMO^ , y ) - î = ijCq^l) (j = i ^ q )
o

Cela résulte du lemme 2 par un calcul facile.

Il est important de remarquer que les familles ÎMCT^ , y ) lî
1 ^r» Y

et ^MCîT^ , y)'1! (où x parcourt CarCk^) ) coïncident, bien que
0 9
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MCîî01 , y) et MOT , y) ne s'entrelacent pour aucun yéCarCk^) (cf. $ 2,
^o ^o

n° 2, cor. 2 à la prop. 2). On a, en effet, la

PROPOSITION 3. - Pour tout yé CarCk^) , on a

MCï^ .y^MCiï1 .o^ .
o o

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate du corollaire 2, vi) à la

-proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2. En fait, un isomorphisme explicite

de MCîT , o< y)q sur MCH01 , Y) est donné par le morphisme de
( K O 0<

- 0 0

MCît î «X ^) dans MCî^ , ̂ ) , dont le noyau est défini par <p = <f - 0
^o ° ^o

et par

[^^)](l,r;t) = ^(t)À ( ; \ é ( t ; = H ^ , r ek^" , t ek") ,
o

[^(À)] (0,l;t) = -^(t)qÀ (^€ï, tek x )

(cf. § 2, n° 2, prop. 2 et ch. I, § 1, n° 2).

C.Q.F.D.

3. Variantes de la construction de la série principale.

Si (H, TT) appartient à la série principale de G , alors (H,^)

est réalisable dans la représentation naturelle de G , c'est-à-dire

(H, 'H) = (M'^ , t^) (^,^éCar(k )) (cf. ch. I, § 1, n° 2). En explici-

tant cette réalisation, on obtient aisément un isomorphisme entre M(îT,y) et

une représentation naturelle de G associée à une fibration principale cano-

nique, où la base n 'est plus TP , sinon l'ensemble D de tous les dra-

peaux totalement isotropes maximaux de E . Pour 'ÎT = T - - , on trouvera

simplement la représentation naturelle de G associée au G - ensemble D .

C'est dans la décomposition de ce cas, le plus délicat, traitée au numéro sui-



vant, que l'on se servira, avec fruit, de la construction exposée ici.

Dans la suite, nous garderons les notations du paragraphe 1 du cha-

pitre 1 concernant les représentations ( M A , T^ p ) (^S^é Car(k^)) ; nous

2 2
posons en plus k = k - 0

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 4. - Soient o(,A,y 6 Car{\^) , le cas oc = (à n'étant pas exclu._———^_—— ^ u ——^——— -\

Notons M'(o<,^;y) le^ t - espace vectoriel des fonctions complexes f sur

(k2^ k)X (BKk*) telles que

(7) f(r xh,r(r^r J^det h"1;^^, ts"1) = <x(r^)Ç)(r )y(s)f(x,r;b,t)

quels que soient r y r - ï r . - ï t t S é k ^ h é G , xék e^ b€B . On pose

(8) [t'(g)f](x,r;b,t) = f(x,r;bg,tm~1)

pour geG, fÊM'(o(,^;ï), xek2, r , tekx e^ b € B

On définit un isômorphisme de (M(T^ » y ) » f ) sur (M' (ot,^;^), T') ,

en faisant correspondre à chaque f€M(T . t ' y ) la fonction complexe

?€M'(o/,p;y) définie par

(9) r'(x,r;b,t) = [f(b,t)](x,r)

y
quels que soient x 6 k , ^tek^ b 6 B

REMARQUE. - Tout x = (x,,x )ek 2 et tout b = (b-,b )6B définissent, de

manière naturelle, un vecteur de P(b) , à savoir xb = x-b- + x«b^ . L'ap-
2

plication xi—> xb , pour b fixé, est un isômorphisme du plan k sur le



116

plan P(b) . On a en plus, (xh)b = x(hb) 1l, pour tout h 6 G

DEFINITION 1."- On pose

î = î (v,b) | ̂ E XB v6P(b) ] .

On notera D (o<, ̂  ; y ) l'espace de toutes les fonctions complexes f sur

DXk^Xk^ telles que

(10) fCr^hbîrCr^r^'^ts"1) = o<(r^(r det h )y ( s ) f (v ,b ; r , t ) ,

quels que soient • r..jr».r, s. t 6 kx çj^ (v,b) é D et on désignera par T

l'action naturelle de G dans D(o<,p ;y) , définie par

(11) [T(g)f](v,b;r,t) =f(vg,bg;r,tm"1)
6 ,

pour g€G, f€D(o(,p;y), (v,b) € î , r,t 6kx . .

REMARQUE. - Notons D l'ensemble de tous les drapeaux totalement isotropes

maximaux de E . Considérons la G — fibration principale

{ ' , _ , ^p = (Dxk^x k^ .pr iD ,N)

de groupe structural N = kxx G x ^x k^ , où . .

pr(v ,b ; r , t ) = (C(v) ,P (b ) ) ( (v ,b)6Î , r . t é k ^ )

(en notant (? (v) la droite engendrée par vé; E ) , où le groupe structu-

ral agit par

(r..,h,r«,s)(v,b;r,t) = (r-v,hb;r(r-r-; ,ts ) .,

pour r - i t . ïS ï ték^ , h€G , (v ,b)€D, et" où G agit'par

(v,b;r,t).g = (vg,bg;r,tm" )



pour (v,b) e P , r,t ek^, g €G . i

Alors, en considérant la représentation (t, oc® (à ̂ ((Wet)® ^) de

N comme un N - fibre vectoriel gauche sur un point, et en identifiant, comme

il est d'usage, un morphisme de fibrations principales avec sa restriction à

l'espace total de la fibration principale source, on a

(D(o(,^;y), Z ) = Hom^(^ , ($, oc«^<8^odet)<»l0) .

en tant que G - modules.

PROPOSITION 5. - En associant à chaque féD(a,p;y) la fonction f 'é M'(<x,ç>;y)

définie par

f ' ( x , r ; b , t ) = f (xb ,b ; r , t ) ( xék 2 , b 6 B , r . tek^ ,

on définit un isomorphisme de (D(<x ,^; y), T ) sur (M'(o(,p;^), T') (cf. rem.

à la prop. 4).

Cela est clair.

4. Description géométrique de MCIT^ÔTT- , y )

Nous savons déjà (§ 2, n° 2, cor. 1 et 2 à la prop. 2) que

M(îr1 , K ) est sommé directe de trois composantes irréductibles, non-isomor-

phes deux-à-deux, pour tout y é C a r ( k ^ ) et i = l,q , et que l'une des

trois composantes de MOT^ , ^) est isomorphe à l 'une des trois composantes

1 xde M(ÏÏ, ,ï) , quel que soit y6Car(k ) . Pour obtenir explicitement ces

composantes, le plus simple et le plus transparent géométriquement, c 'est

d'adopter le point de vue des drapeaux (n° 3, prop. 5).
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Nous introduisons et rappelons tout d'abord quelques notations.

DEFINITION 2. - Nous désignons par TL l'ensemble des droites de E , par

ff l'ensemble des plans totalement isotropes de E , et par -P l'ensemble

des drapeaux totalement isotropes maximaux de E , c'est-à-dire

B= K?,P) CILxff | ^ C P î .

Pour ve E = E -{0} , on note 6(v) la droite engendrée par v

pour b 6 B , on note P(b) le plan engendré par b

On note enfin d g (resp. Pg ) l'image par g6G de Çé3L

(resp. P€ ]P ) par l'action à droite donnée de G dans E

Nous avons MCîT^ , y ) @ MOT , ^ ) = MOT- , , y ) , pour tout

^(6Car(k ) . Or, à l 'aide de la proposition 5 du numéro 3, appliquée au cas

o(.= Ç> = 1 , on obtient aussitôt la

PROPOSITION 6. - La représentation (MOT-, , , y ) , T) est isomorphe à la re-1 1 1

présentation (D^, ^T) , où JD = t , et où yc désigne le produit tensoriel

de la représentation de dimension un y = yom de G avec la représentation

naturelle T de G dans D , c'est-à-dire

[(^Kg)^ (^P) = ^(m ) fOg ,Pg ) ( g e G , f 6 D , a , P ) 6 ] D ) .

On obtient un isomorphisme de (M(îr, , , y ), T ) sur (^, )(T) en

faisant correspondre à chaque f 6 M (TT - , , ^ ) la fonction complexe f é D^i » J -
définie par

1(0,P) = [f(b,D] (x,l) ( ( e , P ) 6 B ) ,



-2Ï b est une base quelconque de P , e^ x6^k2 est tel que g(xb) = &

Nous sommes donc amenés à étudier de plus près la représentation

(D, y-C) .

5. Structure de D

DEFINITION 3. - Posons

i-t1 .

JL-^ .

et notons encore yT (^€Car(k )) l'action de G dans I; (resp. ^ ) ^f-

finie par

[yT(g)f](0 = y(mg)f(£g) (géG, féL, ie-SL)

^esp. {:îfT(g)f"](P) = y(m )f"(Pg) (géG, f"e,P, P e f f ) )

On définit alors (pour tout îé-CarCk^) un épimorphisme F' (resp. F" )

de^ (D, y-c) sur 0, ^-c ) (resp. (P, ^r)) par

<12) (F^XO = Z_ f ( ê , P ) ( f é D , Çé]L)
P32

<13) (F"f)(P) = ^ f ( Ç , p ) ( f £ D , P € p ) )
2CP

Enfin nous notons S (resp. S' ; resp. S" ) 1'opérateur

( G - invariant) qui, à chaque f ç D (resp. I; ; resp. ^ ) associe sa

somme sur D (resp. ]L ; resp. ff ) et nous posons

D° = Ker S , I;0 = Ker S ' , P° = Ker S"
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Notons O x P , yx) le produit fibre de 0, ï-r) et CP, ÏT) au-
t

dessus des constantes (c'est-à-dire suivant les morphismes S' et S" , dont

le but est la représentation triviale H de G ) . Nous le considérons

comme un t(,G"l - module, via -(T .

LEMME 2. - Le tCG] - module I^XP. est monogène. On peut en prendre comme
t

générateur n'importe quel élément de la forme (8 ,P) où ( î , P ) é D et

^el) = ^,e' ( e l € 3 L ) 1 F^^p.p' ( I ) 1 € 3 P ) •

Démonstration: Remarquons tout d'abord que tout élément ( f ' , f " ) de .LXP,
Ï

se décompose dans .LXJP sous la forme
î;

(14) ( f ' , f " ) = ?<(!- ,1-) + ( f ' . O ) + (0,f") ,
JLj St 0 0

(15) \ = I lL l^S ' f ' ( = iFr^'f" ) ,

(16) f = f - IlLl^S'f')!- €îi° ,
0 -LLj

(17) f^ =s f" - ^ffi' l(S"f")l^ 6 P 0 ,

où l'on note 1 (resp. 1 ) la fonction constante égale à 1 sur ]L
JLj Jr

(resp. ]P ) .

Soit (8,P)e.D . Il est clair que t [G](Ç,P)D t(l^ ,ly ) . Mon-

trons que Û;CG3(°,P)D I;0 X 0 . Pour cela il suffit de montrer que

tCG](î,P) •D (Ç^-^,0) , quels que soient ^,^€3L . Or s'il existe P^ ê ]P

tel que ^T»^^ PI » alors (£..g,P,g) = (^,P) pour un g f c G convenable,

tel que m = 1 , d'où g ^ = P, et gP = P, . Mais il existe aussi un

g'€ G , " g . " 1 » tel que ^ê' = fi et ^2 g ' = ^1 • Alors



g'g(É,P) - g(ê,î) = (^-^,0) . S'il n'existe pas de P^é ]p tel que

PI.^CP^ , c'est-à-dire si les droites ^ et B^ • ne sont pas orthogona-

les, il existe néanmoins ^6 IL telle que ^1. ̂  et Ç l O (puisque

dim ^ = 3 = dim ^ , et que dim E = 4 ) , et l'on a alors, d'après ce

que l'on vient de voir, (^-^,0), (t,- ̂  ,0)6 (t;[G] (?,?) , d'où

(^-?3,0)é. t[G:ld,P) comme voulu.

On montre que î[G](ê,P)3 O X P ° de manière tout à fait analogue,

en tenant compte du fait que si P H P' = 0 , pour P.P'é ]p , alors il exis-

te toujours P"€ f f tel que P H P" + 0 et P "nP '^ (puisque néces-

sairement ^0 P' f 0 , pour toute £ € IL ). Nous voyons ainsi que (?,?)

est bien un générateur de L y P
~"î~

C . Q . F . D .

PROPOSITION 7. - Posons

D°° = Ker F ' H Ker F" .

c > e s t un G - sous-espace de D . On a la suite exacte G - équiyariante

i (F',F")

"aT >

0^ i désigne 1'injection canonique de D°° dans D et où (F',F") dési^

ne le G ~ morphisme de D dans ^xP défini par les G - morphismes

F ' : D ———> ̂  e^_ F " : D ___^ p

Démonstration: Notons tout d'abord que, comme S'o F ' = S"oF" ( = S ) les

morphismes G - équivariants F' et F" définissent bien un morphisme G -

équivariant, noté (F'.F") , d e D dans l^xP , donné évidemment par
C

( F ' , F " ) ( f ) = ( F ' f , F " f ) ( f ^ D )
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II est clair que D°° = Ker(F',F") et il ne reste en fait qu'à

démontrer que le G - morphisme (F',F") est surjectif. Or le Ï[G] - modu-

le D^ est monogèné et admet comme générateur, par exemple, la fonction d ,

où d = (ê , P ) 6 B et a (d) = S , , (d € D ) . Comme l'image de à
o o o o d , d o

A A °

par (F ' ,F") est (2 ,P ) , qui d 'après le lemme 2 est un générateur de

1^ P^ , nous voyons que (F',F") est bien surjectif.
t

C . Q . F . D .

COROLLAIRE 1. - On a

dim D°° = q4 .

En effet, nous avons, d'après la proposition 10,

dim D°° = dim D - dim .LXJP ,
a;

c'est-à-dire

dimD00 = (q+D^q^l) - [2(q+l) (q^l) - il = q4

COROLLAIRE 2. - On a un isomorphisme de G - modules

D a/ D 0 0 @ _L° © P° © (t ,
0

ou $ désigne la représentation (î, fom) de G
o

Cela découle aussitôt du fait que

L^L ^ 1:° ® ^ ® fo (en tant q^ G ~ modules)
t °



6. Décomposition de CL° , y-c) et, (P°, yr) .

Nous étudions maintenant les représentations (L°, ^"c) et

3 2(P° , ^•c) , dont la dimension commune est, rappelons-le, q +q +q . Nous

savons déjà (cf. cor. 1 à la prop. 2 du n° 2 du § 2 et cor. 2 ci-dessus)

que la longueur de I^° plus celle de JP° est au plus 4

DEFINITION 4. - On note F, J_e G - morphisme de f° dans I;0 défini par

(18) ( F f " ) ( e ) = Z l f'W ( f " 6 P ° , & é ] L ) ,
P3Z

et l'on note F.. le G - morphisme de 1^° dans y° défini par

(19) ( F f ' ) ( P ) = H f ' ( e ) ( f ' é l , 0 , P é l P ) .
ecp

PROPOSITION 8. - On a

i) (F,F.£ ' ) (£) = (q+Df 'O) + ^ f ' ( • ) (f '61°, ?ê]L) ,
1 2 e' -L ^

^ 4- & .

ii) ( F F f " ) ( P ) = ( q + l ) f " ( P ) + ^ f " ( P ' ) ( f " e P ° , P e ] P ) ;
p ' n p ^ o
P' ^ P

et en outre

iii) ^l^ = 2qF2 »

iv) F^F^ = 2qF^ .

Démonstration: Les égalités i) et ii) sont immédiates, compte tenu du fait

qu ' i l existe dans E q+1 plans totalement isotropes contenant une droite

donnée (ainsi que q+1 droites dans chaque plan) et que, pour que ç-L[''

( P , P ' é ] L ) il faut et il suffi t qu ' i l existe P€ ]P contenant \. et ['
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On a alors, pour f ' e J^° , P € P ,

(FJF.F.f'KP) = (q+1) Z f ' ( Z ) + Z H f ' ( Z ' )'- - - ecp ^cp e' x ^
V + t

= (q+1) Zlf(0 + q H f ( e ' ) + Z f ' O ' ) ,
gcp ^ ' C P ^'^.P

puisque si C* ^ P alors ( £ ' ) 0 P est une droite, quel que soit V fc IL

comme la somme de f ' sur ]L est nulle, il s'ensuit que

(F^F^f')(P) = 2 q ( F ^ f ' ) ( P )

comme annoncé. La démonstration de iv) est tout à fait analogue et s'appuie

aussi sur le fait que 9. 0 P ' est une droite si Î ( ^ P ' ( ? 6 3 L , P ' € P ) ,

reformulé comme suit:

C Ç É P ' ==> O P Ê P . P ^ e et P O P ' ^ 0 ) ( ^ é 3 L , P ' € ] P )

C . Q . F . D .

THEOREME l. -

i) L'opérateur -5— F-F,, est un G - projecteur de I;0 et l 'on a la décom"

position

;L° = \° © "JL°

de la représentation l^0 en deux composantes irréductibles non-isomorphe s, où

\0 = Im F.F- = Im F^ ,

"I;0 = Ker F^F = Ker F^ ,

dim \° = ^q(q+l)2 ,

dim 'I,0 = ^(q^l) .



ii) L'opérateur -^—FJ7 est un G - pro-jecteur de f° et l'on a la décom-

^° = "^P0 © "^°

de la représentation P° en deux composantes irréductibles non-isomorphe s 3 où

"^P0 = Im F F^ = Im F ,

î° = Ker F F^ = Ker F-

et

dim V = ^q(q+l)2 ,

dim "^° = ^(q^l) .

iii) La restriction F^ dj^ F» à; "^I^0 est un G - isomorphisme de +^0 sur

+î_o , la restriction F4' ^ F, à +^0 est un G - isomorphisme de "^P0

sur +^0 et l 'on a

^'^So • "2^ = 2<lId+p. •
il ±.

iv) Les représentations irréductibles I;0 et P° ne sont pas isomorphes.

Démonstration; L'opérateur G - équivariant -r-F,F^ (resp. — F F . ) est

un projecteur d'après le numéro iii) (resp. iv)) de la proposition 8 . Le nu-

méro iii) (resp. iv)) de cette proposition entraîne aussitôt que

Ker F = Ker ¥^F (resp. Ker F^ = Ker F^ ) et que -^-F^l est l-'identi"

té sur Im F« (resp. —F,F est l ' identité sur Im F, ) d 'où

Im F«F- = Im F- (resp. Im F, F. = Im F, ) .

Pour calculer les dimensions des composantes en jeu, il suffi t de

calculer dim I^° et dim P° , puisque dim î^° = dim P° ss q(q +q+l) . Or

on a dim +LO = —Tr ^^ = T~Tr F-F- = dim P° ; en considérant la base de— Zq 1 2 Zq Z 1 ~~
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I,0 formée des fonctions î - ^ ( I€]L - [Qj , ̂  fixé) , où

^ (^) = ^o o ^ »^ 6 ]L^ î on trouve aussitôt, d'après le numéro i) de la
1 ti ,t l

proposition 8, que

Tr F^ = (q+Ddim!,0 - \{ZéTL U^ , ^ ^ ^il

= (q+DCq^q^q) - (q^q) = q^q+l)2 ,

d'où dim +LO = dim +^0 = -«q(q+l) comme annoncé.

L'assertion iii) découle aussitôt de la proposition 8, iii) et iv),

et de ce qui précède. Enfin, pour voir que ^jL0 et -^P0 sont irréductibles,

que '''L0 ^ ~L° , ^P0 ^ "P.0 et "JL;0 ^ "1° » il suffit de remarquer que l'on

a, d'après la proposition 6 du numéro 4,

^° @ t 2^ P c^MO^ , ̂  )

d'où, d'après le corollaire 2 à la proposition 7,

D°° ®J^° ^ M(îÏ^ , ) f ) ,

et d'autre part, que l'on sait déjà <§ 2, n° 2, cor. 2 à la prop. 2) que le

nombre d'entrelacement des représentations MO^ , ï) (r = l,q) est 3 ,

et que le nombre d'entrelacement [MO^ , y ) , MOî^ , Ï )] est égal à 1 .

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La décomposition de la représentation (D, ^-0 en composantes

irréductibles est la suivante

D = D°° C \° © "L° ® +!0 © 'P0 €> îy ,

où le seul cas d'isomorphie entre des composantes irréductibles distinctes

est ^V .



En plus, on a alors

(M(T^, y ) , t) ^ (D°°, ^)e (^JL0, y r )C (~I,°, yï) ,

(M(^, x ) , i:) ^ (^o, <T) e ("r, ÏT) e a, ^odeo

7 - Description de la série principale de G

Résumons les résultats de ce paragraphe.

THEOREME 2. - La série principale des représentations de -G est formée de

13 séries de types d^isomorphie. disjointes deux à deux. à savoir •

0 1̂  ^(q-l)(q-3)2 (re^. ^(q-1) (q-2) (q-4)) types d'isomorphie des

représentations M(1t , ^ ) , de dimension (q+D^+l) , pour ^Ca^)

^ o^êCarCk^ tels que \\1^ ̂ ^} | = 4 ,^ car k ^ 2 (resp.

car k = 2) ;

ii) J.e^ ^(q-l)(q-2) types d'isomorphie des représentations MCîï , Y )1

^ oi,l ' ?

de dimension q(q+l)(q +1) , pour «^éCa^k^ , oC ^ 1 ;

iii) .le^ ^(q-l)(q-2) types d'isomorphie des représentations MOT , y)1

de dimension <q+l)(q +1) , pour o< ,y6Car (k^ ) , o( ^ 1 •

iv) le^ ^(q-l)(q-3) (resp. ^(q-l)(q-2)) types d'isomorphie des représen-

tations M(^ » Y ) » de dimension qCq+DCq^l) , pour (X^eCarCk^

« ^ 1 , ̂  car k ^ 2 (resp. car k = 2) ;

v) J^ ^(q-l)(q-3) (^esp^. ^(q-l)(q-2)) types d'isomorphie des représen-

tations M<' ÏT^y) » de dimension (q+lXq^l) , pour <x ,y £ Ca^ )
^

o(. 5e 1 , si car k ^ 2 (resp. car k = 2) ;

vi) l^S. ^(q-D types d'isomorphie des représentations Md^ ^)q , de^
2 2 oto

dimension q (q +1) ^ pour g-e Car(k><) , ^i_ car k i- 2 ;

vii) _le^ -^(q-1) types d'isomorphie des représentations MOï1 , y )q , de
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2
dimension q(q +1) , pour y€Car(k ) , si car k ^ 2 ;

viii) les -r(q-l) types d'isomorphie des représentations MCîC , y ) , de
2 °

dimension q'+l , pour Ce Car (k^) , si car k ^ 2 ;

ix) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations de Steinberg

(D°°, ^t) , de dimension q , pour y é C a r C k ^ ;

x) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations ( JP°, ^ï) , de

dimension —q(q+l) , pour y6Car(k^) ;

xi) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations ( î°, yT) , de
1 0

dimension •^•q(q +1) , pour yeCarCk^) ;

xii) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations ( L°, 'yT) , de
1 2dimension --q(q +1) , pour ^ C C a r C k ^ ) ;

xiii) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations Œ = (î, ^om) , de

dimension 1 , pour y e Car(k^)

Démonstration : Cela découle aussitôt des corollaires 1 et 2 à la proposition

2 du numéro 2 du paragraphe 2, du corollaire 2 à la proposition 1 (n° 1 ) , des

propositions 2 et 3 (n° 2 ) , du corollaire à la proposition 7 (n° 5) et du

corollaire au théorème 1 (n° 6 ) , le décompte des nombres des types d'isomor-

phie dans chaque série se faisant sans difficulté.

C . Q . F . D .

8. Dimensions des espaces des vecteurs fixes pour U« dans D

Dans la pratique, pour distinguer les représentations ( J L ° , ^ï)

et ( J P ° , yï) (yéi CarCk^) ) , on se sert souvent de la proposition ci-dessous

Rappelons que pour une représentation ( V , P ) d'un groupe quelcon-

que G , on pose, pour H C G ,



Fix/ . .H = Fix H = { v é v | h v = v ^ h 6 H $ ,

et que l 'on note U« le radical unipotent de P.- (cf. § 1, n° 1).

Par .un calcul facile, on établit la

PROPOSITION 9. - On a, pour tout yê-CarCk^) ,

^^(D, ^T)^'2^ 'i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

vii)

^^a, ̂ c)^'2^ - - -

dim "^(p. n)^= ̂  -
dimFix^^ ^U, = q ;

dimFix^ ^^ = q+1 ;

dimFix^ ^^ = q ; .

dimFix^-p^ ^U,= 1 .

§ 4. La série de représentations de G associée à P,

Dans ce paragraphe, nous gardons les notations du paragraphe 1.

1 . Définitions et préliminaires.

Pour ve E = E - \0\ , on note 2,( v ) la droite de E engendrée

par v . On désigne par B ( V ) l'ensemble des bases d'un espace vectoriel

quelconque V

Au paragraphe 1 , on a défini le sous-groupe parabolique P- , de
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G , comme le stabilisateur, dans G , de la droite i. = ke- de E . O r ,

sur l 'ensemble ]L de toutes les droites de E , nous avons la fibration

suivante

DEFINITION 1. - On appelle G - fibration principale canonique au-dessus de

IL , et 1'on note ^ , J_a^ G - fibration principale (D-,pr , ]L ,1^ x G ) ,

d'espace total D-, , de base IL , de projection pr , et de groupe struc-

tural ^X G , définie comme *.suit :
———————————————————————————————————————— Q — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — Q

i) l'espace total D- est l 'ensemble des couples (v,b) , où vé E et

b est une base du plan P = & ( v ) /^(v) ;

ii) on pose pr(v,"b) = 2(v) ( (v , ï ï )6D^) ;

iii) l 'action, à gauche, du groupe structural k^ x G dans D, est donnée par

( t ,h) . (v, i ) = (tv,hb) ( t ê k ^ , h 6 G , ( v , b ) 6 D . ) ;o 1

iv) l 'action, à droite, de G dans ^ , est l 'action naturelle donnée par

(v ,b ) .g = (vg.bg) ( ( v , ï ï ) 6 D ^ , g 6G)

où l 'on note simplement g 1 ' i somorphi sme g de P p / ^ sur P n / » dé-

duit de g par passage aux quotients, et bg la transformée de la base b

de P A / ^ Par cet isomorphisme.— ç (v) .t.———————————t.————

DEFINITION 2.— Soit «^CarCk^) et (H , ' ÎT ) une représentation de G

Alors la représentation (H, oc^'ïï') de^ kx x G est aussi, de manière natu-

relle a un k^ x' G - fibre vectoriel sur un point. On appelle représentation

naturelle de G associée à ^ _ et à o< 0 TT , et l 'on note (V (« ,'ïï ) , T ) ,————————— ———————— -î jj_^ ——— ————i————

J^ Î;[G] - module

Hom (^ , H) .
k^G SL



REMARQUES. -

i) Autrement di l'espace V(a/îl) est formé de toutes les fonctions f de

D-, dans H telles que

(1) f ( tv ,hb) = c<(t)îT(h) f ( v ,b ) ( ( v , b ) é D - , t é k ^ , h é G )

et l'action ^ de .G dans V(ot,'îT) est l 'action naturelle donnée par

(2) [T(g)f](v,b) = f(vg,bi) ( ( v , b ) 6 D ^ , f é V ( a , - T t ) , g € G) .

ii) On a • ;

(3) dim V(«,'TC) = (q+1) (q^Ddim "il

puisque dimV(«, ' t iL) = | ]L|dim'ÎÏ et que | JL | = (q-1)"1 (q4-!) ( I k l = q) .

Nous identifions maintenant nos représentations V^,!1) en tant

que représentations induites. D'après le numéro 3 du paragraphe 1, on note

^ la G - fibration principale (G,pr ,P- \G,P , ) associée au sous-groupe
F! i i

P, de G . Nous avons alors la

PROPOSITION 1. - _La_ G - fibration principale ^ , munie de la surjection

canonique v : ^-——> ï , définie par
1 1L

(4) ^(g) = (e^g,i^g) . ( g^G) >

(où b^. désigne la base de P de premier (resp. second) vecteur égal à
"4 t! s

e-+Ç- (resp. e + Ç - ) ) , est la G - fibration principale C(> ({; ) déduite

de ^ par 1'épimorphisme cp
F!

Démonstration: II est clair que v est surjective. Nous vérifions que

(Ç , v ) satisfait bien la propriété universelle définissant ^(^p) (cf . § 1,]L 1 i^
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n° 3, dém. de la prop. 2) . Soit ^ une G - fibration principale de groupe

structural k x. G et 0 un morphisme G - équivariant de ^p dans nri ,

compatible avec <p . On définit alors un k^x G - morphisme 9 de \

dans Tl , tel que Qov = Q , en posant

9(e^g, ïï î) = e(g) (g6G) .

Le morphisme 9 est bien défini puisque si e,g = e,g' et b«,g = b,-.g' ,

pour g'€ G , alors g' = pg , où p é P-, = Stab(fc ) , et en plus t = 1 ,

h = 1 (cf. § 1, n° 1, prop. 1, i) ), c'est-à-dire Cj>(p) = 1 . 1 1 s'ensuit

que

ô(e^g' , ïï^g') =ô (pg ) = Ç ( p ) e ( g ) = 9 ( e ^ g , ïï^i)

comme voulu. Il est clair que 9 est G - équivariant. Pour voir qu'il est

bien un k^ x G - morphisme, il suff i t de remarquer que, si ( t^ék^G

alors il existe péP- , tel que ^..(p) = (t ,h) et que l 'on a, par conséquent,

9 ( ( t , h ) . ( e^g , b^g)) = e(e^pg, b^pg) = ô(pg) = < p ^ ( p ) e ( g )

= ( t .h) .e(e^g, ïï^g) .

C . Q . F . D .

COROLLAIRE. - On a

(VOx.lO, T ) Ind [(o^S'îDoY]
PI ÎG

En effet, cela est une conséquence immédiate de 1'isomorphisme (17)

du numéro-3 du paragraphe 1 et de la proposition 1 ci-dessus.



2. L'entrelacement des représentations V(<x/î0

Notons R(G^) l'ensemble des représentations de G

DEFINITION 3, - Soient oc, oc' € Car (k^) ^ (H, T t ) , (H, 7Î • )é R(G ) . On note
o ——————

>{.(«' , 'IT'; oc, T) J_e^ t - espace vectoriel formé de toutes les applications

K : D ^ X D ^ — — ^ H o m ^ ( H , H ' ) (appelées noyaux dans la suite) telles que

(5) K ( ( v ' , b ' ) g ; (v,ïï)g) = K ( v ' , ' b ' ; v,'b) ,

(6) K ( t ' v ' , h ' b ' ; tv,hb) = of (t • X' (h' )oK(v' ,b • ; v,b)o a'1 (t)ÎT"1 (h)

Quels que soient ( v ' , b ' ) , ( v , b ) 6 D ^ , t ', t 6 kx , h ' , h 6 G , g 6 G

.̂ ^ "êCa rCk^ ) ^t ( H ^ i r ' ^ ê R C G ^ ) , on définit le produit ma-

triciel K ' ^ K d 'un noyau KéX(ot ' ,Ti ' ;o( ,Tî) e-t d 'un noyau K'fe'H(x",1t" ; o<',11')

par

(7) ( K ' ^ K ) ( x , z ) = ^ K ' ( x , y ) o K ( y , z ) ( x , z f c D )

y € D ^

La vérification du résultat suivant est immédiate.

LEMME 1. - L'application qui à chaque noyau K£^<(<K' ,1Ï' ;o(,'î0 («, at '^ Car(kx) ,

' ÎL ,T '€R(G^) ) , fait correspondre l 'opérateur ^ çHom (V(«,ir), V ( o < ' , 7 î ' ) )

donné par

(^f)(x) = Z^ K(x ,y ) [ f (y ) ] ( f£V(o/ , ' ï ï - ) , x é D ^ )
y C D ^

définit un isomorphisme de t - espaces vectoriels de chaque espace

3t(o(' ,îî' ;«,5T) sur l 'espace correspondant Hom (V(«,'iï), V(oi ' , ' i ï ' ) ) et trans-



134

forme, en plus, la multiplication matricielle de noyaux en la composition

d'opérateurs.

Comme nous avons déjà obtenu la série principale de G , dans la

suite nous n'avons qu 'à nous intéresser à l'entrelacement des représentations

V(ot.,'ïï:) , pour o téCar(k ) et TT appartenant à la série discrète de G

Nous avons besoin de deux lemmes de géométrie symplectique dans E

LEMME 2. - Soient Ç - _e_t Ç deux droites non-orthogonales de E . Soient

v!ê ^1 ' ^2 € ^2 tels ^ue ^i'̂  = 1 •

i) On a la suite exacte scindée

^ p j l

0——————^ ^ n ^2 '—————> E < ^ i^^—————— ' °
J P'

où j et j ' sont les injections canoniques, et où l'on a posé

p'(v) = <v,v«>v, + <v,,v>v« (v6E) ,

p(v) = v - p' (v) (veE) ;

•L •L
ii) Notons j, (resp. j» ) l'injection canonigue de 6- Q (?„ dans t,

(resp. ? o ) et p- (resp. P ô ) la projection canonique de &, (resp.

^ ) sur ^/(^ (resp. ^/^ ) . Alors l'application p^oj^ (resp.

p.oj ) est un isomorphisme de P f^ ? sur ? i /^ i (resp. ^/^ ) , dont

?t

1'inverse <r (resp. Op p ) est donné par
^l'^ ^"l

^Çl,^^ = v " ^^2^1 ^^^^

(resp. a-o p (v) = v - <v-, ,v>v (vé £ ))
'2^1 x - z ,

Démonstration: Les deux assertions du lemme sont de vérification immédiate.



REMARQUE. - Quand nous aurons à considérer la valeur d 'un noyau K sur un

point ( ( v ' , b ' ) , (v ,b)) de D, \ D, , v^v' , nous nous servirons du lemme

2 ii) pour écrire

/u^(v')^ _ /u^+Ç(v) \
bl = ^+e(v')J } b = tu^+e(v)J î

où "i'^(v'),^)^? î "i = ^(v),^')^ < i = l ^ • Alors

( u ' , u ' ) et (u , ,u - ) sont deux bases du plan ?(v) Q £ ( v ' ) . On notera

b ' / b (ou encore ( b ' / b ) p , . p / ,. ^ s 'il y a de risques de confusion) la

seule matrice dans G telle que

- -"i "ib ' / b ( ) = ( , ) .
"2 "2

LEMME 3. - Soient ^- et ^- deux droites orthogonales, mais distinctes^ de

E . Alors on a

^+ ^ = E , ' ^ n ^ = ^f)^ ,

et si ^b € B ( P p ) , ^b 6 B(P ) , avec ^ , ^ïï ^ C^©^ 1 alors

E = e ^ C D e ^ ® Ç(u)© €(v)

quels que soient u € , b , , v € b-

Démonstration: Comme la forme < , > est non-dégénérée, on a

codim ?- = codim £„ = 1 , c'est-à-dire dim P- = dim ? - 3 , et par consé-

quent ̂  H ̂  = ̂  © ̂  puisque ̂  H ̂  3 P^ © ̂  et que ̂  ̂ ̂  . 1 1

s'ensuit que dim(Ç- + ̂ ) = 4 , donc () , + ?^ = E . L a dernière assertion

du lemme découle aussitôt de deux premières.

C . Q . F . D .

DEFINITION 4. - Soit b € B (Pp ) ( (? £ S. ) et soient v e b, , Y o C b . . O n
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<b^,b^> = <v^,v^> .

Cette définition est légitime, puisque la valeur <v,,v«> ne dépend

évidemment pas des représentants v-, , v» choisis. En outre, on a alors (cf.

rem. au lemme 2), si "b 'é .B(Pp, ) ( (?' 6 ]L ) ,

det(ï ï ' /b) .<b^,ï ï^> = < ï ï ^ , b ^ >

quelle que soit b ' é Œ(P«, ) pour ^' £ IL , Ç'i^. (si î ' = ^ , la signi-

fications de b'/b est claire).

Dans la suite, si ( v , b ) € D - , quand on aura besoin de choisir des

représentants u, , u^ des vecteurs quotients b, , b- qui forment b 6 B ( P p / x )
ïï!on écrira, s'il n ' y a pas de risque de confusion, (v, (— )) à la place de

u^ + ^(v) "2
(v, (^ ^ ^))) .

Posons en outre

(8) d^ = C(e^) . (14 U 4) .

PROPOSITION 2. - Soient < < , o < ' é Card^) ^t (H, TT ), ( H ' , ^ ' ) des représenta-

tions irréductibles de G , dont T[' est dans la série discrète.

La donnée d 'un noyau Ké'H(o< ' , ' ir ' ;<x ,Ti) équivaut à la donnée des deux

opérateurs

i) <PK = ̂ r^ ei,b^)&Hom(»c®TÎ,.''8-tî-)=-^,^,,t ,

e + d .

^ -^ ° \ + d^ ' ̂



10 ^"^l'C2^' e3,(^3))eHon«- l«^,a.®1^.)^À 1 ^
4 1 4 3 or ot~1 ît î^

De manière plus précise, on a, pour (v ' ,b ') , (v,b)6ÏÏ

1) K(v',ïï ';v,b) = 0 ^ v ' ^ v ^ £(v') ^ 2(v) ;

2) K(v',b' ;v,b) = «•(v'/v)7r'(b'/ 'b)o<f^ ^ ^,) , ç^

^^onnote V7V -̂̂ 1 t ^k^ tel que. v. = tv et 1 • on désigne p..

b' /b le seul h€ G^ tel que ï ï ' = hb ; et enfin

3) K(v- ,b ' ;v ,b) = a.«v.^><b^^>-lM.(b•/b)o^ ^ < v ' , v > ^ 0

(cf. rem. au lemme 2 et déf. 4).

Démonstration: Montrons tout d'abord 1 ) . Soient (v ' /b ') , (v,b)6D tels

que v^v mais ?(v-)^(v) . On voit aussitôt, à 1 •aide du lennne 3, qu •il

existe des matrices h , h ' £ G telles que
o -

(h 'b- )^ = v + e(v ' ) , (hïï)^ = y' + &(v) ,

et telles qu'il existe des représentants u € (hb)^ , u ' € (h ' ï ï ' ) ^ tels que

E = p(v)© p(v ' )© e(u)©e(u ' )

et que

<u,u'> = 0 , <v,u'> = <v' ,u>

Mais on a alors, pour un g e G convenable (de multiplicateur <v,u'»,

<v••ïï•)=<e.<ee::.d;». > ^)s^.(%)). .

et donc K(v ' ,b ' ;v,b) =-JT ''1 (h ' )ceoïr(h)
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en posant

e +d e^+d9
e -^r^'^'^^ •

Or, on a aussi

(e!' <i Î^S» = (e!' (^))g' '

pour un g ' € G convenable (de multiplicateur 1 ). Il s 'ensuit que

-ir'c^ ^)°e = e ( t é k ^ ) ,

c'est-à-dire, que l'image de 0 est contenue dans le sous-espace de H ' for-

mé par les vecteurs laissés fixes par le sous-groupe unipotent supérieur de

G , via TT . Comme TT' appartient à la série discrète de G ,cet espace

est nul, et donc 6 = 0 , d 'où 1).

La relation 2) découle aussitôt de (5) et (6) . La relation 3) est

une conséquence immédiate de (5), (6) et du lemme 2.

Pour montrer que CD appartient à Hom(o<. «(TT, ou ® 1Î') , il suff i t
K

d'appliquer (5) à ^.. et à tout g 6P, tel que t = 1 (cf . § 1, n° 1,
K. - ' - g

prop. L i)) et se servir de (6) . Le fait que ^ appartient à

Hom(o(. çs «-'îï, (X' <8> Tt' ) découle analoguement de (5) appliqué à ^ pour tout

g€: P F\ Stab(d ) et de (6) . Comme il est, d 'autre part, clair que la donnée

de œ et de ib définit bien un noyau €: 3<( ex ' ,X ' ; <st ,"fl ) , de la manière

indiquée dans la proposition, la démonstration est achevée.

C . Q . F . D .

COROLLAIRE 1. - Soit « x é C a r C k ^ ) et 'ÎL une représentation appartenant à la

série discrète de G , disons 1T = ^ ( A^Card^) - CarCk^) ; c f . ch. I,



§ 4, ji° 3, déf. 3 et notations). Alors

i) La représentation V(«,'îr^) est irréductible si a ^ 1 ^u (dans le cas

car k 5e 2 ) si oc = o( mais A? ^ a A. .
o ——— o

ii) La représentation V(a,'ÎL») est réductible si ot = 1 (pour tout

AeCarO^) - CarO^) ) et si « = oc et Aq = <x A. (= A A ) (si car k + 2 ) •
0 —— 0 0 ——

elle est alors somme directe de deux représentations irréductibles non-isomor-

En effet, cela résulte aussitôt de la proposition 2, puisque

^A [= («.odetVÏÎ ] est toujours isomorphe à "ÎT ( = ̂ , . )
'- A. - <ny\. (^oN)A

COROLLAIRE 2. - Sj. o^oc'éGard^) e^ ^ e^ 'il ' sont des représentations

irréductibles de G ., dont ^ appartient à la série principale et T{ ' ap-

partient à la série discrète, alors il n'y a pas d'entrelacement entre le s

représentations V(<x,TO e^_ V((>< ' , ' ï ï ' )

COROLLAIRE 3. - Les seuls cas d'entrelacement non-trivial entre les différentes

représentations V ( oi ,'ït ) (c'est-à-dire ne provenant pas d'un morphisme

o«»'n:——>or®TP ) , pour ^êCarCk^) ^t TT appartenant à la série discrète

de G , sont les isomorphismes

V(«,7T) -=^> v(a'l,o('u:)

et ceux qui s 'en!déduisent , par composition avec un opérateur d'entrelacement

trivial (ou par combinaison linéaire avec l ' identité dans le cas réductible).

Ces deux corollaires résultent aussitôt de la proposition 2.

REMARQUE. - Réalisons, comme il est naturel, les représentations o<(g)'K et
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oc 9 ^'îî dans un même espace H . Si ^ est un isomorphisme de oc 8> oc'iT

sur oc®'îT , alors ^o^ en est un de oc ® ocîi sur oc « o<X , d 'où

({>o^ = A Id pour un ^6^ » convenable. On voit donc que l'isomorphisme

^ de la proposition est une involution, à un scalaire près.

3. Structure de l'algèbre commutante de V (« , 't.) (cas réductible) .

)(
Dans tout ce numéro, oc désigne un caractère de k tel que

oc2 = 1 , et A. désigne un caractère de K^ , tel que A- ^ A? et

ocA.e^,^! .

PROPOSITION 3. - L'algèbre commutante A(oi,A.) = End (V (« ,'n'̂ ) ) admet comme

t - base l'opérateur identité 1 et l'opérateur ^ défini par

(9) (Çf)(v,ïï) = -(—îh^T ^ ^«v.v'X'b^'b^^^ïï/'b'^^fCv','?')'!

ÏÏ^P^.))

( ( v , b ) é D - , ) , où l 'on choisit ^ égal à l 'un des deux isomorphismes involu-

tifs de (H, t<~ ®o(7î ) sur (H, «(»'iï.) (cf. n0 2, rem. au cor. 3 à la prop. 2 ) .

On a

(10) ^2 = «(-Dq3! + c(o<,A,+)^

^

(11) c(aA^) = ^^Trace(^) + (q^DTrace [^°<(1 ^)] •

Démonstration: Notons K le noyau définissant 1 et notons K, celui dé-

finissant iÇ" . Avec les notations de la proposition 2 du numéro 2, on a alors

^ = (q-l)-1^)-1^ , 4-K ° 0 ;
0 0



TK^° - 1\° ^''iGor1 '

il est ainsi clair que 1 et ^J forment une î - base de A(oi,A.) . On cal-

cule sans difficulté, en se servant de la remarque au lemme 2 (n° 2) et de la

IH , querelation ^ = là , que

(K^)(e^;^,b^) = |E - ^(q-D^lGj'1!^

9 '\
d'où le fait que le coefficient de 1 dans ^ est q . Calculons mainte-

i\
nant le coefficient de "Ç dans ^ . D'après la proposition 2,3) et la re-

marque au lemme 2, du numéro 2, en posant i^, = (e^+d- , e .+d-) et

b^ = (e^+d^, e.+d») , on a, compte tenu du fait que et == o<- ,

(K^)(e^ïï^; e^b^) =

/ - .x -2
=-(^^ Z ^«e^vXv.e^^^b/^)-1^/^^)]^ .

IGJ v^e^.e^

ÎCB(P^)

Posons h^ = (b/^24)~ l(b/3^24) t pour beB(p^(v)) ' v€ «E 1

v.l-e,,e- . Alors h, est la seule matrice h a / s de G (de déterminant
i J b <S,\'v) o

nécessairement égal a i ) telle que

^. (v)^^^ /ff^, (v/^^y^. (v)^^ + '-lv^ /ff^,
'v^. (v)^^6^ V^,hî(v>^(^d3, (v)(e4) + ̂  = l̂ . (v)(e4) + e(v)

On voit ainsi d'ailleurs que h, ne dépend que de la droite ^(v) ; comme
^

il en est de même de o<.«e-,v><v,e» , car 0( = 1 , en choisissant, pour

chaque droite Ç.Ç.TL , Ç ^ d-,d , un représentant ùp tel que

(u , e-> = 1 , et en tenant compte du fait que \1>1T (h) = 7T (h)^ si hé G
( 3 ' A. A. ' °

est de déterminant 1 , on obtient

(K^K,)(e^; 03,3^) --^f- Z ««ci,") )ir̂ ) .
0 ï^l-l » t-î^P.1^3
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Ecrivons u^ = e.+se +te +re ( r , s & k , t e k ) . Alors

<e , ,Up> = t et l 'on trouve aisément (cf. n° 2, lemme 2) ,

^3,6 ̂  = ̂ "S • .̂̂  = ̂ -^ •

^C^'^-^'S ' ^.ê^ -V^'S •

d'où h,, = h avecY. r ) s ; t
/1+rst"1 r2!'1 \

(12) ^.-'IsV1 l-.s.-^

et par conséquent

( yK) (e^b ; 63,3^) =-^1—— Z ,'(t)\(h^^,) ,
1 o 1 r,s 6k

tek"

~-^[L^ + .L ^^w.^l •
(r,t)e^

Or, pour tout 16 k^, ( r , s ) £ ^ k , la matrice h^. ^ ^ est con-

juguée à la matrice ( - ) de G . D e manière plus précise, on a

.1 1. -1
^s.t' ^0 1^

pour tout g é G de la forme g = (_ ,) avec dr+bs = t ( b , d £ k ) .11

s'ensuit que

L^ ^Y11^^ - t ̂  (-det)(g)^(g)^(; ^^(g) .

(r,s)e^k2 °

Notons S la somme ci-dessus. Comme 4/é.Isom (H, ot'îl ), (H, 'H' )
w ,,\_ "- 'V

il s'ensuit S = —c' (x ,A. ,4 ' )^~ où, d'après le lemme 1 du numéro 2 du
°(,/\ q ' •

paragraphe 6 du chapitre I,

c'(o(,A,^) = (dimXJ^GjTraceO^^)) .



Il en résulte que le coefficient de ^ dans ^ a bien la valeur annoncée.

C . Q . F . D .

4. Décomposition de V(l,'î^) ( A ê C a r C K ^ ) - CarCk^ ) .

Nous gardons dans ce numéro les notations de la proposition 3 du

numéro précédent, à ceci près que nous posons maintenant oc = 1 . On a alors

la

PROPOSITION 4. - Dans l'algèbre commutante A(1,A.) , on a

(13) ^2 = q3! - q(q-l)-\S7 .

Démonstration: Nous prenons ^ = Id dans la proposition 3 du numéro 3, alorsH

c(l,/\.,Id^) = (q-1) - (q^DAO) = -q(q-l) .

C . Q . F . D .

COROLLAIRE. -• La représentation V(l , îT.) se décompose en deux composantes

irréductibles non-isomorphes, sous la forme

V(l,^) = Vd^^Qvd/Tt.)1

avec

V(1,TT^)1 = Im P^ (i = l ,q) ,

où les projecteurs P, et P sont donnés par

(14) p = 1 T + ——]• •iïr
v r / 'q q+l1 + q (q+l ) 1 î

(15) P, = ——I - ——-TT^1 q+l q(q+l)
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(cf. n° 3, prop. 3 avec ^ = ̂ u pour la définition de "^ ) .

On a

(16) dim V(l,^)1 = Kq-lXq^l) (i = l,q)

En effet, on obtient P et P, par un calcul facile à partir de

( 1 3 ) . Les dimensions données résultent du fait que, évidemment. Trace "V == 0

5. Décomposition de V(« ,1»:) (ACCarO/) , A? = o1 A ).
———————————— o A. o

Supposons maintenant car k i- 2 . Rappelons que l'on note << le

caractère non-trivial de k^ dont le carré est 1 . Nous gardons les nota-

tions de la proposition 3 du numéro 3, à ceci près que nous posons maintenant

o<. = (X . O n désigne alors par A. un caractère de K^ tel que A01 = 0( A.

(ce qui revient à dire que la restriction de A au cercle unité U de K .

est le caractère non-trivial &) de U , de carré trivial; on peut encore

écrire A = co avec nos conventions d'identification).
o

Précisons le choix de l'involution ^ .

PROPOSITION 5. - Réalisons la représentation (H, If.) par la méthode de Weil,

avec choix d'un caractère additif e d^ k (cf. ch. I, § 3, n° 2), à sa-

voir le caractère fondamental e d^ ^ (cf. ch. I, § 2, n,° 2, th. 3). On

définit alors un isomorphisme involutif ^ = ^ de (H, o<. » o( 1Ï ) sur——————————————————c———————————— i i g o o A- ——

(H, «. giTC ) en posant

(17) (^fKx.e^ =A^(x)o^(t)f(x,e t) (féH=V^ , x <= ï^ , tek")

(où A. désigne le caractère non-trivial de K^ de carré trivial).



Démonstration: Cela est clair, d 'après le définition de (V. , 'ÎT ) (ch. I,
——————————— A. A.

$ 4, n° 2) compte tenu du fait que A = « e N .

C . Q . F . D .

REMARQUE. - Si à la place de e on choisit un autre caractère e' = e^ , on

trouve aussitôt que <p , = °<. (r)^

Nous calculons maintenant la trace de l'opérateur ^ °'^A(r) i ) dans

H .

LEMME 4. - On a

Trace^ou^ ^)) = ̂ ^t)6^ •

Démonstration: Considérons la base [f } .< .de H = V définie par
"•——————————————~ . t t fe K /\.

fjx,r) = A ( x ) & ^ ^^^ ( r . t ek" , x e K " )

On a, d 'après la définition de la représentation de Weil avec choix d 'un ca-

ractère (ch I, § 4, n° 4, rem.)

V; î ^ t = ̂ t ( t £ k x ) '
d ' où

^viî^t'v^^t •
Le lemme s 'ensuit .

C . Q . F . D .

Rappelons que la somme de Gauss G(e,o<. ) = / <x ( t )e( t ) est une

racine carrée de <^ (-l)q . Pour la détermination du signe, c f . ch. I, § 2,
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n ° 2, th. 3. Notons ^ l'opérateur ^ défini par ^ = ̂  » d 'après la

proposition 3 du numéro 3. On a alors la

PROPOSITION 6. - Dans l'algèbre commutante A(<x ,/0 , on a

(18) ^ = oc^-Dq3! + (q^DG^e)^ .

COROLLAIRE. - La représentation V(« , ' î î ) (A.6Car(K ) , A^ = °^) se décom-

pose en deux composantes irréductibles non-isomorphes

V(«^) -V^,^)" ©V(^.TÎ/ ,

^
V(« ,TL)1 = Im P. (i = l,q )

0 A. 1

où les projecteurs P- e_t P „ sont donnés par
q

(19) P^=^^G(^.e)-1^ ,

(20) P ^ = -y- q I - G(o^,e)"^ .
q q +1

On a

1_L2. _ . / , ^-1
o •e|

^ i - -• ( 2 ^ \ f-i = 1 2^dim V(o( ,K,) = i(q -1) (i = l,q ) .
0 A.

Démonstration : Cela est une conséquence immédiate de la proposition 6 , compte
^

tenu de la relation G ( ( X , e ) = o< ( - l ) qo o

REMARQUE. - II est clair sur les formules (19) et (20), que P- et P ^ ne
q

dépendent pas du choix de e , puisque il en est ainsi du multiple

G(o(, ,e)~Tl7 de l'opérateur -Afo - i e *€



6. Description de la série de représentations de G associée à P

THEOREME 1. - La série de types d'isomorphie des représentations irréductibles

de. G associé au sous-groupe parabolique P- est formée des six (resp. trois)

séries disjointes suivantes, si car k ^ 2 (resp. car k = 2 )

i) les ^-(q-3)q(q-l) (resp. -(q-2)q(q-l)) types d'isomorphie des repré-

sentations V(<x , 'n : ) , de dimension q -1 , pour «€:Car(k ) , « f 1

AéCarO^) - CarCk") , s^ car k ^ 2 (resp. car k = 2)
1 2

ii) les —(q-1) types d'isomorphie des représentations V(o( ,'ÎL ) , de di-

mension q -1 , pour A. 6 Car(K^), A^" ^ l,o<. .sj, car k + 2 .

iii) les —q(q-l) types d'isomorphie des représentations Vdî'îT^ , de
r\

dimension q(q-l)(q -1) , pour A-CCarO^) - CarCk^ .

iv) les •^•q(q-l) types d'isomorphie des représentations V(1,TT ) , d^

dimension (q-l)(q -1) , pour A-éCarCK^ - CarCk^
1 2

v) les —(q-1) types d'isomorphie des représentations V(« ,10q , de

dimension q (q -1) , pour A-eCard^) tel que A^" = °< , si car k ^ 2 .

vi) les -^(q-l) types d'isomorphie des représentations V(oi ,'îO , de di-
9 1

mens ion q -1 , pour A-CCar^) tel que A?" =« , ^_ car k ^ 2 .

Démonstration: Cela résulte aussitôt des corollaires 1 et 3 à la proposition

2 (n° 2 ) , du corollaire à la proposition 4 (n° 4) et du corollaire à la propo-

sition 6 (n° 5)

C . Q . F . D .

7. Le non-entrelacement des séries associées à P- , P et B

On sait (c f . [14] p . C-10) que la série de représentations irréduc-

tibles de G associée à P^ , celle associée à P« et la série principale

sont disjointes. Ce fait général est vérifié fort aisément par notre méthode.
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En effet, on a déjà vu (§ 2 , n° 2 , cor. 2 à la prop. 2) que la sé-

rie associée à P« et la série principale sont disjointes. On a aussi vu

(§ 4, n° 2 , cor 2 à la prop. 2) que la série associée à P, et la série

principale Sont disjointes. Nous montrons ci-dessous, en particulier, qu'il

en est de même pour les séries associées à P, et P«

Le résultat suivant est immédiat.

LEMME 5. - Soient o<,^ Car(k ) ^ (H,11), ( H ' , T[ ' ) deux représentations

de G . Notons ^.(it* ,x ;o< ,11) le <t; - espace vectoriel formé des applications— o ————— " —

K d^ ( B x k ^ X D ^ dans Hom-(H.H ' ) telles que

(21) K(b 'g , tm" 1 ; vg,ig) = K ( b ' , t ; v,"b)
0 '.

quels que soient b ' € B , t € k^, ( v , b ) 6 D ^ e^ g6G , et

(22) K ( h ' b ' , r t ; sv.hb) = ^ ( r ) I T ' ( h ' ) o K ( b ' ,t; v,ïï)o oi'1 (s)'TC(h)

quels que soient ' h ' , h fc G , r ,s,t 6 k , b ' 6. B , ..,„ (v ,b ) é. D^ .

Alors, en associant à chaque noyau Ké'H(lC',^ ;(K,H) l 'opérateur

&.,é HomJV(a,^),M(-n:',Y)] défini parK. (j ;. - ' • ' t ......

($ f ) (x ) = ^ K ( x , y ) ( f ( y ) ) (f € V ( a , X ) , xéB X k^) ,

yeD^

pn établit un isomorphisme du t - espace vectoriel 3<(îT',ï ;<x,'ïi) sur le

t - espace vectoriel Hom [V(«,TC), MW,^ ) ]

PROPOSITION 7 - Les représentations M ( T ' , ^ ) e^ V(o<,'iï) de. G ne s 'entre-
: ' ' ' • ' . ..- ; . l • ' • « i , . • • . . . • ; •

lacent pas. quels que soient «.yéCa^k^) et les représentations irréducti-

bles X et 'ÏT' de_ G , pourvu que l 'une au moins soi-t dans la série dis-



crête de G—————— o

Démonstration: Nous montrons que 3<(7T ' , y ; « ,Tt) = 0 .11 résulte aussitôt des

relations (2l) et (22) que pour montrer que KfcXCTT' ,y ;o(,'Tï) est nul, il suf-

fi t de montrer que les opérateurs

e e +d
<p -K^),!;^.^)) ,

e, e,+d-^ ^((^.i; -r^y^ '
par exemple, sont nuls. Or, pour tout t e k » il existe g é. G , de multi-

plicateur 1 , tel que e^g = e^+te^ , e-g = e , e g = e (resp.

e^g = e^+te^ , e^g = e« , e.g = te.+e.) . Il s'ensuit alors de (21) et

(22) que 1'on a

(23) 'îl'(^ ^)o(p = (() . (té:k+) ,

(24) TT'(^ ^)o^ = <^ (té.k4') .

De même, pour tout t € k , il existe g é G , de multiplicateur 1 , tel

que e^g = e^ (1^ i ^ 3 ) et e.g = te«+e , d 'où , par (21) et (22),

(25) ((x,̂  ^) = <p ( tCk^ ,

(26) ^oTT(^ ^) = ^ (ték^ .

Comme les représentations de la série discrète de G sont exac-o
tement celles qui n'admettent pas de vecteur invariant par les ( , )

( t^k ) , les relations (23) à ( 2 6 ) montrent que si TC ou T[ ' sont dans

la série discrète alors ^ = ( ) > = o

C . Q . F . D .
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CHAPITRE III

La représentation de Weil de G = GSp(2n,k)

Dans ce chapitre, nous construisons -la représentation de

Weil de GSp(2n,k) et nous faisons quelques remarques générales sur

sa décomposition que nous achèverons, pour n = 2 , dans le chapi-

tre IV (resp. V) pour le cas déployé (resp. non-déployé).

Dans tout ce chapitre, sauf mention expresse du contraire,

comme au paragrapne 1 , on désigne par k le corps fini ]F à q

éléments, sans restriction sur sa caractéristique. On note G le

groupe des similitudes symplectiques GSp(2n,k) en 2n variables sur

k , et G* le groupe symplectique en 2n variables sur k



§ 1. Une présentation de GSp(2n,k)

Dans ce paragraphe, k désigne un corps (commutatif) quelconque.

Nous nous proposons de généraliser à GSp(2n,k) la présentation

que nous avons donnée de GL(2,k) sa GSp(2,k) dans le chapitre I.

1 . - Préliminaires et notations.

Dans toute la suite, nous désignons par G le groupe GSp(2n,k)
des similitudes symplectiques en dimension 2n . Notons A la k-algèbre

M (k) des matrices n x " à coefficients dans k , notons a la ma-
trice transposée de a ç A et A.3 le sous-espace de A formé des
a ç. A telles que a* « a . Notons enfin A le groupe des éléments
inversibles de A . Nous réalisons G comme le groupe de similitudes
de la forme bilinéaire alternée (non-dégénérée) type, notée J , dans
E " k11 C k" , donnée par la matrice ( ° ln) ç M. (k) par rapport à la

h
base canonique de E . U n k-automorphisme g de E appartient alors à

G si et seulement si l'on a

( 1 ) J(gx,gy) - n(g) î ( x , y ) ( x . y ç E)

pour un scalaire n(g) ç k convenable, appelé le multiplicateur de g .
Il s'ensuit que le groupe G peut être décrit comme le groupe de toutes

les matrices g sa ( a , ) ç M^(A) telles que

( 2 ) â c » c*a , b*d » d*b ,

( 3 ) a*d - c*b ç kx

II est clair que les trois conditions ci-dessus entraînent que g est in-

versible dans M«(A) et que a-w-d-c-M-b " n(g) . Dans ce paragraphe et les
suivants, nous nous servirons de cette dernière description de G .
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Nous noterons G' le groupe symplectique Sp(2n,k) à 2n va-

riables, qui est le noyau de 1'homomorphisme p, de G sur kx

Remarquons que si ( , ) ç G (resp.C 8 , ) ç G ' ) , il en est de même

de sa transposéeC« °^) ; ceci montre que l'on a , en plus des relations

( 2 ) et ( 3 ) , les suivantes

(4) ab» " ba» , cd» - de»

(5) ad» - bc» € kx .

2.- Les générateurs de G.

Nous montrons dans ce numéro que G est engendré par des généra-

teurs analogues à ceux de GL(2,k) (cf. chapitre 1 Ç l ^ n 0 ! . )

DEFINITION 1.- Posons

t{(r) » (^) (r ç k^ ,

h(a) - ^OW^ < a ^ A X ) *

u(b) - (^ ^) (b ç A8) ,

, 0 1.
w- ' ̂ l^

Toutes les matrices définies ci-dessus appartiennent clairement à

G . Nous allons voir qu'elles engendrent G . Nous aurons besoin pour

cela de 2 lemmes de géométrie orthogonale. (Pour les propriétés élémen-

taires des formes bilinéaires symétriques en toute caractéristique, nous

renvoyons à [2]) .

LEMME 1.- Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une

forme bilinéaire B symétrique et non-dégénérée. Soit W un sous-espace

de^ V . Alors il existe un endomorphisme s , symétrique (par rapport à

B ), d^ V tel que

i ) la restriction de s _à_ W est un isomorphisme de W sur s (W ) ;



ii) Ims= s(W) ;

iii) s(W) n W1 = 0 ,

(où l 'on note W 1 * or thogonal de W par rapport à B) .

Démonstration :

Soient T un supplémentaire de W dans l'espace V , et C

une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur W . Prolongeons C

en une forme bilinéaire symétrique C, sur V par

C^(w^+t^,w^+t^) = C(w^,w^) w^ç W , t^ç. T .

Comme B est symétrique et non-dégénérée, il existe un èndomorphisme

s de V , symétrique (par rapport à B) , tel que

C,(v ,v ) « B(sv ,v ) pour v-,v dans V .

Il est immédiat que le noyau de s est égal à T , c'est-à-dire

V 3S W ® Ker s ,

et les propriétés (i) et (ii) résultent de là. Enfin, soit w € W tel

que s(w) ê W'1 , autrement dit, tel que

B(sw,w ' ) ss C - ( w , w ' ) s C (w ,w ' ) ,

soit nul pour tout w' ç W . Comme C est non-dégénérée, ceci entraîne

w » 0 , d 'oû s(W) FI W1 = 0 .

C.Q.F.D.
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LEMME 2.- Soit V un k-espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire symé-

trique non-dégénérée B . Notons h* la transposée de h ç End^V par

rapport à B . Soient a , b ç End.V tels que a*b = b*a. Al or ŝ . pour qu'il

existe s ç End V , s symétrique, telle que a + sb soit inversible,il

faut et il suffit que Ker a D Ker b = 0 .

Démonstration : II est clair que la condition est nécessaire.

Montrons la suffisance. Supposons Ker a H Ker b = 0 . Posons

alors V = Ker a © Ker b © W . On a

a : Ker b © W -——> a(Ker b) © a(W)

et

b : Ker a ©W ——::-> b(Ker a) © b(W)

Posons dim Ker a = m , dim Ker b = n , dim W = r . On a alors dim V = m+n+r.

Or l'hypothèse a*b = b-w-a signifie B(ax,by) = B(bx,ay) pour tous les

x,y ç V . 1 1 s'ensuit en particulier que Im a c (b Ker a)1 ; mais, comme
dim (b Ker a)-1- = n+r » dim Im a , on a Im a = (b Ker a)1 .

D'après le lemme 1, il existe alors un endomorphisme symétrique s de V,

tel que

s : b Ker a ——> s(b Ker a) = Im s et s(b Kera^Ima" 0 .

Nous avons donc V :s Im a © Im s .

Montrons maintenant que a+sb est un automorphisme de V . Il

suffit de prouver que son noyau N est réduit à 0 . Or, soit x ê N ,

d'où ax " -sbx . Comme on a Tm a n Im s •• 0 , on a donc



ax " sbx = 0 , d'où x ç, Ker a . Comme la restriction de s à

b Ker a est injective, on a donc bx = 0 , d'où

x ç Ker a H Ker b ,

et finalement x " 0 .

C.Q.F.D.

LEMME 3.- Soient a,c ç A tels que a*c » c*a . Alors les trois condi-

tions suivantes sont équivalentes :

i) Aa + Ac » A ;

ii) Ker a n Ker c « 0 ;

iii) il existe s ç. A8 tel que a + se ç Ax .

C'est une conséquence immédiate du lemme 3 appliqué à V = k11

et à la forme bilinéaire B donnée par la matrice unité par rapport à

la base canonique de k .

PROPOSITION 1.- Les éléments h(a) (a ç. A^ , u<b) (b ç A8) e^ ^

engendrent G/ . De manière plus précise, pour g • (a ")€ G9 , nous avons

i) ai c » 0 ,

(6) g = (^ ^-l) - h(a) u(a"1 b) ;

ii) sj_ c ç. Ax ,

(7) g » h((-c^)"1) u.(c*a) ^(c'^) ;

iii) dans le cas général

(8) g » u(-s) h(-z) wu(-z*c) wi^z^b+sd)) ,

où s désigne un élément de A tel que a+sc ç Ax et où l'on a posé
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Démonstration : Les assertions i) et ii) sont immédiates et iii) découle

aussitôt de ii) appliquée à l'élément w u(s)g

REMARQUE.- Si g ç. G , alors ^(g)"^ € G' et nous obtenons ainsi,

d'après la proposition 1 , une expression explicite de g en termes des

éléments YÎ(t) (t ç k^, h(a) (a ç A^ , u(b) (b ç. A8) et w.

3.- Les relations entre les générateurs de G .

PROPOSITION 2.- Nous avons les relations universelles suivantes entre les

générateurs VUt) (t ç k^ , h(a) (a ç. A^, u0) (b ç A8) e^ w de^ G ,

(i) h'(r)tl(t) » ]l(rt) (r,t ç. k^

(ii) h(a)h(d) = h(ad) (a.d ç A^ ,

(iii) u(a)u.(b) = u.(a+b) (a,b ç. A8)

(iv) d(t)h(a) » h(a)^(t) (a ç Ax , t ç kx) .

(v) ^(t)u(tb) = u(b)l{(t) (b Ç A 8 , ! ç k^) ,

(vi) h(â)u.(b) - ^(aba*)h(a) (a ç A\b ç A8) ,

(vii) w,2 » h(-l)

(viii) w^(t) = fc/.(t)h(t)^ (t ç k^

(ix) wh(a) = à<a*"l)w (a ç A^

(x) wu(a~l)w^(a)wul(a~l)-h.(a) (a ç Ax n A8) .
La vérification de ces relations est un calcul facile.

DEFINITION 2.- Posons

H. = (h(a) |a ç A^

0 = (u(b) |b Ç A 8 ) ,

ff " {^( t ) | t ç kx)

Nous obtenons aisément une première présentation de G .



PROPOSITION 3.- Le groupe G est engendré pur les éléments h(t)

(t ç k^, h(a) (a ç A^, u.(b) (b ç A8) e^ w . Plus précisément on a

G - HHUwUwU - (HHUwU)2,.

Un système complet de relations entre ces générateurs est formé par les

relations i) à^ ix) de la proposition 2 et la relation suivante

W wu(a)wu(b)w = ^(-s^hC^wuCz^ab-inwuCz'^sa-l))

pour tous les a,b ç A8 e^ s ç A® tels que z " b+s(l-ab) ç, Ax .

Démonstration : II suffit de remarquer que la relation (*), que l'on ob-

tient aisément à partir de la relation (8), permet - avec les relations

(i) à (ix) - de ramener toute relation entre les générateurs en question

à une relation du type

(9) (t)h(a)u(b)wu(c)wu(d) " 1

avec t ç. kx , a ç. A^ b,c,d ç A8 , ou

(10) ^(tWahiWwiKc) = 1

pour t ç. kx , a ç A^ b,c ç A8 , ou

(11) h;(t)h(a)u(b) = 1

pour t ç kx , a ç A^ b ç. A8 . Mais ces relations sont impossibles à

moins que t a 1 , (9) est impossible à moins que c s 0 et se ramène

donc, à l 'aide des relations (i) à (ix), à (11), et 0.0) est impossible car

w ^ HU . Enfin, (11) entraîne (en plus de t = 1) a = 1 et b = 0 et découle

donc de (i), (ii) et (iii).
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REMARQUE.- La relation universelle (x) découle de la relation (*) appli-
Y S —1quée à a ç A f 1 A , b = a et s " 0 . Nous allons montrer dans la

suite, qu'en fait la relation (*) découle de la relation (x) .(et des

relations universelles (i) à (ix)). Pour cela nous aurons besoin de quel-

ques propriétés non triviales de l'anneau A dans le cas où le corps de base

k est fini.

4-." Etude de JA^ A8] . lA5!"1 pour k = IP .n q

Rappelons que l 'on note |E| le cardinal d'un ensemble fini E et

que l 'on a posé A ss M (k) . Dans ce numéro nous supposons k a" V - .

LEMME 4.- Supposons k de caractéristique 2. Posons

0(n,q) ={a ç, A^aa-M- » l]

Alors

i) |o(n,q)| = q(q2-l)...q2m- l(q2m-l)B ft" q^'^q^-D
V " 1

si n a» 2m+l, m 2: 0 ;

ii) |0(n,q)| = q(q2-!) .. .q^'^q2111"2-!) q21""1

si n = 2m, m ^ 1

Démonstration :

Le cardinal de 0 ( n , q ) est le nombre de bases orthonormales de

k" pour la forme bilinéaire dont la matrice par rapport à la base cano-

nique de k" est la matrice unité. On démontre facilement, par récurrence

que ce dernier nombre a la valeur annoncée.

C.Q.F.D.



PROPOSITION 4.- On a

i) JA8! » q^+D

ii) lA^A8) - (q-Dq^-Dq4..^11-!) ^ , est impair

JA^A8 ! » (q-DqV-Dq4..^11 ^ ^ est pair

iii) lA^A8! . J^ l i
• s . v V^-"^"'11 '^^ £i n est impair
I" 1 q q

-A-! . (l̂ )(î )...(i,.̂ .) ^ , est pair
q q

^P -s

1^

Démonstration :

La formule i) est immédiate et iii) découle aussitôt de i) et i i ) .
Prouvons i i ) . Nous distinguons les cas q impair et q pair.

a) q impair . - On calcule ̂  fi A ® | à l'aide du fait que
Ax agit sur Ax n As\

par x^ axa» (x ç Ax n A ® , a ç A^ . On sait bien (cf. [2] ou [ 9 ] )
qu'il y a deux orbites dans Ax n A8 suivant cette action et qu'en di-

mension paire, les stabilisateurs associés (à conjugaison près) à ces
orbites sont les groupes orthogonaux 0^(n,q) et 0 , ( n , q ) ; en dimen-
sion impaire,les deux stabilisateurs sont isomorphes au groupe orthogonal
0 ( n , q ) . En se rappelant (cf [ $ ] , [1] ou [7]) que l'on a

|0 ( 2 m , q ) | - 2q(q2-l)...q2m-3(q2m-2-l>(q2m-l,^m-l^ ̂  , ̂  ̂  ̂

et

|o(2n^l.q)| « 2q(q2-l)...q2m-l(q2I^i)» 2^ q^-V^-l) (m ^ 0) .
V"!

m

JS
on obtient aussitôt la valeur donnée pour ^ n A8|
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b) q pair.- Dans ce cas, si x ç Ax fi A8 alors, ou bien x

est alternée, ou bien il existe u ç Ax tel que u-^xus 1 . On voit

donc que si n est impair, l'action de A dans A n A a une seule

orbite et si n est pair, il y a deux orbites, dont les stabilisateurs

sont isomorphes à 0(n,q) et Sp(n,q) . En se servant du lemme 4 et du

fait que

|Sp(2m,q)[ » q(q2-l)...q2m-l(q2m-l)

(cf. [5]» [1] ou [7]), on obtient aussitôt le résultat annoncé.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3.- Posons

W^^1-^-;?-^1-^ •

a(q) -Jï/1 -,* •

II est clair que la limite ocCq) existe et qu'elle est strictement

positive. Nous allons la minorer.

LEMME 5.- Pour 0 <; x < ̂  (VS-D, on a

(l-x)(l-x3)...(l-x2m+l) ^ l-x-x3-...^1^ .

Démonstration :Quels que soient r s 1 et x ç [0,^(V^5-1)[ , on a

(1-x-x3-. . .x^) (1-x2^1)^ 1-x-x3-. . .-x2^ .

d'où

(l-x)(l-x3). (1-x-x3) (l-.x5)...(l-x-...-x2m~l)(l-x2m+l) s>

^ (1-x-x3).(1-x-x3-x5)...(1-x-x3-...-x21^1).

C.'Q.F.D.



PROPOSITION 5.- On a, pour tout entier m s 0 ,

a « . , (q) > a(q) s 1- -^L .zm+i q^

Ceci découle aussitôt du lemme 5 .

COROLLAIRE.- On a

lA^A 8 ) / (A 8 ) > 1 --^
q -1

et en particulier,

i) ^ n A8) / |A8! > I- .si. q > 3 ,

ii) j :> ̂  n A8 ) / [A 8 ] >-| s^ q " 3 ,

(la valeur -r n'étant atteinte que pour n ^ 2) ,

iii) ^ S ̂  n A 8 ) / |A8! > j ^1 q - 2 ,

(la valeur ^ n'étant atteinte que pour n ^ 2) .

PROPOSITION 6.- Quels que soient a,b ç. A8 , on a

| (AX n A8 + a) n (AX 0 A8 + b) | > (1 - -|3- ) |A8 |
q -1

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la relation

2^ n A8) - [(A^ n A8 +a) n (AX n A8 + b)| » ̂  n A8 + a) U (AX n A^^lA8

et du corollaire ci-dessus.

C.Q.F.D.
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5 . - Réduction aux relations universelles (k ^TF.^> TF^ •

Dans ce numéro, k désigne à nouveau un corps (commutatif) quel-

conque, mais autre que ]F^ et ]£„

Le lemme suivant donne la propriété essentielle de l'anneau

A = M (k ) qui permet de ramener toute relation entre les générateurs de

G aux relations universelles de la proposition 2 .

LEMME 6 . - Quels que soient a , b ç. A8 , il existe u ç Ax n A8 tel que

a + u ç Ax et que b-u"1 ç Ax .

Démonstration :

Considérons tout d'abord le cas où k est infini. Soit V (resp.

V , ) l'ensemble des valeurs propres de a (resp. b-) . Choisissons t ç k

de manière que -t ̂  V et t ^ V, . Il suffit alors de prendre u
—1 yégale à l'homothétie de rapport t pour avoir a + u , b - u Ç A

Considérons maintenant le cas où k est fini. Supposons que le

lemme .soit faux. Il existerait alors a , b ç A tel que l'ensemble

^ n A8) n (AX n A8 + b ) ] " 1 n (AX n A8 -a)
soit vide et il s'ensuivrait que

\(px n A8) n (AX n A8 + b ) | + \^ n A 8] <: | A 8 ! .
Par suite, d'après le corollaire à la proposition 5 et d'après la proposi-

tion 6 , on aurait, avec j k j = q ,

q2 - 1 < 3q ,

ce qui est impossible pour q ̂  4

C.Q.F .D .



Dans la démonstration du théorème 1 ci-dessous, nous ne nous ser-

virons que de la variante plus faible suivante du lemme 6 .

LEMME 6 bis- Quels que soient a,b ç A8, a ,b ^ A>< , il existe u ç Ax n A8

tel que a + u ç Ax e^_ b-u~1 ç Ax .

THEOREME 1.- Le groupe G == GSp(2n,k) est engendré par les éléments

h(a) a ( ̂ -1) (a Ç A X )

tfr) = (^) ( r ç k ^

il(b) = (^ ^) (b ç A8)

w = (° 1)w '-lO7

avec les relations

(i) ^(r)^(t) = h(r t) (r , t ç k^ ,

(ii) h.(a)h.(d) » h.(ad) (a,d ç A><) ,

(iii) u.(a)^(b) = u.(a+b) (a,b ç A®) ,

(iv) t{(t)hj:a) = Ma)^(t) : .(t ç k^ à ç A^) , ,

(v) ^t)uj(tb) » u.(b)^t) , ( t Ç k x , b ç A S ) ,

(vi) h(a)uj:b) = u^(aba^(a) (a ç Ax , b ç A8) , ,

(vii) -,w2 =, îlM) > /

(viii) wtAt) ». j-{(t)h(t)w (t ç kx) : , . .

( ix) wh(a) - h(a*~ l)w (a ç Ax)

(x) w^(a~ l)wu(a)wu(a~ l) = Jh(a) (a ç Ax 0 As)

On a en fait G = (HÏiUwU)2 .
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Démonstration : D'après la proposition 3 ( n ° 3 ) , tout ce qui reste à démon-
trer est que toute relation du type (*) dans l'énoncé de cette proposition
découle des relations universelles ( i ) à (x ) ci-dessus.

Posons G^ "H^HUwU (c f . Prop.3). Nous avons alors 1 ̂  G ,
2 -11 ç. G , G a G et en outre, toutes les relations ( i ) à (x) ci-dessus

s'écrivent sous la forme h-h "h pour h , h - , h , , ç G convenables. Toute
relation du type (*) est de la forme h^h^h h » h (h , h , h , h ç G
convenables). Nous allons montrer de proche en proche que toute relation de
la forme

I) 1̂̂ 0 9 h (hi » h « , h ç. G convenables)•L t- 0 i Z 0 0

II) ^̂ a aB ^o (h^,h^,h^,h^ ç G^ convenables)

III) ĥ ĥ ĥ = h^ (h^,h^,h^,h ,h^ ç G^ convenables)

découle des relations ( i ) à ( x ) .

Relations de type I : Les relations ( i ) à (ix) permettent de ramener I.
à la forme

(12) wu(b)w = (At)h(a)u(c)wu(d) ( t ç k^ a ç. A^ b , c , d ç A®,convenables);

ensuite, un calcul facile montre que (12) entraîne

t »1, b = -a»"1, c = a" 1 et d = a

d'où le fait que (12) s'écrit comme une relation de type ( x ) , à savoir

wu^-a"1)^ » h(a) ^(a'^wuîa) (a ç Ax n A8) .



Relations de type II : Les relations ( i ) à (ix) permettent de ramener
toute relation de type II à la forme

(13) wu(b)wg^- u(a)w ( a , b ç A8 , g^ ç G^, convenables).

Notons que si a ou b est inversible, nous pouvons éliminer un w dans
(13) à l'aide de (x) et nous nous trouvons alors dans le cas de type I
Supposons donc a,b ̂  Ax . L e lemme 6 bis montre alors qu'il existe
x ç Ax n A® tel que a + x ç, Ax et b - x" 1 ç Ax . Multiplions
les deux membres de (13) à gauche par u(x) ; or on a , d'après
( x ) , .

u(a + x) w " wg' ,

pour g' ç G convenable, et

u.(x)w = wu(-x~ ) wh(x) u<-x~ ) a wg"

Par conséquent

u.(x) wu(b) wg a3 wu(-x~ ) h(x~1) wu(b-x~1) wg " wg"'g

avec g'" ç G^ , d'après la relation (x) . n s'ensuit que (13) équivaut

(14) g^-g' .

On voit donc bien que toute relation de type II découle d'une relation de
type I à l'aide des relations universelles ( i ) à (x) , et découle donc
de ces dernières.
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Relations de type III : Une telle relation s'écrit, à l'aide des relations
( i ) à ( x ) ,

(15) Ŝ ï̂ g]^ == ̂ c^ ( a , b , c ç. A 8, g^,g« ç G^, convenables).

. S i a ou c est inversible-, on se ramène aussitôt, à l'aide de la rela-

tion ( x ) et des autres relations universelles ( i ) à ( i x ) , au cas d'une re-
lation de type II déjà traité. Supposons donc a et c non-inversibles.

Il existe alors ' x ç Ax D A® tel que c + x et a-x~1 soient inversibles

( c f . Lemmeôbis). En multipliant à gauche les deux membres de (15) par
u(x) , on a

u(x+c)w aB wg' ,

pour g ' ç G convenable, et

u^(x) wu(a) w = wu(-x~ ) h(x~ ) wu(a-x"" ) w ss wg"

pour g" ç G^ convenable, toujours à l'aide des relations ( i ) à ( x ) .

Nous voyons ainsi que (15) équivaut, module les relations ( i ) à ( x ) , à

g" g^ = g' ,

qui est une relation de type II. Ceci montre donc en particulier que les

relations de type W découlent des relations universelles ( i ) à ( x ) .

C . Q . F . D .



REMARQUE.- Si nous prenons pour A un anneau involutif quelconque, à la

place de l'anneau M (k ) , nous pouvons encore définir un groupe, noté

GSp(A) , comme le groupe de toutes les matrices inversibles de M-(A)

vérifiant les conditions ( 2 ) et ( 3 ) du numéro 1 . (En remplaçant partout »

bien entendu, k par le centre Z(A) de A ) . Définissons les éléments

h ( a ) (a ç A^ , V ( t ) ( t ç, Z(A)^ , u ( b ) (b ç A®) et w, de même que dans

la définition 1 ( n ° 2 ) . La présentation de G s GSp(2n,k) donnée dans le

théorème 1 est encore valable pour GSp(A) , pourvu que l'anneau A véri-

fie les deux conditions suivantes ;

(E) Sj. a,c ç A ^ a*c = c*a , Aa + Ac » A , alors il existe s ç A®

tel que a + se ç Ax .

(U) Quels que soient a,b ç A®^ il existe u ç. Ax fl A® tel que

a+u ç Ax ^ b-u~1 ç. Ax .

Les résultats ci-dessus contiennent ainsi en particulier le cas

A » TLl^TL.

6.- Le cas de G = GSp(4,k) pour k = 3E et k » ] F .

Nous montrons ci-dessous que le théorème 1 est encore valable pour

GSp(4^P,) et G S p ( 4 > D 7 ) en démontrant le lemme 6 bis dans ces cas.

a) Cas k ^ T F y .- Le lemme 6 est alors faux (prendre a = (.. ) et b

quelconque ou a = (- , ) et b SB ( / . - ) ) , mais le lemme 6 bis est encore

valable. Ceci se vérifie aisément en déterminant explicitement les ensem-

bles (AX n A® + a) n (AX n A®) (a ç A) .

b) Cas k as ]F^ .- Remarquons que nous avons le raffinement suivant de la

proposition 6 pour b ^ O , a Ç A - A ,
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LEMME 7.- Pour tout a ç. A3 , a ^ Ax , on a (si k est de caractéristique ^ 2)

( (AX n A8 + a) n Ax n A 8 ) ^ (2-lAî Ali -1 4. ^[A8! .
|A 1 q

Démonstration : Comme le cardinal qu'il s'agit de minorer ne dépend que

de la classe de a module l'action x •-> uxu* (u ç A^ de Ax dans

A n A , nous pouvons supposer que a est diagonale de rang ^ n-1 .

Notons A - le sous-espace de A formé des matrices à n-ième colonne

(et n-ième ligne) nulle. Nous avons alors

(AX n A8) U (AX H A8 + a) c A8 - A8
n-1

d'où

2^ n A8 ) - |(AX n A8 + a) n Ax n A8 ) ^ d- •L^\fs\ .
q"

C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 6 bis pour A = M^OFo) :

Si le lemme était faux, on aurait, pour a,b ç A -A convenables,

[̂  n A8) n (AX n A8 + b)]~1 n (AX n A8 - a) = 0 ,
d'où

^ n A8 n (AX n A8 + b)| + ̂  n A 8 ) ^ |A8] ,

ce qui entraînerait, d'après le lemme 7 (pour q = 3) ,

1 s t + ̂  + ̂ ) •

C.Q.F.D.



§ 2. Construction de la représentation de Weil.

Dans ce paragrapne, à l'exception de numéro 1 , la lettre k désig-

ne le corps fini ]F à q éléments, et la lettre A désigne l'algèbre in-

volutive M (k)n

1 . Rappel sur les modules quadratiques sur un anneau involutif.

Nous rappelons ci-dessous la définition d'un module quadratique sur

un anneau involutif A quelconque, due à Tits (£171) dans le cas général

£. - nermitien.

DEFINITION 1. - Soit A un anneau involutif , dont l ' involution est notée

al——^ a^ (a 6A) . Notons A° le sous-groupe de A formé des anti-traces

a - a^ ( a & A ) , posons A = A/A0 et désignons par pr la projection ca-

nonique de A sur A . Posons enfin a S" b jii_ pr (a) = p r (b ) , pour

a , b 6 A .

On appelle A - module quadratique (à droite) la donnée (M,Q,B )

d 'un A - module à droite M , d 'une application JÇ : M ——^ A et d 'une

application sesqùilinéaire à gauche hermitienne B : M X M — — ^ A telles que

i) Q(xa) = a^iç(x)a (xéM, aCA) ,

ii) (Ç(x+y) = 'iç(x) + Q(y) + î(x,y) (x,yéM)

avec B = preB. . On dira que Q est une A - forme quadratique sur M . Si

la forme sesqùilinéaire B est non-dégénérée, on dira que Q et (M, JQ,B )

sont non-dégénérés.
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produit a^ba&A est bien défini , quels que soient a € A , b éA et la condi-

tion i) ci-dessus a donc bien un sens.

2) Le fait que B soit sesquilinéaire à gauche et hermitienne signifie, bien

entendu, que B est bi-additive et que l 'on a en plus

i) B(xa,y) = a^B(x,y) ( x , y ê M , a é A ) ,

ii) ]B(x,ya) = B(x ,y )a ( x , y 6 M , a €A) ,

iii) B(y ,x ) = (B(x,y))^ ( x , y 6 M ) .

3) Dans le cas considéré dans la suite de ce paragrapne, l 'anneau involutif

A est en fait une k - algèbre involutive sur un corps k . L 'applicat ion

Q (resp. B ) est alors automatiquement une forme k - quadratique (resp.

une forme k - bilinéaire) à valeurs dans le k - espace vectoriel A

(resp. A ) .

2 . Le A - module quadrat ique ( M , Q , B ) associé à (E ,Q)

Rappelons que dorénavant on désigne par k le corps fini ]F à
q

q éléments, de caractéristique quelconque, et que l 'on note A l 'algèbre

involutive M (k)

Soit E un espace vectoriel sur k , muni d'une forme quadratique

non-dégénérée Q de forme bilinéaire associée ' B . Posons E = k11 et con-o
sidérons le k - espace vectoriel M = Hom (E , E ) , que nous réalisons dans

la suite sous la forme

M = E = E © . . . © E (somme directe à n composantes).

L'espace M est de manière naturelle un A - module à droite puis-



que A = M (k) s ' ident i f ie à End (E ) , et en fait le produit xa de

x = (x^, . . . ,x ) 6 M et de a = ( a . . ) € A est simplement le produit matri-

ciel du vecteur ligne x et de la matrice a

DEFINITION 2. - Notons iQ la forme k - quadratique sur M à valeurs dans

A , définie par

W ^^ii = q(x^ ( l ^ i ^ n ) ,

< 2 ) ^^ii = B(X! s x^ (1^ L ^4^ »

(3) Q ( x ) . ^ = 0 ( l ^ i < j 4 n )

pour x = (x - , . . . ,x ) é M . On définit la forme k - bilinéaire B sur

M , à valeurs dans A , par

<^) B(x ,y)^ = B(x^ , y ) ( l ^ i , j 4 n )

Pour x = (x^, . . . ,x ) et y = (y , . . . ,y ) dans M . Enfin , on pose

(Ç = pro jÇ ,

où j d 'après la définition 1 du numéro I j on note pr la projection canoni-

que de A sur A = A/A°

Remarquons que, dans notre cas, le sous-groupe A° est formé des

matrices alternées et que la trace de A sur k se factorise donc par A

PROPOSITION 1 . - On a les propriétés suivantes :

i) Si a , b 6 A , pour que a= b , il faut et il suffit que

Tr(ac) = Tr(bc) (c ÇA8) ,
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où

me

ii)

iii)

i-v)

v)

vi)

vii) Tr (bQ(xa) ) =

viii) La

rée

l 'on

des matrices symétriques de

note Tr(d)

forme k -

la trace de la matrice

IB(xa,y) =

B(x ,ya) =

B(y ,x ) =

Q(xa) =

Q(x+y) ==

bilinéaire

A .

a*B(x,y) ( x , y € M , aéA)

B(x ,y)a

(BCx.y))^

aNÎÇ(x)a

(Ç(x) + Q(y)

Tr(aba JÇ(x) )

TroB , à

( x , y € M , a é A )

( x é M , a6A)

valeurs

dé A

+ B(x ,y)

et A

dans

s le

(xêM

k ,

sous-espace for

(x ,yé-M)

(x,y6-M)

, a C A , bCA 8 )

est non-dégéné-

Démonstration: Cela se vérifie sans difficulté; en particulier vii) est une

conséquence immédiate de i) et v ) .

En d'autres termes, ( M , Q , B ) est un A - module quadratique non-

dégénéré sur l'anneau involutif A = M (k) , au sens de la définition 1 du

numéro 1 . En fait, nous avons la

PROPOSITION 2 . - La correspondance qui à chaque k - espace quadratique non-

dégénéré ( E , Q ) associe le A - module quadratique ( M , ^ , B ) défini comme

ci-dessus et à chaque similitude y d'un k - espace quadratique ( E , Q )

dans un autre ( E ' , Q ' ) , associe son extension canonique à M , notée enco-

re y" , donnée par

1f(x) = (yx^, . . . ,yx ) (x = (x^, . . . ,x ) 6 M )



est une équivalence de la catégorie des k - espaces quadratiques non-dégéné-

rés avec la catégorie des A - modules quadratiques non-dégénérés (avec les

similitudes comme homomorphismes) .

Démonstration: La proposition est claire (et bien connue) si l 'on ne considè-

re que les k - espaces vectoriels et les A - modules sous-jacents (ainsi que

leurs homomorphismes). On se ramène donc à prouver que toute A - forme qua-

dratique ]R , non-dégénérée, sur un A - module M comme ci-dessus, provient

d 'une k - forme quadratique non-dégénérée Q sur E . Or il est tout d 'a-

bord clair que ]R = pro]R avec ]R : M——^A telle que

]R(x)^ = (^(x.) (14 i 4 n ) ,

]R(x)^. == B^x^.x.) (14 i ^ j 4n) ,

]R(x) .^ = 0 (14 i < j 4 n ) .

Mais à l 'aide de la relation v) ci-dessus, pour ]R , et pour des matrices

aç A convenables, on conclut aussitôt que Q = Q (1^ i4 n) et que B

est la forme bilinéaire B associée à Q pour l^ i , j4 1 1 » d ' où

]R = Q . Cela achève la démonstration, car si B est une A - forme ses-

quilinéaire (à gauche) vérifiant

^(x+y) = ^(x) +ÏlW + (pr 3B)(x ,y ) (x .y^M) ,

alors nécessairement B = ]B , c 'est-à-dire

B ( x , y ) ^ . = B^x^x.) (x ,y6 M = E"; 1^ i , j 4 n) ,

en vertu, par exemple, de la condition ii) de la remarque 2 à la définition 1

(n° 1).

C . Q . F . D .
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REMARQUE. - Comme pour un A - module quadratique (M,Q,B) sur notre anneau

involutif A = M (k) , la forme (sesquilinéaire à gauche) hermitienne B ,

à valeurs dans A , est déterminée de manière unique par ÎQ , on désignera

souvent un tel A - module quadratique simplement par (M,Q)

EXEMPLE. - Comme exemple naturel de A - module quadratique, on peut citer le

A - module à droite M ' = A V A muni de la A - forme quadratique

( l î ' ( a , b ) = a^b + A° (a,b feA)

et de la A - forme hermitienne B

B ( ( a , b ) , ( c , d ) ) = a^d + b^c ( a , b , c , d é A ) .

Nous le rencontrerons encore au cnapitre IV.

3. Calcul de sommes de Gauss associées à un A - module quadrat ique.

Nous renvoyons au chapitre 1 (§ 2, n° 2) pour le cas des k - espa-

ces quadratiques.

DEFINITION 3. - On note X l 'ensemble des caractères non-triviaux Q de A

tels que ô(ab) = ô(ba) quels que soient a , b 6 A . On pose

(5) ^(a) = 9(ta) ( t & k , a<5A4 ', 06X) .

Pour ^ Ê X = CarCk^ - [ l] , on note ^ le caractère ^ oTrace .

Remarquons que tout &Ê-X se factorise par la trace de A sur k ,

c 'est-à-dire, le monomorphisme \^t—>^[ O^feCa^k^) est une bijection de

X sur ^ (puisque Ker(Tr) = { a b - b a l a , b € A } ) et kx agit donc transiti-



vement sur X par (5) . Il en résulte aussi que tout Q ex se factorise par

A = A/A0 ; nous écrirons alors simplement

< 6 ) 9(a) = ô(a) (aeA)

avec a = p r (a ) = a + A°

PROPOSITION 3. - S^^t_ (M,Q) u^ A - module quadratique non-dégénéré, de

k - dimension 2rn- . La somme de Gauss S_ associée à JÇ (et à 9 f e X ) dé-

^ ~ -finie par

< 7 ) S_(a) = ^ô(aQ(x)) (a6A 8 )
Q x € M

ne dépend pas du choix de 9 dans X , et elle est constante sur A^ C\ A8

de valeur

ECTro^JMl 1 7 2 .

Démonstration: Posons S = S_ . L e fait que S ne dépend pas du choix de
Q

9e-X découle aussitôt de l 'équivalence, pour tout te k^ , des k - formes

quadratiques TroQ et t(Tre^) sur le k - espace vectoriel M de dimen-

sion paire 2rn , et du fait que tout 06 X est de la forme e^Tr , pour

t e k convenable (où l 'on note e un caractère non-trivial fixé de k^ ) .

Pour montrer que S est constante sur Ax P\ A8 , remarquons tout

d'abord que la condition i) de la définition 1 du numéro 1 entraîne

S(a) = S(cac^) (a êA^ C\ A8, c é ̂  ) ;

la somme S est donc constante sue les A - orbites dans A* Q A8 . Notons

ensuite que, d 'après ce que nous venons de voir
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S(l ) = ^ e(Tro(Ç(x)) ;
x6M

mais comme (M,Q) provient d 'un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) sur

k , on a

TroiÇ = Q = Ql. . . . J.Q (somme orthogonale à n composantes),

d 'où

S(l) = S ^ = C S . J " = Ê^AlEl172)" = eCTroÏXMl172

eoQ "

(cf. ch. I, § 2, n° 2, cor. i) à la prop. 2 ) . Pour achever la démonstration,

nous distinguons maintenant trois cas.

i) S^ k est de caractéristique 2 ^t n est impair: Alors A^ F\ A8 a

une seule A - orbite et la démonstration est terminée.

ii) S_i_ k est de caractéristique 2 ^ n = 2m: Alors Ax F\ A8 a deux

A - orbites, celle de 1 et celle de a = (- m) . On a, pouro 1̂  0
x = (x^,...,x^)6M ,

m

Tr(a iÇ(x)) = ^ B ( x . , x . ) ,o - . —• - i - i+m '

d 'où

S(^) = [ H eCBCu.v)) ]" 1 = (El111 = ^Tro^lM)172 ,
u ,v éE

comme voulu.

ii) Sj_ k est de caractéristique ^ 2 : Dans ce cas, A^ Q A8 a aussi

deux orbites, à savoir celle de 1 , et celle de la matrice diagonale a

dont tous les coefficients diagonaux sont égaux à 1 sauf le dernier qui est

un non-carré t ç k^ . Alors

S(a^) = Cs^l)]"-^^) = [S^l)]" = S(l)

puisque, la dimension de E étant paire (égale à 2r , par hypothèse), on



QC^Q .

C . Q . F . D .

^. Définition de la représentation de Weil .

THEOREME 1. - Soit (M,Q) un A - module quadratique non-dégénérée de

k •" dimension paire 2rn . On peut définir une représentation

(W, p) = (W_ , p_) d^ G = GSp(2n;k) , appelée représentation de Weil dé
(Ç Q _ ——————————————

G associée à (M,iÇ) , en posant W = ^^x (^ X = CarCk"^ - [l\) e_t_

en se donnant p sur les générateurs de G (^f. _n° 2) par les formules

suivantes '

<8) tP<h^))f](x,f) = f(xa,^) (aCA")

(9) CpQl'Ct"1))^^) = f C x , ^ ) ( t é^ )

(10) [f>^(b))fl(x,<|») = t (bQ(x) ) f (x ,+) (bêA 8 )

(n) [f(w)f]Cx^) = fcCTro^lMl-1 7 2!! 4 » ( f f i ( x , y ) ) f ( y , d , ) , -
y C M

pour f f e W , x 6 M , ^éX (et ^ = ^OTr)

En outre, si à chaque similitude y d'.un A - module quadratique

( M 1 , ^ ' ) _sj^ (M,ÎÇ) , on associe 1 ' isomorphisme ^ de la représentation de

weil (W, ? ) associée à (M,Q) sur la représentation de Weil ( W ' , p ' ) as-

sociée à ( M ' , iÇ ' ) , donné par

"v
( y f ) ( x ' ^ ) = f ( ïx ' , t \) ( f é W , x ' é M ' , ^ f cX) ,

(^ m e k^ désigne le multiplicateur de y ) , alors la correspondance

ainsi définie est fonctorielle.
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Démonstration: D'après le théorème 1 du paragraphe 1 , n° 5, nous n'avons

qu'à vérifier que les opérateurs que l'on vient de définir satisfont aux re-

lations universelles ( i ) à ( x ) ( c f . th. 1 ) . Cela est clair pour les relations

( i ) à ( v ) et pour la relation ( v i i i ) . La relation (vi) pour nés opérateurs

résulte aussitôt de la condition i) de la définition 1 (n° 1 ) ; la relation

(ix) découle aussitôt des propriétés i) et ii) de B ennoncées dans la remar-

que 2 à la définition 1 , La relation (vit) est aussi claire, puisque l'appli-

cation <j»oB est, pour tout ^.6X , une mise en autodualité symétrique du
groupe abélien fini M'1"

Montrons maintenant que la relation (x) est satisfaite. Notons tout

d'abord qu'en présence des relations (i) à (ix), la relation (x) équivaut à

la relation suivante

.wu(a)w = h(-a~ )_u(-a)wu_(-a~1) (a^A^HA8)

Or on a, pour aéA^O A8 , f f e W , z€M , ^6 X

[p(w)fCu(a))pCw)f](z,v|/) = —— ^ 4{Œ(z+x)+aQ(x)+î(x,y) f(y,^)] ,
• ' x ,y6M

=-1—2... tta'^iKy+z.x^+^x'))! f(y,^) ,
' ' x ' , y 6 M J

=WS-ça~l)^^[-a~l^+z^^^ >
' ' (Ç y6 M

et d'autre part

[(^(^"^^(^^(w^aK-a"1))!] (z,<(»)

^[-a^zJ-^^ ^ t[-a- l(B(z,y)+(Ç(y)]f(y^) ,
|M| y é M

'^^^^^ •



Nous voyons donc que pour que la relation (x) soit satisfaite, il faut et il

suffit que

S_(a) = ̂ (Tr^lMl172 ;
^

comme nous avons prouvé cette égalité dans la proposition 3 (n° 3 ) , cela a-

chève de démontrer que la représentation P est bien définie. Enfin, la se-

conde assertion du théorème est immédiate.

C . Q . F . D .

REMARQUE. - Le théorème ci-dessus reste évidemment vrai si l'on remplace t

par un espace vectoriel complexe quelconque V dans la définition de l'es-

pace W de la représentation de Weil. La représentation ainsi obtenue sera

appelée représentation de Weil de G associée à ( M , Q ) et à V

§ 3 . Décomposition de la représentation de Weil.

Le théorème 1 ci-dessus (§ 2, n° 4) montre que le groupe GO(IÇ) ,

des similitudes du A - module quadratique (M,iÇ) , opère dans la représen-

tation de Weil ( W , P ) de G associée au A - module quadratique (M,IÇ)

Dans la suite de ce numéro, nous posons

F = G0(^)

et nous désignons par f' un sous-groupe quelconque de T .

Nous notons ( E , Q ) le k - espace quadratique non-dégénéré dont

provient (M, I Ç ) par le procédé du numéro 2 du paragraphe 2 . Le groupe 5^

s'identifie ainsi à GO(Q) ( c f . loc. cit. prop. 2 ) .
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1. Les représentations (W['IT3, f ) .

DEFINITION 1. - S^_ ^€F , on pose

-1 -1. niy m
SÏ = (y.x,^ ° ) = (^,...,,x^ ° )

pour Ç = (x,<|>) = (x^, . . . , x^ ; ^ ) éMXX , où l 'on note m le multiplicateur

de y . Posons en outre M s -MXX

Sj_ (V, 7T ) est une représentation de F r C P ? on note (W ^lt5, P )

la représentation de G dont l 'espace W^J est formé des fonctions f de

M dans V telles que

f (y.^) ='ït(y)Cf(p] (yer', ^îô

et l 'action p est l 'action de la représentation de WeU de G , dans

W = V , associée à (M,Q) et à V (cf . rem. au th. 1, § 2, ^° 4) , restrein-

te à W^IT} (qui est stable pour P ) '

Nous avons ainsi une première décomposition de la représentation de

Weil , suivant les:composantes isotypiqûes de l 'action de ["̂  dans W , décri-

te dans la proposition ci-dessous dont la, démonstration est un .exercice facile.

PROPOSITION 1. - Notons I ' l 'ensemble dss types d' isomorphie des représenta-

tions irréductibles de F ' . Désignons par V l 'espace de TCfe 1 ' . Nous

avons alors les décompositions suivantes (où TT^ est la contragréd.ifente. de .'

^ )

W ^ ̂ p ( W O r ] < 8 ) V ) (en tant que G X F' - modules) ,
irer " .

W C^ (y (dim IDWCTT] i (en tant que G - modules) ,
H-fe l ' —————



où l 'action de GXF' dans W est déduite de la représentation de Weil p

pour G et de la représentation <T de_ I"1' donnée par

(<r(y)f)(Ç) = tCï"1^) ( f é w , çeîô .

Nous introduisons quelques notions qui seront utiles dans la suite.

DEFINITION 2. - Soit ( V , X ) une représentation de p' . On pose, pour tout

Ç€M = M X X , et tout sous-espace W d^ V[T(\

w ' ( Ç ) = { f (y | f e w } ,

supp w = { Ç e K l w ' ( ^ ) + 0} .

On dira que W est un sous-espace plein de W[TC^ si 1'on a

w = [féw[x] i f ( ^ )6w ' (^ ) y ^ é % } .

On a alors en particulier, pour IÉ, = (x ,<V)êîf

(1) WlXKt) = Fix^(Stab^,. l? ) = F ix^(0(Q)U Stab . x) ;

s ' i l n ' y a pas de risque de confusion, nous écrirons dans la suite simplement,

(2) stab^, ^ =r. = r ^ ,
(3) W(?r3 (Ï) = V^ = Fix^F^ (^ = (x^)CM) .

DEFINITIONS. - Soient (V,^) e^ ( V ' , ' ^ 1 ) deux représentations de ?'

On note N(Tr',1C) l 'espace vectoriel complexe formé de toutes les applications

N de_ îîxff dans Hom.,(V,V) telles que

(4) N ( Y ' . ^ , y . Ç ) =TÇ' (y ' )N(^ ,yX(y)" 1 (y,y ^p- ,^^'êS)
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Les éléments de N(^'/jC) sont appelés noyaux (X','ÎC) - équivariants, ou

noyaux tout court, s ' i l n ' y a pas de confusion à craindre.

Si (V",^") est encore une représentation de T ' , on a un pro-

duit matriciel évident de noyaux

N(5C",îr t)XN(< î l '^^)——————> WX) ,

donné par

<W(^) = Y_ N^",^).N^^) .

Ç'éîf
La démonstration de la proposition suivante est alors un exercice

facile.

PROPOSITION 2. - Notons R(P) la classe de toutes les représentations de

F . A l o r s , en associant à chaque noyau N C Ndt', 'X) C3r,')Te R(r' ) ) l 'opéra-

teur t - linéaire $^ d^ WÛQ dans W[^'] , défini par

<5) ^N0^ = Z. NC^^Cf^) ) (^îî, f é w m ) ,
^eîî

on établit un isomorphisme de la catégorie linéaire N dont la classe d 'ob-

jets est R(P') et dont l 'espace vectoriel des flèches de source X et but

TC' (It^'êRCr')) est NCTT;ïr) , sur la catégorie linéaire W avec la même

classe d ' ob j e t s et dont l 'espace vectoriel des flècnes de source 7T et but

7:' est Hom (W[,îlî,W[Tt'] ) .

REMARQUE. - La condition (4) appliquée à y'^Stab , (^') = ?. et

yêStab (^) = p. montre que N ( Ç ' , ^ ) s 'annule sur les composantes F. -

isotypiques de V de type non-trivial et que son image est contenue dans

W[TC'K^') ( c f . (1)) ; autrement di t , on a alors de manière canonique, quels

que soient \, '^'êîî ,



(6) N(Ç',^)éHom^(WCrKÇ), WCC'3(^) ) .

DEFINITION 4. - Gardons les notations de la proposition 2. Si $ =$ , on pose

Supp Ç = Supp N

DEFINITION 5. - Pour ^ = (x,^)^ , on pose

V(Ç) =^w = t^eCarCA'1") (avec Q=pro(Ç, ^oTr)

Si l 'on veut avoir 1̂  à valeurs dans A (ou A ) lui-même, on fait choix

d ' u n caractère non-trivial e de k , on pose

(7) e = e oTro
et

(8) ^(x.e^ = dÇ(x) (x6M, tek") .

LEMME 1. - Soient (V,1C) ^f (V ' , ^ ' ) deux représentations de ?' . Soit

ÇéHom (W[X3, WC^'l ) , défini par un noyau N . Sj_ f) commute aux opéra-

teurs pCu(b)) (bêA 8 ) , alors

Supp N C [(Ç^)ÇÎÎ'KÎÏ| Q(^) = V^)} .

Démonstration: En e f f e t , l 'hypothèse sur ^ entraîne aussitôt

^(biÇ(x)) = ^ ( b Q ( y ) ) ( b C A 8 )

pour tout (x , (p ;y , (^)^Supp N . En écrivant <P = ^ pour 16 k^ convena-

ble, il s 'ensuit

Q(x) s tî)(y) (c f . n° 1, déf . 1)

mais pour a , c € I m Q , la relation a 5 c équivaut à a -ss c (c f . n° 2,
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déf. 2 ) , d'où l'assertion du lemme.

Dans la suite, on pose, pour i = 1,2

p.A'^^i

C . Q . F . D .

((l^,^6^^

LEMME 2. - Soient (V ' , TC') ^ (V" ,X") deux représentations de ?' . Soit

W (resp. W" ) un sous-espace plein de W[-ji;'] (resp. ^w[-jr"] ) « stable "par les

opérateurs pGKb)) (b6A ) , admettant un supplémentaire plein W' (resp.

W,' ) , aussi stable par les opérateurs p(j^(b)) (b 6.A ) . Supposons que

pour tout ^éSupp W , K\^Supp W" , la condition îf(Ç) = ^(^) entraîne

que ^ ^t_ Ift sont congrus modulo ?' . Alors, si & est un'opérateur de

W ' dans W" commutant aux opérateurs ûCu^b)) (b 6A8) , il existe une (et

une seule) fonction <D ^e_ V dans Hom.,(V,V") telle que

<p(^ )eHom^(W' (Ç) ,W"(^ ) ) C Hom ( V ' , V " ) e^

i) Supp ^ = pr - (Supp ^) H pr^(Supp ^) ,

ii) ^V = T^XjXÇ)^1^) (yép', ^çr -\€S) ,

iii) (îf)(^) =[T(1i)l (f(^)) ( few, ^ff) .

Démonstration: Prolongeons Ç à W^'l tout entier, en posant (^ = 0 sur

W, . Pour f € W , ^é (Supp W ) Ç} (Supp W") on a, en vertu de notre hypothèse

et du lemme 1,

($f)(^) = [P'r1 Z N(^,y^)f(y.^)
yer'

= |0rb ^|N(^)f(^) ,

où l 'on note N le noyau définissant (î) . Le lemme s 'ensuit avec



<p(1y = lOrblUN(^) (^ÊÎf)

C . Q . F . D .

2. Les diagrammes ^

DEFINITION 6. - Soit (V,7r) une représentation de P' . Pour x,yÇM , on

S^x^^r) = ^ irCy') ( c6A, rék^ ,
y é F ' , m = r

B(x,y ' .y ) = c

S^Cx^iy) = S^Cx^; B(x,y.y) ,m ) ,

P^ = 0(0) H Stab^, x = r^^ (e 6X) ,

V = Fix P' .
x V x

On note S_ le diagramme d 'espaces vectoriels dont les sommets sont

les V (x£M) et dont les flèches, de source V et de but V ( y , x € M )
y - — ^

sont les opérateurs S (x ,y ;y ) (yéC11) . On pose enfin

S, = S^= L ^) ,^
P = P71 = IP'I^S
x x x x

LEMME 3. - Soit (V, X ) une représentation de P . Si x , y é M ( = E 1 1 ) ^

y€p' sont tels que le système de n+s vecteurs ( l^s^n)

(x,y.y s ) = (x^, . . . ,x^,y.y^, . . . ,y.y^) ^ E soit libre, et

^s+1 = • , -• = ^ = 0 ? ̂ ^

S^Cx^;^) = Z <î<:(^•) ,
Ï ' ^RC^)
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où

R(^) = Lo(Q)^yO(Q) ̂  OR ' .

Démonstration: La somme S (x,y;y) porte, en fai t , sur les y'é F' tels que

(cf . § 2, n° 2, déf. 2) on ait m , = m et

B(x,y ' .y) = B(x,y.y) , œ ( y ' . y , ^ . y ) = BC^.y.^.y)

Or le théorème de Wit t montre, puisque le système (x ,y .y ) est supposé

libre, qu ' i l existe alors X - 6 0 ( Q ) tel que

(^.x^y.y^) = (x.y ' .y^)

et par suite, que (puisque m , = m )

y'éO(Q) yO(Q) .. ,

d 'où le lemme.

C . Q . F . D .

REMARQUES. -

1) Si H, H ' sont deux sous-espaces de dimension n de E (où dim E s=

2 r ^ 2 n ) , on peut toujours plonger les espaces quadratiques (H,Ql ) ,

(H' ,Q|u,) de manière transversale dans (E ,Q) sauf si |k |^;3 , r = l = n

et (H,Q| ) ^ (H ' ,Q | , ) . Cela résulte par récurrence du th. 2 du ch. 1, § 2,

n° 2.

2) Notons que l 'on a, de manière générale,

(9) S^.xa^.yb;^) = ^(Y^S^x.y^y^m^)"1 ,

quels que soient x , y € M , a^^-A^, y ,y , ̂ C:?* .



DEFINITION 7. - P^ur. x = ( x ^ , . . . , x ^ ) 6 M = E" , on appelle rang de x e^

1'on note rang x le rang du système x - , . . . , x de. n vecteurs de E

On pose encore

rang(x,^) = rang x (x^M, (péX) ,

rang Orbp, ^ = rang ^ (^éff)

S^_ rang(x,^)< n , on dit que x e^ (x,^) sont dégénérés: de même pour

Orbp, (x,^) . Une réunion de ?' - orbites est dite non-dégénérée si elle ne

contient pas d 'o rb i te dégénérée.

Le lemme et la proposition suivante montrent l'intérêt du diagram-

me Ŝ  .

LEMME 4. - Soient (V ' , 5T ) je .̂ (V",7C") deux représentations de ?' . Soit

WCIÎ'] = W ' ® W ^ (resp. WC^"Ï = W" (& W.' ) une décomposition de W^

(resp. WC'îf] ) en somme directe de deux sous-espaces pleins et G - stables.

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

a) Supp W ^t_ Supp W" sont non-dégénérés;

b) pour tout ^6Supp W , T(6Supp W" , la condition ^(Iç) = ¥(T)) ^n-

tralne que ^ et ^ sont congrus modulo ?'

Si Ç est un opérateur G - équivariant de W dans W" , alors

il est de la forme

($f)(^) = t<Ç»(^)](f(^)) ( f € W ' , ^éff)

pour une (et une seule) fonction <f = <P- d^ S dans Hom ( V ' , V " ) telle

que Supp (p = pr , (Supp Ç) f\ pr,. (Supp ^) et
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i ) f(^) 6 Hom^ (W ' , W" ) ( C Hom (W CTCJ , W ̂ "3,) ) (Ç 6 ÎT)

i0 T<y-^) = ^'(yy^T^Wy)"1 (yer, ^é P^, ÇéS) ,

iii) y(xa,(p) =<(?(x,<(/) (xêM, a € A" , ̂ '6X)

iv) ^S^x^y) = S^x.y.yXj^y) (x,y€M, ^eP')

en écrivant <(>(z,^) = y(z) pour (z,U/)éîÏ , d'après iii).

En particulier^ si ?' = P , on a

v) ^(x^'Cy)?^' = P^'r'C^yCy)

pour tous les x , y 6 M , y ê P ' tels que le système de 2n vecteurs

(x,^.y) soit libre dans E (cf . lemme 3).

Démonstration: D'après le lemme 2, il existe <D : 3——>.Hom-(V',V") avec1 (C
le support voulu et telle que i) et i i) . La relation iii) est une conséquence

immédiate du fait que (5 commute aux opérateurs PCh(a))PCw) pour tout
\^ ^ y

a ^ A ' , nous avons, quels que soient f é W , ( x , \ b ) 6 M , et a £ A ,

(10) y(x,a/) ̂  ^( B(xa,z))f(z,^) = ^ l>(E(xa,z)) (z ,<(/)£ (z, 4») .
z € M z é M

Or, si a f c A - A^ , alors, d 'après a) , xa^Supp W U Supp W" , et par suite

nous avons encore (10), réduite à l ' identi té 0 = 0 . Comme

^ ( B ( x a , z ) ) = ^ a ^ ~ E { x , z ) ) pour .^6X, a £ A , x , z 6 M , et que les caractères

^ pour a £ A (^€ rX fixé) forment une î - base de î; , on en conclut que

(11) 9(x,4>) ]T f (z ,^ ) = ^ ((>(z ,^)f (z ,^) )
z C M z 6 M

B(x ,z ) = c B(x , z ) = c



pour tout xéM , »(>&X , f f eW . Il suffit alors d'appliquer (11 ) à la

fonction f » f^^ ( (y,^)eff, v6W(y^) » w ' ( y ) ) telle que

Supp f = Orbp, (y,^) et que f ( y , ^ ) » v , e t à c = B ( x , ) ( . y ) (^P')

pour obtenir iv) dont v) est une conséquence immédiate, d'après le lemme 3.

C .Q.F .D .

REMARQUE. - Si F' =P alors l'hypotnèse b) dans le len»e ci-dessus est une

conséquence de l'hypothèse a), en vertu du tnéorème de Witt (cf. W ou [53).

3. Tronquages.

DEFINITION 8. - Pour tout a dm Q , on définit un opér.^. T du î -

espace vectoriel W[7C1 , appelé opérateur de tronquage au dehors de la

sptière de rayon a , par

Y0^^ = ̂ (x)^'6^ ("WOT, xSE2 , t^)

(e éX , fixé) .

LEMME 5. - Pour tout aCIm (Ç l'opérateur T^ est combinaison linéaire de.

opérateurs de Weil ^ = PCu(b)) , (bÊA8)

Démonstration: On a, pour b feA3 , fewtit l

^f)(x,e t) =^b ( t^ i^x)) f (x,e t ) (x6M, t6kX)

Or, les caractères e^ (beA 8 ) ' forment une base de l 'espace de toutes les

fonctions complexes: (< . , symétriques (c'est-à-dire telles que ^(a*) = <^(a)

(aÉA) ) sur A . D'autre part, d'après la définition 2 du numéro 2 du para-

graphe 2, on voit aussitôt que Im Q ne contient jamais simultanément une

matrice ce A et sa transposée c» , si c + c» . O n en conclut que toute
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fonction complexe sur Im (Ç se prolonge en une fonction symétrique sur A

Soit a 6 Im (Ç ; si nous prenons ' X - é t (bé:A ) tels que la restriction de

ç^
sur Im (Ç - f a j , nous obtenons

\e à Im (Ç soit la fonction de Dirac & , égale à 1 en a et 0
b

\ - Ç ̂ A

C . Q . F . D

4. Le cas où ?' est d'indice 2 dans ? .

Nous considérons ici le cas, que nous rencontrerons dans les cnapi-

tres suivants, où P est le produit semi-direct n'.^l,"!^ du sous-groupe

(distingué) P' et du sous-groupe ^1»T^ où T est une involution. La si-

tuation est décrite dans la proposition suivante, dont la démonstration est

une vérification facile.

PROPOSITION 3. - Soit (V,T) une représentation irréductible de ?' . N^-

tons (^f,tt) l ' induite de (V, 'JC) a, ? ; autrement dit, on a

V = V ^ V ,

Ï(^) ^(y1)®^^') (avec ^(y') =T(T^'T) , y' 6 r" )

T T ( T ) ( v , v ' ) = (v ' .v) ( v , v ' 6 V ) .

On définit alors un isomorpnisme ^> d^ (W(.'ÎC3, P ) sur (WÇin, (>) , en posant

$f)(^) = (f(^),f(T^)) (fewCîn, Ï,€ï) .

Lorsque J^ est réductible (c'est-à-dire lorsque ^ si 11 ) , on a



wC%3= wCt^Qwttf"] = (i^ïXDe (w'nn) ,

où l'on note (7,ff ) = (y\ ̂ +) ©(^ " , î f " ) la décomposition en composantes

irréductibles de 7T , donnée par ̂  = %
V1

^ = {(v, ±<|»(v)) | v ê v }

( y étant un isomorpnisme involutif fixé de (V,'îl ) sur (V, •K1) ) , et

d'autre part

W±[T] = { f é W T O | f(T.^) =^(f(Ç)) V ^ ê î î } .
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CHAPITRE IV

Décomposition de la représentation de Weil en rang 4 (cas déployé),

Dans tout ce chapitre, on garde, sauf mention expresse du contraire,

les notations et conventions du chapitre III, appliquées au cas n = 2 ,

r = 2 et ( E , Q ) déployé. On désigne en outre par K l'unique extension

quadratique de k , et par N (resp. Tr ) la norme (resp. la trace) de K

sur k . On pose G = G L ( 2 , k ) = Ax .

Dans la suite, on n'emploiera pas la notation M = E (resp.
~ 2 2M = E x X ) du chapitre III, mais simplement les notations E et

'E = E2 X X .

§ 1 . Structure ? - équivariante de E = E X X

Dans ce paragraphe, nous donnons une réalisation convenable de

P = G O C Q ) et nous décrivons les P - orbites dans Ï .

1. Réalisation de (E ,Q) et de P = GO(Q) .

Nous choisissons le modèle suivant de (E ,Q)

DEFINITION 1. - On pose

E = A ( = M ^ ( k ) ) ,

Q(a) = det a (a ç. E)



Il est alors clair que (E,Q) est un k - espace quadratique non-

dégénéré de rang 4 . La forme bilinéaire B associée à Q est donnée par

(1) B(a,b) = a^b^ + a^ - a^b^ - a^b^ ( a,b £ E)

Rappelons que l'on a posé

G = GL ( 2 , k ) = A^ .

PROPOSITION 1. - Chaque h = (h^,h^) ç G X G définit une similitude <P

de Q , de multiplicateur det(h,h ) , donnée par

<p^(a) = h^ah^ (a ç E) .

Notons 9 l'homomorphisme h\—^® de G X G dans P On a alorsl ———————————— ' T h — o o ——— ————————

0 Ker y = i(t, t"1)|t ç. k^l ;

ii) le groupe "P est le produit semi-direct de l'image T' d^ 9 et du

sous-groupe S I , T J , ^u_ T désigne la transposition dans E , avec la

relation

(2) ^(h^)^ = T(Î ) ^r^ € Go)

Démonstration: L'assertion i) ainsi que la relation (2) sont immédiates. Il

ne reste à montrer que

I m < i > . l l , T | = F .

Or, comme T ^ Im <P , on a, d 'après i) ,

| l m < y . i l , T | | = 2|kx^ l |GJ2 = 2(q-l)3q2(q+l)2 ,

mais d 'autre part, on a
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|0(Q)| = n.,(4)n,,(2) ,
n. H. . ;

où l'on note n (2s) le nombre des paires hyperboliques dans un espace quaH
dratique non-dégénéré, déployé, de dimension 2s sur k ; on trouve alors

aussitôt

|0(Q)| = (q^lKq+Dq^Cq-l) ,

d'où

|r| = (q - l ) |o (Q^[ .= ̂ (q-DVCq+l)2

et par suite, I m ( ^ . j l , T | = P .

DEFINITION 2. - Dans la suite de ce chapitre, on pose

G ^ X G ^ H ,

IIL = m(<P ) = det(h h ) (h = (h^,h^) ç H)

2 . Les H - orbites dans îf = E X X .

2Nous considérons maintenant l'extension naturelle à E et à

de l'action de H = G X G dans E comme groupe de similitudes de Q

définie au numéro 1 (prop. 1 ) .

DEFINITION 3. - Pour h = (h^ ,h^) ç H , on pose (c f . déf . 2)

h.a = h ah^ (a ç E) ,

h .x = ( h . x - , h . x ) (x = ( x - , x ) ç E )

h.^ = (h.x,^) (^ = (x,^) ç 'E)



On détermine sans difficulté les H - orbites dans E , dont nous

donnons un système complet de représentants dans la table 1 . Les notations

employées dans cette table, que l'on gardera dans tout ce chapitre, sont don-

nées dans les définitions suivantes ,

DEFINITION 4. - Pour a ç G , on note <a> la classe de conjugaison de a

dans G et l 'on note C(a) le centralisateur de a dans G . On poseo —————————— —————————^—————— ——— ^ ——^——

en plus

y^ = <S ^ <1 e kx) .

YC f ̂  ̂ ^ (° e ̂  - k><) ,

d('-.s) = (^ ^) (r,s Ck^) ,

â('-,s) = (°, ^) (r,s ç k-") .

DEFINITION 5. - Si L est un sous-groupe de G , on le plonge dans H par

D(L) = ICa.a'^"1) |a ç. L\ .

On pose en outre

^«sO^^l

^ ^ i^l 8 ^ k + ! '

H^ = , j h ç H|m^ = 1; .

Remarquons que le groupe G X kx agit dans E' par

^ i--1

(3) (x^Ka^t) = (xa,^ ) ((x,^) ç E , a ç G , t ç k^ ,

où l'on désigne, comme dans le chapitre III (§ 2, n° 1) , par xa le produit
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^
matriciel du vecteur à deux composantes, x = ( x , , x ^ ) ç E et de la matrice

a ç. G = GL( 2 , k ) . Cette action commute à l'action de H que nous avons

considérée; nous donnons la liste d'orbites de l'action produit dans la table

2. Notons encore que cette action produit respecte le rang, au sens de la dé-

finition suivante ( c f . ch. III, § 3 , n° 2, déf. 6 ) .

^
DEFINITION 6. - On appelle rang d'un couple x = (x- ,x- ) ç E , et l'on

note rang x , le rang du système formé des deux vecteurs x, et x- dans

E . On pose

rang(x,<|/) = rang x ((x,'(0 ç E')

et l 'on appelle rang d'une orbite (suivant H , G X k>< ^u_ H x (G X k^

le rang commun de ses éléments. On dit enfin qu 'un élément de E , ou une or-

bite, est dégénéré si son rang est plus petit ou égal à 1

Dans les tables 1 et 2, nous avons enuméré les représentants par

rang décroissant et séparé par des traits gras les fibres du rang.

Dans la table 3, nous donnons les valeurs de ^ (cf . ch. III, § 2,
^

n° 2, déf. 2) sur les E - composantes des représentants de la table 1.

3. - L'action de la transposition T

L'extension naturelle de T à E , notée encore T , est donnée

par

(4) T(x;<(») = (Tx;^) = (Tx^.Tx^) = (x^.x^)

pour x = ( x , î X » ) 6 E , ^ ç X . Son action sur les représentants de la table

1 est donnée par la



PROPOSITION 2. - On a, avec w, = .a(1,1) ,

i) T(l,y^) = (w^w^.d.y^) (t çk^ ^ ç x ) ,

ii) T(l,y^) = 01(1,-N(c)), ^(l.N^)"1))^!^^) (c ç Kx - k^ ̂  ç X) ,

iii) T(l,.a(0,l);^) = (w^,w^"1 ) . ( l , a (0 , l ) ;^ ) ( ̂  ç X) ,

iv) T(.a(0,l),l;^) = (w^w^"1 ) . ( a (0 , l ) , l ; ^ ) ( + ç X ) ,

v) T ( d ( l , 0 ) , a (0 , l ) ; e ) = (^(1,0), a ( l ,0 ) ;e ) ,

vi) T fixe tout autre représentant de la table 1.

Cela est immédiat..

§ 2. Les représentations W0T ̂  ] .

Nous gardons, dans ce paragraphe, les notations du paragraphe 1 , aux-

quelles nous nous referrons constamment.

1 . Définition des représentations W[îT-,,X«]

D'après la proposition 1 du numéro 1 du paragraphe précédent et la

proposition 1 du paragraphe 3 (n° 1) du chapitre III, on est amené à poser la

définition suivante ( c f . déf. 1 , loc. c i t . ) :

DEFINITION 1. - Soient (V ,-ÎT, ) et (V , - , ' ) ï - ) deux représentations de G
i 1 ———————— ^ ^ —————————————————————————————C—————————————————————————————————————————————————————————— Q

telles que 'ÎT^(t) ;8)"n^(t) = Id pour toute matrice scalaire t de G

on dira alors que '5f^ et ̂  coïncident sur les matrices scalaires. On note

dans ce cas (W[î^ (8)^], j») la représentation de G = GSp(4,k) dont l 'es-
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pace WpT 0 X^ ] est formé de toutes les fonctions f de_ Ï = E x X dans

V, <8> V« telles que

det(h h )~1

(1) f (h^ah^, h^bh^;^ 1 " ) = [^(h^) (g) ̂ (h^) ]f(a,b ;<|»)

quels que soient (.h, ,h^) ç H = G x G , (a ,b) ç. E , ^ ç X , et dont

1'action p est donnée par les formules (7) a; (10) du théorème 1 du numéro

4 du paragraphe 2 du chapitre III, appliquées au cas n = 2 , à l 'espace

quadratique (E,Q) = (M.(k), det) de rang 2r = 4 , et à V = V-, <S> V^ à
Z —————— ———— i 2. —

la place de î (cf . rem. au th. 1, loc. c i t . ) .

^L A<

Notons (V , Î T ; 1'anti-représentation duale d 'une représentation

( V , T T ) d 'un groupe fini L . Notons encore T la transposition a \-^ a

dans G = GL(2 ,k) . Pour toute représentation TT de G , posonso - o

(2) $ = (ICoT)^ .

Alors

(V^fr ) ^ (V,'ÎT) .

Cela est immédiat, en considérant les traces des deux représenta-

tions et en remarquant que tout élément de G est conjugué à son transposé.

En remplaçant maintenant (.V«, 'JT-) par (V^,*î r ) dans (1), et en

se servant de 1'isomorphisme bien connu

(3) (V^ 0V^,"3T^ <8»7^) ————^ (Hom^(V^.V^), [X^'îf^T])

(avec

[X^(h^), (7T^eT)(h^)] = 'J^(h^)o<PoCJ^oT)(h )

^
pour h - , h^ ç G et y ç Hom-(V.,, V , ) ) , on obtient la définition équiva-



lente Ce'est-à-dire, fournissant une G - représentation isomorphe) suivante

DEFINITION 1 bis. - Soient (V^,T^) ^ (V^,^) deux représentations de

G^ telles que Bq (t) , 7^ (t) ~1 ] : <j) (—^ •«-^ (t)o<poil^ (t)"1 (<y ç Hom^(V^,V^))

soit l'identité pour tout t ç G „scalaire ; on dira alors que 1C ^ Tï

coïncident sur les scalaires. On note (W['ÏT ,'ÎT], p) la représentation de G

dont l'espace w[7T, ,7L ] est formé de toutes les fonctions f d^ Ï = E x X

dans [V^,V^] = Hom (V^,V^) telles que

W f ( h ^ h ^ ) . Ç ) =7^(h^)of(Ç)o^(h^) (h^, h^ ç G^, ^ ç E) ,

c 'est-à-dire

det(h h )"1

(5) f(h^ah^ h^; ^ ) = ̂  ( h ^ ) o f ( a , b ;^)o^ (h^) ,

quels que soient h^, h^ ç G^ , a, b ç E , \^ ç X , et dont l'action 0

est donnée par les formules (7) a, (10) du paragraphe 3 Cn° 3, th. 1) du cha-

pitre III, appliquées au cas n = 2 , à l 'espace quadratique

(E,Q) = (M^(k), det) de rang 2r = 4 et à V = [V^,V^] (cf. rem. au th. 1,

loc. cit.).

Nous aurons le plus souvent à employer la définition 1 bis. Dans

les cas qui nous intéresserons d 'ai l leurs, 7Ç. et 7C,, agiront comme des

homothéties sur le centre Z de G . Dans ce cas, le fait que TC et TT

coïncident sur les (matrices) scalaires signifie que les rapports des homo-

théties 7T-,( t ) et *n^(t) coïncident, pour tout t ç Z

2. L'action de la transposition T

Rappelons que l 'on a posé
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T(a,b;(|0 = CTa,Tb;(p) = (a^,b^) ((a,b;^) ç Ê') .

<^
On note aussi T la transposition dans G = A

PROPOSITION 3. - Pour toute paire d'espaces vectoriels V ' , V" , notons S

1'isomorphisme canonique de V ' ® V" sur V" ( 8 V ' donné par

(6) S(v ' 0 v") = v" (8> v' (v' ç V, v" ç V") ,

Etet posons^ pour toute f ç (V ' <S> V") ,

(7) î'(f) = SofoT .

Alors^ si ( V - , ^T,) j^C (V^, ̂ ) sont deux représentations de G

qui coïncident sur les matrices scalairesj on a

ï : (wpr^], p) ——»(wix,/ïq], p)

(Ï)2 = > I d

2Démonstration: Cela résulte aussitôt des relations T = Id et

TO<P^ i, t = T^ i, ^OT ^h! îho € G )T(,h,,h«^ i{.a.-,h.) 1 2 o

( c f . § 1 , n° 1 , prop. 1 et § 2 , n° 1 , déf. 1) .

C . Q . F . D .

DEFINITION 2. - Soit (V , , X i ) une représentation de G . On note

(W^TTT, 0'K,], ) (resp. (W" (T-,7r, ], ) ) la sous-représentation de

(W['5r,,T], ) dont l 'espace W4'[îf, ,'ÎC, ] (resp. W~[5T-,TC] ) est l'espace



propre correspondant à la valeur propre +1 (resp. -1 ) de l'involution ¥

d^ (W[^,T^], (>) .

Considérons maintenant la définition 1 bis. Identifions canoniquement

tout espace vectoriel V à son bidual (V^)^" . Nous avons alors la

PROPOSITION 3 bis. - Soient (V, -?[') , (V", îr") deux représentations de

G qui coïncident sur les scalaires. Posons, pour toute f ç [V ,V ] =

=Hom^(V^) ,

(8) ^f = (foT)^ ( ç [V^V^-] ) .

Alors, on a

^ : (wK^L p) ———» (w^.^i, p)

et

^)2 = Id .

Soit vr un isomorphisme involutif de (V ,7C) sur (V,7C) , où

l 'on désigne par (V, 'ÎÇ) une représentation de G . On pose

<9) (î^f)(Ç) = <To[(foT)(^)]^ ( ^ € E )

r̂ >
Alors T est un automorphisme involutif de (W[7Tï7r], P )

Cela est immédiat.

REMARQUE. - Si ( V , ÎT) est irréductible, alors 0" est unique au signe près.

Par suite, T ne dépend pas du choix de 0" ; on pose donc
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(10) Ï = Ï^ .

DEFINITION 2 bis. - Soit (V,î(") une représentation de G . On note

(W'^IÏL'îQ, p) (resp. (W~ [•ïr,'îT], P) ) la sous-représentation de (W['ÎT,5î], P )

dont l 'espace est l 'espace propre correspondant à la valeur propre +1 (resp

-1 ) de l ' involution T (pour un isomorphisme,involutif <T" fixé, de

(V^,W) sur (V,^-) ) .

Bien entendu, nous avons alors

(w^îr], p) ^ o^-ix^], p)

3. Description des espaces w[îT- ,îf ]

Nous nous proposons de décrire les espaces (c f . ch. III, § 3, n° 1,

déf . 2)

(11) W[7^,X,](Ç) = l f ( Ç ) | f ç W[^,^-]}

pour ( ( V - , , 3 L ) , (V^, îC^)) parcourant l 'ensemble des types d'isomorphie des

paires de représentations de G qui coïncident sur les matrices scalaires

et pour c, parcourant l 'ensemble de H - représentants dans E donné dans

la table 1.

On a

W0r^](^) = Fix^^^(Stab^ ( Ç ç Ê-) .

c'est-à-dire

(12) W[^,^](^) = j<|>: v^vj'îqai^oy = <yo^(h^"1) V(h^h^) ç Stab^j .



En particulier, si Stab I; est de la forme D(L) pour un sous-

groupe L convenable de H (cf . § 1, n° 2, déf . 5 et table 1), on aura

(13) W[^,^] = Hom^[(V^), (V^X,)] .

Dans la suite, nous emploierons les notations des représentations

de G introduites dans le chapitre 1 (§ 4, n° 4, notations).

PROPOSITION 4. - Soient A , $ ç CarCK^) - CarCk^ , tels que M = $[
^ [k^

On écrit alors A = (0-.Ç (<0, ç Car(U) ) . Considérons les représentations

(V. ,50 , (V- , 7T) de la série discrète de G
A. A. î Ç ———————————————— °

Alors on a:

i) Sj_ X ^ TTç le support de W[X ,'ÏT-] est réduit aux H - orbites non-
A. ï A. $

dégénérées sur lesquelles 3) ne s 'annule pas. Si A. = $ alors le support

contient en plus les H - orbites de (l , t ;^) (t ç k^ <b ç X)

il) W[7C î ^x l^ î Y ^ e ) est formé, pour tout c ç. K^ - kx , des applica-

tions fû de V- dans V qui envoient chaque droite propre V pour

C ( y ) (cf . ch. I, Ç 6, ji.0 1, déf . 2, table 3 et ce chapitre, § 1, n_° 2, déf . 4)

( C û ç C a r ( U ) - ll,^"1}) dans V^1 . En particulier (cf . loc. ci t . )
A

dim W[T , Î T l ( l , y ;e) = q - 3 + 2(S. , ;+S ) .
A. î c A,$ y^q^

iii) W['5C , ̂ ' ."|Cl,a(0,l);e) est formé des (p ç Hom-(V- , V ) pour lesquelles
A. S y" ————————— T Œ $ A —————————

kil existe v ç C telle que

(<Pv')(t) = v ( t)v '( t ) (t ç k>< , v' ç V,) .
9 $

iv) W[7C , 7C-.](^(1,0), d , (0 , l ) ;e ) est formé des ® ç H o m - ( V - , V ) pour
A. <f. • v $ A.

lesquelles il existe u : Car(k ) ——^S; telle que

<(W = u(0()« (p( ç CarCk^) .
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Démonstration: L'assertion i) résulte aussitôt de (13) et du fait que les

stabilisateurs dans H de la table 1, qui ne sont pas de la forme D ( L )

pour LCG , contiennent tous, soit U X { l j » soit { l j x U , et que

les représentations de la série discrète de G n'admettent de vecteur non-r o

nul fixé par U . Les assertions ii) à iv) résultent de (8 ) et des résultats

du numéro 1 du paragraphe 6 du chapitre I.

C . Q . F . D .

D'après la proposition 3 du numéro 2 , outre le cas où ^C, et '51

appartiennent à la série principale, il suffit de considérer le cas ci-dessous,

où, rappelons-le, on pose ^ =<^o^+<^ ^oc ̂  CarCk^)

PROPOSITION 5. - Soient (V , ̂ ) = (V , T T ) et_ (V^,^) = (V^ , ^3)

ou, A € CarCK^ - CarCk^ , <C, p ç. Car (k^ , ̂  = o^ 0_e.

AA^ = (^oN)(j5oN) dans CarCK^) ) . Nous réalisons ces représentations par

leurs modèles de Weil réduits (cf . ch. I, § 3, n.° 3 e^ § 4, n° 4) .

i) Le support de W(jÇ,,îî'«] est la réunion de toutes les H - orbites non-

dégénérées sauf celle de ( jd( l ,0) , a (0 , l ) ; e) .

ii) W[5T^,^](l,y^;e) = !<(>: V^->vJ <(>(VJ) C ((XVJ) V $ ç CarO^), Ç^1 = «pi

pour tcrut c ç I^ - k>< (cf . ch. I, § 6, n,° 1).

iii) W[îi- ,X«](l , a_ (0 , l ) ; e) est formé des applications <p : ^—^V, telles

qu ' i l existe Y : k U j») —> Œ avec S u p p Y C ^ e_t_

(^v)(t) = A (t)v(t) (v ç V^ , t ç k^ .

iv) WCïC-.'îî ](^(1,0), d/0,1); e) est formé des applications (f de V

dans V, telles que

<p(V^ ).) C (V^ )„ (y ç Car (k><) )

<££• l̂l- I» § 6» !1° 1 ) -



v) W[^,^](d(l,0), a( l ,0) ; e) =

= i<(>: Vz"-^! 1 ^PP T c •v ^ ̂  1 ^PP ^^ i0»00! i 1 •

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la table 1, de (8) et

de la table 3 (cf ch. I, § 6, n° 1) du chapitre I.

C.Q F . D .

Comme l 'on a, de manière générale

(14) W[7q©iç , -ÎCp^ ] = w[^ ,1̂  1 @ W[^ ,X, ] ® Wpq ,X, ] © W[^ ,^]

pour des représentations ^, ̂ , ̂ , ̂  de G^ telles que X et •5T ainsi

que X ^ et 'SL^ aient une même restriction aux matrices scalaires, la des-

cription de W[^ , 1^] et de W[X^ , 5^-1 C^ ç CarCK^ - CarCk^, o( ç CarCk^)

se lit aussi dans la proposition ci-dessus. Nous appliquons cette même remar-

que dans la suite.

La proposition suivante résulte aussitôt des définitions (cf. table

1 et (8)).

PROPOSITION 6. - S^nl (V,. ̂ ) = (V,^ . î^) . (V,, T^) = (V^. , . ̂ , )

(«,?>, ̂ ',P' ç CarCk^, «^ = «'^ . On a alors

i) W[jr^,î^](l,y^;e) est formé, quel que soit c ç K>< - kx , des applica-

tions <û de_ V dans V, telles que

T<V^V^ (cf. ch. I, § 6, n° 1)

pour tout A. ç CarCi^) tel que ^q+l = A 'A ' ( = Otft)

ii) W[^,î^](l, ^(0,1); e) est formé des applications ff de_ V dans

V-, telles que
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^M (^ëCa^))

(cf . ch. I, S 6, n° 1) .

iii) WQ^,^](d_(l ,0), d,(0,l); e) est formé des applications y de V

dans V, telles que

< p ( ( V ^ ) . ) C ( V ^ ) . ( yçCarO^) ) .

iv) W0q/î^](^(l,0), .a(l,0); e) = If: V^vjKer<p ^ (v^) [

1 ̂  (= CarCk"^)
(cf . loc. c i t . ) .

v) WpT^,^]y(l ,0), .a(0,l); e) = j<y: V ^ - . > v J l m ^ C ^ ( V ^ ) [ (cf . loc. c i t . ) .

vi) Wpq/Ï^JCdd^), 0; e) =

= ff: V^V^|Ker<(>3 ^ .(v^) et Im^C^V^i

1 ^ ^ ç Car(k4')

(cf. loc. cit.).

vix) W[1T,,X,](0,0;e) -S.̂ ,,̂  ,

où V est le sous-espace de H o m - ( V ^ , V , ) formé des applications (t> telles

que Ker^'H^ ^ I m ^ C U 1 , .

Nous donnons les dimensions des espaces WJX, ,ÏL> "l(^) dans la table

4.

4. Description des espaces propres W—[JC,îr'3 .

. ' /'

LEMME 1. - Avec les notations de la définition 4 du paragraphe 1 (n° 2 ) , on a

i) ' T(l,y^) = (h^h^.d,^;^) ( c Ç K > < - k^, ^çx)

avec



, ,1 0 .
\ = ^ -NCc)^ ;

ii) Ty(r,s), .a(r ' ,s ' ) ; ^) = (1 ,w ' ) .Wr ,s ) , ^ ( r ' ,s ' ) ; \b )

(r ,s,r ' ,s ' ç k) avec

W = (^) ^(1,1) .

Cela est immédiat.

PROPOSITION 7. - ^i ^ ç Ê' n 'appart ient ni à la H - orbite de

(.d(l,0), .a(l,0); e) ni à celle de (^(1,0), .a(0,l); e) , alors

T ^ = (h^ , h^).^ ,

pour un h ç, G , symétrique, convenable.

Démonstration: Cela résulte aussitôt du lemme ci-dessus et de la table 2,

car l'action de P = H . | l , T f dans E' commute à celle de G X ̂
o

C . Q . F . D .

LEMME 2. - .Soj_t ^ ç 'E congru à son transposé modulo H . Soit (V, 50

une représentation de G^ . Alors, pour tout f ç. Wpt,T] , on a

(y)^) =v^(f^))

pour l ' involution ^ de End^V , laissant stable W^TT]^) , définie par

(15) ^^ (<? = îrCh.)"^^^ TC (h.) (^ ç End V) ,

-SU h^ désigne un éliément symétrique de H tel que

T(^) = (h^ , h^).^ (cf . prop. 7 ) ,
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(T est un isomorphisme involutif de (V ,7C) sur (V,TC) (et où to désigne

l'application duale de <P ) .

Démonstration: Cela résulte aussitôt de (9) (n° 2, prop. 3 bis).

C . Q . F . D .

PROPOSITION 8. - Soit (V,TC) une représentation de G . Soit \ ç E' congru

à son transposé modulo H . Supposons en plus que Stab \ = D(L) , pour un
H

sous-groupe L Ç G convenable (cf. table 1 ) . Alors l'involution Ï . deo —~~———————————————————————————————- <r^i? —

W[5C,'îr](^) = End V est l'identité sur le centre Z(End V) .JL ~ ' — L

Démonstration: D'après le lemme 2 et la forme de L (table 1) , on a

^^o^ '^i111?^ ^o^ '

II en résulte que T' ç fixe les projecteurs L - isotypiques, suivant ÎC ,

de V . Comme ceux-ci engendrent linéairement Z(End V) , la proposition estL
démontrée.

C . Q . F . D .

COROLLAIRE. - Soit (V, ÎC) une représentation de G ^ fc ç E' congru

(mod. H ) à son transposé. Si Stab ^ = D(L) , pour un sous-groupe L C G

convenable, et si la restriction de 7C a_ L est sans multiplicités, alors

WpC,ir|(^) = W^tT]^) .

En effet, l'hypothèse sur la restriction de ÎC à L signifie que

Z(End V) = End V .L L



PROPOSITION 9. - Soit A. ç. CarCK^) - CarCk^) . Alors

w^^w^,^] .

Démonstration: Cela résulte aussitôt de la proposition 7 , de la table 1 , et
du corollaire à la proposition 8 ci-dessus, car on sait ( c h . I , § 6 , n° 1 ,
table 3) que les restrictions de 7T aux sous-groupes U , T et T'
(conjugué à C(y ) , c ç K>< - k̂  sont sans multiplicités.

C . Q . F . D .

PROPOSITION 10. - Soient o(,(î> ç CarCk^) , o< + ç> . Posons

(V, X) = (V , ST ) et réalisons cette représentation par son modèle0,̂  cx,^ —————————————————<-——————————s-——————————

naturel (ch. I, ^ 1, n° 2 et déf. 4). Fixons (cf. ch. I, § 6, n° 1)

a) . vç .V (^ ç CarCk4') - j l } ) ;

b) v ç V (resp. ^ ç ^V ) tel que Supp(^v^) = (k^ x 0) X kx

(resp. Supp(^v^) = (0 X k^ x k^^) ;

c) v_ ç V, tel que Supp (v..) ̂  [( (kx X 0) X k^ U ((0 X k^ x k^ ] = 0y y ——— ç ~
(^ ç CarCk^) ;

d) v^ € vl. (resp. v ç V , ) : tel que Supp(v. ) = (kx X 0) X ^x
y,o ^ —— y,oo ^ ——— ^,o -

(resp. Supp (v ) = (0 .X k^ x k>< ) (^-çCarCk^) .

Posons encore

'ï(r,s;t) = v(s,r; t) l (vç V, r , sçk , t ç kx)

Alors on a (pour e ç X = Car(k ) - |l|)

i) W~[X <g)'5C](l, a_(0,l) ; e) est engendré .(sur t ) par

v (X) v "• v ÇQ v
lvo " 1^ 1 co <9 lvo •

ii) W^^^^d, a_(0,l) ; e) admet comme base les ,v <2) .v' (^ ç X) j^t

- , v < S ) - , ^ ' ' + , v ( g > , ' v ' .l o loo leo l o

iii) W [X <87C](d(l,0), d(0,l); e) admet comme base v 0v — v ^ v
— ————————————— en o<,oo o(,oo - ot.
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et v- <^> v- - v ® VA •— (5 P,o p,o p
iv) W^H ® 1C](d(l,0), jd(0,l); e) admet coimne base les vecteurs v ® v

(^CarO^)) Voo^-V^ * ^o^o î ^^o^ ^.o^oC

et v . g) v + v (g> v .
— ft (^o p,o ^

v) f (d( l ,0) , ^(0.1); e) = iSf(d(l,0), a( l ,0) ; e)

pour f ç W1^ ®ÎT]

vi) W[T (g) 1C](^) =s W^CIC ® ir](fc

pour les représentants t de la table 2 autres que les précédents.

Démonstration: Cela est une conséquence facile de la proposition 6 et de la

proposition 8 et son corollaire.

C . Q . F . D .

PROPOSITION 11. - Soit o( ç. CarCk^ .ejt (V,^) = (V^ , 1t̂ ) la représentation

de Steinberg de G associée à cl , réalisée par son modèle naturel (ch. I,

§ 1, n° 2). Fixons v ç V (^ ç CarCk^) ^ v ^ (resp. v ) dans
y ï ^1 '

V tel que Supp(v ^) = (k x 0) x'^ (resp. Supp(v ) = (0 X k) x k )

(y ç CarCk^)) . Posons enfin ('V, Ï) = (V <2> V, ^®ÎO . Alors

i) W^tïflC.ddïO), ^1(0,1); e) admet comme base les vecteurs v (8> v

(yç CarO^)) , (v^ - v^^) <8 (v ̂  - v^^) ££

^ ® ^040 " ̂ .J + ^^o " v<,».) ® ̂  '

il) W'[H-](d(l,0), d(0,l); e) est engendré par

\ ® ,̂0 - V^ - ^o - V« ^^ ;

iii) f(^(l ,0), ^(0,1); e) = ± S f ( d ( l , 0 ) , a(.l ,ù); e)

pour toute f ç W-(jC] ;



iv) WlXKlp = W'^ff]^)

pour tout représentant Ç de la table 2 autre que les précédents.

Démonstration: Cela résulte aussitôt de la proposition 6 et de la proposi-

tion 8 et son corollaire.

C . Q . F . D .

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 12. - Soit «. ç CarCk^ . Posons (V,1C) •== (tt, X^ <8>^) . Alors

i) W^^C] est formé des f ç W[fl telles que

f (d( l ,0 ) , a(0,l) ; e) = f (d ( l ,0 ) , a(l,0); e) ;

ii) W~[îC] est formé des f ç. W[K] telles que

a) Supp f = Orb,,(d(l,0), a(l ,0); e)U O r b - ( d ( l , 0 ) , a(0,l); e) ,
H — ~~ n — ~~

b) f(^(l ,0), ^(0,1); e) = - f (d( l ,0 ) . a.(l,0); e) .

Nous donnons les dimensions des espaces W-(^) dans la table 4, où

nous résumons ii b) en posant

dim W"[X](^(1,0), .a(0,l); e) = dim W'pT](d(l,0), ^(0,1); e) = ^ .

§ 3. Réalisation naturelle de la représentation de Weil.

Nous montrons ici que la représentation de Weil associée à l'espace

quadratique déployé ( E , Q ) est isomorphe à une représentation naturelle de G
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^ _
via une autre réalisation du module quadratique (E ,OÎ,B) associé à ^

1 . Le A - module quadratique (M ' , (^ ' , B ' )

Rappelons que l'on a noté A° le sous-groupe additif des anti-traces

a - a^ (a ç A) de A .

DEFINITION 1 . - Posons

M ' = A x A = A2 ,

x.a = (x-a ,x a) (x = (x - ,x ) C M ' , a ç A)

On définit une A - forme quadratique ^' sur M ' par

Q ' ( x ) = x^ (x = (x^ ,x^) ç M ' )

Q = preQ' ,

où 1'on note pr la projection canonique de A sur A = A/A0 , et l 'on dé-

signe par B ' la A - forme hermitienne associée à ^ ' . , donnée par

B' (x,y) = x^ + x^ ,

quels que spj-ent •, x = (x, , x _ ) , y = (y-. ,y^) dan s M ' . On pose enfin

î' = p r » B ' ,

Q ' = TroQ' ( = TreQ' ) ,

B ' = TroB' ( = TroÏ' ) .

Le triple ( M ' , Q ' , B ' ) ainsi défini est alors un A - module qua-



dratique, au sens de la définit-Lon 1 du numéro 1 du paragraphe 2 du chapitre

III. Souvent dans la suite, on le notera simplement ( M ' , ^ ' )

Dans ce chapitre, nous avons considéré le A - module quadratique

(M,^ ,B) , défini par (cf . § 1, n° 1, déf. 1 et ch. III, § 2, n° 2)

M = E2 = A x A ,

xa = (x. ,x^)a = (x,a— + ^ ' ) a i ' } • [ » xlal9 + X2cl22^ '

quels que soient x = (x , ,x - ) ç M , a ç A ,

Q(a) = det a (a ç A) ,

/Q(x ) B(x x ).
flKx) = • ) (x ç M)

'0 Q(x^) '/

(où B désigne la k - forme bilinéaire associée à Q (c f . ^ 1, n° 1, (1) ) ) ,

(^ = proQ ,

/ B ( x ,y ) B(x ,y ) v
B(x ,y ) = i i 1 2 ) (x, y ê M)

^ (x^ .y^) B(x^ ,y^ ) ' '

Or, nous avons la

PROPOSITION 1. - L'application ® de_ M ' sur M , définie par

^-.b^ff311 b î l} , (a[l b22\\ ( ( a . , b . ) ,M . ) ,

^21 ^ ^'22 W

est un isomorphj-sme du A - module quadratique (M ' , <Ç ' , B ' ) sur le A - modu-

le quadratique (M,^ ,B ) , d ' inverse
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T-^b)- ((an bu\, f22 ï>22)} ( ( a . b ) ç M )

'Si -W ^U bl2//

Cela est immédiat.

A l'aide de cet isomorphisme, on décrit aisément le groupe des

A - similitudes orthogonales P = GO ( ^ ' ) (canoniquement isomorphe à

F' = GO ( Q ' ) ) :

PROPOSITION 2. - Posons

(a,b)x = (ax^,bx^) (a,b ç A, x = (x^,x^) ç M ' ) ,

a = d ( l , - l )ad( l , - l ) (a ç A) ,

/ 0 1.
w = (-! 0) •

Chaque paire (a,b) ç A>< x Ax définit une A - similitude orthogonale y / ^ ^

de multiplicateur det(ab) = m / , ^ par

^Ca b/2'!13^ = (â>w ' la)l-<xl 'wx2 )b^ : l ( (x^ ,x^) C M ' ) ,

et le groupe T' = GO ( î î ' ) est le produit semi-direct de l'image T* .deA

l'homomorphisme y': ( a , b )—>Y/ , x (a,b ç A^ et du sous-groupe I I , T ' | ,

où l'involution T * est donnée par

T ' ( x ) = (d( l ,0 )x^ - d(0 , l )x^ , d( l ,0)x^ - d (0 , l )x^) (x ç M ' ) ,

avec la relation

^a,b)01' ^'-ÏCb.a) ^ eAX) •



Démonstration: Cela résulte aussitôt de la proposition 1 , compte tenu de la
relation bien connue

i/
( 1 ) (det a)w = a wa (a ç A^

C . Q . F . D .

DEFINITION 2. - Sj. V est un espace vectoriel complexe, on pose

^b)00^ ) = ^(a^)^ t^^ ) ( a , b € G ^ , X Ç M ' ^ Ç X ) ,

Ï'f = fo(T' x Id) ,

pour toute f ç. V^ x x (X = CarCk^ - j l) ) .

Si (V, , 'ÎÎ-) et (V^, T^y) sont deux représentations de G , qui

coïncident sur les matrices scalaires, on notera (W'[îT.,?C], P ' ) la représen-

tation de G d'espace

W'C^, ^] = [f : M ' XX->[V^,V^]|y^ ^ ^ f = [^(a)®^^)]^ V a , b ç G |

et dont l'action û est l'action de Weil associée à (M',^') dans

[V^,V^ x x (cf. ch. III, S 2. n° 3. th. 1) (on pose ici

[V^,V^] = Hom^(V^,V^) ) .

La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de la

proposition 1.

PROPOSITIONS. - Soient (V^,^) et_ (V^, T ) deux représentations de G

qui coïncident sur les matrices scalaires. Alors l 'application

^ f — — > f o ( y x l d ) de_ [V^V^^ ^ [V^V^' x x définit, par res-

triction à Wp^,^] un isomorphisme de la représentation (W[K, , TC ], P)
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sur (W'[^,^], p')

Démonstration: Cela résulte aussitôt du fait que

^a.b)^ = ̂ (a,b)

y ^ ^ ^ ( c , d ) = ( a , b ) . ( c , d ) = (acb^, adb^ , "

quels que soient a,b ç G , c ,d ç A (cf . § 1, n° 1, prop. 1 et § 2, n° 1,

déf . 1).

C . Q . F . D .

2. La représentation binaturelle de , G. .

Soient a,b ç: A = 'M^(k) . Ecrivons, comme d'habitude,

a = ^i^Ki.j^ 2 . - ,. - b = ^ij ) 1< i , j <. 2 •

Posons

(2) ^^i-(\l'ai2'bil'bi2)

Alors l'application

( 3 ) ( a , b ) l
Aa b)^

\a b)^

de A x A sur k y k = M« , ( k ) est un isomorphisme du M ( A ) - modulei »4 2
à droite A (muni du produit matriciel par ( 2 x 2 ) - blocs) sur le

M , ( k ) (= M,, ( A ) ) module à droite k X k (muni du produit matriciel).4 2

Nous identifierons souvent ces deux A - modules à droite, dans

la suite, mais nous écrirons, par des raisons de commodité typographique, les
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éléments de k X k = M^ , ( k ) sous la forme (x ,y) (x ,y ç k ) , et donc

<^ (a ,b) = ((a b ) ^ , (a b) ) .

DEFINITION 3. - On appelle représentation binaturelle de G la représentation

(Bin, r) de_ G (C M (A) ) définie par

r\

Bin = App(A X X , Œ) (X = CarCk^ - j l ) ) ,

[T(g)f](a,b;^) = f ( ( a , b ) g , ^ g ) ( ( a , b ) ( = A 2 , ^çx , g ç G )

Pour décomposer cette représentation, on remarque que 1'on a deux

actions de G = A = G L ( 2 , k ) qui commutent entre elles et à T dans Bin

L'une est évidente, de nature géométrique, et l'autre l'est un peu moins,

étant donnée par une représentation de Weil.

DEFINITION 4. - On pose

0^(a,b;^) = (da.db;^ d ) ( ( a , b ) ç A 2 , v | » ç x , d ç G )

^ = ^^d ( f Ç B i n , d ç G ) .

Il est clair que y commute à T

DEFINITION 5. - Rappelons que l'on a posé (ch . III, § 1 , n° 1)

J ( a , b ) = Tr(a^b) ( ( a , b ) ç A 2 =(k 4) 2) .

A cette forme bilinéaire alternée, considérée comme forme k - quadratique
2 8sur le k - espace vectoriel A = k est associée une représentation de

wei]- ̂  G^ ( c h . I. § 2. n° 4) dans Bin , que nous notons p . On pos

alors
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y-f = p_ (d^ ) ( f ) (d ç G^, f ç Bin)

et

Ï , = (S^o^) (c.d Ç G )c,d c d o

Nous aurons donc (ch. I, § 2, n° 3) pour f ç Bin ,

(a,b;^) ç A2 X X ,

(5) (^ , /^f)(a ,b;^) = fCa .b ;^ ) (t ç k^ ,

(6) (S^^f)(a,b;^) = f(ta,tb;^) (t ç k^ ,

(7) (?2 . f ) (a ,b;<b) = C^oTrKsa*wb)f(a,b;iO (s ç k+) ,
^(s)^

(8) (^^f)(a,b;^) = q'4 ^ (^*oTr)(a^d + c^wb)f(c,d; )

(c.d) Ç A 2

Notons que, d'après (1), l 'application (x- ,x- ) \——>(dx-,dx^)

( (x , ,x^) Ç A , d ç G ) est une similitude orthogonale de multiplicateur

det d , de J .11 est donc clair que fl"' et ^ commutent. Remarquons

en outre que 'v et y coïncident sur les matrices scalaires. Notons enfin

que, comme G est le groupe de similitudes de la forme bilinéaire alternée

J , il est clair que ^ et 'C commutent.

DEFINITION 6. - Soient (V, ,^ , ) ^t (V« , îC) deux représentations de G ,

qui coïncident sur les matrices scalaires. On appelle alors représentation

binaturelle de G associée à (5C..K) et l 'on note (Bin[T^ ,1 '̂], t ) _^a

représentation de G dont l 'espace Binte ,'K^ ] est formé des

f : A2 x X ——> [V^ ,V^] .= Hom^(V^,V^) telles que

(0^ ^ f ) ( Ç ) ='^(c)ofQpo^(d^) (c,d ç G^, \ ç A2 x X)

et 1'action 'C est donnée par
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[T(g)f](a,b;t) = f((a.b)g, ^mg)

E r̂; f çBinpq/î^] , (a,b;<p) ç A2 x X .

Nous avons alors que, pour f: A2 x X — ^ [V ,V ] la condition

f ç Bin0C^,1^] signifie

^9) f(ca,cb; ^det c ) =- îC^(c)of(a ,b;^) ,

^O) [pj(d)f](a.b;^) = f(a.b;^)o^(d) ,

pour tout (a,b;^) ç A2 x X , c,d ç G

PROPOSITION 4. - Posons

BinRr l̂O;) = f f (Ç) | f ç Bin^,^]i • ( ^ ç A2 x X) .

0

On a alors, pour (a,b;\p) ç A x X ,

i) Bin[7q,-ïT^](a,b;^) est formé des (p ç [V^,V^] qui s'annulent sur toutes

les composantes U - isotypiques de V, de type distinct de ^JKaîb^ ;

ii) si x^ = (a b)^ et x^ = (a b)^ sont linéairement dépendants, disons

.-/^ -./^
'̂ ^0

.̂
h ç G et y- ç k convenables, alors

Im <p = Fix^ (hU^h"1) (y ç Bin[î^,X, ](a,b ;̂ ) ) ;

i-iO Bin[^,'ïï2](0,0;^) = 0

à moins gué ^ = 7Î^ ^t ^ = ̂  ^u ^ («çCarCk^) .
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Cela découle aussitôt de la définition.

REMARQUE. - La proposition 4 montre que l 'on peut identifier Bin[îf ,,5î«](ip
2 1à V, , pour tout ^ ç A x X , de manière compatible avec u , comme suit.

-(- -^
Fixons un caractère non-trivial e de k . Pour t ç k , choi-

sissons un générateur v = v OC-) de la composante U - isotypique

V« = I( t) (de dimension 1) de type e , de V« . Si ^T est dans la

série principale (sinon 1(1) = .0 ) , la composante U - isotypique de type

trivial 1(1) de V« est de dimension 2 si dimTT = q+1 , et de dimen-2 î '

sion 1 si dim X - 1 ou q . Dans le premier cas, notons v le vecteur

du modèle de Weil de TC défini par

v (1 ,0 ;1) = 1 , v (r,s;l) = 0 si s ^ 0 (r,s ç k'̂ ) ,

dans le second, posons v = 1 ç (D si dim TT« = 1 et définissons v € V«

par

v^(0,0; l ) = 1 , v ( r , s ; l ) = 0 si (r ,s) ç k2 - jo | .

Nous avons alors la

PROPOSITION 5. - L'application Ev de^ Bin[T ,'ÎL] dans App (A2 x k>< , V - )

définie par

(Ev f ) ( a , b ; t ) = [f^^î^)]^^^)

2 "̂
pour f ç Bin[TT ,X, ] , (a,b) ç A , t ç k , est un G - monomorphisme

de^ Bin[X-,,î^] dans le sous-espace NCÎt-) de_ App (A x k^ , V . ) formé des

f ç App(A2 x k^ , V ^ ) telles que

S^f =TT (a)of (a ç G ) ,
a i o
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muni de l 'action naturelle T de G donnée par

(T(g)f ) (a ,b ; t ) = f ( (a ,b)g , tm" 1 )

(f ç N(1^) , a,b ç A , t ç kx , g ç G) .

Démonstration : Cela est immédiat, si l 'on remarque que dans le cas où

dim 1(1) = 2 , la condition (10), pour d = w = ( ° ) , (a.b^) ç A x X

tel que J (a ,b) = 0 , appliquée au vecteur v , montre (prop. 4 i )) que,

pour f ç B in ['ÏT. ,'ÎL ] , le î - morphisme f (a ,b ;^ l») de V.- dans V, est

déjà entièrement déterminé par la donnée des vecteurs

n a ' . b ' î e ^ ) ^ , ^ , ^ ,J pour (a ' ,b ' ;et ' ) ç A2 x X .

C . Q . F . D .

3. Isomorphisme entre la représentation de Weil et la représentation binaturelle.

THEOREME 1. - Soit V un espace vectoriel complexe. L'application dç de

V^ x x dans VA x x définie par

(11) ($f)(a,b;^) = q"2 ^ f(a,b ' ; i0<l»(b 'b^)
b ' Ç A

pour f ç_ V^ x x , (a,b;\()) ç A x X (avec 4» = ^t»Tr ) est un isomorphisme

de la représentation de Weil ( W , 0') associée au module quadratique

( M ' , ^ ' , B ' ) et à V , sur la représentation binaturelle (Bin, T) associée

^ V . En outre, on a

(12) Ço^/ . = Ï/ ^oÇ ( a , b ç G , $ = jd(0,l)a^l(0,-l)),

(13) $oî1 = Ro$ ,

avec
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(14) (Rf)(x,y;^) = q'2 ^ f(x,z;^) (J(y ,z)) (x^çk4 ,^) ,

z ç k 4

A2 x Xpour toute f ç V " .

Démonstration : Cela résulte aussitôt des définitions, quitte à remarquer que

l'inverse de $ est donnée par

(15) (^fKc.dîlb) = q'2 f(c,d';^(-d'd*)
d ' (E A

pour f ç ̂  x x , c,d ç A , ^ ç X .

C . Q . F . D .

COROLLAIRE 1. - Soient (V,,X) et_ (V«,ÎL) deux représentations de G qui

coïncident sur les matrices scalaires. Notons "ÏT, la conjuguée de Xi par

TT, (ji(l,-1)) . L'application (̂  définie au théorème ci-dessus est alors

(pour V = [V«,V,"| ) un isomorphisme de la représentation (W Of- ,'ÏT^ ], ?')

sur la représentation (BinC'^r/IL],'^) .

COROLLAIRE 2. - Gardons les notations et les hypothèses du corollaire 1.

L'application ^ = $<»<? (cf n° 1 ^ prop. 1) est un isomorphisme de la repré-

sentation (W[lC,,Tr«],P) sur la représentation (Bin[°lT, ,TT], 1:) .

La proposition suivante permet d'expliciter des bases de BinOT/ïU]

Sa démonstration est immédiate.

PROPOSITION, 6. - Soit ^' = (a ' ,b ' ;^ ' ) ç. M ' x X e^ (p' ç W [̂  ̂  ](^' ) .

Notons f ^, , la fonction de W ' PC, ,'îL "] définie par

^^(f^r •



Supp f^, -Orb^^-) .

Alors l'image f . , , ^e f par 1'isomorphisme fi est donnée par

(16) ^'.y'^1^ = ^^ €)• -̂ (+oTr)(b"b^(h^)o<(>'o^(h^)1 1 ' T h Ç G x G , m, = 1o o h
^ ( a ' , b ' )= (a,b")

(a,b ç M ' , ^ ç X) .

§ ^- Identification des (WRT ,,X«], P) .

1 . Identification des W[iq,X^] pour T^ ^u ̂  dans la série principale.

Nous identifions les représentations (W[X.,1C], P ) , pour •JT-

dans la série principale de G , en termes des modèles donnés au paragraphe

2 du chapitre II pour la série principale de G et pour la série de représen-

tations de G associée au sous-groupe parabolique ï y . Nous renvoyons à ce

chapitre (loc. cit .) pour les notations et les résultats concernant ces mo-

dèles.

Cette identification se fait sans problème, en composant 1'isomor-

phisme -Ç- (cf . cw^2_au t h .1 ) de (WÛÇ^,^]^) sur (BinC^/Ï^LT) ,

le monomorphisme Ev (cf. prop. 5 ci-dessus) de (Bin[X / î t ' ] , T:) dans

(N(5C-), 'C) et l'application de restriction R , qui à toute fonction de

source E x k associe sa restriction à E x kx , où E désigne l'en-o o °

semble des paires de vecteurs orthogonaux (pour J ) de E . Pour départa-

ger les cas d'isomoKph-Le possibles, il suff i t de comparer les dimensions des

espaces en jeu (cf. table 4 pour les dimensions des espaces W['ïC, ,'îT ] ,

^"['^qî'î^] ) et éventuellement la dimension de leurs sous-espaces de points
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fixes Fix l[ pour le sous-groupe U_ = j^(b) | b ç A ® ) de G .(Notons que

dim Fix U pour W[lT-,lC«] n 'est autre que le nombre de H - orbites isotro-

pes (c'est-à-dire sur lesquelles ^ = 0 ) contenues dans Supp wQïT -,,5^ ") ,

nombre qui se lit dans la table 4) .

Nous donnons la liste d'isomorphismes dans la table 5.

2. Le cas où T = 'K^ est dans la série discrète.

Rappelons que 1'on a fixé un caractère non-trivial e de k̂

DEFINITION 1. - Soit /f <= CarOC^) - Ca^k^ . Pour tout r ç kx , notons

v^. = v^. le vecteur de V (réalisé par le modèle de Weil réduit) tel que

v^.(t) =S^ (t ç k^ .

On définit alors l 'application Ev d^ Bin[lt , ̂  ] dans l 'es-
A- A.

pace App( B^ X k^^ , V ) (ou B- désigne l 'ensemble de toutes les bases

des plans non-totalement isotropes de E = k muni de J ) par

[Ev( f ) ] (x , t ) ^[f^x^e^Kv^ ^ ^ (x =fl\ ç B^ , t ç k^

pour tout f ç Bin[T , 1T 1 .
A- A-

II est alors clair, d 'après la proposition 4 du paragraphe 3 (n° 2 ) ,

que Ev est un monomorphisme G - équivariant de (Bin[T , TT L T) dans
A- A.

le sous-espace N ' ('iï ) de A p p ( B , x k>< , V ) formé des f ç App (B, x ^x , V )
A, i A- 1 /L

telles que

f ( x , t ) = f ' ( x , l ) (x ç B^ , t ç k^ ,



et (en posant alors f ' ( x ) = f ' ( x , l ) , pour x ç B- ) que

f ' ( a x ) =^(a)f ' (x) (x ç B^ , a (= G^) .

L'espace N'(70 est, bien entendu, muni de l 'action naturelle, notée encore

^ , de, G , donnée par

(T(g)f)(x) = f (x) = f ' f^ (g ç G, x ç B ) .s8

Définissons maintenant une application S de N' (1T ) dans la
A--

représentation V(I,IL ) construite au chapitre II (§ 2, n° 1 et n° 4) par

(Sf'Kv.ïï) = ^ f ' (x ) ((v,ïï) Ç D ^ )

-i ̂ i

(cf. loc. cit.)

PROPOSITION 1. - L'application SoEvoÇ" est un isomorphisme de

(W[1L ,1C ], f>) sur (Vd,^) '1 ,^) (cf. ch. II, ^ 2, n° 4, cor. à laA. /w • /L
prop. 4) pour tout A. ç Car(K><) - Ca^k^ .

Démonstration: II est clair que l 'application S , définie ci-dessus, est

G - équivariante. D 'aut re part , SoEv est non-nulle (on vérifie sans peine,

à l 'aide de la formule (16) du numéro 3 du paragraphe précédent, que, par

exemple, S (Ev f ^) ^ 0 pour \ = ( (^ ^) , (^), e) et v ç V ) . Or,

il est immédiat que -Çf" = qf" pour toute f" ç Im S (pour l 'opérateur ^5

défini dans ch. II, § 2, n° 3, prop. 3 (avec o t = l , ^ = I d , H = V ) )
H \»

c'est-à-dire

Im S C Ker P- = V(l, IC )q
1 A.

(cf. ch. II, § 2, n° 4, cor. à la prop. 4), d'où le fait que S est un
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G - isomorphisme de N ' CJC ) sur Vd,*^,^ » et donc q^ le G - morphisme
/L A-

non-nul St»Evo^ est un G - isomorphisme de W[TT » IL ] sur V ( I , T L > )A- A. A-

C . Q . F . D .

3. Le cas où 'JÇ, et TCn sont dans la série discrète de G et ')[', ^'Uo

PROPOSITION 2. - Les composantes irréductibles de W [Tf-, "u^ ] sont dans la

série discrète de G , pour tous les "îC, ^ 'tî^ , non isomorphes, apparte-

nant à la série discrète de G—————————————————————— o

Démonstration: II résulte aussitôt de la table 4 que WpT- ,'H^ ] , dans ce

cas, n 'admet de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe U_ de G formé des

u (b ) (b ç A8) ni , non plus , de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe des

^r s) (r ,s ç k ) qui soit en même temps fixé par le sous-groupe des
s U

h(1 b) (b ç k^ . Notre assertion s'ensuit (ch. II, n° 1 et n° 2).

C . Q . F . D .

Nous démontrons maintenant qu 'en fait nos représentations sont

irréductibles.

DEFINITION 2. - Soient (V- , , ^ - , ) ^ (V.,'»^) deux représentations irré-

ductibles de la série discrète de G (coïncidant sur les scalaires). Posons

H = G X G eto o —

(v.TC) = (v^ 0 v^ , 9C^ 0'ïC^) ,

(V', % = Ind (V.'ÏT) CP= GO(Q))
Hir

(cf. ch. III, § 3, n° 4).



On a alors

v" = V © V ,

TÏ(a,b) ='»T(a,b) ©TKb.a) ((a,b) ç H) ,

W(î)](v,v') = (v' ,v) (v,v' ç V) .

Nous gardons ces notations dans la suite de ce numéro. Nous supposons en outre,

comme ci-dessus, que ^ et 7T» sont non-isomorphes. Comme le sous-groupe H

de T1 est d ' indice 2 (et donc distingué) dans "P , il est alors clair que

la représentation (V, 1C) de "P est irréductible.

LEMME 1. - Soient x = (^(0,1), a/- l ,0)) , y = ( jd ( l ,0 ) , ^(0,1)) . Alors

tout opérateur de la forme S K( y) S (V ç T* ) est combinaison linéaire à

coefficients universels (c 'est-à-dire , ne dépendant pas de T, et *K^ dans

la série discrète de G ) d 'opérateurs S ( x , y ; ^ ) , pour yçT* tel que

les plans P(x) et P(^.y) de E , soient à intersection nulle. En particulier,

ces derniers opérateurs engendrent linéairement tout

Hom.CV^ , 'V' ) = S End,.('y)S (cf . ch. III, § 3, n° 2, déf . 6 ) .

Démonstration: Pour ^ = h (resp. ^ = Th ) , on a, avec h = ( h - , h ) ç H ,

h = (h1-1) ç. G (1 < i , j , r ^ 2) , que P(x) P ( y . y ) = 0^ si et seulement si

H - » ^W2^22 ^ i12!12^21!21
(1) h-, h- h, h^ TP h-, h^ h, h« .

Dans ce cas, on a alors, avec n (y) = j ( y ' , Y " ) 6P X? | Ï'^t" = ^ 1 ?

S<x .y ;y ) = n^^-^ir^Sy (^ ^^ ^, ^^ ^

Or, on montre sans d i f f icu l té , à l 'aide de la relation
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Id = - 1T (g ) (i = 1,2)v! 8^ eu;,- il) 0

valable pour tout sous-groupe U ' de G conjugué du radical unipotent su-

périeur U^ de G^ , que si ^ ç? (^ ' = h ' ou y' = Th ' , h ' ç H )

ne satisfait pas (1) alors

. S 1Uy')S = - S ÏL()(h )Sx y h ç H ' - m x ° ° y
o ~ o ' '

avec H ' = 11) x U ' ou U ' X j l | pour un U ' convenable comme ci-dessus.

Ainsi donc les éléments yh (h ç_ H ' - | l}) satisfont (1), avec h = h ' h

Cela établit notre première assertion. Notre seconde assertion est une consé-

quence immédiate de l ' i rréductibil i té de X

C . Q . F . D .

LEMME 2. - Soient x = (^(1,0), .d(0,l)) e^_ y = ( l ,y ) (c f . § 1, n° 1,

déf . 4) ou y = (1, a_ (0 , l ) ) . Alors les combinaisons linéaires des opérateurs
«^

S (x,y;y) , pour ^çT tel que les plans P(x) ^ P(^.y) de_ E aient une

intersection nulle, séparent les points de V = Fix (Stab y)
y 'V T'

Démonstration: Considérons tout d 'abord le cas où y = (1, j î (0 , l ) ) . Rempla-

çons y par y ' = ( ( _ ^ ^ ) , (^ ^ ) ) , congru à y module T (afin d'avoir

P ( x ) f \ P ( y ' ) = 0 ) . O n vérifie alors aussitôt que, pour

^ = h = (h^ ,h^) 6 G^ x G^ tel que h^1 = h^1 = 0 (i. e. h ç B x B ) , on a

P ( x ) U P ( h . y ' ) = 0 et par suite (ch. III, § 3, n° 2 ) ,

(2) S ( x , y ' ; h ) = n .(y^SKCtOS , .
x, y x y

Dans le cas où y = ( l ,y ) (c ç K^ - k^ , comme tous les ( l ,y , )

(c' ç K - k ) sont congrus module V , il suf f i t de démontrer le lemme



pour un c ç K - k que l 'on peut supposer de trace non-nulle. Remplaçons

encore x par x ' = ^a(0, l ) , j i (- l ,0)) , congru à x module . On trouve

12 12alors que, pour h = (h- ,h ) ç G x G tel que h- = h« = 0 et

h^h21 ^ 1 + h^h^NCc ) , on a .P (x ' ) H P ( h . y ) ^ 0. , et par suite

S(x' ,y;h) = n W^S .¥(h)S .
•"• » .y •x- j

A l'aide de la relation

^ 'yq(u(r)) = - Id^ (i = 1,2)

r ̂  '

on trouve alors tous les opérateurs S ( x ' , y ; h ) pour h Ç B ' x B ' (où B '

désigne le sous-groupe de Borel triangulaire inférieur de G ) comme

combinaisons linéaires d 'opérateurs S ( x ' , y ; h ' ) , pour h ' ç G x G tel

que P ( x ' ) n P ( h ' . y ) = 0 . Par suite, si l 'on a

S(x,y ' ;h)v = 0 (resp. S(x ' ,y ;h)v = 0 )

pour tout h ç B X B (resp. h ^ B ' X B ' ) pour un v ç V , (resp.

v ç. V' ) , cela signifie que S (resp. S , ) est nul sur la sous-repré-

sentation de B X B (resp.o osentation de B X B (resp. B ' X B ' ) engendrée par v , ce qui est im-

possible à moins que v = 0

C . Q . F . D .

THEOREME 2. - La représentation W[ir,,1^'] est irréductible, quelles que soient

les représentations irréductibles TT, et 'ÎT^ , non-isomorphes, dans la sé-

rie discrète de G
——————————————————————.——————————————————————————————————— Q

Démonstration: Nous montrons l ' irréductibili té de W ' = W[ir] (cf . déf. 2 et

ch. III; § 3, n° 4) . D 'après le lemme 4 du ch. III, § 3, n° 2, on a, puisque
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Supp W' = Supp W3T,,^] est non-dégénéré (table 4) que, si ^ entrelace 'W

($f)(^) =< |> (^ ) ( f ( ^ ) ) (f (= W', ^ ç Supp W) ,

pour une fonction (P de M dans End-('V') satisfaisant les conditions i) à

v) du dit lemme. Pour démontrer que ^ est une homothétie, il su f f i t donc

de prouver que <?(x) est une homothétie pour

x = x1 = (.d(l,0), ^(0,1)) , x = x2 = ( l ,y ) (c ç K^ - k^ ,

x = x3 = (1, .a(0,D) ,

et que les trois rapports correspondants coïncident. Or, il résulte du lemme

1 que <p(x ) est une homothétie. Le lemme 2 entraine alors qu ' i l en est de

2 3même de <3?(x ) et <P(x ) et que leurs rapports coïncident.

C . Q . F . D .

THEOREME 3. - Soient (V^ , ̂ ) , (V^ , TT? (i = 1,2) des représentations

de la série discrète de G telles que 'yT-, e^_ TT^ (resp. ^l ' e_t_ " îr ' )

soient non-isomorphes. Alors, pour que les représentations W[X, ,'K,] ej^

W[X'' ,')U "] soient isomorphes, il faut et il su f f i t que 7[.' ^''îT. (i = 1,2) ^u_

que 'ÎT^ 2^ ̂  ^ ^2 ^ ̂ 1 •

Démonstration: Nous démontrons que (c f . déf . 1, § 3, et ch. III, § 3, n° 4)

pour que W[%] ^ W[îç'1 ] , il faut et il su f f i t que %' ^ %" . L e théorème

s'ensuivra (loc. c i t . ) puisque ^C' ^ ̂  signifie •a:' (g) TU ^ 'îT-, (g) Ky ou

^ ^ ̂  ^ X «S) ')L , c 'est-à-dire •n" ^ 7C. (i = 1,2) ou T. ^ TT et

^9 r^ ÏCi • soit donc Ç un G - isomorphisme de wE^JQ = 'W sur W[^'"l = W

On a al-ors (ch. III, § 3, n° 2, lemme 4)

($f)(^) = [<f(^)1(f( Ï ) ) (f ç W, ^ Ç M )



pour une fonction convenable ® de M dans Hom,(V',y1) vérifiant les con-

ditions i) à v) du dit lemme. Soit ^ = (x,e) , x = (^(1,0), d _ ( 0 , l ) ) . La

condition ii) du lemme montre que l 'application <D de V" dans V''1 définie

par

y = W
^ç O(^)

(où l 'on note O(^) la T - orbite de ^ dans M ) est trivialement un

T' - morphisme de (V, Ï) dans (V'1 , Ï') . J e dis que <P est non-nul. En

e f f e t , d 'après le lemme 1 et les conditions iv) et v) , on a, pour tout Y € "̂  »

(f(^)%(y)P^ = P^'TC'Cy)^) ,

et par suite (en vertu de la condition i i ) ) ,

T^'l^ 1 -1^ ^'(^P^'K'Cy)"1]^^ ,^ ^ V(?T ^yer

mais ^C^) est un isomorphisme et la somme entre crochets est un y - endo-

morphisme de V' de trace égale à |P|dim'V = |p|(q-l) .L'application y

est donc bien un morphisme non-nul, et par conséquent un isomorphisme, de

% sur %' , d 'où le théorème.

C . Q . F . D .

D E F I N I T I O N S . - Notons H" le sous-groupe de G formé des éléments h" (a ,b )

(a,b ç G tels que det a = det b) définis par

/^l ° ^2 ° 0\
0 b 0 b \

H" (a .b )= | ^ ^ 1 (a=(a^) , b= (b^ ) , Ki,j^2)

0 "21 0 b22/

Notons T ' un représentant de la classe de con-ju^aison des tores anisotropes

(isomorphes à K^ ) d_e G et posons alors.
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T, = i h " ( a , b ) | a,b ç T ' , det a = det b }

DEFINITION 4. - On appelle série discrète de G associée au tore T, , la

série des (types d'isomorphie des) représentations (WpT, /TC,]} ) pour TTi

IT, dans la série discrète de G , coïncidant sur les scalaires et non iso-
2 ————————————————————— o ————————————————————————————————

SI ^ = ̂  , ^ = Tx (/i,<& ç CarCK^) - CarCk^ , AA? = ̂  ,

i^^tnii^l = 0 ) , on posera

w[^ ^] = '^^^ •

/L $
Nous avons ainsi que le type d'isomorphie de W[-,Q Q ] ne dépendï1 A4

que de la classe du diagramme [xq q] module le groupe des symétries du

carré. Par suite, on a le

THEOREME 4. - La série discrète de G associée à T, est formée des

— q ( q - l ) ( q - 3 ) (resp. ~q(q- l ) (q-2) " ) types d'isomorphie des représentations
8 o

A ^ 2 2^•rn AO ] ci-dessus, de dimension (q-1) (q 4-1) (cf . table 5 ) » si car k ^ 2
^4 /^4

(resp. si car k = 2)
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TABLE 2. Les (H, G Xk)-orb i tes dans E

Représentant Ç

module (H, G Xk^)
0

d-y^-e)

( d ( 1 , O L d ( 0 , 1 ) ; e )

( 1 , a ( 0 , 1 ) ; e )

( d ( 1 , 0 ) , a ( 1 , 0 ) ; e )

( d ( 1 , O L a ( 0 , 1 ) ; e )

( d ( 1 , 0 ) , 0 ; e )

( 1 / 0 ; e )

(0,0;e)

Stabilisateur

de ç dans H

D ( C ( y ) )

D(T^)

D Ç k ^ . U )

Dd^nt i} x u )
D ( k x ) ( U ^ x { 1 } )

D ( T ) (U X U )
0 0 0

D(G^)

"1

Nombre de H-représentants

congrus à ç module G X k><
0

^(q-D2

^(q2^)

^-1

1

1

q+1

q2^

1

Notations : Voir § 1 , n ° 2 , défs.4 et 5 et ( 3 ) . On fixe e$X et l'on
prend c Ç K -k , module kx et module la relation c = cq .



TABLE 3. Les valeurs de Q

Représentant ç

d / y ^ )

(1/y^

( 1 , d ( r , t ) )

( 1 , d ( r , 0 ) )

( d ( r , 0 ) , 1 )

( 1 , a ( 0 , 1 ) )

( a ( 0 , 1 ) , 1 )

( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ) )

(d (1 ,0 ) - , a (0 ,1 ) )

( d ( 1 , 0 ) , a ( 1 , 0 ) )

( d ( 1 , 0 ) , d ( s , 0 ) )

( 0 , d ( 1 , 0 ) )

( 1 , s )

( 0 , 1 )

(0,0)

Paramètres

t ç k x

c ç I^-k^mod.c^^

r/fÇk^.r^t.mod. ( r , t )~ ( t , r )

r ç k ^

rç^

s ç^

s Ç k +

œ ( S )

(^ ^

^ T^
( 1 r+t)'0 rt /

( 1 r)
^0 O 7

/ O r.
^0 1 ;

(1 0.
-0 O 7

(0 0)-O 1 /

,0 1 ^
'0 0'

0

0

0

0

( 1 2^'0 s27

(° °)^0 V

0

Notations : cf. ch.IV § 1 , n ° 2 , déf.4.
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TABLE 5. Dimensions des représentations W [rr ,rr ]

Paramètres : c ^ P ^ ' , P ' ç CarÇk^, C Y ^ P ^ C Y - ^ P ' / . I ^ Ç Car(KX) - CarÇk^) .

Représentation

^\-,e"\,^

^VP'Y^
W-[n^p,n^p]

^^^'^^

^^.^l

W^n^n^

w-r^,^]
W[n^n^

W'C^.^1

W-Fn1^^
- CY Q'

"rY'"»,?^
wCn^n^

N[^,^1

W["A,n^

Dimension

(q+1 )2(q2+1 ) ( c Y ' @ ' = c y P , { Q ' ' , P ' } n { c ^ p } = = 0 )

(q+1) 2 (q 2 +1)

(q+1) (q 2 +1)

i(q+1 )(q2+1 ) ( iç { t , q } , ^ ' 2 = c Y P )

iJîq^D ( i , j ç { l , q } ) ( 1 )

q^qîq+D2

^q(q2+1)

(q+1 ) (q 2 +1)

(q+1 î îq^l )

q^l (A^^^P)

i(q-1)(q 2 +1) (A^1 = c y 2 )

q (q-1) (q 2 +1)q(q-1) (q 2 +1)

(q-1) 2 (q 2 +1) (A^1 = î^1 , ^A^q)

( ) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.
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TABLE 6. Identification des représentations w[n - T T '1

A. TT, et TT dans la série principale de G : série principale de G.

Paramètres : c v , @ , o / 1 ,P ' € Carîk^ , CY ^ P , cy ' 7^ P ' .

^V^^Y^ ^ ^Vp-^B'e-l '^ ( c ^ ' P - = c v @ , { c ^ p ' } n {c^}=0)
W-^^rr^l -M(n^^0)

^VB-VS^ ' ̂ P-Lr9)1

^^'-VS1 " ̂ ^'B-l^ ( i ^ { ' 1 , q ) , a'2^^?)

w[TT^n^] - M ( n ^ , c y ) ^ ( i , j € { l , q } ) ( 1 )

w+[:Tr^TT^1 " (D0 '0 ,^)® (^^T)

W-CTT^TT^ - (~L°^T)

W[TT^TT^] - (L^T)

W^TT^TT^ - ( P / C Y T )

W~[TT^TT^I sa (Œ,cy o m)

B. n (resp. TT^) dans la série discrète (resp. principale) de G :

série de G associée à P^ .

Paramètres : A ç Card^) - Carîk^ , o',P ç Car(k><), c^ / 0 .

^^A^CY B"! " M ( T T @ - 1 A ^ B ) ( A A q = C Y P )

W[TT^,TT^ - M^^^)1 ( i ^ { l , q } ; A A < ï = @ 2 )

C. n. = TT est dans la série discrète de G

w[rr^T^] - Vd^^ (Açcard^) - Carîk^

(cette représentation est dans la série associée au sous-groupe para-

bolique P. ) •

D. TT^ e^_ TT^ dans la série discrète de G^ , T ^ 1 ^ T T 2 •

Paramètres : A , $ ç Car,(I^ ) - Ca^k^ , A A C Ï = $ $ q , { A ,h^} n { ̂  î^} = 0 .

Wr.TT^TT^I - Bin[TT^,TT^

(ces représentations forment la série discrète de G associée au tore

T ^ K X k ^ ) .

( ^ ) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.
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CHAPITRE V

Décomposition de la représentation de Weil en rang 4
(cas non-déployé)

Dans tout ce chapitre, on garde sauf mention expresse du contraire
les notations du chapitre III. On désigne par K l'unique extension
quadratique de k et par K , l'unique extension quadratique de K .
On pose H=GL(2/K) .

§1. Les F-orbites dans S = E2 X X .

Nous donnons dans ce paragraphe une réalisation convenable de

l'unique k-espace quadratique ( E , Q ) non-dégénéré, non-déployé, sur

k . Nous décrivons ensuite la structure des F-orbites dans l'espace
rE=E2XX (noté . î i = M X X au chapitre III) .

1 .- Réalisation de ( E , Q ) e.t. r = G O ( Q ) .

PROPOSITION 1.- Notons x-^ la matrice transposée con-iucruée x de

x ç M^ ( K ) et posons

( 1 ) M^(K) = { x Ç M ^ ( K ) x^ -=x} .

Désignons par det 1 application déterminant du k-espace vectoriel

M^K) sur k .

Alors ( M ^ ( K ) , d e t ) est un espace quadratique non-dégénéré, non-

déplové, de dimension 4 sur k .
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Démonstration : Si x Ç M » ( K ) alors

/r av

"(a^s)
pour r , s ^ k C K , a Ç K convenables. Il s'ensuit que l 'on a

( 2 ) (M^KLdet) " (k2®!^ , x.x - N ) ,

d'où'notre assertion.
C.Q.F.D.

DEFINITION 1.- Dans toute la suite de ce chapitre nous prendrons

( E , Q ) = (M^(KLdet) .

DEFINITION 2.- Nous désignons par F le crroupe de similitudes ortho-

gonales GO(Q) de ( E, Q ) . On note m le multiplicateur de la simi-

litude y ç T .

Sur E , la transposition et la conjugaison F : x h> x coïncident.

Nous avons ainsi

(3 ) F îx î^x ( x ^ E ) ,

et F2 = Idg , F ç r , mp = 1 .
\/

Rappelons que 1'on note U le noyau de la norme N de K sur

kx •

PROPOSITION 2.- Pour chaque h Ç G L ( 2 , K ) , on définit -une similitude cp^

de Q , de multiplicateur N(det h ) , par

(4) cp (x) =h .x=hxh^ ( x C E ) .

Notons cp 1 'homomorphisme h ^ cp- de G L ( 2 , K ) dans r .

On a alors

i) Ker cp = {u.1 <= GL(2 ,K) | u € u} 7

ii) le crroupe F est le produit semi-direct de 1 ' image r

de cp et du groupe { 1 , F } , avec la relation

( 5 ) F o ^ o F = c p - - ( h € G L ( 2 , K ) )



(où h désigne la matrice conjuguée de h Ç G L ( 2 , K ) ) .

Démonstration : II est clair que le multiplicateur de cp est

N(det h) puisque det(h^) = (det î^ (h 6 G L ( 2 , K ) ) . Montrons i) . Si l'on
•%•

a cp - id , pour h Ç G L ( 2 , K ) , alors en particulier hh = 1 , d'où

hx = xh pour tout x Ç M - ( K ) . Il en résulte que h est scalaire,
^ "x" i

h = a1 , pour a ^ K , convenable. Mais la relation h = h~ entraîne

aussitôt a^a , c'est-à-dire a ^ U , comme voulu.

Montrons (i i) . La relation (5) est immédiate. Il ne reste à mon-

trer que le produit semi-direct Im c p . { l , F } est F tout entier. Or,

comme Fj?Im cp , on a, d'après i) ,

(6) |lm c p . { l , F } | = 2 U | ~ 1 | G L ( 2 , K ) | =2(q-1 ) (q4^ )q2 .

D'autre part, on a

| 0 ( Q ) | = n ^ . | o ( N ) |

où l'on note n— le nombre des paires hyperboliques dans ( E , Q ) ; onH.
trouve aussitôt n - ( q - 1 ) ( q +1)q et donc

( 7 ) [ r | = ( q - 1 ) | o ( Q ) = 2 ( q - 1 ) ( q 2 - 1 ) ( q 2 + 1 ) q 2

(ch.I, §4, n°1 prop.1), ce qui achève la démonstration.
C.Q.F.D.

DEFINITION 3.- Dans la suite de ce chapitre on pose

H = G L ( 2 , K )

^t. m - N ( d e t h ) (h € H) .

2.- Le groupe U ( 2 , K ) .

Les résultats de ce numéro sont préliminaires à la description

des H-orbites dans E = E X X au numéro 5. .
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DEFINITION 4.- On pose

U ( 2 , K ) = { h 6 H | h%= 1} ,

SU(2 ,K) = { h < = SL(2 ,K) |h%= 1} ,

E( i) = { x ^ E I rang x=i } ( i = 1 , 2 ) .

PROPOSITION 3.- On a la suite exacte

(8) 1 ——» SU(2,K) ——» U(2 .K) det > U — — ^ 1

oy. i désigne 1 ' inclusion canonique. De plus. tout h ç U ^ ( K ) peut

s'écrire sous la forme

^..ïïî^o^
o^ u = det hç U e_t. a , b C K 4 " (déterminés alors de manière unique par

h) vérifient la relation

N ( a ) + N ( b ) = 1 .

Démonstration : La suite exacte (8) est immédiate. D'autre part si
_-)

h ê U ^ ( K ) , alors (u °)h Ç SU(2,K) ; or il résulte aussitôt de la con-

dition g^=g~ 1 , pour g ^ S L ( 2 , K ) que g s'écrit sous la forme

( a b ) avec a /bÇK" 1 ' , N ( a ) + N ( b ) = 1 .
^ a01.^ ^ C.Q.F.D.

COROLLAIRE.- On a

| S U ( 2 , K ) | = (q-1)q(q+1)

| U ( 2 , K ) | = (q-1)q(q+1)2 .

PROPOSITION 4.- Considérons le ploncrement canonicrue de GL(2,"k) dans

H . Alors les sous-groupes SL(2,k) e.t. SU(2 ,K) de H sont connuqués

dans H . En fait, pour h € H la relation

(9) S U ( 2 , K ) = h SL(2,k)h~ 1

équivaut à la condition

•)t-
( 1 0 ) h h = aw



0 1 Yavec w = ( _ i o) êï. a ^ K (nécessairement de trace nulle).

Démonstration : Remarquons que pour h ç SL(2 ,K) on a h ç SL(2,k)

si et seulement si

•x-
h w h = w .o o

II est alors clair que, pour h ^ € S L ( 2 , k ) , h ê S U ( 2 , K ) et h ^ H tel
•x" v

que h h = aw (a Ç K ) , on a

et
(hh h"1 )^(hh h"1 ) = 1 ,o o

(h~ 1 h^h) ' x w(h~ 1 h,h) = w ,

c'est-à-dire, hh^h"1 ç S U ( 2 , K ) et h ~ 1 h h ç S L ( 2 , k ) .

D'autre part, (9 ) pour h C H entraîne

h^(h^h)h^ = h^h

pour tout h ^ ç S L ( 2 , k ) 7 il en résulte aussitôt h^h = aw pour un

a 6 K , convenable.
C.Q.F.D.

REMARQUE.- En toute caractéristique, une solution h Ç G L ( 2 , K ) de

(10) est donnée par

h = <T ̂
où v , b € K sont tels que N(v) = -1 , v^ 1 et Tr(b) = 0 . Alors

a = Tr(v)b , dans (10) .

3.- Les classes de U(2,K)-comucraison dans E^ .

Rappelons que l'on a posé E^ = { x ç El rang x = 2 } (cf. n°2,

déf .4) . On a

( 1 1 ) I E ^ I = (q-Dqîq2^) .

Nous donnons la liste des classes de U(2,K)-conjugaison dans

E dans la table A ci-dessous.
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Fixons un élément a de K tel que N(a ) = -1 . Les propriétés
suivantes se démontrent sans difficulté.

LEMME 1.- On a

( 1 2 )
/2 a /I 1 ^

^o° ^o °A° ̂ o °.
quel que soit s é k , et

/Trc aV'
( 1 3 )

\a^c 0 I

x xquel que soit c € K - k

/1 - a ^ \ / c 0 \ / 1 -a^\-1

^ ^-'îAo c^a, c1-^

PROPOSITION 5.- Considérons l'action de U ( 2 , K ) dans E

•lucraison et posons

( 1 4 ) K° = { a ç K l ï r a = 0} .

On a

(2)

( 1 5 ) stabU(2,K)s

quel que soit s Ç k , et

6 U , b ç K°}|u e u
/\ 1 \ -1

a 0o >

0 ^ | u ç u , b6K°}

/Trc aqcq^
( 1 6 ) Stab,'̂ ''w ° .

/a 0

{0 a
ae4/

^0 c

r -q/Nîaïc-c01 a^'îÇNÎaï-l )\ ^= ^-â—( ° \^ ,
'c-c^a^cîNîaî-l ) -Nîa^+c /a € Kx

X Xquel crue soit c ç K - k .

Il est d'autre part clair que

( 1 7 ) Staby^^(^) = {(^) u,vëu} (s.tSïi , s^ t ) .
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(2 )TABLE A. Classes de U ( 2, K)-con-tuerai son dans E .

Représentant.

t(1 °)"0 1 '

/2 ay\
sf ° )
Vo0 l

( s 0)•O t'

/Trc ̂ \

W 0 )

Paramètres

tC^

s Ç k ^

s, t € k^

s/t

mod. (s , t ) ~ (-t,s)

cei^^
mod. c ̂  c^

Nombre de classes

q-1

q-1

^(q-Dîq^)

^(q-D

Cardinal de la classe

1

q2^

q(q-1)

q(q+1)

Notations : On note a un élément fixe de K de norme -1o
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4.- Orbites suivant U ( 2 , K ) e^_ U ' ( 1 , K ) dans E ( 1 ) .

Rappelons que l'on a posé (cf. n°2, déf.4)

E ( 1 ) = { x C E = M h ( K ) l r a n g x = 1} .

De manière explicite, on vérifie aisément que l'on a

( 1 8 ) E^ ^{(^Isek^^s^q^lsêk^beK} .

d'où

( 1 9 ) IE^ ) ] = (q-1 )(q2+^ ) .

Si x , y Ç M - ( K ) , rang x = rang y = 1 , alors pour que x et y

soient conjuguées par H = G L ( 2 , K ) , il faut et il suffit que Trx = Try

II en résulte que l'on a un système de représentants des classes de

H-conjugaison dans E en prenant la famille formée des matrices

suivantes :

(20) (^ ^) ( s ê k ^ ,

( 2 1 )
.1 a^

^^
s/

(où l'on note a un élément fixé de K de norme - 1 ) •o

PROPOSITION 6 . - On a

(cf . n°3, ( 1 4 ) ) .

Démonstration : La relation i) est immédiate et ii) résulte aussitôt

du fait que

/1 a^ /2 ^\

^^(2^) ° = ^^(2^) °
\ ^Q - l / \^Q u /

et de la proposition 5, ( 1 5 ) ( n °3 ) .
C.Q.F.D.
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La proposition 6 montre, compte tenu des cardinaux en jeu, que la
famille des matrices (20) et ( 2 1 ) est encore un système de représen-
tants des classes de U(2,K)-conjugaison dans E . Nous résumons
ces résultats dans la table B ci-dessous.

TABLE B. Classes de U(2,K)-conjugaison dans E ( 1 )

Représentant

(s °)'0 O 7

( } a î }\«o -' /

Paramètres

c -, Xs ç k

Nombre de classes

q-1

1

Cardinal de la classe

q(q-1)

^-1

DEFINITION 5.- Pc

r 1 0, / 1 0,U ' ( 1 , K ) = { a ^ H i a ^ ^)a^= (^ y } .

On a alors

(22 ) U ' ( 1 , K ) = { ( ^ ) | u € U , d ^ K ^ , b C K4'} .

( 1 )Nous considérons maintenant l'action x ^ axa"^ ( x Ç E

a Ç U ' ( 1 , K ) ) de U ' ( 1 , K ) dans E ^ 1 ) . On voit aussitôt que l'on a

Orb(^ °) = { ( ^ ^ I tÇk^^s^q ̂ ^ ) s € k^ , b € K><}

et

Stab(^) = {(^)|u,vçu} .

Il en résulte la table C ci-dessous :

TABLE C. Orbites de U ' ( 1 , K ) dans E ( 1 )

Représentant

(s °)'0 O 7

(° °)^0 1 ^

Paramètres

s ÇT^

Nombre d'orbites

q-1

1

Cardinal de l'orbite

1

(q-1)q2
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5 . - Les H-orbites dans E = E2 X X .

Rappelons que l'on a posé H = G L ( 2 , K ) et aussi X = C a r ( k ) - { 1 } .

Nous considérons maintenant 1'extension naturelle à E = E X E et

à E 2 X X de l'action de H dans E comme groupe de similitudes du

déterminant définie au numéro 1 par ( 4 ) .

DEFINITION 6 . - Posons

î; = E2 X X ,

^

h.y= (h.y^ , h.y^) = (hy^ , hy^h^) (h ^ H , y = (y^Y^) ç E 2 ) '

m , 1

h . (y^ ) = (h.y , ^ n ) (h $ H , (y ,^ ) <= E) ,

(avec m - N ( d e t h ) ) .

Nous fixons les notations que nous employerons, pour les représen-

tants des H-orbites dans E et leurs stabilisateurs, dans la suite

de ce chapitre.

DEFINITION 7.- Fixons un élément a Ç K de norme -1 . On pose alors

/Tra a^^ x
x = ° } • (aêl^L

a [-o- ° )

/1 r
^

^0°-< :̂
â^^^^^ (s / t êK ' 1 ' ) .

DEFINITION 8.- Rappelons que 1'on a noté K° le noyau de la trace Tr
X X

de K sur "k et U le noyau de la norme N de K sur k . On

pose
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"o = ^O ^ l u C U , b€K 0 } ,

H^ = {(^)|u,v€u} ,

H - { ( a °-q) aêl^} ,
^ 0 a -1

H^ = { ( ^ ^) u . v C U , bçi^} ,

U L ( 2 , K ) = { h Ç H i d e t h ^ u } .

La table 1 décrivant les H-orbites dans E ainsi que leurs

stabilisateurs résulte aussitôt des tables A à C , des propositions 5

et 6, et du fait que pour toute forme bilinéaire hermitienne B de

rang r sur K , il existe une base convenable de l'espace de B ,

par rapport à laquelle la matrice de B est diagonale, avec (puisque

la norme N de K sur k est surjective) ses r premiers coeffi-

cients égaux à 1 et les restants nuls.

Dans cette table nous avons regroupé les H-représentants qui

sont congrus modulo G X k^ (G =GL(2 ,k ) ) par l'action

(23) ( x , ^ ) ( a , t ) = (xa,^ ) ( a ^ G , x Ç E 2 , ^ € X , t ^ k^

où xa , rappelons-le, désigne le produit matriciel de x = ( x . , x ^ ) € E

et a ^ G . Les actions de G et H commutent et nous avons ainsi

en fait une action (x ,^ l r ) »-> (h.xa , ^ ) ( x ^ E ^ ' t r Ç X / h Ç H . a Ç G }

de H X G dans E (où °G désigne le groupe opposé de G ) .

Nous rappelons, pour clore ce paragraphe, quelques notions qui

seront très utiles dans la suite.

DEFINITION 9.- On appelle rang d 'un élément ( x , t ) C E le rang du

couple de vecteurs x= ( x . , x ^ ) de E . On appelle rang d'une

H-orbite dans E le rang commun de ses éléments. On dit qu'une

H-orbite est dégénérée (resp. non-dégénérée) si son rang est < 1

(resp. égal à 2 ) .
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Nous avons ainsi dans la table 1 , huit types d'orbites non-
dégénérées, quatre orbites de rang 1 et une orbite de rang 0.

DEFINITION 10.- Rappelons que l'on a posé (de manière générale au
ch.III, §2, n ° 1 )

/Q(x ) B ( x , x )\ .
® ( x ) = [ ' \ ( x = ( x . , x . ) € E " ) .

\ ° Q(X2) )
Fixons une fois pour toutes un caractère non-trivial e de k et
posons

e = e o Trç Car(K' 1") .o
On note alors Q le prolongement de ® a. E , constant sur les
H-orbites, défini par

©(x.e^ = t ® ( x ) ( ( x . e ^ C Î ; ) .
2Nous donnons dans la table 2 les valeurs de Q sur les E -

composantes des représentants de la table 1 . La proposition suivante
en découle aussitôt :

PROPOSITION 7.- Soit L une réunion de H-orbites non-décrénérées
dans E . Alors les fibres de Q dans L se réduisent à des
H-orbites.

§ 2. Description des représentations w[n] .

Nous gardons dans ce paragraphe et les suivants , sauf mention
expresse du contraire, les notations du paragraphe 1 , notamment celles
introduites au numéro 5.

1 . - Définition des représentations w[^] .

D'après la proposition 2 du paragraphe 1 ( n ° 1 ) et la proposition 1
du paragraphe 3 ( n ° 1 ) du chapitre III, nous sommes amenés à poser la
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définition suivante (avec donc r ' = G L ( 2 , K ) / U ) .

DEFINITION 1.- Soit ( V , T T ) une représentation de H = G L ( 2 , K ) tri-

viale sur les matrices scalaires à rapport dans U . On note ( w [ r r ] , p )

la représentation de G dont 1 ' espace w[Tr] est formé de toutes les

fonctions f de E = E X E X X dans V telles que

( 1 ) fîhxh^hyh^^^6^"1) = n(h)[ f(x,Y^) ' l

quels crue soient h $ H , ( x , y , ^ ) ç î i et dont 1 ' action p est donnée

par les formules ( 7 ) a. (10) du numéro 3 du paragraphe 2 du chapitre

III» appliquées au cas n = 2 et au A-module quadratique ( M , Q ) de

k-dimension 2rn= 8 associé à ( E , Q ) = ( M ^ ( K ) , d e t ) (cf . ch.III, §2,

Notons que dans notre cas

e(Tr o Q) = ( - 1 ) 2 = 1 .

PROPOSITION 1.- Notons 1 l'ensemble des représentations irréducti-

bles de H qui sont triviales sur les matrices scalaires à rapport

dans U . On a alors un isomorphisme de G-modules

W ^ © (dim TT)w[r r ]
Q ^U

(ch.III, §3, n°1 , prop.1).

Nous nous servirons des notations suivantes dans la classifica-

tion finale des représentations de G .

DEFINITION 2.- Désignons les représentations irréductibles de G L ( 2 , K )

(cf. ch.'ÏI, §4, fin du n°4) par (V. ^ , TT- ^) (o^ ©^ ^ Car^) , ou
2 "^2 2

l̂ n Q^çCarC^) a^ec S ^ Q 0 ) , (V^^TT^) e^ (Œ,rr^)
\/

(A ç. Car(K ) ) . Le fait d'être triviale sur les matrices scalaires à

rapport dans U équivaut pour ces représentations à la condition
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(B)^®^ gu. A^A2^ , selon le cas.

\^
Soient ® , S deux caractères distincts de K tels que, ou bien

2 2 ^ 2
^ = ® et S^ = H (c'est-à-dire © / H ^ C a r d ^ ) ) ou bien S= 0e1 .

Supposons en plus ®S = Q^-S^ , Nous posons alors

r-0 ©q^

(2) ^ W|^ ^ J = W[n^ .

Pour r = 1 , q et A ç. CarCK^) tel que A = A q , nous posons

rA A^r^. •" [<- l•r-A A^-r
( 3 ) ^-.a . = <<A^ •

REMARQUE.- Les isomorphismes no ^ -^ ^^. Q induisent, trivialement,

des isomorphismes
® ©q, 5 ^ï

W | ̂  W
-5^ 3 -' -(^ ® J

2.- L'action de la comucraison F .

Il sera commode dans la suite de désigner par F la conjugaison

a ^ a^ dans K , ainsi que son prolongement naturel à K (resp.

K X K 7 resp. M (K) ) défini par F ( z ) = z q (z^^) (resp.

F ( a , b ) = ( F ( a ) , F ( b ) ) pour a . b C K 7 resp. F Ç ^ ^) = (^^ ^^ )

(a.b.c.d ç K) ) . Nous avons donc x-^- = F^x) = ^(x) pour x € M ( K ) .

Rappelons (cf . §1, n°1, déf .1) que nous avons, par définition de F

F(x ) = ^-x ( x € E) .

Notons encore F le prolongement naturel de F à E défini par

F ( x , y , ^ ) = ( F ( x ) , F ( y ) , ^ ) ( ( x , y ^ ) C E ) .

DEFINITION 3.- Soit ( V . T r ) une représentation irréductible de H ,

triviale sur les matrices scalaires à rapport dans U • On pose

? ( f ) = f o F (f^).
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PROPOSITION 2.- L'application F est un automorphisme involutif du

C-espace vectoriel V qui est un isomorphisme de la représentation

( W [ n ] , p ) sur la représentation ( w [ r r o F ] , p ) .

Cela est immédiat.

Nous décrivons maintenant les représentations TT telles que

T T o F ^ r r . Notons d'ailleurs que cette condition entraîne que TT est

triviale sur les matrices scalaires à rapport dans U .

PROPOSITION 3.- Soit TT une représentation irréductible de H . Alors

on a TTop^ TT seulement dans les trois cas suivants :

i) TÎ=TÎ/{ ^ avec A = A q '' ^= (sq (A^ CardÇ^)),

ii) TT=Tr - (AçCar^L A / A^ ) .
A , A - 1

iii) î T = n f avec A = A^ (r = 1 ,q2 7 A ç Card^) ) .

De plus. on a tou-jours T T ^ T T O F à moins que TT = Tr/! A (A = Aq /

A Ç C a r d ^ ) ) .

Cela est un exercice facile.

Considérons une représentation irréductible ( V , n ) de H telle

que r r o F ^ r r . Comme F = Id (sur H ) , le carré de tout isomorphisme

de ( V , r r ) sur ( V , T T o p ) est une homothétie de V . Il en résulte

qu'il existe deux isomorphismes involutifs de TT sur Trop (ne diffé-

rant que par un signe) ; nous allons en choisir un, noté A dans la

suite, dans chacun des cas i) à iii) que nous réaliserons par leur

modèle naturel (cf. ch.I, §1, n°3, déf .4) .

"x"
PROPOSITION 4.- L'automorphisme involutif F du C-espace vectoriel

K X K ?M = Œ xv (avec K = K X K ) défini par

(4) (F%)(a ,b ;c) = v ( F ( a ) , F ( b ) ; F ( c ) ) ( v € M , ( a /b ; c ) <= K2 X I^)

est un isomorphisme de la représentation naturelle ( M , T ) d^ H

(cf . ch.I, §1, n°2) sur sa con-iucfuée ( M . T o F ) qui envoie la sous-
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représentation (My^ A , T ) sur (M , T o p ) .
' A^yï

Cela est immédiat.

Rappelons (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6) que l 'on a un automorphisme

involutif S de la représentation naturelle ( M , T ) de H ,défini par

(5) (Sv) (a ,b ;c ) = q~2 S e^ab' -a "b)v(a • ,b" 7 0 )
( a ' , b ' ) ç K "

pour v $ M , (a,b;c) ç K2 XI^ , où e = e oTr (cf. §1, n°5, déf.10),

qui envoie (My^ ^ , T ) sur (M^ ^ , T ) .

Nous distinguons maintenant quatre cas.

Définition de A pour n = rr^ ^ (A ̂  ç Car(K><) , A = A^ , ^ == ̂ î .

Nous prenons ( V , T T ) = (M* A » T ) . Comme le sous-espace M* ^ de M
.̂

est alors stable par F (prop. 4 ) / nous pouvons prendre

(6 ) A = F ^

•̂ - -^ ^(en notant encore F la restriction de F a M< ^) . Notons que

l'on obtient ainsi un isomorphisme involutif de rr sur iToF aussi

pour A = <3> .

Définition de à pour T T = ^ y^q (A ç Car(KX) - Carîk^) ) .

Nous prenons ( V , T T ) = (M » T ) . Dans ce cas nous posons
A^

( 7 ) , A = s o F^

^ ^(où l 'on note encore F (resp. S) la restriction de F (resp. S)

à M (resp. M ) .
A^ A^A

Définition de A pour ^ = ^ (A ç Card^) , A = A^) .

Dans ce cas nous réalisons ( V , n ) comme (L°,AT ) où L° désigne

l'espace des fonctions complexes à somme nulle sur l'ensemble li des

droites du plan K , AT = {^°à.et} <^ T et T désigne l'action naturelle

de H dans L° (cf . ch.I, §1, n°2, prop.5). On a 1'isomorphisme invo-

lutif F^ de ( I / \AT) sur ( L ° , A ( T o p ) ) donné par

(F%)m = v ( F ( 6 ) ) ^ ^ J b ' vÇL°) .
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On prend alors

(8) A = F "

Définition de A pour r r = r r ^ = A o d e t (A ç Card^) , A = A ^ ) .

Dans ce cas on pose simplement

(9) A = l d ^ .
^

Remarquons que les choix de A pour TT == rr^ ^ et pour -q , n1

se correspondent.

DEFINITION 4.- Soit rr une représentation de H , irréductible ou de

la forme TT = ̂  ̂  (A ç Card^)), telle que T T = - T T O F . On définit une

involution 'F de la représentation ( w [ i T ] , p ) par

F ( f ) = A o f o p ( f Ç W[TT]) .

On notera W [n'| (resp. W~[TT']) le sous-espace propre, G-stable,

de w[Tr] correspondant à la valeur propre +1 (resp. -1) de 1 ' invo-
~ +

lution F . On étendra les notations ( 2 ) et ( 3 ) à W~[rr] en remplaçant

partout W par W ~ . dans ( 2 ) et ( 3 ) .

3.- Description des espaces w[Tr] .

DEFINITION 5.- Soit ( V , r r ) une représentation irréductible de

H = G L ( 2 , K ) , triviale sur les matrices scalaires à rapport dans

U = N"" ( 1 ) . On pose pour Ç € E = E2 X X ,

w[ r r ] (S ) = { f ( Ç ) | f ç W ( T T ) }

et

Supp W f r r ] = { ç Ç Ï | W ( T T ) ( Ç ) ^ 0} = U Suppf .
f ^W(TT)

On dira que Supp wC'rr] est non-déqénéré s'il ne contient que des

H-orbites non-dégénérées (cf. §1, n°5, déf .9) .

On a alors
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w[TrhS) =Fix^(Stab^Ç) (Ç ^i)

où l'on note Fisc (L) le sous-espace de V formé des vecteurs fixés

par 1'action d 'un sous-groupe L de H .

Nous nous proposons de décrire les espaces w [ n ] ( Ç ) pour les

différents représentants Ç ^ E de la table 1 (§1 , n °5 ) , en tenant

compte du fait que ces espaces ne dépendent que du stabilisateur du

représentant ç correspondant, autrement dit ils ne dépendent que de

la G -orbite de ç .o

Dans la suite nous posons

X^Card^) - { 1 } .

PROPOSITION 5.- Soit ® € Car^) - CarÇK^) , 0 i y = 1 . Considérons la

représentation (YQ^®) de la série discrète de H , associée à ®

(cf. ch.I, §4, n°2 et 4) .

i) Le support de w[n^] est non-décrénéré.
^Réalisons T^ par le modèle de Weil réduit. On a alors VQ= V= Œ

e.fc. (cf. § 1 , n°5, défs. 7 et 8)

ii) W[r ro1(1 ,x^ ) =TT^ (h^ )V^ ( s Ç k ^ ^ X ) ,

où

V = { v € visupp vc {ri ç. X |Ker T\ =3K0}}

= {vçvisupp v c t e ^ t ç k^}} ,

si e = e oTr (e € X , fixé).— o o
iii) wE^I^'n^^h^V1^ (c ? K^ ̂  ç x) ,

où

V^ = { v < = v iv î 'n 1^) =cY~ 1 ( t )v( i t ) , \/-r\ G. X^ , VtÇk > < }

e^ cyecar îk^ est donné par la relation

© ( a ) =cv(Na) ( a ç K^) .

iv) w [ r T ^ ] ( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 )^) = (vç vlv(ïlu) =V (T I ) , Vn ç X^ , Vu € u}
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pour tout <|r ç X .

Démonstration : Prouvons i) . Il est clair que w [ T r ^ ] ( S ) = 0 pour

Ç = (d (1 ,0 ) , 0 ; e ) et ç = (0,0,e) puisqu'il n'existe pas de vecteur

non-nul invariant pour le sous-groupe unipotent supérieur de H dans

V (cf. §1, n°5, table 1 et ch.I, §6, n ° 1 ) . Pour achever la démonstra-

tion de i) il suffit de montrer qu'il n'existe pas de vecteur non-nul

dans V fixé .par SL(2,k) (§1 , n°2, prop.4 et §1, n°5, table 1 ) , ce

qui a été fait au chapitre I (§6, n°3).

Les assertions ii), iii) et iv) résultent aussitôt de la caracté-

risation des stabilisateurs correspondants donnée dans la table 4.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 6.- Soient A . ^ G Card^), A ^ <t , A ̂ ^ = A <î . Considérons la

représentation (Vy^ ^'^ $) de la série principale de H réalisée

par son modèle naturel (ch.I, §1, n°3) . On a alors

i) ^A,^1^^ ̂ A^^l^î^ (sÇk^ çx )

o^

^^ = ^ v ç ̂  ̂ (l^l) = v ( 1 , b ; 1 ) si Tra=Trb , a .bÇK} .

ii) W[rr^](1/x^)=n^(hjv^ ,

où V^3^ est le sous-espace de V* ^ formé des fonctions v € Vy^ ^

telles que

a) v ( 1 , N ( c ) d ; 1 ) =A^" < 3(c )v (1 ,d ;1 ) ( c ^ d ^ I ^ L

b) v ( 1 , 0 ; 1 ) = ô v ( 1 , 0 ; 1 ) ,
<î Aq

c) v ( 0 , 1 ; 1 ) = ô ' v ( 0 , 1 ; 1 ) .
<Sf,^

iii) wErr^ .̂  (d( 1 ,0) ,d(0,1 ) ̂  ) est formé, pour tout ^ € x ,

des fonctions v € V^ ^ telles crue

a) v ( 1 , u c ? 1 ) = A ( u ) v ( 1 , c ; 1 ) ( u ^ U . c Ç K ^

b) v ( 1 , 0 ; 1 ) = ô v ( 1 , 0 ; 1 ) ,
A ^ A ^

c) v ( 0 , 1 ; 1 ) = ô v ( 0 , 1 ; 1 ) .
A ^ A ^
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iv) ^^A $ "1 (1 ' ° ^ ) est formé, pour tout ^ ç x , des fonc-

tions v € Vy^ ^ satisfaisant aux conditions

a) v(0,1;1 ) = v ( 1 , 0 ; 1 ) = ô v ( 1 , 0 ; 1 ) ,
A ^ A ^

b) v(1 ,c ;1 ) =A<Î~ 1 ( a ) ô v ( 1 , 0 ; 1 ) (a, c € K ^ N Ç a ) = 1 +N(c) ^ 0).
A ^ A ^ /

c) v(1 ,uc;1 ) = A ( u ) ô v ( 1 , c ; 1 ) ( u 6 U , c ç Y^ , N ( c ) = -1 ) .
^^

v) wrir. a 1 ( d ( 1 , 0 ) , 0 / e ) = ô { v ç v . a l v ( 1 , c ; 1 ) = v ( 1 , 0 ; 1 ),
' - '" A ^ A ^ A ' •

V c ^ K } .

vi) W[rr^ ^] (0,0,e) =0 .

Démonstration : Toutes les assertions de la proposition résultent

aussitôt de la table 4 ( § 1 , n°5) et, dans le cas de iv), de la propo-

sition 3 du §1 (n°2).
C.Q.F.D.

PROPOSITION? .- Soit A ^ Card^) , A 2 < ï =A 2 . Réalisons la représenta-
2 ' - " • '

tion de Steinbercr (VA^A ^ de H / associée à A , dans son modèle

naturel (cf . ch.I, §1, n°3) . On a alors :
2 2

i) W[rr^ ] (1,x^) = TT^ (h^ ̂  ( s^k^^ € X)

o^

Vtr= { v ç v j v ( € ^ ) =v (€^ ) si Tra=Trb ; a,b ç K'1'} .

2 2
ii) W[TT^ ] ( 1 , x ^ ^ ) =TT^ (h^îV^ (cÇK^^ ̂ ç X)

où

V^^ { v ç V^ lv(Z^) =o '^ ( t )v (€^) , V t Ç k>< , Vc ÇKX et v(^) =v(^) =0}

^1 A ^ ^ A , ̂

V^ r ={vÇV^ |v ( ^^ ) = v ( € ^ ) , V t Ç k ^ , V c Ç K ^ }

sj, A < ï = A .

iii) W[n^ ] ( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ) ^ ) =

= { v C V^lv(^^) = A ( u ) v ( € ), Va^K^, Vu ç U et v( Z )=v ( ^ )=o }

^_ A ^ A ^ ;

W[rr^ " l ( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ^ ) = { v Ç V^|v(€^) =v(^). Va ç K^, Vu € u}
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iv) WC^ ] ( 1 . 0 , * ) = 6 v^1 ( t € x )
A , A - 1

2Ù V^ est formé des v ç V^ tels que v soit constante sur

^"^a a ç K X ' 1+N(a) =0} et sur j ^ (K 2 ) -C .
2

v) W[TT^ ] ( d (1 ,0 ) ,0 ,e ) = ô { v € v j v ( € ) = v ( ^ L a € K'1'}
^ A ,A 4 a °

vi) W[TT^ ](0,0,e) =0 .

Démonstration : Cela est encore une conséquence facile de la table 1

( § 1 , n°5).

C.Q.F.D.

PROPOSITION 8.-Soit A ç Card^) tel que A^A2 . Alors on a

i) WCTr^ 'KS) = ô (C
A,A"

^- s n'est congru à aucun ( 1 , X g , < l / ) modulo H (s ç k^ , i|r ç X) .

ii) W[^ ] (1 ,x^ )=C ( s ç k ^ ^ ç x ) .

Démonstration : Cela résulte aussitôt de la table 1 .
C.Q.F.D.

Comme corollaire aux propositions 5 à 8 ci-dessus, nous obtenons

les dimensions des différents espaces W [ T T ] ( Ç ) , que nous donnons dans

la table 3.

4-" Préliminaires à la description des espaces propres W~'[rr]

DEFINITION 6.- Sj_ TT est une représentation de H telle que T T O F ^ T T

+ +
W~M(Ç) = { f ( S ) | f Ç w ~ [ n ] } ,

+ ^ +
Supp W~[TT] = { Ç Ç E | W ~ [ I T ] ( Ç ) 7^0} .

LEMME 1.- Rappelons que 1'on a posé

/Trc a^X
-c ' f 0 ) (c^Lc \a^c 0 ;



260

oy. a^ désigne un élément de norme -1 d^ K , fixé une fois pour

toutes. On a

F(x^)= tx^=h:x^ ej, h^=1

pour

^-fo (^0<ï-1) ( c e K X ) -

C'est clair.

LEMME 2.- Tout S C E est congru, modulo H , à son comuqué F ( Ç ) .

En particulier, on a

F(1,x^) =h^(1,x^) ( c ^ K ^ ê X )

pour

^(o (^c)^-1) ( C Ç K X )

(cf. table 1 ).

Démonstration : Rappelons que 1'on a

F(h" . Ç ) = F ( h ' ) . F ( Ç ) (h- Ç H , Ç C E ) .

Supposons que 1'on ait F ( Ç ) = h.ç pour un ç € E et un h ç H conve-

nables. Alors on aura

F ( h ' . Ç ) = F ( h • ) h . S = [ F ( h • ) h ( h • ) ~ 1 " | . ( h • . Ç ) (h' ç H) .

Il s'ensuit qu'il suffit de démontrer le lemme pour un système de

représentants de E suivant H . Mais cela est immédiat d'après la

table 1, puisque les seuls représentants non-invariants par F sont

les (1,x^) ( c € I^ , ^ € X ) , les ( 1 , x ^ - 1 ^ ) et les ( x ^ - 1 , 1 , * )

(^ ç x ) , et que leur cas est réglé par le lemme 1.
C.Q.F.D.

LEMME 3.— Soit ( V , n ) une représentation de H , irréductible ou de

la forme n = rr^ ^ (A ç Card^)), telle que ( V , T r ) soit isomorphe à

(V,TTOF) . Soit § Ç E . Posons
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W[Tr " ] ( ç ) =rr(h-)V

ÛM h ç ^ H e^ V ' C V . Soit hç ç H tel que F ( S ) = h ç . ç et définis-

âoûs hç ç H par la relation

hçhç = F ( h ç ) h - .

On a alors
+

( 1 0 ) W ~ [ T T ] ( S ) = T r ( h ç ) { v Ç V | r r (h-) (v) = Î A ( v ) }

(cf. n°2, déf.4).

Démonstration : Posons, pour alléger les notations, h ç = h ' , h - = h et
^ ^ ~> S
hç=h . Par définition (loc. cit.), on a, pour f Ç w [ r r ]

( F f ) ( Ç ) = A [ f ( F ( Ç ) ) ] = [ ^ o T T ( h ' ) ] f ( Ç ) .

Posons f ( S ) = n ( h ) ( v ) , avec v Ç V . Alors

( 'Ff ) (Ç) = [Aon(F(h)h)](v) = (rr (h) oAoTT (h) ) (v)

et la condition ( F f ) ( S ) = î f ( Ç ) équivaut à la condition

•A(r r (h)v ) =îv ,

d'où notre assertion, car A = A"^ .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 9.- Gardons les notations du lemme 3. Soit ç € E l'un

des représentants de la table 1 ( § 1 , n°5). Alors on a

i) W""[ r r ] (ç) = { v € w [ r r ] ( ç ) | A ( v ) = ^v}

^1 S est invariant par F ;
+

ii) W ~ [ n ] ( ç ) = T T ( h ç ) { v Ç V ' | A ( v ) = î v }

ĵ, ç = (1 ,Xg, i | r ) (s çk^ , t ç x ) , avec hç =h (cf. § 1 , déf.7 et ce §,

prop. 6 ^ 8 pour la description de V dans ce cas)

iii) W' 'Crr ] (§) = T T ( h - ) { v € V |TT/° "^ (v) = ±à (v) }
3 \ ̂ o u I

si, ç=d,x^) ( c G K^-k^ , ^ ç X) , avec hç = h^ (cf. loc. cit. pour la

description de V dans ce cas).
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^
En particulier, le sous-espace W [ir] est plein (cf. ch.III, §3,

n°1, déf.2).

+
Démonstration : Le fait que W"'[n] est plein est une conséquence im-

médiate du lemme 3. Si ç est invariant par F , on peut prendre dans

le lemme 3, hç = 1 ; en posant en outre hç = 1 , on a hp = 1 et i) en

résulte aussitôt. Si ç = ( 1 , x , ^ ) ( s ^ k ^ , ^ ç X) , on peut prendre

h p = h ' (cf . lemme 2) ; alors avec le choix indiqué de hç , on obtient

h = 1 , d'où ii), en vertu du lemme 3. Enfin si ç = (1 ,x , ^ ) (cCK^k^,

^ ç X ) , on peut prendre h ç = h ' (cf. lemme 2) ; alors avec le choix

indiqué de hp , on trouve h = ( "ao)» d'où iii), d'après les c Q.Q u
lemme 3.

C.Q.F.D.

REMARQUE.- D'après la proposition 9, il suffira dans la suite, pour
+ +

connaître W~[ n] , de calculer W ~ [ T T " | ( Ç ) pour Ç égal à chacun des

représentants suivants :

( 1 1 ) ( 1 , 0 , e )

( 1 2 ) ( d ( 1 , O L d ( 0 , 1 ) , e ) ,

( 1 3 ) (1 ,x^e) , (c= 1 , cCi^-k^

( 1 4 ) ( d (1 ,0 ) , 0 ,e )

( 1 5 ) (0,0/e)

(cf. § 1 , n°5, table 1 ) .

Nous considérons maintenant les différents choix de n tels que

r r ^ T T o F (cf. n°2, prop.3). Nous commençons par le cas le plus simple,

celui de TT = rr. = Aodet .

5.- Le cas TT = TT^ .

PROPOSITION 10.- On a

W^rr^W^] , W- [^1=0
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Démonstration : II est clair que dans ce cas A est l'identité.
D'après le lemme 2, si ç ç. Ï alors F ( Ç ) = h . S pour un h € H
convenable (avec, évidemment, N(det h) = 1 ) . Par conséquent, on a

( F f ) ( Ç ) = f ( h . Ç ) = A ( d e t h ) f ( Ç ) = f ( S ) ( f ç w [ î r 1 ] ) ,

car A = A01 .
C.Q.F.D.

6.- Le cas n = "^A ^ (A = Aq , <ï= 4^) .

Nous considérons ensuite le cas TT = n . ^ , où A == A^ et <î= ̂

( A , < î ç Car(K L A ^ ^ ) . Nous réalisons la représentation (V* ^ , rr . ^)

dans la représentation naturelle de H (cf . ch.I, §1, n°3, déf .4) .
.̂

Rappelons que dans ce cas A = F (cf. n°2, ( 6 ) ) .

PROPOSITION 11.- On a

^A^-^A^ - ^A,^-0

cruels que soient A , <î ç CarîK3^) tels que A = A q e^_ ^ s ^ . A ^ ^ .

Démonstration : D'après la remarque à la proposition 9 , pour prouver

notre assertion nous n'avons qu'à démontrer que, par exemple,

( 1 6 ) W^rr^^ l îç) =w[n^^] (Ç)

pour les représentants ç du type ( 1 1 ) à ( 1 5 ) .

Pour § = ( O . O . e ) , ( 1 6 ) est trivial (cf . table 1 ) . En vertu de la

proposition 6, iv), iii) et v ) , on a F (v) = v pour tout

v ^ w E r r . d ) ] ( S ) pour ç égala ( 1 , 0 , e ) , (d( 1 ,0) ,d (0 ,1 ) , e) etn i —. ~ "~
( d ( 1 , 0 ) , 0 / e ) d 'où ( 1 6 ) dans ces trois cas (prop. 9 i ) ) . D'après le

.̂
numéro i) de la proposition 6, on a aussi F (v) = v pour tout v € V

dans le numéro ii) de la proposition 9 , d'où ( 1 6 ) pour Ç = ( 1 , x . , e ) .

Considérons enfin le cas S = ( 1 , x ,e) ( c ^ K - k ) . D'après le numéro
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ii) de la proposition 6, l'espace V dans le numéro iii) de la pro-

position 9 est formé des v^ v^ <fi telles que v ( 1 , 0 ; 1 ) = 0= v(0,1 ; 1 )

et que (puisque ^ = ̂ q-)

vîab.a"^' ;d) =v(b,b' ;d) (b,b' Ç K , a.dê V^) .

On a donc

F%(a,b;d) ^(a^b^-d^ = v ( b , a ; d ) ( v € V , a,b <= K , d ^ I^) .

Comme d'autre part

^A^a ~^°)v ' ] (a ,b;d)=v(a^(b,-a) ,da^

= v ( b , - N ( a ^ ) a , d ) ( v Ç V , a,b € K , d € K^) ,

le numéro iii) de la proposition 9 montre que 1'on a bien ( 1 6 ) dans

ce cas.
C.Q.F.D.

7.- Le cas TT = rr^ ( A = A q ) .

^
Nous prenons maintenant n = rr^ (A ç Car(K ) , A = A^ . NOUS réali-

sons cette représentation comme le produit tensoriel de Aodet avec

la représentation naturelle de H = G L ( 2 , K ) dans l'espace L° des fonc-

tions complexes à somme nulle sur l'ensemble j^ des droites du plan

fini K2 (cf . ch.I, §1, n ° 2 ) . Rappelons que dans ce cas, on a pris

A = F ' ' (cf . n°2, ( 8 ) ) .

PROPOSITION 12 . - Soit A ç Car^L A = Aq .

i) On a
2 2

W^TT^^W^ ] ( ç )

pour tout Ç G E X E X X non-congru, mod. H , à un représentant de la

forme ( 1 , x^ ) (c ^ K><-kx , ^ € X) .

ii) Par contre, pour tout c ç K -k , ^ € X , on a

W^TT^ 1 ( 1 , X ^ ) = T T ^ ( l^){vÇL°iv(^)=v(^)} ,
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2 2
W~[rr^ ] (1,x^) =rr^ (h^){vÇL°|v(^) =0 Va € B^ et v(^) =-v(^)} .

Démonstration : D'après la proposition 7 iv) , iii), v) et vi) on a
^ 2

F ( v ) = v pour tout v€w[ iT^ ] ( Ç ) pour ç égal à ( 1 , 0 , e ) ,

( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ) , e ) , ( d ( 1 , 0 ) , 0 , e ) et (0 ,0 ,e ) . Notre première assertion,

pour ces représentants, résulte alors aussitôt du numéro i) de la pro-

position 9 . Pour ç = ( 1 , x . , e ) , le numéro i) de la proposition 7 en-

traîne que l'on a aussi F (v) = v , quel que soit vç V, dans le numé-

ro ii) de la proposition 9 , d'où i) dans ce cas. Considérons enfin le
X Xcas ç = ( 1 , x ,e) (c ç K -k ). D'après la proposition 7 ii) nous avons,

pour tout vç V dans la proposition 9 iii), en posant w ' = (, ),

2
[^ (a^w' ) (v ) ] (^ ) =A(a^ )v (Z^ ) =v(^) = (F v)(^) (A^A) ,

2
[TT^ (a^w ' ) (v )1 (U =v(^) = (F v)(^),

2
[n^ (a W ) ( v ) ] ( ^ ) = v ( € . ) = v ( € , . ) = v ( ê )

0 a -a""' N ( a ) a ' a'2

= [F " ( v ) ] (Z ) . (aCi^).a

L'assertion ii) en résulte aussitôt (prop.9 iii)).
C.Q.F.D.

8. - Le cas n = n
————— A^

Nous considérons maintenant le cas le plus délicat, à savoir

n = TT (A ç CardÇ^)). Nous réalisons toujours n dans la repré-
A ^ A ^ A^

sentation naturelle de H . Rappelons que dans ce cas, on a posé

A = S o p ^ (cf. n°2, ( 7 ) ) .

PROPOSITION 13 . - Soit AÇCard^) , A ^ A ^ . pn a

W^rr : ] ( ç )=w[ r r ] ( ç )
A,/^ A ^ A ^

pour tous les ç ç E non-concrrus, modulo H s à un représentant de

la forme ( 1 , x , ^ ) (c € K>< , ^ ç X) .
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Démonstration : Nous nous servirons de la remarque à la proposition 9.

Si Ç C E est invariant par F , il résulte de la proposition 9 i) et

la définition de A (n°2, ( 7 ) ) que si v ç w [ n ] ( Ç ) alors
+ A^

v € W [ r r ] ( Ç ) si et seulement si
A ^ A ^

( 1 7 ) (F"os)(v) =v .

Pour ç = ( 0 , 0 , e ) et Ç = (d( 1 ,0) ,0, e) , on a w[n ] ( ç ) = o
A ^ A ^

(prop.6 v) et v i ) ) et donc l'assertion i) de notre proposition est

triviale. Supposons maintenant ç égal à ( 1 , 0 , e ) ou à

( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 L e ) . Soit t ç kx et v, ç wCn ] ( ç ) portée par
t A / A ^

( U ^ Î X ^ (si ç = ( 1 , 0 , e ) , alors v, = 0 à moins que t =-1 ) .
N(c)=t c t

Soit c un élément de norme t de K . Nous avons, par un calcul

facile (cf. ch.I, § 1 n° 2 , prop. 6 ) , puisque A ^ A q ,

(Sv ) ( 1 , c ; 1 ) = A ( - 1 )q~1 S v (a,auc;1 )
aCK^uÇU L

ac(1-u)=1

= A ( - 1 ) A ( Ï - 1 (c) q~1 [" S A^-1 ( 1 - u ) A ( u ) 1 v . ( 1 , C 7 l )^uçu-d} J t

^A^1 ( c ) v ^ ( 1 , c ; 1 )

= v ^ ( 1 , c q 7 • 1 ) = ( F % ^ ) ( 1 , c ; 1 ) .
.̂

Cela montre que (F o S ) ( v ) = v pour tout v Ç w [ r r -J(1 » 0 ,e) et que
^ A^

l 'on a Trace(F o S ) = q - 1 (= dim[w[rr 1 (d ( 1 ,0) ,d(0, 1 ) , e) ] ) . Comme
A ^ A ^ ~

W CTT ] ( S ) est le sous-espace propre de A = F 03 correspondant à
A , A01

la valeur propre 1 , notre assertion s'ensuit, pour les deux choix

indiqués de S .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 14.- Soit A ç CarîK^) , A ^ A ^ . si Ç ^ Ï a le même stabili-

sateur crue ( 1 , x . , e ) , alors on a

i) W^TTT ] ( ç ) = r r (h^tvÇv^ v(0,1 ? 1 ) = A (-1 ) Z v (r) } ,
A ^ A ^ A ^ A ^ ' A , A ^ rçk °
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ii) wTrr ] ( Ç ) =
A^

=TT . ( h H v C v ^ Jv =\ ç Œ et v ( 0 , 1 ; 1 ) = -A( -1 )q\}
A ^ A ^ ' A ^ A ^ 0

où, rappelons-le (cf. prop.6 i)), on a posé v (Trb) = v ( 1 , b ; 1 ) pour

tout v ê V^ , b $ K .
A^

Démonstration : Soit v ç Vtr et b Ç K . On a
A ^ A ^

( S v ) ( 1 , b ; 1 ) =^-bl2 z v (a ,ab-1 ;1)
q a€K

^^LLU [ v ( 0 , 1 ; 1 ) + S A c t - 1 ( c ) v ( 1 , b - c ; 1 ) ] .
q cÇKX

Soit C C K un système de représentants des k-droites dans K

notons c le représentant de la droite K° formé des éléments de

trace nulle. On a alors

S A^-1 ( c ) v ( 1 , b - c ; 1 ) = S A^"1^) S v (1 ,b - tc ;1 )
CÇK cÇC tÇk

=qA q ~ 1 (c ) v ( 1 , b ; 1 ) + [ S A ^ Ç c ) ] S v^(r),
cÇC
CT^C

0 cçc rçk °

;A(-D[qv (Trb) - S v (r)1 ,
0 rÇk °

d'où

( 1 8 ) ( S v ) ( 1 , b ; 1 ) =v (Trb) + A (-1 )q'"1 v(CM ; 1 ) - q~1 2 v (r).
0 rÇk °

De manière analogue, on a

( S v ) ( 0 , 1 ; 1 ) = A ( - 1 ) q ~ 1 S v ( 1 , c ; 1 ) ,
c€K

c'est-à-dire

( 1 9 ) ( S v ) ( 0 , 1 ; 1 ) = A ( - 1 ) S v (r).
r6k °

La proposition résulte aussitôt de ( 1 8 ) et ( 1 9 ) .
C.Q.F.D.

Nous fixons quelques notations avant de considérer le dernier cas•

DEFINITION 7.- Notons L 1'ensemble des k-droites (passant par l'ori-

crine) de, K^ . A chaque v Ç V^ (A ç Card^) , A ^ A q ; cf. prop.ôii)),
A^
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on associe deux fonctions v. e_t. v^ de^ j^ dans (C définies par

v^ ( € ) =v (c ,1 ;1 ) (cç € €jy

v ^ ( Z ) = v ( 1 ,c;1 ) (c ç € €^)

Nous factorisons aussi par J^ tout caractère ^ ^e I^ trivial

sur k , en posant

^ ( Z ) = ^ ( c ) ( c ç 6 Ç ] L ) .

Nous notons enfin € ( c ) la. k-droite de Kx passant par c ç K^ .

PROPOSITION 15.- Soit A ç Card^L A jÉ A^ . si ç € ÎS a le même stabili-

sateur, dans H , que ( 1 , x ,e) (où c ^ K -k ) , alors on a

i) W [rr -1(S) est 1 ' imacfe par n (h ) (cf . prop.6 i i)) du
A y A 4 c

sous-espace de VP1' formé des fonctions v ^ V^ telles que
A . A ^ A A ^

v ( 1 , 0 ; 1 ) = S v . et. v ( 0 , 1 ; 1 ) = S v . ;
1 " L '

en particulier

dim W'^I'TT • | ( ç ) =q+i .
A . A ^

ii) W [ir - l ( ^ ) est 1'image par rr (h ) du sous-espace
A ^ A ^ A ^ A 0 c

de V^ formé des^Conctions v 6 V^ telles que :
— A .A^ —————————'——————— A^ ——————

a) v( 1 , 0 : 1 ) =- ^— S v^ ,
-fc

b) v ( 0 , 1 ; 1 ) =- ̂  S v^ ,

c) v^X^+^Al-q

où \ , |j, ç C .— v v

En particulier

dim W'CTT 1 ( Ç ) =2 .
A.A^ '

Démonstration : Nous calculons A v = (F oS)v pour vç V^ . On a,
A^

pour c ^ K (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6)
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( S v ) ( 1 , c ; 1 ) = A ( - 1 ) q ~ 1 2 v (a ,ac -1 ;1 )
aÇK

= A ( - 1 ) q ~ 1 [ v ( 0 , 1 ; 1 ) + S Aq-l^vd.c-d^-l)] .
dÇK"

Notons A la somme dans le membre de droite. On a alorsc

A = A q ~ 1 ( c ) v ( 1 , 0 7 1 ) + (q^îA^^ch^^c)) + S A^ 1 ^ ) Z w ( Z •;
c 2 ^ ^'^

^(c) Z V € ^ ( c )

= A q " • 1 ( c ) v ( 1 , 0 ; 1 ) + q v , ( e ( c ) q ) - - A q - - 1 ( c ) S v. ( € ) - S v.^)
' €ç^ ^î

d'où

( S v ) ( 1 , c , 1 ) = A ( - 1 ) [ v ( c q , 1 , 1 ) + q ~ 1 ( v ( 0 , 1 ; 1 ) - S v, ( 6 ) )

^
+ A q ~ l ( c ) q ~ l ( v ( 1 , 0 ; 1 ) - S v . ( € ) ) ] .

^
D'autre part, toujours pour c^ K , on a en posant w ' = ( , ) ,

[ n ( a ^ w ' ) v ' l ( 1 , c ; 1 ) =v(a^(c, -1) /a~^) = A (-1 )v(c, 1 7 1 ) (N(a^) = - 1 ) .

-x-
Comme à= F oS , nous trouvons ainsi que la condition

[ n ( a ^ w ' ) ( v ) ] ( 1 , c ; 1 ) ^(AvUl^-l) ( c € Kx)

équivaut à la condition

(20) + v ^ ( € ) = v ^ ( 6 ) + q ~ 1 [ v ( 0 , 1 7 1 ) -S v^+ A 1 -^ € )q-1 [v( 1 ,0; 1 ) -S v^]

& ^
pour tout ^ € L .

De manière analogue, on a, pour vç V^ ,
A ^ A 0 ^

( S v ) ( 1 , 0 ; 1 ) = A ( - 1 )q~1 S v ( a , - 1 ? 1 )
aÇK

= A ( - 1 ) q ~ 1 [ v ( 0 , 1 7 1 ) + (q-1) S v , ( € ) ]
€ÇL '

et

( S v ) ( 0 , 1 ; 1 ) = A ( - 1 ) q ~ 1 [ v ( 1 , 0 ; 1 ) + (q-1) I: v. ( Z ) ] .

^Comme

[ r r (a^w ' ) v ] (1 ,0 ;1 ) = A ( - 1 ) v ( 0 , 1 ; 1 ) ,

[ r r (a^w' )v ] (0 , l7 l ) = A (-1 )v( 1 ,0,1 ) ,

nous voyons que, pour v € V^ , la condition
A , A q

[ ^ (a^w ' ) ( v ) ] ( x ) = î ( A v ) ( x )
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pour x = ( 1 , 0 ; 1 ) (resp. x= ( 0 , 1 ; 1 ) ) équivaut à la condition

( 2 1 ) ^(0,1:1 ) = v ( 0 , 1 ; 1 ) + (q-1) 2 v
L '

(resp.

(22) ^qvd ,0;1 ) = v ( 1 ,0;1 ) + (q-1 ) S v ) .
A

L'assertion i) est alors immédiate et l'assertion ii) découle

aussitôt du fait que (si l 'on choisit partout le signe -) (20) est

équivalente, en présence de ( 2 1 ) et ( 2 2 ) à l'équation suivante

(23) v =m(v J+A^^.mÇv^)

où l 'on note m(v . ) la moyenne, sur L , de v. ( i = 1 , 2 ) , équation

qui équivaut à son tour à

v^=m(v^) + A 1 ~ q . m ( v ^ ) .
C.Q.F.D.

Nous avons indiqué les dimensions des espaces W [ f f ] ( Ç ) , dans les

cas non-triviaux, dans la table 1 (sous-colonnes à en-tête A =A0 1 et

<E = A^) .

+
9.- Les dimensions des espaces w[Tr"] et W [ir] .

A 1'aide des résultats des numéros précédents nous pouvons déter-
+_

miner aisément les dimensions des espaces w[ir"l , W [rr] , pour toutes

les représentations irréductibles rr de H triviales sur U .

LEMME 4.- Soit n une représentation de H triviale sur U . Posons

n ( Ç ) =dim w[n" | (Ç) (ç ^ E ) ,

n~'(Ç) =dim W~[ iT" l (Ç) (Ç ^i).

Alors on a

dim W ( r r ) = (q2^ ) n ( 1 , 0 , e ) + (q2^ ) n ( 1 , x ^ e ) + ̂ (q2^ ) n < d ( 1 ,0) ,^(0, 1 ) , e ) +

+^q(q -1 ) 2 n(1 ,x^ , e ) + (q+1 ) n ( d ( 1 , 0 ) , 0 , e ) + n ( 0 , 0 , e ) ,

x xoù c désigne un élément quelconque de K -k (formule analogue pour
W - C T T ] ) .
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Démonstration : II suffit de compter pour chaque H-représentant

apparaissant dans la formule du lemme, combien de H-représentants

il y a dans la table 1 qui ont même stabilisateur, à conjugaison

près.
C.Q.F.D.

La table 4 qui donne les dimensions des différents espaces w[n],
+

W [rr] résulte aussitôt du lemme 4 et de la table 1 .

§3. L'entrelacement des représentations w[n") ( T T 2 L T T o F ) .

1 • - Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous désignons par (V , r r ) une représentation

irréductible de H , triviale sur les matrices scalaires à rapport

dans U(= N^d)^ !^ ) . Nous considérons l'induite ( ^ ^ ) de (V , i r ) à

r = G O ( Q ) (cf. ch.III, §3, n°4, prop.3, avec r ' = H , T = F ) . Nous avons

dans notre cas (§1 , n°1, prop.2)

FTT = Trop

en notant encore F l'extension de 1 ' automorphisme de Frobenius c'-^c-1

de K à H = G L ( 2 , K ) . Nous écrirons d'ailleurs aussi F ( h ) = h (h ç H) .

Nous donnons tout d'abord quelques résultats plus précis, dans

notre cas de rang 4 et d'indice de Witt 1 , concernant les opérateurs
ffS ( x , y ; Y ) ( x . y ê M . v ^ 1" ) introduits de manière générale au chapitre

III (§3, n°2, dçf .6) . Dans la suite nous écrivons simplement S à la
<"\̂

place de S

LEMME 1 .- Pour x , y Ç M = E 2 , Y ^ . on pose

n (v ) = | { ( Y ' , V " ) ^ F XF [ Y • Y Y " = Y } | 7x» y x y

on note E ( x ) le sous-espace de E engendré par le couple de vec-

teurs x ^ M .
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Alors on a

(^) S(x,y;Y) =n (v )~1 S_??(v ) S _ _ (Y Ç H
x» y x y

si, r " =F et si l'une des hypothèses suivantes est satisfaite :

i) le sous-espace quadratique ( E ( x ) , Q ) de^ ( E , Q ) est un

plan non-déqénéré déployé et y ^ M est quelconque 7

ii) ( E ( x ) , Q ) est un plan non-dégénéré, non-déployé ou une

droite non-singulière et ( E ( y ) , Q ) est une droite singulière.

Démonstration : Supposons vérifiée la condition i) . Soit Y ^ r • Si

E ( x ) H E ( y . y ) = 0 la relation (.%•) est claire (ch.III, §3^ n ° 2 ^ lemme3

et rem. 2 au lemme3 ) . Supposons d i m ( E ( x ) n E ( v . y ) ) == 1 . Si

dim(E(x) H E ( v . y ) ) = 1 i on peut supposer v . y . Ç E ( x ) (ch.III, §3, n°2,

rem.2 au lemme 3) et donc E(x) n E ( Y .Y^) = 0 si E ( x ) 7 z 5 E ( Y . y ) . En

vertu du théorème de Witt la somme S (x ,y ;v ) porte alors sur les

Y ' Ç ^ de la forme Y ' = Y Y Y ? pour Y ç- Stab / v X , Y^ ^ ^^OÎQ)^ '

tels que

B ( x . , Y ' . y . ) = B ( x . , Y . y . ) ( ( x ^ , x ^ ) = x ) 7

mais cette dernière relation entraîne

Y ' .y^ ^^Y-y^ +v

avec v Ç E ( x ) ' 1 . Il s'ensuit que Q ( v ) = 0 (puisque Y . y < . ^ E ( x ) et

que l'on doit avoir Q(Y ' .y^ ) = Q(Y .y. ) ) et donc v = 0 , car

(Eîx) '1^) est un plan non-dégénéré, non-déployé. On en conclut que y -

fixe aussi y. , d'où la relation (.x.) dans ce cas. Considérons enfin

le cas E^.y^ E(x ) . La somme S ( x , y ; Y ) porte alors sur les Y ' ^ r

tels que m , = m et que

Y ' •y^=Y.y^ +v^ ( i = 1 , 2 )

pour v. ^ E(x) . On doit alors avoir de plus Q ( v . ) =0 à cause de la

relation Q ( Y ' . y - ) = Q ( Y . y . ) » et donc v . = 0 ( i = 1 , 2 ) , ce qui démontre
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(•)(•) dans ce cas.

Si ii) est vérifiée, alors, pour tout Y ç î" , on a

E(x) n E(v.y) = 0 et la relation (•x-) est donc immédiate (ch. III, §3,

n°2, lemme 3 ) .
C.Q.F.D.

LEMME 2.- Gardons les notations du lemme 1 et posons I" ' = H . Alors on

a encore (•)(-) pour x = ( x , - 1 , 1 ) , y = ( 0 , d ( 1 , 0 ) ) (cf. table 1 ) e_t. h € H

tel que h, .h^. = 0 .————— 1 1 ^ 1

Cela est immédiat.

2.- L'entrelacement des représentations w|'Tr] ( T T ^ Î T T O F ) .

THEOREME 1 . - Soit n une représentation irréductible de H (triviale

sur les matrices scalaires à rapport dans U) telle que n^n-oF .Alors

i) la représentation (w [T r ] ,p ) de G est irréductible;

ii) la représentation (w[n] ,p) ne s'entrelace avec

( W [ T T ' ] , P ) pour une autre représentation irréductible TT ' de H ,

telle que n ' ^ TT ' o F , que si rr ' =^ TT ou TT 1 ^ TT o p , cas où ces représen-

tations sont (trivialement) isomorphes.

Démonstration : Les hypothèses rr'^iTToF et TT ' ^ T T ' o p signifient que

TT et TT ' sont irréductibles. Nous démontrons le théorème pour w[rr]

et wr r r ' ] (ch.III, §3, n°4, prop.3). Prouvons i). En vertu du lemme 4

du numéro 2 du paragraphe 3 du chapitre III, il suffit de prouver que

si cp est une fonction de M dans End.,(V) vérifiant les conditions
r^l

i) à iv) de ce lemme, alors cp(x) est une homothétie (de V ), pourx

x parcourant un système de H X G -représentants de M . Mais cela est

immédiat d'après le lemme et sa remarque (cf . table 3) pour TT ^ TT.

( A Ç Card^) -Ca^k^, A 2 = A2^ , A ^ A ^ ) . si ^ = ^ cela est cependant

trivial puisque Supp W [ T T . ] (= Supp W [ T T . ] ) est réduit à une seule

r x (G Xk^-orbite, celle de Ç = ( 1 , a(0, 1 ) , e) et que d i m ' V - = 1 .
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Pour prouver ii), compte tenu de i), il suffit (ch.III, § , n° ,
tM

lemme ) de prouver que si <p est une fonction de M dans

Hom (V,V) vérifiant les conditions i) à iv) dudit lemme et telle que

cp(x) soit un isomorphisme (de 'V sur ' v ' ) pour tout x € M , alors

('v,'?) ^ ('V\î?1 ) (c'est-à-dire n ' ^ TT ou T T ' ^ T T O F ) . Mais d'après la

condition iv), en vertu du lemme i) on a» pour x= ( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ) )
(«»> rsj

( 1 ) c p ( x ) T f ( v ) P ^ = P ^ ' ' T T ' ( Y ) c p ( x ) ( Y ^ r ) .

Mais il résulte de ( 1 ) que le r-morphisme cp de V dans V défini

par

cp= z cp(-n)
'nço(ç)

avec ç = ( x , e ) et 0( Ç ) = Orbp ( ç ) , est non-nul si dim rr ' > 1 , puisque

cpP^lrJ-1 [ s ^l^)fyt(y)•-^(^
9 ' ver

fM

et que la somme entre crochets est un endomorphisme de V de trace

égale à |pIdim ̂ ç= | r | ( q -1 ) . En vertu de l'irréductibilité de î? et

î?' cela achève la démonstration de ii) pour dim TT ' > 1 .

Si dim rr' = 1 , alors w[Tr1 ^° w[rr ' ] entraîne (table 3) dim TT = 1 .

On a donc n = rr^ , TT = rr^ , pour A ,A ' ç Car(K><) - Car(kx) , A2 = A^ ,

A ' = A ' ^. Mais dans ce cas la condition v) du lemme 4 du ch.III, §3

n°2, appliquée à x= ( d ( 1 , 0 ) , a ( 1 , 1 ) ) , y= ( d ( 0 , 1 ) , a ( c , c ) ) (pour un

c Ç Î -k^ et y = d(a, 1 ) ç H (a ê Î ) entraîne aussitôt

A ( a ) = A " (a) ( a € 1^),

d'où ii) dans ce cas.
C.Q.F.D.

2
3.- L'entrelacement des représentations ^C^oN^ ( 0 / ^ Car(k ) ) .

2
THEOREME 2.- i) Les représentations ^[^oTsjl sont irréductibles pour

tout a ç. Carîk^ .

ii) On a
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w-C^^w-C^I

si C Y ^ P (cy,(3 ^ CarÇk^)).

2 ^
Démonstration : Ecrivons rr = Tr o».r ' pour tout o/ ç Car(k ) . Notons V

1'espace commun des représentations TT réalisées par leur modèle

naturel (ch.I, §1, n°3) . Nous démontrons le théorème pour les repré-

sentations W[ÎT"I (cf. ch.III, §3, n°4, prop.3).

Soit ^ un opérateur d'entrelacement de W[TT ] dans w[Tr~]

( o ^ P Ç C a r C k ) ) . Comme la sous-représentation w|'Tr'',1 de w[îî , ] est

pleine et que Supp w[n- , "] (= Supp W [n , ] ) est non-dégénéré, pour

tout c y ' ç C a r î k ^ L on a (ch.III, §3, n°2, lemme 4)

( ^ ^ ( Ç ) = [ c p ( S ) ] ( f ( Ç ) ) ( fÇw[^] , ççî i )

r^ i>^

pour une fonction cp de M dans End (V) telle que

Supp cp =pr.(Supp ^) n pr^(Supp ^) et que

a) c p ( ç ) çHom^(w[^1(Ç),w[^p'](§)) (Ç Ç îî)

b) c p ( v . S ) = î ' 6 (VY^)cp(Ç) î? ; (YV^)~ 1 (Y ^ F , V^Fç , ç CM)

c) cp(xa,D =cp(x^) ( x ^ M , a^ Ax , ilr^'çx)
rw r^f
17 '^R

d) cp(x) S Q / ( x , Y ; Y ) = S ' ( x , y 7 v ) c p ( y ) (x,y € M , Y ^ r- ) .

Comme Supp w[Tr~ , ] est réduit à une seule F x (A X k )-orbite et

que dim W'CTT ] ( Ç ) = 1 pour ç ç Supp W ~ C T T ^ , ] , quel que soit

o / ' € Carîk^ (cf. table 3 ) , l'assertion i) est alors immédiate. Pour dé-

montrer ii), il suffit d'appliquer d) à (cf. table 3 et §1, n°5, déf.7)

x = ( 1 , x ^ ) , y = ( a d / D ^ a î c ' 3 ^ ) ) , Y = d ( a , 1 ) ^ H

\( ^ v
pour un c ç K -k , tel que Trc ^ 0 , et tout a ç K . Comme

x ^ y module r et que E ( x ) ï ï E ( Y . y ) =0 , on en tire d'après le lemme 3

du en.III, §3, n°2, que

A ( a ) = A ' ( a ) (a Ç K^)
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si c p ( x ) ^ 0 , c'est-à-dire si ^7^0 .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 1 .- La représentation W^TT0^ ] est dans la série discrète
xde G pour tout a € Car(k ) .

Démonstration : L'assertion résulte du fait que W [n^ ] n'admet

même pas de vecteurs invariants non-nuls par le sous-groupe U. de G

formé des u î^ -) ( r € k ) , ce qui est clair puisque

P ( u ( ^ ^ ) ) f ( 1 , x ^ 7 ' n = ^ ( r ) f ( 1 , x ^ )
2

quels que soient r ç k4' , c ê K><-kx , ^f Ç X. et f ^ N ' r T T ^ ] , et que

SuppW-C^]=^ Orb^(1,x^^) .

cÇK><-k>< C.Q.F.D.

REMARQUE.- Il est déjà clair, à cause de leur dimension commune
2 . - 2

^q(q-1 ) , que la restriction de la représentation W [rr4 _]

(a €Car (k ) ) à Sp(4,k) a comme caractère le caractère 9. de la

table de SRINIVASAN [16^ .

§ 4. Identification des w[ TT ] n'appartenant pas à la série discrète.

1 .- Identification des représentations w[rr^ ^] ( A ̂  Aq ̂  ̂ ) .

Rappelons que A et ^ désignent deux caractères distincts de
K^ tels que A^=Aqe'q . On sait déjà ( c f . §2, n ° 2 , prop.3) que si
A/A q (donc aussi C»^^) et si $7^Aq alors rr^ <̂ ^ ^°F (et
réciproquement), d'où l'irréductibilité de w [ ' n ' . ^'l ( § 3 , n ° 2 , t h . 1 ) .
Nous montrons maintenant que les représentations w[n^ g'\ forment la
série de représentations de G associée au sous-groupe parabolique P.
( c f . ch.II, § 4 ) . Nous affecterons nos représentations d'un indice supé-
rieur égal à leur dimension s'il y a risque d'ambiguïté.
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Nous considérons dans ce numéro le cas où A ^ A ^ , ^^î0 et

{ A ^ A ^ n {^^P} =0 .

PROPOSITION 1.- Pour A , <î ç Card^) tels que A^A0^0 ^t_

A ^ A ^ ^ A ^ on a (cf . ch.II, n°4)

(WE^LPÏ-WA^TTI^LT)

(où l 'on écrit, suivant nos conventions, A^ q à la place de cy ç Car(k )

tel que A<î'~q = cyoN) .

Démonstration : Comme V ( A < t ^i^^ , ) = Ind [ ( c v ^ n ^ î0^^ et que cette
-? P^ÎG <p 1

représentation est irréductible, dans le cas où nous nous sommes pla-

cés, il suffit d'exhiber un P.-morphisme non-nul de o/ ® TT^ dans
2 1 J- ^

wCrr^ ^ ] ; ce que nous faisons maintenant.

Posons x = ( x . - 1 , 1 ) (cf . table 1) et notons v^ le vecteur

dans n^ ^(h ) • . w[^ ^](x°)cv^ ^ (cf. §2, n°3, prop.7 ; on prend le
q^+1modèle naturel de TT/- A ) défini par les conditions"• i -

( 1 ) Supp v^= ( O X K ) XK^ , v^(0,1;1 ) = 1 .

Considérons le modèle de Weil réduit de (Yl"1'^"1) (cf. ch.I, §4,

n°4) 7 on a alors V^"1 = Cx . A toute f^V-1" '1 associons f ç w[rr^ ^]

définie par

( 2 ) pr,(Supp f ' )corb. ,(x )l n o

(3) f '(x°,t lr) = f ( ^ )n^ ^(h^)v^ (h = (^ ^ )
' o

où a ê Kx , N(a ) =-1 , fixé.

Il est immédiat que l 'on a

p ( g ) f = f ( f < = v ^ ~ 1 )

pour tout g appartenant au radical unipotent U, =Ker cp de P, .

Soit g ' Ç P ^ . Si g = ( ^ ^ - l ) avec a = (^ °) ( t Ç k x ) , alors

^ 4 ( g ) = ( t » 1 ) et il résulte de la relation
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(4 ) (^^l^î^^lfê^lS^-^l-1 '^

(avec a et b dans K tels que t = N ( a ) = Trîa^+l ) , que l'on a

p(g)f =A^~q(a)f ' =cy( t ) f ( f ê V ^ 1 ) .

Si 9=u(° °) (r^k4 ' ) , alors c p . ( g ) = ( 1 » ( Q ^) ) et on trouve aussitôt

[p(g)fhx°^)=^(r)f(x0^) ( fçv^.^X).

Si g=h ' ( t ) (t^k^, alors cp^ (g) = ( 1 , (^ ^) ) et, par définition

^(gïf^x^^fîx0,^) (^X).

Si g=h(^)h ' ( t 2 ) ( t C k ^ ) , alors cp^ (g) = ( 1 ,t) € kx X GL(2 ,k ) et

1 ' on a

p ( g ) f =A~1^q(c)^A^(^ ^)f = < a & ( t ) f • ( f Ç V ^ " 1 , c Ç K X , N ( c ) = t ) .

Pour terminer, il ne reste alors qu'à démontrer que l'action d 'un

g 6 P tel que cp (g) = ( 1 , w ^ ) (avec w^= (^° ^) Ç G L ( 2 , k ) ) sur les f

( f Ç V ^ 1 ) est celle donnée par la formule décrivant l'action de w
^

dans le modèle de Weil réduit de TT^" .

Or,pour ^umvr1^ °)w u(~^ ^ ) , nous avons cp^ (w^) = (1 ,w^)

et l 'on calcule sans difficulté (ch.III, §2, n°3) , en posant

H =Stab-(x°), et n? ^1 = TT ,
0 H '* » -•

[ p ( w ) f ' 1 ( x , ^ ) ——q^lH^I""1 S M B ( x ^ , h . x ° ) ) f ( ^ ) T T ( h ) T T ( h ^ ) v ^
IIL=1

h^x^

pour fêV9 1"1 , x ê E 2 , t êk^ . On voit donc que [ p (w^) f ] (x,'|r ) = 0 sauf

peut-être si x = ( ( ^ ) , ( ^ ° ) ) ou x = ( ( ^ ) , 1 ) ( sêk^ ou x = x° .

Dans les deux premiers cas, on trouve, avec x, = s ( ^ ^) ( s ^ k ) ,

rpCw^f 'hx .^——q" 2 ! ! ! |~1 S ^ t s (b q -u q )^a^ud)f (^)TT(h^v^=0
" uÇU

bÇK"1' _.
dÇKX ,N(d)=s

où l'on note a un élément fixé de 1̂  tel que N(a.J = s (on prends s



279

SLj, = 1 ) . Enfin, on a

[ p ( w ^ ) f ] ( x ° ^ ) "q"2^ r^q+D S H r ( T r d W d ) f ( ^ ) T T ( 1 ^(hjv
bOK4' 0 d 1 00bêK4-

N(d )=1
——q"1!; S < l f ( T r d ) < î > ( d ) 1 f ( i l r ) r r ( h , ) v

N(d)=1 ' ^ (1 / v o o

d'où

[ p ( w ^ ) f ] ( x ^ ) "q"1!: 2 ^ ^ ( T r d ) ^ ( d ) ] f ( x ^ ) ( x Ç E2 ̂  ç X)
d^K

N(d)=1
comme voulu.

C.Q.F.D.

REMARQUE.- Si on cherche t^wCrr^] invariante par le radical unipo-

tent U, de P , on trouve aussitôt

^=^^2

avec f ^ f ^ ^ V|~1 = ̂  , Supp f^ = Orb^(x°) X Supp f^ ( i = 1 , 2 )

qÇw[^] et

f^ (x° ,^) = f ^ ( ^ ) T T ( h ^ ) v ^

f^(x°^) = f ^ ( ^ ) T r ( h ^ ) v ^

où ^ ç ̂  ^ est défini Par IGS conditions

v ^ ( 0 , 1 ; 1 ) = 0 , v ( 1 , b ; 1 ) = 1 ( b Ç K 4 ' ) .

On vérifie de même que ci-dessus que l'application f^ f^ de O^

dans W[^^] est un P^-isomorphisme de (^ , cv"1 ^> n^"1 ) dans

^^A,^' Dans le cas dégénéré que nous considérons dans le prochain

numéro, nous aurons of = oT1 et ni"1 = Tr^"1 et nous obtiendrons ainsi

deux H-monomorphismes linéairement indépendants de cy0 rr^1 dans

W[n^] .

+
2.- Identification des représentations W [rr ] ( A - ^ A ^ )

A ^ A ^

PROPOSITION 2.- Soit A ç Car^) tel que A ^ A ^ . pn a
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(W^n J / P ) " (Vd.rr^LTL
" A ^ A ^

(W~[Tr J ,P ) - (Vd^ - 1 ) 1 ^ ) .
A^

Démonstration : Considérons le modèle de Weil réduit de rr4 . On a

alors V^"^ = ̂  . Nous définissons trois P,-monomorphismes linéaire-

ment indépendants j . Joo et J_ i de (vq-1 ' l0^"1) d^s

wCn01 ] comme suit.
A / A ^

Soit v^^ V défini par les conditions
A ,K^-

Supp v^= ( O X K ) XK> < , v ^ ( 0 , l ? 1 ) = 1 .

Désignons par v le vecteur dans V tel que0 A^
v ^ ( 0 , 1 ; 1 ) = 0 , v ^ ( 1 , b ; 1 ) = 1 (bêK" 1 ' ) .

Soit v . Ç V défini par les conditions
"' A ^ A ^

v . ( a , b ; c ) = 0 si N ( a ) + N(b) ^ 0 ( a ^ b ^ l ^ c ç i ^ )

v _ ^ ( 1 , u a ^ ; 1 ) = A ( u ) ( u Ç U)

où a Ç K>< est fixé, tel que N(a ) =-1 .o o
Soit f ç O^ . On définit j^ ( f ) ( i=0,~,-1) par

Supp j ^ ( f ) =0rb^(x^-1,1 ) XSupp f ( i = = 0 , o o )

Supp j_. ( f ) =0rb^(0,1 ) XSupp f

et

[ j . ( f ) ] ( x . - U ^ ) = f ( ^ ) T r ( h ^ ) v ^ (i=0,oo)

[ j _ ^ ( f ) 1 ( 0 , 1 ^ ) = f ( ^ ) v _ ^ .

Il est immédiat que o (g ) j ^ ( f ) = j^ ( f ) ( i=0,oo,-1 7 f € (CX) pour tout

g Ç U . O n vérifie sans difficulté, comme dans la démonstration de la

proposition 1 que j. et j^ sont des P,-morphismes. Il est trivial

que j , entrelace les opérateurs ( 1 ̂  rr^"1 ) (cp^ (g ) ) et P ( g ) pour

g ç p tel que cp^ (g) = ( t ,h) pour t ç k^ et h = ( ^ ) ( s ^ K 4 " ) ,
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h= (^ ^) (r^k^, h= (^ ^) ( têk^. En ce qui concerne l'action de

w ^ = ( _ ° ^ L on a (1.^) = c p ^ ( u ( 1 ) w " 1 u ( ^ °)w U(~Q ^ ) ) , d'où, par un

calcul facile, on obtient, pour tout x € E , ^X , f é e , avec

rr -TT ,
A . A ^

[P(w. ) j . f ] (x^) ——q'^l^.K)!"^ E ^ (B(x. ,hh^) ) f( ^ )n(h)v , 7-2 -1 x^o ^ç^ 2 -1
n^=1

par suite [ p ( w ^ ) f ] ( x , ^ ) = 0 si x ^ O r b — ( 0 , 1 ) . Enfin posons~^ ri
^ = { [ P ( W ^ ) j _ ^ f ](OJ / ^ ) } ( 1 , a ^ , 1 ) ; alors

-2
x = - |TT?O y\ | s ^ ( N ( a ) + N ( b ) + N ( c ) + N ( d ) ) A I ~ < ï ( a + a c)Aq(ad-bc)A ( u ) f ( i | / )[ u ^ A ,j\^ | o

où la sommation s'étend à tous les h= (a _, ) ç H tels que a+a c7^0 ,c d - o
b+a d = ua (a+a c) et N(ad-bc) = 1 . Il en résulte aussitôt, puisqueo o o
dim W [ir ] (0,1 , ^ f ) = 1 , que

A . A ^

r P ( w . ) j , f ] (0 ,1^) =-q~1 S ., ^ ( T r a . ) A ( a . ) ( j , f ) ( 0 ,1^ )
"~~ ~ l Ç-v 1 l "~ )

aji ^-J^
N ( a ^ ) = 1

•y
quels que soient ^ € X et f ç (C , comme voulu.

Les deux isomorphismes de la proposition résultent alors du fait

que la représentation V ( 1 , T r ^ ) est somme directe des deux représen-

tations irréductibles Vd.rr^" )q et V d / n ^ " ' ) ' , de dimensions

q(q -1 ) (q +1) et (q -1 ) (q +1) respectivement, et que

dim W [n 1 = q -1 et dim W"~[n ] = (q-1 ) (q +1 ), puisque l'existence
A / A ^ A ^ A ^

de j , j^ et j , montre que dim Hoirie ( V ( 1 , TT^ ' ) , w [ T r " 1 ) ^ 3 .

C.Q.F.D.

2 ^
3.- Identification des représentations wC^ ] et w[Tr^] pour A^A.

Rappelons que, si car k^2 , on note A (resp. CY ) le carac-

tère non-trivial de K (resp. k ) dont le carré est trivial. On

pose, pour A Ç c a r î K ^ ) , A = A A .
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PROPOSITION 3.- Supposons la caractéristique de k différente de 2.

Soit A ç Car(K ) tel que A q = A . On a alors

(Wtn^ LP)" (V^A)^ , T ) ,

( W C T T 1 ] , ? ) - ( V ( ^ , A ) \ T ) .C^,A} ' ,T ) .

0
Démonstration : Pour i = 1 , q , on définit un monomorphisme P, -

équivariant j . de (Œ , ((Y ^ ir0" ) ocp ) dans w[îT^] en posant

[j 2 ( f ) 1 ( x ^ - 1 , 1 ^ ) =f(^)^(h^)(q2v^-v^)
q

[ j ^ ( f ) ] ( x ^ - 1 , 1 ^ ) = f (^ )TT(h^) (v^+v^)

Supp j ^ ( f ) =0rb^(x^-1,1 ) XSupp f ( i= 1 ,q 2 ) ,

pour tout f Ç Œ , ^ € X avec v^,v € V^ ^ donnés par

v ^ ( 0 , 1 ; 1 ) = 1 , Supp v^= ( O X K ) XK X

v ^ ( 0 , 1 ; 1 ) = 0 , v ( 1 , b ; 1 ) = v ( 1 , 0 ; 1 ) .

La vérification se fait sans difficulté, de même que dans la démons-

tration de la proposition 2 (cf. aussi rem. à la prop.1). Comme nous

avons déjà établi l'irréductibilité des représentations w[ïT1] pour

A ^ ^ A (th.1, §3, n°2) et puisque V(cy , A ) = l n d {rv ^ rr^"1 ) ocp , la pro-

position en est une conséquence immédiate.
C.Q.F.D.

4.- Identification de wF.ïr^ ^} ^k, w[n^ pour A = A0, 4> = ̂  ^
i^ {l,q2} .

LEMME 1.- Soit ( V , n ) une représentation irréductible de H . soit

W un sous-espace plein et G-s table de w[n] . Soit f ç W , à sup-

port réduit à une H-orbite, disons Orb—(x , e ) , dans E , crui est de

rancf minimal parmi les r'-orbites contenues dans Supp W ' . Alors la

fonction

(x^) ^ S(x ,x :t~^c,t~^r) . f (x , f ) ( x ç ' ë , t Ç k > < )
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appartient au sous-G-module P ( Œ [ c ] ) f de. W engendré par f ,

pour tous les c ^ A . r G k ^ . ^ ç x .

Démonstration : Etendons la définition des opérateurs de Weil H
~BLx i

(a Ç A ) en posant, pour tout a ^ A

(H f ) ( x ^ ) = f ' ( x a ^ ) (f Ç w [ r r ] , ( x ^ ) C E ) .
~cL

En général H _ ^ P ( c [ G ] ) pour a f Ax ; néanmoins on a
~cL

(5 ) H W f ç o (c [G] ) f (a ÇA'*') .
""d.""

En effet, si rang x = 2 alors Supp w[n] est réunion d'orbites non-

dégénérées 7 comme rang(x a) < 2 si a c A-AX , on en déduit H Wf = 0 •o ~~a^
X Y

Si rang x = 1 et a Ç A-A alors ou bien x a^-= x a'-x- pour a' Ç Ao o o

convenable ou bien x a-^ = 0 . Dans le premier cas on a

H W f = H . W f ê o ( c [ G ] ) f ."a." ~a "~

Dans le second cas on a, quel que soit ( x , ^ ) C E

( H W f H x . e ^ ^ q ' ^ S t a b î x . e ) ~1 S e^Btx/h.x a*) ) n ( h ) f ( x , t )
-a H ° hÇH - ° °

m^=t-1

=q~4 |Stab(x , e ) | ~ 1 [ S n ( h ) ] f ( x , + ) 7
0 hêH °

m^=t-1

mais la somme de droite est nulle à moins que TT = T T ' (cv ç Carîk^ ) ,

cas où x = 0 (puisque rang x doit être minimal) et par suite, à

une constante non-nulle près,

H W f = W f .a~ ~"

Soient c ç A , r Ç k . Ecrivons

ô , = Z \ e^ î
r^c a^ a-

9 Xon trouve alors, quels que soient x € E , t ^ k , à une constante non

nulle près

( S ^ X^H^Wf)(x,e t) =S(x,x^7t~ 1c, t~ 1 r ) f (x^ , t )
a^ A
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d'où le lemme.
C.Q.F.D.

LEMME 2.- Soient A ,<& ç Card^) tels que A = A0 e^ ^ = ̂  . Soit
'? .L * ^

x^= (0 ,d (1 , 0 ) ) € E . Alors le G-module W [n0 ^ l ] admet comme géné-

rateur la fonction f^ à support Orb^(x ,e) telle que

( 6 ) f ^ ( 0 , d ( 1 , 0 ) , e ) =v^

où VQQ $ Vy^ A est défini par les conditions

( 7 ) Supp v^= ( O X K ) XK X , v^(0,1;1 ) = 1 .

Démonstration : Posons n0 ^ = n . Rappelons que l'on note, de manière

générale, fç ^ ( ç ç 'Ê , v Ç w [ r r ] ( Ç ) ) la fonction dans w[Tr] à sup-

port Orb^(Ç) telle que fç ( Ç ) = v .

Notons W le sous-G-module de W[TT'] engendré par f^ . Il est

immédiat, d'après la définition de l'action des générateurs h ( a )

( a ^ A ^ ) et h ' ( t ) ( t Ç k ^ (cf . ch.III, §2, n°3) que l 'on a

"(x.O.v,^'

pour x = x ^ , x = ( d ( 1 ,0) ,sd(1 ,0) ) ( s Ç k 4 ' ) et, en fait, que pour mon-

trer que W =w[n] , il suffit d'établir que f / x ç W pour x\x, e / , v
parcourant un système de représentants des H X G -orbites dans E2

et v € W^n] (x) .

Posons

W ' [ ç ] = { f ( Ç ) | f ç w ' } ( ç C E ) .

D'après le lemme 1 on a

S(x ,y ;h)v^Ç W ' [ x , e ]

pour tout xç E et y € Orb,, (x ) . Les lemmes 1 et 2 du paragraphe 3

montrent alors que pour tout x ^ E - {0} on a W [x, e] = W^n] (x, e)

(pour x = = 0 , c'est immédiat) puisque les transformés de v^ par les

opérateurs n ( h ) (h ç H , h ^ h ^ . ^ O ) engendrent déjà tout V* ^
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comme (E-espace vectoriel. Il résulte alors du lemme 1 que

f çw pour tout H-représentant de la forme (x ,e) de E

(cf. table 1 ) autre que ( 1 , x ^ , e ) , ( 1 , t , e ) ( t ^ k ^ , ( 1 ,x.-1 , e ) , ( 1 ,0, e) ,

( x , -1 ,1 , e ) et ( 0 , 1 , e ) . Pour achever la démonstration il ne reste qu'à

prouver que W sépare, par exemple (0 ,1 ,e ) et (x . -1 ,1 , e ) . De

manière plus précise posons y. = ( 0 , 1 ) , y ^ = ( x . ~ 1 , 1 ) , V . = w [ T r ] ( y . , e )
l £, \ 1 J-.

( i = 1 , 2 ) et

V^= { (v^.v^) C V ^ © V ^ | 3 f Ç W " telle que f(y^,e) = v ^ , i = 1 , 2 } .

On a à démontrer

(8) ^"^ ev2 '

On sait déjà que p . (V .^ ) = V. , où 1'on pose p.(v ,v^) = v. (v. ç V. ,
J L I ^ J . 1 | ^ 1 1 1

i = 1 , 2 ) . Pour montrer (8) il suffit donc de voir que

(9) dim (V .HKer p ) = dim V (= 1 + ô^ ^) .

D'après le lemme 1 on a, pour tout v ^ W ['n'](x ,e),

( 1 0 ) (S ( y^ , x ^ ; c , 1 ) v , S (y^ , x^ ; c ,1 )v )ç V^

en particulier pour c= (- .). Or on trouve aussitôt-

S(y ,x ;c,1 )v= 2 TT(h)v
" ° hÇR

où R désigne l'ensemble des h = (a _, ) ^ H tels que

i) N(aa -c) = 0 ,

ii) N ( a ) + N ( c ) = 1 , ,

iii) N(ad-bc) = 1 .

Il résulte de i) et ii) que R = 0 , d 'où S(y^,x ; c ,1 ) = 0 . Par contre^

on trouve

( 1 1 ) S ( y , x . ; c , 1 ) = q 2 S n ( h ) v ;
' ° h € U ( 2 , K )

comme on vérifie sans difficulté que la somme de n sur U ( 2 , K ) est

injective sur W [^(x ,e) (compte tenu des relations A = A^ï et
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^=^<î), nous avons ainsi prouvé (9) et achevé donc la démonstration.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.- Soient A ,^ ç Card^) tels crue A = A91 t̂. ^^ .

Soient Q', P €CarÇk^ tels que A = c y o N e^_ $ = P O N . Alors le
^

G-module MÇn^1 ,<y) se pro-iette sur le G-module W^n^ +1 ] .
l . c T ' B ' '-

Démonstration : Nous exhibons un B-morphisme non-nul de

(V^1 , , TT^1 8> oQ dans W[TT* ^] . Comme à son tour
1 ^ - ' P 1^" '? A ' -

V01'1'1 , = Ind (Œ, ( 1 ^cv'^îop )
1 , C Y ' " ' P B fG °

0' 0

(où G = G L ( 2 , k ) , B est le sous-groupe de Borel formé des matrices
y. Q X +

triangulaires supérieures et p (- ) = (r,t) ( r , tÇk , s ê k )), il

suffit pour cela que nous exhibions une fonction non-nulle

f^Çw[TT^ ^J telle que

( 1 2 ) P ( g ) f = f ( g ^ U = radical unipotent de B ) ,

( 1 3 ) Pîgïf^cr^s)^ ( g Ç B , cp^(g) = ( ( ^ g ) . D . r , s Ç k x ) ,

( 1 4 ) P ( g ) f ^ = a ( t ) f ^ ( g Ç B , cp^(g) = ( 1 ,t) ê G^ Xk^) .

Notons, comme précédemment dans ce paragraphe, v^ le vecteur dans

Vy^ ^ tel que v ^ ( 0 , 1 ; 1 ) = 1 et Supp v ^ = ( O X K ) X K X . On vérifie

alors aisément que la fonction ^^^^A ^ définie par les conditions

f^(0,(^),e)=v^

Supp f^=Orb^(0,(Q ^)) X X

vérifie ( 1 2 ) , ( 1 3 ) e t ( 14 ) . Il en résulte qu'il existe un G-morphisme î

de ^(TT^'*'^^^) dans w[n^ ,̂] dont l'image contient f^ . D'après le

lemme 2, ^ est alors un épimorphisme.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.- Quels que soient < y , P dans Carîk^ , 01 ^ @ , on a

«"àpo^'p)^"^^^")^-)
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(cf. ch.II, §3, n °1 ) .

En effet, on a

w ^cyoN/SoN"! "^^ON^ON"^
et

^^cyoN.PoN^^1^2^-

Comme M(TT^ ,0')°^ est la composante irréductible de dimension
1 ^ ' @

q(q+1 ) {q2+^ ) de MÇn'3'*'1 ,a) , le corollaire est alors immédiat,
1 , c y ' P

d'après la prop.4 .

COROLLAIRE 2.- Pour tout ( y G C a r Ç k ^ , on a
^

(W^TT^LO)- (S t (cy )®-P° (o ' ) ,T )

(cf. ch.II, §3, n°5 et 6).

En effet, d'après la proposition 4, W [^oN"! ' qui est de dimen~

sion q4 ^-^qîq^l ) , est isomorphe à une composante de Mtir^ , o / ) . Cette

composante ne peut être que St((y) ® ~L°(cy) ou St(o') ® '~P°(<y) (ch.II,
"" ~ 3

§3, n°5 et 6 ) . Or, la dimension du sous-espace FiXy[w H17^^]'! formé

des fonctions dans w[n^ ] fixées par le sous-groupe U = { u ( b ) | b ç A 5 }

de G est égale au nombre de H-orbites dans E contenues dans

Q ~ ^ ( 0 ) , c'est-à-dire q+1 . La démonstration est alors achevée en vertu

de la proposition 12 du paragraphe 3 (n°8) du chapitre II.
C.Q.F.D.

5.- Identification de w[n^] ( A s s A ^ ) .

LEMME 3.- Pour tout A ç Card^) tel que A = Aq , ]_e^ G-module W[TT^]

est monoqène et admet comme générateur toute fonction f ^ w[ n^] a.

support réduit à { o } x x .

Démonstration : Soit W le sous-G-module de W[TT^] engendré par f .

On a
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P ( w ) f ^ ( x , t ) =q''4f^(0,tn 7^0 ( x ê E 2 ̂  ç x ) .

Le lemme 1 mont-re alors que 1 ' on a

^o

pour tout Ç C E non-congru mod. G X H à (1 ,0 , 'U , ( 1 , x , , ^ ) ( ^ G X ) ,

( d ( 1 , 0 ) , 0 , e ) ou (0 ,0 ,e) , où, rappelons-le, la fonction fç. est carac-

térisée par les conditions Supp f ç = O r b ^ ( Ç ) et f ( Ç ) = 1 . Compte tenu

de l'action des opérateurs de Weil o ( h ' ( t ) ) ( t ^k^ et p ( h ( a ) )

( a ^ A ^ (et du fait que f / / . o \ ^ W ) , pour achever la démonstration,\ u, u, e ^ o
il ne reste qu'à établir que W sépare les points ( 0 , d ( 1 , 0 ) , e ) et

( d ( 1 , 0 ) , e ) et aussi les points ( 1 , 0 , e ) et (1 ,x^e ) .

Posons y, = ( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ) ) et f, = f / x . Supposons que WI — — l ^ x^ , fc; i •<->
ne sépare pas z. = ( d ( 1 , 0 ) , 0 ) et z ^ = ( 0 , d ( 1 , 0 ) ) . Alors, en vertu de

l'action des opérateurs H = P ( h ( a ) ) ( a ^ A ^ , W^ ne séparerait aucune

paire de points de la G -orbite de z. et z^ . Posons

(H f ) ( x , ^ ) = f (xa^) (f ^ w f n ^ ] , (x ,^ ) C E ) pour tout a ^ A . On aurait—a
alors en particulier (avec W = P ( w ) )

(H W f , ) ( z , , e ) = (H Wf, ) ( z . , e )—a— i i —a— i ^

quel que soit a Ç A , singulier ou non. On en tire, par combinaison

linéaire, puisque n ( h ) = 1 si m, = 1 (h ç H) ,

( 1 5 ) ^^ ""c^ ( C Ç A )

avec

n (x) = | { h € H|B(x ,h .y ) = c et m^ = 1 } | ( x ç E2) .

Mais, pour c= (^ ^ ) , ( 1 5 ) devient

q^q+1 ) 2 = 0 ,

d'où le fait que W sépare z. et z^ . On voit de même que si W^

ne séparait pas z ' = ( 1 , 0 , e ) et z^ = ( 1 ,x^-1 , e ) , on aurait

n^(zp =n^(z^) ( c C A )
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ce qui, pour c = (^ ^) donne aussitôt

| { h Ç H | N ( h ^ ) + N ( h ^ ) = 1 , N(h^) +N(h^) = 0 , m^ = 1 } | = 0 ,

contradiction qui achève la démonstration du lemme.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 5.- On a, pour tout cy ç Carîk^ ,

^^oNi'^" ( p o y c y T ) ( c f- ch.II, §3).

Démonstration : D'après le lemme 3, ^[^oN^^ est isomorPhe à une

composante de (M^"^1 , » ) , T ) . Comme dim w[r^ ] == q3-^q2+q cette compo-

sante ne peut être que (L°,(yT) ou (P0 ,^). pour trancher la question

il suffit de calculer la dimension de FiXy w[n^ ]. Mais cette dimen-

sion est égale au nombre de H-orbites de E contenues dans ' Ï '^(O),

donc égale à q+2 . On a par suite (ch.II, §3, n°8) 1"isomorphisme

voulu.
C.Q.F.D.

Nous avons ainsi achevé l'identification de toutes les représenta-

tions fournies par la représentation de Weil en rang 4 (cas non-

déployé) qui ne sont pas dans la série discrète de G . Nous résumons

nos résultats dans la table 5.

§5. La classification des représentations de G .

Dans ce paragraphe, nous donnons la classification de toutes les
représentations de G et nous adoptons la paramétrisation suggérée par
la décomposition de la représentation de Weil, pour ces représentations.

1 • - La série discrète de G associée au tore de Coxeter T

Notons T̂  un représentant de la classe de conjugaison des tores
de Coxeter, isomorphes à Ĵ /U de G . Nous appelons série discrète de
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G associée au tore T^ , l'ensemble des types d'isomorphie des repré-
2 3

sentations (wC^] , o ) (® 6, CarO^) - Car(KX) , ©q +1 = ©^ +q) .

D'après le théorème 1 du numéro 2 du paragraphe 3, nous savons

déjà que ces représentations sont irréductibles et que 1'on a

(W[n^ 1 , 0 ) - (w[rrQ ] , o )

pour ® , ® ' ^ CarC^) -Card^), tels que O^24"1 =©q3+q et ©q +1 = ©j +q,

si et seulement si ®, et @L sont congrus module l'action naturelle

du groupe de Galois Gal^/, dans Card^) . Nous avons ainsi le

THEOREME 1.- La série discrète de G associée à T^ est formée des

^q(q-1) types d'isomorphie des représentations (irréductibles)

W[n,a'] , de dimension (q 2 ^) 2 , pour ® ç Car(K> <) - Car(KX) tel crue
2 - 3 • ^ . ,

^ - = é4 q (c'est-à-dire tel crue TT soit trivial sur

U = N ~ 1 i ( 1 Î C K ^ ) .

Notons que d'après la table 3, il est clair que w[rr ] n'admet

pas de vecteur fixe non-nul ni pour.le sous-groupe formé des u(b)

(b ç A ) ni pour le sous-groupe formé des h( ^uÇb) ( r ^ k , b ^ A 3 )

de G , d 'où le fait que w[TTg.] appartient à la série discrète de G

au sens du chapitre II ( § 1 , n ° 2 ) .

2.- Théorème de complétude.

THEOREME 2.- Les séries discrètes de G associées aux tores T. et
2 '

T^ , et la série de représentations W [n^^ ] ( cy€ca r ( k ) ) sont dis-

•jointes et épuisent la série discrète de G .
. "; "( ' ' : • ' " ' ' • . ' " ' ..̂  ' • , • " ' ' "' •:' ' ..

-- ; De -plus, en décomposant Xes représentations de Weil de G asso- •

ciées aux deux espaces cruadraticfues non-dégénérés de dimension 4 sur

k , on obtient toutes les représentations irréductibles de G .

DémohstrâCion ^ 1^ fait crue lés trois séries sont disjointes résulte de

leurs dimensions ('cf-. table 4 et ch. IV, table 5 ) . Pour prouver qu''elles
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épuisent la série discrète de G , on utilise le critère classique, à
savoir, on vérifie que la somme des carrés des dimensions des types
d'isomorphie qui les constituent plus la somme des carrés des types
d'isomorphie qui forment la série principale, la série associée au
sous-groupe parabolique P. et la série associée au sous-groupe para-

2 4 4bolique P^ , donnent l'ordre ( q - 1 ) ( q - 1 ) ( q -1 ) q de G (pour la
description des différentes séries cf. ch.II, §2, n ° 4 , §3, n ° 7 , §4,
n ° 6 7 ch.IV, §4, n°3 et ce ch. §3 , n ° 3 ) .

La seconde assertion est alors claire, parce que nous avons déjà
identifié la série principale et les séries associées à P, et P^
parmi les composantes des deux représentations de Weil ( c f . ch.:pV,
table 6 et ce ch. table 5 ) .

C . Q . F . D .

3 . - Paramétrisation de toutes les représentations de G .

Nous choisissons une paramétrisation uniforme pour les représenta-
tions de G de la manière suivante.

x xRappelons que l'on identifie Car(k ) à son image dans Car(K )
^par le monomorphisme <y h> croN (cv ê Car(k ) ) 7 de même, on identifie

x x xCar(k ) (resp. Car(K ) ) à son image dans Car(K ) par le monomor-
x Xphisme <y ^ o'oNoN (resp. A ^-> AoN) pour CY ç Car(k ) (resp. A ç Car(K ) ) .

DEFINITION 1 . - Désignons par Ç l'ensemble de tous les carrés C ,
symétriques à leur comuqué, de la forme

c = p. ' ' 1Lv ' \) J
x xoù n, , ^ ' , \ ^ , \ > ' € Car(K ) tels crue ' [ L \ > = ^ ' \ ) ' Ç Car(k ) .— w

Les types d'isomorphie des représentations irréductibles de G
seront alors désignés par des symboles de la forme

, , ( î ) . , ( i ) ( j )
( S )
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où C € Ç et où un indice entre parenthèses désigne un indice qui peut
apparaître ou pas 7 on aura i Ç { 1 , q , q } , j ç { 1 , q } , € entier,
0<€<4 .

Dans la table 6 , à la fin de ce chapitre, nous définissons de
manière précise ces symboles, en donnant pour chaque type d'isomorphie
de représentation irréductible de G le symbole correspondant, un ou
plusieurs modèles pour le type d'isomorphie (les plus commodes) et sa
dimension.

Nous avons ainsi que les symboles représentant un même type d'iso-
morphie se déduisent les uns des autres par une symétrie du carré cor-
respondant ou du couple ( i , j ) d'indices supérieurs.
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TABLE 2. Les valeurs de Q

représentant x

( 1 , x )
a.

( 1 / x ^ - 1 )

( x ^ - 1 , 1 )

( 1 , d ( s , t ) )

( 1 / d ( s , 0 ) )

( d ( s , O L D

( d ( 1 , 0 ) , d ( 0 , 1 ) )

( 1 , t )

( 1 / 0 )

( 0 , 1 )

( d ( 1 , 0 ) , d ( r , 0 ) )

( 0 , d ( 1 , 0 ) )

(0,0)

Paramètres

a Ç K > <

s / t Ç k > <

r •i Xs € k

r i Xs 6 k

t^

r C ^

© ( x )

( 1 Tra)'0 Na /

( 1 °)'0 O 7

(0 °)'0 1 ;

( 1 s+t)'0 st /

( 1 s)'0 O 7

(°
 s)'0 1 /

( ° 1 )'0 O 7

,1 2t^
^ t2)

( 1 °)'0 O7

(° °)'0 1 /

0

0

0

Notations : cf. § 1 , n ° 5 , défs. 7 et 8.
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TABLE 4. Les dimensions des espaces w[n] , W~[n"l

représentation

<"A,^

"^A,*^"1"^,^

w+^ q^A,^

W-^ ]
A.A'ï

W [ n ? ]

W^n^2]

W-[n^ ]

wE^I

w^l] =w+[^^

wCna]

dimension

q4-!

q(q+1)(q2+1)

^-1

(q-1)(q2+1)

q2(q2-1)

^q(q2+1)+q4

^(q-D2

q2-1

q3-^q2+q

(q2-!)2

paramètres

A<$=Ac ï^ï , A ^ ^ A / ^ ^ A ^

A < ï = A ^<Î=<Ï> C Ï

A ^ ^ A

A^A

A ( Ï = A ^ ( 1 )

A c ï = A

A ( ï = = A

A < Ï = A " ( 1 )

A < ï = A

^ | U = 1 . ̂ ^

Notations : On désigne par A et ^ des caractères de K et par ®
\f

un caractère de K • Si la caractéristique de k n'est pas 2, on
xnote A le caractère non-trivial de K de carré trivial et l 'ono

pose ^^^ (A ^ Card^)).

( ) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2 .



TABLE 5. Identification des représentations w[n]

Paramètres : A , ^ 6 CarÇK^) , A ^^ , 01 ̂  ç Car(kx) , cy ^ 0 ,

©Ccar^ î -Car îK" ) ^^-^^^^ = 1 .

W[ïr^1] - VÎA^^,^1) (A^=A< ï^ et A ^ ^ A ^ ^ / A q )

W^TT ^] - Vd,^"1) = V ( 1 , T T q - 1 ) < ï © v ( 1 , T ^ q ~ 1 ) 1 ( A ^ A ^ )

W'CTT ^] - V d ^ T T ^ " 1 ) 1 (A^)

wOn?2] - V(CY ,A)q2 (A^A")
A 0

W[n^] - V ( c Y ^ A ) 1 (A c ï=A ' < ' )

^^^.l-M^^.).

^^oN1 " (D070^)®^0^)

^^o^ :' (S0'^)

2
W [n^^] : représentation exceptionnelle associée à ^

w[n^ ] : série discrète associée au tore de Coxeter T^
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TABLE 6 . Les représentations de G (suite)

Notations : On note c^ (resp. A ) le caractère non-trivial de k^

(resp. K ) de carré trivial. On pose cy-^-= cv cy , A = A A , pour

a ê C a r Ç k ^ ) , A ç Car(K><) . S'il y a risque d'ambiguïté, on affecte la

lettre désignant une représentation d 'un indice supérieur égal à sa

dimension.
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CHAPITRE VI

Les représentations de G' = Sp(4,k)

Dans ce chapitre, nous obtenons toutes les représentations irré-
ductibles de G " = S p ( 4 , k ) , par restriction de celles de G = GSp(4,k)
que nous avons construites dans les chapitres IV et V. Nous décrivons
aussi les constructions directes, pour G " , des séries associées à
ses sous-groupes paraboliques maximaux, ainsi que de la représentation
de Weil.

Nous gardons, sauf mention expresse du contraire,les notations des
chapitres précédents. Nous posons en plus ( c f . ch.III, § 1 )

B ' = BFI G ' ,
P^ = P^D G " ( i = = 1 , 2 ) .
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§ 1 . Préliminaires.

1 . - Restriction de G"= ZG' à G' .

DEFINITION 1.- On note Z le centre de G , formé des matrices sca-

laires . On pose

G"= ZG' .

Nous avons alors

( 1 ) G" = {gç G m € (k^2} ,

(2) G" = ( Z X G ' ) / ( z n G') = ( Z X G ' ) / { 1 , - 1 } .

Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(3) G = G" = Z X G ' .

La proposition suivante est une conséquence iiranédiate de ( 2 ) .

PROPOSITION 1 .- En associant à chaque paire (cy , p ' ) , où p ' est une
xreprésentation de G' et cy un caractère de k tel que

o ' ( - 1 ) = p ' ( - 1 ) , la représentation c y . p ' ^e. G" définie par

( c y . p ' ) ( t g ) ^ ^ ( D p ^ g ) ( t € z , g ^ G ' L

on établit une bi-iection entre l'ensemble de ces paires modulo isomor-

phie et l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G".

En particulier, si p" est une représentation de G", 1'ensemble des

types d'isomorphie des représentations de G" ayant même restriction

à G' que p " est l'ensemble des ap" (= ( a . 1 ^ , ) ( g ) p " ) , pour
v

CY ç Car(k ) tel que cv( -1 ) = 1 ( c * est-à-dire, tel que cy soit un carré

dans Ca^k^).
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2. Restriction de G a. G' .

Rappelons que l'on note I ( L ) (resp. Î ( L ) ) la classe des repré-

sentations irréductibles (resp. l'ensemble des types d'isomorphie des

représentations irréductibles) d 'un groupe fini L .

PROPOSITION 2.- Sj. k est de caractéristique 2 , alors -en associant à

chaque représentation de G sa restriction à G ' , on définit une sur-

•lection de Î ( G ) sur Î ( G ' ) , dont la fibre au-dessus de p ' ç î ( G ' )

est formée des q-1 produits tensoriels c v . p ' = a<S> p ' (a € CarÇk^).

Cela est une conséquence immédiate de ( 3 ) .

PROPOSITION 3.- Supposons k de caractéristique ^ 2 . Soit

( V , P ) Ç I ( G ) . Notons ( V , p ' ) sa restriction à G ' . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

i) p ' est réductible.

ii) ( V , p ' ) = ( V ^ p ' ) C (V_^'L

0^. V et V_ sont deux sous-représentations irréductibles, non-

isomorphes entres elles, de ( V , p ' ) , de dimension commune ^dim V .

iii) Le caractère x de p est porté par G".

iv) p ̂  cy^p (= (Œ o m) (8> p ) ,
! . ' ' . ' ! . " ' " ' . ' . • ' ' •' x

ou l'on note o»^ le caractère non-trivial de k , de carré trivial et

m 1'épimorphisme multiplicateur de G sur k>< .

De plus, sj; iv) est vérifiée et ,si Y est l'un des deux isomor-

phismes involutifs de ( V , p ) sur ( V y c y p ) , alors on a ii) pour

V" = Im(1 Î Y ) .o

Démonstration : Cela résulte aussitôt du ch.I, §5, n°1, prop.3 et'de

la proposition^ l^ci-dess.usi^. , , , ,-..——. -,. . . .„ . . ^.. ....c-. .. . .. . , , . . . , . . . „ .. . . . C.Q.F.D.

En ce qui concerne l'entrelacement des restrictions à G ' , nous
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avons la

PROPOSITION 4.- Soient p . , p ^ ç i ( G ) . Alors pour que les restrictions

^ê P^ ê£ ?2 à Gl soient isomorphes, il faut et il suffit que

p ^ ap, (= (aom) ^> p )

pour un o/ € Car(k ) convenable.

Démonstration : Si k est de caractéristique 2 / notre assertion est

démontrée par la proposition 2 ci-dessus. Supposons donc car k ^ 2 .

Comme CY (= cyom) est trivial sur G ' , il est clair que p - ^ w p

entraîne que la restriction p ' de p . à G ' est isomorphe à la

restriction p^ de p,. à G ' . Réciproquement, supposons p ' ^ p - .

Notons p " (resp. p " ) la restriction de p , (resp. p ^ ) à G".

D'après la proposition 1, on a alors

P^^.lç.)^

pour un carré o^CarÇk^. Si 0 Ç Carîk^ est une racine carrée de

Q' , on a donc

p^p (Pom)<g) p^'

et par suite (ch.I, §5, n°1, prop.4)

p ^ (Pom) 0 p ou p ^ e[ (Pom) <^ P . ] .

Comme dans notre cas e = cv om , on en tireo

p ^ - P p ^ ou 9^^^^ .

ce qui achève la démonstration.
C.Q.F.D.

3.- Identification des crp (cv € Car(k ) 7 p ê I(G) ) .

Nous reprenons dans ce numéro les notations des chapitres II et

III.
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Les deux propositions suivantes sont immédiates.

PROPOSITION 5.- Soit ( V , T T ) une représentation de G e_fc.
\y 0

X JB X Tec Y , y € c a r ( k ). Alors l'application cp^ ^e, V- dans lui-même donnée

Eà£
v

[ c p ^ ( f ) ] ( b , t ) = e v ( t ) f ( b , t ) ( fÇv^^ , b € B , t ê I^),

définit, par restriction, un isomorphisme de la représentation

( M î n / c v Y ) / 1 ' ) sur la représentation ( M ( T T , Y ) i^ ) •

PROPOSITION 6.- Soit ( H , ^ ) une représentation de G e_t.

Q',Y ^ CarÇk^) . Posons (cf. ch.II, §4, n°2, déf.4)
D,

[ ^ ( f ) ] ( v , b ) = CY(<b^B^>)f(v ,b) ( f € H ' , ( v , b ) C D ^ ) .

Alors 1'application ^ ^ est un isomorphisme de la représentation
cy

( V ( Y ^ T T ) , T ) sur la représentation {V{y , ^ } , < y T } (où cyrr = (aodet) 0 TT) .

Pour la représentation de Weil, on a (cf . en.III, §2, n°3) .

PROPOSITION 7.- Soit ( W , p ) la représentation de Weil de G associée

à un A-module quadratique (M,®) et à 1'espace V d 'une représen-

tation rr d 'un sous-groupe F ' de r = G O ( Q ) . Faisons choix d 'un

caractère e Ç X = Car(k ) - { 1 } et posons, pour CY ê Car(k ) ,

[^(fîhx.e'^ = ^(Dfîx.e^ ( f C v ^ ^ x Ç M / t Ç T ^ ) .

Alors l'application TI est un isomorphisme de la représentation

( w [ ^ n ] , p ) sur la représentation (w[ 'n ' ] ,^p) (où l 'on pose, bien

entendu, CYTT = ( c Y p m î ^ T r ) . , . ,

Cela résulte aussitôt des définitions (cf. ch.III, §3, n°1, déf .1) .

REMARQUE.- Si l 'on veut éviter de faire choix d 'un caractère non-

trivial e de k , on peut poser ; .

h ^ ( f ) " | ( x , ^ ) = G^a-1)^,^) ( f C ^ ^ , ( x , ^ ) C M X X ) ,
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où l'on note G ( ^ , a ) la somme de Gauss associée à ^ et à a

(cf. ch.I, §2, n°2, déf .4) .

COROLLAIRE.- On a

i) (W[n n ^ L c y p ) ^ (W[ar^ , C Y T T ^ ] , P )

pour a^CarCk^ , quels que soient les représentations TT, et n de

G , coïncidant sur les scalaires 7

ii) ( w [ T r ] , c y p ) ^ (w[cm" l ,P )

pour a € Car(k ) , quelle crue soit la représentation ^ de G L ( 2 , K ) ,

triviale sur les matrices scalaires à rapport dans U (où, bien

entendu, Q^TT = (croNodet) ® n ) 7

-> ^'fc. :•];:;"'-^'te. ?J;:"1'
quels que soient CY ê CarÇk^) , \i, ̂  ' , \>, \> ' ^ CarOE^) tels que

^\/ = H ' \ > ' € Car(kx) , iç { l , q , q 2 } , j ^ { l , q } , 0< € < 4 (cf . ch.V, §5, n°3),

En effet, pour obtenir i) (resp. i i ) ) , il suffit d'appliquer la

proposition 7 au module quadratique associé à l'espace quadratique

( E , Q ) de rang 4 , déployé (resp. non-déployé), sur k et à

r " = (G X G } / Y X (resp. F ' = G L ( 2 , K ) / U ) . La troisième assertion résulte

de i) et ii), puisque les composantes irréductibles des représentations

de G apparaissant dans i) et ii) épuisent toutes les représentations

irréductibles de G (cf . ch.V, §5).

§2. Restriction à G' de la série associée à Çp .

Nous renvoyons au chapitre II (§1, n °1 ) pour les notations concer-

nant les sous-groupes paraboliques de G , et au paragraphe 2 du même

chapitre.. pour tout ce qui concerne la série de représentations de G

associée à P^ .

Rappelons que 1'on a posé P.. = P^^ G' .
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1 • - La série de représentations de G' associée à Lî, .

DEFINITION 1 . - On appelle G'-fibration principale canonique au-dessus

^e P et l'on note Sp , la G'-fibration principale (B,pr,Œ\G )

d'espace total tB , base [P et pro-iection pr donné par

pr(b) = P(b) ( b ^ B ) ,

dont l'action du groupe structural G est définie par

h.b = hb (h € G , b Ç B )o

et celle de G' par

b.g = bg (bê B , g 6 G ' ) ,

Q^_ P.g = Pg ( P C P , g Ç G ' )

(cf . ch.II, §2, n ° 1 ) .

DEFINITION 2.- Soit (V,TT) une représentation de G . On appelle

représentation naturelle de G' associée à rr et à ^ , et l'on note

( M ' ( T T ) , T ) le, C[ G'"[-module

Hom ( ç _ , ( V , T T ) ) .G^ a?

Autrement dit, l'espace M ' ( T T ) est formé de toutes les fonctions

f de B dans V telles que

( 1 ) f(hb) = r r ( h ) [ f ( b ) ] ( h € G , b € IP),o

et l'action T de G ' dans M ' ( r r ) est l'action naturelle donnée par

( 2 ) [ T ( g ) f ] ( b ) = f (bg) (f ê M" ( r r ) , g ç G', b € tB) .

On a (cf. loc. cit.)

( 3 ) d i m M ' ( T r ) = (q+1 ) (q^l )dim TT .

Bien entendu, on a de même que pour G (cf . ch.II, §2, n°1,

prop.1 et son cor.)

(4 ) ( M ' ( r r ) , T ) ^ ind ( V . n o c p . )- Ind
POÎG'i-> 1 t/-« I ^
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(où l'on note cp," la restriction de cp,. à P^ ) .
Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1 . - Soient Y € Car(k ) et TT une représentation de G
Alors en associant à chaque f ̂ M ( TT , y ) sa restriction à B X { 1 } , on
définit un G ' - i s omo rph i sme p de M ( TT , Y ) sur M ' ( TT ) .

2.- La série principale de G' .

Nous considérons dans ce numéro, le cas où TT appartient à la

série principale de G . Les représentations M" ( T T ) fournissent alors

la série principale de G' 7 leur entrelacement résulte aussitôt de

celui des M ( T T , Y ) (Y ^ Card^) ) (cf . ch.II, §3).

PROPOSITION 2.- Soient c v . P , C Y ' ,6 ' ç. Carîk^ , a ^ P , cy ' ^ P ' . Alors

i) la représentation M' (TT^ g ) est irréductible si o^ oT ,

0 ^ B ~ 1 ej, P / C Y " 1 ;

ii) si la caractéristique de k est différente de 2 et si

CY = cr et @ 7^ P , alors on a la G'-décomposition

M-(n^ ^) =M^.(n^ ^)®M^ ^) .
0 ' 0 0

où les sous-représentations M . ( T T o ) sont irréductibles, non-
3 ^o'

isomorphes, de dimension commune - (q+1) . (q + 1 ) r et données par

M^ ^ ) =p( lm( l î ^ ) ) (cf. § 1 , n°3)
- o'

avec ^ = \i o^ , pu ^ désigne l 'un des deux isomorphismes invo-
o

lutifs de M(TT g , 1 ) sur M(TT B . » ) (cf. ch.II, §2, n°2, prop.2
o ' o '

et cor.2 à la prop.2) 7

iii) l'entrelacement entre les représentations irréductibles

ci-dessus est donné par les isomorphismes

M ' ( ^ . ^ . ) - M ' ( T T ^ g ) { c Y , p , c r \ r1}^',?',^1,^-1}
M^TT, ^) -^(^ 1 ) .
- 0" - 0
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Démonstration : Cela résulte aussitôt des propositions 2 à 4 du numéro

2 du paragraphe 1 , du numéro 3 (prop. 5) ci-dessus, et du corollaire-2

à la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2 du chapitre II.

C.Q.F.D.

Les propositions suivantes sont aussi des conséquences immédiates

des résultats cités dans la démonstration ci-dessus.

PROPOSITION 3.-So^ a € Carîk^) , CY JE 1 . soit i € { l , q } ,

i) la représentation M- (TT^ )1 = p(M(n^ , i)1) est irréduc-

tible si (y2 7^ 1 ;

ii) si k est de caractéristique ^ 2 , on a la

G'-décomposition

M'Î^^^^M^^^^ieMK^^)1

en deux sous-représentations irréductibi^. non-isomorphes, de dimen-

sion commune ^ i (q+1)(q 2+1), données par

M+(^ ,1)1 = [po(1+^) ] (MCrr^ ^ .D1)
- o o'

âzê£ ^o = ^cy ''̂ 'o ' 2H ^o désiqne l'un des deux isomorphimnes invo-

lutifs de ^c^l^ ^ur M(^ ,1 ' c vo ) (c f- ch-11 ' § 2 - n02' Prop.2
et cor.2 à la prop.2),

i:Li^ l'entrelacement entre les représentations irréductibles

ci-dessus est donné par les isomorphismes

M-^^-M-^ ^ .

PROPOSITION 4.- Soj^ cv ç Carîk^) ̂  ̂ Œ- 1 . Soit i C { 1 , q } . Alors

i) la représentation M ' (TT^ ) est irréductible '

11) le seul cas d'isomorphie non-trivial entre ces représen-

tations est

M-(T^) - M - f ï T 1 ) .

Q' •
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PROPOSITION 5.- Pour i , j ^ { l , q } , on a, si k est de caractéristique

¥ 2 .

i) les représentations M"(n1 , 1 ) 3 = p(M(n^ , 1 ) 3 ) sont
o o

irréductibles pour i 7^ j 7

ii) pour i=j , elles se décomposent comme suit

M'(r^ )1 = M^ ^M^ )1

0 0 0

en somme de deux sous-représentations irréductibles, non-isomorphes, dje.
1 2 2dimension commune ^ i (q + 1 ) , données par

M+(^1 )1 = [ p o ( 1 ^ ) ] ( M ( r r ^ ^D 1 )
- 0 0

avec ^ = ^ "^ i où ^ désicrne l'un des deux isomorphismes invo-
o. • •

lutifs de M^1 , 1 ) 1 sur M(Tr^ ^ ï1 (cf. ch.II, §2, n°2, prop.2 et
0 0

cor.2 à la prop.2 et §3, n°2)

ii) le seul cas d'isomorphie non-trivial entre les représentations

irréductibles ci-dessus est

M'^ ) 1 ^ M ' ( T T 1 )q• (cf. ch.II, §3, n°2, prop.6).
^o ^o

Nous considérons enfin la décomposition de ( M ' ( n ^ ® TT ) , T )

c'est-à-dire (ch.II, §3, n°4, déf.5 et prop.9) de la représentation

( D , T ) restreinte à G' (que nous notons encore ( D , T ) ) .

PROPOSITION 6.- On a

E n d - ( D , T ) = End , ( D , T ) .G — G —

Démonstration : Cela est clair parce que nous avons affaire à 1'induite
du caractère unité de B à G et à 1'induite du caractère unité de
B' à G' et que G et G' ont même groupe de Weyl (d'ordre 8 ) .

C . Q . F . D .

Nous pouvons maintenant donner une description de la série prin-
cipale de G' :
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THEOREME 1.- La série principale de G' est formée

i) des g(q-3)(q-5) (resp. g(q-2) (q-4) ) types d'isomorphie

des représentations M' (TT^ ^ ) , de dimension (q+1 ) (q +1 ) , pour

a / P ê C a r î k ^ tels que | { < y , P ,cy"'1 , P""1 } | = 4 , ^i car k ̂  2 (resp. si

car k = 2 ) ;

ii) des -(q-3) types d'isomorphie des représentations

M , ( T T ) de dimension -(q+1 )2 (q^l L pour P Ç Carîk^ tel que
- o'

P 7^~1 / sj. car k 7^2 7

iii) des ^(q-3) (resp. ^ (q -2 ) ) types d'isomorphie des repré-

sentations M ' ( T r ,)1 , de dimension i (q+1) (q + 1 ) , pour i ê { l , q } ,
—————————————— fV , \

cy^Car îk^ tel que a ̂  c/"1 s^_ car k 7^ 2 (resp. c a r k = 2 ) ;

iv) des 4 représentations M^(rr . )1 (i € { 1 ,q} ), de dimension
— o'

- i (q+1)(q 2+1) , sj. car k ̂ 2 ;

v) des ^(q-â) (resp. ^(q-2)) types d'isomorphie des repré-

sentations M ' ( T r 1 ) , de dimension i (q+1)(q + 1 ) , pour i = 1 , q et

Q'ÇCar(k> < ) , o'^cy"1 , s^, car k ̂  2 (resp. c a r k = 2 ) ;

vi) des 4 représentations M^_(TT^ )1 (i = 1 ,q) , de dimension
o

- i^q^D et de la représentation M' (n1 )" (" M'(ir0 ) 1 ) ^e,
2 o o

dimension q(q + 1 ) , si car k 7 ^ 2 ;

vii) de la représentation de Steinberq St = D / , de

dimension q 7

viii) de deux représentations P - et L , de dimension

^(q^D 7

ix) de la représentation L° (^ P°) de dimension

^q(q+1) 2 7

x) de la représentation unité 1 .

Démonstration : Cela résulte aussitôt des propositions ci-dessus, et

du théorème 3 du ch.II, §3, n°7.
C.Q.F.D.
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3.- La série de représentations de G' associée à P." .

Nous renvoyons au chapitre II (n03 3 et 4) pour ce qui concerne
la série de représentations de G associée à P^ .

Nous considérons dans ce numéro le cas où n dans M ' ( T T ) appar-
tient à la série discrète de G . Les représentations M ' ( T T ) four-
nissent alors ( n ° 1 , ( 4 ) ) , par décomposition en composantes irréducti-
bles si besoin est, la série de représentations de G' associé au
sous-groupe parabolique P^ • L'entrelacement des représentations
M ' ( T T ) résulte aussitôt de celui des M ( T T , Y ) ( v ç- Ca^k^ (c h . I I , §2,
n ° 2 , cor. 1 et 2 à la prop.2 et n03 3 et 4 ) , d'après les résultats du
paragraphe 1 • Nous le détaillons ci-dessous.

PROPOSITION 7.- Soit A Ç Card^) - CarCk^. Alors
i) la représentation M ' ( H A ) est irréductible pour A^ 7 ^ 1 ;

ii) les représentations M ' ( T T ^ ) 1 = p ( M ( n ^ , 1 ) 1 ) ( i = 1 , q ) sont
irréductibles, dans le cas A^ = 1 ;

iii) pour que M ' ( n ^ ) ̂  M ' ( n ^ , ) (resp. M ' ( T T ^ ) 1 - M ' ( ^ ) 1 , pour
i € { l , q } ) , il faut et il suffit que

{A/A^A- 1 ,A- <ï} = { ^ . ^ - . ^ ,^r^} .

Démonstration : Les assertions i ) et ii) sont des conséquences immé-
diates des propositions 2 et 3 du paragraphe 1 ( n ° 2 ) , de la proposition
5 du même paragraphe ( n ° 3 ) et du ch.II, §2, n ° 2 , cor.2 i) à la prop.2

— 1 x(notons que le cas A = A est exclu, puisque A^Car(k ) ) . L'asser-
tion iii) résulte aussitôt des propositions 2 et 4 du paragraphe 1
( n ° 2 ) , de la proposition 5 du même paragraphe et du ch.II (loc. c i t . ) .

C . Q . F . D .
Nous avons donc la description suivante de la série de G' asso-

ciée à P^ .
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THEOREME 2.- Supposons k de caractéristique différente de 2 (resp.

k de caractéristique 2 ) . Alors la série de représentations de G '

associée au sous-groupe parabolique P," est formée
1 2 1i) des 7(q-1) (resp. ^q(q-2)) types d'isomorphie des

4représentations M ' ( TT, ) , de dimension q -1 , pour

A € Card^) - [CarCk^) U Car(U) ] (c'est-à-dire, pour A ç CarÇK^) tel que

| { A , A q , A-1 , A-q}! = 4) 7

ii) des ^(q-1) (des ^-q) types d'isomorphie des représenta-

tions M ' ( T r ^ ) 1 , de dimension i(q-1 ) (q^l ) , pour A ç Car(U) - Ca^k^ ,

i Ç { l , q } .

Cela est une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus.

En ce qui concerne les notations du théorème, rappelons que l 'on
\^

identifie Car(U) à son image dans Car(K ) par le monomorphisme

œ ' - ^ u j o U / o ù U ( a ) = a ^ , pour tout a ^ K . Alors la condition

^q+ = 1 signifie exactement A ç c a r ( U ) , pour A € CarÇK^) .

§3. Restriction à G' de la série associée à Ç-. .
^fe

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations du paragraphe 4
du chapitre II. Rappelons que l'on a posé P' = P. n G' .

1 . - La série de représentations de G' associée à ç- •
w.v

DEFINITION 1 . - On appelle G'-fibration principale canonique au-dessus
de L, et 1'on note ç- , la G'-fibration principale^— x —( D ' , pr , L , k x G ' ) d'espace total D' , de base L , de protection| ^fw Q | wv

\/
pr , et de groupe structural k X G ' , définie comme suit :

i ) 1'espace total D " est l'ensemble des couples ( v , b ) , où
v Ç ^ . E = E - { o } et b = ^ H est une base du plan Pp = ê ( v ) 1 /Z ( v )

\^]
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telle que < b> = <b. ,b^ > = 1 ;

ii) on pose

pr(v,b) = € ( v ) ( ( v ,b ) CD? ;

^ _
iii) l'action, à crauche, du groupe structural k X G^ dans D^

est donnée par

( t , h ) . ( v , b ) = (tv,hb) ( t Ç k ^ h ^ G ^ , ( v , b ) € Dp ;

iv) l'action à droite. d.e, G' dans ç^ , est l'action natu-

relle donnée par

(v,b)g = (vg,bg) ( ( v , b ) ê D ^ ' , g ^ G ' )

où l'on note simplement g 1'isomorphisme g^ ^e, P ^ ( ^ ) s^I. p^{^)

déduit de g par passage aux quotients, e .̂ bg la transformée de la

base b de P p , v par cet isomorphisme.

DEFINITION 2.- Soit CY € Carîk^ e .̂ ( H ' ^ T T ' ) une représentation de

G' . On appelle représentation naturelle de G' associée à ç- et à

C Y < S ) T T , et l 'on note (V ( c y , T T ' ) ,T ) , ]Le crG'1-module

Hom ^ ( Ç ' , H ' ) .k^ &
Autrement dit, 1 ' espace V ' ( Q ' , r r ' ) est formé de toutes les fonc-

tions f de D' dans H' telles que

(1 ) f( tv,hb) = ( y ( t ) T T ' ( h ) [ f ( v , b ) ] ( (v,b) ç Dj] , t € kx , h € G^)

et l'action T de G ' dans V ' ( C Y , T T ' ) est l'action naturelle donnée

par

( 2 ) [ T ( g ) f 1 (v,b) = f(vg,bg) ( ( v , b ) ç D, , f € v ' ( c y , T T ' ) , g Ç G').

On a (cf . ch.II, §4)

dim V ( C Y , T T ' ) = (q+1 ) ( q + 1 )dim TT .

Bien entendu, on a, de même que pour G (cf . loc. cit., cor. à la
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( 3 ) ( V ' ^ T T ' L T Ï - ' I n d [ ( Q / 0 T T ' ) o c p ' ]

P ^ J Î G ' '

(où l'on note cp' la restriction de cp à P' ) .

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1.- Soient a ç Car(k ) et, TT une représentation de G

Notons ÎT ' la restriction de TT ^ G ' . Alors, en associant à chaque

fonction f ê V ( c y , T r ) sa restriction à D' , on définit un

G' - i somorphi sme p de V( <y , TT ) sur V ' ( c y , n ' ) .

2.- La série de représentations de G' associée à P' .

Nous considérons maintenant le cas où TT ' dans V ' ( o ' , n 1 ) est

dans la série discrète de G' .Rappelons que la série de représenta-

tions de G' associée à P' est l'ensemble des types d'isomorphie

des composantes irréductibles des représentations V ' ( a , T T ' )

(cv ç Car(k ) , TT ' dans la série discrète de G ' ) .

Pour ce qui concerne la série discrète de G " , nous renvoyons au

ch.I, §5, n°9.

PROPOSITION 2.- Soit cy ç Card^) e.t. w 6 Car(U) - { 1 } . Alors

i) la représentation V ' ( Q ' , T T ' ) est irréductible si CY 7 ^ 1

et si o)2^ 1 ;
+

ii) lorsque car k ̂  2 , la représentation V ' ( C Y , T T ' ~ ) est
2 °irréductible^ si Q' 7 ^ 1 ;

iii) la représentation V ' ( 1 , T T ^ ) 1 = p ( V ( 1 , n ^ ) 1 )

(où A ç. Car(K ) - Car(k ) est tel que 1 i „ = OJ ) est irréductible pour
•^

iÇ {1 / q } / sĵ  œ 7^ 1 ;
+

iv) lorsque car k ̂  2 , la représentation V ' ( I , T T ' ~ ) a deuxeu
0

composantes irréductibles, non-isomorphes
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+ + +
V ' ( 1 , T r ' ^ ) = V ' ( 1 , T T ' ^ Î ^ V d / T T ' ^ ) ' ,

0 0 0

à savoir

+ . +
V ( 1 , T T « ^ ̂  v' ( 1 , T T ' ^ ) n p(V(1, r^ ) 1 ) (iç{1,q}; cf. prop.1^

0 0 0
\^

où 1'on note A le caractère non-trivial de K de carré trivial 7

v) lorsque car k^2 , on a la décomposition

V(^.T^) = V^^,^)®Vl(^,n^)

en deux composantes irréductibles, non-isomorphes, données par

^^o^^ = [P°(1^)](V(^,^))^-o'"^ = Lp°(lî^/^»^..^

r(KX) est tel que A y = ai ^ ^

phismes involutifs de V(CY / T T A ) sur V(a ,CY TT . ), suivi de ^

(cf. ch.II, §4, n°2, prop.2, cor.2 à la prop.2, et § 1 , n°3, prop.6 ci-

dessus), pour (u 7^ au ;

où A € Car(K ) est tel crue A — = ^ et ^ est l 'un des deux isomor-

CY
0

vi) lorsque car k 7^ 2 , on a la décomposition

V(^,^-) = V^^^^-^V^,^-)^
0 0 0

en deux composantes irréductibles, non-isomorphes, données par
+ . +

vl ̂ o'^"^" vl (ao'TTcL~ ) n P^^o^A ) 1 ) ( iç{1 ̂  } ) •
0 0 0

Démonstration : Cela résulte aussitôt de la proposition 1 ci-dessus,

des propositions 2 et 3 du numéro 2 du paragraphe 1 , de la proposition

6 du numéro 3 du même paragraphe et du fait que la condition cy ""A ^ ̂

( A ç c a r d ^ ) -CarÇk^) signifie A i = (JD et donc

ReS TT, = T T 1 + ® ^ T ' ~
^ I ̂ i A (JL) œ
GO^GO 0 °

(en plus, bien entendu, des résultats des numéros 3, 4 et 5 du paragra-

phe 4 du chapitre I I ) .
C.Q.F.D.
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PROPOSITION 3.- Gardons les notations de la proposition 2 ci-dessus.

Alors tous les isomorphismes entre des représentations irréductibles,

parmi celles ci-dessus, correspondant à des paramètres 0' € Carîk^ et

w ^Car(U) - { 1 } différents, s'obtiennent en échangeant o/ ^_ ^ ' ,

w et w~ (pour cy ^ <y~ , 0) ̂  ou" ) .

Démonstration : Cela résulte aussitôt de la proposition 4 du numéro 2

du paragraphe 1, de la proposition 1 ci-dessus, du corollaire 3 à la

proposition 2 du paragraphe 4 du chapitre II et du fait que TT ' ~ TT ' ,

signifie œ ' = ou ou œ ' = œ ( u j , r ( j ' € Car(U) ) .
C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant décrire la série associée à P' .

THEOREME 1.- La série de représentations de G " associée à P' est

formée

i) des ^(q-3)(q-1) (resp. -(q-2)q) types d'isomorphie des

représentations V ' ( c v , n 1 ) , de dimension q -1 , pour <y ç Car(k ) ,
? ' )

of ^ 1 , ( i )ÇCar(U), œ ^ 1 , lorsque car k ̂  2 (resp. c a r k = 2 ) ;

ii) des ^(q-3) types d'isomorphie des représentations

V ' ( c Y , n ' ^ ) , de dimension ^(q -1) , pour o^Carîk^) , CY 7^1 , lorscrue
o

car k ^ 2 7

iii) des ^(q-1) types d'isomorphie des représentations

V . ( c y , TT ' ) , de dimension -(q -1 ) , pour w ç. Car (U) , œ ¥ 1 , lorscrue
T 0 W ~——"—~—'———~~~—— À. ———~~———''~'

car k /2 7

iv) des ^ (q - l ) (resp. ^q) types d'isomorphie des représen-
i 2tations V ' ( 1 , T r ' ) , de dimension i (q-1)(q + 1 ) , pour i € { 1 ,q} et

( u Ç C a r ( U ) , œ 7^ 1 , lorsque car k ^ 2 (resp. car k = 2 ) 7
+ .

v) des quatre représentations V ' ( 1 , T r ' ~ ) 1 , de dimension
1 2 °^i(q-1)(q + 1 ) , pour iê{l,q}, lorsque car k^ 2 î

vi) des quatre représentations V (^Q/17^")1 < de dimension
1 2 2 o
^i(q -1), pour i ç { 1 , q }, lorsque car k 7 ^ 2 .
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Démonstration : Cela résulte aussitôt des propositions 2 et 3 ci-dessus.
ainsi que des résultats du ch.II, §4, n ° 6 , th.1 .

C . Q . F . D .

§4. Restriction à G' de la représentation de Weil de G .

Nous montrons comment on peut définir directement une représenta-
tion de Weil pour G ' , qui s'obtient aussi "par restriction" à partir
de celle que nous avons construite pour G . Ensuite nous décrivons la
série discrète de G ' , obtenue en restreignant à G' la série discrète
de G réalisée au moyen de la représentation de Weil. On a donc ainsi
aussi une construction directe de la série discrète de G ' .

Dans la suite de ce paragraphe, nous gardons les notations des
ch.3, 4, 5.

1 . - La représentation de Weil de G ' .

Il est clair que l'on peut définir une représentation de Weil de
G' associée à un A-module quadratique ( M , © ) , et à un espace vectoriel
V , en supprimant simplement l'ensemble auxiliaire de paramètres X ,
et en choisissant un caractère e^X , dans le théorème 1 du ch.III,
§2, n ° 3 . De manière plus précise :

THEOREME 1 . - Soit ( M , S ) un^ A-module quadratique non-dégénéré, d̂
dimension paire 2rn sur k et V un espace vectoriel quel conque.On fixe
un caractère non-trivial e de k . On peut définir une représenta-
tion ( W ' , p ' ) = ( W - , p « ) , appelée représentation de Weil associée à
( M , ® ) et à V , en posant W' = v et en se donnant p sur les géné-
rateurs h ( a ) (a^A^L u ( b ) (b^A^ e^ w d^. G ' ( c f . ch.III, § 1 ,
n ° 2 ) par les formules suivantes (avec e = e°Tr)

( 1 ) [ p ' ( h ( a ) ) f ] ( x ) = f(xa) (a^)
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( 2 ) [ p 1 ( u ( b ) ) f ] ( x ) = e ( b Q ( x ) ) f ( x ) ( b ^ A 5 3 )

( 3 ) [ p " ( w ) f ] ( x ) = e ( T r o Q ) M| "1/2 S e (B(x ,y ) ) f (y )
yÇM

pour f ^ W , x € M .

En outre, si à chaque isomorphisme Y d 'un A-module quadratique

( M ^ , Q ^ ) sur ( M , Q ) , on associe 1'isomorphisme y de la représentation

de Weil ( W ' , p ' ) associée à (M,Q) sur la représentation de Weil

( W ^ p p associée à (M ,Q ) , donné par

(4) Y (f) = foy ( f ^ W ) ,

alors la correspondance ainsi définie est fonctorielle.

Cette représentation de Weil peut donc se décomposer suivant les

représentations du groupe orthogonal 0(Q) = 0 ( Q ) , (où l 'on note ( E , © )

le k-espace quadratique dont provient ( M , Q ) ) . En gardant les notations

du théorème, on pose la

DEFINITION 1.- Soient F * un sous-crroupe de 0(Q) ^k_ ( V , T T " ) une

représentation de r ^ . On note ( W ' C T T ' L P ' ) la sous-représentation de

( W ' , P ' ) dont l'espace W C - r r ' ] est formé des fonctions f ^e M dans

V telles que

(5 ) f ( Y . x ) = r r ' ( Y ) [ f ( x ) ] ( Y ^ r - , x ^ M ) .

La proposition 1 du paragraphe 3 ( n ° 1 ) du chapitre III se trans-

pose alors mutatis mutandis. Nous avons en outre

PROPOSITION 1.- Soit ( M , ® ) un A-module quadratique, non-dégénéré, ^e

dimension paire 2rn sur k . Soit F un sous-groupe de r = GO(S)

tel que G O ( Q ) = r . O < Q ) et ( V , r r ) une représentation de r . Posons
1

r ' = r H o ( Q ) et notons ( V , r f 1 ) la restriction de (V,Tr ) 1. r ' .

Alors en associant à chaque fonction f âe_ M XX dans V sa restric-

tion à M X { e } , on définit un G'-isomorphisme de ( w F ^ ] , ? ) sur

( W ' [ n ' ] , p ' ) .
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Cela est. immédiat.

2.- Remarques sur la paramétrisation des restrictions à G' .

Rappelons (ch.V, §5, n°3, déf .1 ) que l 'on a noté Ç l'ensemble de

tous les carrés C , symétriques à leur conjugué, de la forme
r-M- P- ' -1 „

(6) C = | J avec ^ = n ' ^ ' (n^ ' , \ ; , \ ; 'ç Car(^ ) ) .
\> ' \)

Nous nous sommes servis de ces carrés pour paramétrer les représenta-

tions de G . Cette paramétrisation en termes des carrés C ^ Ç se

transpose aussitôt aux modèles w[rr] ( T T Ç G O ( Q ) ) . Nous considérons ici

le cas où Q est de rang 4, traité aux chapitres IV et V. Nous avons

déjà défini ces notations dans le cas non-déployé (ch.V, §2, n°1,

dé f .2 ) . De manière précise, dans le cas déployé on pose, si TT^1^ •

T T ^ 3 ^ , sont des représentations irréductibles de G , coïncidant sur

les scalaires,

w^^''^ =wh^^;,,j.
\^

Ici A . ^ . A ' , ^ ' désignent des caractères convenables de K , tels que

A$ = A ' < î ' 1 7 on convient d'écrire

(8) ^ = n^ ( A ê C a r î k ^ )

(9) ^ = rr^ ^q (A ç Card^) - Card^) ) .

Nous considérons maintenant une paramétrisation pour les représen-

tations de G ' , naturellement déduite de celle-ci.

DEFINITION 2.- Notons 2 le groupe Car^) x CarÇ^) . Notons r

l'homomorphisme du groupe C de tous les carrés à coefficients dans

Card^L vérifiant ( 6 ) , dans g , défini par

[\i n ' 1 r • -1 • -il' r^ ^ ' 1 ç - r\r^. ^ J = [^' , ̂  J |̂ . ^ J ^ Ç ) .
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II est clair que le noyau de r est formé des carrés p, = • ' u )LU. \i j

tels que \i €Ca r (k ) . Comme on a n ^ Cartk^ si C et ^C

sont dans Ç , nous voyons que r définit une injection de l'ensemble

quotient g/Car(k ) dans g . Compte tenu de la proposition 4 du para-

graphe 1 (n°2) et du corollaire à la proposition 7 du même paragraphe

(n°3), on est donc amené à poser la

DEFINITION 3.--On pose

^(±)^ (C) ] ( i ) - (J ) = Res W^EC]^'^
G[G'

pour C ç§ , i ç { 1 ,q,q2} , j e { l , q } êî.

R^^C)];^^ = Res W^C]^'^
^) ç^, ( 6 )

pour C ^ Ç , i € { l , q , q 2 } , j ^ { l , q } , € entier, 0 < Z < 5 .

3.- La série principale de G' .

Nous signalons dans ce numéro que les décompositions des représen-

tations de la série principale de G restreintes à G' deviennent

évidentes dans les modèles de Weil.

Rappelons que l'on note T 1'isomorphisme involutif de W[TT ,rr ]

(resp. w C n . ^ T T ^ ] ) sur W[TT rr 1 (resp. w C ^ ^ ^ T T , ] ) , déduit de l'action
~ 2de la transposition T dans E = E X X (cf. ch.IV, §2, n°2, prop.3)

dans le cas déployé, en rang 4.

PROPOSITION 2.- ai k est de caractéristique différente de 2, on a la

réalisation suivante de la décomposition de la proposition 2 ii) du '

paragraphe 2 (n°2)

W[o'8"-1,^] = W^cY^'^cy^ewJc.^"1,^] ( c y , @ € Carîk^P ^o',^)

avec

W^cvP^"1,^] = Im(1 ̂ ) (où 0^=0^0-)
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sa.

^ - ^ o ? s f^r]^) -f^n.v)
0 '

(cf. §1, n°3, prop.7).

Démonstration : Cela est immédiat, en vertu de la proposition 3 du

numéro 2 du paragraphe 1 et la table 6 du chapitre IV.
C.Q.F.D.

De même, on a aussitôt les deux propositions suivantes.

PROPOSITION 3.- Si k est de caractéristique différente de 2, alors la

décomposition ii) de la proposition 3 du paragraphe 2 (n°2) se réalise

de la manière suivante (cf. déf.3 ci-dessus)

W[^.1]1 ^ W^o^l^ewjc^l:]1 ( i € {1 ,q } )

avec

W+Cc^l] = Im(1 ±^)

où

^ 1 = v O T : rt i j1'") "* w i T'^ ^'^'
0 0 0 0 0

en désignant par w[^ \ ] l'image de M(TT^ ^"0^ d^s- w+^ 1 J
0 0 0 0 0

par l'isomorphisme indiqué au numéro 1 du paragraphe 4 du chapitre IV

(cf. table 6) et en posant

"\i ;]'-"-[; i] •
0 0 0 0

PROPOSITION 4.- Supposons car k^ 2 . Alors (cf. prop.5 ii), §2, n°2) ,

on a

M+(^ )1 r^W^^,^]1 = lm(1 Î Y ^ ) ( i € {1 ,q } )
— o —

où.

^ 1 = ^ ^- ffi ^''-^«l ^J i' i'tyop)(i^1,<î}).
0 0 0
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4-- La série de représentations de G' associée à P" .

Dans ce cas aussi, les scindages qui se produisent par restriction

a G' sont immédiats. Nous donnons ci-dessous ceux qui ne l'étaient

pas déjà.

Considérons tout d'abord la représentation de la série associée à

P̂ ' qui apparaît dans la restriction à G' de la série déployée de G

(c'est-à-dire, donnée par décomposition de la représentation de Weil

en rang 4, déployé).

PROPOSITION, 5.- On a (si car k/2L (cf. prop.2 iv), §3, n°2)

Vd.^p^w^ ; ] = I m ( 1 ± Y )
0 - 0 0 •

avec ^ , , . . . . . , , ....

-Y^^^ 2M-tt U'v)u 0 0 0 0

(où l'on note <u^ (resp. A^) le caractère non-trivial de U (resp.

K )' de carré trivial ; en fait avec'nos conventions d*identification

(Y = (y = A ) ., . ,
0 0 0

Démonstration : Cela résulte aussitôt du § 1 , n°2, prop.3 et du ch.IV/

table 6.
C.Q.F.D.

Rappelons que, dans le cas non-déployé, on note F 1'isomorphisme

involutif de WËir] sur W[TTOF"| déduit de l'action du Frobenius F

dans E = E2 X X (cf. ch.V, §2, n°2).^Rappelons aussi que'l'on pose

A = A^A , pour A ç. Card^) .

PROPOSITION 6.- On a (si car k^2) , pour •au € Car(U) - { l }

V^(^,n^)^w^^,Al-<ï]

OÙ A Ç Card^) - CarÇ^) est tel que A^ = 03 (donc A 1 - 0 = œoU . pour

U(a) = a "q , aêl^ , et par suite A 1 - 0 = (D , suivant nos conventions)
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et ou

W^c^A1-^ == imd ± î^ )

avec

/ ^A Aq -i \ / ^ Aq -1 \
^-V3^.- K^^J'^iV^

en désignant par S 1'isomorphisme involutif de n. ^ sur n^ , qui

dans le modèle de Weil est déduit de la transposition (a,b;c) ^ (b,a;c)

(a,b6K , c € K^.

Démonstration : Cela résulte aussitôt du ch.V, §4, n°1/ prop.1 et du <

§1, n°2, prop.3 ci-dessus.
C.Q.F.D.

On vérifie de même la proposition suivante, qui correspond au

dernier cas où la décomposition dans le modèle de Weil est plus évidente

que dans le modèle naturel.

PROPOSITION 7.- On a (si car k^ 2)

^^o^P1 ^ ̂ o^o11 = ï^^^ ( i€ {1 ,q 2 } )o —

2Ù
, pA A^-i \ / p-A A^-i \

Ï 2 = ^ O F ' «qj-0) -(<^ J'-o0)

pour un A € Car (K > < ) -Car (k > < ) tel que A^"1 = A .• • '. o

5.- La série discrète associée au tore T* = T. H G ' .

Nous renvoyons au chapitre IV ( § 4 , n ° 3 ) pour ce qui concerne la
série discrète de G associée au tore T. et les notations employées
ci-dessous.

Notons que si A , ^ ç. CarÇK^) sont tels que AA^ = ĉ ï alors
A<î q , A<î"' é Car(U) , d'après nos conventions. Les restrictions à G'
de cette série s'écrivent donc w[cu. , w '} (cf. déf.3, n ° 2 ) .
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PROPOSITION 8.- Soient o^ , o^ , ̂ ,. œ^ ç Car(U) - { 1 } tels que U)^(D ,

^1 ^ ^c^ ' ^l'"1- Alors ^f- n°2, déf.3)

i) la représentation w[^,u^] est irréductible à moins que

car k^2 e^ (D. ou œ soit égal à m 7

ii) dans ce cas, disons (D, = œ , on a
———— 1 o ———

W[^o^] =W^,^]©wJa)^<^]

où les composantes irréductibles, non isomorphes W [œ ,œ 1 sont

données par

W^[œ^ci^] = im(1 j:^)

avec

^ , pA A ^ ^ / A^ A" -, \^v^-fi^j^ -f< î-,°) <
où 1 ' on note F^ 1 ' isomorphisme involutif de ( V A , T T ) ( g ) ( v n )

A A A^0 A^
s^ ^Aq^A^^ ^A"^ ") défini par

(F^cp)(a^^;a^,^) = ^(a^^yaj,^)

pour a^a^ ÇK , ^ ,̂  e x , cp ç v^ ̂  V 7 enfin A ç CarîK^) - Car(k><)
q-1 A

est tel que A"" ' == 10 •

iii) pour que W^[o^,œ^] ^ W^+^[(D^U)^] il faut et il suffit

que

{^^^^^^ /CD^ 1 } = { (D^œ^aD^" 1^^ 1 } .

Démonstration : Cela résulte aussitôt de l'irréductibilité et non-

entrelacement de la série discrète de G associée à T, , des proposi-

tions 2, 3 et 4 du numéro 2 du paragraphe 1 et des remarques du numéro

2 ci-dessus.
C.Q.F.D.

Définissons la série discrète de G" associée à T' comme l'en-

semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res-

trictions à G' des représentations de la série discrète de G
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associée au tore T, . Nous avons alors, d'après la proposition ci-

dessus.

THEOREME 2.- La série discrète de G' associée au tore T" est formée

i) des g(q-1)(q-3) (resp. gq(q-2)) types d'isomorphie des

représentations wF 0)^0)^1 . , de dimension (q-1 ) ( q + 1 ) , pour

< ^ , œ ^ € Car(U) - { 1 } , tt»2 ^ 1 , o)^ 1 . "^^l ' ^1 ;

ii) et, lorsque car k^ 2 , des n(q-1) types d'isomorphie

des représentations W . [ œ ,^] , de dimension ^(q-1) (q + 1 ) » pour

œ ç Car(U) - { 1 ,(D } .

6.- La série discrète de G' associée au tore de Coxeter T^ .

Nous renvoyons au chapitre V (§5, n°1) pour la description de la

série discrète de G associée au tore de Coxeter T^ de G . Nous

gardons ses notations.

On définit la série discrète de G' associée à T^ comme l'en-

semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res-

trictions à G' des représentations de la série discrète de G asso-

ciée à T .

Notons que pour © ^ C a r Ç ^ ) , Q 1 0 s'identifie, d'après nos con-

ventions à un caractère ^ de \^ (= g ( 1 ) ) . D'autre part on a aussi

(9 = n 'o l i (avec U ( z ) = z q ; z € j^) pour un (et un seul) caractère

0' du groupe U' des z ^ K tels que Î!î(z) ^ k , il en résulte que

0 est la restriction de ^ ' à U .

PROPOSITION 9.- Soient f f i ) ,®, € Car^) tels que leurs orbites suivant

Gai.,/, soient non-décrénérées (i.e., à 4 éléments ) . Alors la représen-

tation wH",^] est irréductible (avec 0 = O1"^ et pour que

wOn,^] soit isomorphe à wC^^.O^ (avec n^ = ^"'q) il faut et il

suffit que 0 et û. soient congrus modulo Gai,,/, .
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Démonstration : Cela résulte aussitôt du ch'.V, §5, n°1 , des propositions

2, 3 et 4 du numéro 2 et du corollaire à la proposition 7 du même numéro.,
C.Q.F.D.

7.- La représentation exceptionnelle de G ' .

PROPOSITION 10.- La représentation
I.2R [ 1 , 1 ] ^ = Res W~[^ ^] (cyçcarîk^)

est irréductible (et ne dépend pas de o/} .

Démonstration : Cela est clair, puisque l'on sait déjà que les repré-
sentations W~| | sont deux à deux non-isomorphes ( c h . V , §3, n ° 3 ) .
Il suffit en effet d'appliquer les propositions 2 et 3 du numéro 2 du
paragraphe 1 .

C . Q . F . D .

THEOREME 3.- La série discrète de G' associée à T' , celle associée
a, T̂  et la représentation R[ 1 , 1 ] 5 épuisent la série discrète de G'

En outre, les deux représentations de Weil de G' en rancr 4 four-
nissent par décomposition toutes les représentations irréductibles de
ce cfroupe.

Démonstration : Cela est clair, parce que les représentations irréduc-
tibles dont il est question ont été obtenues par restriction d'un sys-
tème complet de représentations irréductibles de G . La seconde asser-
tion est aussi immédiate puisque chaque représentation de Weil de G'
s'obtient par restriction d'une de G et que nous avons déjà démontré
l'assertion pour G .

C . Q . F . D .

Nous donnons la liste complète des représentations irréductibles
de G' dans la table 1 .
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TABLE 2

Correspondance avec les notations de

B. Shrinivasan [ l ô ]

A. Série principale.

RCo^l x ^ k / e )
R^6] ç^(k)

^o'81 W^

R[»,1] 1 ^(k)

RE^.l]'3 ^(k)

R[w^]1 Xg(k)

Rt^^l01 Xg(k)

R^[^1]1 ^

Rj.^l]1 ^

Rj.^l]^ ^

Rj.^l]^ ^

R [ 1 , 1 ] ^ ^

R E 1 . 1 ] , 9^

R [ 1 . 1 ] 2 9^

R [ 1 , 1 ] 3 89

R [ 1 . 1 ] 4 9^

^"o-^o11 '1 ^

^"o'^1'1 ^

^"o'-o^"1 ^

^o'̂ '"'1 ^

RL^,^]12'1 ^

B. Série associée à P'

R[»,U)] -Xgdc.î)

R+[",«^] -S^tk)

R_[(ï,(t)^] -ç^Ck)

^"o-"'1 - § 2 1 ( ^ )

R_[o.^,«)] - §22 (6 )

R[1.'»]1 - ç , ( K )

RCl,"»] '1 -S^'(]t)

R+[1,^11 -t,

R_[1,w^] 1 -^

^^'"o1" -^3

Rjl.»o^ -\

^"o-^1 -^

R_[^.^]1 -83

V^o'-o^ -^
R_[^,»^]<ï -9^
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TABLE 2, suite

Correspondance avec les notations de

B. Shrinivasan [ l ô ]

C. Série associée à P-

RrA^] -^(J )

R^A^]1 -Xç(k)

^A^A^q ^W

D. Série discrète.

Rl 'd) ,^1 ] \^.^)

R^ra)^,m] Ç 2 1 ( k )

Rju^cu] S22 ( k )

RË"^01] X ^ ( J )

R [ 1 . 1 ] 5 9io
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