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Introduction et Notations

( CHAPITRE 0 )

1. - II y a deux sortes de "corps avec la formule du produit" ([2]), les exten-

sions algébriques de degré fini du corps Q des rationnels et les extensions al-

gébriques de degré fini du corps K(T) des fractions rationnelles à une indéter-

minée sur un corps K , et dans ce dernier cas, si l'on veut avoir des .complétés

localement compacts, K doit être un corps fini. Le but de ce travail est essen-

tiellement d'obtenir quelques résultats d'arithmétique diophantienne en remplaçant

Q , et ses complétés R et Q » par le corps des fractions rationnelles à une

indéterminée sur un corps» le plus souvent fini, et les complétés d'un tel corps.

Soit K un corps. Nous désignerons par 5§ l'anneau K[T] des polynômes à une

indéterminée sur K et par ft le corps K(T) des fractions rationnelles. Les va-

luations non triviales de ft qui induisent la valuation triviale sur K sont les

suivantes : tout d'abord, la valuation dite "0-adique" définie par :

v^(f) = - deg f ,

si f est un polynôme non nul, dont deg f désigne le degré (on note f au lieu

de f(T) pour simplifier 1 écriture). Autrement dit, pour tout couple (f,g) de

polynômes non nuls :

^o y = de6 g "deg f '
D'autre part, si P est un polynôme sur K , irréductible, unitaire (non cons-

tant), la valuation P-adique sur ^ est définie sur ̂  par w-(P f) = a » pour

tout entier rationnel non négatif a , et tout polynôme f » premier avec P .

Ces valuations sont de cette manière (̂ .) en correspondance bijective avec le

spectre de Se 9 c'est-à-dire l'ensemble des idéaux premiers de o? • (On considérera

que le spectre de ̂  est formé de l'élément 0 et des polynômes irréductibles

unitaires). Remarquons que si K est un corps fini, on a ainsi toutes les va-

luations non triviales de fô .

(.)(.) Ceci est évidemment assez artificiel-, tout au moins en ce qui concerne la

valuation "0-adique", et n'intervient qu'en tant que notation.
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Ces valuations sont discrètes» à groupe de valeurs Z . Le corps résiduel pour
TCfT ^

la valuation 0-adique est K , et pour la valuation P-adique, le corps ̂ -̂ --•'̂
,P.K(T)

On normalisera donc les valeurs absolues associées en posant : |f| = a^-6? ^

(f ç S ; f ^ 0 où a est un nombre réel supérieur a i , et |p| = ———
HO

Lorsque K est le corps fini à q éléments, on choisira a = q.

On désignera par fô , resp % , les complétés de ^ . ^o s* identifie au

corps K [T"1} des séries de Laurent formelles de la forme :2̂  a T"11 ; a ç. K ,

et (a ) ^ ,. presque tous nuls (nuls sauf un nombre fini d* entre eux) ; comme

^ (P ^ 0) possède un cor-os de représentants, il est aussi isomorphe à un corps
KfïL-de séries formelles (sur^^---^') • Mais pour ce que nous ferons, il sera plus com-

P K(T)
mode d*utiliser le développement de Hensel, avec, comme système de représentants,

le groupe additif des polynômes de degré inférieur à deg P et l*uniformisante P,

tout élément x € ^- s1écrivant alors de façon unique :

x =+| \^ ; A^ , |A^ |̂ < |P| ^ ; (A^)^ Q presque tous nuls.

Nous désignerons par ^ (resp. <^p) Panneau de valuation de ^ ̂  (reps. ^p),

et par ^- (resp. ^ p ) » ^ idéal maximal de ^ (resp. j&p)-

Dans le cas où K = F , corps fini à q éléments, nous mettrons î , 3^ , 3?p

à la place de ^ , 1% , Sî . Les complétés 3? , 5 sont localement compacts. La

mesure de Haar sur ^+ (resp. 3? ) sera normalisée -sauf mention explicite du

contraire- de façon que la mesure d^ disque soit égale à son rayon (par rayon

d^ disque, nous entendons le rayon "exact", c^st-à-dire que le rayon du disque

De 3^ : D = { x | |x-xJ^ q'̂ 3 (resp. D c: 3p ; D = [x | |x-xJpS; |p[^} ) est

q" (resp.' | P | " ) ; par ailleurs le mot disque, signifiera toujours disque de

rayon fini).

Précisons encore que par caractère d*-^ groupe abélien localement compact G ,

nous entendrons toujours homomorphisme continu de G dans le groupe multiplicatif
^s

T des nombres complexes de valeur absolue 1 , et nous désignerons par G le

dual de G , cîest-à-dire le groupe des caractères de G , muni de la topologie de

la convergence compacte. La notation (N désignera l*ensemble des entiers naturels

(0 ç (N) et [N^ = N-{0} . Les suites seront le plus souvent indexées sur (N .
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2. - La décomposition d'Artin
Nous utiliserons la décomposition d'Artin sous la forme suivante : le groupe

additif ^ est somme directe -algébriquement et topologiquement- du sous-groupe
discret ^+ et du sous-groupe iîl

^ =^ ©^
0 - 0

On désigne par E et ^ respectivement les projections associées sur les
facteurs "a^ et "U (partie entière, partie fractionnaire). Pour tout élément
xç R , E (x) est défini comme Punique polynôme tel que |x-E (x) | < 1 et

^) = ̂ o^-
Soit maintenant P un polynôme unitaire irréductible sur K • Soit ^ê Hl/pl

le sous-anneau de ft engendré par ^ et 1/p» qui est formé des fractions ration-
nelles de la forme f/ ( f ç ^ ; n Ç t N ) , e t posons J = ^ [ l / ] fi ̂  .•pn -t. •L
Le développement de Hensel montre qu'on a la décomposition en somme directe -algé-

brique et topologique-

R-^ ^ ®^
P P P

de Sî - en somme du sous-groupe discret 9'- et du sous-groupe c^p • On désigne
-j -I- -4-

par ^- et Ep les projections associées sur les facteurs Jp et 3s p respec-
tivement» Pour tout élément x ç Rp , (^(^ est l'unique élément de J'p tel que
|x-%p(x)| ^1 et E^(x) = x-^ (x). Remarquons que J est discret dans Sîp ,

mais dense dans TU

Ce travail est axé principalement sur le théorème de Koksma pour divers types de
répartition dans un corps local, localement compact ou d'autres résultats métriques

de répartition»

La notion d'équirépartition module 1 dans 3^ a été introduite par
L. CARLITZ ([8]). Au chapitre 1, nous proposons diverses extensions de cette notion
(en particulier aux 3 ) » et également d'autres notions qui lui sont liées. Nous
donnons une forme du théorème de Koksma qui s*applique à toutes ces notions de
répartition, et plus généralement à tout corps local localement compact I* » avec
un homomorphisme continu 9 de L dans un groupe abélien métrique compact M ,
tel que l'image de Q soit dense dans M , généralisant ainsi le résultat dans
û de F. Bertrandias. Cela permet l'étude des suites (X x11) y^^ ^ °» | x | > l ) «

L'élément x étant donné, la suite (Q(\ ̂ ^Q^ est é<luiréPartie (ians le S11011?6

compact M pour presque tout X (au sens de la mesure de Haar de L ).
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II en est de même lorsque 1*011 fixe \ ^ 0 , pour presque tout x tel que

|x |>l , si L est de caractéristique nulle» Au contraire, si L est de caractéris-

tique p ^ 0 , pour X fixé non nul, la suite ( Q ( X x11)) ^ «•%• a pour presque tout
1 oo (J.

x la mesure de répartition dans M : n = (l - —) S ^ où n , est la
——————g" p s=0 p3 s,À

mesure de Haar du sous-groupe ô( \ lp ) de M .

Dans le chapitre 2, on s*intéresse plus particulièrement à la répartition mod 1
dans 3?^ -bien q^une plus grande généralité eût été possible sans difficulté sup-

plémentaire, autre que de rédaction- . Essentiellement, on considère des ensembles

de Cantor C( 9 ;u) =( .U S e e""11 ; e ê {0,l}}, où |e| > 1 , et n ^ 0. Contraire-
n=0 n n ° .

,ment à ce qui se passe pour les ensembles de Cantor réels, ces ensembles sont
toujours d îunicité (sauf le cas exceptionnel où ils sont ouverts). Cependant, les

résultats de M. Mendès-France sur la répartition mod.l des suites (x 911) ^ - lors-n -> 0
que x appartient à un ensemble de Cantor à rapport l/ , s étendent bien, et

u

moyennant une condition très simple sur la suite ( n 9 ) ,. (de "densité suffisan-

te" mod. l), la suite (x 911) ^ nvr* est équirépartie mod. 1 pour presque tout

x ç. C(Q ;u) au sens de la mesure sur C ( 9 ; U ) obtenue par transport de la mesure

de Haar de (2/?) . Si au contraire la suite (n 911) >„ tend vers 0 mod. 1 ,

on trouve une nouvelle mesure de répartition mod. 1 pour la suite (x 911) ^ ̂ .
pour presque tout x , répartition qu^on a en particulier. si x = Z e 9 "ln où

(^ n=0 n

(8 ) c. m es^' un élément normal de (2/-) . On précise un résultat de M.Mendès-n n^ UM ———— ^
France en montrant q^il en est également ainsi dans IR si la suite (n 911) ^ ^n-^ 0
tend assez vite vers 0 mod. 1 •

Le chapitre 3 est consacré à l*étude des approximations diophantiennes par les

éléments d*!»^ suite dans un espace métrique compact. On introduit la notion de
suite fortement eutaxique (terminologie empruntée à J. Lesca, qui introduit une

notion voisine), caractérisée par des propriétés de régularité sur les approxima-

tions diophantiennes aux quelles elle donne lieu. On montre en premier lieu que,

dans un espace ultramétrique compact, une suite "suffisamment bien répartie" est

fortement eutaxique. Puis on examine dans cette optique les suites de puissances

(^ x11) g^-ît. dans ^ ou 3? par exemple. Il semble peu probable que ces suites

puissent être fortement eutaxiques pour presque tout \ ou presque tout x , cepen-

dant, on montre le résultat suivant : soit ([a , |3 [ ) une suite d*intervallesoo n n
contenus dans [ 0,lL , telle que la série E (P -oc ) soit divergente :

n=l n n
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alors pour presque tout \ ç. IR (resp. presque tout x ç (R - L-l,+l] ) le nombre
entiers n tels que l ^ n ^ N et { \ x11} ç. [a , P [ est équivalent à

N n n
s ^n-^-n=l

On obtient d'ailleurs en réalité une estimation plus précise. D'autre part, ce
résultat est valable plus généralement en considérant une suite (y ( x ) ) - „. ̂  de
fonctions, astreintes a, certaines conditions. On a aussi un résultat analogue dans
î .

Dans le chapitre U, se trouvent l'étude du développement en fraction continue
dans un corps de séries formelles, et l'équivalent du théorème métrique de
Khintchine. Ces résultats, très simples, sont peut-être plus ou moins connus.
Cependant, en raison de leur utilité en approximation Aioph antienne, il nous a
semblé intéressant d'en donner une rédaction.

Monsieur le Professeur APERY m'a engagé à entreprendre ce travail, et a dirigé
cette thèse, m'aidant de ses conseils et de sa documentation. Je lui exprime ici
ma profonde gratitude.

Monsieur le Professeur PISOT a bien voulu s'intéresser à mon travail» et m'a
ouvert les portes de son séminaire parisien, qui a été pour moi une source de
contacts féconds. Il me fait l'honneur de participer au Jury de cette thèse.
Qu'il trouve ici l'expression de ma sincère reconnaissance.

Madame le Professeur AMICE m'a donné de nombreux et utiles conseils, et ses
remarques m'ont permis d'améliorer ma rédaction. Je la remercie vivement.

Monsieur le Professeur CAMPBELL a bien voulu me donner le second sujet» et m'a
guidé dans sa préparation avec gentillesse et bienveillance. Je le prie d'accepter
mes sincères remerciements.
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CHAPITRE I

Répartition dans 3? ,3?- - Le théorème de Koksma

1 - La notion de répartition d*^^ suite.

Soit X un espace topologique compact. Nous dirons qî une mesure sur X est

normale si elle est positive et de masse totale 1 .

Rappelons la définition suivante :

Définition 1 - Soit (u ) ,. —^ une suite d*élément s de X , et soit pour toute—————————————————— j^ ^Ç Q\^ ——————————————————————————————————- ————————————6.——————————————

fonction complexe sur X , f , (M^(f) )„ ç .%. la suite des moyennes :

M^(f) = ̂  l f(u^)
n=l

Etant donnée une mesure normale p. sur X , la suite (u ) ^ ^, est dite u- ré-

partie si pour toute fonction f € C(X), espace des fonctj-ons complexes cpntinues<»
sur X , on a :

lim M^(f) = H (f)

N-»00

Pour qu l̂ en soit ainsi, il faut et il suffit quêtant donnée une partie Vc C (X),

engendrant un sous-espace vectoriel dense de C(X) (pour la topologie de la con-

vergence uniforme sur X ) , on ait lim M»r(^) = (J. (^) pour toute fonction

f 6 V . ^

^

Pour tout ensemble A c X , et pour tout N € (N , soit \} (A ; TT) le nombre d^n-
^(A ' N)tiers n tels que 1 ^ n ^ N et u ç A . Autrement dit, ———2—- est la

moyenne M» ( e . ) de la fonction caractéristique e. de A .

Proposition 1. - Supposons que la suite (u ) ^ ^ soit H-répartie. On a

alors :

U(l) ^ lim inf ̂ N) ^ lim sup ̂ ^- ^u(î)n JM
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o
P^^. Comme H'(A ; N)^ ^(A;N) ^ v(Â;N) , il suffit de démontrer que si A est
fermé, on a lim sup ^ ( A ; N ) ^(A).

En remplaçant A par son complémentaire, on en déduira que si A est ouvert
lim inf ^^ ^ u ( A ) .

Supposons donc A fermé. Pour tout r\ > 0, il existe une fonction f Ç C ( X ) , à
valeur^ dans [0,1] , telle que f(x) = 1 pour tout xç A et que :

^(A)^ H( f )^ H (A) +T1

Mais

^f^ M^(f) , donc lin sup ̂ |̂  ^ (f) .

Rappelons q^un ensemble AC X est dit H-quarrable si sa frontière est U-né-
gligable. Naturellement, un tel ensemble est à fortiori n -intégrable. On peut
montrer qn* il existe dans X une base d* ouverts quarrables. (cf. Bourbaki, inté-
gî'ation, chap. U § 5 , exercice 17 , ce résultat est d* ailleurs trivial dans le
cas où X est totalement discontinu, ce qui sera généralement le cas dans ce
travail).

Rappelons alors que :

Proposition 2. - Une suite (u ) ^ d* élément s de X est u "répartie si et
seulement si on a lim •„• \; (A;N) = (JL (A) pour tout ensemble Aç: X , jj, -quarrable «
~"""—'~'—"—'——'''—^^—~~'̂ ~"—""'—"— TT ~* oo •'•'
II suffit q^il en soit ainsi pour une famille d* ensembles H-quarrables contenant
une base de voisinages de tout élément xç X .

Preuve. La condition nécessaire résulte immédiatement de la proposition 1 . Inver-
sement, soit © une famille d1 ensembles p.-quarrables contenant une base de voisi-
nages de tout point de X . Pour toute fonction f ç C(X) , et tout r\ > 0 » il
existe une famille finie d î ensembles A- , . . . ,A- appartenant à ^P , et des nombres
complexes X , ... ,X , tel que :

\\{-^ x e ^ H ^ n
i=l i
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(• 1) . Il désignant la norme de la convergence uniforme, et e^ étant la fonction

caractéristique de A _ ) .

On a alors :

|H(f) - ^ X ^ H(A^) | ̂  ri
i=l

et pour tout N :

k. ^ (A. ;N)
lM^(f ) - ^ X^ ——^——I ^ n

Pour N suffisamment grand, on aura :

k ^N) i,
| S Xi——j———- 2 X,u(A,)l ^ n
i=l î

et par suite
|M^(f) - u i ( f ) l ^ 3-?

ce qui montre que :

lim M,,(f) = H ( f )
N-.00 "

Lorsque X est un groupe topologiaue alpélien, compact, G , la densité des poly-

nômes trigonomêtriques conduit au résultat suivant :

Prows.ition 3. - (Critère de Weyl) Une suite (^^ d^léments de G _e^

U-répartie si et seulement si :
N ^

lini ~ H y (u^) = n(x)
N-»" n=l

pour tout X € G , îl désignant la transfor^^ ^ Fourier de ̂  :

î (X) == J X(x) dU (x)

De façon plus précise, si pour tout X ̂  , J ^ y(^) a une limite a (x)

pour N infini, a est nécessairement la transformée de Fourier d^e mesure nor-

male H sur G , et la suite (u^ç^ est H-répartie.

Lorsque H est la mesure de Haar de G (normale), une suite ^-répartie est dite

équi répartie.
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La condition du critère de Weyl est dans ce cas :

lim ^ S X (u^) = 0 pour tout y Ç G , y^ i
N-» oo n=l

2 - Répartition dans un groupe profini.

Soit G un groupe abélien, et soit H un sous-groupe de G , dtindice fini.

Désignons par TT^ la surjection canonique G-» G/ . Etant donnée une iresûre \

sur le groupe fini G/ , nous dirons qu'une suite (u ) .- --^d'éléments de Gji .—————— ^ ^ ç. jpj-———————
est X -répartie mod H si la suite (TTg(u^)) ^est X -répartie dans G/ .

Supposons que G soit un groupe topologique abélien, profini, c'est-à-dire com->
pact, et possédant une base © de voisinages de 0 formée de sous-groupes (néces-
sairement ouverts et fermés et d'indices finis). Soit \l une mesure normale sur
G et pour sous-groupe H Ç ® , soit [l la mesure quotient sur G/- , c'est-11 H
.à-dire la mesure définie par :

HTT^) = H (CP ° Tr ) pour toute fonction complexe sur G/-
ou encore

Ug ( ( TT^(a) } ) = H (a+H) pour tout aç G

Comme l'espace des fonctions complexes localement constantes sur G est dense dans

l'espace des fonctions continues (pour la topologie de la convergence uniforme),

on voit que pour qu'une suite (u ) ç ̂  d'éléments de G soit H-répartie, j^_

faut et il suffit que pour tout HÇ (B , la suite (u ) ,: ^ soit n^ répartie

mod,H .

Inversement, soit G un groupe abélien quelconque, et supposons donnée une fami]
le ^ de sous-groupes de G d'indices finis, filtrante et séparante (c'est-à-
dire que pour H ç. OB , L ç % , il existe M Ç ® tel que MC H H L et

n H ' = { 0 } ). Pour tout couple (H,L) d'éléments de (B tels que Hc L ,
HÇ(B

soit •n l'hômomorphisme de G/ sur G/ rendant commutatif le diagramme :
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Supposons donnée pour tout Hç (B, une mesure normale n sur G/ . Il ne peut

exister de suite d1éléments de G , H---répartie mod H pour tout H , que si la/

famille ftl^) satisfait à la condition suivante (système projectif de mesures) :

Gt.p.) Pour tous H,L de ® tels que HC: L , et pour toute fonction complexe 9

sur G/^ :

^(cp) =^ (Cp o n^)

ou encore : pour tout a ç. G/- :
L

^( {at)=^(n^(a) )

Mais soit T le groupe topologique limite projective du système projectif de grou-

pes topologiques (G/ , TT- -)-- „ - (avec la topologie discrête sur les G/-).
n li ,n n ç 05 H

F est compact. G s injecte dans r par l'homomorphisme i = lim TT , c^st-à-
*~ H

dire

i(x) = (^(x) ) ^ ç © pour tout xç G

i est un homéomorphisme de G sur i(G) » lorsq^on munit G de la topologie

pour laquelle (B est une base de voisinages de 0 , et i(G) de la topologie in»-

duite par celle de T . i(G) est dense dans F » qui apparaît donc comme le complété

de G . On considérera G comme contenu dans r . On a G/ =p /s • Nous désignerons

par pr,r la projection F -» G/- qui n'est autre que la surjection canonique

r-»r/;T 9 'n'u apparaissant alors comme la restriction de pr,j à Ç .

Etant donnée une famille de mesures (n,,) sur les G/ , satisfaisant à la con-

dition (i ,p) , il existe une mesure unique H sur F 9 telle que pour tout H ç. (B ,

HTJ soit la mesure quotient de H surT/=- ( = G/-) » c î est-à-dire que :

(1) Î CP) = ^(îP 0 P^)

pour toute fonction complexe cp sur G/- (limite projective des mesures [i-) ;

cela est bien évident ici car les conditions (l) et (-t»p) définissent la res-

triction de H à l* espace des fonctions localement constantes sur r > ci'111 est

dense dans l* espace des fonctions continues. On voit alors que pour qî une suite

^u ^ ç ^]* d* élément s de G soitui -répartie mod H pour tout H ç (B , il faut

et il suffit quelle soit n -répartie ( comme suite d* élément s de r )•
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Naturellement, la famille (H ) des mesures de Haar des G/ est un systèmen H
projectif de mesures, dont la limite projective est la mesure de Haar de F . O n

remplace dans ce cas les locutions H-répartie ou H -repartie par équirépartie.

3 - Répartition dans 3? , 3?
———____________° T)

3.1. - Répartition mod 1 dans 3?

Définition 2 ; Soit [i une mesure normale sur ÏÏl . Une suite (u ) ç *

d*élément s de 3? est dite H "répartie mod 1 si la suite (*^ (u ) ,- * esto —————— —————————.————_——— Q n n ç N ——
H-répart je dans ÏÏl

Puisque un disque de ÏTI est ouvert et fermé, cela revient à dire que pour tout
disque D <=- W , si on désigne par ^ (D;N) le nombre dentiers n tel que
1 ̂  n ^ N et que % (u ) € D , on a :

lim - v(D;N) =n (D)
N-*oo "

+
Pour écrire le critère de Weyl, nous cherchons les caractères du grour>e ÏÏf

+ o
Nous désigons par y le caractère de 3? ainsi construit :• on se donne un carac-

tère H 9e 1 de F et \ est alors défini par :

X o (Ï a^T-°) =H(a^)
n=-*o

(a^ ç- F ; (a )„< o P1'̂ ^ tous nuls).

On a alors :

+ A

Proposition U. - L* application de 3? dans son dual 3? : u -» y où ")( est

le caractère de 3? défini par : y (x) = y (u x) est un isomorphisme de

3? sur 3? .o o
+ ^ +

L* application de ^ dans le dual ffl de ÏÏl : f - * X « ; X « ( x ) = \ ( f x )

est un isomorphisme de S sur ÏÏl.
. ^

(Ces isomorphismes sont aussi topologiques ; naturellement, S et ÏÏ1. sont
discrets).
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ÎÏ^ÏÏS* La> P1'®111!61'̂  partie est bien connue ([?]) (et d^illeurs facile à vérifier
directement ici). Pour la seconde partie» la décomposition en somme directe
3? = % '3 TH. permet d*identifier X au sous-groupe de 3 , % » orthogonal
de (^ . On doit donc démontrer que X ç.£ si et seulement si u ç - ^ . Comme
Y^(g) = 1 pour tout gç<^ , il est clair que si u ê < ^ , X ^ o^1 • Inversement,
soit u^J? :

+»
u = S a T"11

n=-œ n

II existe un entier n > 0 tel que a ^ 0 , et un élément b^F tel que

H(a^b) + 1 . Alors X^ (u TD T11"1) = H (a^ b) ?é 1 , donc \^. ̂ L

On en déduit immédiatement :

Proposition c?» - (Critère de Weyl). Pour qu^une suite (u ) - ̂  d1 éléments de
3? soit H-répartie mod 1 , il faut et il suffit que l'on ait :

lim i ̂ ^ ^ ^ ^ ( f )
N-oo n-1

pour tout f ç ^ , (J, désignant la transformée de Fourier de p. :

iî(f) =J x^ ( f x ) dn(x)

3.2. - Répartition mod 1/« dans iïl et répartition mod f dans "̂

r-J

ÎH. est un groupe profini. Soit Sk l* ensemble des polynômes sur F , nono f^i q
réduits au terme constant. Pour tout fç,J^ et pour tout xç ïïf » il existe un
unique élément hç je tel que :

|x - ^IQ < T^T~ » à savoir h = E^(f x) , et on .a :

W^ l^o

ÏÏl
Le quotient t—»-^"^) s identifie donc au groupe additif des polynômes de degré

f^o . ^ .
inférieur à deg(f) , isomorphe lui-même à CfC^) » soit s- la surjection de
X s u r (^r)+ :0 f%
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s^ : x -» TT^. (E^ (fx) )

où TT désigne la surjection canonique Ï-» ^/pcy

Pour tout couple (f ,g) d* éléments de ?f tels que | f^ ^ | g | , soit s

surjection de Ï^^ sur >^y rendant commutatif le diagramme :
f,g

la

rri

-H ~ ,
Soit J un sous-ensemble infini quelconque de Jb •^•o ^f s^^^ifie a, la limite
projective du système projectif de groupes topologiques (••^^f » s ) ç

( ^" t̂' discret), par l^isomorphisme s = lim s» :

s(x) = (s^.(x) )^ - j

Suivant le paragraphe 2, nous dirons q^une suite (u ) ,; ^ -M- dT élément s de HT.—..^——^-^——— n n t MM Q^ o
est ^if-repartie mod 1/f ( \j, » étant une mesure normale sur -^^Y^ ) si la suite

^f ^n5 ^€(1^ •e^t- ^f-^Partie.
^

Etant donné une famille de mesures normales ( ( ^ - ) sur les ( '̂ î^^ )»(; -r nous
appellerons "condition t .p.s" la condition de système projectif.

ÇPour tout couple (f ,g) d^léments de J tel que | f | -^ | g | :
-t. p. s. 4 ^ ( t o c } ) =Hg (s;^(a) )

II y a équivalence entre la donnée d*une mesure normale ^ sur ÏH.o et la donnée

d*^^^ famille de mesures normales ( ^ « )«ç -- sur les ^c^^ 9 satisfaisant à
la condition (t «p.s . ) , et qui sera la famille des mesures quotients de \i sur

2 .les
nE,

( i^({ s^.(x) î ) =( i (D^(x) ) pour tout xëni.^ , D^(x)

désignant le disilue deîri ,Q:

D^(x) = { y | | x - y | ^ < j — — }
1 1 0

Pour qî une suite (u ) - * d'éléments deïïl, soit ^-répartie, il faut et il
suffit que pour tout f € J » elle soit ^ --répartie mod 1/f .
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Remarquons la forme du critère de Weyl pour la répartition mod 1/f :
soit hê 5;. Le caractère ^ , de nL + :

&i/g) SB x, (h£)

est orthogonal à f 3' » et peut donc être considéré comme un caractère de (^"f-y ) •
D*autre part, ^ , ne dépend que de la classe de h module f , et l* application

^/.(h)-» ^ ^ est un isomorphisme de ( ^T'̂ T" ) sur son dual.

^ , „
En prenant comme système de représentants de ( ̂ "f^ ) le groupe additif des

polynômes h te]s que | h | < | f | , comme on a pour un tel polynôme h :

Ô^(s^.(x) ) = XQ (h x) pour tout xCTTI^

le critère de Weyl pour q^une suite (u ) . --A d*éléments de TH. soit \i --répar-, n nç Vf o î
fie mod -r s* écrit : „

lim - 2 X (h u ) =P - (h)
N-« N n=l ° n f

oy 1 1 1 1
pour tout hê 'î tel que | h| < | f | , [î - désignant la transformée de Fourier

.^-^.^^^
Naturellement, si ^ est une mesure surTT|.o dont [t -, est la mesure quotient sur

.̂ on a :

î^(h) = î ï (h ) = L Xjh x) d^ (x)

pour tout h 6 2 tel que | h| < 1 f 1 o

Examinons maintenant une notion de répartition dans 2 . Etant donné un polynôme

f € SE et une mesure normale ^ - sur Q^L^<5^ nous dirons q^une suite ( s ) ^
d^léments de ot est ^«-répartie mod f si la suite ( TT ( g ) ) ç^ est

H «-répartie dans ^^^L, ( TT -p désignant toujours la surjection canonique
^ CÏL^oé-» ^!^). Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que :

f 'Sj

^ i^^- ^(h)
pour tout hC 2 (mod f), ^ - désignant la transformée de Fourier de ^ .
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Soit Je ĵ f un sous-ensemble filtrant et séparant pour la divisibilité (pour tout

couple (f,g) (^éléments de J , il existe h€ J tel que h 2c f ^Fig % ,

et 1 1 f o<a =i O J ) et soit V- le complété de ol? pour la topologie d*anneau

de ^ pour laquelle les (f ̂  ) / - forment une "base de voisinages de 0 , c^st-

à-dire la limite projective du système projectif d*anneaux topologiques
^ ^ ^ y " ~ ~ ~ ~ ~ '

^rï" T-F• o^-p ç- T ( ^î^ discret), où pour tout couple ( f,g ) dt élément s de
I »& I 'C J I 90 Qy

î^--fse st 1 * homomo rph i sme de . rendant com-J tels que f| g , TT

mutât if le diagramme :
îf,g

^Ï" est plongé dans V- par l'homomorphisme '"' = lim "n" :
' J ^- 1

TT (^) = ( TT {i} ) ç pOUr tOUt t^- ^

La donnée d*-^^ mesure normale \i sur V- est équivalente à la donnée dîune famil-

le de mesures normales ( ^ - ) sur les ^<^(f ^ J)» satisfaisant à la condition1 £>

(-t. p. TT ) : Pour tous f et g appartenant à J tels que f | g :

u ( o c ) = ^ ( îT-1 ( a ) ) pour tout oc € <^^
•L g I »g i c^

les ( ^,,) étant alors les mesures quotients de |̂  sur les ^f^

Une suite (g ) ç ^^ d* éléments de <; sera ^ -répartie mod f pour tout f € J

si et seulement si elle est ^ -répartie comme suite d^léments de V-

<4l .
On a le lien suivant entre répartition dpns TTT. et répartition dans <^? -•

Proposition 6. Soit (u ) .- —K. une suite d* élément s de 3? • Soit f ç, ^——— n n t N'"' —.———————————————— o ^j-p—— 'w

! normale sur '"̂ -S '̂'* Pour que la suite ( <^b (u ) ) ç ^et soit ii „ une mesure

soit ^ ..-répartie mod — dans iïl. , il faut et il suffit que la suite

(E_s ( 'f u ) ) ç, —^ soit n --répartie mod f dans ^r»
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Soit J un sous-ensemble de ^ filtrant et séparant pour la divisibilité et

soit ( ^,,),.ç -r une famille de mesures normales sur les ( î^î^t) ̂ ç_ -r • Sup-

posons que la famille des mesures ( ^ « ) satisfasse à la condition (-t.p.s.)

(resp.'t •p. TT ) et soit ^ la mesure sur ÏÏl. (resp. V- ) limite projective des————— —————————— o j
( ̂ ).

ry>
Pour que la suite ( ^o (u ) ) ç ^ (resp. E (u ) ) soit n -répartie dans ïï[ ^

(resp. dans V ) , il faut et il suffit que pour tout f ê J , la suite

(E^ (f u^) )^.^ (resp.J^ ^"^nÇCS^ ^ soit ^ ^.-répartie mod f dans Vj

(resp. ^ --répartie mod -s dans TT], ). .

^

Preuve - Soient x € 3 ? , f ê ^ , et h ê ^ , tel que | h | ^ < ) f | .

L'inégalité | ^(x) - l^-T-fT équivaut à ^ (f x) = h mod f ,

puisque E^tf x) = E^ (f ^(x) ) mod f et que | E^(f ?é(x) ) 1 o<l flo

Remarquons que la proposition s^^plique dans les deux cas lorsque la famille

( ^A ) ç est la famille des mesures de Haar sur les J^f

3.3.- Répartition dans ^ p

Soit un polynôme irréducti'ble P € ^ .

Définition 3. - Soit \i une mesure normale sur îTT.o • Une suite (^^ç w-w-

d* élément s de 3? est dite H "répartie mod 1 si la suite (^p (u^) )^- ̂

est ^1 -répartie dansïïl,

^p
Désignons par \p le caractère de 5 p : y p = y^ ° <^p . Comme

5iÇ(f x) - f fÏp(x) ç. ^ , pour tout x € 5p :<st tout f € ^ , on a

X^(f ^p(x) ) =X<, ( %Ç ( t x ) ),

Donc le critère de Weyl pour q^une suite (^^ê IN"̂  dîelements de ^p sc)lt

^-répartie mod 1 sîécrit :

N
. lim ^ S Xp (f u^) ^ ^ (f)

IT -» • n=l

où ^A est la transformée de Fourier de ^ sur ^1 ;

^ (f) =J XQ (f x) d^i (x)
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L'anneau V- = lim c^^- ^u paragraphe précédent n'est autre que <A^- lorsque
f € J ^J = ( P } T-^ ̂  • N0113 dirons donc qu'une suite (u ) ^ ^ d'éléments de </Q - estK. >- LLM . n n t >pJ J-

p. .-répartie mod P , [t. étant une mesure normale sur JS-r̂ -- , si la suite
K- S- .•¥> •D1^^ P<2s et 3^(pr, (u ) ) ^ •̂  est 1̂ -répartie dans J^— (pr, étant la surjectionSo -» ...——— )s- n n t ON K. ">-̂  K. ï. K. y

p ^ . . . p ^On peut écrire le critère çfe Weyl pour qu^l en soit ainsi :

-, N h ulim ir 2 x p(-Tl) = ^ (h)
N-^o N ^ p P^ k

pour tout hç <% (mod P ) , ^i- étant la transformée de ^ourier de ;-i . :

. ^h)=^ ̂  ̂  ̂  ̂ '
^

•On a l*analogue de la proposition 6 :
•M-

Proposition T. - Soit (u ) .: * une suite d*élément s de 3^ . Soit k ç. N > et
soit 1-1. une mesure nonnale sur ^^ . Pour que la suite ( ^^(u ) ) ^ •«• soit

- K —- - P ^
H -répartie mod — dans ïïl. , il faut et il suffit que la suite

K pK 0

(î^^ u^) )^ç ^ soit n ^-répartie mod P^ dans ^ p .

Supposons donnée une famille de mesures normales ( ^,)^. ç * sur les •̂ ^C"'̂  »
satisfaisant à la condition (^ .p.s.) (resp. (^ .p. TT ) ) , et soit \i la mesure
sur iï[ (resp. % ) , limite proje clive des ( ^ ) • Pour que la suite
(^p(u^))^^ (resp. (Ep(u^))^ç^ soit n -répartie dans m. ^ (resp.Sp),J^.

faut et il suffit que pour tout k € N , la suite (E (P' ^ î î ^ ç ^
çfp u k 5C

(resp. .( ^p(—)) ^ ^^ ) soit n ^-répartie mod P dans o® p (resp. 4 ^-répartie

mod P'̂ " dans \ ̂  ).

Preuve. Il suffit de remarquer que x étant un élément de 3?p et f un élément

de ï tel que| f\o< \ P\^ ' l'inégalité

| Xp^) ~ T l < —ï"
1 p P^b |P|lo

1 _
k
o

équivaut à

1Ep(pk x) " 1p ' \k
En effet : | ̂ (x) - ——| < ———

1 r pk l Ho

équivaut à E^ (P1^ ^p(x) ) = f
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Mais pour tout Ç € ^ [ — ] , o n a :

E^(S ) = Ep (Ç )

car s1 Ç = -|(— (g € ?, a € N ) ,
P

écrivant la division euclidienne :

g = P^ + r ; h6 ^. r€ % J^IP^

on a :

^ ̂  = h = 'P ̂

Alors E^ (P1' 5^(x) = Ep (P1' ^p(x) )

Mais Ep (P1' ^p(x) ) = Ep (P1' x) (mod P^)

Comme de plus, on a nécessairement | E (P %-(x))| < | P| , on voit que

|^p(x) - ^-|^<——— équivaut à | Ep°(pkx)-f |p ^ | ̂  . °
|F.,

o

4 - Le théorème de Kokma.

Nous allons maintenant étudier la répartition des suites ( \ x11) dans

3?^ au 3? . Comme dans le cas p-adique ([ 4] ), les résultats sont "basés sur

la technique des applications "isométriques" et "homométriques" , qui peut

s exprimer dans un cadre plus général :

G désignera un groupe topologique abélien, localement compact, dans lequel il

existe une base ® du filtre des voisinages de 0 , formée de sous-groupes compacts.

Remarquons d îabord que :

Lemme 1. - Tout caractère \ jde^ G est localement constant.

Cela résulte du fait q^un caractère non trivial dTun groupe prend au moins une

valeur dans ^ ensemble des nombres complexes u • tels que | u| = 1 et R (u) ^ 0 ,

et qui satisfait donc à | u-l| ̂ /2 . Alors comme X est continu, il existe H^®

tel que

x € H=> | x (x)-l| < /2 ,

d'où

X (x) = 1 V x ç H .
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Soit F € (B , désignons par (Bp la base du filtre, des voisinages de 0

dans F formée des intersections avec F des éléments de® . Soit D un trans-
laté de F .

Définition U. -_ Une application $ de D dans G est dite isométrique si, pour

tout^ H€®p , on a la double implication :

x - yç H » $ (x) -$ (y) ç. H .

Une télé application est nécessairement continue. Remarquons la -oropriété sui-

vante :

Lemme 2. - Soit x^€ D .$ est une bijection de D sur A = $ (x ) + F.

On a évidemment $ (D)c A , et d*autre part $ est injective (car G est séparé).

Il y a seulement à démontrer que $ ( D) = A , et on peut se restreindre au cas où

$ est une application de F dans F . Pour tout H €(Bp , il existe une famille

finie (a.)- . d^léments deF telle que Von ait

F = 5 Df . où D^ = a. + H ,
et i=l

D? n D?, = 0 , si i i i* .

TT

Soient b. = $ (a.) et j(i) tels que "b. € Tl - ( ' y Inapplication i-* j(i)

de l* ensemble { 1 , ... , n } dans lui-même est injective, donc surjective» et par

suite, les ensembles b.+ H forment une partition de F . $ (F ) est donc dense

dans F , donc $ ÇF) = F puisque F est compact.

Définition ^. - Soit A un homomorphisme continu de F dans G . Une application

^ de D (= x +F ) dans G est dite ^ -homométrique, s* il existe une isométrie

$ de D dans G telle que l^on ait

I? ( x ) - + ( x ^ ) = A ( $ ( x ) - $ (x^) ) , V x ê D .

On a le résultat suivant sur l* intégration d*!-^^ telle application (par rapport à

une mesure de Haar dx de G ).
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Lemme 3« - Soit • X ç. G . On a

r , , ̂  ^ c * ^o^ mes D ' si x o A = i (sur r ),
jp X ^ (x) )dx ^ ——

| ^ » sinon»

Comme

J^ X ( * (x ) ) dx = x^ (x^))J_ X o A ($ (x^y)-$ (x^)) dy ,

il suffit de montrer que, si X est un caractère non trivial de F , et $ une

isométrie de F sur lui-même, on a

Jp X^ (x) ) dx = 0 .

Soit H ç (B tel que Hc ker , et soit (a.)- . une famille
-'- i 1^ i ̂  n

finie d^léments de F tels que les ensembles a.+ H forment une partition de F .

Il en est alors de même pour les ensembles b.+ H (b. = $ (a.)). On a

n
J^ X ($ (x)) dx = mes H ^ X ^^ =J* X (x) = ° •

On peut alors démontrer le résultat suivant :

Proposition 8. - Soit X une partie dénombrable de G . Soit ($ ) „ *
'————————————— ——— n n Ç N

une suite d* applications continues de D (x = x +F ) dans G . Supposons qu l̂

existe un sons-ensemble K ^ N^x N^ (contenant la diagonale, et symétrique),

satisfaisant à la condition

(1) -El K^ = card { (m,n) ç K [ sup (m,n) <. N') ,
on a œ K-
——— Z -1 < +« ,

N=1 N3

et tel que, pour tout (m,n) i K , l* application ^ =$ - ^ possède la
———————— m,n n m "-———————

propriété suivante :

II existe une famille finie de sous-ensembles de D , (D0 ).,- , , disjoints~ — — — — — — — — — — — — — — — — — ^^ ^^ J(m,n) ——"————'
qui sont des translates de sous-groupes (F" ) . ç , x appartenant à la famil-

m,n , .
le ^-p , et pour tout j 6 J(m,n), un homomorphisme continu A13 de F3
——— ± ————— ————————e—————————— ^^ ^^
dans G tel que la restriction de + à D" soit une ^u -homométrie etm,n — m,n —————— m,n ———————————
l1on a, en outre, les propriétés suivantes :
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(2) ^

mes(D- U D13 ) = C mes D et S c = C ,
j€J(m.n) lll'n m'n - (m,n)^K m>n N

sup(m,n)^ N
on a oo c

s -JL < +".
n=l N3

(3) Pour tout X (: X , il existe un entier \;CX) tel que, pour (m,n) ^ K
et sup (m-,n)sï \)(\) , on ait :

X o A 0 ^ 1 ( ^ur_ F^) , V jç J (m,n) .
m,n '

Alor^s, pour presque tout x ç. D , (au sens d^une mesure de Haar (je G ) , on a :
, N

lim - S X (î (x)) = 0 pour tout \ ç. X.
N-»œi' n=l n

Preuve. La (iémonstration se fait maintenant comme dans [ 4 ] ; soit :'

"N.x^'i I, ̂ n^
et posons ;

iH^JJ^x)!2^

Il suffit de montrer ( L l U ] ) que la série S •„• I-Br(x ) es^ convergente pour
N=1

tout X • Alors, pour chaque \ ç. X » on aura, pour presque tout xç D :
-, N

lim ^ S X ( $ ( x ) ) = Q , .
N-»" N n=l n

d'où le résultat pour tout \ ç. X , puisq^on suppose X dénombrable.

Ecrivons : |^^ (x)|2 =^ ^2^ x (̂ ,n (x))

sup(m,n) ^ N

et en supposant N ^ vCX) :

.3 v-Mx))2 ..
a ( x ) 2 ^ - 1 — — — — — + J ~ S (X» ,(x))+X(-4 (x) )

N»X N2 N2 ( m , n ) ^ K mîn mîn

m< n

^(xN "̂  N
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donc :

„ , . . g V^^2 l
4'^X^I ^-7———mesn+;? ̂ ^W^^^

\^x)^n <sN

Mais pour (m,n)^ K et sup(m,n)s ^ ( x ) , on a :

J,X(^(x))dx^_ ^ .̂ X(^(x))0x

•<~ •r / \ m,n
car la condition (3) implique que : J' Jvm 'n;

•J j X(*^(x)) dx = 0 V j € J (m,n)
m,n

d^ù puisque :

1 f i i i X (t,, , (x)) dx| ^ C mes D
D- U D13 5 mtn

jç J(m.n) mïn

K^+ C + (^(x))"
P | / \ | C. „ 1̂  \\

^ FN^^ 5 ! dx = ————2———————mes D

ce qui démontre la proposition.

On a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire. - Soit^ M un groupe abêlien, métrique, compact, et soit 9 un homo"
morphisme continu de G dans M , tel que 9 (G) soit dense dans M . Si une

suite ^n^nç 1N^ ^Q-PP^ga-llOQs J-e r dans G satisfait aux conditions de la
proposition 8 , avec pour _X l*ensemble des caractères de G de la forme

X ° 9 <X C M ;x ^ 1) , la suite (9 (^(x))^ ̂  est équirépartie dans M pour
presque tout xç D .

A
En effet, le dual M de M étant dénombrable, la proposition 8 supplique aux

sommes de Weyl :

- ? X ( 9 ( $ (x ) ) )
JN n=l n

pour tout X ç M , X ^ 1 • Remarquons que pour un tel caractère X » le caractère
X ® 9 de G est toujours différent de 1 , puisque 9 (G) est dense dans M .

Nous allons maintenant déduire de la proposition 8 et de son corollaire, certains
résultats de répartition dans un corps local localement compact. Reprenant les

notations de cette proposition, nous dirons qi^un sous-ensemble K de tN* x (^



27 CHAPITRE I

satisfait à la condition (C) s*il est symétrique, contient la diagonale, et si
00 ^S — < + °° (K = card {n,m}ç K ; sup (m,n) ^ N ). Pour simplifier l'expression,

N=1 ip "
nous prendrons des hypothèses un peu simplifiées. Commençons par un résultat par-

ticulier à la répartion mod. 1 dans 5 •

Théorème 1. - Soit D un disque de 3? , de rayon q , et soit ( <t' ) . - « , •%•

une suite d'applications continues de D dans 5 • Posons : ^ = $ - ^ ,—————————^—————————————————— ——— o ——^_ jQ^ ^ ^
et supposons qu'il existe un sous-ensemble K de_ ÎN ^ OS , satisfaisant à la condi-

tion (C) , tel que pour tout couple (m,n) 4- K , il existe un entier \ ç. Z——— _____^_—^-__-__—_—_—->__ j^ ^j>^
tel que l'on ait :

l^n^-^,n^ 1 =^m'n l^lo

quelques soient les éléments x e^_ y de_ D , et supposons de plus que :

\ + k s; - 1 pour tout (m,n)@f Km,n

Alors, pour presque tout xç D (an sens d'une mesure de Haar de 3? ), la suite

($ ( x ) ) ç_ ^ d'élémefats de 3? est équirépartie mod. 1.

Preuve. Comme D est translaté de T" X et que pour tout (m,n) ^ K , l'ap-
—^_^_>_ Q .

plication ^ est une homométrie associée à l'homomorphisme A : x -^ T m>n x
k+1 mîn m,n

de T ÎTI dans 3? , il suffit, d^près la proposition 8 et de son corollaire,o o \
que pour tout f ç ^ , différent de 0 , le caractère x -> XQ (f T m'n x) de

T1^1 TTl soit différent de 1 , ou encore que la caractère x -^ x^ (f T mïn x)^
de 1TL soit différent de 1 .o

Ceci résulte du fait que, comme X + k+1 ^ 0 , f T m»11 est un élémentm,n
non nul de Î! .
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Théorème 2. - Soit L un corps local, localement compact. On désigne par | . |

la valeur absolue sur L , et par IT une uniformisante. Soit D un disque de L
et soit ^n^ç fl̂  une ^ite d'applications continues de D dans L . Posons

^m,n = ^m ~ ^n ' et supposons qu'il existe un sous-ensemble K de t^ x fl̂

satisfaisant à la condition (C) tel pue pour tout (m,n) ^ K , il existe
\ /- n .L -, ——————————»_\, 6 Z tel que :m,n ———•*—

(x ) -< , (y ) | ^^'"Ix-ylm,n • m»n - ' 1 •7 l

quels que soient les éléments x ^_ y de D .

So^ \^ = mf X , (N entier positif) et supposons que lim \ = +"
sup(m,n) ^N ~ î^ — — — — — — — — — ^<» N

(m,n)^ K

soient M un groupe abélien, métrique, compact, ̂  9 un homomorphisme continu

.de_. L dans_ M tel que 9(M) soit dense dans G . Pour presque tout xç D

(au sens d^e mesure de Haar de Î  ), la suite (9 ($ (x) ) ) . -^ dieléments de
^ . ^ ——————— n nçiN ————————

M est equirepartie»

^reu^e. Soit A l'anneau de valuation de L . Désignons par ) TT^ le rayon de

D , c'est-à-dire que D est un translaté de TT^ A . Pour tout \ç M , différent

de 1 , le caractère X ° 6 . de L'1' est différent de 1 , donc il existe t ç Z

tel que, pour tout ^ s i , la restriction à (n'^ A)'1' du caractère y o °Q
+ 0 A. '-' u

de L soit différente de 1 . Pour tout (m,n) ^ K » l'application ^

est une homométrie associée à l* homomorphisme x^Tr'^111»11 x de ( TT "k A)'1" 'dans

L . Pour sup(m,n) suffisamment grand pour que \ + k ^. i , le caractère

x- X ° 6 (TT mïn x) de (TT"1^ A)'1" est différent de 1 , ce qui, d'après le

corollaire de la proposition 8 , démontre le résultat.

Naturellement, le théorème 1 et le théorème 2 restent valables si on rem-

P18-^ D Par un ouvert quelconque Q , réunion (nécessairement dénombrable) de

disques D^ tels que les restrictions aux D. des applications @ ) satisfas-

sent aux conditions de ces théorèmes. En particulier, le théorème 2 reste valable

sans changement si on remplace D par L .
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Nous allons déduire quelques résultats de ces théorèmes. On conserve les

notations du théorème 2.

Corollaire 1. - Soit (u ) - .,-•%• une suite dT éléments de L telle qu'il existe————————— ——— n n^UM „ — — — —
un so-us-ensemble K d,e, (NX CN" , satisfaisant à la condition (C) , tel due

lim ( inf | u -̂u^ | ) = +» .
N-» 00 sup (m.ji) ̂  N

(m,n)? K
Pour presque tout x ç L , la suite (9 (x u^))^^* est équirépartie dans M .

La démonstration découle immédiatement du théorème 2. Avec les applications $^

de L dans L :

$^(x) = xu^ ,

les applications
ilr (x) = x (u -u )'m,n n m

satisfont "bien aux conditions du théorème 2.

Le corollaire 1 s'appliquera en particulier si la suite (|u^| ) est strictement

croissante (et tend donc vers l'infini), car alors pour m ^ n : | ̂ •^H^updr^n)!

l'ensemble K est alors réduit à la diagonale.

En particulier :

Corollaire 2. - Soit « 6 L-A . La suite ^(xa11))^^ est équirépartie dans M

pour presque tout x ç. L •

Corollaire 3. - Supposons que L soit caractéristique nulle. Soit \ un élément

non nul de L . Pour presque tout xç L-A , la suite (9(\x11))^^ est équi-

répartie dans M .

L'étude de ce cas a été faite par F. Bertrandias :̂ U]),chap. -v) dans le cas de

la répartition mod. 1 dans CL • Soit p la caractéristique résiduelle de L ,

F. Berfcrandias montre que dans tout disque D de rayon |p | , disjoint de A ,

les applications $^ : x -» \ ^ de D dans L satisfont aux conditions du

théorème 2.
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Nous voulons maintenant étudier le cas où L est de caractéristique p ^ 0 .

Nous avons besoin d'un préliminaire très simple. On dira naturellement que :

Définition 6. - Soit J un sous-ensemble infini de IN " , et soit ? la 'bijection

croissante de (N sur J . Soit X un espace topologique compact, et soit [i

une mesure normale sur X . Une suite (u ) d'éléments de X est dite ^-ré-

partie si la suite (u ̂  )^ ^ ̂  l'est.

On a alors :

Lemme U. - Soit (J ) ^ ou (J ) une suite finie ou infinie de sous-
—————— - S U S ̂  K. "̂ ~"" S S ç JN ' ^ - - -

ensembles infinis de IN , disjoints» Soit J = U J
s s

Posons pour tout entier N^ min n
nç J

h (N) = card { n€ J | n ^ N }s s
h(N) = card [ n€ J | n ^ N } = S h (N)

s s

h^(N)
Supposons que pour chaque s , la suite ( /-,<—) tende vers une limite a

lorsque N-»00 » e t , si la famille (J ) est infinie, supposons de plus que l'on
sSf^5

ait lim — , / k — — — « = 1 , uniformément par rapport à N .

Soit (u ) une suite d'éléments d'un espace topologique compact X , e^_

supposons, que pour tout s , la suite (u ) ç ,. ait une mesure de répartition

^ . Alors la suite (u ) - - a la mesure de répartition u :s —————————— n n ç J —————————————-—————— '

p = S a (i
s s s

(série de mesures convergentes au sens de la topologie forte si la famille (J )

est infinie).

h^(N)
Preuve. A cause de la convergence uniforme de la série S / \— si la famille

(J ) est infinie, on a S a = 1 , donc la série S a î converge fortement.s g s g s s

Pasons: us S a u .
s s -
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Soient e un nombre réel positif et f une fonction complexe continue sur X •
h (N)

Choisissons un entier t suffisamment grand pour que Z ^ >. ^ 6 pour tout
s>t ^1

N , et donc que S a ^ £ . Ecrivons pour tout N :
c: >+• °s>t

2 f (u) = E S f (u) + B (f)
n€J ° s^t n€ j n Ntt

S

n^ N n^ N

où ^t^) = s z ^ )N,t „ . _ - ns >t nç Jg

n^ N

|R ( f ) | ^ ||f|| S h ( N ) ^ 6 l l f l l h ( N )
Kît s>t s

donc | R
s>t

(où ||f||= sup | f (x) | )
x ê X

Comme pour tout s , la suite (u ) ç ,. est (J -répartie, pour N suffisamment

grand, on aura pour tout s ^ t
| S f(u ) - h (N) ^ ( f ) | ^ e h (N). . ^- — n s s snç Jnç Jg

n - ^ N

et | h g ( N ) - « g h(N)|^ ^- h(N)

donc | Z S f ( u ) - h(N) S a ^ ( f ) | ^ S h(N) (l+lifti)
s ^ t n^ J n s^ t s ss^ t nç J s^ ts

r i ^ N

| ^ ( f ) | ^ 11^11 .

Enfin | S a ^ (f) | ̂  e ||f||
s>t s s

d^ù | S f(u^) - h(N) S oig ^ g ( f ) | ^ e ^(N) (1+3 11 f ||)
nç J n s
ris; N

ce qui établit le lemme.

L étant supposé de caractéristique p 9e 0 » v (n) désignera la valuation

p-adique de rentier n . La notation \ I^ ( \ç L » s ÇN) désignera limage de

l^ndomorphisme de L'1' : x-» \ xp . On a le résultat suivant, avec toujours les

notations du théorème 2:
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.̂
Proposition 9. - Soit \ € L . Pour tout sç N , soit Pg ^ la mesure normale sur

- g —'———g-
M . » dont le support est 9 ( \ L' ). et dont la trace sur 9 (\ I^ ) est la mesure

de Haar de ce groupe. La suite ( 9 (\ X11)) - ̂  (T élément s de M est l^ ^ ̂ répar-

tie pour presque tout xç L - A. Vp(n)=s

En particulier, la suite ^(Xx11))^^. est équirépartie dans M pour presque
tout x € L - A. (n,p)=l

SÏÊHZÎË* on se Place dans un disque D , de rayon 1 , disjoint de A , et on ap-

plique le théorème 2 à la suite de fonctions $ (x) = x^n,?)^) sur D , et
g ——n——g,-

à l̂ omomorphisme x-» 9 (\ xp ) de L dans Q (\ iP ).

Les applications S^)^ )-L satisfont bien aux conditions du théorème 2 : en

effet, tous les éléments de D ont la même valeur absolue p > 1 , et pour tout

couple x , y d*éléments de D , écrivant :

n n ^ / n ^ / ^ k n-k
x - y" = Z ( ^ ) (x-y) y

k=l K

comme on a :
Intx-yïy1-1!^?11-1 | x-y |̂

et si k > 1 : _ ,
l / n \ / \k n-k i n-k . .k n-1 i ,|( i, ) (x-y) y |̂  p |x-y|^< p |x-y|^

on voit que :
i n ni n-1 i ijx - y |̂  =p |x-y|^

Alors si m ^ n :

| x11- y» - (x»- y'1) | ̂  = p8^^ 'm)-1 | x-y |̂

et on a bien : lim inf p8up(m,n)-l ^ ̂
N-K» sup(m,n)^ N

n!Fn

Le lemme U supplique à la partition (J ) -^ de (N* où J est l'ensemble des
.,' S' S^ UN S

entiers nÇlN tels que Vp(n) = s .

N N h (N) i
En effet/on a alors h (N) = [ —] -[——-] .Alors a = lim——— = — , et

p3 p3 1 s N-00 N p8

hg(N) 1 N N
la série 2 —--— = Z „ (L —] -[——] ) est convergente uniformément par

s s p p

rapport à N . On obtient alors :
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Théorème 3. - Pour presque tout x € L-A , là suite (9 ( X X 1 1 ) ) - ^ est ^ -ré-
partie où u^ est la mesure normale sur M :

1 00 -i

^ = (1 - 1) S — ^ ,
x p s=0 p3 s îx

On peut exprimer la transformée de Fourier de H :
\

^00= 0 si XJ^U (e^L1 5 8 ) )1

/v s€(N

^Cx)=^r-w si xe U (e^i/))1 ,
x p ^ s € ( N

CTx CX) désignant-le plus petit des entiers s Ç EN" tels que X ^ ( 9 ( \ L13 ) )

On en déduit :

•%•
Corollaire 1. - Soit \ ç L . La suite (9(\ x ) ) - ^ d*éléments de M est——————————————————————— ——————— ————————————— ]̂  Q\J ————————————————————», —————

équirépartie pour presque tout x Ç L-A si et seulement si pour tout s^ (M , le
sous-groupe 9 ( ^ L? ) est dense dans M .

Le corollaire 2 du théorème 2 montre qu îl en est nécessairement ainsi pour presque

tout \ ç L •

Dans le cas particulier de la répartition mod 1 dans i? , énonçons le :

"̂ " ef
Corollaire 2. - Soit \ç 5 . Pour -presque tout xç 5 - & » la suite— - - - - - - - - - - - - — ——— o o o ~ ~ — — .
( \ x ) - ̂ /f a la mesure de répartition mod 1 :

^-^-^ \ -^~ s=0 p
s

où n . est la mesure de Haar du sous-groupe de l̂ , fS ( \ ̂  ). En particulier,— "s,\ ———————————————————————•"——•-——— o " o o ——-————————
pour presque tout xç ̂  - & , la suite (x11) ç. ncr^î ^T élément s de 3^ , a la mesure

de répartition mod 1 :
- oo ô

^ = (1 - -) Z ———
p s=0 p3

s s
où ô est la mesure de Haar de (Tl? (image de TH. par x —» x^ ).

—————————————— g —————————————————.———————————————————————————————————^—————————————————.———————————————————————————————————————————————————————————————————————— 0 Q

Etant donné un élément \ ç. 3? , une condition nécessaire et suffisante pour que la

suite (^ x11) ç_ * soit équirépartie mod. 1 pour presque tout x C 3^ - 3è ,
est que pour tout s ç. QS , et pour tout f ç. îa , f ^ 0 , _sj_ :

00

\ f = S c^ T^ (c^ç F ; (c^^ <o P1'®^116 tous nuls)n=-« q n ^ .
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il existe n ç Z tel que n =2 0 (moâ. p8) et c ^ 0 .
— n

En effet, cette condition signifie que pour tout s , (^ ( \ ^ ))'1 = [ 0)

c^st-à-dire que Stf^;?335) = TTl .
»-t> o o
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CHAPITRE II

La répartition mod. 1 des suites de puissances

et les ensembles de Cantor

On s intéresse au cas de la répartition mod. 1 dans 3 • Pour préciser le

théorème de Koksma, on cherche à obtenir des résultats sur la répartition mod. 1 ,

des suites (X x11) „ ̂  •%• pour o-presque tout X (ou o-presque tout x ) , où o

est une mesure dont le support est de mesure nulle pour la mesure de Haar.

1 - Les propriétés trigonomètriques des ensembles de Cantor

Définition 1. - Soit ® = (9 ) , une suite d'éléments de ÏÏf telle que la—————————— n n îï 1 o
suite (v (9 )) soit strictement croissante, et v (9 ) = 1 . Soit pour tout n ,o n o 1
ç un groupe additif de représentants de ^ ^^ , et M une partie non

vide de Ç . O n notera Q et M les suites (Ç ) . - et (M ) _ . O n appellen n n <c 1 n n s l
ensemble de Cantor C (© ,Q , M) l'ensemble des éléments de 'ÏTL de la forme

x = Z a 9 ; a ç M_ .n=l n n n n

l̂ s identifie algébriquement et topologiquement au produit " 1 T Q par

l^somorphisme ( a ) . _ - » Z a 9 .n n 21 ^^ n n

I/ensemble de Cantor C(® ;Q ; M) est limage par cet isomorphisme du sous-

ensemble " | 1 " M de | | Q .
n^l n n^l n

Rappelons la notion d*ensemble d'unicité dans un groupe abélien compact G .

Un sous-ensemble E de G -est dit de multiplicité au sens strict s'il existe une

mesure non nulle \i sur G , portée par E et telle que v (y) tende vers 0 lors-

que y tend vers l'infini (selon le filtre des complémentaires des parties finies

de Ï ).
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Plus généralement, soit $ un sous-espace de L (G) invariant par translation
et faiblement fermé. Pour tout x ç G , soit x 1 élément de L°'(G) -défini par
x (y ) = y(x) . Le spectre de ^ est l'ensemble des x € G tels que x ç ^ .

Le spectre d'une fonction y ç L (G) est alors défini comme le spectre du sous-
00 \̂,

espace de L (G) invariant par translation et faiblement fermé, engendré par y .
Si <p est la transformée de Fourier (ï d'une mesure p sur G le spectre de y
n'est autre que le support de p • D'où l'extension de la définition précédente :
un sous-ensemble E de G est dit de multiplicité (au sens large) s'il existe

6à /s
(fç- L (G) , non nulle, telle que y (y ) tende vers 0 lorsque Y "̂  m et que le
spectre de (p soit contenu dans E . Un sous-ensemble E de G sera dit d'uni-
cité au sens strict (resp. au sens large) s'il n'est pas de multiplicité au sens
large (resp. au sens strict). Nous dirons plus brièvement "d'unicité" pour "d'uni-
cité au sens strict".

A(G) désigne l'algèbre des fonctions complexes f sur G , transformées de
Fourier d'une fonction ? de L (G) (c'est-à-dire f(x) = ^ f (y ) y (x) ) . La
norme de L (G) est notée |) . |L : ||Î|L = S ^ |f(ï)| • Nous utilisons aussi
la notation • < x , y > = y(x) (x ç G , yç'8).

Nous utiliserons le critère suivant f [ 1+ ] , [ 18 ] ).

LcTnme 1. - Soit E un sous-ensemble de G • Supposons qu'il existe une suite de

fond ions ^\)i,,^m ^e. ^^) vérifiant les conditions suivantes :

1°) Le support de .̂, est disjoint de E pour tout k .

2°) sup ||î^<+~

3°) lim î,(y) = 0 si y ^ 1
k-x» K 1
lim î,(l) = 1 .
k^co K

Alors E est un ensemble d'unicité.

On a alors :

rphéorème l.A. - S'il existe une infinité d'entiers n tels que M ^ Ç

C(® ;Q ; M) est un ensemble d'unicité dans le groupe 'TTl

rphèoreme l.A. - S'il existe une inimité d'entiers n tels que m ^ y
„ / - / < - - » . - - -. . . . ^ » - - .wi '

Plus généralement :
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Théorème l.B. - Soit 1 un ensemble infini, et soit (G.)..; une famille de

groupes compacts. Soit pour tout i , M. -une partie fermée non vide de G. . 3*11

existe une infinité d' indices i ç, I tels que M. ^ G. » le sous-ensemble

M = TT M. du groupe G = | J G. est un ensemble d'unicité.
itl 1 iti z

preuve - Remarquons tout d'abord que le dual G de G s identifie (algébrique-

ment) au groupeF = ® G. (que nous noterons multiplicativement ) :
•i€ i x -F,-

Soient y = (Y^ç Ier et x = ^i^iê i € G » on a < Y ^>. = 1 ' < Y.,x^>

Soit (i^)^ç.^ une suite injective d'éléments de I telle, que M. ^ G. pour
A ^ lk lk

tout k . Il existe une fonction T L Ç A ( G . ) telle que ||'n,||- = TI (l) s= l et
k K 1 k

dont le support soit disjoint de M. . Soit alors 3^ la fonction définie sur G
1, K

par : &

X,(x)=V^)

II est alors immédiat de vérifier que la suite des fonctions (^••i,.)i..ç «r satis-

fait au critère du lemme 1 . En effet, le support de \, est disjoint de E .

D'autre part, \^ € A(G) et, pour Y = (y ̂ ç j^F
/^
\ (y) = 0 s'il existe i ^ i, tel que y. ^ 1\̂ K /\ K ' i
^(y) ='^k(Yl ) si Y ^ = 1 pour tout i + î

.k

donc j j ̂ ^ = 1 .

A
De plus, \(l) = 1 pour tout k ; si y est un élément de F différent de 1 ,K /s ^s
il existe au plus un entier k tel que \ T _ ( v ) ^ 0 » donc lim \ , ( Y ) = 0 •

K , K.k -» "
Dans certains cas, on peut aussi démontrer ce résultat par une technique d'en-

semble de Pjatecki-Shapiro, généralisée.

Soient G et F deux groupes abéliens compacts, et soit ^^irÇ vs vrle suite

d'homomorphismes continus de G dans F • Disons que la suite ( 9,), ^ ., est

normale si pour tout caractère Y ^ F , différent de 1 , yo y tend vers

l'infini dans G • Cela revient à dire que pour tout sous-groupe fermé H de F ,

différent de F , p désignant la surjection canonique F -» F /„ , p o y , tend

vers l'infini dans Hom (G ,F /u). En particulier, le sous-groupe ?ermé de F

engendré par la réunion des y, (G) doit être F lui-même. En fait» comme on le

verra dans la suite la réunion U ^ ( G ) est dense dans F ,
k k
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Disons alors qu'un ensemble E C G estF -de Pjatecki-Shapiro s'il existe me

suite normale (<p^) d'homomorphismes continus de G dans F telle que U y (E)
ne soit pas dense dans F . k ê K '

Remarquons que s'il en est ainsi pour E. , il en est également ainsi pour tout

sous-ensemble de E et pour l'adhérence de E . D'autre part, en prenant F = R/
ou F = (R/^ (s € ÎT • ) on retrouve les ensembles de Pjatecki-Rhapiro classiques
(de dimension 1 ou s).

Tout sous-ensemble E de G ,T -de Pjatecki-Shapiro, est un ensemble d'unicité.

La démonstration, aisément transposée du cas classique, s'obtient encore par le

critère du lemme 1 . Il existe une fonction 6 ê A(F) . telle que ||ê|| =^ (l) = l
et dont le support soit disjoint de V (E) pour tout k € K , On vérifie alors
que la suite de fonctions sur G î \ ^ = £ o < p satisfait aux conditions du

lemme 1 . En effet, tout d'abord, le support de \ est disjoint de. E pour tout

k . D'autre part la fonction \ est dans A ( G ) ; écrivant :

e(Ç) = S e(y) <-ç,y>
Y Ç F

et X^(x) = Z eCy ) y ^ <F,-(-x)
Y ç r

on obtient \ (x ) = Z À (x) x(-x)
X Ç G k

ou : \.(x) = S e(y)
k y e r

k̂ ̂
i1A>

\^ appartient à L (G) et \\\\\-, = 1 .

fl si x = 1
Enfin on a lim \.(x) =4)Y»).{;

k^ <» l 0 si x ^ 1

En effet, écrivant :
X (1) = 1 + Z £ (y)

v e r
Y o y,=l
Y ^k

on voit qu'on a à démontrer que pour tout x ç G :

lim £ c ( y ) = 0
k-»- <» y ç F

Y o^X
Y^l"
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/\
Or, pour "bout nombre réel positif T| » il existe une partie finie J de F

telle que ^ 1^)1^
YÇP-J

A
Mais puisque y 0 <P i, "bend vers l* infini dans G si y est différent de 1 ,

)( étant fixé, pour k' suffisamment grand, on aura, pour tout vêJ-{l ) ,

Y o y, ^ X (puisque J est finie), et donc :

I s^e fy ) 1^ ri
ver
Y < » y k = x
Y ^ 1ce qui achève la démontrât ion.

8*11 existe un entier s tel que l'on ait pour n suffisamment grand

v (fl -, )-w (9 ) = s , et si pour une infinité de n , M n^st pas tout Q ,
o -n+1 o n s

.le sous-ensemble C( @ , (} , M) de TTl est un ensemble F - de P$atecki-Shapiro.

Plus généralement, si on a deux groupes compacts H et F , une partie non vide

P c H , et une famille (M ) ç_ „ de parties fermées non vides de F , ayant une

sous-famille infinie (M. ) , dont la réunion ne soit pas dense dans F , le
__k k ÇN ^

sous-ensemble M = Px || M du groupe G = H x F est F - de Pjatecki-Shapiro.

En effet, la suite d^omomorphismes continus de G dans F :

TT , : (x,(y ) /-„) -* y. est normale et U TT (M) ^ F . Si au lieu de sup-k n n ̂ : IM i, ]ç K
poser que U M ^ F » on suppose seulement qu îl existe un voisinage V de

nç N n

0 dans F tel que pour une infinité n , il existe t 6F tel que (t + V)n M^=0,

on peut encore conclure que M est d*unicité, car il possède un translaté M-t ,

où t = (0,(t ) ..) (les (t ) étant tels que pour une infinité de n ,n n ç_ K n
(t + V) F! M = 0 ) qui est un ensemble F -de Pjatecki-Shapiro. Enfin, si F estn n
fini, M sera un ensemble F - de Pjatecki-Shapiro dès qî il existera une infinité

de n tels que M 9e F » car alors il existera un élément a €F tel que: a ̂  M^

pour une infinité de n .
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2 - Les ensembles de Cantor, et la répartition mod. 1 des suites de puissances.

On a un premier type de résultats très simples :

Théorème 3. - Soit H un sons-groupe de F q , jejb_ , soit 9 ç 3? - <^

Désignons par J{ (H, 9 ) le sous-groupe de ^ , formé des éléments x de la
forme :———— 4-00

x = 2 a 9 ; a € H , e t l e s ( a ) . ^ presque tous nuls_ oo ^ n n n < u

Pour presque tout xê3-{,(H;Ô ) , (au sens d tune• mesure de Haar de J\ (H; 9)) la

suite (x Q ) ç_ y,^ admet comme mesure de répartition mod. 1, la mesure de Haar

(normale) du sous-groupe 3b ( 5jf (H; 0 ) ) JLe ÏTT. , ctest-à-dire le sous-groupe

fermé de ni , engendré par les ( oc ̂  (ô n ) ) ( a ç H ; n € Z ).•—————— o ——————"-—————— v o

Théorème 3 "bis. - Supposons maintenant que H soit un sous-corps de F •

Soit (u ) /- .,Vf une suite d*éléments de JÇ (H, 9 ) , de valeurs absolues stricte-^ n n t (N '- - - — - - —'— — . ^ ~ ~ - - - - -- ~ - ^
ment croissantes. Pour presque tout x € J ^ ( H ; 9 ) , (au sens d* une mesure de Haar

de groupe additif), la suite (x u ) ç. «j-îî- admet comme me sure de répartition mod.
la mesure de Haar du sous-groupe ^ (3^(H; 9 ).

Soit \ ê 3? • Pour presque tout x ç. 'jL (H ; 9 ) , la suite ( \ x11 ) ç ^ admet

la mesure de répartition moà. 1 :
00

^ = (1 « 1) Z 1—— v ,
x P s=0p3 S Î K

où \» ' est la mesure de Haar (normale) du sous-groupe y^ ( \ ( c/6 (H ,9 ) )•" ).
— s » \ °

des résultats se déduisent de façon immédiate de la proposition 8 du chapitre I.

On obtient des résultats plus intéressants, et complètement différents en se

plaçant dans un ensemble de Cantor qui ne soit pas un sous-groupe.

Soient 9 , ^ et x des éléments de 3? , tels que |9| > 1 et \i ^ 0 .

Nous appellerons C ( 6 ; ^ ; x ) ^ensemble des éléments x ê 3 tel que
+00

x = x +^ 2 6 , 0 - ^ 6 € { 0,1 } .
0 k=0 k k

Soit ^ la mesure sur C( 9 ; ^ ; x ) obtenue par transport de la mesure de

Haar du groupe compact (Z / - ) sur C( 9 ; p. ; x ) par l^omémorphiame+00 ^ c, o
(^ -"o^^k9 •
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Pour calculer certaines intégrales, on utilisera aussi le fait que <j est la limite

faible de la suite des mesures ( cr ) ç , où a est la mesure obtenue en at-

tribuant la masse l/ à chacun des 211 éléments de C( 9 ;^ ; x ) de la forme

V*" s ^^ » ^ ^-T^n<-ir<- 6 t0»!}11) » c^st-à-dire que pour toute fonction0 CL^<n K . k u^k<n
complexe cont inue <p sur C ( 9 ; ̂  » x^ ), on a :

__—i ^^
0 ( 9 ) = = lim— .> y ( x+ t i Z e ô""1')

-^^^y
On a le résultat suivant :

Théorème U. - Supposons la condition suivante réalisée :

^Si p ^ 2 , désignant pour tout disque B^ ïï[ , -par v (B;h) (h ê 9H* ) ]^e_

nombre dentiers n tel que 1 ̂  n ̂  h et que ^ (p, 9 n ) ç B , on a :

(R> ^^ î^ > °

Si p = 2 , le sous-groupe fermé de iï[ engendré par les éléments

( ̂ ( ^ ^^nç^; ^s l^o lui-même.

Alors, pour 0" -presque tout^ x ê C ( 9 ; ^ ; x ) , la suite d* élément s de TT[ ,

(x 9 ) ç ^ est équirépartie mod. 1 .

Remarques. La condition (R) est satisfaite à fortiori (dans les deux cas p ^ 2

ou p = 2) , si on a : lim inf ^ ?——> 0 , ce qui est le cas à plus forte raison. M> n
si la suite ( (A 9 ) ç * est équirépartie mod. 1 . La condition (R) est donc

satisfaite 9 fixé, pour presque tout p , re^p. p fixé, pour presque tout 9

Dans le cas p = 2 , si x f. C ( 9 ; ̂  ; 0) , bien que C( 9 ; ̂  ; x ) soit

translaté du sous-groupe C ( 9 ; ^ ; 0) de 3? , le résultat du théorème U, voisin

du théorème 3, ne peut cependant y entrer à cause de la translation par x . Il

faudrait adapter la technique de la proposition 8 du chapitre 1 , mais ce ne sera

pas nécessaire» nous reprendrons directement la technique du cas p ^ 2 .
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Remarquons enfin, que contrairement à ce qui se passe dans le cas réel, on trouve
donc des: mesures (7 , dont le support soit translaté d tun ensemble d'unicité dans

un groupe [ a ' î ^ , et telles que pour CT -presque tout x , la suite (x 9 n) ç ^
soit équirépartie mod. 1 .

Démpn st rat i on •
Pour tout u €3^ , posons :

%(u) = i 2 X^ (" 911)
n^

et pour tout f € ,̂ , non nul :

I^(f) =;| <^( fx) | 2 dcr (x)

II faufc montrer que pour tout f , la série S — I,,(f) est convergente ([lU]).
N=1Ecrivons :

j^u)]2^^ ^- xo^-e1'1"-^-^6"-^"
Posons = ' N 1 M ^ ^ m< n^N ° Ao

V^'^l^n^N X^f^e"-^))] a o ( x )

«

II suffit de montrer la convergence de la série S -— J,,(f) •
N=I ir N

Pour tout \6 3î , on a :o
n-1

f x J ^ x ) do (x)=lim 2L y ( x x + X u s e e" " )
J 0 ^oo^ï^O.l}11 K o 0 k=0 k

0 ï; k < n
-" 1+x (\ (19-^

soit J^ X^( \x )d< j (x) =X ( \x^) 1 I ——————————
k=0

+<" !+)( (\ n S"15')
donc | J X^^ ^(x)! = |TT ———J——————— |

k=0
4.00

(on emploie la notation | | même s'il y a des termes nuls).»
k=0

D'ailleurs il s'agit en fait ici de produit finis car \ (\(A 9 ) = 1 pour k
suffisamment grand).
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On a donc :

^_ ^ ^(,,,^-ie-')
l ^ m < n ^ N k=0

Posant n-m = r :

N-l N-r ^L 1+XJ^ C91-!) Q"1")
1«V^2 Z II !———2————2——————1

r=l m=l k=-m

II existe un entier k^ = k^(f) > 0 , tel que ^ (f ^ 9'" )̂ = 1 dès que k^ k .
l + Y ( u ) °

Puisque, pour tout u € 3? » | ——^———— | ^ 1 , on peut majorer par :

N +œ i+x. t f^te^i îe" 1")
| V f ) | ^ N Z TT 1————2———2————————1

r=l k=k^

N +" . 1+X, ( f » x 9 r"k) ,
soit | J ( f ) | ^ N 2 TT 1———————————————1

" r=l k=k "o

Supposons d* abord p ^ 2 . Posons, pour N > k :

N r-kp 1+X ( f^ i 9 )

"•"'•^Tï:'———1
On a : | J^(f)| a M (k^+ B^(f) )

B^(f)
On est ramené à montrer la convergence de la série ^ ———— .

N > 1 ^ H2

__ 1+X .(f p S^ ) , , ^o
Posant» | | | ————T—————| = v, , (h € N ), comme Ii,,(f) = 2 v,, ,

<-=l +. v h=l h

il suffit de montrer la convergence de la série S —-— .
h=l n

II existe une constante c : 0 < c < l , ( c = cos ÎT / ) telle que si y (u) i- 1 ,

• 1 ^o^l p
on ait | ———-———| ^ c .

Désignons par v «(h) le nombre dentiers i : 1 €, t ^ h » tels que fv ( ^ 9 )
n1 appartienne pas au noyau du caractère u -» y (f u) de TH. . On a donc :

^W
\^ c
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Mais, il existe un disque (de rayon non nul), de TTL ^ , disjoint du noyau du carac-

tère u -» x^( f u) , et donc, d*après la condition (R) , il existe E > 0 tel que

pour h suffisamment grand, on ait V ,(h) ^ 8 10^ h . Alors
r -log c

\ ^ 1/h h oo ^
ce qui prouve la convergence de la série S -h— .

h=l h

Si p = 2 , reprenons l* inégalité :

N + œ 1+X ( f^ G1'"1')
| J ( f) |^ N 2 TT |———^———————|

r=lk=k 2 '
Comme le sous-groupe fermé de H^ engendré par les (^ (u 911)) est

HT. ^ lui-même, il existe un entier t tel que X (f ^ 9 t) = -1, donc, pour

+0 0 i+x^ Q^)
r s t+k^ , H | ——————^—————— 1 = 0 , d*où : | J^(f) | ̂  N (max(0,t+k -l)

" 0 co j
d^ù encore la convergence de la série 2 —"• .

N=1 N3

Appelons pour simplifier C(9 ; ̂ ) l*ensemble C( 9 ; ^ ; 0) , ensemble des
éléments x € 3^ , de la forme :

x = ^ 2 6 e^ e ^ t o . l î
k=0 K k

Nous allons étudier la répartition mod. 1 de la suite (x 9 1 1 ) ^ pour

x ê c( 9 ; î ) en supposant maintenant que la suite ^CM^\V• 9 1 1 ) ) ç. «* tende
vers 0 .

Rappelons ( [ 3] » [ 15] ) qu^n appelle élément de Pisot-Vijayaraghavan dans 3?

(en abrégé P.V. élément), un élément 0 € 3? qui soit entier algébrique (sur ^ ),

tel que |9 [ > 1 et que tous les conjugués de 9 soient de valeurs absolues

inférieures à 1 . Pour un tel élément 6 et un entier \i du corps .5 (9 ), la

suite (d&^(^ f)) ç * tend vers 0 . Inversement, si la suite

(^Q^ ̂ ^ 6 (̂  tend vers ° , 9 est un P.V. élément et H 6 3^ç9) .

Rappelons q^un élément (^^ç «r̂  de (Z/^)P est dit normal si la suite

^n^l^ :

\ = ^n+k^ê IN

est équirépartie dans le groupe compact (Z/ ^ .
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Presque tous les éléments de (Z/^) , au sens de la mesure de Haar, sont normaux.

00

Théorème 5. - Soit x = ^ 2 e Q"^ ç c(9 ;n). Si rélément ( £ , ) , : de
^0 K k k t W —

(Z/^) est normal, la suite d* élément s de 3^ , ( x Q 1 1 ) ç-^ , a une mesure de

répartition mod. 1 , T 3 dont la transformée de Fourier est :

.̂. n' "T^9'' ^ï >
k=-co

Remarque. Comme ^ Q11 _ 0 (mod. l) lorsque n -» ± œ , le produit

ff 1+X^f n 9^
" ———^——————-ne comprend q^un nombre fini de termes différents de 1 .K— -oo d.

Preuve. Il faut étudier la limite des sommes de Weyl :

^^ij^o^11)--! 1 G0^6-1^-

II existe deux entiers non négatifs n et n, (dépendant de f ) , tels que

* X ( t ^ 9 ) = 1 dès que k > n ou k < -n- .

On peut alors remplacer o^(f x) par :

° \ - j S, TT ^(f^)) en+k
n ^ n ̂  N k=-ho o ^

Posons n + n- + 1 = h . Pour tout élément a = (a , . . . ,a , . . . , a ) ç (Z/ - ) ,o l -n o n-, 2

soit v (a ;N) le nombre dentiers n tel que n ^ n ^ N et que Ê . = ao n"r'k s.
pour tout k tel que -n ^ k ^ n- .

+n!
On a : 0.^=4 2 , v (a ;N) H (x ̂  ^ 9 -k)) ak

ae (z/^)11 ^^o
»r

Mais comme ( '6 ) ç ^ est un élément normal de (Z/-) , on a

lim ^ < _ O C ? N ) = _ pour tout a 6 (Z/J11 , d^ù :
w-*» N -h 2

+^ a

^^N^ Z^ , TT ^c/^ 9 -k ) )k

N-œ . 2 ocç (Z/^^ k=-n^

^ l̂ ,(f . 9^) .

"klin 2
o

ce qui démontre le résultat.
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Le corollaire suivant est alors immédiat :

Corollaire. - Dans les conditions du théorème t?» pour g -presque tout xç C(9 ;^i),

la suite (x 9 Lç^* a une mesure de répartition mod. 1 ,T , dont la transfor-

mée de Fourier est :

,̂.i ^^B-'' .
k=-oo "

Si P ^ 2 , comme ï(f) ^ o pour tout f , la mesure T ainsi trouvée n^st

jamais la mesure de Haar de ÎH. , non plus que celle ^vn. sous-groupe fermé de HT. .

T ne peut être non plus de la forme des mesures de répartition mod. 1 qî on a

trouvées précédemment pour les suites \ x11 , c^s't-à-dire (l- —) 2 — ^ où
P s=0 pS s

les (ô ) sont les mesures de Haar d*^'^ famille décroissante de sous-groupes

fermés (T ) de TH. , car la transformée de Fourier d^e telle mesure ne

prend que des valeurs de la forme —r- (h € N) en 0 . Ces valeurs ne peuvent

jamais être prises par "î , puisque^ (f) est le quotient d^ entier algébrique

sur Z par une puissance de 2 .

Par contre, si p = 2 , T est la mesure de Haar du sous-groupe fermé de TH.

eagendré par les ('^ (^ 91 1)) ,: „ î l* énoncé du corollaire du théorème 5 reste

vrai sans supposer que la suite ( ^ (^ 9 1 1 ) ) ç ., tende vers 0 , c^st le

résultat du théorème 3.

En reprenant cette méthode dans le cas réel» on peut aussi démontrer un résultat

qui précise un résultat de Mendès-France ( [27 ] )• Soient 9 et p, deux nombres

réels tels que 9 > 2 et ^ ^ 0 . Soit F (9 , ̂  ) l'ensemble des nombres réels00 i
x de la forme x = \i 2 e Q"" ( e ^ { 0,l) ). Soit o la mesure sur

k=o
F (^ , ^i) obtenue par transport de la mesure de Haar normale de (Z/-) par

rhoméomorphisme de (Z/ )̂  sur T( 9 , ̂  ) : t 6 ) , ^ ., ~* ^ ^ ft"^"k-=n K O •

Mendès-France démontre que si 9 est un P.V. nombre différent de 2 » en prenant

\i = u" la suite de nombres réels (x 911) * n^st équiréparfcie mod» 1 pourv o - n t aM

a -presque aucun x de F ( 9 ; ——). En fait :
v
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Théorème 6. - Supposons que la série F 11^ Q^ soit convergente
k=l

iou ||Ç|] = min |ç-n| ). Soit x = P S e ô ^ ç r t e ^ î . s i ( e ) „ est un
n ç 3 k=0 K K ç JM ——————

élément normal de W^) , la suite de nombres réels (x 911) ^ a une mesure
de répartition mod. 1 , T , dont la transformée de Fourier est :

/. ^ l+S i^pe 1 '
^0) =TT^S——— ( ^ € Z) .

k=-°°

+" 217^^
Démonstration : Remarquons (iî abord que le produit infini ~ T T —-—5———— est

k=-œ <-
nul ou absolument convergent car, si i ^ 0 ,

2i-nt}iQ^ 2i•iï^9k - 1 -hx,
|——^———- l| = |^——^————| ^ TT |^| ||p e^H et S llve^H < -ho puisque.

+œ ^ k=-~
comme |9| >1 , on a nécessairement r ||p 9" || < œ .

k= 0

Considérons la somme de Weyl :
+ °°

a U x) - 3 -^ e2171^911 -1 ? ( TT (e21^9"1')^1')N • ~ N " ' w ' - ' ^ l l ^ / / *
n=l n=l k=-n

Soit n >0 . Choisissons un entier K suffisamment grand pour que

l T-rr i+e2111^9"1^ k .| [ |- ———5———— - l| ^ ri » et que s \\\iQ \\ soit assez petit pour que
|k|>K " |k |> K

|exp(2i7r I; t\iQK) - 1 | <:n .
| k |>K

On a alors' pour tout n S K ,

[ -[̂  (e2i^pe~k)£n+k ^ ^L^^^iTT^e"1') n+k'] ^ ^
k=-n k=-K

Pour N suffisamment grand, on aura alors :
+TC —Te

i / \ 1 / -i——r / 2iir<fAj9 \ n+k\ i -,| a (^ x) - ̂  s ( 1 T (e ) ) I ^ 2n
K ^ n ^ N k=-K

?TC+1
Pour tout a = ( c i T r , . . « » a , . • • » Oy) ç (3/o) , soit \/ (a, N) le nombre

—K. 0 J\. e-
d^ntiers n ç- [ K , N ] tels que e . = a,, pour tout k ç [-K , +K ] .
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Ecrivons :

+K o — . - k c1 2î p9 Y-n+k 1
.(a.N)^ (e217^9'^S —— (e

" KsSnsâî k=-K
^ ^y..- V V U » J L M /

aç(2?4 ï2^ k

Connue lim v (a>N) =——ï- , on aura, pour N suffisamment grand .:
<.2K+1

v(a;N) r'T (e21^6"')^,, <-' v \ u , n /
N a6(2/g)2K+l ^

+K ̂ ^^ , ,
.g2K+l aç (3/3)2K+1 k—K

+K - Siïï^ye"1^
soit fè F T^e2^-^.^^

• K^îi^N k=-K k=-K
<- n

Comme
+K ^^Siïï^ve1^ +œ 2i•ff^^9k

^ n

+œ î 217^^a [ a^ x) -——— —^-
' k=-œ -

ce qui donne le résultat.

^ 4n

La condition z || y9n||< + <» implique à fortiori Ï Hpô11!! < °° , et par
n=0 n=0 •

suite que 8 soit un nombre de l* ensemble S et que p ç Q ( 9 ) ( [29] ). Inver-

sement, si 9 ç S et si p est un entier de Q(ê) , on a Z || p e11!) < + oo.
n=0

Si 9 ^ — 2 , la mesure T ainsi trouvée n^st jamais la mesure de Haar. En

effet, pour qu*il en soit ainsi, il faudrait que pour tout entier positif ^ , il

n. 2h. +1
existe deux entiers n et h (de Z ) tels que ^ p9 = ———— . Prenant par

'L' </

n^-n^ 2(2h +1)
exemple f = 1 , puis ^ = 2 , on a 9 = ^—^—-— , n et n^ sont nécessai

sairement distincts, et puisque QÇ S , 9 est entier rationnel, car sinon 9 et

tous ses conjugués auraient la même valeur absolue» Mais alors, avec i = 1 , on a

n! k2p9 ç Z , et par suite, dès que k ^ n- , 2y9 ç Z , on a donc, pour tout o^

pair :



k9

^ - 2^^
^fo\ 1——T n'e______
T^) = 1 j ———2————————

k= -°°

II suffit donc maintenant de trouver un entier i 1 > 0 , tel qu îl ^existe pas
n^-m

dentier m >0 tel que 2V\iQ ç 2 + -^ • Soit -w^ la valuation 2-adîque sur

Z(x?(2) = l). Si 6 est impair, tout entier f , convient car,, puisque
n iL.-m

2y9 ç- Z , on a w?(2v)s 0 , et par suite v (2 /t îv9 ) > 0 , donc
n- —m - n- —m n-

2^6 J- ^ Z +^ . Si v^'e)> 1 , on a w^(2^p9 -L ) = v^(^T )+v^(2p8 - ' î -mv^Ce) ,
n-

il suffit de choisir i ? de façon que v -Gt T ) + Vp(2p9 )^ -1 (mod Vp(9) ).

Enfin, si v?(9) = 1 » i * étant donné, il Sexiste quîune valeur àe m pour la^
n -m n^

quelle on ait w/^^ve ) = -1 , à savoir m = VpGt1) + Vp(2p6 ) + 1 . Mais si

9 ^ -t 2 , soit 6 = 2 9 * , avec 9 « ç Z , et 1 9 T | >1 , il suffit de prendre

s+Vp(2p 9111) + 1
^ T = 23 où s est un entier positif tel que 9 * ne divise pas

n-, n -m n^-
2y9 , car alors 2^9 (où m = s + Vp(2y9 )+l) , qui s^crit

n!
————————^————————————— , ne peut appartenir à 2 + — .n n 2

v-(2p9 -̂ l s+w.(2p9 -L)+1
2 2 . 9 * "

Au contraire, si 9 = ± 2 , et si v est de la forme V = --— (a ç- Z) , la

mesure de répartition que l̂ n trouve est la mesure de Haar de |R/^ : on retrouve

le lien bien connu entre la normalité du développement 2-adique d^ nombre réel

x et la répartition mod. 1 de la suite (2nx).
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CHAPITRE III

Approximation diophantienne par les éléments de certaines suites

1 - La notion de suite fortement eutaxique,

Soit X un espace métrique compact, (u ) . * une suite d* éléments de X • On
se pose le problème d* approximation suivant : -ëtant donné une suite (e ) - de
nombres réels positifs, on veut étudier pour un élément x de^ X les solutions de
1 * i né quat ion di ophant ienne (en n )

I(x) : d(x, u^) ^ e^

( d désigne la distance sur E ).

Désignons par B la boule : B ={ Z Ç E [d(z ,u ) ^ e }. Soit P une mesure
sur E , positive de masse totale 1 • II est facile de voir que si la série

S v(B ) est convergente, l9 inéquation l(x) n*a q^un nombre fini de solutions
n=l n

pour p-presque tout x •

Désignons par @ la fonction caractéristique de la boule B » et pour tout
entier positif h , par N(h ; x) le nombre de solutions inférieures ou égales à
h de I(x) . On a

N(h ; x) = Z 0 (x) ,
n=l n

donc J N(h;x) dp(x) = S v(B^) .

On peut donc s'attendre à ce que, sous certaines conditions de régularité» on ait
l'estimation :

N(h ; x) ^ z p(B )
n=l n

pour p-presque tout x . On dira :
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Définition 1

Soient X un espace métrique compact, p une mesure normale sur X , et (u ) ^ - ,— ———————————-—————- — n n^N
une suite d'éléments de X .

Pour toute suite de boules fermées de X ,®d (B ) ^ * telle aue u soit——————————""————————————'" • "• -•— , n n ^(N ————31— n ——•—
centre de B^ , que la suite (p(B^)) soit décroissante, et la série ï p (B )

divergente, on considère pour tout entier positjlf h et tout élément n^ X , le

nombre N( ® ; h ; x) - d'entiers n tels que l^n^h et que x g B .

La suite (^nc^* egt dite fortement p-eutaxique si pour toute suite <B „

satisfaisant aux conditions ci-dessus, on a pour p-presque tout x :

lî  N((B , h , x) ̂

h^00 h
S ?(B )

n=l n

Remar^ues^ - Précisons bien que cet énoncé signifie que pour toute suite de boules

(B , satisfaisant aux conditions de la définition, l'ensemble E(®) des x Ç X tels

qu'on ait l'estimation N(® ; h ; x) ^ S ?(B ) est de complémentaire p -négli-

geable. n=l

L'énoncé ne signifie pas qu'il existe un ensemble E de complémentaire négli-

geable, tel qu'on ait l'estimation N(® ; h ; x)^ S n(B ) pour tout x ^ E et
n=l n -

pour toute suite de boules® , ou autrement dit, qùe"n E(®) soit de complémentaire
(B

négligeable.

D'autre part, nous avons repris la terminologie de J. Lesca, qui dit que la suite

(u_) „ c no* est P-eutaxique si» dans les conditions de la définition 1, ^pî^h;^)'.

tend vers l'infini pour u-presque tout xç X . Toute suite fortement v-eutaxique

est donc à plus forte raison p-eutaxique.

Dans le cas où X est un groupe topologique, et y la mesure de Haar de X , on

remplacera la locution fortement p-eutaxique par fortement eutaxique.

Précisons que nous employons la locution "suite décroissante" (resp. croissante)

au sens large (i.e. monotone non croissante, resp» non décroissante).
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Le résultat suivant montre que dans un espace ultramétrique, les suites "suf-
fisamment bien réparties" sont fortement eutaxiques :

Théorème 1. - Soit X un espace ultramétrique compact, et soit ^ une mesure nor-

male sur X , de support X . Soit (u^ ^ une suite déments de X . Sup-

posons qu^il existe une constante positive C telle que pour tout couple (Ten-
tiers (k 3^ ) tels que 0 <. k< t , et pour toute boule D de^ X , si on pose
v(k ; i ; D) = card { n | k < n;s^ ; u 6 D} , on ait :

V (k ; i ; D ) ^ (^-k) ^ (D) + C

Alors la suite (u^)^ç ^ est fortement \i -eutaxique.

De façon plus précise, soit (B = (B^) ^ ̂  une suite de boules de X satisfai-
sant aux conditions de la définition 1 , et posons avec les notations de la défini-
•tion 1 , N((B ; h ; x) = N(h ; x) e^ $ (h) = ^ u(B ).
On a pour ^ -presque tout x , l* estimât ion : n

jjg
N(h;x) = $ ( h ) +0(($(h)) l / 2 (Log($(h) ) ) 2 (h-» )

quelque soit e > 0 .

Précisons que le symbole 0 n'est pas uniforme par rapport à x , ni évidemment
par rapport à e . L a démonstration est basée sur le lemme suivant, qui nous ser-
vira aussi pour les autres résultats de ce chapitre»

Lemme 1. - Soit X un ensemble muni d* une mesure positive ^ , de masse totale

1 , compl'ète. Soit ( y ) ^ -, une suite de fonctions définies sur E , à valeurs

réelles non négatives, intégrables et de carrés intégrables. Supposons qu^l exis-

te une suite (o^) ^ ^ de nombres réels non négatifs, bornée, telle que la série
E "n soit divergente, et telle qu^en posant :

n=l
N(k, i ; x) = -S y (x)

k<n<^ n

$ (k» t ) = S bi., (k» ^ entiers, 0 ^ k< ^ ) •
k<n^^
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on ait pour tout (k ,t ) :

(i) J ^ (k, ^ ; x) cL^(x) =$ (k,-t ) + 0 (1)

(ii) J ^(k, -t ; x) d^x) ^(k,^ ) + 0 ($ (k,^) + 0 (1)

Alors, posant :

N(h ; x) = N(0,h ; x)

$(h) = ^(0 ,h)

on a pour |i -presque tout x l'estimation

(e) : N(h ; x) =$(h) +0( ($ (h) ) ) : L / 2 (log$ (h)) ( 3 + e ) / 2 ) (h-» <» )

quelque soit 6 > 0 .

Remarque - Pour appliquer ce lemme, il suffira évidemment de prouver, à la place

de (ii) , que l'on a J* N^k,^ ; x) d^ (x)^ ^(k^ 0 ( (k^ t ) ) + 0 (l) car riné-

galité en sens contraire est impliquée par (i).

Démonstration» - Ce lemme est inspiré par un travail de Schmidt [ 36 ] dont nous
reprenons la méthode. I/hypothèse que la suite ( oc^) soit bornée n'est pas néces-

saire, mais elle simplifie la démonstration, et cette restriction ne nous gênera

pas.

Qui-tfce à tout multiplier par une constante, on peut supposer oc^ ^ 1 pour tout n .

Soit œ la suite définie par œ (h) = [ $ (h)] si h> 0 et œ (0) = 0 . Comme on
00

a a ^1. et que la série 2 oc est divergente, l'ensemble des valeurs de œ

est N . Soit A une partie Se1 N contenant 0 , telle que la restriction à A

de œ soit une bijection de A sur N . Pour tout entier positif s , désignons

par L l'ensemble des couples (k,^,) d'entiers appartenant à A tels que
s

0^ k<-t ,uo Ct) <. 2 et qu'il existe des entiers non négatifs u et t tels

que
œ (k) = u2t , œ (i) = (u+lîs1- .

Désignons par \ (s) l'élément de A tel que œ ( \ ( s ) ) = 23.
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Lemme 2. - On a :

S J (H(k,-(, ; x) -$ (k^))2 d^(x) = o (s 23) .
(k,^) 6 Ls

prouve. On a :

J* (N(k,^ ; x) - $ ( k ^ ) ) 2 d^(x)

^(k^ ; x) d^(x)- 2$ (k^)J N(k ,^ ; x)^(x) + $ 2 ( k ^ )

= 0 ( $ (k,^)) +0(1) .

Pour t entier fixé (0 <. t ^ s) ,soit L^ 1 T en semiDie des couples (k^)€ L
tels que œ (k) et œ fc) soient de la forme'U)(k) = u 2^ , uufc) = (u+l) 2t

2 $(k,^) =$ ( \ (s ) ) ^(S3)
(k,^) C L

S »u

et 2 1 ^ 2^ = o (2^
(k,^) ê L .s ,u

donc en sommant sur t , puisque 0 ^ t ^ s :

2 $ ( k ^ ) = O ( s 23) .
(k,^) 6 L's

et Z 1 == 0 (s 28)
(k , - f )ç L^

d^ù le lemme.

Lemme 3< - soit e > 0 . Il existe une suite Ug de sous-ensembles intégrales de
X , tels que ^ (Ug) = 0 ( ̂  g ), et que l̂ n ait l* implication :

s

(x ^ U^ , h 6 A et (A) (h) ^ 28) =, | N(h;x) - $ (h)[ ^ s^^^2 2S/2 .

Preuve. Soit U = { x ç X [ 2 (N(k,^ ; x) - $ (k,^))^ s2'1'6 23 } .
(k^)ç L& . . . . . . .

Le lemme précèdent entraîne ^ (U ) = o(—T-——)•
s

D^utre part, soit h € A tel que œ (h) ^ 2® , et soit le développement 2-adique :
U) (h) = § a.21 .

i=0 1
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Soit i < i- < ...< i la suite des i tels que a. = 1 , et posons pour

0 ^ r ss q :

JQ = 0 et J = 2 a. 21 si r > 0 .
î

Soit j 6 A tel que U) (j ) = J , on a

<1
N(h ; x) - $ (h) = F (N (j , j ; x) - $ ( j , - , j ) ) ,

r=l ^""J- r -1 r

d*où par l1 inégalité de Schvarz :

(N(h ; x ) -$ (h) ) 2 ^ q s Wj^ , J^ ;x)- $ (j , j ))2 .
r=l

Comme ( J y i » Jy) ê L ^ on a donc si x ^ U :

2È (N (j , j ; x) -$ (j , j ))2 ^ s24"6 2S ,
r=l ^~J- r ' - r

et puisque q ^ s :

| N ( h ; x ) - î ( h ) | ^ ^e)/s 28/2 .

00

Fin de la démonstration du lemme 1. Comme la série 2 \x(\J ) est convergente»
——^———————————————————————— s=l s

pour H-presque tout x , il existe s = s (x) tel que pour tout s ^ s , on ait

x$? U • Soit alors h € A 9 suffisamment grand pour que (JU (h)^ 2 ° et soit s

l* entier défini par 23"" < uj (h)^ 23 • Comme ^n a s 2: s , x n* appartient pas

à U et le lemme précédent donne alors

. | îï(h;x) - $ (h)| ^ ̂ )/2 23» CXWh^do^h))^72).

Le lemme 1 est donc démontré pour h 6 A » et e donné •

Prenons comme ensemble A l1 ensemble A * ou A " suivant :

A ^ t h ê W J h > 0 ; u u (h-l)<œ (h)}(J { 0 }

A " = { h € ( N | l ^ U)(h)<u)(h+l) }U { 0 }

L* estimât ion du lemme 1 est alors prouvée pour (A-presque tout x , lorsque

hê A l UA " car ^ensemble des x pour lesquels on a cette estimation pour

h 6 A* U A " est l* intersection des deux sous-ensembles de complémentaires ^-né-

gligeables pour lesquels on a le lemme 1 lorsque h € A T et lorsque h ê A "

respectivement. Le lemme s'en déduit alors pour h quelconque, car il existe

h* € A T et h" 6 A " tels que :
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h ^ h ^ h " ' et ^ (h ' ) = w ( h ) = œ ( h " )
donc

$ ( h » ) <: $ (hk $ (h")<: $ ( h * ) + 1
et comme

N C h ^ x ) ^ N(h;x) <: N(h";x)

^estimation pour N(1^ ;x) et Nth^x) donne celle de N(h;x) .

Le lemme est alors démontré pour £> 0 donné, il reste le détail de s assurer
qi^on peut trouver un sous-ensemble A de E » de complémentaire \i -négligeable
tel qi^on ait le lemme pour tout x € A et tout g > 0 . Ceci est "bien évident,
il suffit de prendre 1'intersection des sous-ensembles A de E pour lesquels
on a le lemme pour g = — •

Démonstration du théorème 1. - Soit (3 la fonction caractéristique de la
boule B • On montre que les conditions du lemrne 1 sont satisfaites avec lesn
fonctions ( 6 ) et la suite ( u ( B ) ) . Posons :• n r n

N(k,^ ; x) = 2 0 ( x )
k < n^ n

$ (k,Z) = s ^(B-,)
k<n<:-t

Lemme U. - On a -pour tout couple (k , i ) :

(i) ' J N(k ,i ; x) d^ (x) = $(k^)

(ii) J N^k,^ ; x) d^ (x) S ^(k^ (2C+l) $ (k^)

Preuve, (i) est évidente. Pour (ii), on utilisera le lemme suivant, dont la

démonstration est élémentaire;

Lemme 5. - Soit ( ce- ) ,; * une suite de nombres réels non négatifs tels qu^l
existe deux constantes non négatives p et C telles que pour tout entier positif

N » on ait :
N
2 oc ^ p N + C

n=l n

Soit (e ) .- * une suite décroissante de nombres réels non négatifs.———— n nt IN ——————————————————•—•———————————-^———
Pour tout N , on a :

N N
Z a e ^ p E e + C e-

n=l n n • n=l n 1
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k
En effet, posons S a = S . On a :

n=l n

N

^ ̂ n = s! e! + ^-^ ̂  + • • • + ^N-V^ S

=s^-e,). ... .s^ (Vi-e^s^

N
donc S ^n^^ (el-®2)+2(£^-e )+...+(N-l)(e^^- e^)+ N e

n=l
+C[(^)+... + (e^-^)-^]

N N
Soit ^ a^e^ ^p^ e n - " 0 6 !

Pour obtenir ltinégalité (ii) du lemme 4, on écrit alors :

N^k,^ ; x) = N(k ,<t ; x) + 2 2 p (x) (3 (x) ,
k<m<n^-t n m

d^ù f^ tk ,^ ; x) (i^i(x) =$ (k,^) + 2 S ^(B n B ) .
J k<m<n^- t ' n m

L'intersection B n B est non vide, si, et seulement si, ^une des boules B ,
B est incluse dans Vautre, c1 est-à-dire puisque |-i (B )^ [JL (B ) et que le sup-

port de }A est X , si, et seulement si, on a B c: B ; d^û :n m

k< J<n^ ^n" ̂  = ÀZ ( m<2n^pm(un)^ ^n"-

La condition de répartition sur la suite (u ) donne :

2 Pm^n^ ^ ^"m^ ^ ^m^ + c V \ > m .
n=m+l

Puisque la suite ((A (B )) est décroissante, on a d^prês le leimne 5 ;

^ Bm(uta) ^Sn"^^^ s ^ + c ^m+l5 •n=m+l m< n^^

dtoù T ^ ( B H B ) ^ S ^(a )H(B )+C T ^ (B )
k<m<n^ n m k<m<n^-t m n k<m^-t m

d^ù résulte : J ^(k,^ ; x) dx<s $ 2(k,-t) + (2C+l) $(k^)

ce qui achève la démonstration, du théorème.
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SSÏÏSïâïSê ~ pour simplifier l*expression, appelons condition (d) , la condition de

répartition du théorème 1 :v (k,^ ; D)^ (-t-k) u(D) + C .

Il est clair que toute suite (u ) - ^ d^léments de E satisfaisant à condi-

tion (d) est ^-répartie (mais pas nécessairement à discrépance finie). D»autre

part, si H est la mesure de X tells que toutes les boules de même rayon aient

la même mesure, il est clair que toute suite fortement ^i-eutaxique est ^ -répar-

tie : il suffit pour le voir de prendre des "boules B de même rayon* Par contre,

nous ignorons ce qu* il en est si \s. est une autre mesure. Des conditions légère-

ment plus faibles que (d) suffisent pour que la suite (u ) /- ,-* soit fortementn n t TT
^-eutaxique. Il suffit par exemple que :

1°) la suite (u ) ç —»• soit ^-répartie .

2°) Pour ^-presque tout x , il existe une boule B = B(x) , contenant x ,

telle que Xa suite (u ) ç^r*. ^ e B ^ l•e• la sulte u ° ? où y est la bijection
croissante de N sur l*ensemble des entiers positifs n tels que u 6 B ) satis-

fasse à la condition (d) dans B avec la mesure —7—y ^- * ^- désistant la
(A \ ,D y b b '

trace sur B de la mesurer ).

Naturellement, cette condition est effectivement plus faible que (d) , par

exemple la suite d* éléments de Z , u = n si n n^st pas une puissance de p ,

et u = 1 pour tout e ç. W , y satisfait, sans satisfaire à la condition (d),
P

Nous ne savons pas si on peut trouver des conditions plus •"'aibles, pour qu'une

suite (u ) g ~^ soit fortement v-eutaxique.

En se plaçant par exemple dans R ou dans 3? , on peut se demander si les

suites de Koksma (X 611) sont eutaxiques mod. 1 (faiblement ou fortement) pour

presque tout (X , 9 )• Nous ne savons pas répondre à cette question, mais il semble

peu probable qu l̂ en soit ainsi. Au contraire, il paraît plutôt "rare" qî une

suite (X 011) soit eutaxique mod. 1 , même faiblement. Cependant, on peut démon-

trer certains résultats.
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Théorème 2. - Soit ( <p ) > i une suite de fonctions réelles continûment déri-

vables sur un segment compact [ a,"b I (le <R . Supposons que -pour tout n ,^
inf y* (x) = A soit positif, gué la série 2 1/A soit convergente,

x ç. [ a,b] n n n=l
et que si on pose pour tout couple (m,n) d'entiers tels gué

y1 ( x ) n - 1
lïî m< n , inf a , 7- \ = A , on ait 2 1/A = o (1 ) -

x€;[a,b] m^ m,n m=l mîn

Supposons de plus qu*il existe une suite décroissante de nombres réels positifs

(c ) tels que la série S_^ c soit convergente, et que l̂ n ait pour tout n ,

et pour tout couple (x,x*) d* éléments de [ a.b 3 :

1__ __1 ^ c | x-x'
n n

Soit alors ( Ç a » 0 [ ) une suite d*intervalles contenus dans L 0,l[ • Posons——————— n ^ —————————^———————^——^—————— ————
C = P - c ,̂ » et supposons que la série ^ e soit divergente» Pour tout

xç [ a»t»] et- tout entier positif h , soit :

N(h;x) = card { n | 1^ n^ h ^b. { <p^(x) } 6 L a^ ,P^[}

(où { y} désigne la partie fractionnaire du nombre réel y : {y} = y - [ y ] »

[y] désignant la partie entière de y ).

h
Posons S(h) = 2 6

1
^———— i-i

n=.

Alors, pour presque tout xê [ a,t> 3 , on a l* estimât ion :

\ |-+n
N(h;x) = S(h) +0((s(h))" log(S(h))" ) (h-flB ) r} > o

(la majoration 0 n'est pas uniforme par rapport à x ).

Démonstration - On peut supposer [ a,b] =[0,l] . Désirions par ô^ la fonc-

tion caractéristique de l*intervalle [ a , P C .

h
N(h;x) = 2 ô ^ ([ <p^(x)î )

n=l

Posons N(k,<t ;x) = ^ ô ( { y (x)} ) (k, t entiers, 0$ k< ̂  )
k<n^-t

Nous allons appliquer le lemme 1 , et pour cela, nous devons évaluer

[*1 N(k , - t ; x) dx et J1 N^k,^ ; x)dx.
J 0 0
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Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 6. - Soit y une fonction réelle continûment dérivable sur un intervalle

[u,v] , à dérivée positive. Soit A = inf y ' C x ) et supposons que
x6[u ,v]

^^U^^"^^1 ̂ ^
x ^ x*

Soit L oc, (3 E. un intervalle contenu dans [ 0,1[ , de longueur p - a = e et
soit ô sa fonction caractéristique.

On a :

J^ty (x))) dx =e (v-u) + o (e (c(v-u) + ̂  ))

(le symbole 0 est ici absolu).

preuve. Soient j et j- les entiers définis par :

j^- 1 < <p (u) <. j^ j^^ y (v) < j^ + 1

Ecrivons : (tv = r9"^^ + S p V^CJ+D ^ .v
^ ^ Jo^^^ ̂  y"1^!1

( <p est la fonction inverse de y ).

On a J^ ^o1 ô ( { <p(x)} )dx = 0 ^)

car pour x ê[ u , y ~ l ( j ^ ) ] , ô ( ( y (x )5 ) = 1 équivaut à dire que y(x) appar-

tient à l* intervalle [ a+ j -1 , P+ j -1 [ » de longueur e , donc que x appar-
tient à un intervalle de longueur au plus — , sinon vide»

De même p v ô ( { y (x)} )dx = 0 (£-)
J <P (J^)

D^autre part : F (f (j+l) ô ( { V (x)})dx = y^a+p) - y^Cj+oc) =e . ——T—V
9 (j) v ^V

avec Xj ç [y'^-tj+a) , y"1 (J+p)]

Mais y^tj+l) - y"1^) = .•^^)
J

avec x^.eC y^Cj) , y^îj+l) ]j
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comme I ——7—y-——^-TTT-yl^ •c ( ^(j+l) - y'1^) ) ,<p ^Xj ; y ^X j;

V"1^!) . .
F . ô ( { < p ( x ) } ) d x =e ( y ( j+ l ) - v"1^)) (l+0 (c) )

J <p (j)
V

d^ù r ô ( { y (x)})dx =e ( ^^(j,)- y^Cj )) + o (eC^+cCv-u)))
J U ± 0 A

Mais y"1^) = u + 0 (^)

et y^) = v + O(^)

d^ù (̂  ô ({ <p (x)})dx =e (v-u) + 0 (e(1 + c(v-u)))
. "u A

On peut alors démontrer le :

Lemme T« - On a :

(i) r 1 ô ( t ( P ( x ) } ) ( i x = e [ i + o ( — + c ) 3
J o n n n \ n .et pour m < n

(11) ;1 ^{<f^}^fnw})a\tn+O^T--1——+^}

- 0 m m,n

Preuve, (i) résulte iinniéd.iatement du leimne précédent ;-pour (ii), soient j et

j- les entiers définis par

j^-l < V ^ ( 0 ) ^ ^ J-ifi V^(l) <J i+ l
et écrivons comme précédemment :

r1^1^. ^ r^^r1
0 ^^^^ ^1(^ J (£l"l)

On a :

T Dl (JO S ( î y ( x ) } y 6 ( t V(x)})dx^^<PI l l Jo ô ( { y (x)})dxJ Q m ' m n n j ^ n n

donc, d* après le lemme précédent :

J* <1>B1 ÇJO) V{<P,(x)})S^({ 9^(x)} )dx = 0 (e, Max(^))
0 n m
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<P^(x)
si x€ [Ïb] ^m^ = Am>n. on a : ^ ^ Yn \ 9 donc P^s^en particulier

1/A^= 0(i) ,Max(^ ,^ )=0(^) .

De même :

J1-!. &^l6^^l'fn^]^=o^
^m^l' m

Pour les autres intégrales :

^(^D . ^m1^^
J ^(^^îîô^ty^xîDdx^ ^([^(x)})dx

^(J) ^(j+a )m m V J m
DTaprès le lemme 6 » on a :

^"^-(j+P )
^ m ^({^(xîîîdx^^V.^^P^-.p;1^^) )

.^"^

0(6 J ̂ m1^-^-^ sup - 7^)
xeCy^^.y-^j+D] n

Or C^^m5 -'Ç1^^ ^m^1"^)- ̂ W (l+0(cj)

D'autre part : .

SUP y' (x) ^ A~" sup y,1^)
xeEv^^.^a+i)]» 'n'n xeEy^j),^1^!)] m

et sup y^ (x) ° ^m1^'''1^'''^1^^ ^•'•O^Cm))

xeEy^aî .y^t j+ i ) ] '1 ' i ,
^(^(j+i) -^(j) )

Où o'btient donc :

pV^îj+l)
J " ^^WÎ)^({f^)})^=^^<f^(W-^(ï) )
v (j)

^(.^(j+D-y^j)) (^^))
m,n
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En additionnant, tenant compte de :

C^-^o^1"0^
on obtient ; m

^ lV{%(x)P6n(t<Pn ( x ) l ) d x=ene^l+ o ( en (r+^-+ c» ) )
0 m m,n

On en déduit immédiatement les estimations suivantes, dont le théorème 2 découle
aussitôt» en appliquant le lemme 1 :

Lemme 8. - Posons S(k^ ) = S 6 . On a :
—————— k< r^t n

(i) J1 N ( k , ^ ;x) dx = S(k^) + 0(l)

(ii) f1 ^(k,^ ;x)dx^ S^k,^) +0(S(k , t ) ) + 0(l)
J 0

Preuve, (i) résulte évidemment du lemme T -, et de la convergence des séries
S I / A et Z c • Pour (ii) » écrivons :

f1N^-t ;x)dx =r1 N(k,-t ;x)+2 2 f1 ô^({ y^(x)} ) ô ^ ( { y^ (x ) ))dx
0 "0 k^ m< ns -t v 0

D'après le lemme T , on a :

S f1 ô ( { y ( x ) } ) ô ( [ < p ( x ) } ) d x = 2 e e
k^n^O m m n n k<m<n^ m n

+0( S ( S ( - + 1 — — + c ) ) Ê, . < - . ^ B , A A m nk^n^^ 1̂  m < n m m,n

donc :

k< ^<^f^ Vt^(x)}) Ô^(^(x)))d^ S^k,^ 0(?(k,^))

d^ù le résultat annoncé» ce qui achève la démonstration du théorème.
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Le théorème 2 entraîne en particulier 1*0 qui ré partit ion mod. 1 de la suite

( (p (x ) ) ^ ̂  pour presque tout x Ç La,b] . En effet, en prenant pour chaque
intervalle L a , ? [ , le même intervalle donné [ a, (3 L , on voit que si on pose

\;(a, P; h ; x) = card [n| 1 ^ n^ h | [ y^(x) } ç [a, (3 L ),

le théorème 2 montre que pour presque tout x:lim ———î—2—2— = (3-a .
h-"

Soit M une partie dénombrable dense de L 0,lL . Pour presque tout x € L a,t» ] ,

on aura pour tous a et (3 de M lim ———9 9—lx— = P.-a » et la suite

( 9 ( x ) ) ç. ̂  sera donc équirépartie mod. 1.

Soit 9 > 1. Le théorème 2 supplique sur tout intervalle à la suite de fonc-

tions : ? (x) = x 0e. De façon plus générale, soit u une suite de nombres réels

positifs telle que la série S — soit convergente et que l'on ait
n=l ^n

2 u = 0 (u ). Le théorème 2 supplique alors sur tout intervalle à la
1^ m< n m n

suite de fonctions V (x) = x u .n n

Soit ^ un nombre réel positif. Le théorème 2 supplique également à la suite
de fonctions : ? (x) = ^ x11 sur tout intervalle [ a,t> ] tel que 1< a < "b .n ' - -,
En effet, inf y* (x) = nÀa ~ et la série S ————T est convergente.

x ç [ a , b ] n n n a11-1
9* (x)

D î autre part, inf . n / \ = "- a11""1 , et on a "bien S m a = 0 (n a ),
x€ La.-b] y m^ m 1^ m< n

et enfin 1 ̂ TxT - y ^(y) 1 ^~ l̂  1 •n ' n

On a un résultat analogue dans 3?

Théorème 3. - Soit D un disque de ^ , et soit ( ?^)^ç ̂  une suite d'ap-
plications de D dans 3? , telles que, pour tout n , il existe \ ç Z tel que :

^|^(x) - ^(y)|^ = q 1 1 |x-y|^

pour tout couple x»y d'éléments de D . Supposons de plus que :
^ \

_ m /-\ / n \S q = 0 (q )
1 ̂  m< n

pour tout n .
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goi-b (A ) ^ ^ une suite de disques contenus dans l̂ . Désignons par 6 le

rayon de A » et supposons que la série Z e soit divergente. Pour tout
r l̂

h Ç (N^ , et tout x ç D , soit N(h;x) le nombre d'entiers n tels que 1^ n^ h

et que ^( y^ (x ) )€ A ^ . Posons S(h) = S e^ •
n=l

Pour presque tout x ç D , on a l'estimation :

îî(h ; x) = S(h) + 0( (Sth))172 (Log Sth))372^ )

quelque soit ri > 0 .

LpTrnnp Q. - Soit B un disque de 5 , de rayon q8 , et soit y une application

de B dans ^ , telle qu'il existe \ € Z tel que l'on ait pour tout couple

x,y d'éléments de B :

l^x) - <Ky)^ = ̂  Ix-y|^

Soit A un dis due contenu dans ^ ^ , de rayon S , et soit ô sa fonction carac"

'téristique. On a :

J ô( ^ ( < p ( x ) ) ) dx = q^e + 0 (q '^e)
B

Preuve. Supposons d'abord que s+\ ^ -1 , et effectuons la partition de B en

^sWî ^g^g (B.) ^ .^ s+\+l de rayons q'•(l+/v). Pour tout j , 9(B^ )

est un disque de rayon 1/q . Or sur un disque F, de rayon 1/q , la fonction

z -» E(z) est constante et si on désigne par f sa valeur, la restriction de % ̂

à F n'est autre que la translation x-» x-f , de F sur ITL ^ •

Donc l'ensemble des x ç B. tels que ̂ ( < p ( x ) ) ç A est un disque de rayon
'~ \ c, i.q £ , et :

F ô (^ ( < p ( x ) ) ) dx = q" 6<j o
Bj

d'où J ô ( ^ ê ^ ( 9 ( x ) ) ) dx = q^S
B

Si s+\ < -1 , PÎB) est un disque de rayon inférieur à 1 . Tous les éléments

de <p(B) ont la même partie entière g , et la restriction de ^ à <p (B) est

une translation qui applique 9 (B) sur un disque contenu dans îïl ^ . L'ensemble

des xç B tels que (̂  ( < p ( x ) ) ç A est donc un disque de rayon q~ 6 , ou est

vide, et : \
J ô ( ^ ( < p ( x ) ) ) dx < q~ 6

B
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s+1 -\ ^
Comme q £ ^ q S , on peut donc écrire :

J ô ( ^ ( ? ( x ) ) ) dx = q^ + 0 (q-^e)
B

Pour la démonstration du théorème 3, on peut supposer sans inconvénient que D
soit un disque de rayon 1 , et que I1on ait \ ^ -1 pour tout n , car la
condition S q m = 0 (q1 1) implique que inf q n > 0 , et par suite

^ 1̂  m^ n n
lim q = +00 . Alors :
n-*œ

Lemme 10. - On a pour tout n :

(i) J ^ (^o^n^^ ̂ ^ \

Pour tout couple m,n dentiers tels que 1^ m < n , on a :

(ii) {, V ̂  ̂ m^" ̂  ̂  ̂ (x)))dx = î2 e, £„

+0(^Bl"^n ^)

Preuve, ( i ) résulte aussitôt du lemme précédent. D^utre part, comme on l.^o. vu

au lemme 9» l^nsemble des xç D tels que ^b (? (x) )ç A est la réunion de, , o m m

q disques ( D - ) . m , disjoints, de rayon q ^e . On a :

^ \^W^ \(^,(Vx)))âx =^ ̂  6^(<P,(x))) dx
m

^Pliquons le lemme 9 à chaque disque D13 :
m

^ \^\W^ to = ̂ m+l e^ . ̂  . o (^° e^)
m

dTOÙ : J/. ̂ o^W)) V^o^W))^^2^^^"'11^)

Pour tout couple dentiers k et i , tels que 0 < k < t , soit

N(k.^ ;x) =^^^ ^(^/V^» ' le n0^^ Dentiers n tels que k< n^ t

et quej^^ ( ^ ^ ( x ) ) ^ A ^ . posons S(k,^) = q 2 £ .
k<n^ t n

On déduit immédiatement du lemme précédent :
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Lemme 11. - On a :

(i) J N ( k , < t ; x) dx = S(k^)
D

(ii) J ^(k,^ ; x) dx ^ S^k.-t) +0(s(k,-t))
D

E£ÊÏ^* ^ es1; évidente, et (ii) s* obtient en écrivant :

J N^k.-t ;x)dx = S(k,^/)+2 2 J ô ( X ( ( p ( x ) ) ) ô ( ^ ( y ( x ) ) ) ( i x
, D - k<m<n^D m m m n n In

d-on c ;

J ^(k,^ ;x)dx^ S2(k,^)+S(k^) +0 ( 2 q̂  ^ £ )
D k<m<n^ n

^m ^nOr, puisque 2 q = 0 (q. ) , on a :
1̂  m< n

\ - \ \^, -\
S < i e ^ 2 ( S q 1 1 1 )^ ï ï e - o ( s ^ ^ ) )

ls< m<n^-t k< n^'t 1̂  m<n

Le théorème 3 résulte alors du lemme 1 .

Le théorème 3 entraîne encore l̂ quiré partit ion mod. 1 de la suite (V (x)) ç. r^

pour presque tout xç D . En effet, prenant pour la suite des disques A . de l̂ ,

le même disque donné A , de rayon p/q , on voit que pour presque tout x € D ,

si V (A ; h ; x) = card { n 1 1 ^ n ̂  h ; /v (y (x) ) ç A 1 , on a

lim T - v ( A » h ; x ) = p « Ceci entraîne 1*0 qui ré partit ion mod. 1 de la suite
h-»œ
(y (x)) -î'c pour presque tout x ç D , car l* ensemble des disques de 1U est

dénomb râblé.

Le théorème 3 supplique sur tout disque à la suite de fonctions :

^(x) = x ̂

où (u ) .^^ est une suite d* éléments non nuls de l̂ telle quen nç IN o
E |u | = 0 (|u | ). Ceci vaut en particulier si (u ) est la suite u s ô 1 1 ,- . - ^ ' m ' o ' n ' o - n n1^ m<n

où 9 est un élément de 3?^ tel que |91 ^ > 1 .
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Soit \ un élément non nul de d . . Le théorème 3 supplique sur tout disque
D de rayon 1 , disjoint de îo ^ , à la suite de fonctions (V ) ^ ; (n,p)= 1
où

?^(x) = x11

En effet, si on désigne par r la valeur absolue des éléments de D , (r > l) on
a pour tout x et tout y de D :

l^-yn^lo'1""1 l^lo

et la suite (r1'1" ) satisfait à la condition :•

S r111-1 = 0(r11-1)
1^ m<n
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CHAPITRE IV

Approximation diophantienne par les fractions

rationnelles dans un corps de séries formelles

1 - Le développement en fraction continue.

Une première partie de la théorie est valable dans le complété 0-adique ^

du corps wv = K(T) des fractions rationnelles à une indéterminée sur un corps

quelconque K . On se donne une valeur absolue associée à la valuation 0-adique :

|f|=b "b étant un nombre réel plus grand que 1 .

Définition 1. -' On appelle fraction continue (a ,..., a ,... ) la donnée dTune

suite finie ou infinie (fraction continue limitée ou illimitée) d^léments de ï ,

a^»... ,a^,... telle que |a | >- 1 pour tout n ^ 1 , à laquelle on associe la

suite des fractions (r ) „ (suite des "réduites") : r =ra +r1—*-»•...+ r3— •n n s u n o |a- jâ

On dit qu*une fraction continue converge vers un élément x ç bï si la fraction

est limitée et si x est le dernier terme de la suite (r ) , ou si la fraction

continue est illimitée, et si la suite (r ) tend vers x .n

II est clair que les fractions (r ) existent bien, car si n ss 2 ,
1 1 i i n il

-̂1 + (a o = ^n F o > 1 ' (ionc ^ 1 + la ^ ° • Alors» si n s 3, la frac-
. " f n 1 | "1 | . " ln

tion a ^ +(——L +1—• existe et est non nulle car de même valeur absolue quen~^- a _ a
1 1 1 1a_ , et ainsi de suite» on remonte à ^existence de la fraction a-, +r—' +...+ |—',

qui est non nulle» d^ù ^ existence de r . n

Théorème 1. - Toute fraction continue est convergente, et inversement tout élément

x de ^ est limite d'une fraction continue unique (développement en fraction

continue de x )• Pour que le développement en fraction continue de x soit limité,

il faut et il suffit yie x ç. ^ .
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£ïêïï£* î̂ n^ (P^) et (Q ) les suites de polynômes déterminées de la façon
suivante :

^ = ̂  p! = x + "o a!

Q, = 1 QI = a^

et si n > 1 , et si a est défini,

P = a P - + P -n n n-1 n-2

^ = \ Sl-l + ^-2

On a :
P P

r^ = — ^et ^- est irréductible car P^ Q^_^ - 0^ P^_^= (-l)11"1).S. ^
P P 1

Comme — - —=— = -r—i——r-——r-—^0 lorsque n -* oo (si la fraction continue
"n -n-l|o l^i'o 'V-l'o

est illimitée), car [Q I = | | | a, | , la suite — est convergente.
1^ k^ n ti

Inversement, soit x ç î donné. Soient les suites (finies ou infinies), de

polynômes, a ,...,a ,..., et d*éléments de Si , x ,..., x ,... , déterminées

de la façon suivante :

^ = x a ) = ̂ ^
et par récurrence si x ^ a :

^=x^ et a^=E^(^)

le procédé s arrêtant si x est un polynôme, i.e. si x = an n n

Pour n > 0 , si x est défini, on a | x | > 1 et | a | = |x | > 1 .n l n 'o ' n 'o I n'o
On a donc bien une fraction continue (a , . . . , a ,...). Pour chaque n :

^a +,^ +... +——1 +^n

0 l8! K-l \

Donc, dans le cas où la fraction est limitée, x est égal à la dernière réduite.

Sinon, le fait que lim r = x découle de la formule d'approximation :

rnl0 ' î r
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x P + P
puisque, comme x = -2——n n"—

\+1 V Si-1

'^e10 ' Kioi^iv^-iiop
lx " ̂ 0 = ~TOTCÏI7= "CTTW

LT unicité du développement en fraction continue d1!!!! élément x ç irt est bien

claire car si x = a + i—' + . •• + i— + • • • avec a € J® et a > 1 pour.0 |â  ^ ^ n ' n ' o
n ^ 1 , on a nécessairement a = E(x) , a-, = E(———) , etc • • • . L e fait q^uno -L x—ao
élément x ç ^ ait un développement en fraction continue limité s^b-bient comme

dans le cas classique par l* algorithme de la division. La suite des (x ) déter-

minée par x = x et ———— = x - a tant que x ^ a , i.e.o x ,, n n n n
1 1 1 1 n 1

x = a + r——l + T—1 ... s appelle la suite des restes de x .n n Ki+i I

2 - Très "bonnes approximations.
Pour tout M = t»111 (m ç E N ) , soit $ „ l* ensemble des r ç ^ de la forme r = —

M p -"
avec 1^ ] Q | ^ M . $., est un sous-ensemble discret de ft , car si 7- et
pt 1 10 M i P P* i 1 0

—7- sont deux éléments distincts de ^ „ , | -ç. - 'QT\Q ^ "p" • solt x^ o '

L î ensemble des valeurs absolues | r-x| où r décrit ^ .„ , a donc un minimum, et1 1 o M
par suite, il en est de même de ^ensemble {|Qx-P|^ } (Pc §6 ; Qç §ê ; 1^ |Q|o ^ M^

Définition 2. - On appelle très bonne approximation d*ordre M dTun élément- - p
xç ^ , tout élément r ç $„ , qui puisse s écrire r = -ç. , P et Q étant des

éléments de J& tels que | Qx-P| = min | Sx - Ri
Rçâ|
S ç^

1̂  |S|^M

Naturellement P et Q sont nécessairement premiers entre eux sauf si x = -^ .
E^(Q x) ^ "

II revient au même de dire que r = ———o——— où Q est tel que

|^(QX)|^= min |^(Sx)|^

1&|S| ^M
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On a le résultat suivant :

Théorème 2. - L^nsemble des'très bonnes approximations (Tun élément xç ^
est ~L1ensemble des réduites de x •

Démonstration - Nous démontrons tout d*abord que :

Lemme 1. - Si P et Q sont des polynômes premiers entre eux, tels que

P ~ "Q IQ < | [ ^ » ^ est une tres "bonne approximation de x . On a de plus, pour^

tout Sç^ , non proportionnel à Q et tel que 1^ |S [ ^ | Q Î

l<^o ̂ lo^o^lo

Preuve. Soient deux éléments R et S deJ& tels que 1^ |s| <. \Q\ et
R , P - ' 'o "o
ÏÏ ^ •Q • on a :

|^.î| ^ _2_____ > 1Q s o H^I. ^
k R 1 - ^ R 1 ^ -J:_____' " - ib - l^-ïï^ |Q^ |s^

et |Sx-R|^ - ^ > | Q x - P | ^ .

On peut maintenant démontrer le théorème 2. Tout d»abord comme toute réduite

vérifie |x - Q IQ < -——^ » le lemme précédent montre que toute réduite est une

très bonne approximation. Pour la réciproque, supposons les très bonnes approxima-

tions rangées de façon que la suite des dénominateurs soit de valeur absolue crois-

sante (à priori pas nécessairement strictement). Il suffit de montrer que la très

bonne approximation ^ suivant une réduite — (nSî 0) est la réduite suivante :
^+1 n

0—— , et pour cela il suffit de montrer que [Q.|^ s |Q^ [ car la dernière asser-

tion du lemme précédent montre qu^l Sexiste pas de très bonne approximation •p

de x , autre que —^- , telle que |Q ^ = [ Q | .
n+1

II existe des polynômes C et D premiers entre eux (et tous deux non nuls)
tels que :

£ c V D ̂ -i
Q - C Q ^ + D Q ^

(si n = 0 , P_^ = 1 , Q = o).
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C P + D P - et C Q + D Q - sont premiers entre eux car :n n—i n n—-L
(Q^(C p^ D P^)) - P^(C Q^ D Q^) = (-1)" D

W0 V D ̂  - ̂ -l̂  V D Sl-l̂ "̂"1 c

On a donc en multipliant éventuellement C et D par une constante \ ç K :

P = C P + D P -n n-1

Q = C Q ^ + D Q ^

^1 ^ + Vl ^ c ̂  + p -̂1
Vl ̂  + -̂1 Q - C 0^ D 0^

Ecrivant x =

P^l-^o

'-^'-Kn+11 o

Alors, comme |Q x-P | = —^——.— , on aura :

|Qx -P | ^ IQ..X - P | si et seulement si' 'o ' n n 'o
|D x^^- C\^ 1 , ce qui exige,

comme K+llo" 1 et ^lo ^ 1 ' ^lo^ 1 ' que lton ait :

l^o = l^o K+llo ï donc

Mo^L et l^o^ l̂ llo

Alors ^ = |C ̂  D Q^ = |C Qj^ ^ |(̂

ce qui d-émontre notre assertion. Ce raisonnement est en défaut si la suite des
P

réduites s1 arrête à -n- = x , mais ce cas est trivial : il n^y a pas alors de
n Ptrès bonnes approximations 7- de x avec P et Q premiers entre eux et

N o > 1 S J o -
Compte tenu du lemme 1, on déduit alors du théorème 2, le :
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Corollaire : Ltensemble des solutions de l*inéquation dioph antienne

^-Ilo < r^ (pç^9 Q € < § r î (pîo) = 1 )

est 1T ensemble des réduites de x •

3 - Equivalence de développements en fraction continue.

Dans ^ensemble des éléments xç ^ - i^ , considérons la relation d^qui-
valence suivante : x T y si (x ) et (y ) étant les suites des restes de
x et de y , il existe deux entiers non négatifs h et k et une constante
\ ç K^ tels que x. =^y^ • II revient au même de dire, si :

, = a ̂  +... -^0 K K + • • •
.—^...^....

/ - , \ m
que a, = \ ' / "h pour tout m ê ÎN .- n+m k+m

On dira que x et y ont leurs développements en fraction continue équivalents.

Théorème 3. - La relation d*équivalence T coïncide avec l'équivalence modulaire ;
on a : x T y si et seulement si x = ——^ —— a»"b,c,d étant des éléments de 3e'——— ——-——^—————— c y + d ————————————————
tels que ad - "bc Ç K .

Preuve. Notons x T- y ^équivalence modulaire. L* implication x T y ==^ x T- y
est évidente car on a x T- x, et y T- y, •

Inversement, soient x et y tels que x T, y : x = —• -"- a,'b,c,d étant
des éléments de S tels que ad - bc € K".
Supposons d^bord que I1 on ait |x | > 1 et |c| > |d| > 0 . On a alors :-- ' 'o • ' o o

. aj ^ 1_____^_ < 1
l y " c'o " |c|^ ] c x + d|^ . , 2

1 '0

, 1 ^ 1 x_______ _ 1 . _1
«y • I I ;s ~]S\——|cx + d[ ~ JcT——[S] " ~7^2o ' 'o ' 'o ' 'o ' 'o d' 'o

donc d*après le corollaire du théorème 2 , — et T sont deux réduites de y .
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R . -h R

Soit (—) la suite des réduites de y . Si — = —3- , comme |dy-b| = -T-——|—
0 . Cl 0 0 |b - |n - n ' n+l'o

on voit que •a est la réduite suivante : ——1— .
n+1

•%•
Soient \ et p les éléments de K tels que b = \ R , d = ^ S ,

a = ^n+1 ' c = ^ ^+1 •

- ,,. ^+1 ^+2 + ̂  ^+1 ^ x + ̂La relation : y = g———-———^-g— = ————„—————
n+1 ^+2 n S - t x + Sn+1 A- n

»
montre: que y o = < x ce qui établit le résultat dans ce cas. On va maintenantn+<^ \
s'y ramener en remplaçant x par un reste x , ce qui assure immédiatement la

condition |x| > 1 .

Si (—m) est la suite des réduites de x » et
sn ^ ̂ -1 + ^-2

^mVl^^ '
on a :

(a ^1 + b ̂  ̂ ^^-2^ Sn-2
y " (c -̂1 + d ̂ -l) \ + c ^2 + d °ln-2

Pour m suffisamment grand, on aura :

| c P - + d Q - | = | Q J | c x + d | > 01 m-1 "m-1'o 'In-l'o • 'o

Ie ^-2 + âQta-2lo = l^lo l^^lo > °

donc Ie -̂1 + d °m-llo > Ie ̂ ^ d °in-2lo > °

On est alors ramené au cas précédent.

U - Eléments quadratiques.

Pour ce paragraphe» nous supposons que le corps K soit fini : K = F , et nous

revenons à la notation 3?= K(T) et 3^ pour le complété 0-adique de 5 .

Nous appelons élément quadratique de 3? un élément de 3?^ » algébrique, de

degré 2 , sur 5 . Rappelons qu'un tel élément est nécessairement séparable sur

3? . Plus généralement, si K est un corps parfait, tout complété • ^ du

corps ^ = K(r) » pour une valuation triviale sur K , est une extension sépara-

ble de ^ .
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Le développement en fraction continue d*un élément x ç 5 - 5

- -o^—————p^. . . ° ' •

sera dit périodique s»il existe des entiers n ^ 0 et k > 0 tels que a = a

pour tout n ^ n^ . ce qui revient aussi à dire que si (x ) est la suite ̂
restes :

si n^ = 0 , le développement sera dit périodique simple, et périodique mixte
sinon.

Remarquons que pour que le développement en fraction continue de x soit pério-

dique, ^1 faut et il suffit qu l̂ existe des entiers n s 0 , k > 0 , e t u n élément
\ ç F tel que

En effet, on aura pour tout entier p & 2 :

(-l)^-1^
\+P k ' ^ Y+(l4-l)k donc :

^-1

V^-1^
V+ H k - x \^ '

Si k est impair, x^ » ̂  ,

et si k est pair : ^ = ̂ \
0 ' 0

donc x / \ = x\+(q-l)k ^ •

On a le résultat analogue au cas classique :

Théorème h. - Pour que le développement d^ élément x ç 3^ - 3? , soit périodique,

il faut et il suffit que x soit quadratique.

preuve. La condition nécessaire est évidente. Appelons élément social tout

élément quadratique x tel que |x|^> 1 et \x \^ < 1 ( î désignant le conju-

gué de x ). Remarquons que tous les restes d^ élément quadratique sont des élé-

ments quadratiques du même corps. Le fait q^un élément quadratique ait un dévelop-

pement en fraction continue périodique résultera alors de façon évidente, des lem-
mes suivants.
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Lemme 2. - Tout élément quadratique a "un reste spécial.

Lemme 3. - Tout reste d^un élément spécial est spécial.

Lemme U. - II n'existe qî un nombre fini (^éléments spéciaux dans une classe (^élé-

ments de développements en fraction continue équivalents.

^euve_du_^emme_]_. Soit x quadratique. Tous les restes x , (n ^ l) , satisfont

déjà à \\\Q >! • D^utre part,

x P - + P _n n-1 n-2

\ S.-1 + ^-2

, -. _^2l̂ =in Sl-l^^-l p

et - '^-2X + pn-2 ^-2 '——SS.
^ Qn-1 x - \-1 "^ ———^

x-^'
P __

Puisque lim — = x ^ x , on aura pour n suffisamment grand
n-»œ ""n

"-^'«•"-fei'-"-'"' ••t !

pj. • 1^1. < -
Preuve du lemme 2. Soit x spécial. Il faut montrer que x- = ———— est
——————————— - 1 x - a
spécial» où a = E (x). °

On a |xJ^ > 1 . D^utre part |ç-|̂  == | ï - aj^ = |a^|^ > 1 puisque

\'x\a< 1 - "

preuve du lemme 3. Supposons dîabord la caractéristique p de 3 , différente

de 2 . Soit x € ^ un élément quadratique.
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Un calcul classique sur les formes quadratiques montre que deux éléments

quadratiques équivalents pour 1*0 qui valence modulaire ont même discriminant (à la

multiplication près pour le carré ^un élément de F ). Il existe donc ô ç 3^

(et S ç w ) , tel que tous les éléments de la classe d* équivalence de x (pour

l*équivalence du développement en fraction continue) s écrivent sous la forme
e+^
—— , où e et f appart iennent à S •

Pour q^un tel élément soit spécial, il faut que :

h ^ - s l o < Mo < l^lo •

Ceci n1 a lieu que si |e| = |ô | car sinon | e- ô| =|e+ô L •

II n*y a q^un nombre fini de tels polynômes e , et étant donné un tel polynôme,

il n^y a q^un nombre fini de polynômes f satisfaisant à :

h-S|o < Mo < |e+6|^

ce qui démontre donc le lemme U dans ce cas.

Supposons maintenant p = 2 . Soit x un élément quadratique, racine de l̂ qua-
p

tion ax + bx + c = 0 , où a , b , et c sont des polynômes et b ^ 0 puisq^on

sait que x est séparable.

Soit y un élément de développement en fraction continue équivalent à celui de x :

on a : x = ^ ^Q* où p » PT » Q et Qî sont des éléments de J& tels

que PQ'+ P^, ç F'^' .

y satisfait alors à ^équation :

a(Py+0,)2 + b(Py+Q) (P^+Q» ) + CÎP^+Q») 2 = 0
soit :

^aT>2+•bP^+cî>12)y2+ ^^(PQ Î+P tQ)y + ^iQ2+ bQO/ + cQ»2 =. 0

q^on peut écrire :

ey2 + by + f = 0

e et f étant des polynômes, puisque PQ* + P1 Q, ç F"

Si y est spécial, on a | y+y| > 1 et |y<y | < | y+y | , donc | e ] < |b|
et Mc^Ho •
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II n*y a donc qu*un nombre fini d*éléments spéciaux dont le développement en frac-

tion continue est équivalent à celui de x •

Le théorème U est donc démontré. De plus» si x ç 3? a un dévelop-oement en frac-

tion continue périodique simple» il est spécial puisque partir dfun certain rang

tous les restes sont spéciaux et q^une infinité de restes sont égaux à x . Inver-

sement, si x est spécial, il existe exactement un élément spécial x* tel que x

soit le premier reste de x* . En effet, il faut prendre x t = a + — avec
-j X

a = -E (ï=-) • Le développement en fraction continue de x est donc périodique

simple.

5 - Le théorème de Khintchine

Nous -allons démontrer un analogue du théorème de Khintchine. Si h est un élé-

ment de 5 , on note | h | la hauteur de h , c^st-à-dire si h = — , fçJ? ,

g çS et ( f , g ) = l , ["ÎT| = max ( |f| » |g| ). On désirera par 1 un sous-

ensemble fini du spectre de §Ç- , et on note c/r ^ anneau d^dèles :
/\t^ ___ -L^
i

,. = j T 3p , muni de la topologie produit. On plonge 3? diagonalement dans
> P ç 1 ^
< , 3? est ainsi dense dans ^ . On posera g0 = j? .si P ^ 0 , gT = X ,

et S- = | [ ^- . Ici la mesure de Haar de 3? sera normalisée par
1 PCI ' .+" +

mes ( ^p) = 1 . La mesure de Haar de u- » produit des mesures de Haar des ^

(P ç. I) , est alors telle que mes ( fff-r) = 1 •

Théorème [?. - Soit 1 un sous-ensemble fini du spectre de S » et soit pour tout

P C 1 , e- , une fonction numérique positive, définie sur ^ensemble des puis-

sances entières non négatives de q * On pose 6 = \ \ S- •
Y P^ 1

Pour tout élément x = (xp)?/;,. ^ v/ , on considère le système d* inéquations

diophant tenues :

S(x) : [ x p - h | p ^ 6p ( ph] ) pour tout PC 1

où l* inconnue est h ç 5 .
00 p

Si la série S q (q ) est convergente, S(x) n'a qu^un nombre fini de
n=0 ^

solutions pour presque tout x ç. U- •
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Supposons que les fonctions S satisfassent aux conditions suivantes :

(i) II existe une constante A > 0 , telle que pour tout P ç I ,

on ait l'implication m^n ^ Ê (q11) ^ Ae^ tq 1 1 1 )

(ii) La suite (q 6 (q )) est décroissante

îiii) La série S q £ (q ) est divergente.
n=l ^

Alors S(x) a une infinité de solutions pour presque tout x ç t/ .

La démonstration suit pas à pas celle du résultat classique. Le cas de conver-

gence est très simple.

En effet, soit pour tout entier N s 0 , 'E l'ensemble des x ç ^/ tels que

S(x) ait au moins une solution de hauteur q^ . On a mes E = 0(q £(q1")).

LT ensemble des x ç v - r . tel que S(x) ait une infinité de solutions est

H ( U E ) , et comme la série Z mes (E.,) est convergente, cet ensemble
L Ç Ï N N > L N
est de mesure nulle.

Nous allons étudier maintenant le cas de divergence.

Précisons dtabord quelques notations. Pour une sommation portant sur un ensemble

de polynômes, nous indiquerons par la notation S qu'on se restreint aux poly-

nômes unitaires. Selon la convention habituelle, une sommation (resp. un produit)

portant sur l'ensemble vide d'indice est nulle (resp. égal ai). On posera

I4' = I U { 0 } jt I" = I'1' - [ 0 } .

Soit alors G = ^ ^ P (' G = 1 si I = {o} ). On désigne par c? l'inverse de
Pc -L'

la valeur-absolue d'une uniformisante de ^p : c = q et si P ^ 0 Cp == |PJ ,

et on pose c- = " " 1 [ c .
PC I

Pour tout polynôme f , non réduit au terme constant, posons :

<p(f) = card ( /-p gr, ^ » ( 1 ^ ^ ^ étant le groupe multiplicatif des éléments inver-

sibles de Panneau <^ / ^ . On a évidemment y ( \ f) =<p(f) pour tout \ ç. F" .
VO -ît- -

On prolonge la définition de <p en posant y (A ) = 1 pour tout \ ç F . V est une

fonction multiplicative, c'est-à-dire que si f et g sont deux polynômes non

nuls premiers entre eux, on a <p(f g) = <p(f) <p(g). D'autre part, si P est un

polynôme irréductible, pour tout entier positif, n , on a : y(P ) = [ P | UP| -!)•

De façon analogue au cas classique, on a besoin de la propriété préliminaire sui-

vante :
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inf—— € „ ?(f) > 0 .
1^0 q^ 1^ M^^

( f ,G) = 1
On peut calquer la démonstration classique de la propriété :

lim —• S (p(n) = —5- (où 9 est 1' indicateur d^uler habituel), en intro-
N-* œ N 1̂  nss N Tr

duisant la fonction zêta du corps gî , et une fonction de Môebius sur 1T anneau S^.

Mais on peut procéder plus directement en fait, grâce au lemme suivant, de

Carlitz et Eckford Cohen.

Lemme5_. - ( Carlitz-Cohen ). Pour tout couple (m,n) dentiers non nétatifs,

désignons par v (m,n ) lé nombre de couples de polynômes unitairs ( f ,g) tels

3ue |f|^ = q^ , |g ^ = (i11 , et ( f ,g) = 1 . On a :

^ (m,n) = q"1'1'1'1 si m n = 0

/ N m+n m+n-1 . / „^ (m,n) = q - q s i m n F O .

Rappelons la démonstration : le cas m n = 0 est trivial. Supposant 0<m^n ,

on classe les couples de polynômes unitaires (f,g) tels que |f] - q , |g| = q ,

selon leur p.g.c.d. • On obtient alors :

^ (m,n) = q^ - Z q1' v(m-k,n-k) ,
0<k^ m

le résultat s^n déduit aussitôt par récurrence.

Lemme 6« - On

F:.^)^^^1) et
^1,1^ T- ^

^ |P|" , . q "T—T o 2N r^/^^Tr^^H^N^^-n-^n; .. . Q(.)
(f,G) = 1

où r = card (!")..
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Preuve. Le premier résultat se déduit immédiatement du lemme 5. En effet,

-.^ \T>\< N 9(f) est le nombre de couples de polynômes (g,f) tels que f soit
1 " |f| q
unitaire, !<. |g|^<|f|^ ^ et (g,f) = 1 .. Donc :

Z (pîf) = 1 + ((1-1) Z ^(a,b)
1^ M^ ci 0^ b^ a ;̂ N

= l+(q- l ) 2 (q^ S (o^- q^-1))
0<a^N 0< "b< a

= 1 + (çL-1) S q2^
0<a^N

-1 , 2N+1 ,
'iïT^ + 1 )

Le second résultat s'en déduit par récurrence sur le nombre r de facteurs pre-

miers de G . Supposons le résultat démontré pour G et soit R un polynôme irré-

ductible ne divisant pas G . Nous devons évaluer S?" y (f) Posons
l^Jfl^
(f,GRj = 1

<Pç(f) = <P(f) si (f,G) = 1 , y^ (f) = 0 si (f,G) ^ 1. En d* autres termes, on
doit donc évaluer S y (f).

l^lf]^ G

(f,R) = 1
s s +1

Soit s^ l̂ ntier défini par |R |̂  ^ q. < |R|^° . On va montrer que pour tout

entier s tel que 0 ̂  s ^ s , on a :

^ N ^G^ = ^ °N ^W-^'-1) z ( z' .T V (t) )
•l^M^q G ^ 1 ^ 1 ^ ^ G 0 l^s l^ | f |^^L G

( f .R )= l 0 Mo

5^ N (VçtfR^^CiRl-l) S V^fR^)
fl ^ -^_____ " ° 1< +^ a G

Pour s = 0 , cette formule se réduit à :

, f N ̂  = ^ N ^G^ - ^ N V ^ ^
^î^ ^^lo- "^lo-fc '

ce qui est bien évident.
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Pour passer de la formule relative à s , à la formule relative à s+1 , remarquant

que si (f, B) = 1 , on a pour tout entier positif t :

fç(f R1-) =VçCf) «Pd^) = laf;1 ( HQ- 1) f^t) , donc :

^(fR^MiR^-l) S ^(fB^dB^-DCdR^-dB^-l) ̂  iRl^-1)]^)

= (No-1) VG^ *

on peut; donc écrire :

S* [^(fR^MiRl-l) 2 yg(fR1-)] = (|B|^-l) S M cpç(f)'
? , nN '''̂.Ifl.^-r^i

^ LTgK^ /-<l"lo--' " Tçv- " /-• M-IQ

l^|f| ^ -^_ l^t^s ^^ '^o^l^ is+l
0 |B|̂ 1 (f,R) = 1 1 R I °

+ S* ^-(fR^Î-dRi -1) 2 V^f^"1"1) ]
N

1^ |f |<> 9.^^ l ^ t ^s
|R|1 lo

=(|B|^-1) S* Vç(f)+ S* C ^(fB^-dBl^-l) S Vp/ fB*) ]
^ \f\<: ^ i^fl^—a"— J ist^s+i

m1 w
ce qui démontre "bien notre assertion.

Pour s = s , la formule se réduit à :

s" „ <r(f) = s* „ VQ(f)-(|R|o-D s ( s* N ^(f) )
Id^lo^ ^l^lo^ ^^^ ^Ho^
(f,B)=l |B|g

]pl

Supposons que S* <P(Jf) = ̂ - "TT n-|^| ^ + 0 (Nr)

l ^ l f l ^ q " PSI-

On en déduit alors que :

..,[«• ""'^prl- ̂ •(a-"<-l)-^•fî" °""1'
( f ,R) = 1

puisque s ^ N . D^ù :
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|»|̂  i,

.X." ̂ f'-* ̂  î^ • '-X?——-' '^o'-"1'
(f,R) = 1

2N
et comme ——^————— < q2 , on obtient :

|R| °
' ' o

, î  N ̂  = ̂ r • TT - -^ .2N. OCN^)i^ n^ q q pç rutp} i+|p|
(f,R) = 1

On peut se restreindre à démontrer le théorème 5 pour x ç £' . En effet si

on se place dans un produit de disques D = J^ Dp , où Dp1 est un disque de

3p , dont on désigne le rayon par c^ si P^O, et q °̂-1 , si P = 0 , soit

\ 6 3? tel que |\p|= c^ pour tout Pc 1 . En posant x = \ y , le système S(x)
s*écrit :

-^

i^'î lp^ ^^p ( m ) (pç i)
et maintenant y ç Ç .

Or, si on pose : e 'p (^") =^ Cp p . Sp ( "̂T q") , de toute solution du
système :

• i ^ -^ ip ^'p (pn ) (P€ i)
on déduit la solution h = \ t de S(x) , car, puisque ITTI s- [?"[ m .
on a :

^p ( (T I )^ cp^ £p ( Tin )

II est clair que les (e^) satisfont bien aux conditions du cas de divergence
du théorème.
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On peut supposer que les (£ ) satisfont en plus des conditions du théorème 5,
aux conditions suivantes :

pour tout n , 6 (q11) ^ 1 pour tout P ç I" et si 0 ç 1 ,

^(q1)^ ^ , et ^ e { ^ ) < 1.

En effet, il suffit de remplacer éventuellement les ( S ) pour ( ^ - e ) où
0 < \ ^1 , ce qui conserve les autres conditions du théorème. On a alors le
résultat à fortiori.

On examine d*abord les solutions h ç 3? nïï[ de S(x) , c^st-à-dire les solutions
du système : ] x - — L ^ e (| g[ ) (P ç I) , où les inconnues sont les polynômes
f et g , astreints aux conditions 0 ^ |f| < g , ( f ,g) = 1 , et g unitaire.
Ces solutions seront appelées ÏÏl. -solutions. Bailleurs, dans les conditions dans
lesquelles nous nous sommes placées, si 0 ç 1 , S(x) . n1 o. que des ïï[-solutions
pour x ç ,̂ • D* autre part, pour une ÏÏl -solution f/ de S(x) , g est néces-
sairement premier avec G . Pour tout polynôme unitaire g , premier avec G ,

.0

soit y (x » g) 1e nombre de "L -solutions de S(x) de la forme — ( (f;g) = l)

c^st-à-dire : Y (x , g) = S (3(x - 1 ; |g| ) , où PC- . ̂ n)

Mo^lo

^ ( f , g ) = 1
désigne la fonction caractéristique du produit des boules | x( _ ^ £_ (q11) (PC l ) «

Remarquons que la fonction \(. , g) ne prend que les valeurs 0 ou 1 , car si
f/ et h/ sont deux ïïl -solutions de S(x) , on a | f/ - h/ | ^ £ ( |g| )

o g g g s- •L U
pour tout Pc 1 , soit jf-h| _ ^ e ( |g| ) pour tout P ç I" et

1 ^ 1 ^ No ^ ̂ U si 0 € T •
De toute façon | f-hj < |g| » et par suite » on a :

T~T\ l^-hip^ |gl^ e (|g|^ ) < i
ce qui implique que f = h .

Pour tout entier N s:0 , soient :

r (x) = f v(x ; g)
l^lslo^
(g,G) = 1

"l̂  = L ^W clx

"I
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^ ^-(J^ r^ (x) dx)172

Nous poserons ^(q'1) =e (q11) si 0 ^ 1 et 'nCq1'1) = q e (q11) si 0 ç 1 et

0 (N) = S q"11 -n (q11)
n=0

Nous allons chercher des évaluations de M^(N) et M (N) . Nous avons encore besoin
du lemme suivant :

Lemme 5. - Soit \ une fonction numérique positive définie sur 1^ensemble des puis-

sances entières non négatives de q , telle qu^l existe une constante C > 0
telle que :

N
2 \(q11) 2; C q • pour tout N S 0 .

n = 0

soit œ une fonction numérique positive, définie sur l*ensemble des puissances
entières non négatives de q , décroissante.

On a : î W-^ . 0 ( 1 - ^ ) J .(.n)2q n=0n=0

Preuve. La démonstration est élémentaire. On considère dîabord

N » / n \
X(N) = 2 ^J.2nn=0 q'

Posant A (N) =» 2 \(q11) , on a :
n=0

X ( H ) = A ( 0 ) +AJD_^M+ ... ^ A (N) -^(N-1)
1 î211

=(1--L,)[A(0).....A^,A_M

<1 (1 (1

d'où \ ( N ) S (1 - -^) C N + C
q

donc : x W ^ (1 - J^) C (N+l).
<1
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Soit maintenant :

N n

UN) = S x^ ) œ ( q 1 )
n=0 q

= X ( 0 ) œ ( l ) + (X(l) - X(0))œ(q)+.. .+(X(N)-X(N-l))œ (q^

=X(0)(œ( l ) -U)(q)) + • • • +X (N-l) (^(q^1) -oKq^)) + xWœ^)

Puisque ^ est décroissante, on minore en remplaçant X (N) par (l - —^) C(N+l),

(TOÙ :
N

l|; (N) ^ C(l -—) S ^(q11)
q n=0

Lemme 6. - On a M^(N) ^ 0 (N)

II existe une constante positive B (ne dépendant pas des Sp) telle que :

M^(N) ^ B Q (N)

Preuve. On a :

L V ( < , 8> te- ,1. , , L ? (« -J • l«lo' 1''^j.^61

donc :
a- V(g) T l ( | g ^ ) ^ Jç Y(x ; g) dx^ |g|^ ll(lgl^ )

D'où : T T M

M,(N)^ S* „ Iglo^Ido)' S d211 ^^)
I^\K\^S.CI n=0

D'autre part :

M m ^ - s* ^(g) n(lgl^1 ^ i ^ | g | ^ d
(g,G) = 1

Soit en posant $ (q") = . ^w n (p^
I s l o " ^

(g,G) = 1

M ( N ) ^ — S î (q") î1 ((l")
-L "I n=0

• et d* après le lemme 5, comme la suite (q211 rKq11)) est décroissante, et que

inf (q"2^ ^ $ ((ln)) > 0 , il existe une constante B > 0 (ne dépendant que de l)

telle que :

Mi(N) S B Q ( î T )
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Lemme T. - On a ( M ^ ( N ) ) 2 ^ ( Q ( N ) )2+Q ( N ) .

Sr̂ l̂ "̂"ne les y ( - g) sont à valeurs dans {0 ,1} , on a

(M^(N)) 2 = M (N) + S L Y ( x ; g) Y ( x ;-t) dx
g^t "I

0< Ho^
0< |C^ q11

(g ^ ,G) = 1

l'estimation annoncée résulte aussitôt du lemme suivant :

Lemme 8> • soient g .et /t deux polynômes unitaires distincts, premiers avec
G . On a :

J^ Y^ - g) Y < ^ ; ^ ) dx ^|g|j^|^ ^|g|^) ^ ( | ^ ^ )

Preuve. On a :

J^ V(x;g) y(^)dx - S ^ p (x - i ;|d,)p(x4;|^)dx
l IQ 1 '0

Ihl < H
0 0

(f,g)=(h,-t)=l

Désignons pour tout P ç I-, par Cp p ( resp.Cp^) le maximum (resp. le mini-
mum) des rayons (exacts) des deux boules de 3^ , | x| ^ e ( [g| ) et
i l , , . -(s +1) p p -(fF+l) 0

l x l p ^^ n^lo 5 - si o ç I ' soit ^ ^esp. q ° ) le maximum et le
minimum respectivement des rayons exacts des deux boules de 3î 1 x 1 ^ £ f Id )

0 1 IQ 0 ' ' 0

et HO & ̂  ^W- une "têgrale ;^p(x - j ; |gi^) P (x - ^ ; |^) dx ne peut
être non nulle que si pour tout P ç I , on a :

li ~ T IP ^ ^ et si ° 6 T ' 1 f -^-lo < î ° • Sa valeur est alors

TT c;̂  .Pc I
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Soit d = (g , i ) et g = g^ , i=-i^. On doit donc avoir :

| f-t T - hg»! ^ Cp p pour tout P 6 I"

et si 0 ç 1 ,1^ ' - hg* |̂  <——°-——v- q"50

l^o
De toute façon I I j » i

|f Z.- hg. |, < î̂
1 IQ

-T——T ^Soit L = | | P . Il faut donc que :
P6I"

f ^» - hg» = ^L

où \iç'3!î est tel que 0 < |^i| < ° . ° 1 f c p

(car on ne peut avoir ^ = 0 puisque les fractions — et ^ , étant irréduc-
&

tibles, sont distinctes puisque g et i sont deux polynômes unitaires distincts).

Mo l /t lo -r—r- ^PLe nombre de tels polynômes \i est au plus ————————— | | c-
l< p& i

D îautre part» étant donné un polynôme \i , il existe un couple de polynômes f- ,

h- » unique tel que f- t^ - h- g* = [ I L » et | f, | < \S^\ • Les autres couples

de polynômes f , h tels que f f - hg* = [i L sont :

f = f^ + V g» h = h^ + \>V ( vç ^) .

Pour que | f | < | g | , il faut que | ̂  \ < | d | . Il y a donc au plus | d |

couples de polynômes (f , h ) tels que f ^ t - h g î = ^ l L et |f | < | g | »

< \t\a •Mo
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Le nombre, d1 intégrales J (3(x - -j ; |g|̂  . (3<x - ̂  ; No^ non nulles est

—s
donc au plus |g| | t l ï ï [ c p , et comme chaque intégrale non nulle a la

valeur 1 T ^ » on û131'161^ :
PC 1 F

^ v(x ; g) y(x ^) ̂  |g|^ |̂  e(|g|^ e(|^)

La démonstration du théorème s'achève comme dans le cas classique. Comme 0(N)

tend vers l'infini, on a pour N suffisamment grand, M^(N)^ 2 Q(N). Le lemme

de Paley-Zygmund, d'après lequel, si f est une fonction positive sur un ensemble

E , muni d'une mesure normale, telle que f et f2 soient intêgrables et que

ff ^ a ( f f2)1^2 où as 0 , ^ensemble des x 6 E tels que f(x) ^ b(J f2)

( S -b f f) , où 0^ "b ^ a est de mesure au moins (a-b)2, montre que l'ensemble

des x ç €^ tels que F^(x) s -^ Q (N) est de mesure au moins -|j- .

Pour tout entier positif Q , soit Vç , l^ensemble des x€^ tels que S(x)
B

ait au moins Q solutions. VQ est de mesure au moins y^ car, choisissant N

suffisamment grand pour que ^- Q (N) s Q , il suffit que F ^(x) s -^- Q (l).

Comme les V. sont décroissants, ^ensemble E des x ç Ç^ tels que S(x) ait
Q . B

une infinité de solutions est de mesure au moins ^ .

Considérons maintenant pour tout entier n ^ 0 , le système

^ : I ^ - ^ P ^ ^ ^ ^PH1 (p ÇI)

Soit E ^ensemble des x6 ̂  tels que S^(x) ait une infinité de solutions,

et soit F = .H E . Comme les (E^) sont décroissants et que mes E^ ^ -^

pour tout n ^on a mes F> 0 . Soit 7? l'ensemble des h ç 5 tels que

(h , ... , h)ç ^ • ^ est dense dans 6^ , donc F +7? est de complémentaire
négligeable. Or, pour tout élément y = x +T de F +7î (xç F , T ç H ),

si pT| = q" , toute solution h de S^(x) conduit à la solution h + T de

S(x+T). car puisque fîïTI ̂  1^ H ' —T ^ ^n nU ) ^ £? < 1^"^ ).

ce qui achève la démonstration.
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