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SUR L'HYPOELLIPTICITE DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES (PERTE DE 3/2 DERIVEES)

par Bernard HELFFER
(Ecole Polytechnique)

INTRODUCTION .

L'étude de 1l'hypoellipticité avec perte d'une dérivée pour
des opérateurs pseudo-différentiels a caractéristiques doubles a
connu un grand développemeant ces derniéres années. Commencée par
J. SjBstrand [10], L. Boutet de Monvel et F. Tréves [2] qui considé-
raient le cas ou 1'ensemble caractéristique était un cdne Cw symplec-
tique I, elle fut poursuivie par L. Boutet de Monvel [3] qui construisit
une algébre d'opérateurs pseudo-différentiels contenant les parametrixes
des opérateurs considérés et permettant d'étudier des situations plus
générales [6], [4]. Dans [é] enfin, L. HBrmander caractérise 1'hypoel-
lipticité avec perte d'une dérivée pour des opérateurs a caractéristiques
doubles dont le symbole principal P vérifie la condition suivante
microlocalement, il existe un angle I' dans @ d'ouverture inférieure
aT tel que pm(x,g) € I'. I1 est montré, dans ce cas général, que, si
la condition d'hypoellipticité avec perte d'une dérivée n'est pas
satisfaite, on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte infé-
rieure a4 9/8. Dans le cas ou £ est symplectique, il est montré dans
(10] qu'on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte inférieure
a 3/2 dérivées. Nous présentons ici une étude de 1'hypoellipticité avec
perte de 3/2 dérivées, inspirée au départ par 1l'article de J. SjBstrand
et les discussions que nous avons eu avec lui. Nous tenons a le remer-
cier pour les conseils qu'il nous a donné. Notre présentation est
cependant différente dans la forme, car il nous a semblé bon d'utiliser
et de développer la théorie des opérateurs d'hermite introduite dans [3]
et qui donne lieu a un calcul symbolique plus agréable. Nous introdui-
sons en particulier la notion d'opérateurs d'Hermite pair ou impair
et différentes notions de '"régularité'" qui joueront un rdle important

dans les démonstrations.
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Cet article est relativement self contained mais nous conseil-
lons au lecteur d'avoir sous la main [3] et [10] en particulier pour
1'étude détaillée des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux
d'ordre 2 que nous n'avons pu expliquer en détail ici. Les principaux
résultats "explicites" sont les théorémes 1.2, 4.2.1 et 4.3.14 mais

d'autres résultats implicites sont donnés dans les propositions 3.2.2
et 3.3.1.

Le plan de ce travail est le suivant
§ 1 : Notations et présentation des principaux résultats
§ 2 : Rappels et compléments sur les classes de Boutet de Monvel

Les classes Sm’k (Q,2)

Les opérateurs d'Hermite

Les opérateurs d'Hermite adjoints

La classe sm K (Q,Z) dans le cas ou £ est symplectique

Composition de ops™ K (Q,£) et des opérateurs d'Hermite

NN NN DNDDN
[< S, B VA B VR

Premier critére d'hypoellipticité
§ 3 : Rappels et compléments sur la méthode de J. Sjostrand

Etude d'un systéme. Second critére d'hypoellipticité

Parité et '"régularité".

§ 4 : Démonstration des théorémes. La construction explicite des

systeéemes.
4.1 Le cas général : La construction de J. Sjostrand
4.2 Démonstration du théoréme 1.2. L'hypothése H1

4.3 Généralisations et conjecture.
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§ 1 : ENONCE DU THEOREME. NOTATIONS ET PRESENTATION DES PRINCIPAUX
RESULTATS.

@©
Soit Q une variété C paracompacte de dimension n et soit

#*
T Q\O le fibré cotangent privé de la section nulle.

On considére des opérateurs pseudodifférentiels P sur Q qui,

dans tout systéme de coordonnées locales, ont un symbole de la forme

(1.1) p(x,E) ~ b pm_j(x,g)
j=o

ou les pm_j(x,g) sont des symboles positivement homogénes de degré m-j.
On dit alors que P est un o.p.d régulier d'ecrdre m : P€ L?eg(ﬂ).

Un opérateur d'ordre m est dit hypoelliptique avec perte de k dérivées

(keR) si

S

s+m—k(
loc

loc )

Vu e T'(Q), ¥wW < Q , Pu¢c H (0) = uegH

*
Cette définition locale peut &tre microlocalisée dans T Q\O.

On considére ici le cas, ou le symbole principal de 1'opérateur
’ Pm P

P considéré, s'annule 3 1'ordre 2 exactement (cf [10]) sur une sous
*
variété I conique, fermée, symplectique de codimension 2y dans T (O\O.

On peut définir en tout point p de £ les invariants suivants (cf [19])

(1.2) le symbole sous-principal

LG = Lop 2,
Py 07 oy 3T 7 oacer)

(1.3) L'indice d'enroulement de P, (winding number) lorsque I est de

codimension 2.

On fera dans la suite 1'hypothése que cet indice d'enroulement est

nul.
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(1.4) La matrice fondamentale Ap.

On sait que A_ opére sur la fibre au dessus de P du complexifié du

p

.

fibré normal a £ et que ses valeurs propres sont de la forme : i%
(j=1,...,vy) ou Xj appartient a Q)[% est 1'ensemble des valeurs du

Hessien de qn]. L'hypothése faite en (1.3) assure que Q) est un

angle convexe d'ouverture inférieure a T.

L étant symplectique, on peut définir un crochet de Poisson noté

[-<}
{,}2 sur les fonctions C sur I.

Dans le cadre ci-dessus, il est démontré le théoréme suivant ({10] [2]

319
Théoréme 1.1

Soit P vérifiant les hypothéses ci-dessus, on suppose que

(1.5) ¥p€ I, uajem ..

v
pé_l (p) + jE1 (2aj+1) Xj (p) £ 0

loc
s+m-1

(9))

Alors P admet une parametrixe qui est continue de H;OC(Q) dans H

pour tout s réel.

Lorsque (1.5) n'est pas vérifiée, on sait (cf [10]) que 1'on ne peut
espérer d'hypoellipticité avec perte de r dérivées (r<3/2). Le théoréme
que nous présentons ici étudie 1'hypoellipticité avec perte de 3/2

dérivées.
Théoréme 1.2

On suppose v=1 ; on garde les hypothéses précédentes mais

on suppose qu'en un point to de I, il existe j dans N tel que

(1.6) p!

pop (Pe) + (25+1) Alpe) =0



Soit ;m-l(p) le symbole défini sur T par
Ppog (P) = pL_1(P) + (25+1) A(p)

Alors P est strictement hypoelliptique avec perte de 3/2 dérivées

#*
dans un voisinage conique du point Pe dans T O\O si et seulement si

< au point pe
3 0 point
z

1~ =
1.7) i {pm—l’ Pp-1

Remarque 1.3

La démonstration du théoréme 1.2, permet en fait, en uti-
lisant les résultats de [5], d'obtenir une étude compléte de 1'hypoel-

lipticité avec perte de r dérivées : 3/2 S r<2.

Remarque 1.4

Dans le cas ou la codimension de T est plus-grande que 2,
on obtient des résultats analogues en imposant des. conditions sup-

plémentaires.

Ceci sera détaillé au § 4 [Théorémes 4.2.1 et 4.3.147.

§ 2 : RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES CLASSES DE BOUTET DE MONVEL

2.1 Les classes S™ (Q,2) (cf [3]) >

N ©
On considére un cdne C (au sens de [3], 2.1.1) U et un
sous-cdne £ de U. On définit une fonction r(>0) C homogéne de degré

1 sur U et on pose : U = U' xIR. U' est la base de U. On note : f < g

si dans tout cdne inclus dans U a base compacte dans U', il existe une
constante C telle qu'on a f S Cg pour r assez grand. On définit une
.fonction dy dont le carré est la somme d'une fonction (>0) homogéne

de degré -1 et d'une fonction positive (>0) hors de I, nulle a

1'ordre 2 exactement sur I, et homogéne de degré O.

17
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Définition 2.1.1

On désigne par Sm’k(U,Z) 1'espace de toutes les fonctions

100Xy

@
Yl""Yq 4 coefficients C , homogénes de degré O, avec les XJ tangents

Cco sur U telles que, quels que soient les champs de vecteurs X

az, on ait

q
|x1...xp.s(1...yq al <r a5

*
Si U=T Q\O, on notera Sm’k(Q,Z) et on désignera par OPSm’k(Q,E)
la classe des opérateurs pseudodifférentiels naturellement associée

aux symboles de Sm’k(Q,Z).

Définition 2.1.2

Soit S? 6(Q) la classe des symboles pseudodifferentiels
’

sur QO telle qu'elle a été introduite dans B8][0 =6 < p s 1, 6<1].

Un symbole de ST O(Q) (s™(Q) en abrégé) est dit régulier
’

(resp. semi-régulier) s'il admet un développement asymptotique :

P~ 2 Py (x,8)

@©
resp. p~ Z
: j:O

pm—j/2 (x,§)

ou les pm_j/z(x,g) sont homogénes de degré m-j/2.

Définition 2.1.3

On dit qu'un opérateur pseudodifférentiel semi-régulier P

de degré m s'annule a 1'ordre k sur £ si p (x,E) s'annule a

m-j/2
1'ordre k-j sur L pour jSk.

I1 est facile de voir que de tels opérateurs sont dans OPSm’k(O,Z),
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On utilisera la propriété suivante :

Si k est négatif, un opérateur de OPSm’k(Q,Z) opére de Hiomp(n)

s-m+1/2. Kk Q).

dans Hloc

On introduit maintenant les classes d'opérateurs suivantes :

2.1.4 oc™(Q,2) = n ops™Is—23
JjeN
2.1.5 ops™“(Q,z) = N ops™J
JeN

On utilisera constamment les propriétés suivantes :

’k'

¥*
Si A ¢ 0P X™(Q,5), B ¢ ops™ X' A" € op }"(X,T)

m+m'-1/2.k'

Ao B, Bo A g OP X Q,2).

1
En particulier, si A est dans OPGGH(Q,Z) et B est dans OPS™ ’m, AB

©
et BA sont régularisants (i.e a noyau C ).

On utilisera également les résultats suivants sur les développements

asymptotiques.

Proposition 2.1.6

i) Soit ay € gm-Jsk (j=0,..,®), alors il existe a dans sm K

tel que : ¥N, a - T a, ¢ gm-N, K
j<N J

a est défini modulo un élément de S™ (Q).

. . m,k+j . . . : m, k

ii) Soit aj €S (j=0,...,®), alors il existe a dans S

m, k+N PPTI sz

tel que : ¥N, a = ¥ a. € S , a est défini modulo un élément

<N J

de s™7(Q,5).
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iii) Soit aj € gm-3/2, k-j (j=0,..,®), alors il existe a
™K el que : ¥N, a = & a. ¢ s™-N/2,k-N,

dans S
j<N J

a est défini modulo un élément de H@—k/2.

§ 2.2 : LES OPERATEURS D'HERMITE : opH" (ctl3])

On suppose maintenant que ¥ est symplectique de codimension 2vy.
Alors par un choix convenable de coordonnées canoniques, on peut suposer

que la surface L est donnée dans TﬁRn\O par

t=0
T=0

ou T™* R" 3 (x,8) = (y,t,7,7)

On désigne par Y la surface définie dans R" par t=0, T*Y\O peut alors

étre identifié a Z.
On a alors la définition suivante

Définition 2.2.1

On appelle opérateur d'hermite de degré m, tout opérateur

©
H = H'+R de Co(Y) dans C_(@R™) oi R est un opérateur a noyau c” et H'

a une représentation intégrale
H' £(x) = (20" [N h(y,t,7). £(q) ap
avec h ¢ v/ (u,z))

ot U =R" x (R™\{o}), (x,m) = (y,t,n) et I, est le cdne t = O.

‘On écrira alors que H est dans opH™.



*
Exemple 2.2.2

Soit & (y,v,t) une fonction dans C; pGRn-V x ghv-1 ;tiGRv))
’

alors h(y,t,7) (n)m+v/4 . E(y’T%T’ tlnll/z) définit le symbole

d'un opérateur dans opH™.

Soit H un opérateur d'hermite défini par une fonction h

dans gm+v/4 (U,El), le symbole c®(H) est la classe de h modulo

gm+v/4-1/2 (U,EI) et le symbole complet de H, o(H), est la classe

de h modulo S—m(U).

On dira que H est semi-régulier d'ordre m si h(y,t,q)

admet un développement asymptotique du type suivant

2.2.3 h(y,t,n) ~ z hm_j/2(y,t,n)
j=o0
N p+v/4 AP PP
ou hp(y,t,n) est dans X (U,Zl) et a la propriété d'homogénéité
suivante
-1/2 P +
2.2.4 hp(y,l t,Ag) = A hp(y,t,n), pour A ¢ R".

On définit de maniére analogue un opérateur d'hermite régulier d'ordre m.

On dira qu'un opérateur d'hermite est pair (resp. impair) si son

symbole complet est pair modulo S_QD (resp. impair).

Tout opérateur d'Hermite admet une décomposition en partie pajre

et impaire.
On utilisera les propriétés suivantes des opérateurs d'Hermite
Soit H un opérateur d'hermite de degré m, Q un opérateur

pseudo-différentiel de degré m' sur Y, alors H' = Ho Q est un opérateur
d'hermite de degré m+m', et on a o’(H') = ¢°(H) - ¢°(Q).

s . -1 \ .
#* On désigne par §) la sphere unite dans RP.

21



Cette opération conserve la parité et la régularité, i.e.

Si H est pair (resp. impair), HQ est pair (resp. impair). Si H est
‘semi-régulier (resp. régulier), Q est semi-régulier (resp. régulier),

HQ est semi-régulier (resp. régulier).

Enfin on désignera par Hy N 1'opérateur de @ dans L2@®) (ou :9 ®”))

’

défini par : .

Hy’,ﬂ .z = h(y,qn,t) . 2 , z¢ @.

m*

§2.3 : LES OPERATEURS D'HERMITE ADJOINTS : OPH

*
On définit OPH" , comme la classe des opérateurs H' de C:GR")

dans € (Y) de la forme

*
ou H est 1'adjoint d'un opérateur d'Hermite H de opH™ proprement

. ©
supporté et R est un opérateur a noyau C .

Une fonction d'hermite h dans Km+V/4 définit un opérateur d'hermite

adjoint par la formule
2.3.2 (w* . f) (y) = (2™ jtjnely'ﬂ h(y,t,m) . £(t,n) dt dn

On appelera symbole de H', le symbole de H ; on étend ainsi toutes les

notions de symbole principal, régularité, parité.

Soient H et H' deux opérateurs d'hermite de degré m, m' proprement

'
supportés, alors H¥o H' est dans OPST 0(Y), Ho H'* est dans OBX™™™ (Q,%),
’

si H et H' sont semi-réguliers (resp. régulier) H¥o H' est semi-

régulier (resp. régulier). On a :

2.3.3 o® (H%H') = [o®(H) . o®(H') at



Si H et H' sont de parités différentes, H¥o H' est régularisant.

*
Enfin, si H' est dans opH™  de symbole h, on désignera par H'

YsM

1'opérateur de L2 dans € défini pour f(t) dans L2 par :

H! 11.f = [hly,t,n) £(t) at.

Y,

§ 2.4 : LA CLASSE s’"’k(o,Z) DANS LE CAS SYMPLECTIQUE

Lorsque £ est défini dans T¥* m"\o par t=7=0, les symboles

de Sm’k(Q,E) vérifient les relations suivantes (traduction en coor-

données locales de la définition 2.1.1) (au voisinage de t=7=0).

X aP 3y a®
2.4.1 |— . — . = . aly,n,t,7)| <
ay®  apP  atY 370 " ~
14l 15|
-|g]-]s] |7 1 k- v -]
< aelghmlel=lel e b 1y
’ . |n[ |n|1

On désigne par Sk GR2V) 1'espace des symboles a sur.lR2v vérifiagt.i

glob
)
3y “Ivl-
2.4.2 __Y . ig- a(t,T)l < (1+It|+|7l)k Iyl |6|
dt dt -~
Un symbole de SZlob GRZV) définit un opérateur sur tgGRv) qu'on
notera a(t,Dt). Un opérateur régularisant (i.e dans OPS;:ob ®”))

LS
est un opérateur qui envoie ty - .

sk

lob(ZJsz) la classe des fonctions C définie par

On désigne par Sg

les inégalités 2.4.1 mais ou t et 7 parcourtﬁmzv. Pour (y,n) fixés,

k
glob

(£,R”) pour mentionner la dépendance en (y,n).

ce symbole définit un opérateur dans OP S (R”), on notera alors la

m, Kk
classe OPS lob

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier s'annulant a

1'ordre k sur Z.

23
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Son symbole admet un développement asymptotique

©
2.4.3 a(y,n,t,7) ~ jgo A j/2 (y,7m,t,7)
. . o m-k/2 ., .. .
Ilest introduit dans [3] l'opérateur A défini par son symbole :
z
2.4.4 o K/2 (y,m,t,7) =
k
(a) B _a
=z a . (y,1,0,0) tP.7
. . “m-3j/2(B) YT
j=o lal+Iplawg mo3/2(P
Am—k/2 posséde la propriété suivante
z
2.4.5 A-A""W2  ops™krl (g 5y
z
am-k/2 (y,n,t,7) est dans Sgigb (ZJsz) et posséde la propriété

’

d'homogénéité suivante

am—k/2 -1/2t, X1/21) - xm—k/2 am—k/2

2.4.6 (y,ln,l (yyn’tyf)

212 m, k 2v . csaz . N
Un élément de Sglob (Z;R™") possédant cette propriété est dit homogéne.

,k

lob(ZJRv) (mais on

On notera Am_k/2
Z(y,n)

1'opérateur associé dans OPS:
ommettra (y,n) lorsqu'aucune confusion ne sera possible).

On va écrire A comme une somme asymptotique de termes homogénes dans

ops™¥*3(q5), somme qui sera définie modulo OPS™®(Q,Z) (cf Prop 2.1.6).

On utilise un développement de Taylor de 2.4.3 en t=0, 7=0

(y,m,t,7) ~ & £ L () p
a sy by ~ — .
. j=o a,p a!p! m-j/2(p) (¥)1,0,00 ¢

a
T



qu'on réordonne sous .la forme

a(y’n,tyf) ~ §
i=o I

am-k/2-1/2

(Y:nyta7)

. k+i (a)
m-k/2-i/2 1 Pro
avec a (y,m,t,7)=Z —_a_ . (y, ,0 O) tht
T 1 j=o |a +i5i=k+i-j atpr M-3/2(B) i

I1 est facile de voir que am-k/2—1/2

m k+1(2

glob JR

On notera

A~ 5 gm-k/2-i/2
izo I

(y,m,t,7) est homogéne dans

dans OPSm’k(Q,Z)

modulo OPS™

L'image de A dans g OPSm k+1(EJR ) est la somme formelle
i=o
8 am—k/2—i/2(y,n’t’Dt) . R amK/2-i/2
i=o Z i=o Z,(y,n)

Réciproquement, considérant une fami

1le A'(i=o0,..,®) dans opsglk;‘(zgm ),

on peut associer a TA' un opérateur A dans OPSm’k(Q,Z) unique modulo

OPSm’m(O,Z). On dira que A est d'ordre m-k/2.

*
Définition 2.4.7

Un opérateur A dans ops™

admet un développement :

(Q,Z) sera dit semi-homogéne s'il

(mod ops™ ™)

25
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ou les Ai sont les images inverses dans OPSm’k+l(Q,2) d'éléments

de OPS:iggl(ZJRv) a symboles homogénes (cf. 2.4.6).

Par exemple un opérateur semi-régulier est semi-homogeéne.

3
Définition 2.4.8

Un opérateur A dans OPSm’k(O,Z) sera dit homogéne s'il

admet un développement :
© mCD
A~ % Ai (mod. OPS™’ )

ou les A, sont les images inverses dans OPSm’k+21(Q,2) d'éléments

m, k+2i

de OPSglob (£,RY) & symboles homogénes (cf. 2.4.6)

; Un opérateur régulier n'est pas homogéne mais seulement
semi-homogéne.

Nous pouvons encore définir une notion de parité : On

dira que A dans OPSm’k(Q,Z) conserve la parité (resp. inverse la

parité) si tous les Am—k/2—1/2

respectent la parité (resp. l'inversent)
Z(y,n)

en tant qu'opérateurs sur :PGRV).

On a la propriété suivante

m,k+21i N

* . Un élément de OPSglob (E,R”) & symbole homogéne (2.4.6)

est homogéne au sens de la définition 2.4.8 de sorte que la coexistence

de ces définitions n'est pas genante.
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k+i

5 est

Si A est régulier, les Am_k/2_1/2
z

respectent la parité si

. . . k+i . .
air, 1'inversent si est impair.
| s P

On peut alors écrire

: . s : m,®
A ~ A pair + A impair (mod. OPS™’ (Q,X))
ou ' " A pair ~ g Am-k/2-1
izo I

si k est pair
A impair ~ g am-k/2-1/2-i

izo I

A pair et A impair sont homogénes

A pair ~ bo Am-k/2-1/2—1
i=o z

si k est impair.

A impair ~ b Am—k/2-1

i=o z

] 1
Soient A (resp. B) un opérateur dans OPSm’k(Q,Z) (resp. ops™ 'k (Q,2)),

' ]
alors Ao B est dans ops™ " Kk .

Si A et B sont semi-homogénes, A°B est semi-homogéne. Soient A

Z(y,n)

m,k

(resp. B ) 1'image de A (resp. B) dans T OPSglob (z,R%)

Z(y,n)

(resp. T OPSE;AE'(ZJRV)).

On désigne la loi de composition des opérateurs dans tyﬂRv) par #.

On a alors la formule suivante

ilal [ 4 0
2.4.9 o(AoB)~Z-a-,—c — A # — B
a O M® Tuy,m T Ty,

modulo Sm’m.
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3% ; tg v a
( A ) est 1l'opérateur dans J(R') dont le symbole est =
M* Ly ot
a
qu'on peut noter encore a'a(y’n’t’Dt)'
o

§ 2.5 : COMPOSITION DE OPSm’k(QL§) ET DES OPERATEURS D'HERMITE

On considére des éléments de OPSm’k(Q,Z) qui sont semi-

homogénes.

On a vu que

A - Ngl Am_k/z-i/z

izo I

¢ OPSm’k+NA

' L.
Si A est dans OPH™ , AH est dans opH™™ ~K/2 ¢

(am) = A™K/2 | 5o
Sk
3* 3* *
GO(H A) = OO(A H) = (Am_k/2 ) GO(H)
aés £(y,7)

Le symbole complet h' de H'=AH s'obtient par le développement asymp-

totique suivant :

- .—|a| a . a
2.5.1 h~ § §l O am-k/2-i/2 NS
izo a a! 3% Z(y,m) dy”

ou h désigne le symbole complet de H.

Si A est semi-homogéne, H est semi-régulier, AH est semi-régulier et

h' admet le développement suivant

@
h' ~ £ h

iz mem? —k/2-j/2 Y5 t5M)

a(y,n,t,?



i"“] d° Am-k/2-i/2( 3%

Pt -k/2-3/2 = @ "2y, - B _py2 (st

a,i,p a! 97

i+p

-§—+|a|=j/2

Remarquons que si A-B est dans OPSm’w, (A-B)H est régularisant, ce

qui justifie le formalisme ci-dessus.

* .
On a des formules analogues pour H A (passer a l'adjoint).
Faisons enfin quelques remarques évidentes sur la parité

Si H est pair et A conserve la parité, AH est pair.

Si H est impair et A conserve la parité, AH est impair.

§ 2.6 : UN PREMIER CRITERE D'HYPOELLIPTICITE (f10] 3D

Proposition 2.6.1

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier
d'ordre m s'annulant a 1l'ordre k sur £ symplectique. On suppose que
le symbole principal de A s'annule a 1'ordre k exactement sur I,

alors A est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées si et seulement

si pour tout (y,7) dans Z, Am-k/2 a son noyau dans TghRV) réduit a
Z(y,n)

zéro.

-

Ce théoréme est bien connu [10], mais nous esquissons une démonstration

dans le cadre introduit ci-dessus.

on sait [3] [4] que si A s'annule exactement a l'ordre k sur £, il

existe Q; dans ops™™ 7K te1 que

Q.A = I+R, o R, € ops~1/2,-1

. @,2)

29
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wtilisant la série £(-1)7 Rg (cf Prop 2.1.6), on en déduit 1l'exis-

tence de 02 tel que

R o
= L )
Q,-A = I+R, ot R, € 0 (Q,z
Par ailleurs,on peut montrer que si Am_k/2 est injectif dans ‘SERV),
z (y,n)
il admet un inverse a gauche B dans la classe OPS_m’_k(ZJRV)

=(y,m glob

(ceci sera détaillé dans un cadre plus général au §3, mais résulte

essentiellement du travail de [10])

B définit alors un opérateur B dans OPS—m’_k(Q,Z) tel que
Z(y,n)
Bo A" %2 _ L.r_ o R, ¢ ops™1:00,1)
3 3

z

On utilise ici (2.4.9).
/ -

Par ailleurs B.(A-A""%"2) _ R, o& R, est dans 0ps®' ! car A-aA™K/2 gy

z z
dans OPSm’k+1.
On en déduit donc que

o,1
B.A = I+R5 avec R5 dans OPS ™’

Utilisant la série £(-1)J Ry (cf Prop 2.1.6), on en déduit 1'existence

1
m, -k

de Q dans oPS” tel que

- . 0’“’
Q3.A = I+R6 avec R6 dans OPS

Alors (-RG.Q2+03) est une parametrixe pour A, ce qui démontre la

proposition.
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"
§ 3 :RAPPELS ET COMPLEMENT SUR LA METHODE DE J.SJOSTRAND

Nous reprenons la méthode de J.SjBstrand, mais en utilisant
notre formalisme. Dans tout le §, A est un opérateur pseudodifférentiel

semi-régulier d'ordre m s'annulant a l'ordre k sur & symplectique.

§ 3.1 : ETUDE D'UN SYSTEME - SECOND CRITERE.D'HYPOELLIPTICITE

On veut maintenant traiter le cas ou Am-k/2 n'est pas
Z(y,n)

injectif dans :5hRV) en un point (% ,no).

Suivant [10], on introduit le systéme suivant :

m-k/2

Soient R™J (j=1,..,p) des opérateurs d'hermites dans OPH de

symbole hd homogénes , r*J (j=1,..,q) des opérateurs d'hermite adjoints

e ~7 N . .
dans OPH " k/2 de symbole hd homogene et on considere le systeme
m-k/2 -
m-k/2 R
/ - Az(y,n) Y1
(y,n) Rt °
pAA|

qui opére de t?GRv) x @P dans :Sth) x .

N P P
Ici pour z dans €® : RO .z = £ RJ .z, = =

J .
h(y,n,t) 2,
y’n J j=1 J

pour u dans ESGRV), R" u| =R .u-= Iﬁj(y,t,n) u (t) at
Ysn j y

pour j=1,..,q.
I1 lui correspond un systéme d'opérateurs pseudodifférentiels opérant
de C(R™) x (€T (P dans ¢(RM x c”(1Y, défini par la matrice :

A R
= . o : (u,ul,..,up) - (f,vl,..,vq)



i R™( ) g rR™J
ou R (u,,..,u = u,
1 P j=1 h]
(R+u)j =vy = R Ju j=1,..,q

On a alors la proposition suivante

Proposition 3.1.1

m-k/2
On suppose que ¥om est bijectif detthV)VGp danstgGRV)qu

’

alorsé§kadmet une parametrixe bilatére au sens suivant

- - - q - ¥*_ P
i1 existe E ¢ ops™™ K E* ¢ (opn"™¥/2)" g~ ¢ (opH ~™K/2y
+ + +
= - - -m+k/2 X .
E- = (E )ij avec Eij € OPSI’0 (Y) tels que, si on pose :

£ . d%a cfk E = 1

ou R est régularisant au sens suivant

11 P2 - o
R = » RygrRoq s Moy SONL a noyau C et %, € OPS .

Ra1  Ro2

m-k/2
Bien entendu, on peut '"microlocaliser'" cette proposition si <;ty 1
’

est bijectif pour (y,n) dans un voisinage de (x),TL).

Une telle parametrixe permet de démontrer des résultats d'hypoellip-
ticité comme le montre la proposition suivante, qui est l'analogue’

de la proposition 2.6.1.
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Proposition 3.1.2 [10]

Sous les hypothéses précédentes :

i) le systéme éﬁb admet une parametrixe bilatére Ei au sens habituel

(i.e Ry, est a noyau c).

ii) A est hypoelliptique avec perte de k/2 + t dérivées si et seulement-

+
si E” est hypoelliptique avec perte de t dérivées.

Remarque 3.1.3

+ #*
oL X . . m-k/2+t
Si E admet une parametrixe a gauche dans 0PSI/2,1/2 (Y),
. . -m+k/2+t
A admet une parametrixe a gauche dans 01’51/2’1/2 Q).

Remarque 3.1.4

Comme il est remarqué dans [10], on a des résultats analogues

pour la résolubilité locale, la propagation. des singularités.

Démonstration de la proposition 3.1.2

B

Par la proposition 3.1.1, on sait qu'il existe E,tel que

A

0 (V]

()

@©
(modulo des opérateurs a noyau C ) ou ®,, est dans ops®’

Par ailleurs,il existe (cf Démonstration de la proposition 2.6.1)

Q dans 0PS™™ ¥ te1 que :

Q.A = I+9‘1 avec R, dans oric°

+

* chaque terme de la .matrice E- est dans OPSm'-k/2+t

172,172



On en déduit

Ryq QA= Ry

car mll ml =0

On vérifie alors aisément que :

(E-g,,Q) E A R
E=  E /\r" 0
car mllQ.R = 0.
On a ainsi démontré l'existence d'un parametrixe a gauche ; On

. .
démontre de meéme l'existence d'une parametrixe a droite. Ceci termine

la démonstration du point i).

On pose E = E-mllQ ;La démonstration du point ii) est faite dans [10],

rappelons la briévement :

La suffisance résulte des deux identités suivantes :

3.1.5 E.A + E'R" = 1
+
3.1.6 E".A + E'R" =0
EAu ¢ Hs+m—k/2(n)
s loc
Au ¢ H Q) =
loc k/2v p
- s+m-
E Au ¢ (Hloc (Y)
o s k/2
On en déduit que E- R'u ¢ ("1;:— (ya p

"
d'ol par l'hypoellipticité de E~

loc

R'u € (HS't (Yﬁ~q



s+m-k/2-t

loc (Q) (t est positif).

Retournant a 3.1.5 on en déduit que u ¢ H

La nécessité résulte des deux identités suivantes :

Démonstration de la proposition 3.1.1

La démonstration de 3.1.1 est faite dans [10] en utilisant
le formalisme des opérateurs pseudodifférentiels a valeurs vectorielles,
nous la transcrivons dans notre formalisme.
On a le lemme suivant

Lemme 3.1.7

Sous les hypothédses de la proposition 3.1.1, il existe E

o(y,n)
dans OPS_T;gk(z;R ), E; dans (OEK—m+k/2)q E dans (OPX*~ m+k/2)p’
+
- .
Eo(y m dans (S m+k/2(Y))pq homogenes tels que si l'on pose
,

N
Estr,m Boty,m)
Cam | r

Eoty,m) Foly,m)

—k/2 k/2 E
E-o(y,n) (%y y,n) # o(y,n) !

Admettons un ‘instant ce lemme et démontrons la proposition 3.1.1.

-m, -k —m+k/2)q

OPS (oPH

Soit E; 1'élément dans
#-m+k/2 -m+k/2)pq

(OPH )P (ops

# au sens de (2.4.6) pour Eo( de (2.2.4) pour E; et E;, au sens
+

habituel pour E;.

y.n)’

35
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associé a n)* alors :

€ . E% - 80.55_“"‘/2 LE L &;_k/z)

°(y’

Examinons chacun des termes :

1) Utilisant (2.4.7) et (2.5.1), on obtient :

80 'gm-k/2 = I +R!

pX
R R
ou R' = 1 12
%31 P20
avec Riq € OPS_I’O(Q,Z)
-1.P
R}, € (OPH™")
P
, *-1
Ryq € (OPH 7)

B P
Ry, € (0PST' (X))

-k/2
2) E@ (5L&£ ) = g"

i\l
Ri1 ©
ou ] =
n
Ry O
et Ry, € ops® 1 (q,x)
wy € (opH*1/2)?

Par conséquent

80451= I+



Wi
avec R"' =

" g

- p *_ P _ 2
Ryy € 0ps°’, mm ¢ (oPH 1/2)% %y} € (oPH 1/2)% Ry, € (OPS 1/2yp
Il existe m(IV) dans la m&me classe que R"' tel que :
_ P
ops®:N (opn~N/2)

(I+m(IV)) ) (_1)j m",j ¢

2
#*_ -
j<N (opH’ N2 (ops™N/2)P

pour tout N ce qui démontre la proposition 3.3.1 on prend
€= ™) €

Démonstration du lemme 3.1.7

m-k/2 8o
Par hypothése dft admet un inverse . Vu les
P (y,m) (y,m)

propriétés d'homogénéité en 7 du probléme, il suffit en fait d'étudier

le cas ou |n|=1, et on doit alors montrer que :

© -k v
o(y,n) €c (Z,OPSglobﬂR )

+ ® v q
By, € (€ (g,t?an )

© p
(- cc® @, Fm¥))

*
o(y,n))
Eo(y,n)'e c ()

Pour £ dans N, soit B‘GRV), 1'espace des {ue¢ L2GRV) H taDE u g LZGRv)

pour |a|+|p| s £].

+
Eo(y,'n) Eo(y,'n)

Pour (y,q) fixé . € £12®”) x ¢ ; BX@®Y) x c?)

By, Eoly,m)

37
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et il est facile de montrer que (3.1.8)
E;(y’ﬂ) € Cm(Z 5 £(L20Rv)x¢q f B*RY)xaP)
On va montrer que pout tout £ € IN :
(3.1.9) Eo(y’n) cc”@ ; tB*®Hxa? ; BE®Y)xaP))
ce qui montrera que :
Boty,m) cm(z,t9omvk) - ¢, FYw¥)

+

E] N9 - c°°<z,:5’<mm

B : @, @) - @)P

+

E] : «c”@EN® - NP

Pour montrer que (3.1.9) se déduit de (3.1.8), on utilise l'identité :

m-k/2 m-k/2

. = . =1
E;o(y,n) 2(y,1) Z(y,m) E:()(y,'q)

et celles qu'on déduit en- commutant avec t, et D par exemple

t H
m-k/2 m-k/27]

] e [

(o]

m-k/2 m-k/2
[Dt,Eo:lé%' +80 Dt,(& =0
z z



Par conséquent

Eo(y T‘)est continu de Cm(Z,\g(]Rv))me(Z)q dans

(3.1.10)
@, Wm))xc® ()P,

. w -k
N . . 5 v .
Par ailleurs il existe Y1 (cf [3])dans C (Z,OPSglobGR ) tel que :

m-k/2 _
AL By T TRyog

ot Ry e, 3 ®) - @, Te*)
s
B 0
On en déduit 1'éxistence de T ¥om tel que :
y’n 0 0
m-k/2
. %’ = I+~
Eﬁ;E(y,n) RAL By

o (3.1.11) F ™, T ®NxT@ T - @, P®") ()P

on dira que a(y "est régularisant.

1)
On en déduit :

~

m-k/2
€ %y,

, @ ) -

Z(y,'ﬂ) i

SH’Jr',T] - Eo(y,'n) = gb()’,'n)g'(‘y,n)

On déduit de (3.1.10) et (3.1.11) que EZ

O(y,ﬂ) m(y’n) est régularisant

c'est a dire
(3.1.12)

Sty Fiy,p ¢ CEFE) x @ - e dm) « @
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Les propriétés de E;(y 1) se déduisent alors des propriétés connues .
b .

de T et E; R-

Ceci termine la démonstration du lemme 3.1.7 et de la proposition 3.1.1.

§ 3.2 : PARITE ET REGULARITE

Au § 3.1, on a montré comment 1'existence de fonctions
d'hermite h._, Kj’ permettant de construire un systéme inversible, rame-
nait 1'étude de 1'hypoellipticité a celle d'un opérateur dont le

symbole est une fonction sur .

On suppose dans ce § que 1'opérateur A est régulier de sorte

m-k/2 .
que, comme il a été remarqué au § 2.4, A conserve ou inverse

z(y,n)

la parité des fonctions de tgGR?) selon la parité de k.

On va montrer ici comment le choix (s'il est possible) de

" fonctions d'hermites hj’ h. d'une parité déterminée, se répercute sur
+

la régularité de l'opérateur E™.

Auparavant, remarquons qu'il découle de la démonstration de

la proposition 3.1.1 la remarque suivante

Remarque 3.2.1

+ +
Le symbole principal de (E )ij est (Eo)ij modulo

-m+k/2-1/2

(s

(Y)), i=1,..,q, j=1,..,p.

On va démontrer la proposition suivante

|Proposition 3.2.2

On suppose que A dans OPSm’k(O,E) est régulier et que les

fonctions d'Hermite homogénes hj , Kj données ont la propriété suivante :



Si 4 désigne le nombre 1 ou 2 ,

hj(y,n,t) = (-1)‘ hj(y,n,-t) j=1,..,p

Kj(y’n’t) = ('1)£+k h

hj(y’ny't)9 i=1,..,q

¥
Alors E” est régulier, en particulier son symbole principal est égal

-m+k/2

N
a (E;(y,'q))i:j modulo (S (Y)), i=1,..,p ; j=1,..,q.

Démonstration de la proposition 3.2.2

On démontre la proposition dans le cas ou k et £ sont pairs,
et, ce qui ne diminue en rien la généralité,m=k/2. Les autres cas se

traiteraient de la méme maniére.

On sait donc que les symboles de R" et R™ sont pairs, homogé-

o f 4z .
nes et que A° conserve la parité. On a alors le lemme suivant

Lemme 3.2.3

Sous les hypothéses précédentes, les symboles de E;'et E; sont pairs

et E?y ) conserve la parité.
i

On décompose (??GRV)XCP) (resp. Egtmv)xcq) de la maniére suivante

.

Fw Py 5 0,20 = EELUEY Ly 6 b ulot) o

cltest a dire

p i . .
\?Gﬂv)xc - (tyaﬁv)palres v ¢P) @ (tg(mv)lmpalresxo)

(resp 8(]Rv)x(llq = (g(mv)paires x ¢%) @ (g(mv)impairesxo))

o
Le systémeéﬂ%y 7 respecte la décomposition ; on en déduit que E;

’

la respecte aussi, ce qui démontre le lemme.

4
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I1 nous faut maintenant suivre pas a pas la construction m;Eé partir

de E;, telle qu'elle est esquissée au § 3.1.

On a

Eoty,m) *&w,m =1
o  ~-1/2,imp ~-1,pair
Ap ~ Ag + Ay M

x-1/2,imp _

ou AZ

Convention

A partir de maintenant, on utilise des décompositions ou

les éléments de OPSm’k

sont homogénes au sens de la définition 2.4.8,
les hermites et leurs adjoints sont réguliers, de me&me que les

opérateurs pseudodifférentiels sur Y.

On a réalisé ci-dessus une telle décomposition, la notation

~-1/2,imp

A

(i.e m-k/2 pour un élément dans OPSm’k) et qui inverse la parité.
,pair

signifie que A. est un opérateur homogéne d'ordre -1/2
g P g ‘

. o ., ,0
Avec ces notations, AZ sera note AZ

,pair

De meme R° désigne un opérateur d'Hermite régulier d'ordre O

+0
et pair, E; signifie qu“on a un opérateur pseudodifférentiel régulier

d'ordre O.

Remarque

Les opérateurs homogénes ont la propriété de conserver par

composition la régularité des opérateurs d'Hermite.
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On considére
Eoty,m #‘&E(y,’q) = 'I+80(y,'n) #(ﬁz'ﬁ)(y,n) = R(y,m

R11 P12 . L e
m(y ﬂ) = posséde (en particulier) la propriété suivante :
’

R21  Rag

o,pair m—1/2,impair

R1 ™ R * R
_ o0,pair ~-1/2,impair
B2~ Ry 2 * Rya
_ ,0,pair -1/2,impair
Ra1 ~ Ry Ray
~ (o]
Raa ~ Rop

On dira que les matrices ) possédant cette propriété vérifient la

propriété (C).

éé(y 0’ Eo(y 7 vérifient la propriété (C)
’ ’
Remarquons le lien entre 1l'ordre de l'obérateur (modulo 1) et la

parité. La démonstration de la proposition 3.2.2 se déduit alors

du lemme suivant
Lemme 3.2.4

La classe des matrices ; vérifiant la propriété (C) est

stable, par composition (4), par dérivation par rapport a y ou n de

son symbole.

Le deuxiéme point est évident, montrons le premier point :

Soit ) et R' vérifiant la condition (¢), on va montrer
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que R" = ®# %' vérifie la condition (@).

(a) Ry = Ry tRY R pHRY,
() 9"1'-; = Ry #R] R RS
(c) Ry = Rpy#R]g*RoptRY,
(@5. Ryy = Ry ]+ Roof RSy

d'ou par exemple pour (a)

RT1 - (m:ipair # Rig,pair . m;i/2,impair + m{;1/2,impair
. m:épair # mé:,paix‘- R fR;é/2,impair # méil/z,impair)
. kmfipair # miii/2,impair . m;}/2,impair # mi;,pair
. mfépair#méil/z,impair+mi£1/2,impair#mig,pair)
_ m"o,pair . y”—1/2,impair‘

.

On utilise alors les propriétés suivantes :

1) Le composé de deux opérateurs homogénes est homogéne (cf Déf. 2.4.8)
2) Les ordres des opérateurs s'ajoutent par composition.

3). Le composé d'un opérateur '"pair'" et d'un opérateur "impair" est
impair.

4) Si H et H' sont des opérateurs d'hermites réguliers, alors

si H et H' ont méme parité, He H'* est un opérateur homogéne et

(Ho H'*)y M

conserve la parité.
, .

Si H et H' ont des parités opposées, Ho H'¥ est un opérateur homogéne

et (Ho H'¥) inverse la parité.
: y.N



5) Si H et H' sont des opérateurs d'hermites réguliers, H'¥o H est
un opérateur pseudodifférentiel régulier sur Y.

Si H et H' ont des parités différentes H'¥o H est régularisant.

~ Le lemme étant admis, la proposition 3.2.2 est trés simple ;
il suffit de constater que toutes les opérations faites dans la
démonstration de la proposition 3.1.1 pour passer de E%y’n) a E;sg
font dans les classes vérifiant la propriété+(C) ; par conséquept,

Eivérifie la propriété (C), en particulier E- est régulier.

§ 3.3 : ETUDE D'UN CAS PLUS GENERAL

On peut par les memes méthodes qu'au § 3.2 démontrer la

proposition suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3.3.1

On suppose que A dans OPSm’k(O,Z) est régulier et que les

fonctions d'hermite homogénes hj’ Kj données ont la pfopriété suivante :
Soit p' un entier compris entre O et p, q' un entier compris entre
0O et q, on a :
hj(y,n,t) = hj(y,n,-t) pour 1<jSp'
hj(anrt) = _hj(Yy'ny_t) pour p'<j<p
Y k& <jsSq!
hj(y,n,t) = (-1) hj(y,n,-t) pour 15jsq
~ k+1l ~ 1o
hj(y,n,t) = (-1) hj(y,n,—t) pour q'<jSq

+
Alors E_(y,n) a la forme suivante

: \
. Eir B2\ 7 @
E (y,n) = + + ;
Bar Bap [ P-P!
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+
ou ¥ E;j € (S—m+k/2(Y)) si i=j

+

E;jAE (S-m+k/2-1/2(Y)) si i A j

+
et les E;j sont séparément réguliers.

§ 4 : CONSTRUCTION EXPLICITE DES SYSTEMES - DEMONSTRATION DES THEOREMES

"
§ 4.1 : LE CAS GENERAL : CONSTRUCTION DE J. SJOSTRAND (cf [10])

m-k/2

On suppose que As (yo,no,t,Dt) n'est pas inversible

dans :yGRV) au point (yo,no).

Soit q la dimension du noyau de AZ’ p la dimension du conoyau.

Soit h,(t j =1,..,q) une base orthogonale du noyau de
j ) (j PR | g y Az(yo’no)’

*
h.(t) (j.=1,..,p) une base orthogonale du noyau de
J( J y++sP) 1 8 y AZ(YO’%)'

Convenablement ﬁrolongés par homogénéité, ils définissent des symboles

d'hermite et on peut considérer le systéme associé

m-k/2 +

AZ(y,m_ Ry,n
R™ 0
Yo

dont on vérifie aisément qu'il est inversible en (yo,no).

I1 existe donc un voisinage conique I' de (yo,no) dans lequel les
hypoﬁhéses de la proposition 3.1.1 sont vérifiées. On en déduit alors
des résultats d'Hypoellipticité.

-k/2

Si A est régulier , Ag respecte (ou inverse selon la parité de k)

. z z | * -
la parité. On peut alors décomposer le noyau (resp. le noyau de AZT k/2)

* c'est a4 dire chaque élément de la matrice est dans S-M+k/2(Yy),



en partie paire et impaire. Les hypothéses de la proposition 3.3.1
sont alors vérifiées. Sous des hypothéses plus restrictives, et dans
le cas k=2, on fera une étude plus précise, permettant de donner un

calcul explicite de E;(y,n). Ceci fera l'objet des § suivants.

§ 4.2 : DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2

On suppose que k=2, m=1 et on reprend les notations du § 1,

c'est a dire que P = A.

. 0P +DP \
U e R
‘0 taDE+Dgta
On pose L(y7n) (t,Dt) Tl aaB(y,ﬂ) (———1r———4

et on sait (cf [10])que aoo(y,n) = p;(y,n) ou pé(y,n) désigne le
symbole sous principal. On sait que Ag(y,n,t,Dt) est d'indice O

(de B20RV) dans LZGRV)) et qu'il est inversible si et seulement si

v

pé_l(y,n) + 3§1 (2aj+1) xj(y,n) £ 0, Vaj €N

On suppose qu'en un point (yo,no), il existe « e:w” tel que :

N .
(4.2.1) p&_l(yo,no) + Z (2a5+1) xj(yo,nob =0
j=1

et on fait 1'hypothése suivante sur les valeurs propres Xj(yo,no).

Au point (yo,no\ les valeurs propres Xj sont indépendantes

sur Z, c'est a dire :

v
%1 a; Ai = 0, ai €z = o, = o, i=1,..,\.)

i
Ceci implique en particulier que les valeurs propres sont distinctes
on a alors le théoréme suivant.(L'hypothése (H1) assure que (4.2.1)

n'est satisfaite que pour un a au plus).

47
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Théoréme 4.2.1

Soit P vérifiant les hypothéses du § 1 ; on suppose gu'en

un point p_ de I, il existe aeNk tel que :
P o ) ‘

) v
pr_1(P) + 3}51 (2aj+1) xj () =0

et que 1'hypothése est vérifiée.

v .
Soit P (P) = p! 1 (p) + ;1?1 (2aj+1) xj(p).

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage du point po avec

perte de 3/2 dérivées si et seulement si

1 (~ ~ .
'i-{Pm—l , pm—l}z < 0 au point Po.

Remarque 4.2.2

Lorsque v = 1, 1'hypothése [H1] est automatiquement vérifiée.

On en déduit le théoréme 1.2.

Démonstration du théoréme 4.2.1

I1 résulte des propositions 3.1.1, 3.1.2 et 3.2.2 qu'il

suffit de montrer les points suivants :

1) Construire R++et R~ avec des propriétés de parité convenables.

2) Montrer que E;(y,n) = q(y,n) - ;m_l(y,n) ou q(y,_'n) est un symbole

'

elliptique. Le théoréme résultera alors d'un théoréme classique
sur les opérateurs sous-elliptiques pour E .

+

. - b
Construction de R R et calcul de E ™ ( )
y,n’ 'y, ————o ¥

Vu les propriétés d'homogénéité du probléme, on construit

hj(y,n,t), Tf\].(y,‘n,t) pour I’n|=1. La condition H1 assure que :

. o . o¥*
dim ker Az(%’,no)(t,Dt) = dim ker Az(yomo)(t,Dt) =1.



Par conséquent, on prend p=q=1.

11 exiéte([lo])ﬁ(y ) (t) (resp. h(y )(t) dans t?(]Rv) tel que :

oMo o’To

A° .ﬁ( )
YorMg Vo1 Mo

[
-

=0 |!’E

(rg M) (Ol 2gvy =

A° Y
yo!no (yorno) =0 ”ll(yo’no) (t)“Lz(]RV) =1
de plus (4.2.3) h (-t) = (-1)""l ® (t)
( o’ o) (yo’no)
(4.2.4) k lal
(y,om,) (-t) = (-1) By ) (t)
o o

ou a est 1'élément de N* intervenant dans les hypothéses du théoreé-
me 4.2.1.

I1 est facile de prolonger T et h s s
Yor Mo (yo,'ﬂo) au voisinage de (yo,'r]o)

de telle sorte que :

o

(4.2.5) Sy, hy’n(t) = aly,m).hy (¢

~ 0y la| ~
hy’n( t) = (-1) hy’n(t)

a(y,n) = 'f;m_l()’y'ﬂ)

© 8 v
hy,n(t) € ¢ (Z,J9(R"))

o *

(4.2.6) (t) = E( (t)

2(y,n)'hy,n Y, hy,n

_ lal
hy,n(-t) = (-1) hy,n(t)

*® v
hy p(8) € € @, ¥m")
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o -
R
. . AE(y,n) ¥
Il est alors facile de voir que . est inversible
R 0
Ysn
+

dans \\SGRV) en (yo,'no) ; I1 nous faut calculer E; (y,n) au voisinage

de (yo,no).

On considére le systéme :

o

i ) -
2y, By

+ .
YoM 0

Il est inversible et admet comme inverseg:; 1 qui est de la forme

avec
F+(y’n) =’H(y’n,(t)
F_(y,n).f = gmvf(t).i;:ﬁ dt pour f dans Sw
caleulons &\ 1y, on a :
aly,n) Fy . aly,n) F;’r'ﬂ

o 9 ,
% og, =1 +
(y,m) ° ¥m o o

et a(yo,'no) = 0 ; il existe donc un voisinage de (yo,'qo) dans lequel

+
aF aF 2
I+ est inversible dans L°® @.

o o0



On a donc

Eo F+3(-1)9 F(aF)? F,+3 F(aF) i tap"
F a3 F_(amd 5 (c0)IF_(ap)itar
j=1

Par conséquent

[+~]
E°=a = (-1 F (a3t
¥ j=1 - *

si F_ F+ # 0, on en déduira que

Eg = aly,n).aly,q)

ou q(y,n) est elliptique dans un voisinage de (yo,no) ce qui terminera

la démonstration du théoréme.

Démonstration de F~ . F* £ 0

Par définition, (FFH= [ R(1).h(1) at
- R

On se place au point (yo,no).

v
h(t) est la fonction propre associée a la valeur propre I (2a +1)A.
j=1 J J
de L° (t,D,). ! ‘
Vo1 Mo t

On désigne par iﬁ(t) les fonctions propres associées aux valeurs

v
propres I (2B.+1)A, pour B £ a.
j=1 J J ’

v
(z (2ﬁj+1)lj) étant différent de zéro, 1'espace engendré par les ﬁB(t)
j:l
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est dans 1'espace image de Lo, par conséquent, il est orthogonal
au noyau de Lo*. On a donc

IHB(t).E(t) dt = 0 VBfa

Si Iﬁ(t).ﬁ(t) dt = 0, ceci entrainerait que h(t) est orthogonale a

un espace dense de L20RV), ce qui est impossible. c.q.f.d.

§ 4.3 : GENERALISATIONS

On garde les hypothéses du § 4.2 mais on substitue a [H1]

1'hypothése plus faible suivante
[H2] w¥p € z, Ap a toutes ses valeurs propres distinctes

On suppose donc qufen un point (yo,no) de X, il existe al € N tel

que

N .
1
(yo,no) + i§1 (2a1+1) hi(yo,no) =0

'
Pn-1

.

Soit (al,..,ap)'l'ensemble des p v-tuples tels que :

v .
P11 (¥gomg) * i§1 (2ag+1) A (ygsmg) = 0 pour j=i,..,p

Pour B # a’(j=1,..,p), on a par conséquent

v .
1(yo’n0) * igl (251*1) 7ki(yo"no) £0

Pr_

La dimension du noyau de A;(y est alors p, et, 1'indice étant
o

M)

nul, la dimension du conoyau est également p.
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On classe les o) de la maniére suivante :

J
oy
4.3.1 (-1)"~ =1 pour j=1,..,p'
v
T ol
~ izt !
4.3.2 (-1) = -1  pour j=p'+l,..,p.

o o .
‘Le noyau de (et de ) admet alors une décomposition
A (y,,my) A (ygimy)

en une partie paire de dimension p' et une partie impaire de

dimension (p-p').

I1 est clair alors, comme remarqué au § 4.1, qu'on est dans les
hypothéses de la proposition 3.3.1. Nous nous proposons de cgnstruire

ici des fonctions d'hermites hj’Ej telles que le calcul de E;(y,n)
soit aisé.

On suppose lnl . Comme au § 4.2, on peut trouver p "fonctions

propres' de Az E§ N Fg N dans Cm(Z,T?GRv)) (ici_intervient 1'hy-
. ’

pothése H2 cf [10]) telles que

o =3 . ~J .
o, P T M| 3P
- i
aj = Pl_g * 121 (2ai+1) A
4.3.3
T (-t) = &Y (t) j=1,..,p'
(y,m (y,n) R
i .
i (y’n) (-t) = (y,n) (t) j=p'+1,..,p



De méme, on peut trouver p "fonctions propres'" de Ag* h1 .,hp

2% R % |
o v
dans C (2,‘3(12 )) telles. que

o i i
. h = a, h =1,..
Ay, Py, T 3 Py 3P

j L
(y,m (&) 3=tep!

h"gy 'ﬂ) (—t) =+ h

J _ - pd i
L.h(y’n) (-t) = h(y,“) (t) j=p'+1l,..,p

On a ainsi décomposé les espaces 'propres'" en deux parties orthogonales
~ i i
1'une paire et l'autre impaire, mais les Y (resp. les hY) ne consti-

tuent pas une base orthonormale (ce qui n'est pas essentiel).

On pose :
- p j

4.3.5 R z= X 2z, .h
Y7ﬂ j:l J YyT]

On désigne par R; 1 le projecteur orthogonal sur 1l'espace engendré

b
J
ar les h .
P (y,m

~

On désigne par R; le projecteur orthogonal sur 1'espace engendré

. M
s TJ

ar les h
P Y

s

Pour f dans E9C|Rv), R; 1 est défini (d'une maniére légérement différente
vy

de celle faite au § 3.1) par

+ J +J .. iéme , ~+
f)Y = R f est la c d
¥, Yo J oordonnée de Ryyﬂf sur la base
C .
des h i.e
Y:n,

(R

~ P . s
R" f= 3% (RJI £ .7
¥sM j=1 YT YN

j . . . . - *o -
R*J est bien entendu un opérateur d'hermite adjoint dans OPH °,
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I1 est clair qu'en (yo,no), le systéme
A2 y Ry
Yo1:Mo Yo Mo

R’ 0
Yo' Mo

est inversible de tS)CIRV)XGP dans t?(]R\’)x(llp.

Il est donc inversible dans un voisinage de (yo,no) ; Il existe donc

dans ce voisinage
+
E E
€° _[ Toly,m) Toly,m)

(y,m) ~ .
Foty,m Foly,n)

telle que :
oo ° ’ ;
4.3.7 “y,m #&ty,n) =£;(y,1]) * g(y,'n) =1

+
et on vérifie aisément que Eo(yo,no) =>0.

+
On cherche a calculer E;(y,n) ; on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.3.8

I1 existe deux matrices (pxp), Cm, Ql(y,n), Qz(y,n), inversi-
bles au voisinage de (yo,no) telles que :
al(y,n) 0

Q,(y,n)
0 \ap(y,n)) 2

+
E_(y,m) = Q(y,7)

v .
h] .
ou aj(y,n) =p!_r,m) + iEl(zaiu) A (r,m) Ld=1,..,p
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Démonstration du lemme

I
On va calculer E;(y,n) par approximation successive. On

a a inverser :

4.3.9 Rz + A'u =f
~ p ~i
R'u = T x, hJ
j=1 9
On peut naturellement supposer f=0 ;
On pose
z =0
o s
w =2 x' h'
o J
On a
_ o _; déf
R (z-z ) + A°(u-w ) = -Za_ x' By = fo
o o i’
(zo,wo) est une solution approchée de (4.3.9) (avec f=o0) ; On cherche

donc a itérer.
Il nous faut faire quelques remarques préliminaires :

I1 résulte de 4.3.7, 1'identité

d'ou

~ ~

(4.3.10) Ag E, (I-R7) = (I-R7) (-R” E_)(I-R7)

~

Au point (yo,ﬂo), (I-R_

) est le projecteur orthogonal sur 1'image
Yo:Mo

o
de AE(yo,no).



Or il résulte également de (4.3.7) que

+

P o -
En (yo,no) on en déduit E°(Y°’ﬂo) . Az(yo’no) = 0 car Eo(yo,no) = 9 .

o(yo,no) s'annule donc sur 1'image de A;(y et par conséquent
o

M)

(R™ E"(1-R7)) 0
o

yo’no B

On pose

On déduit de 4.3.10 que :

~

R™(2-2,) +A°((.-w1) = (-RTEZ(I-R)f, = £,

On pose K = -R'E_(I-R7)
P Y1 )
et on définit par récurrence

f = K"-Za, xt ®Y)
n J ]

n+l "n o n
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et on pose.:

. v ) Ex'EE (I-R" N 5a xtid
(4.3.11)  u=w +Z(w ,-w )=ExIR°+E (I-R )[nEOK (-Za;xih))

Mg

(4.3.12) Rz =Z R (zn+1-zn) = R (

k™) (-Za_x'HJ))
n n J J

o

Utilisant le fait que K 0, on peut trouver un voisinage

Yoo,
de (yo,no) tel que :

K

K 1
¥ <

s(L2@®"), L2 @)

De sorte que (4.3.11) et (4.3.12) ont un sens dans ce voisinage.

Enfin
. ~+ p ~J ~+ ~_ -] n P ~j
(4.3.13) R'u = £ x' BJ+R"E (I-R7) [ £ Kk™(-T a. x' )]
R o _ o 373
j=1 n=o j=1
et on cherche xi,..,x' de telle sorte que
P

~ ’p .
R'u= = x. 7%

j=t J
La matrice Mij (y,n) définie par
~ ~ *
M. .= (R"E (I-R7) [ £ K" (-a, RH 7).
ij "~ o neo j i

est nulle en (yo,ﬂo) de sorte que :
(x) = (I+M ) (x')
. ( YT

et (I+My T]) est une matrice pxp inversible ; On pose :
’

-1
Q,(y,m) = (I+My T})

’
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Déterminons maintenant (z) en fonction de (x')

On utilise (4.3.12) ;

. '
(2) = Qy,m (1, ) (x1)
, p

avec (Ql(y,n))i = (R(Z KM 3j)k
n=o0

La démonstration du lemme sera compléte si on montre que (Ql(yo’no))i

est inversible.

Or (Ql(yo,no))i est 1a k' °™ coordonnée sur la base des hk de R™.1J.

Si det (Ql(yo,no)) = 0, il existe x" tel que

(Zx" . ﬁj) =0
YoM,

R

C'est a dire qu'il existe un élément u dans le noyau de A;(yo,no)
. Vil o

qui est dans 1'image de Az(yo,no).

On compléte la base des it par des fonctions propres de A;(yo,nb), ﬁﬁ

et on a :

<u, hs =

1
o
e

n
[~

-]

<Kﬁ, hJ> =0 j:l,..,p

Ceci est contradictoire avec la dimension du noyau de Ag*(yo,no).

Du lemme 4.3.8, des propositions 3.1.2 et 3.2.2 ; on déduit le

résultat suivant.
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On fait 1'hypothése suivante

a une parité déterminée, i.e

o
[H3] Le noyau de AZ(yorno) : 2
j k
z Iaq z ia.
. ci=1 t i=t *
¥j =1,..,p, (-1) = (-1)
¥k

| Théoréme 4.3.14

Soit P vérifiant les hypothéses du § 1 ; on suppose qu'en

un point Po de Z, il existe p v-tuples a tels que

v . :
i o
Pé-l(Po) + 321 (2aj+l) lj (Po) = 0 pour i=1,..,p

On suppose que les hypothéses [H2] et EHS] sont vérifiées.

v .
. i .
Soit a, (p) = p&_l(P) + j3.3_1(2aj+1) lj(P),1=1,..,p

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage de Po avec perte

de 3/2 dérivées si et seulement si

-

4.3.15 ¥j=1,..,p ; = {aj’;;}z < 0 au point po

Ce théoréme généralise les théorémes 1.2 et 4.2.1.

- Remarque 4.3.16

Dans le cas oﬁhl'hypothése [H3] n'est pas satisfaite, il
est raisonnakle de penser que 4.3.15 reste une condition suffisante.
Elle n'est sOQrement pas néce§saire en général, car, comme, remarqué
dans la proposition 3.3.1, E n'est pas régulier et des termes
d'ordre 1/2 de moins peuvent apparaitre. Ce probléme est étudié
dans [12].
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