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Bail, Soc. aath» ïrance,
Mémoire $1-52, 1977, p. 13-61.

SUR L'HYPOELLIPTICITÉ DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES (PERTE DE 3/2 DERIVEES)

par Bernard HELFFER
(Ecole Polytechnique)

INTRODUCTION .

L'étude de 1 *hypoellipticité avec perte d'une dérivée pour
des opérateurs pseudo-différentiels à caractéristiques doubles a
connu un grand développement ces dernières années. Commencée par
J. Sjostrand [ l O J , L. Boulet de Monvel et F. Trêves [2 ] qui considé-

» °°raient le cas ou l'ensemble caractéristique était un cône C symplec-
tique S, elle fut poursuivie par L. Boutet de Monvel [3"j qui construisit
une algèbre d'opérateurs pseudo-différentiels contenant les parametrixes
des opérateurs considérés et permettant d'étudier des situations plus
générales [ 6 ] , [ 4 ] . Dans [ 9 ] enfin, L. Hormander caractérise 1'hypoel-
lipticité avec perte d'une dérivée pour des opérateurs à caractéristiques
doubles dont le symbole principal p vérifie la condition suivante :
microlocalement, il existe un angle F dans Œ d'ouverture inférieure
à ÏÏ tel que p ( x , ç ) ç F. Il est montré, dans ce cas général, que, si
la condition d'hypoellipticité avec perte d'une dérivée n'est pas
satisfaite, on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte infé-
rieure à 9/8. Dans le cas où Z est symplectique, il est montré dans
[lO] qu'on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte inférieure
à 3/2 dérivées. Nous présentons ici une étude de 1'hypoellipticité avec
perte de 3/2 dérivées, inspirée au départ par l'article de J . SjBstrand
et les discussions que nous avons eu avec lui. Nous tenons à le remer-
cier pour les conseils qu'il nous a donné. Notre présentation est
cependant différente dans la forme, car il nous a semblé bon d'utiliser
et de développer la théorie des opérateurs d'hermite introduite dans [3]
et qui donne lieu à un calcul symbolique plus agréable. Nous introdui-
sons en particulier la notion d'opérateurs d'Hermite pair ou impair
et différentes notions de "régularité" qui joueront un rôle important
dans les démonstrations.
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Cet article est relativement self contained mais nous conseil-
lons au lecteur d'avoir sous la main [ 3 ] et [lOJ en particulier pour
l'étude détaillée des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux
d'ordre 2 que nous n'avons pu expliquer en détail ici. Les principaux
résultats "explicites" sont les théorèmes 1 . 2 , 4 . 2 . 1 et 4 . 3 . 1 4 mais
d'autres résultats implicites sont donnés dans les propositions 3 . 2 . 2
et 3 . 3 . 1 .

Le plan de ce travail est le suivant :

§ 1 : Notations et présentation des principaux résultats

§ 2 : Rappels et compléments sur les classes de Boutet de Monvel

2 . 1 Les classes S"*^ ( 0 , S )
2 . 2 Les opérateurs d'Hermite
2.3 Les opérateurs d'Hermite adjoints
2.4 La classe S ' ( 0 , 2 ) dans le cas où S est symplectique

m k2. 5 Composition de OPS ? ( Û , S ) et des opérateurs d'Hermite
2 . 6 Premier critère d'hypoellipticité

§ 3 : Rappels et compléments sur la méthode de J . Sjo'strand

3 . 1 Etude d'un système. Second critère d'hypoellipticité
3.2 Parité.et "régularité".

§ 4 : Démonstration des théorèmes. La construction explicite des
systèmes.

4. 1 Le cas général : La construction de J . Sjostrand
4.2 Démonstration du théorème 1 . 2 . L'hypothèse Hl
4.3 Généralisations et conjecture.



§ 1 : ENONCE DU THEOREME. NOTATIONS ET PRESENTATION DES PRINCIPAUX
RESULTATS.

Soit ̂  une variété C paracompacte de dimension n et soit•»{•
T Q\0 le fibre cotangent privé de la section nulle.

On considère des opérateurs pseudodifférentiels P sur Q qui,
dans tout système de coordonnées locales, ont un symbole de la forme :

( 1 . 1 ) P ( X , Ç ) ~ § Prn-j^»^

où les p . ( x , Ç ) sont des symboles positivement homogènes de degré m - j .

On dit alors que P est un o . p . d régulier d'ordre m : PÇL ( 0 ) .

Un opérateur d'ordre m est dit hypoelliptique avec perte de k dérivées
(kçlR) si :

Vu ç Ï ' ( Q ) , Vcu ̂  0 , Pu ç H8 ( œ ) ̂  u ç H84'1""1^)

•%•Cette définition locale peut être microlocalisée dans T Q\0.

On considère ici le cas, où le symbole principal p de l'opérateur
P considéré, s'annule à l'ordre 2 exactement ( Gf ClOI) sur une sous•}{•
variété S conique, fermée, symplectique de codimension 2v dans T 0\0.

On peut définir en tout point p de S les invariants suivants ( c f C l O ] )

( 1 . 2 ) le symbole sous-principal :

Pm-1 ( p ) - ^m-1 - À sn âl̂  ̂3=1 3 J

( 1 . 3 ) L'indice d'enroulement de p (winding number) lorsque S est de
codimension 2.

On fera dans la suite l'hypothèse que cet indice d'enroulement est
nul.



16

( 1 . 4 ) La matrice fondamentale A .

On sait que A opère sur la fibre au dessus de P du complexifié du
fibre normal à Z et que ses valeurs propres sont de la forme ^ iX.
( j = l , . . . , v ) où \ . appartient à F [F3 est l'ensemble des valeurs du
Hessien de p̂  ] . L'hypothèse faite en ( 1 . 3 ) assure que F est un

angle convexe d'ouverture inférieure à T f .

S étant symplectique, on peut définir un crochet de Poisson noté
[ , L, sur les fonctions C sur Z.

Dans le cadre ci-dessus, il est démontré le théorème suivant (ClOJ [2]
[ 3 ] . )

Théorème 1.1

Soit P vérif iant les hypothèses ci-dessus, on suppose que :
( 1 .5 ) V P ^ E, Va. ç ]N

J

v
p^ . ( P ) + Z (2a .+ l ) X . ( p ) / 0

J=l " 3

Alors P admet une parametrixe qui est continue de H100^) dans H100 (Q)s s+m-1
pour t,out s réel.

Lorsque ( 1 . 5 ) n'est pas vérifiée, on sait (cf ClOJ) que l'on ne peut
espérer d'hypoellipticité avec perte de r dérivées (r<3/2). Le théorème
que nous présentons ici étudie 1'hypoellipticité avec perte de 3/2
dérivées.

Théorème 1 . 2

On suppose v=l ; on garde les hypothèses précédentes mais
on suppose qu'en un point po de E , il existe j dans ]N tel que :

( 1 - 6 ) p^ ( p o ) + ( 2 j + l ) X ( p o ) = 0



Soit ï . ( p ) le symbole défini sur S par :

'p^(p) = P^_i(P) + (2j+l) X ( p )

Alors P est strictement hypoelliptique avec perte de. 3/2 dérivées
•M-dans un voisinage conique du point po dans T 0\0 si et seulement «i

(1.7) - fp , p^ ] < 0 au point po

Remarque 1 . 3

La démonstration du théorème 1 . 2 , permet en fait, en uti-
lisant les résultats de [ 5 ] , d'obtenir une étude complète de l'hypoel-
lipticité avec perte de r dérivées : 3/2 <' r<2.

Remarque 1.4

Dans le cas où la codimension de Z est plus grande que 2 ,
on obtient des résultats analogues en imposant des conditions sup-
plémentaires.

Ceci sera détaillé au § 4 [Théorèmes 4 . 2 . 1 et 4 . 3 . 1 4 ~ j .

§ 2 : RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES CLASSES DE BOUTET DE MONVEL

2.1 î̂ ŝ assesĴ Ô̂ Z) (cf [ 3 ] )

On considère un cône C (au sens de [ 3 ] , 2 . 1 . 1 ) U et un
sous-cône 2 de U. On définit une fonction r(>0) C00 homogène de degré
1 sur U et on pose : U = U' y IR. U' est la base de U . On note : f < s~ °
si dans tout cône inclus dans U à base compacte dans U ' , il existe une
constante C telle qu'on a f ̂  Cg pour r assez grand. On définit une
fonction d̂  dont le carré est la somme d'une fonction (>0) homogène
de degré -1 et d'une fonction positive (> 0 ) hors de Z nulle à
l'ordre 2 exactement sur Z, et homogène de degré 0.
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Défini t ion 2.1.1

m kOn désigne par S ? ( U , S ) l'espace de toutes les fonctions
œ
C sur U telles que, quels que soient les champs de vecteurs X . . X ,

» co \Y . , . . , Y a coefficients C , homogènes de degré 0, avec les X . tangents
à Z, on ait :

|X . . .X . Y , . . . Y a| < r"1 d^1 p 1 q ' ~ i;

Si U=T Q\0, on notera S^^Q^) et on désignera par OPS"1'1^,!;)
la classe des opérateurs pseudodifférentiels naturellement associée
aux symboles de S^^Q,!:).

Défini t ion 2.1.2

Soit S ^(^) la classe des symboles pseudodifferentiels

sur Q telle qu'elle a été introduite dans 1.8] [o ^ ô ^ p ^ 1, ô<l] .

Un symbole de S^ ^(Q) (S^O) en abrégé) est dit régulier

(resp. semi-régulier) s'il admet un développement asymptotique :

p ~ § p (x , ç )
J=o m""13

resp' . P ~ .̂  Pm-j/2 ( x ï ç )

où les Pn.-./o^» S) sont homogènes de degré m-j/2.

Défini t ion 2.1.3

On dit qu'un opérateur pseudodifférentiel semi-régulier P
de degré m s'annule à l'ordre k sur S si p . / ( x , ç ) s'annule à
l'ordre k-j sur 2 pour j^k.

Il est facile de voir que de tels opérateurs sont dans OPS^^O S).



On utilisera la propriété suivante :

Si k est négatif, un opérateur de OPS"1'1^,!:) opère de H® (Q)
comp

dans H8-^172^ (Q).
loc

On introduit maintenant les classes d'opérateurs suivantes :

2.1.4 OFSK;"1^,!;) = n OPS"1"3»"23

J^N

2.1.5 OPS'^^Q.ZÏ = H OPS"1»3

J^N

On utilisera constamment les propriétés suivantes :

Si A ç O P ^ C Q ^ ) , B ç OPS"1 '^', A" 6 OP ^(X.Z)

A o B, B o A (= OP îC^1"'-172-1'^^^^).

En particulier, si A est dans OP3C"1 (Q ,Z) et B est dans OPS"' î œ , AB
et BA sont régularisants ( i . e à noyau C°°) .

On utilisera également les résultats suivants sur les développements
asymptotiques.

Proposition 2.1.6

i) Soit a^ ç s1""'3»1' ( j = 0 , . . , œ ) , alors il existe a dans S"1^

tel que : V N , a - S a . ç S"1"1 .̂
J<N 3

a est défini modulo un élément de S"00^).

i i ) Soit a^ ç s"1^4'3 ( j = 0 , . . . , ~ ) , alors il existe a dans S"1'm, k

tel que : V N , a - Z a ç g.n'^+N^ ^ ^^^ déf in i modulo un élément
J<N 3

de S m ï œ (Q,S) .
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i i i ) Soit a . ç s"1"372» k"3 ( j = 0 , . . , ° ° ) , alors il existe a

dans S"̂  tel que : VN, a - S a. ç s"1"^2^"1^.
j<N J

a est défini module un élément de îC"1"1^2.

§ 2.2 : LES OPERATEURS D'HERMITE : OPH"1 (cf[3j)

On suppose maintenant que S est symplectique de codimension 2v.
Alors par un choix convenable de coordonnées canoniques, on peut suposer
que la surface S est donnée dans T^IR^O par

1 = 0

T = 0

où T^IR" 3 ( x , ç ) = (y, t ,T], ï)

t = (t^..,t^) T = (^,..,\)

On désigne par Y la surface définie dans ]R11 par 1=0, T^ïYo peut alors
être identifié à S.

On a alors la déf ini t ion suivante :

Définition 2.2.1

On appelle opérateur d'hermite de degré m , tout opérateur

H = H'+R de C ( Y ) dans C OR") où R est un opérateur à noyau C°° et H*
a une représentation intégrale :

H* f ( x ) = (210"-^ Je^-'n. h (y , t ,Tp . f(-rp ^

avec h çK"^74 ( U , S ^ )

où U =]Rn y (I^'^MO}), (x,-rp = ( y , t ,T ] ) et E est le cône 1 = 0 .

On écrira alors que H est dans OPH"1.
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Exemple 2 .2.2

Soit h ( y , ^ , t ) une fonction dans C ^OR11^ x S""^ Î^CK^))

alors h (y , t ,Tp = (^m+v/4: . ^^f1^ t^l172) défini t le symbole

d'un opérateur dans OPH .

Soit H un opérateur d 'hermite défini par une fonction h

dans îC1"'̂ 4 ( U , Z . ) , le symbole o°(H) est la classe de h modulo.,^,,

^m+v/4-1/2 ( u ^ ) ̂  ie symbole complet de H , o ( H ) , est la classe

de h module S'^U).

On dira que H est semi-régulier d'ordre m si h ( y , t , T | )
admet un développement asymptotique du type suivant :

2 . 2 . 3 h ( y , t , T p ~ § "m-j/^^ '^^

où h ( y , t , T | ) est dans K13"1'^ ( U , E ) et a la propriété d'homogénéité
suivante :

2 . 2 . 4 h ( y , ^ " 1 7 2 ! , ^ ) = ̂ p h ( y , t , ^ ) , pour À ç ̂ .

On définit de manière analogue un opérateur d'hermite régulier d'ordre m

On dira qu'un opérateur d'hermite est pair (resp. impair) si son
symbole complet est pair modulo S" (resp. impair).

Tout opérateur d'Hermite admet une décomposition en partie paire
et impaire.

On utilisera les propriétés suivantes des opérateurs d'Hermite :

Soit H un opérateur d'hermite de degré m , Q un opérateur
pseudo-différentiel de degré m ' sur Y , alors H' = Ho Q est un opérateur
d'hermite de degré m + m ' , et on a 0 ( H ' ) = 0 ( H ) o G ( Q ) .

•îî- On désigne par £? la sphère unité dans 1R .
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Cette opération conserve la parité et la régularité, i . e .

Si H est pair (resp. impair), HQ est pair (resp. impair). Si H est
semi-régulier (resp. régulier), Q est semi-régulier (resp. régulier),
HQ est semi-régulier (resp. régulier).

Enfin on désignera par H l'opérateur de Œ dans L2^) (ou 0 OŒ^))y » T|
défini par : •

H z = h ( y , T ] , t ) . z , z ç Œ .

§2.5 : LES OPERATEURS D'HERMITE ADJOINTS : OPH"1

On définit OPH1" , comme la classe des opérateurs H' de C'^ÛR")

dans C ( Y ) de la forme :

2.3.1 H' = H + R

où H est l'adjoint d'un opérateur d'Hermite H de OPH"1 proprement
supporté et R est un opérateur à noyau C .

Une fonction d'hermite h dans ̂ m+v/ définit un opérateur d'hermite
adjoint par la formule :

2 . 3 . 2 W . f) ( y ) - (2ÏÏ)n-v JJ^e1̂  h ( y , t , ^ ) . f ( t , ^ ) dt d^

On appelera symbole de H ' , le symbole de H ; on étend ainsi toutes les
notions de symbole principal, régularité, parité.

Soient H et H' deux opérateurs d'hermite de degré m , m ' proprement
supportés, alors H^ o H' est dans OPS" ( Y ) , Ho H'^ est dans OPK"^"1' ( Q , S ) ,

si H et H' sont semi-réguliers (resp. régulier) H^o H ' est semi-
régulier (resp. régulier). On a :

2 . 3 . 3 o0 ( H ^ o H » ) = J G ° ( H ) . o ° ( H ' ) dt



Si H et H' sont de parités différentes, H"^ o H ' est régularisant.

m*Enf in , si H' est dans OPH de symbole h, on désignera par H'

, 2 / 2l 'opérateur de L dans Œ défini pour f ( t ) dans L par :

Hy^. t = , fh(y, t ,Tp f ( t ) dt.

§ 2.4 : LA CLASSE S^^Q.Z) DANS LE CAS SYMPLECTIQUE

Lorsque Z est défini dans T* K^O par t=T=0, les symboles

de S f (0,Z) vérif ient les relations suivantes ( traduction en coor-

données locales de la déf ini t ion 2.1.1) (au voisinage de t=T=0) .

^a ^p -^Y ^ô •
2.4 .1 | ——— . — — - . — — — . ±^ a (y ,^ , t ,T ) | <

Ôy" Ô-qP Ô t 1 ÔT0

, | , n i - [ p | - | ô | / i , | T | 1__^-N-lô]
^ (l+|ï]|) lp l 1 ^ 1 (|t | + L\ + .—772) -

On désigne par S QR v) l 'espace des symboles a s u r J R v vérifiant, :

2 . 4 . 2 \^—— . -^- a ( t , T ) | < ( l^tNTi)1^!-!0 1

Ôtv ÔT0

Un symbole de S , , OR v) déf ini t un opérateur sur ^ Qt^) qu 'on

notera a ( t , D ) . Un opérateur régularisant ( i . e dans OPS - OŒ^ ) )
^07 >Jf e 0

est un opérateur qui envoie U -* «_^.

On désigne par S"1» , (S^R v) la classe des fonctions C°° définie par

les inégalités 2.4.1 mais où t et T parcourt ]R . Pour ( y , n ) fixés,

ce symbole déf ini t un opérateur dans OP S - , Û R ) , on notera alors la

classe OPS"1' ,(1;,]!^) pour mentionner la dépendance en (y ,T | ) .

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier s 'annulant à

1'ordre k sur S.
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Son symbole admet un développement asymptotique :

2 - 4 - 3 a(y,^ , t ,T) ~ g a^_^ ( y ,T1 , t ,T )

II est introduit dans [3] l 'opérateur A*""^2 défini par son symbole
2j

2.4,4 .m-k/2 (y,^,t,T) -
S

3 JL ̂ T^ '-^î (y '11 'o•o) ^^
.m-k/2 . ,

A possède la propriété suivante :

2 .4 .5 A-A"1-1^2 ç OPS1"-^1 (Q,S)
S

am-k/2 (y .TI^^) est dans S^^ (S^) et possède la propriété

d'homogénéité suivante :

2.4.6 a--^2 (y,^-1/2*, .1/2T) = ,-̂ 2 ,n>-k/2 (^
s 2

Un élément de S^ (S^) possédant cette propriété est dit homogène.

On notera A"1" l 'opérateur associé dans OPS1"-^^?;^) (mais on
2 ( y , T ] ) g10"

ommettra (y,Tp lorsqu'aucune confusion ne sera possible).

On va écrire A comme une somme asymptotique de termes homogènes dans

OPS"1' ^(Q,!;), somme qui sera définie module OPS"1'00^,!:) (cf Prop 2 .1 .6) .

On uti l ise un développement de Taylor de 2 .4 .3 en t=0, T=O

a(y ,n , t ,T) ~ ë 2 ___ (a) (^^o,0) t3.^
3=o a,P a.'p! In-J/Û^P/ 1



qu'on réordonne sous la forme :

a ( y , ^ , t , ï ) ~ ë ^m-k/2-i/2 (y^^ , r )
i=o 2

avec a1"-^2-1^,^!,^1 > —— a^ /^J ( y , T 1 , 0 , 0 ) t^
Z j=o |a|+|p|=k+i-j a î p î "1 -l/<£^/

II est facile de voir que a"*" "" ( y î T I ï t » ' 1 ' ) est homogène dans
2

m , k + i / _ 2v^
^lob (sy]R ) '

On notera

A - S A"1-^2-172 dans OPS^^Q^)
i=o S

modulo OPS"1»00

L' image de A dans 2 OPS"1^1^ ̂ v) est la somme formelle :

g ^k/2-i/2^^ ^ g ^m-k/2-1/2
i=o Z x i=o S , ( y , T ] )

Réciproquement, considérant une famil le A^ i=o, . . ,°°) dans OPS"1- + 1 (Z^R V ) ,

» i , m kon peut associer à SA un opérateur A dans OPS ? (û,S) unique modulo

OPS"1' (0,S). On dira que A est d 'ordre m-k/2.

•M-
Déf in i t ion 2 .4 .7

Un opérateur A dans OPS ' ( û , Z ) sera dit semi-homogène s ' i l
admet un développement :

00 m 00)
A ~ S A . (mod OPS '

i=o
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où les A^ sont les images inverses dans OPS"1'1^1^,?;) d 'éléments

de ^^lob ^^^ a symboles homogènes ( c f . 2 . 4 . 6 ) .

Par exemple un opérateur semi-régulier est semi-homogène.

Définition 2 . 4 . 8

Un opérateur A dans OPS" 1» 1'^,!;) sera dit homogène s ' i l
admet un développement :

A ~ Z A^ (mod. OPS"1»00)
i=o

où les A^ sont les images inverses dans OPS"1'1^2^,!;) d 'éléments

de ^^iob ^^^ a symboles homogènes ( c f . 2 . 4 . 6 )

Un opérateur régulier n'est pas homogène mais seulement
semi-homogène.

Nous pouvons encore définir une notion de parité : On
dira que A dans OPS'^œ,^) conserve la parité (resp. inverse la

parité) si tous les ̂ /2^/2 respectent la parité (resp. l'inversent)
^ v y ? ^ )

en tant qu 'opérateurs sur Ï^ClI^).

On a la propriété suivante :

* Un élément de OPS^ 2̂1 (E^) à symbole homogène ( 2 . 4 , 6 )

est homogène au sens de la définition 2 . 4 . 8 de sorte que la coexistence
de ces définitions n'est pas gênante.



Si A est régulier, les A"1" / "1/ respectent la parité si -k—^- est
S -

pair, l ' inversent si +1 est impair.

On peut alors écrire :

A ~ A pair + A impair (mod. OPS1"' (0 ,2))

A pair ~ g ^/2-i
i=o Z

si k est pair

A impair - ë A1"-^2-172-1

i=o Z

A pair et A impair sont homogènes

A pair ~ ë ^/2-1/2-i
i=o S

A impair ~ g A"1-^2-1

i=o E

si k est impair.

Soient A (resp. B) un opérateur dans OPS^^Q.S) (resp. OPS"1 '>kt (Q,Z) ) ,

alors A o B est dans OPS^*"'?k+kt .

Si A et B sont semi-homogènes, A o B est semi-homogène. Soient A
2(y, - ï l )

(resp. B ) l ' image de A (resp. B) dans E OPS"*^ (ZJI^)
s(y ,7 i ) glob

(resp. 2 OPS^^'œ,]!^)).

On désigne la loi de composition des opérateurs dans ^•01^) par f.

On a alors la formule suivante :

2.4.9 o(A o B) ~ 2 —T—— o -—— A f ——— B
a a ' ^a S y,^ ày0 S y,^

module S ) .
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(——— A ) est l'opérateur dans ^(JR^) dont le symbole est -^—a(y,T|,t T)
^Tl S y,T] ô-^

à0

qu 'on peut noter encore ———•^(yî 'TLt D ) .
à^ t

§ 2.5 : COMPOSITION DE OPS^^Q,!:) ET DES OPERATEURS D'HERMITE

m kOn considère des éléments de OPS f (Q,S) qui sont semi-
homogènes.

On a vu que :

A - Y A"1-1172-172 ç OPS"1^.
i=o Z

Si A est dans OPH"1 ', AH est dans OPH"1'1'"1' "k//2 et

0°(AH) = A"1-1^2 o o°(H)
" S(y^)

0°(H\) = o°(A^) = (A1"-1^2 )" o o°(H)
déf S(y^)

Le s-ymbole complet h' de H ' = A H s 'obtient par le développement asymp-
totique suivant :

h. ~ ë Z 1±^ ,Ç ^k/2-i/2 / ̂  ^ \
i=o a a! ^os E(y,^) \ ôy" ? h ;

où h désigne le symbole complet de H.

Si A est semi-homogène, H est semi-régulier, AH est semi-régulier et
h' admet le développement suivant :

hl ~ ̂  •^.n.-.^- '̂M)



T i âa ,»-V2-i/2/ 3° . , ,1
^"••-^-3/2 = J^ ————T^^,,) (i7 ^--P/^'^

^N=J/2

ni œ
Remarquons que si A-B est dans OPS f , (A-B)H est régularisant, ce

qui justifie le formalisme ci-dessus.

•M-
On a des formules analogues pour H A (passer à l ' ad jo in t ) .

Faisons enfin quelques remarques évidentes sur la parité :

Si H est pair et A conserve la parité, AH est pair.
Si H est impair et A conserve la parité, AH est impair.

§ 2.6 : UN PREMIER CRITERE D'HYPOELLIPTICITE ([10] [3])

Proposition 2.6.1

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier
d'ordre m s'annulant à l'ordre k sur E symplectique. On suppose que
le symbole principal de A s'annule à l'ordre k exactement sur E ,
alors A est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées si et seulement
si pour tout (y,T p dans S, A a son noyau dans vjÙR'9) réduit à

S ( y , ' n )
zéro.

Ce théorème est bien connu L i O ] , mais nous esquissons une démonstration
dans le cadre introduit ci-dessus.

On sait [3J [4j que si A s'annule exactement à l'ordre k sur S , il
existe Q dans OPS""*»^ tel que :

Q . A = I+R où R € OPS''172»'"1^,^)
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utilisant la série ^(-l) 0 R^ (cf Prop 2 . 1 . 6 ) , on en déduit l'exis-

tence de Q tel que :

Q^.A = I+R^ où R^ ç ORK°œ,S)

Par ailleurs, on peut montrer que si A1""1^2 est inject if dans ^OŒ^ )
S (y,îp

il admet un inverse à gauche B dans la classe OPS""1» "^S JR^ )
s (y , 'n ) glob ?

(ceci sera détaillé dans un cadre plus général au §3, mais résulte
essentiellement du travail de [l0])

B défini t alors un opérateur B dans OPS""1' "^(^S ) tel que •
S(y,Tp

B o A"1-1'72 = I+R où R, ç OPS^^CO.S)
2 3 3

On utilise ici ( 2 . 4 . 9 ) .

Par ailleurs B. (A-A1""1'72) = R où R. est dans OPS0 '1 car A-A"1-1'72 est
E 4 4 ^

dans OPS"1'^1.

On en déduit donc que :

B . A = I+R^ avec R dans OPS0»1

Utilisant la série ^(-l)11 R^ (cf Prop 2 .1 .6 ) , on en déduit l 'existence

de Q dans OPS'""1»"'1^ tel que :

Q ^ . A = I+R^ avec R dans OPS0»00

Alors (-^-Q^-^) est une parametrixe pour A, ce qui démontre la

proposition.



§ 3 : RAPPELS ET COMPLEMENT SUR LA METHODE DE J.SJOSTRAND

Nous reprenons la méthode de J.SjBstrand, mais en utilisant
notre formalisme. Dans tout le § , A est un opérateur pseudodifférentiel
semi-régulier d'ordre m s'annulant à l'ordre k sur 2 symplectique.

§ 3 . 1 : ETUDE D'UN SYSTEME - SECOND CRITERE D'HYPOELLIPTICITE

m—k/2On veut maintenant traiter le cas où A n'est pass ( y , ' n )
injectif dans OCK^) en un point (y , f ) ) .

Suivant C l O ] , on introduit le système suivant :

Soient R~3 ( j = l , . . , p ) des opérateurs d'hermites dans O P H " 1 " ' de

symbole h homogènes , R ( j = l » • • ? ( l ^ des opérateurs d'hermite adjoints
^m—k/2 ~"idans OPH de symbole h homogène et on considère le système

m k/2 / A"1"1'72 R"m-k/2 J A^y^ Ry^

^t(y,̂̂  R+ 0y,Ti

qui opère de DOR^ y d^ dans UÛRV) y (Ie1.

P _ P -
Ici pour z dans Œ" : R~ . z = t R"11 . iz . = 2 h^y^Dz.y,Ti ^i y,îl 3 • j=i 3

pour u dans ^CD^), (^ v\ = R4'3 .u = ^(y,!,^) u ( t ) dti y » T ) i - y?Ti\ / "
pour j = l , . . , q . ^

II lui correspond un système d'opérateurs pseudodifférentiels opérant

de C^R") y (C^Y^ dans C^R") y C œ ( Y ) q , déf ini par la matrice :

cft.
A R

R" 0
: ( u , u ^ , . . , U p ) - ( f , v ^ , . . , v ^
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P -
où R ( u ^ , . . , u ) = E R"3 . u .

p J=l 3

(R'^u) = v = R^u j = l , . . , q
J J

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.1.1

^^l"k/2

On suppose que ut est bijectif de ^CiR^yO^ dans "SQR^)^y » T ]

alorsdt? admet une parametrixe bilatère au sens suivant :

il existe E ç OPS-"1»-1', E+ ç (OPH""1^72)'1, E- ç (OPH*-1"^72)1',

E~ = (Ë")^ avec E^ ç OPS^^^CY) tels que, si on pose :

- / E E^

£ • . - ^

£ . éb = cft £ i+si
où 9î est régularisant au sens suivant :

PU ^12\
i \ °°

^ = » ()îl2?9l21î(ïl22 sont à noyau c et 9 ï i i € OPS°» .
^21 ^22

——————————— r\ m-k/2
Bien entendu, on peut "microlocaliser" cette proposition si U^

y»Ti
est b i jec t i f pour (y , 'q ) dans un voisinage de (y , ' n ) .

Une telle parametrixe permet de démontrer des résultats d'hypoellip-
ticité comme le montre la proposition suivante, qui est l 'analogue
de la proposition 2.6.1.



Proposition 3 . 1 . 2 [l0]

Sous les hypothèses précédentes :

i ) le système C% admet une parametrixe bilatère £ au sens habituel
( i . e 9^, est à noyau C ) .

i i) A est hypoelliptique avec perte de k/2 + t dérivées si et seulement
+

si E est hypoelliptique avec perte de t dérivées.

Remarque 3.1.3

+ -M-

Si E" admet une parametrixe à gauche dans OPS"1''1^2^ ( Y ) ,l /û, l/«û

A admet une parametrixe à gauche dans OPS"1"4, / + (0).

Remarque 3 . 1 . 4

Comme il est remarqué dans C l O ] , on a des résultats analogues
pour la résolubilité locale, la propagation des singularités.

Démonstration de la proposition 3 . 1 . 2

Par la proposition 3 . 1 . 1 , on sait qu'il existe Ç. tel que :

ç ^ 1 ^ ° }L . c^- i+T ,
\° °1

(module des opérateurs à noyau C ) où <% est dans OPS0^ .

Par ailleurs,il existe (cf Démonstration de la proposition 2 . 6 . 1 )
Q dans OPS"*"^ tel que :

Q.A = I+ÎH^ avec ^ dans OF5C0

* chaque terme de la matrice E~ est dans OPS"1'"1/2'^^)
l/<s, !/<&
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On en déduit

9^.Q.A =9^

Gar 9^ 9^ = 0

On vérif ie alors aisément que :

(E-iR^<M E^ /A R-\

s I

^ E- E 7 \ R + 0 /

car î^^^Q.R" = 0.

On a ainsi démontré l 'existence d 'un parametrixe à gauche ; On

démontre de même l 'existence d 'une parametrixe à droite. Ceci termine
la démonstration du point i ) .

On pose E = ^SÏî^Q î La démonstration du point i i ) est faite dans ClO] ,

rappelons la brièvement :

La suffisance résulte des deux identités suivantes :

3.1.5 E . A + E^ = I

+
^^ë E".A + E'R4" = 0

Au ç H^(Q)
EAu ç Hf^-^O)loc

E-AU , k^m)p

On en déduit que E~ R^'u ç ^s+m-k/2 ̂  p

d 'où par 1 *hypoellipticité de E"'

R+u s ("î;: (n)q
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Retournant à 3.1.5 on en déduit que u ç H®4'111"1^2"^) (t est posit if) .

La nécessité résulte des deux identités suivantes :

A.E + R E~ = 0

R + E" = 1

Démonstration de la proposition 3 . 1 . 1

La démonstration de 3 . 1 . 1 est faite dans [10] en utilisant
le formalisme des opérateurs pseudodifférentiels à valeurs vectorielles,
nous la transcrivons dans notre formalisme.

On a le lemme suivant :

Lemme 3 . 1 . 7

Sous les hypothèses de la proposition 3.1.1, il existe E

dans OPS^^), E: dans (om-"^2)^ dans (OP^-^2^,

E^ ) dans (S^"*^ (Y))^ homogènes tels que si l 'on pose :

/^(y,^) ^(y,^
Êo(y,n) = _ +

l V V~\ ° (y ï ' n ) o(y , 'n)y

ryn -k/2 r^-^/2. ^
^(y^) fô^fy^) ^y^) ^^(y,.) = I

Admettons un 'instant ce lemme et démontrons la proposition 3.1.1.

(Op5-ni,-k (OPH""1^72)

Soit Q^ l 'élément dans

(OP^-"1^2)? (OPS-1"^2)1'^

* au sens de (2.4.6) pour E/ ,, de (2.2.4) pour E4' et E~, au sens

habituel pour E~.
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associé à C / \ » alors :

t..jL£.,Ç-k/2.£.^-k/2,

Examinons chacun des termes :

1) Utilisant (2 .4 .7) et (2 .5 .1 ) , on obtient :

C û1"-^2

£o-^ = î '

ou

avec

(3ï« ro»

3Î. = " 12

^1 ^22,

s^ ç ops"l'o(n,s)

iR^ ç (OPH"1)

2)

ai^ e (opH*"1)

!R^ ç (ops'id))
_ û rfn-k/2
£„ (̂ ^ ) - si"

/^ïi ^
."=

^21

et 5}̂  ç opso ' l(n,s)

!R^ € (OPH*-1/2)P

Par conséquent

£^ft= i ̂



/«RI'I 'Hi'2
avec $^"' = j

1 ÇA (f 1 (0 tt (

\^21 ^

91̂  ç OPS0»1 , 3^ ç (OPH-172)1', ̂  ç (OPH*-172)1', ̂  ç (OPS-1/2)P

( iv)II existe tR dans la même classe que g^"' tel que :

(,v) , , /OPS0^ (OPH^2)^
(I^^^) - Z (.1)3 ^.3 ç 2

j<N l ( O P H •N/2 (OPS-^2)1'
\ <

pour tout N ce qui démontre la proposition 3.3.1 on prend

£ = (i^)^

Démonstration du lemme 3.1.7

/.m-k/2 o

Par hypothèse U^. admet un inverse G/ \ . Vu les^y»' îv (y , 'n)
propriétés d'homogénéité en ^ du problème, il suffit en fait d 'étudier
le cas où | T) |=1, et on doit alors montrer que :

"^(y,^) € c°° (^OPS^O^))

^(y,,) ^ ̂  œ.^OR-)))^

(E;^^,)^^^,'^^)1'

Pq
^(y,n) € (c œ»

Pour t dans», soit B^CH^), l'espace des f.ueL2®''') ; t^ u ç L2(IRV)

pour |a| + | p| ^ !'}.

r»(y,^ E o ( y , ^ ) \ „
Pour (y,Tp fixé : ( ^ ç .ta2^) y ^ ; Bk(]RV) y ([P)

E o(y ,n) ^(y,^)/
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et il est facile de montrer que (3.1.8)

Ç,(y^) ç C^S ; .Cd^ÛR^y^ , B^)^))

On va montrer que pout tout i ç 3N :

(^ l -^ ^o(y,T]) ^ coo(z î ^(B^aR^yŒ11 ; B^^OR^^) )

ce qui montrera que :

^(y,^) : ̂ ^Q^) -C'œ^CiR^)

E; : (c-œ))^ -c'œ,^))

E~ : CO O(S, ï?aRV)) - (C00^))1 '

E^ : (C O O (S ) ) q - (C00^))1 '

Pour montrer que (3 .1 .9) se déduit de (3.1.8) , on utilise l ' ident i té

m-k/2 m-k/2

^(y.n) •c%(,,,) ^(^^ • ^(y,,) = I

et celles qu'on déduit en.commutant avec t , et D ; par exemple

- m-k/2 F m-k/2"]

[.,£„].& .£„[.,& ] = 0

» ^ ^m-k/2 ? nm-k/2|

[°t^o]& -8J^ = 0



Par conséquent

Ç^, ^)est continu de C00^,^]^))^00^)^1 dans

(3.1.10)

c^'jWnyc00^. .

Par ailleurs il existe 28 (cf 1.3])dans (^(I^OPS"^ ,01^) tel que :

,m-k/2 enA,-,, . . '6 = I+w2(y,T]) y,T] ^y,-^

où 9î _ : Cœ(S,\S tCIRV)) - C^E,^^))y»Tl

/a o\
On en déduit l 'existence de ^ =| yff^ tel aue •

^ ^0 0;

n"1-^2

^(y,,) • ̂  ~~ I^

où (3.1.11) ^ : C œ (Z ,^ t CIR V ) )yC O O (Z) ( l - (^(S, ^>CIRV) )yCœ(2 )p

j » l| •

on dira que ^ / . est régularisant,

On en déduit :

^m-k/2 „

cJÉ • ^^-^(y^)^^,^
S(y,'p)

^ F F ~y,T] "^(y,^) = ^(y^^y,^)

On déduit de (3.1.10) et (3.1.11) que £^/ %^ est régularisant
c'est à dire
(3.1.12)

£)(y,Tp ^y,n) : ^^ '̂̂ ^ y cm^ - c-œ^OR^) x c-Œ)?
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Les propriétés de Q / » se déduisent alors des propriétés connues .

de S' et ^ %.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.1.7 et de la .proposition 3.1.1.

§ 3.2 : PARITE ET REGULARITE

Au § 3 . 1 , on a montré comment l'existence de fonctions
d'hermite h . , ï . , permettant de construire un système inversible, rame-J J
nait l'étude de 1'hypoellipticité à celle d'un opérateur dont le
symbole est une fonction sur S.

On suppose dans ce § que l'opérateur A est régulier de sorte
m-k/2

que, comme il a été remarqué au § 2 . 4 , A conserve ou inverse
S(y.-îl)

la parité des fonctions de ^(B^) selon la parité de k.

On va montrer ici comment le choix ( s ' i l est possible) de
fonctions d'hermites h . , h . d'une parité déterminée, se répercute sur

3 3 +
la régularité de l'opérateur E~.

Auparavant, remarquons qu'il découle de la démonstration de
la proposition 3 . ' 1 . 1 la remarque suivante :

Remarque 3 . 2 . 1

Le symbole principal de (E ) . . est ( E ~ ) . . modulo

, -m+k/2-1/2, ̂(S ( Y ) ) , 1 = 1 , . . , q , j = l , . . , p .

On va démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2

On suppose que A dans OPS"1^ (û ,Z) est régulier et que les

fonctions d 'Hermite homogènes h . , h . données ont la propriété suivanteJ 3



Si SL désigne le nombre 1 ou 2 ,

h , ( y , - n , t ) = (-1/ h (y,-^ ,- t ) j = l , . . , p
J J

h^(y , - ï1 , t ) = (-D^^h^y^,-!), j = l , . . , q

+
Alors E est régulier, en particulier son symbole principal est égal

+ m-^/9
à (E^(y, - ïp)^ module (S-^^Y) ) , i = l , . . , p ; j = l , . . , q .

Démonstration de la proposition 3 . 2 . 2

On démontre la proposition dans le cas où k et & sont pairs,
et, ce qui ne diminue en rien la généralité,m=k/2. Les autres cas se
traiteraient de la même manière.

On sait donc que les symboles de R et R sont pairs, homogè-
nes et que A conserve la parité. On a alors le lemme suivant :

S

Lemme 3 . 2 . 3

Sous les hypothèses précédentes, les symboles de E et E~ sont pairs

et E / » conserve la parité.

On décompose (QUR^yŒ1 3) (resp. OdR^yŒ^) de la manière suivante :

(^OR^ydP) 3 (u,z) = ("(ty-t)^ ^ ("(t^"(-t^Q,

c* est a dire

^CiR^yd1' = ('d'OR^P"1'"5 y ŒP) ® (^(lRV)i^lPairesyO)

[resp ^OR^xttI = ( ̂ QR^P"1'88 y ^} ® (^(ffi^ ̂ P"1'68^))

Le système(J&/ v respecte la décomposition ; on en déduit que ç^

la respecte aussi, ce qui démontre le lemme.
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II nous faut maintenant suivre pas à pas la construction de£à partir
de G , telle qu'elle est esquissée au § 3 . 1 .

On a :

^o(y^) ^(y.ïp = I

A ^ ~ A^ ^l/2'imï) ^A^P^

•^-1/2, imp ^ g A"1^"1

i=o

^-l,pair " A-1-1

^ = .E ^
1=0

Convention

A partir de maintenant , on utilise des décompositions où
les éléments de OPS ? sont homogènes au sens de la déf in i t ion 2.4.8

les hermites et leurs adjoints sont réguliers, de même que les
opérateurs pseudodifférentiels sur Y.

On a réalisé ci-dessus une telle décomposition, la notation
'Y-l/2,imp . .,.. ~
A^ signitie que A^ est un opérateur homogène d 'ordre -1/2

( i .e m-k/2 pour un élément dans OPS"*^) et qui inverse la parité.
Avec ces notations, A° sera noté A^^111

De même R0»?1111' désigne un opérateur d'H ermite régulier d 'ordre 0
+o

et pair, E^ signifie qu'-on a un opérateur pseudodifférentiel régulier

d'ordre 0.

Remarque

Les opérateurs homogènes ont la propriété de conserver par
composition la régularité des opérateurs d'Hermite.



On considère :

£.(y^) ^(y,^) = ^(y,^) ^M^y,^ = ^(y,^)

( ^11 ^12^
9Î/ -\ = possède (en particulier) la propriété suivante

9 ' ro ro 1
^21 9Î22/

w ~ TO0»?1111' . ̂ -1/2, impair
^ll ^ll + ^ll

ro ^ w°»Pai r -1/2,impair
^ ^l^ + ^12

«> ~ w o ?P a i ^ + „ 1/2,impair
^21 ^21 ^l

(ïl22 ~ ^2

On dira que les matrices y^ possédant cette propriété vérifient la
propriété ( C ) .

^§(y ) , C o ( y ^ ) vérifient la propriété ( C )

Remarquons le lien entre l'ordre de l'opérateur (modulo 1 ) et la
parité. La démonstration de la proposition 3 . 2 . 2 se déduit alors
du lemme suivant :

Lemme 3 . 2 . 4

La classe des matrices y^ vérifiant la propriété ( C ) est
stable, par composition ( ^ ) , par dérivation par rapport à y ou T| de
son symbole.

Le deuxième point est évident, montrons le premier point
Soit ÎR et ^' vérifiant la condition ((^) , on va montrer



44

que 3î" = g î f g i ' vérifie la condition (^).

( a )

( b )

( c )

( d )

'̂1 = ^11^11^12^21

.̂2 = ^1^12^12^22

9Î21 = ^l^ll-^^l

^22 = ^21 12+(^22 22

0*00 par exemple pour (a)

'̂1 = ̂ iT" f ^ll0 '̂11' + ^/2?impair # ^^/2-imP-r

. ̂ Iïair f ̂ pair - ^/2ïimpair ^ ^l/2îinlpair)

^ (^pair ^ ^î^-l/2»i^lPair . ^1/2,impair ^ ^o,pair

.^YB1^!17^1^1^^72^^1^!^^1^

,,o,pair -1/2,impair
- Jî '' Jî <

On utilise alors les propriétés suivantes :

1 ) Le composé de deux opérateurs homogènes est homogène (cf Déf. 2 . 4 . 8 )
2) Les ordres des opérateurs s'ajoutent par composition.
3) Le composé d'un opérateur "pair" et d'un opérateur "impair" est
impair.
4) Si H et H' sont des opérateurs d'hermites réguliers, alors
si H et' H' ont même parité, Ho H'* est un opérateur homogène et
( H o H ' * ) conserve la parité.y f T|
Si H et H' ont des parités opposées, Ho H'* est un opérateur homogène
et ( H o H ' ^ ) inverse la parité.y»Ti



5) Si H et H* sont des opérateurs d'hermites réguliers, H1* o H est
un opérateur pseudodifférentiel régulier sur Y.
Si H et H* ont des parités différentes H'*o H est régularisant.

Le lemme étant admis, la proposition 3 . 2 . 2 est très simple ,
il suffit de constater que toutes les opérations faites dans la
démonstration de la proposition 3 . 1 . 1 pour passer de Ç° ^ à C-sev y»Tp
font dans les classes vérifiant la propriété ( C ) ; par conséquent,
^vérifie la propriété ( C ) , en particulier E~ est régulier.

§ 3.3 : ETUDE D'UN CAS PLUS GENERAL

On peut par les mêmes méthodes qu'au § 3.2 démontrer la
proposition suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3 . 3 . 1

m kOn suppose que A dans OPS f ( 0 , Z ) est régulier et que les
fonctions d'hermite homogènes h . , ï. données ont la propriété suivantej J
Soit p* un entier compris entre 0 et p , q' un entier compris entre
0 et q, on a :

h - ( y , T ] , t ) = h _ ( y , T ] , - t ) pour l^j^p*

My^t) = -h _ ( y , T ] , - t ) pour p '< j^p
<J J

î-(y,'ï1,t) = (-1)1' ï (y,^,- t ) pour l^q»
«J J

'h-(y ,T1, t ) = (-l)1^1 ï (y,T] , - t ) pour q '< j^q
" J

Alors E~(y,7p a la forme suivante :

( 1 t \ \
^1 ^12\ } P'

E-(V^) - , , :
^1 ^22 I ] P-P'

q' q-q'
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où* E^ g (S-1"^72^)) si i=j

E^ ç (S-"^2-1^)) si i ̂  j

et les E . . sont séparément réguliers.

§ 4 : CONSTRUCTION EXPLICITE DES SYSTEMES - DEMONSTRATION DES THEOREMES

§ 4.1 : LE CAS GENERAL : CONSTRUCTION DE J. SJOSTRAND (cf [l0])

On suppose que A^~ (^ »î1o, t , D ^ ) n'est pas inversible

dans ^Cnf^) au point (y ,fi ) .

Soit q la dimension du noyau de Ay, p la dimension du conoyau.

Soit h _ ( t ) ( j = l , . . , q ) une base orthogonale du noyau de A,./ .
J ^^o^o^^

n _ ( t ) ( j = l , . . , p ) une base orthogonale du noyau de A-/
" "^o^'V-" o' ''o

Convenablement prolongés par homogénéité, ils définissent des symboles
d 'hermite et on peut considérer le système associé :

/ AÏ"^2 R4' \
/ ^(y^).^,^

dont on vérif ie aisément qu ' i l est inversible en (y ,-n ) .

Il existe donc un voisinage conique F de (y^ ,T^) dans lequel les

hypothèses de la proposition 3.1.1 sont vérifiées. On en déduit alors
des résultats d 'Hypoell ipt ici té .

Si A est régulier , ^-K/2 respecte (ou inverse selon la parité de k)

la parité. On peut alors décomposer le noyau (resp. le noyau de A^"1"1^2)

c'est à dire chaque élément de la matrice est dans S-"^/2^).



en partie paire et impaire. Les hypothèses de la proposition 3 . 3 . 1
sont alors vérifiées. Sous des hypothèses plus restrictives/et dans
le cas k=2, on fera une étude plus précise, permettant de donner un
calcul explicite de E ^ ( y , ^ ) . Ceci fera l'objet des § suivants.

§ 4.2 : DEMONSTRATION DU THEOREME 1 . 2

On suppose que k=2, m=:l et on reprend les notations du § 1
c'est à dire que P = A.

5—————— t^D^

As(y^ = MïïpT^ aap(y ï11 ) (——— + aoo(y^
^——— i^A0

On pose L^^ (t,D,) = ̂ ^ a^(y^) (———^——)

et on sait (cf [l0])que a^(y,-rp = p^(y, ïp où p^(y,-rp désigne le

symbole sous principal. On sait que A ° ( y , ^ , t , D ) est d ' indice 0

(de B CH^) dans L (n^) ) et qu ' i l est inversible si et seulement si

Pm-l^TP + z (2a 4-1) À _ ( y , T ] ) ^ 0, V a . ç IN
J=l J " 3

On suppose qu 'en un point (y^T^), il existe a ç, ̂  tel que :

(4 .2 .1) P^,-l (yo^o ) + .̂  ^j^ ^^o^o^ = °

et on fait l 'hypothèse suivante sur les valeurs propres X . ( y ,'n ).

HlJ Au point (y^^^^ les valeurs propres À . sont indépendantes

sur Z, c'est à dire :

v
S oc^ À ^ = 0, o^ e Z => a^ = 0, i = l , . . , y

Ceci implique en particulier que les valeurs propres sont distinctes ;
on a alors le théorème suivant.(L'hypothèse ( H l ) assure que ( 4 . 2 . 1 )
n'est satisfaite que pour un a au plus).
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Théorème 4.2.1

Soit P vérifiant les hypothèses du § 1 ; on suppose qu'en
Iç

un point P de 2, il existe a^V tel que :

Pn,-^^ + .̂  ^V0 ^ (^ = °

et que l'hypothèse [ H l ] est vérifiée.

^ v .
Soit Pm-1^ = Pm-1^ + 2 ( 2 a . + l ) X . ( p ) .

J=l J J

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage du point P avec

perte de 3/2 dérivées si et seulement si :

^{Prn-l » îm-l)^ < ° au point %•

Remarque 4 .2 .2

Lorsque v = 1 , l'hypothèse [Hl] est automatiquement vérifiée.
On en déduit le théorème 1 . 2 -

Démonstration du théorème 4.2.1

II résu'ite des propositions 3.1.1, 3.1.2 et 3.2.2 qu ' i l
suff i t de montrer les points suivants :

1) Construire R et R avec des propriétés de parité convenables.

2) Montrer que E ^ ( y , ^ ) = q ( y , ^ ) . î\n^(y»'Tl) où q(y ,T] ) est un symbole

elliptique. Le théorème résultera alors d 'un théorème classique
sur les opérateurs sous-elliptiques pour E~.

Construction de R4' R~ et calcul de E~(y , ' n )
• » T | • > T|——————~~—————o i

Vu les propriétés d'homogénéité du problème, on construit

" j ^ y y ' H ï t ) » h - . ( y » T 1 » t ) pour |T]|=1. La condition Hl assure que :

dim ker ̂ .v^^ = dim ker ̂ (^t'^ - 1 -
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Par conséquent, on prend p=q=l.

Il existe ( C l O J J h , . ( t ) (resp. h / . ( t ) dans^CB^) tel que :
' ^o^ ' l o ' ^o^lo

^o-^V = 0 '"KV (t^2^ - 1

^o ^o'V - 0 11.^,^ ̂ ^ - Z

de plus (4.2.3) ^^(-t) - (-l)M ï^^ (t)

(4•2•4) ^.o^o»-^ = <-)la l ^,^) (t)

» / / k
ou a est l 'élément deH intervenant dans les hypothèses du théorè-
me 4.2.1.

Il est facile de prolonger ÎÏ et h/ ^
^^o ( y o î T 1o ) au volsinage de (y^,T1^)

de telle sorte que :

^•'•^ ^(y,^) ° ̂ ^ = ̂ '^^y,^

h^(-t) = (-i)l°l ï^

ï(y,il) = Pni-i^»'''?

hy^( t ) 6 ^(Z,^^))

no *
(4.2.6) 56 h (t) = ?, . h (t)S(y,Tp y,'n (y,T]) y,Tl

h (-t) = (-i)!"! h ( t )y»î l y,Tl

hy^(t) ç COO(S,i?ÛRV)
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/ A - / , R" \/ ^ (y^) y,TU
II est alors facile de voir que est inversible

v^ ° /^D v / +
dans ÙQt^) en (y^T^) î II nous faut calculer E^ (y ,T] ) au voisinage

de (y^TI^) .

On considère le système :

1 0
A a R~ ,
^(y,^)^ ^,71

\^ o

II est inversible et admet comme inverse f qui est de la forme :y» T|

^ -1^ ̂
^ P- 0

^(y,^ -^y,^

^(y Til^ = S „f(t)•î^-„ dt P0"1' f dans ^ORV)'J ' il m'' y>T|

Calculons £ ( , (y«) , on a :

^ ^ . /^'^^ ^-^^

^ (^ )oy^ I + l 0

et a ^o î ^o^ = 0 » il existe donc un voisinage de (y ,^n ) dans lequel

/aFaF^
1 + est inversible dans L ® Œ .

0 0



On a donc :

^ /F-^-l)3 F(aF)3 F^+Ç F(aF) j- laF+

^ <x> . . œ

F -^(-l)3 F (aF)0 S (-l^F (aF)3-^
J=l ~ +

Par conséquent :

E° = a 2 (- l)0 F (aF)3"1 F
1 J=l -

si -̂ F+ ̂  ̂ » on en déduira que :

E^ = q ( y , T ] ) . a ( y , - ^ )

où q ( y , T ] ) est elliptique dans un voisinage de (y , ^ ) ce qui terminera
la démonstration du théorème.

Démonstration de F" . F / 0

Par défini t ion, (F'F^ J Î Ï ( t ) . h ( t ) dt
JR

On se place au point (y ,-n ).

~ v
h(t) est la fonction propre associée à la valeur propre Z (2a + 1 ) À

deL^(t'\)•
^>^{\

On désigne par h ( t ) les fonctions propres associées aux valeurs
v

propres Z ( 2 p . + l ) À . pour p ^ a.
J=l 3 J

v
( 2 (2p +1)À ) étant différent de zéro, l'espace engendré par les î^(t)
J=l J J
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est dans l'espace image de L , par conséquent, il est orthogonal
au noyau de L . On a donc :

^(D.hd) dt = 0 Vp^a

Si J h ( t ) . h ( t ) dt = 0, ceci entraînerait que h ( t ) est orthogonale à
un espace dense de L Ûtf^) , ce qui est impossible, c . q . f . d .

§ 4.3 : GENERALISATIONS

On garde les hypothèses du § 4.2 mais on substitue à [Hl]
l'hypothèse plus faible suivante :

[H2J VP ç E, A _ a toutes ses valeurs propres distinctes

On suppose donc qu 'en un point (y ,-q ) de I;, il existe a ç 3NV tel
que :

Prn-l^o'^ + ^ ^«V0 ^i^o'^ = °

Soit (a , . . , a ) l 'ensemble des p v-tuples tels que :

Pm-i^o'^ + z (2a^l) À i (yo''^o ) = 0 p0"1' ^ ' - - 'P

Pour p / a ( j = l , . . , p ) , on a par conséquent :

Prn-l^o'T^ + ̂  (^i^ À i (yo'^^o ) ^ °

La dimension du noyau de Aç, / ^ est alors p, et, l ' indice étant
"^o^'V

nul, la dimension du conoyau est également p.



On classe les a^ de la manière suivante :

T J
2j a.

4 . 3 . 1 ( - 1 ) 1 = 1 pour j = l , . . , p '

Z a' -i
4 . 3 . 2 ( - 1 ) ~ = -1 pour j = p ' + l , . . , p .

Le noyau de A^^) (et deA^^Le noyau de A° ^ (et de A^, / ^ ) admet alors une décomposition

en une partie paire de dimension p' et une partie impaire de

dimension (p-p ' ) .

Il est clair alors, comme remarqué au § 4.1, qu 'on est dans les
hypothèses de la proposition 3.3.1. Nous nous proposons de construire

ici des fonctions d'hermites h . , h . telles que le calcul de E (y,T|)

soit aisé.

On suppose |T|( .= 1. Comme au § 4.2, on peut trouver p "fonctions
propres" de A°'n1 , . . , î? dans C°°(S,\? CB^) ) ( ici intervient 1 ' hy-^ y»T] y>T| ———————————
pothèse H2 cf C l O J ) telles que :

^(y,^) •^TI^J -^y^) j = l • • • •p

a. = p* + S (2a J +l) X .i m—l i ii=l
4.3.3

^v.ïn ̂  -^v..) (t) J-^.-p*"(y^) ^ t / = "(y^)

(-1) = -h^ j = p ' + l , . . , p17 x \-\,) = -n/ ^(y,Tp (y ,Ti ) (t)
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De même, on peut trouver p "fonctions propres" de A^, h , . . , hy f \\ y y T|
dans C00^,^!^)) telles que :

A°^ . . h3 = a h3 j = l , . . , p^(y ,Tp y,Ti j y»ii

4 . 3 . 4 (-1) = + h 3, . ( t ) j = l , . . , p ''(y^) ̂  = + "(y,^

L^v^) ̂  = - ^,11) (t) ^'^--P

On a ainsi décomposé les espaces "propres" en deux parties orthogonales
l'une paire et l'autre impaire, mais les h (resp. les h ) ne consti-
tuent pas une base orthonormale (ce qui n'est pas essentiel).

On pose :

4.3.5 R~ z = S z . hy ,n 3, • -y»i l j,i j ' y » T i

On désigne par R le projecteur orthogonal sur l'espace engendréy »T)
par les ^y,^)-

On désigne par R le projecteur orthogonal sur l'espace engendréy,-n
par les hy^.

Pour f dans ^CB^), R+ est défini (d ' une manière légèrement différente•y î\\
de celle faite au § 3.1) par :

(R^ f)3 = R + 3 f est la'j101"9 coordonnée de R'^ f sur la basey,ï1y,Ti y,T1
des h ,̂ i.e :

4.3.6 R+ f = Z (R''3 f ) . Vy»T] j=i y»ii y»n

R est bien entendu un opérateur d'hermite adjoint dans OPH" 0.



Il est clair qu 'en (y ,^ ) , le système

^.'^) \'î1o\

\ R+ 0
\ ^'Tlo

est inversible de ^-'(iR'^ya11 dans ^(B^ ) xd1'.

Il est donc inversible dans un voisinage de (y , ' n ) ; II existe donc
dans ce voisinage

P° ^(y.Tl) ^(y,^
°(y,iQ) - _ , '

\ V V ""
\ o(y,^) o(y,T])y

telle que :

0° 0° 0° p°
4.3.7 G/ ^ # c J & ^ = y f e / ^ t fc/ ^ = I(y, ï i ) ^y , ï i ) (y , ï i ) (y , ^ )

+
et on vérifie aisément que E (y ,'n ) = 0.o o 'o

On cherche à calculer E""(y, 'n) ; on va démontrer le lemme suivant

Lemme 4.3.8

II existe deux matrices (pxp) , C , Q . (y ,T | ) , Q o ( y » ^ ) , inversi-

bles au voisinage de (y ,7] ) telles que :

+ f a (y,'q) 0 \
^^ = V^n) • ^-. | Qo(y^)

\ ° ^y^l
v

où a (y , 'n ) = p^ < ( y , T ] ) + Z (2a^+l) ^ . (y ,^ ) , j = l , . . , p
3 m-i i=l 1 1 '
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Démonstration du lemme

+
On va calculer E ( y , f | ) par approximation successive. On

a à inverser :

4.3.9 R~z + A°u =f

R+u = S x. h3

J=l °

On peut naturellement supposer f=0 ;

On pose :

z = 0o
w = 2 x* ï3

o 3

On a :

. déf
R""(z-z ) + A (u-w ) = -Ea. x'. h3 = foo 0 3 3

(z ,w ) est une solution approchée de (4 .3 .9) (avec f=o) , On cherche

donc à itérer.

Il nous faut fa'ire quelques remarques préliminaires :
II résulte de 4 . 3 . 7 , l'identité :

0 E + R~ E" = 1o o^

d* où

(4.3.10) A° E ( I -R~) = ( I -R~) ( -R~ E")( l -R~)
Zj 0 0

Au point (y^ ,^ ) , (I-R „ ) est le projecteur orthogonal sur l ' image
" o ^ l o

. ode A-,/ .^o'V-



Or il résulte également de ( 4 . 3 . 7 ) que :

\ ̂ +
 \ •

 R - °E- -°
0

En (y^) on en déduit E;(̂ ) . ̂ (y^) - ° "-- "^(y^) = °
0- ''0

0o(y ,'T) ) s* annule donc sur l ' image de A-/ . et par conséquent

(R-EO'(I-R'))^0=0

On pose

w -w = E (I-R~) f
1 0 0 0

R~(z , -z ) = R~ f
1 0 0

On déduit de 4 . 3 . 1 0 que :

R ~ ( z - z . ) + A (u-w.) = ( - R ~ E ~ ( l - R ~ ) ) f = f,
1 1 0 0 1

On pose

et on définit par récurrence :

K^ = -R"Eo(I-R')

f = K^-Ea. x». h3)n 3 3

w ,-w = E ( I -R~) fn+1 n o n

R~ (z , -z ) = R~ fn+1 n n
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et on pose :

r^, 00

(4.3.11) u=w +S(w ,-w )=2x'h3+E (I-R~)[ S K^-Sa .x'.ï3 )-)o n+1 n 3 o '-^^ 3 .3 J

(4.3.12) R~z = 2 ̂ ^l-^ = R-( 2 K") (-Sa .x'.'h3) )
n n=o

Utilisant le fait que K = 0, on peut trouver un voisinage
^ o ' ^ o

de (y^T^) tel que :

^ £(L2CIRV),L2(IRV))

De sorte que ( 4 . 3 . 1 1 ) et ( 4 . 3 . 1 2 ) ont un sens dans ce voisinage.

Enfin

~ p . ~ ~ ' œ p
(4.3.13) R'^u = S x». 'h l ï+R+ E (I-R~) L E K^(- E a . x*. 'h3)]

j=l 3 0 n=o j=l 3 3

et on cherche x 1 , . .^ 1 de telle sorte que

~ p
R+u = 2 x. î3

J=l 3

La matrice M . . (y ,T]) définie par

^ ^ ob

M ^ . = (R+ E^ ( I -R~) [ S K" (-a. î 3 ) ] )^

est nulle en (y ,'^ ) de sorte que :

(x) == (I+M ) ( x * )y,'n
et ( I+M ) est une matrice pyp inversible ; On pose :y»ï]

Q ^ ( y , ' H ) = d^y^)-1



Déterminons maintenant ( z ) en fonction de ( x ' )

On utilise (4.3.12) ;

(z) == Q ^ ( y , ^ ) (al ^ ) ( x » )
P

^/ 00

avec (QI^TI)^ = (^ s Kn^ ^k1 k n=o k

La démonstration du lemme sera complète si on montre que (CL (y ,7] ) ) -

est inversible.

Or (Q (y ,^ ) ) 3 est la k101"0 coordonnée sur la base des h de R'.î0.

Si det (Q. (y ,T] ) ) = 0, il existe x" tel que :

R~ (Sx" . ï0) = 0
^0^0 J

C'est à dire qu ' i l existe un élément u dans le noyau de A-,(y ,^ )

qui est dans l ' image de A-, (y ,^ ).

On complète la base des h par des fonctions propres de A-.(y » T ] ^ ) , h"
et on a :

<u, h'}> = 0 j = l , . . , p

^ h^ = 0 j = l , . . , p
vp

Ceci est contradictoire avec la dimension du noyau de A- (y , T ] ) .

Du lemme 4 . 3 . 8 , des propositions 3 . 1 . 2 et 3 . 2 . 2 ; on déduit le
résultat suivant.



60

On fait l'hypothèse suivante

[H3] Le noyau de Aç,/ . . a une parité déterminée, i.e
^^•V v .———————7 .

2 Ic^l 2 |^|

Vj = l , . . , p , (-1)1'1 = (-1)1'1

Vk

Théorème 4.3. 1 4

Soit P vérifiant les hypothèses du § 1 ; on suppose qu'en
un point P de S, il existe p v-tuples a tels que :

v ,
p ' . ( ? ) + S ( 2 a . + l ) X . ( P ) = 0 pour i = l , . . , pm-1 o _^ 3 0 0

On suppose que les hypothèses [H2J et [H3] sont vérifiées.

v -
Soit a . ( P ) = p ' . ( P ) + S ( 2 a . + l ) À . ( p ) , i=l , . . , p1 m-1 ^ 3 j

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage de P avec perte
de 3/2 dérivées si et seulement si :

4.3.15 V j = l , . . , p ; - [a.,r"L < 0 au point P1 3 3 Ll °

Ce théorème généralise les théorèmes 1 . 2 et 4 . 2 . 1 .

Remarque 4 . 3 . 1 6

Dans le cas où l'hypothèse CH3J n'est pas satisfaite, il
est raisonnable de penser que 4 . 3 . 1 5 reste une condition suffisante.
Elle n'est' sûrement pas nécessaire en général, car, comme, remarqué
dans la proposition 3 . 3 . 1 , E~ n'est pas régulier et des termes
d'ordre 1/2 de moins peuvent apparaître. Ce problème est étudié
dans C l 2 ] .
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