MEMOIRES DELA S. M. F.

GERARD VIENNOT

Quelques bases et familles basiques des algebres de Lie
libres commodes pour les calculs sur ordinateurs

Mémoires de la S. M. F., tome 49-50 (1977), p. 201-209
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1977__49-50__201_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http:/smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1977__49-50__201_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Catculateurs en Matha (1975 - LIMOGES) 201
Bull. Soc. math. France
Mémoire 49-50, 1977, p. 201-209
QUELQUES BASES ET FAMILLES BASIQUES
DES ALGEBRES DE LIE LIBRES
COMMODES POUR LES CALCULS SUR ORDINATEURS

par Gérard VIENNOT

INTRODUCTION -

Le but de cet exposé est de définir une classe de bases et de familles basiques
des algébres de Lie libres ét de montrer que léurs propriétés remarquables les
reﬁdent nettement plus pratiques pour les calculs sur ordinateurs que les bases
classiques de Hall habituellement employées (voir par exemple [2]). L'une de ces
bases est notamment utilisée par J. Michel pour le calcul des coefficients de la
série de Baker-Hausdorff et pour certains calculs relatifs au probléme de Burnside
et 3 la conjecture de Hughes (voir 1l'exposé & ces mémes journées [8)). L'implémen—
tation est faite en APL qui semble &tre un langage bien adapté & ces calculs et

dont 1'intérét a aussi &té souligné au cpurs de ces journées par J.F. Perrot (10).

§ 1 - RAPPELS SUR LE CALCUL DES COMMUTATEURS ET LES ALGEBRES DE LIE LIBRES -

Ces quelques rappels élémentaires sont destinés au lecteur non spécialiste. Ils
constituent aussi un prél}minaire 3 1'article de J. Michel a ces mémes journées.
Pour plus de détails, le lecteur se reportera a [1), (7) ou au chapitre 5 de (9).

Soit X un ensemble non vide. Nous désignons par M(X) (resp. X+, resp. X*)

le magma libre (resp. demi-grouﬁe libre, resp. monoide libre) engendré par X,

c'est-a-dire le systéme algébrique libre engendré par X et associé 3 une loi de
composition (resp. loi associative, resp. loi associative avec élément neutre). Le
groupe libre engendré par X est noté F(X).

Soit K wun anneau commutatif unitaire. L'algébre associative libre engendrée par

X & coefficients dans K (ou algébre des polyndmes en variables non commutatives

X) sera notée K < X >. C'est un module libre de base X¥. L'algébre de Lie libre

engendrée par X (a4 coefficients dans K) sera notée L(X) (ou LK(X) s'il y a
confugion).

Soit ¥ 1'application canonique consistant i " remplacer " les parenthéses d'un
mot de M(X) par le crochet de Lie [u, V] = u Vv -v u. Par exemple

vix, (x, ¥)) = [x, [x, y]l = > y=2xyx+y x* ¢ K <X >,

Le module L(X) est un module libre et peut &tre identifié au sous-module formé
des polyndmes de Lie, c'est-a-dire les combinaisons linéaires d'éléments de M(X))
(ou alternants). La multiplication de ‘L(X) est alors le crochet de Lie
[u, v] = u v -vu (qui est bien un polyndme de Lie lorsque u et v le sont).

L'algébre enveloppante de K < X > est L(X).
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Si & est une sous-algébre de Lie libre de L(X), une famille basique de &
est une famille d'éléments de L(X) engendrant librement ¥ (en tant qu'algébre
de Lie).

Nous notons X (resp. Mn(X), resp. Ln(X)) 1'ensemble des éléments de X* (resp.
~ de M(X), resp. €léments homogénes de L(X)) de longueur ou degré n.

La dimension du module libre Ln(X) est donnée par les formules de Witt (avec
X fini de caldinal q) :-

/d

1 (n) = ) () q"
q d‘s

oi d ‘parcourt les diviseurs de n et u e B 1a fonction de Moébius habituelle).

Calcul des commutateurs —

Nous donnons maintenant le lien entre les algébres de Lie et le calcul dans les
groupes.

Pour u et v é&léments de F(X) notons {u, v} =uv u-] v_l le commutateur
de u et v (habitueliement noté aussi (u, v)). Soit & l'application M(X) ~ F(%)
consistant a4 remplacer les pérenthéses d'un élément de M(X) par des parenthéses
de commutateurs et soit Fn(X) le sous-groupe de F(X) engendré par les commuta-

teurs de degré n, c'est-a-dire @(Mn(X)). La suite Fn(X) est appelée la suite

centrale descendante du groupe G = F(X). C'est un exemple de N-suite, c'est-a-

dire une suite (Fn) de sous-groupes distingués du groupe G vérifiant les deux
conditions : )

(1) FI=G.2..._.'.'_>Fn2Fn+]__‘2...
(ii) : {Fl B FJ}EFI"'J , ¥i, jz21
(en désignant par {Fi , Fj} le sous—groupe de G engendré par les commutateurs

{u, v}, u e Fi , VE Fj).
A toute N-suite (Fn) d'un groupe G, on peut associer une 2-algdbre de Lie
hf(Fn) de la fagon suivante (voir (7J) : Le module sous-jacent est la somme

directe des groupes abéliens libres Fn / F . En désignant par ;i la classe

n+l

de Xi€ Fi module F ,.on démontre que {xi , X.} est un élément de F

i+l i+].
dont la classe modulo Fi+j+l ne dépend que de é; et é} . On peut ainsi définir
une application bilinéaire

By /By Py v Foy 2 Py [ P .
qui s'étend par linéarité au module (Fn). Les identités remarquables existant

entre commutateurs prouvent alors que Zf(Fn) est une algébre de Lie.
En particulier lorsque l'on prend comme N-suite la suite centrale descendante

(Fn(X)) du groupe libre F(X), 1'algébre de Lie associée S{(Fn) est alors 1'al-

gébre de Lie libre LZ(X)' Les dimensions des groupes abéliens libres Frl / F

n+l
~sont donc lq(n) et 3 une base d'alternants de Ln(X) correspond ce qu'on appelle

des commutateurs basiques de Fn(X).
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Plongement du groupe libre dans le groupe des séries inversibles -

Un autre moyen de retrouver cette correspondance entre commutateurs et crochets
de Lie est de plonger le groupe libre F(X) dans le groupe G(X) des séries
inversibles de K <<X>>, c'est-a-dire 1'algébre des séries & variables non commuta-
tives X et & coefficients dans [K. Soit p l'application F(X) » G(X) définie
par : ¥ x € X, p(x) =1+ x. .

Alors F(X) est isomorphe & p(F(X)). Notons d(s) 1'élément homogéne de
degré minimum > 1 de la série s € p(F(X)). Alors la suite de sous—groupe de F(X)
définie par Fn(X’ K) = {u € F(X), d(p(u)) 2 n} est une N-suite. En particulier
si K =2 on retrouve la suite centrale descendante Fn(X) et les modules
‘d o p(Fn(X)) sont isomorphes aux modules Ln(X). Lorsque K = Zn on retrouve la
N-suite des groupes de dimension modulo n.

Bases de Hall -

Nous rappelons enfin les classiques bases de Hall habituellement employées dans
la pratique (5] et introduites par P. Hall en termes de commutateurs basiques dans

le " collecting process " en (6). Soit H wune partie totalement ordonnée de M(X)

vérifiant les trois conditions suivantes :
- (Hal) Xe H
u€ H, veH
- (Haz) ¥h=1(u,v) ¢MX \X, h€H <= u<v
veX ou v= (v, v") avec v'su

- (Haé) VueH ¥veH |ul<]|v]=u<v (Jul est la longueur de u)

Alors la famille {y(h), h € H} est une base de L(X) appelée base de Hall
de L(X).

Les bases des algébres de Lie libres sont non seulement utiles dans les calculs
de théorie combinatoire des groupes, mais aussi dans d'autres domaines comme par
exemple la résolution d'équations différentielles linéaires ou en mécanique quan-—
tique (théorie des perturbations). Signalons enfin le calcul des coefficients de
la célébre série (en variables non commutatives) z = Log(eX ey) =x +y + % (x, y]

+ ... appelée série de Baker-Hausdorff et qui ‘est en fait une somme d'alternants

de LQ(x, y).

§ 2 - FACTORISATIONS REGULIERES DES MONOIDES LIBRES ET BASES DE CHEN-FOX-LYNDON-
SIRSOV -

Les bases que nous décrivons sont définies comme cas particuliers de la cons-—
truction générale suivante :
Définition 2-1 -

. P + P . .
Une. partie F totalement ordonnée de mots de X  est appelée factorisation

réguliére compléte ssion a les trois conditions :
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(i) . X< F
(ii) YVu, vEF, u<v=>uveF et u<uv<y

(iii) ¥ f€ F\ X, Ju, ve F avec u<v tel que f = uv

Exemple 2.1 -
Soit X = {x, y}. Nous donnons une constructionpossible des mots de longueur £ 5
de F. Les éléments de Fn X" (n ¢ 5) sont écrits en ligne et ordonnés de gauche

a droite.

| x> |
23
| %y |

3 2
| | x7y | I l | | xy

| x% | l I 3y? | xPyxy | | xyxy” | | |xy” |

On trouvera une construction générale des factorisations réguliéres complétes
dans (1%).

Pour une factorisation réguliére compléte F de X , soit X 1l'application
F > L{X) définie de la fagon suivante : )

-¥x€X A X =X

- pour f € F \ X, on peut toujours écrire f =u v avec ué& F et v e X+.
Soit f' 1le plus long des facteurs gauches de f tel que : )

f=f'f" avec £'€ F et f"€ X'.
Alors les conditions (i), (ii), (iii) de la définition 2.1 impliquent que f" ¢ F.
On peut donc définir par récurrence sur les longueurs des mots de F :
AME=[nE, x £

PROPOSITION 2.1 -

Soit F une factorisaiton réguliére compléte du monoide libre X . Alors la

famille {A(f), f € F} est une base de L(X).

Y
Base de Chen—Fox—Lyndon—Sirgov -

Soit s un ordre lexicographique sur X et soit F 1'ensemble des mots de X
qui sont minimum (pour 1'ordre <) dans leur classe de conjugaison, c'est-a-dire :
F={f€X, f=uv,u€X,vex = f<vul
Alors les propriétés de l'ordre lexicographique impliquent que F est une factori-
sation réguliére compléte (en 1'ordonnant par 1l'ordre lexicographique). La propo-
sition 2.1 permet de retrouver la base {A(f), £ € F} introduite en (3), (!2) et

v
[13] et que nous appelons base de Chen-Fox—Lyndon—Sirgov. Les mots de F sont

appelés lexicographiques standards.
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Exemple 2.2 -
Soit X = {x, y} avec 'x < y. Les mots de longueur 5 de F sont
4 32 2 23 2 4
, {x' vy, x7y", x"yxy, xy7, xyxy", xy '}
. Les éléments de degré 5 de la base de Chen-Fox-Lyndon-Sirsov sonf donc
4 >
A(x Y) = [X’ [X’ {X, [X’Y]]]]
32 27
A(x y ) = [[X, [Xy [X’y]]]) y]
2
M(x"yxy) = [[X, [Xy}’]]’ [X’Y]]
2.3
MY = [[[* [xv]1, v]s v]
4 . .
Ay ) = [[[I*v], v], vy1,"v]
2
Aaxyxy)) = [[x,y], [[x.v], v]1]
La propriété fondamentale rendant cette base trés commode pour les calculs est
la suivante :
PROPOSITION 2.2 -

. . * .
Soit F 1'ensemble des mots lexicographiques standards de X = et soit w la

projection de L(X) sur le sous-module libre de Z < X > de base F. Alors w est

AL

un isomorphisme de module. Les matrices associées 3 la restriction de

w
exprimant les images par w de A(F n X") relativement & la base F N X" sont

triangulaires, 3 coefficients entiers avec des | sur la diagonale.

Cette propriété se montre facilement en remarquant que pour tout f € F, le
polynSme de Lie A(f)  s'écrit A(f) = £ + A'(f) avec A'(f) somme de mondmes de
Z < X > tous strictement supérieurs pour 1'ordre lexicographique a f.

En fait la proposition 2.2 est vraie en général pour les bases associées aux
factorisations réguliéres éomplétes des monoides libres. Nous verrons un autre
exemple au paragraphe suivant avec la base que nous appelons base de Spitzer-Foata,
nouvelle base introduite par 1'auteur en {1“). Remarquons que le projecteur analo-

gue associé a la base de Hall n'est méme pas un isomorphisme.

Application aux calculs sur ordinateurs -

Un programme APL permet de calculer les mots lexicographiques standards de degré
donné. On peut alors calculer 1'application A associée, puis les matrices de la
proposition 2.2 avec des fonctions manipulant en APL les polyndmes non commutatifs.
Une application est le calcul des coefficients de la série de Baker-Hausdorff rela-
tivement 3 la base de Chen-Fox-L§ndon—Sirsov. I1 suffit de connaitre les coeffi-
cients de cette série de @ <<X>>, considérée comme somme de mots de x* et qui
sont donnés par des formules dues 4 Goldberg. On ne retient dans ces coefficients
uniquement ceux relatifs aux mots lexicographiquesstandards. Pour en déduire ceux
relativement 3 la base de Chen-Fox-Lyndon-8ir¥ov il suffit d'inverser les matrices
triangulaires de la proposition 2.2, qui sont encore des matrices i coefficients
entiers. On peut calculer indépendemment chaque composante bihomogéne de degré

donné en x et en y.
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. PP . 5 5 P
Par exemple la matrice associée a la restriction de w @ Fn X se décompose

en les quatre sous-matrices triangulaires suivantes :

Ay aGSyD) aGhxy) AR aGyxyd) A G

4 ~ [
X'y 1 ' 0 0 0 0 0 ]
e et
x3y2 0, 1 0 0 0 0
2 ' !
X"yxy 0 : _‘—3 -_____I- _:_<__0_______0___~| 0
%’y 0 [ 1 0 o0
xyxy” 0 L2 L__o_0.
xy4 0 0 0 5 1
L . e - =

En fait la proposition 2.1 n'est qu'un corollaire d'une théorie générale des

factorisations des monoides libres, notions introduites par M.P. Shiitzenberger (11)

et développées dans la thése de 1'auteur (1“). Une factorisation compléte du

monoide libre X* est un ensemble F de mots totalement ordonnés tels que tout
+ . ‘s .
mot f € X se factorise de maniére unique f = f] e fp avec p 2 1, fi € F,

f1 2 ... 2f . On a alors la généralisation maximum possible des bases de Hall

(en notant § : M(X) - x* 1'application canonique de déparenthésage)-

PROPOSITION 2.3 -

Soit H wune partie totalement ordonnée de M(X) vérifiant (Hal) et (Haz)

Alors la famille‘{w(h), h € H} est une base de L(X) ssi 6H, ordonné par 1'ordre

correspondant de H, est une factorisation compléte de X*, ce qui équivaut 3 la

condition :
(Ha,)

Les factorisations complétes réguliéres introduites dans cet exposé& sont alors

¥u veH (u, v) € H= u < (u, v)

exactement les factorisations telles qu'il existe un ensemble H vérifiant les
conditions- (Ha‘), (Haz) et (Ha3), ainsi qu'un ensemble H' vérifiant les condi-

tions duales. La base associée par la proposition 2.1 est alors y(H).

§ 3 - FAMILLES BASIQUES ET BASE DE SPITZER-FOATA -

On peut vérifier sur ordinateur qu'il n'existe pas de base de L(X) vérifiant
les conditions de la proposition 2.2 et telles que les matrices associées soient

" canonique " de L(X). Par

les matrices unités. De fait, il n'existe pas de base
contre il existe certaines décompositions de L(X) en somme directe (en tant que
module) de sous-algébres de Lie libres. Nous donnons ici des procédés de calcul
rapide des familles basiques de ces sous—algébres de Lie. Ceux-ci reposent sur la
notion générale de factorisation de momoide libre due & M.P. Schiitzenberger (11)

et développée par 1'auteur (!%).
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Définition 3.1 -

Une factorisation & = (Yj . j € J) du monoide libre x¥ est une famille de

. + . ~ -
parties de X indexée par un ensemble totalement ordonné J et telle que tout

+ . s .
mot f de X se factorise de maniére unique

N\
(=

f=f ... fp avec p z I, fi € in , j] 2 ...
Exemple 3.1 - ) ;
X=b+Y,3={1,2}, Y =UbY, Y = (b}
Exemple‘3.2 - *

Les factorisations complétes réguliéres de la définition 2.1 sont des factori-
sations avec F =J et Y. = {j}. Plus généralement une factorisation compléte
est une factorisation telle que chaque Y, n'ait qu'ﬁn seul élément.

On peut généraliser les propriétés de paragraphe 2 en définissant la classe des
factorisations réguliéres de x* comme les factorisations vérifiant
Définition 3.2 -

Une factorisation & = (Yj , jJ €J) de X est dire réguliére ssielle vérifie

1'une des deux conditions équivalentes suivantes :

(i) ¥V u€ Yj] , ¥v € sz > Jy<jy=wuve ? Yj.

.. €y, ey, Z . .
(ii) ¥ u YJl , ¥v YJ2 , UV & ? YJ = uv e Yk avec ;< k < iy
Par le méme procédé de " crochetage " des mots du paragraphe 2 (en remplagant

F .par Cont(ﬁp/) = g Yj)’ on définit une application A : Cont(ﬁﬁ ) » L(X) telle
que chaque A(Y.) soit une famille d'alternants engendrant librement la sous-al-
algébre de Lie Sﬂ(k(Yj)) de L(X) qu'elle engendre. De plus L(X) peut &tre
identifié en tant que module 3 la somme directe

L(X) = ® L(A(Y.)
j J
L'exemple fondamental de ce paragraphe est la factorisation dite de Spitzer sur

" canoniquement " L(X) et d'ol est issue

deux lettres X = {x, y}, qui factorise
la nouvelle base de Spitzer-Foata.

Pour x € X nous notons lﬁ]x le degré en x dumot u de X¥ ou de 1'al-
ternant u de L(X). Soit J 1'ensemble des couples (p, q) de nombres premiers
entre eux, augmenté du O et ordonné par l'ordre induit des rationnels q/p.

Notons Y = {x} et pour (p, q) € J\ {0}

Yo, = (E€ X", €], / 1€l = a/p et ¥u, ve ', f=uv, Jul /1ul, < afp)

On peut exprimer géométriquement cette définition en associant 3 tout mot de

+ . ..
X un " chemin minimal " de IN x W : chaque occurence de x (resp. y) correspond

4 un " pas " horizontal (resp. vertical).
Exemple 3.3 -

Au mot f = Xyxxyxyyy correspond le chemin minimal suivant :
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x
Les mots de Y(p q) correspondent aux chemins minimaux situés strictement (sauf
aux extrémités) ;ous la droite de pente q/p passant par le point (0, 0). On
vérifie que fF = (Yj , j € J) est une factorisation réguliére.

Sur la figure on peut " lire " le parenthésage associé au mot

f€Cont(#F )=V Yj . Ainsi celui de f = Xyxxyxyyy € Y5/4 est

YT (00 L 1 P 0 IO PG IS o §
Soit d'autre part L(p,q) la sous-algébre de Lie libre de L(X) constituée
des combinaisons linéaires d'alternants u tels que |u|y / |u|X = q/p, et soit
Lo = {x}. Il est clair que L(X) est somme directe des Lj , j € J. I1 est nette-

ment moins évident que :

PROPOSITION 3.1 -

A(Yj) est une famille basique de 1'algébre de Lie Lj et donc le module L(X)

est isomorphe d la somme directe ® L(A(Yj)).
J

Dans un certain sens, ces familles basiques possédent encore la propriété de la
proposition 2.2. Elles sont donc particuliérement commodes pour les calculs sur
ordinateurs. Le calcul des matrices triangulaires s'obtient par des calculs de
pentes de chemins minimaux comme indiqués sur la figure. Pour avoir une base de
L(X) il suffit de prendre une base dans chaque algébre de Lie L(A(Yj)). L'avan-
tage est que quelque soit le choix de ces bases, les coefficients d'un polyndme
de Lie L(X) relativement aux alternants de ¥’A(Yj) ne changent pas et sont en

n

. . . P
un certain sens " canoniques ". En particulier si 1'on prend dans chaque Y; sous—

monoide libre de X*, 1'ordre lexicographique défini en ordomnant Y. lexicogra-
phiquement par x < y, puis en définissant la factorisation ﬁf} de Y¥® des mots

]

" composition " de la factorisation

lexicographiques standards, on obtient par
F o= (Yj , j € J) avec chacune des factorisations ﬁF} une factorisation
compléte réguliére F de X . La base associée de L(X) est la base que nous

appelons base de Spitzer-Foata (le fait d'@tre une base avait &té conjecturé par

é
D. Foata). Cette base est obtenue aussi comme la réunion des différentes bases de
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Chen-Fox-Lyndon-Sirsov relativement & chaque sous—algébre de Lie libre L(A(Yj)).

PROPOSITION 3.2 -

i

La base de Spitzer—Foata vérifie la propriété de la proposition 2.2.

Cette base n'a pas encore &té utilisée en APL.
I1 serait peut &tre intéressant de calculer les coefficients canoniques de la

série de Baker—Hausdorff relativement aux alternants de U(Yj). On sait déja que

<Py

ceux des alternants associés aux mots y sont des comginaisons de nombres de

Bernoulli.
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