
MÉMOIRES DE LA S. M. F.

FRANCIS SERGERAERT
Utilisation des flottants du hardware pour le
calcul rationnel exact
Mémoires de la S. M. F., tome 49-50 (1977), p. 187-194
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1977__49-50__187_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1977__49-50__187_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Calculateurs en Math. (1975 - LIMOGES) 187
Bull. Soc. math* France
Mémoire 49-50, 1977, p . 187-194

U T I L I S A T I O N DES F L O T T A N T S DU HARDWARE POUR LE CALCUL

R A T I O N N E L EXACT

(Francis SERGERAERT - P O I T I E R S )

1 - Enoncé du problème -

Soi t Q^ l ' a n n e a u des çe rmes de f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s

d é f i n i e s . au v o i s i n a g e de 0 dans (^n • On no t e ^^' l ' i d é a l m a x i m a l

u n i q u e de ©^ - . Si f 6 ©r , on n o t e Jf l ' i d é a l de çf e n g e n d r é

par les d é r i v é e s p a r t i e l l e s du p r e m i e r o r d r e de f ; c ' e s t l ' i d é a l
j acob ien de f . On dit q u e f a une s i n g u l a r i t é en 0 si JfC^'6,

a u t r e m e n t dit si t o u t e s les d é r i v é e s p a r t i e l l e s de f s ' a n n u l e n t

en 0 , ou encore si d f ( 0 ) = 0 . C e t t e s i n g u l a r i t é est i so lée si 0
est rac ine i so lée de df = 0 ; le N u l I s t e l l e n s a t 3 i m p l i q u e a lors

q u ' i l ex i s t e un e n t i e r k te l que Jf^^? .

On not e alors :

m f f ) = inf {m : f"1 6 J f }

En 1973 il e x i s t a i t deux c o n j e c t u r e s au s u j e t de la v a l e u r
de l ' e n t i e r m ( f ) dans le ca-s où n = 2 , c ' e s t -3 -d i re dans le cas

où f est un germe de deux v a r i a b l e s c o m p l e x e s . La p r e m i è r e ,

a t t r i b u é e a J. M a t h e r pa r W a l l [WlJ , a f f i r m a i t que m ( f ) ^ 2 .

La seconde s u p p o s e en p l u s que f es t un ge rme i r r é d u c t ib le .

On peut a l o r s d é f i n i r ( v o i r pa r e x e m p l e [LlJ) l ' e n t i e r p ( f ) ,

n o m b r e des p a i r e s de P u i s e u x de f . A t i t r e d ' e x e m p l e :

p ( y 2 - x 3 ) = 1

p ( y 4 - 2x^ 2 - 4 x 5 y + x6 - x 7 ) = 2

p ( y 8 - 4x ' !y 6 - '^y5 + ^y4 - 2 ^ x 7 y 4 + l^y3

-^V- - 2 A x 9 y 3 + .-^x^y2 - Px^y - 2 0 x l l y 2 + x12

+ 1 . 6 x l 2 y + f 'x1 3 - Sx^y + 21x^/' - x 1 5 ) = 3
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Ro-marquons que c e s t ro is polynômes sont polynôme minimal de

3 / 2 3 / 2 7 / 4 3 / 2 '. 7 / 4 1 5 / 8x » x + x , x - x + x r espec t i vemen t . '

On no te P ( x , y ) le t ro is ième de ces po lynômes*

La sf icc.nde c o n j e c t u r e , énoncée par A ' C a m p o , af f i rmai t que si

f es t un germe, i r réduct ib le de deux -var iables, alors ' m ( f ) ^ p ( f ) .

On voi t que les deux c o n j e c t u r e s so'nt con t rad i c to i r es pour

f=P - Il étai t donc ten tan t de de terminer, pour le c a s particulier

de P , qui avait ra ison, de Mather ou d ' A ' C a m p o . C ' e s t ce calcul que

nous voulons maintenant expliquer.

. 2 - Description de l'algorithme -

II faut déterminer s'i l e s t p o s s i b l e - d e trouver A , A ' te ls

que : ' P 2 = A P ' + A ' P '
x y

No t o n s :

P\ = F X^ xV . P^ = z Y^ xV

A = ^ a^^ x 'y^ . A 1 = z a^ ^ x^

P2 = Z b^ x iy j

On uti l ise la méthode des c o e f f i c i e n t s indéterminés qui donne

les équat ions :

^J^ 'i'.r 'i-i '.J-J' + ^ i^ j1 " i- i ' . j- j1 = ^.j (Eqi.j)

o $ j ' $ j

C ' e s t un s y t è m e linéaire en les a. . et a ' . . . On c l asse
1 » J L » J

les équat ions Eq^ d ' a b o r d par rapport à i+j , puis par rapport

à j . La première équat ion non triviale donne une relation :

^l^l = ^l^l + l "i.J 'i.J + ''i.J ''i.J
( i , J ) ^ ( i l , J ^ )

On repor te ce résu l ta t dans la deuxième équation non triviale,

on obt ient (par exemple) :

^i 1 = c\ i + S . . .1 2 ' J 2 1 2 ' J 2
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e t o n c o n t i n u e .

A p r è s subs t i tu t ion dans uns E q . . non tr iviale d e s1 » .1
r é s u l t a t s p r é c é d e m m e n t o b t e n u s , t r o i s cas p e u v e n t se p r o d u i r e :

1 ° ) Eq. devient triviale (0=0) . C ' e s t que Eq. es t1 » J 1 » J
c o n s é q u e n c e des E q . , , , P0^^ ( 1 * » J l ) < ^ ï j ) •

2 ° ) E q . . d e v i e n t une r e l a t i o n " i m p o s s i b l e " ( 0 = b ^ 0 ) : les -1 » J
c o e f f i c i e n t s de t o u t e s les i n c o n n u e s . s o n t a n n u l é s , m a i s le " s e c o n d

m e m b r e " n ' e s t p a s n u l . Le s y s t è m e l i n é a i r e n ' a d m e t d o n c pas de

s o l u t i o n ; c ' e s t que P 2 y JP , ce q u i d o n n e r a i s o n à A ' C a m p o .

3 ° ) E q . . d e v i e n t une r e l a t i o n non t r i v i a l e " p o s s i b l e " ; on1 > J
o b t i e n t a l o r s une n o u v e l l e r e l a t i o n :

a = ... ou a' = ...
P P P P

et on p o u r s u i t .

Dans le 1 ° ) . o n d é d u i t que

x ^ y 3 ^ JP ( r e g a r d e r ! ) .

En p a r t i c u l i e r Wsi (Ù JP et ceci d o n n e un r e n s e i g n e m e n t

sur l.e p l u s p e t i t k te l que JP3'^" ; on a k > i + j .

Dans le 3° ) on p e u t a f f i r m e r que

xV 6 JP + .[ K x ^ y 1 1 ^i+^1

( i1 , J ' ) > ( i , J )
i '+ j ' = i+j

En p a r t i c u l i e r , s ' i l e x i s t e un e n t i e r k te l que

a) Le cas 2 ° ) ne se p r o d u i t pas p o u r i + j $ k

b ) Le cas 3 ° ) se p r o d u i t p o u r t o u t ( i , j ) tel q u e i + j = k ,

on vo i t que :

a) -> P2 6 JP -^k+l

b ) => ̂  C JP ^k+l

M a i s le lemme de N a k a y a m a i m p l i q u e a l o r s que ^ (^ JP , a

f o r t i o r i Wû + C 'ÎP » et. donc P2 6 JP ; c ' e s t q u e M a t h e r a r a i s o n .
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Comme on sait d'avance q u ' i l existe un entier k tel que
JP ^/llv ^ on voit q u ' o n a bien un algarithme pour déterminer q u i , de
Mather ou de A ' C a m p o , a raison au sujet de P •

Cependant le calcul est trop compliqué pour être effectué à
la main ; il est nécessaire de recourir à l ' o r d i n a t e u r . L ' u t i l i s a t i o n
de l'ordinateur soulève pourtant de nouvelles difficultés q u ' o n va
maintenant exposer.

3 - Résoudre un système tznéai've ratzonneï à t'aide d'un ovdi-nateur -

Supposons q u ' o n veuille résoudre à l ' a i d e d ' u n ordinateur
le système linéaire à coefficients et seconds membres rationnels :

m
î a x = b ( 1 ^ j $ n) .

i=l lj 1 J

C ' e s t un problème très classique. La difficulté en ce qui
nous concerne est do u b l e . D ' a b o r d , la taille du système, q u ' o n ne
connaît d'ailleurs pas au départ de l ' a l g o r i t h m e , est grande : a
posteriori il se trouve que m == 240 et n = 225 ! La seconde
difficulté est plus intéressante. Il faut décider si oui ou non le
système proposé admet une solution. Il n ' e s t pas question pour ce
faire d ' u t i l i s e r les flottants fournis par les constructeurs. Supposons
en effet q u ' o n veuille déterminer la nature du système

3x^ + x^ = 0

3X! + x! = 1
Un calcul en flottants déduira de la première équation que

x- = -0.33x,- , résultat q u i , reporté dans la seconde donne

- 0 . 9 9 x - + x^ = O . O I x ^ = l . « On obtient ainsi la réponse : le système
admet une solution ! Ce résultat inexact provient des erreurs com-
mises par les opérateurs binaires lors d ' o p é r a t i o n sur des flotta n t s .

Il faut donc chercher à travailler dans Q : un " n o m b r e "
sera un couple ( p , q ) d ' e n t i e r s du hardware ; ( p , q ) représente le
rationnel p/q • Un jeu de sous-programmes permet d ' e f f e c t u e r les
opérations sur de tels nombres selon les règles bien connues.
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On rencontre alors une nouvelle difficulté : les rationnels
résultats des calculs demandent très rapidement pour être repré-
sentés des entiers p » q dépassant la capacité ma:: ...uni prévue
par le constructeur, même si on réduit systématiquement- p/ à
sa forme irréductible.

là encore la solution est classique : utiliser des sous-.
programmes de calcul en multi-précision. Cependant, cette méthode
est très lourde : le temps de calcul devient très lon g , et on se
heurte à de redoutables problèmes d'encombrement mémoire. Il n ' e s t
pas sûr q u ' u n e telle méthode réussise à traiter notre problème ;
de toute façon, elle coûterait cher !

Nous avons utilisé une autre méthode, d ' e s p r i t complètement
différent, et qui s ' e s t révélée très efficace.

Soit Z l'ensemble des entiers positifs représentables par
un entier du hardware, et F l'ensemble des réels positifs repré-
sentables par un flottant du hardware. Décidons q u ' u n " n o m b r e "
est un quadruple! ( £ , s , c x , @ ) où f est un b i t , indicateur de
format, qui vaut 0 ou 1 , s est un signe qui vaut - 1 , 0 ou 1 ;
si f=l , alors a , 0 € - Z et le nombre représenté est le rationnel
sa/f3 ; si f=0 , alors a , 0 €. F , 0 < a < f3 , et le nombre repré-
senté est un réel (inconnu) élément de f̂ s a , s gj ; dans ce c a s , on
ne connaît q u ' u n e approximation par défaut et une approximation
par excès du nom.bre représenté ; par contre, d a n s ' i e premier c a s ,
on connaît le nombre exactement.

On va expliquer maintenant comment on effectue les opérations
d ' a d d i t i o n et de multiplication de ces nombres. Supposons d ' a b o r d
q u ' o n veuille effectuer :

( 0 , s , a , 0 ) x ( 0 , s ' . a ' , 6 ' ) = ?
On détermine des flottants a " , 0 " £ . F tels que

a" $ aa' < 0@' $ g " . Le résultat est alors ( 0 , s s ' , a " , @ " ) ;
naturellement on cherchera g " - c t " aussi petit que possible.
Supposons maintenait q u ' o n veuille effectuer :

( l , s , p , q ) x ( 0 , s ' , a ' , | 3 ' ) = ?

On cherche alors a " , 0 " é . ̂  tels que a" $ pc^/q < p f 3 ' / q ^ 0 " .
Le résultat est encore ( 0 , s s ' , a " , g " ) •
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Si on veut c a l c u l e r :

( l , s , p . q ) x ( 1 , 3 ' . ? ' , q ' ) = ?

Soit p " / q " = PP^qq* la représentation irréductible du produit
des modules. Si p " , q " £ Z , le résultat sera ( 1 , s s ' , p " , q " ' ) . Si
par contre p " ou q " dépasse la capacité prévue par le conducteur,
on détermine deux flottants c t " , p " & F tels que a" < p " / q " < 0" ;
on décidera alors que le résultat de la multiplication est
(0 , s s ' , a" , $" ) . L ' e s p r i t de la méthode est très simple : si pos-sible
on calcule dans Q ; sinon on calcule sur des intervalles de
sécuri té de IR .

On procède de la même façon pour l ' a d d i t i o n . Il se présente
cependant une d i f f i c u l t é . Soit à calculer :

( 0 , + , a , @ ) + ( 0 , - , a ' , & ' ) - ?

Supposons d ' a b o r d que a > 0 ' ; on cherche alors a " , f 3 "
dans F tels que 0 < a" $ a-f 3' < g - a ' $ |3 " , et le résultat est
( 0 , + , a " , 3 " ) . De même si 8 < a ' . Cependant, si a $ 0 ' et
@ $ a ' , le résultat est un nombre indéterminé de l'intervalle
^cx-6' , f3-a'J qui contient 0 et dont on ne peut déterminer le
s i gne. On c o n s i d è r e , q u ' u n e telle addition est une erreur dans le
même sens q u ' o n dit q u ' u n e multiplication provoquant un dépassement
de capacité est une erreur : le résultat n ' e s t pas représentable..

En ce qui nous concerne, un nombre indéterminé d ' u n intervalle
contenant 0 ne peut être considéré : il risquerait d'empêcher de
conclure sur la nature' du système linéaire étudié. On voit que
notre méthode ne permet de déterminer certains nombres q u ' a v e c
une certaine approximation ; m a i s , tant que. 1 ' " e r r e u r " q u ' o n vient
d ' é t u d i e r ne se. produit p a s , on connaît de façon certaine si un
" n o m b r e " est nul ou non. Il reste donc à espérer qu'aucune " e r r e u r "
ne se produise ; cela revient à espérer que s i , au cours du calcul
le résultat d ' u n e soustraction n - n « est n u l , les nombres
n- et n« ne résultent pas d ' u n e trop grande quantité de cal c u l s ,
et sont encore représentés sous forme rationnelle ; on peut alors
garantir le résultat nul.

Dans notre c a s , aucune " e r r e u r " ne s ' e s t produite : on
trouve ainsi en 20 secondes d'IBM/370-168 que la conjecture
d ' A ' C a m p o est fausse.
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Là méthode est très efficace, car un " n o m b r e " a un encombrement:
mémoire fixe et réduit ; par ailleurs les sous-programmes de calcul
ne contiennent aucune séquence itérative : on gagne sur tous les
tableaux, mémoire et temps de. calcul.

Pourrésoudre le système li n é a i r e , ] e choix du pivot est
crucial ; nous avons choisi la méthode suivante : chercher si
possible un pivot rationnel, e t , si c ' e s t le cas un pivot ( l , s , p , q )
tel que p^+q^ soi.t minimum ( d e façon à " c o m p l i q u e r " le moins
possible les calculs à s u i v r e ) . La méthode naïvecorsistant'- à choisir
le plus grand pivot possible échoue sur une " e r r e u r " !

Dans nos, sous-programmes, les résultats rationnels étaient
systématiquement r é d u i t s . On peut imaginer la variante suivante :
un nombre est un quintuple! ( f , r , s , p , q ) où f , s , p , q sont comme
av a n t , et où r est un bit indiquant, dans le cap où f=l , si
p/q est réduit. On peut ainsi n'effectuer les réductions, qui
prennent beaucoup de t e m p s , q u ' à bon e s c i e n t , quand elles présentent
un intérêt. On gagne ainsi 20^ du temps de ca l c u l . Cependant le
choix du pivot est moins rigoureux : on pourrait préférer le pivot
( 1 , 1 , 1 , 1 1 , 4 ) au pivot ( 1 , 0 , 1 , 5 6 4 7 6 4 , 5 6 4 7 6 4 ) ; ce serait un mauvais.
choix.

Dans le même temps Briançon E^lJ démontrait indépendamment
la conjecture de Math e r . Depuis il a montré en collaboration avec
Skoda un résultat beaucoup plus général [^2j impliquant que pour
un germe de n variables f ' , on a m ( f ) $ n . Nous espérons que
la méthode de calcul que nous venons d ' e x p o s e r pourra néanmoins
rendre d ' a u t r e s services en calcul rationnel.

Los programmes ont été rédigés en PL/I Optimizer d ' I B M .
L ' u t i l i s a t i o n de ce langage très puissant rend ici de grands services:
contrôle absolu sur la représentation interne, maniement de struc-
t u r e s , aides puissantes à la mise au point ont pe rm is de réaliser
sans aucune difficulté 1'implémentation de notre méthode.
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