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UN ALGORITHME D'INVERSION
POUR LES MATRICES DE TOEPLITZ PAR BLOCS
Guy ROBIN

I - Matrices de Toeplitz -

On désigne par matrice de Toeplitz une matrice & coefficients complexes T

telle que Ti 3 = ai—j ; si 1'on remplace les coefficients a; par des matrices
s

(p x p) & coefficients complexes on a alors une matrice de Toeplitz par blocs

(p x p).
1 0o 1 2
0 1 2 0
0 1 1 0
0 2 0 1

est une matrice par blocs (2 x 2)
Le produit de deux matrices de Toeplitz n'est en général pas de Toeplitz; il en

est de méme pour l'inverse; ainsi 1'inverse de la matrice ci-dessus est

1 -5 9 =2
0 -1 2 0
0 -1 0
- 0 2 -4 1

Une matrice de Toeplitz est déterminée par sa premiére ligne t&, Pl s Py

pn] et sa premiére colonne (@, Ty s Oy s e Gnl’ On peut montrer qu'une matrice

de Toeplitz a coefficients complexes a une inverse de Toeplitz si et seulement si,
elle est k-circulante, c'est-d-dire :
Jk; ¥vi o, = k P rlni
Remarquons ici que les matrices de Hankel (Ti 3 = ai+j) s'étudient de fagon
s
analogue.

IT - OG0 interviennent ces matrices ?

Les matrices de Toeplitz interviennent dans de nombreux domaines, par exemple :
1) Lors de la résolution pratique de nombreux problémes de physique
- Diffraction d'une onde‘magnétique par N cylindres identiques équidistants [“)
- Résolution de 1'équation de la chaleur ou de 1'équation de Helmotz par discré-
tisation.
2) Déconvolution numérique dans R".

. Soit a déterminer f telle que h = f * g,
Montrons que la recherche de f par la méthode du " point matching " conduit &

une matrice de Toeplitz par blocs, lorsque f, g, h sont des fonctions de Rz a

support dans un domaine 2 centré a l'origine.
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On dééompose 2 en rectangles 'Enij de centre Pi' = (xi s yj) les x, (resp.
les yj) étant équidistants, i =1, ..., M, j =1, ..., N. En supposant f cons-
tant dans chaque 'Efij on peut écrire :

h(p, ) = I £y 9 f{:b g(P, -Q) d Q.
. 1,3 ij

Ordonnons les couples, en posant :

m=(i-1) N+ j

n (k =1) N + ¢

Nous avons a résoudre un systéme linéaire de N M é&quations & N M inconnues dont
la matrice G a pour coefficients :

G =,f£9 3 g(Pk’Z -Q) dQ

ij

On peut vérifier alors que G est une matrice de Toeplitz par blocs, les blocs
étant de dimension M.
3) En statistique et en théorie de signal
- Soit X(t) un processus aléatoire de carré sommable; si le processus est
stationnaire d'ordre 2 la covariance

r(t, , t,) = E X(t)) X(t,)
ne dépend que de tl -t, et par suxte la matrice de covariange relative a des temps
équidistants est de Toeplitz; elle est de plus hermitienne définie positive (5).
4) Le probléme des moments'trigonométriques fait aussi intervenir ce type de
matrice. o
III - Algorithme d'inversion - (8) voir aussi ((!),(2),(3),(%),(7).

Nous présentons ici l'algorithme sans démonstration. Soit la matrice :

s a-
n
Tn+| =
r T
n n
~
avec a_ = [al s Ty s wees cn]
~ =
e R LY
) On peut alors.écrire
A A £
1 n n n
n+l (Tn+]) =
-] —_—
&n An (Tn) * 8, M fn
-~
avec Eo= ), s ), s ()]

n
£ - [<gn), L8y e e G, Wl
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Y, ' E; .
et c =ty -
. n+1 n+l -1 -~
n 'n (Tn) ot kn Yn hn
1'opérateur (~) désignant la transposition par blocs. ,
2°) On établit la formule :
(Bn+l)i+1,j+] = (Bn+l)i,j * (gn) A (f ) (kn)n+1 -i "n (b n)n+l-3

qui permet de reconstruire toute 1'1nverse 3 partir-de la 18T€ ligne et de la 18

colonne des matrices B et C
n+l n+l
3°) On montre alors que ces premiéres 11gnes et colonnes se calculent par

récurrence. Finalement 1'algorithme est le suivant :
U -1
1) Initialisation : Yo = Ao =34

2) Pour p=1, 2, ..., n on calcule :

a) ep = op + (fp_‘)] Up-l + (fp_l)2 cp_z + .. (fp I)p_1 9
wp et (hp_])l o1 * (hp_])2 Po-2 ool F (hp_])p_] o
b f = -0
) E p)p p Tp-l
h) =-b A
p)p l1)1;’ p-1
(g ) = TVpei wp
k = =X 0
¢ p)p p-l p
c) ¥s=1, ..., p -1
(fp)s = p—l) + (fp) (hp-l)p—s
h = h f
(h)g = () + () (£ )
= k
(8,7, ) + ) (8
k = + k
( p)S p_‘) (gp_])p_ ( p)p
d) A =2 -(f k
R N R CR N E ) 17!
= -(h £
Yo = Yoo [n-¢ op (Ep) ]
3°) On reconstitue toute 1'inverse en utilisant : ¥ j =1, ..., n
(Bn+l)l j+] = An(fn)J
Boe)je1,1 = (B
et &Bn+l)i+1!j+l = (Bn+l)i,j * (gn)i An(fn) -k )n+| Yn(hn)nﬂ—j

IV - Programmation -
Le nombre de multiplications intervenant dans 1'algorithme est de 1'ordre de

5 n2 p3 alors que la méthode de Gauss en utilise n3 p3, d'ol gain de temps -

concrétisé effectivement par la machine - d'autant plus grand que p est petit.
Un programme FORTRAN a &té &écrit et est utilisé sur IBM 370/168 de CIRCE

Le programme peut tenir compte de pr;priétés supplémentaires de la matrice donnée :

symétrie des blocs, symétrie par blocs, matrice, bande ...
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