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INTRODUCTION

Soient G un groupe fini et p un nombre premier. L'usage semble mainte-
nant établi de baptiser "étude locale de G " l'ensemble des questions liées à l'é-
tude des p—sous—groupes de G et de leurs normalisateurs (voir par exemple ( 6 ) , §1
et ( l 3 ) , Ç 2 . l ) , Ce mémoire a un double but: donner - et utiliser - une définition
précise de ce que l'on peut entendre par "étude locale" et contribuer à cette étude,

Comme dans d'autres domaines des mathématiques, il semble raisonnable
d'espérer obtenir une classification des "structures locales" des groupes finis
plus facilement qu'une classification globale, encore hypothétique. Dans cette voie,
le travail présenté ici nous permet

( a ) d'organiser certaines notions connues comme' les "p—constrained groups"
[cf. ( 1 2 ) , c h . 8), les "signalizer functors" (cf. ( l u ) , ( i l ) et ( l 3 ) , Ç 3 . l ) . les
p-sous-groupes "controlling strong fusion" (cf. ( 9 ) ) et les sous—groupes "stark
eingebettet" (cf. ( 2 ) ) ,

( b ) de proposer une méthode pour "l'étude locale", du moins dans la situa-
tion considérée au chapitre VIII,

( c ) d'introduire et d'utiliser certaines notions nouvelles comme les dou-
bles flèches à but maximal et les p—sous-groupes essentiels,

Les exemples qui suivent peuvent être considérés comme se rattachant à
"l'étude locale"; ils nous permettront de'justifier la définition de "p-localité"
donnée ultérieurement,

1. Un théorème de Frobenius affirme: si pour tout p—sous—groupe non tri-
vial A ê G , N-(A)/Cp(A) est un p—groupe, le groupe G possède un p—complé-
ment normal (cf. ( l 2 ) , ch,7, th.4,5). Ici l'hypothèse est "locale" dans la mesure
où elle ne fait intervenir que Np(A) , mais on remarquera qu'il suffit de con-
naître Ng(A)/Cg(A) .

2. Soit T un sous—groupe distingué d'un S —groupe S de G ; suivant
la terminologie de ( 9 ) , on dit que T contrôle la fusion forte ("controls strong
fusion") dans S , s'il satisfait à la condition suivante

(F) j ^ A es , x € G sî A^s . il existe n ç N ( T ) ̂  z ç. C ( A )
tels que l'on ait x s zn •
Dans ce cas, le sous—groupe N = N-(T) contient une certaine "information locale"
sur G ; en effet, si A est un p—sous—groupe de N , les groupes N^(A)/C.,(A)
et Np(A)/Cp(A) sont isomorphes (à rapprocher de l'exemple l ) î plus généralement,
on remarquera que si A et B sont des p—sous—groupes de N , tout homomorphis—
me de A dans B qui est induit par un automorphisme intérieur de G , l'est par
un automorphisme intérieur de N .



Ls langage des catégories semble ici commode pour formuler cette remarque;
en effet, soit £ [resp. £ ) la catégorie dont les objets sont les p-sous-grou-
pes de G [resp. de N ) et dont les morphismes sont les homomorphismes induits
par les automorphismes intérieurs de G [resp, N ) , la composition des morphismes
étant la composition des applications; si la condition [ F ) est satisfaite, l'inclu-
sion de N dans G induit une équivalence de catégories entre (£., et (S^ .

3, Pour calculer les composantes p-primaires des groupes de co—homologie
de G [cf. [ 4 ) , ch.XII, t h . 1 0 . 1 ) , il suffit de connaître le système formé par les
groupes de co-homologie des p-sous-groupes de G et par les homomorphismes induits
par les inclusions et par la conjugaison par des éléments de G . O n remarquera
que la connaissance des p—sous—groupes non triviaux de G et de leurs normalisa-
leurs n'est plus suffisante: étant donnés deux p-sous—groupes A , B de G » il
faut connaître l'ensemble des x ç. G tels que xAx c: B •

Ici encore, le langage des catégories s'avère commode; considérons la ca-
tégorie £' dont les objets sont les p—sous—groupes de G et dont les morphismes
entre deux objets A , B sont les x 6 G tels que xAx c B , la composition des
morphismes étant le produit des éléments; la co-homologie définit alors un fondeur
contravariant h de £' dans la catégorie des ̂ -modules gradués [cf. ch.III, §2)
et d'après le théorème 10.1 de [ 4 ) , ch.XII, la composante p«-primaire de la co-homo-
logie de G est isomorphe à la limite projective de h ,

Ces considérations nous amènent à introduire, pour "l'étude locale", les
notions suivantes
p-localité [cf. ch.l)

On appelle "p-localité de G " tout couple [2Ï,W) formé d'un ensemble non
vide îl de p-sous-groupes de G et d'une application W de ^ dans l'ensemble
des sous-groupes de G , satisfaisant aux conditions [ L l ) , [L2) et [L3) du ch.l.

Ainsi, dans "l'étude locale" correspondant aux exemples 1 et 2, on consi-
dère la p-localité définie en prenant Sï égal à l'ensemble des p-sous-groupes de
G et en posant W [ A ) » ̂W Pour tout A ç SI [on l'appelle ̂ a C-localité de G ) .
Pour l'exemple 3, l'ensemble Si est le même et l'application W est telle que
W [ A ) = 1 pour tout A ç. 31 [on l'appelle ̂ a 1-localité de G ) .
catégorie associée à une p-localité [cf. ch.l, § l )

Etant donnée une p—localité [Sl, W ) , on lui associe la catégorie SI dé-
finie par: les objets de SU sont les éléments de îl ; si A , B 6 îl , les mor-
phismes de A dans B sont déterminés par les triplets [ B , x , A ) tels que A ^- Bx ,
deux triplets [ B , x , A ) , [ B , y , A ) déterminant le même morphisme si x^y appartient
à W [ A ) ; la composition des morphismes est définie par le produit des éléments.



Ainsi, les catégories £g et ̂  introduites dans les exemples 2 et 3 sont
les catégories associées aux p-localités correspondantes.
équivalence des p-localités (cf. ch.I, §2)

On dit que deux p-localités [ ^ , W ] et ( î U ' , W ) de deux groupes finis G
et G' sont équivalentes s 6!! existe un fondeur de îl dans î U ' , qui est une
équivalence de catégories,

Ainsi, dans l'exemple 2, si la condition [ F ) est satisfaite, les C-locali-
tés de G et de N sont équivalentes.

L'étude locale de G relativement à p est. pour nous, l'étude des
classes d'équivalence des p-localités de G •

[ a ) Organiser certaines notions connues
Soit [ S I , W ) une p-localité de G . Il est raisonnable d'étudier les sous-

groupes H de G qui possèdent une p-localité [ S H ' , W ) pour laquelle l'inclusion
de H dans G induit une équivalence de catégories entre ÎL̂  et îf, ; de tels
sous-groupes sont appelés sous-groupes de (Xw)-contrôle de G [cf. ch.I, §3);
cette notion recouvre

- la notion de contrôle de la fusion forte de [ 9 ) ,
- la notion de sous-groupe "stark eingebettet" de [ 2 ) ,

(voir les exemples 1 et 2 du ch.I, §3),

Tout morphisme de SU est un monomorphisme [cf. ch.I, §4) et on peut se
démander pour quelles p-localités, tout morphisme est aussi un épimorphisme; de
telles p-localités sont appelées p-localités à épimorphismes et on montre au chapi-
tre VI qu'elles font apparaître la notion de "signalizer functor" de ( l u ) . En outre,
on introduit au même chapitre une certaine p-localité de G [j^ D*-localité') qui
est à épimorphismes si et seulement si, suivant la terminologie de ( l 2 ) , ch.8, le
normalisateur de tout p—sous-groupe non trivial de G est "p-constrained",

[ b ) Une méthode pour l'étude locale

On commence par étudier la C-localité définie ci-dessus (cf. ch.v) dont
l'avatage réside dans le fait que les morphismes de sa catégorie associée sont des
"vrais" homomorphismes de groupes; ensuite, on établit des critères permettant le
"transport" de l'information vers les p-localités "plus fines" [cf. en.Vil), le but
étant de connaître la "plus fine" de toutes, la 1-localité. De ce point de vue. les
'p-localités à épimorphismes (cf. ch.Vl) sont déjà "assez proches" de la 1-localité.

Illustrons ces idées dans la situation suivante: p et q sont deux
nombres premiers différents de 2 et de 3 qui divisent | G | et le normalisateur
de tout P-^ous-groupe (resp. q-sous-groupe] non trivial de G est p-résoluble
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(resp, q-résoluble). L'étude des C-localités de G relatives à p et à q montre
l'existence d'un p-sous—groupe A et d'un q-sous—groupe B non triviaux tels que
N-fA) et N-fB) soient respectivement des sous—groupes de C-contrôle de G relati—G b
vement à p et à q [cf. ch. V, t h . l ) ; les "critères de transport" établis au
chapitre VII montrent alors que Np[A) et N-[B) sont aussi des sous—groupes de
0 —contrôle de G relativement à p et à q ; en outre, d'après nos hypothèses,
les 0 —localités de G relatives à p et à q sont à épimorphismes (cf. en,VI,
prop.5); sous certaines hypothèses [cf. ch.VIII, t h . ) , il existe alors un l p , q ( -
sous-groupe non trivial F de G tel que Np(F) soit un sous-groupe de 0 -con-
trôle de G à la fois pour p et pour q •

A l'aide de cette démarche, on démontre au chapitre IX un critère d'exis-
tence d'un n—complément normal.

[ c ) Doubles flèches à but maximal et p—sous—groupes essentiels
Soient [Sl»W) une p—localité de G et f un fondeur contravariant de

SL. dans la catégorie des ̂ -fnodules: on s'intéresse à la limite projective L de
f [à rapprocher de l'exemple 3 ci-dessus). On voit aisément que si P est un S —
groupe de G , le module L est isomorphe à l'intersection des sous-modules
Ker[f[a) - f [ P ) ) de f(P) , où ( a , p ) parcourt l'ensemble des couples de ÎI-mor-
phismes ayant même source et P comme but. Cependant, pour calculer L , il est
superflu de calculer tous ces noyaux; en effet, soient A un élément de îl , a ,
P , y des ÎL-worphismes de A dans P et ô un Si -morphisme ayant A comme
but; on a alors les inclusions suivantes

Ker[f[a) - f [ p ) ) 0 Ker[f[(â) - f [ y ) ) <=- Ker[f[a) - f [ y ) )
Ker[f[a) - f [ ? ) ) c Ker[f[aô) - f [ p ô ) )

Ceci nous amène à considérer [cf. ch.IIl) l'ensemble D des couples
[a, ( 3 ) de Sl..-<norphismes tels que a et p aient même source et un même S —groupe
de G comme but, et à le munir des pseudopérations suivantes

( a , P ) + ( P , Y ) = ( a , \ )
( a , p ) , ô = ( a ô . p ô ) et e . [ a , p ) = ( e a . e p )

où a , P , y sont des Sl-<norphismes ayant même source A et même but B , et ô
[resp, e ) est un Sly-̂ norphisme ayant A comme but [resp, B comme source); on dit
q'un sous-ensemble G de D est un système directeur de D si tout élément de D
est égal à une "combinaison linéaire" d'éléments de 0 U U , où U est l'ensemble
des éléments de J) dont la source est un S —groupe de G . D'après les inclusions
ci-dessus, pour calculer L , il suffit alors de connaître un système directeur de
D et les points fixes de N [ P ) dans f[P) .

Le calcul des systèmes directeurs de D [cf. ch.IIl) dépend uniquement
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de la connaissance des normalisateurs de certains p-sous-groupes de G ; ces p-sous—
groupes sont appelés p«̂ sous-groupes (Xw'1-essentiels ou simplement, essentiels
lorsqu'il s'agit de la 1-localité de G ; ils semblent jouer un rôle privilégié
dans la structure locale de G ; par exemple, dans un groupe de Chevalley sur un
corps fini de caractéristique p [cf. app.l), il y a une bijection canonique entre
l'ensemble des classes de conjugaison des p-sous—groupes essentiels et l'ensemble
des sommets du diagramme de Dynkin correspondant. Pour la C—localité et pour
p «S 5 , on exhibe (cf. ch,v) un système directeur particulièrement simple, en
étudiant les normalisateurs des p—sous—groupes C—essentiels de G •

Ce mémoire est divisé en neuf chapitres e.t trois appendices; le plan suit
de près la méthode proposée ci—dessus

- "théorie générale" sur une p-localité quelconque [ch.III et ch.IV),
- étude de la C-localité ( c h . V ) ,
- étude des p-localités à épimorphismes et de la 0*-localité (ch.Vl),
- "critères de transport" des propriétés (en.Vil).
Dans le chapitre I, on introduit les notions de p—localité, de catégorie

associée à une p-localité ( § l ) et d'équivalence des p-localités- ( § 2 ) . Au §2, on
étudie sous quelles conditions un homomorphisme entre deux groupes finis induit une
équivalence entre deux p-localités, ceci est surtout utilisé lorsqu'il s'agit d'un
groupe, d'un sous-groupe et de 1'homomorphisme d'inclusion ( § 3 ) , c'est à dire, dans
le cas des sous-groupes de (îl,W)-contr61e. Dans le §4, on montre que les catégories
associées aux p—localités de G sont la solution d'un certain "problème universel";
ceci n'est pas utilisé dans la suite.

Les p-sous-groupes essentiels et leurs normalisateurs sont un outil dont
on se sert constamment dans tout le mémoire; on les introduit au chapitre II, Si
A est un p-̂ sous-groupe de G et P est un S -groupe de G contenant A , on
définit d'abord le sous-groupe Mg ( A , P ) de N ( A ) ; on dit que A est un p-«ous-
groupe essentiel de G si M g ( A , P ) ̂  N ( A ) . D'après la proposition 2, le groupe
Mg[A,P) est égal au groupe M [ T ) de ( 8 ) , app.A3, section 3, pour A • T et
P = S . Au § 1 , on démontre que si A est essentiel, M (A)/A possède un plus
petit sous-groupe distingué d'ordre divisible par p ; on note X ( A ) son image
réciproque dans Ng[A) et on démontre que Xg(A)/0 , ( X g ( A ) ) est simple. Au §2,
on étudie le rapport entre les p-sous-groupes essentiels de G et les p-sous-
groupes essentiels de ses sous-groupes et de ses quotients; en particulier, on
calcule les p-sous—groupes essentiels d'un produit direct.

Dans les appendices 1 et II, on calcule les p-sous—groupes essentiels des
groupes de Chevalley sur un corps fini de caractéristique p , des groupes "tordus"
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correspondants et des groupes symétriques. L'appendice II [les p-sous-groupes
essentiels des groupes symétriques) n'utilise que le contenu du chapitre II et le
corollaire 2 de l'app.I qui peut se démontrer directement sans difficulté. Par
contre, l'appendice 1 utilise des résultats du chapitre III.

Dans le chapitre III, on détermine les systèmes directeurs de l'ensemble
D des doubles flèches à but maximal d'une p-localité [îl , W ) de G . Il s'avère
utile de distinguer dans D deux sortes d'éléments: les réductibles [i . e . en
quelque sorte, les éléments "non générateurs": voir lemme 5} et les irréductibles;
en particulier, lorsque [SI,W) est la 1-localité de G , on retrouve le sous-
groupe M [ A , P ) comme étant l'ensemble des x ç. M [ A ) tels que la double flèche
[ P , 1 , x , A ) ^ soit réductible [cf. t h . l ) , et les p-sous-groupes essentiels comme
étant les sources des éléments irréductibles [cf. cor.2 du t h . l ) ; ainsi, dans
l'appendice I, on calcule les p-sous—groupes essentiels des groupes de Chevalley et
des groupes "tordus", en exhibant un système directeur de D . Au § 1 , on montre que
le théorème principal de [ l ) est une conséquence de nos résultats. Au §2, on les
applique au calcul des composantes p-primaires des groupes d'homologie et de co-
homologie de G , mais la démarche serait la même pour le calcul de la limite pro-
jective de n'importe quel fondeur contravariant de ̂  dans la catégorie des
Z—modules,

A l'aide des p-sous-groupes [2l,W)-essentiels [définis au chapitre III ) , on
donne au chapitre IV des critères pour qu'un sous—groupe H de G soit un sous-
groupe de [Sl,W)-contr61e; le corollaire 1 de la prop. 1 énonce le critère le plus
utilisé par la suite; au §2, on l'utilise pour donner une nouvelle démonstration
d'un résultat de R. Baer. Au §1, on décrit sous quelles conditions le normalisateur
d'un élément A de 21 est un sous-groupe de [îI,W)-contr61e; en particulier, on
met en évidence le caractère [Sl,W)-local de tels éléments [i.e. leurs images ont la
même propriété dans n'importe quelle p-localité équivalente).

Les deux théorèmes sur la C-localité de G que l'on établit au chapitre
V, utilisent la construction, pour tout p-groupe fini P , d'un certain sous-groupe
L[P) , qui est à rapprocher de la construction de j [ P ) et de K [ P ) décrite dans
[ 8 ) , §13 et §14. Soit P un S -groupe de G ; le théorème 1 affirme que si G est
p-stable, N [ Z [ L [ P ) ) ) est un sous-groupe de C-contrôle de G ; ce théorème est
analogue au théorème 12,8 de [ 8 ) sur K^[p) et à l'assertion [ a ) de [ 9 ) , tn.A, sur
Z [ j [ P ) ) » mais on remarquera qu'ici nous n'avons pas besoin de supposer que toutes
les sections de G sont p-stables. Pour p ̂  5 , dans le théorème 2 et ses
corollaires, on démontre qu'un p-sous-groupe C-essentiel de G contenu dans P ou
bien est C-essentiel dans N g [ Z ( L [ P ) ) ) , ou bien admet l'un des groupes PSL^.p1'1) ,
PSU[3,p ) comme groupe simple associé [cf. ch.II, prop.?), et on exhibe un
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système directeur particulièrement simple de l'ensemble des doubles flèches à but
maximal de la C-localité de G ; la démonstration du théorème 2 utilise la classi-
fication des "quadratic pairs" de J. G. Thompson et la proposition 2 de l'appendice
I.

Dans le chapitre VI, on étudie les p—localités à épimorphismes. On démon-
tre qu'une p—localité [ î t , W ) de G est à épimorphismes si et seulement si
l'application W satisfait à une certaine condition analogue à la "balance
condition" de [ l 3 ) , § 3 , 1 ; cette condition impose des contraintes assez fortes aux
groupes W ( A ) par rapport au nombre premier p (cf. prop.2 et prop.3); pratique-
ment , on peut supposer qu'ils sont des p'—groupes. Au § 1 , on définit la 0—localité
de G et on étudie sous quelles conditions la 0 —localité de G [i . e . la restric-
tion de la 0-localité à l'ensemble des p—sous—groupes non triviaux de G ) est à
épimorphismes: on retrouve les groupes où, suivant la terminologie de ( l 2 ) , en,8,
le normalisateur de tout p—sous—groupe non trivial est "p—constrained",

Dans les p-localités à épimorphismes (îl, W ) où SI est l'ensemble des p—
sous—groupes non triviaux de G et où W [ B ) est un p'—groupe, pour tout B 6 SI ,
la restriction de l'application W à un sous-groupe abélien p-élémentaire A
définit, suivant la terminologie de ( l d ) , un "signalizer functor"; en effet, si
pour tout élément non trivial a de A , on pose 6 ( C - ( a ) ) a W(< a >) , l'appli-
cation 6 satisfait à la condition [ » ) de ( l 0 ) [cf. cor.2 de la prop.l). Les
résultats sur les "signalizer functors" s'appliquent donc à l'étude de certaines
p—localités à épimorphismes. Au §2, on utilise des résultats de ( l u ) pour exhiber,
sous certaines hypothèses, un q-sous—groupe Q de G tel que N-(Q) soit un
sous-groupe de pô,W)—contrôle de G , où q est un nombre premier ̂  p et où S
est l'ensemble des p—sous—groupes de G qui rencontrent bon trivialement un sous-
groupe abélien p-élémentaire de G d'ordre S p ; la démonstration s'inspire de
l'étude, pour p = 2 , des "balanced groups" de ( l 3 ) , §4,2,

Nous avons constaté que, quitte à modifier convenablement les démonstra-
tions, le théorème principal, le théorème 3,1 et le lemme 2.7 de ( l 0 ) sont encore
vrais lorsque G est infini; de plus, dans chaque cas, le sous—groupe engendré par
la réunion des 6[C [ a ) ) est fini. Bien que ce mémoire soit consacré à l'étude des
groupes finis, nous croyons utile d'en donner, dans l'appendice III, des démonstra-
tions valables pour un groupe quelconque. Dans le §2 du chapitre VI, nous n'avons
besoin que des théorèmes 1 et 2 de cet appendice.

Dans le chapitre VII, on introduit une relation fia relation' de similitude]
entre les p-localités de G qui garantit un "bon transport" de certaines proprié-
tés [cf. prop.2). On démontre que la C-localité et la 0-localité de G sont
semblables (cf. prop.4), tandis que deux p—localités à épimorphismes le sont
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"rarement" (cf. prop.3).
Dans le chapitre VIII, on utilise certains résultats des chapitres précé-

dents pour exhiber, sous certaines hypothèses, un (p,q(—sous—groupe non trivial de
G dont le normalisateur est un sous—groupe de 0-contrôle de G à la fois pour p
et pour q . En particulier, notre théorème entraîne les théorèmes 2 et 3 de ( l 4 ) ,
mais on remarquera que nous n'avons pas besoin des conditions (iv) et ( v ) de la
définition de "jp,ql—tame group" de ( l 4 ) , déf,10, Pour le démontrer, nous avons
profité de certaines idées de (l4 ) et du chapitre IV de ( ô ) ; mais nous évitons de
raisonner par l'absurde ce qui, à notre avis, rend plus claire notre démarche.

A l'aide du théorème du chapitre VIII, nous démontrons au chapitre IX un
critère d'existence d'un n-complément normal.

Ç 1, Notations et références
Soient G un groupe et X , Y des sous-ensembles de G • On note < X >

le sous—groupe de G engendré par X et X.Y l'ensemble des xy où x 6 X et
y € Y ; si Z est un troisième sous-ensmeble de G , on écrit X.Y.Z au lieu de
( X . Y ) . Z et de X . ( Y . Z ) . S i x ç G , on pose

xY = { x l . Y , Yx = Y . t x ) et Yx « x^Yx
et si y € G , on écrit yx = x^yx et [y,x] = y"^ . On note [x,Y]
le sous-groupe de G engendré par l'ensemble des [x , y ] où x 6 X et y 6 Y ,
et on pose [ x , Y , Y ] = [ L X , Y ] , Y ] . On note Ny(x) (resp. (^(x) ) l'ensemble
des y ê Y tels que X^ s X (resp, tels que ^ = x pour tout x 6 X ) . Lorsque
tous les groupes considérés sont des sous-groupes de G , on écrit N(x) et C(x)
au lieu de Np(x) et Cg(x) . Si H est un groupe qui opère sur G , on se place
d'emblée dans le produit semi-direct de G par H •

On pose Z(G) « Cg(G) et D(G) = [G , G ] ; on définit inductivement les
groupes D ( G ) par les formules

D° ( G ) = G et D^G) = DtD^G)) . n ̂  1
Suivant les cas, on désigne par 1 soit l'élément neutre de G , soit le sous-
groupe qu'il engendre, soit l'application qui à tout sous-groupe de G fait co-
rrespondre le sous—groupe à un élément; on dit qu'un sous—groupe H (resp. un
élément x ) de G est trivial si H = 1 (resp. x as 1 ) . Une section de G est
un quotient H/K où H est un sous—groupe de G et K est un sous—groupe dis-
tingué de H ; si H = G , on dit que G/K est un facteur de G .

Soit E un ensemble; si A , B sont des sous-ensembles de E , on note
A.- B 1^ensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas à B ; si E est
fini, | E | désigne le nombre d'éléments de E . Soit n un ensemble de nombres
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premiers; on note TT' l'ensemble des nombres premiers qui n'appartiennent pas à

n ; si TT n'a qu'un seul élément p , on écrira partout p au lieu de n ; si n

est un entier > o , n^ désigne le plus grand produit d'éléments de n qui divise
n .

Supposons que G soit fini; si H est un sous-groupe de G , on pose

|G:H| = |G|/|H| . On dit qu'un sous-groupe H de G est un S -groupe si

|H| = |G|^ ; un appelle TT-complément normal de G un S ,-groupe distingué de G .

On note 0 [G) le plus petit sous-groupe distingué de G tel que G/O^G) soit

un n-groupe, Q^CG) le plus grand TT-sous-groupe distingué de G , CL-, (G) l'ima-

ge réciproque de 0^.(G/Q^(G)) dans G , Onn.TrCG) ... .

Soient p un nombre premier et P un p-groupe fini. On note i(P) le
plus petit sous-groupe distingué de P tel que P/*(P) soit abélien p-élémentaire:

il est égal au groupe de Frattini de P (cf. (l2), ch.5, th.1.3). Si P est abé-

lien, on note O.(P) l'ensemble des x 6 P tels que x^ s 1 .Si P est abélien

p-élémentaire d'ordre p2 (resp. p3 ) on dit qu'il est un groupe de type (p,p)

[resp. [p,p,p) ). On appelle rang de P le plus grand entier n tel que P

possède un sous-groupe abélien p-élémentaire d'ordre p" ; on appelle p-rang de G

le rang d'un S -groupe de G ; on les note respectivement rang(P) et p-rang(G) .

On note ^ l'anneau des entiers; si n est un entier > o , on note Z
le groupe cyclique Tjr^ . Si E est un ensemble fini, on note S(E) (resp.

A(E) ) le groupe des permutations (resp, des permutations paires) de E o On

appelle groupes ffinis! du type de Lie relativement à p , les groupes de Chevalley

sur les corps (finis) de caractéristique p et les groupes "tordus" correspondants

décrits dans (l7), §3 et § 1 1 (voir appendice l).

Soient K un corps et V un espace vectoriel sur K ; on note FL(v) le

groupe des automorphismes semi-linéaires de V , GL(v) l'ensemble des éléments

linéaires de FL(v) et SL(v) l'ensemble des éléments de déterminant égal à 1

de GL(V) ; si n est un entier > o , on note rL(n,ft) , GL(n,^) et SL(n.^) les

groupes obtenus en prenant V = ^n ; lorsque ft est fini, on remplace souvent Si

par son cardinal. Si R est de cardinal p2"1 , il possède un unique automorphisme

involutif (on note x l'image de x ) et on considère ^n ( n ̂  2 ) muni de la
forme unitaire

f(x,,...,^) » c(^ ̂  ̂ YW,,)

où e + e = o si n est pair et e » 1 si n est impair; on note respectivement

rutn.p2"1) , Utn.p2^ et Su(n,p2"1) les ensembles des éléments de rLtn,?2"1) ,

GL(n,p m) et SL(n,p m) qui stabilisent f . Enfin, si X est l'un de ces

groupes, on note PX son image dans le quotient rL(n,^)/Z(n.(n,«)) .
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Au début de chaque chapitre ou appendice, on fixe les notations qui gar-
dent le même sens jusqu'à la fin. On numérote les "ensembles" des lemmes, des pro-
positions et des théorèmes de chaque chapitre ou appendice et "l'ensemble" des co-
rollaires de chaque proposition ou théorème, lorsque ces "ensembles" ont plus d'un
"élément".

Les renvois à la bibliographie sont indiqués "cf. [ x ) , . . . " ; le renvoi à
un énoncé du mémoire est indiqué par: [ i ] le numéro du chapitre ( c h . x ) , lorsque
celui-ci n'est pas le même, [ii) le "type" de l'énoncé [lemme, prop., t h . , cor.),
et [iii) son numéro, s'il y a lieu; pour les corollaires, on précisera la proposi-
tion ou le théorème correspondant lorsqu'il y a de l'ambiguïté. Les renvois du type
"cf. ch.x, §a, déf," ou "cf. ch.x, §a" indiquent que l'on se référé à l'une des
définitions ou à l'un des commentaires du début du §a dans le chapitre x [s'il n'y
a aucun § indiqué, il faut lire " § o " ) ,

On trouvera toutes les notions que nous empruntons au langage des catégo-
ries, dans les paragraphes 1 , 5 du ch.I et 3, 4 du ch.II de ( l 6 ) ; elles sont utili-
sées sans référence. Pour les groupes du type de Lie, nous nous référons à [ 5 ) et
à ( l ? ) ; nous renvoyons à ( l ? ) pour la construction et les automorphismes de ces
groupes, et à ( 5 ) pour l'existence des systèmes de Tits (pour nous en servir comme
unique référence, ( s ) a l'inconvénient de n'étudier que les "groupes adjoints").
Pour la "théorie générale" sur les groupes finis, nous renvoyons, tant qu'il est
possible, à [ l 2 ) ; nous utilisons sans référence tous les énoncés du chapitre 1 de
[ l 2 ) . Enfin, les énoncés suivants sont soit indiqués par "cf. ( O x ) " , soit utilisés
sans référence; soient G un groupe fini, H un sous—groupe de G , p un nombre
premier et P n̂ p-spus-groupe de G •

( 0 1 ) SI P normalise H les conditions " P contient un S -groupe de H "
jê t " P contient un S —groupe de N./P) " sont équivalentes. En particulier, P est
n̂ S -groupe de G si et seulement s'il est un S -groupe de N ( P ) •

(02) Q^ H est distingué dans G et si P est un-S -groupe de H , on a
G = O^HÎ.NCP) . En particulier, si P est un S -groupe de G et si H contient
N(P) , on a N ( H ) = H .

(03) On a H 0 0 ( G ) c o ( h ) , H 0 0 , ( G ) c o , ( H ) ,
H O O p p . [ G ) c Op^[H) ^ H 0 Op.pCG) ̂  Op.pC^ ;

^ H est sous-normal dans G , toutes ces inclusions sont des égalités. En outre
on a O^hQco^G) ^ O^fH) c o^G)
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CHAPITRE I

La définition des p-localités

Soient G un groupe fini et p un nombre premier. Une localité de G
relative à p [ou P—localité) est un couple [îl,W) formé d'un ensemble non vide
îl de p—sous—groupes de G et d'une application W de îl dans l'ensemble des
sous—groupes de G qui satisfait aux conditions suivantes

( L l ) Le conjugué d'un élément A ê SI par un élément x ê G appar-
tient à îl et on a WfA^ = W[A) X .

[L2) Tout p-sous—groupe B l̂e G qui contient un élément A de U ,
appartient à îl et on a W [ B ) c w[A ) .

(L3) Pour tout élément A ê SI , w ( A ) normalise A .
L'ensemble de tous les p—sous—groupes de G et l'application 1 qui à chaque p—
sous-groupe de G fait correspondre le sous-groupe à un élément, forment une p-
localité de G appelée la 1—localité. Le même ensemble et l'application C qui à
chaque p—sous—groupe A de G fait correspondre le centralisateur de A dans
G , forment aussi une p—localité de G appelée la C—localité,

Dans la plupart des p—localités [îï»W) de G que nous aurons à considé-
rer ici, l'ensemble îl est ou bien l'ensemble des p-sous—groupes de G , ou bien
l'ensemble des p—sous-groupes non triviaux de G (auquel cas p divise | G | ) ;
dans ces cas, le couple (ît , W ) sera remplacé par W et par W ; ainsi, si p
divise | G | , la 1 —localité de G relative à p est formée par l'ensemble des p-
sous—groupes non triviaux de G et par la restriction de l'application 1 à cet
ensemble,

Si (îl , W ) est une p-localité de G et si A est un élément de SI , on
remarquera que N [ A ) normalise w(A) et que W [ A ) normalise tous les Sous-
groupes de A qui appartienent à SI ; en fait, dans les exemples que nous allons
étudier, W [ A ) est toujours contenu dans le centralisateur de A .

§ 1. La catégorie associée
Soit [Sl»W) une p—localité de G ; nous allons construire à l'aide de

(îl,W) , une catégorie que l'on note 2L. et que l'on appelle la catégorie associée
à OM) .

Les objets de ÎI... sont les éléments de SI . Soient A , B ç îl etw
T ( B , A ) l'ensemble des x ç G tels que A c Bx ; en vertu de la condition ( L 3 ) ,
la formule w.x a xw"" où w € W ( A ) et x ê T ( B , A ) , définit une opération de
W [ A ) sur T [ B , A ) : l'ensemble des Si -morphismes de A dans B est alors
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l'ensemble des triplets formés par A , B et une orbite de w(A) par cette opéra-

tion. On note H.,('B,A) cet ensemble et si x 6 T[B,A) , on note [B,x,A) [ou— W
simplement (B,x,A) ) le îL-morphisme de A dans B déterminé par x , Soient

A,B,C ê îl , x,x« € T[B.A) et y,y' 6 T(C,B) ; on a alors yx , y'x' 6 T(C,A) ;

de plus, si on a [B.x.A)^ == (B.x'.A)^ et (C,y,B)^ = [C,y',B)^ , les î̂ -morphis-

mes (C,yx,A) et (C,y'x',A) coïncident [cf. (Ll),[L2)). La composition des

U-morphismes est alors définie par la formule

(C,y,B)^[B,x,A)^ = (C,yx,A)^

On remarquera que deux éléments de SU sont isomorphes dans la catégorie

^L. si et seulement s'ils sont conjugués dans G •

§ 2, Les morphismes et l'équivalence

Soient G* un deuxième groupe fini,. (îi',W) une p-localité de G' et

f un homomorphisme de G dans G' . On dit que f définit un morphisme de

(îl,W) dans [îl'.W) s'il satisfait à la condition suivante

(M) L'image par f d'un élément A ^e SU appartient à ai' et on a
f [w(A))-C W(f [A)) .

Si f satisfait à la condition (M), on construit un foncteur tp de îl dans

SU' , de la manière suivante: si A, B € Si , on pose çp[A) = f(A) , çp[B) s f[B) et

on définit l'application tp^ g de 8^[B,A) dans îl'^.(cp(B),cp(A)) par la formule

<p^g[[B,x,A^) » (f[B).f(x).f(A)^.

(on voit sans difficulté que le second membre ne dépend que de (B,x,A) ); on dit
"

que ç est le foncteur de 3L. dans îl^, définit par f .Si G = G' et si f

est 1'homomorphisme identique, cp s'appelle le foncteur canonique de îl dans

M\. . •
On dit que les p-localités (SI,W) et [Si',W') sont équivalentes s'il

existe un foncteur de ^ dans 31'^, [ou de ïl'^, dans îi } qui est une

équivalence de catégories. De plus, on dit que f définit une équivalence entre

(îl.W) et (îl'.W) s'il définit un morphisme de (Sî,w) dans QU'.W) et si le

foncteur de Sl̂  dans SU' définit par f est une équivalence de catégories.

Nous sommes intéressés aux propriétés des p-localités qui se conservent

par équivalence. On dira qu'une propriété de G , de ses éléments, de ses sous-

groupes, etc. est f^l.wj-locale si elle peut être formulée dans la catégorie

associée à n'importe quelle p-localité équivalente à (SU.w) .

Dans la proposition suivante, nous exprimons le fait que 1'homomorphisme

f définisse une équivalence entre (Sl,W) et (îl'.W) à l'aide des ensembles SI ,

SI' et des applications W , W ; dans ce cas, [SI,W) est complètement déterminée
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par (Sl'.W) grâce à la condition 1 ci-dessous.

Proposition 1, Avec les notations précédentes, soit P' un S «-groupe de Im(f) •

L'homomorphisme f définit une équivalence entre les p—localités (31,w) ^

(îl ' tW'} si et seulement s'il satisfait aux conditions suivantes

1. Jjn p-sous—groupe A ^e G appartient à îl si et seulement si A

contient un S —groupe de Ker(f) ^ ^[A) appartient à SI' • Dans ce cas, on a

W[A) = f" 'CW?f[A))) 0 Ng[A) .

2. Le groupe P' est un S —groupe de G' •

3. Pour tout x' 6 G1 tel que l'on ait P' 0 (P')x' = f(A) JD^ A 6 9Ï ,

x' appartient à l'ensemble Im(f).W'CP' H (P'l^ ) .

Démonstration : Démontrons d'abord que les conditions 1, 2, 3 sont nécessaires. Nous

supposons que f satisfait à la condition (M) et que le fondeur <p de SL^ dans

2 1 ' , défini par f est une équivalence de catégories,w
La condition 2 résulte du fait que cp est essentiellement surjectif,

Démontrons la condition 3; les notations étant celles de 3, soit B un S —groupe

de f^fP') contenant A ; on a alors B 6 SI et f(B) = P' ; comme

x' € T-,(f[B),f[A)) et comme cp est plein, il existe x 6 T-(B,A) tel que l'on a

[fCB),x'.f(A)^. = (f(B},f[x),f(A)^.

et par suite, x« appartient à ImCf).W'[P' 0 [P«)x ) .

Nous allons démontrer la condition 1, Soit A 6 îl ; d'après la condition

CM), t(A) appartient à ÎP et on a

W C A l C f - ^ W ' C f f A ) ) ) n Ng(A) ;

de plus, si x 6 f^Cw' f fCA)) ) 0 N (A) on a

[f(A},f[x),fCA)^. » [f(A),1,f[A))^

et puisque cp est fidèle, il s'en suit que x ç W(A) ; on a donc

W(A) » f-1(W•(f(A))} 0 Ng(A) .

En outre, si B est un S —groupe de A.Kerff) contenant A , on a B € SI et

f[A) = f(B) ; puisque <p est plein, on en déduit que SL/A.B) n'est pas vide et

par suite, que A s B • Réciproquement, soit A un p—sous-groupe de G contenant

un S -groupe de Ker(f) et tel que f[A) appartienne à 31' ; puisque cp est

essentiellement surjectif, il existe x' ç G' et B ê ÎÏ tels que f[ B) = f(A)x ;

si P est un S -groupe de G contenant A , on a alors P € îï et

x' ç. T-,[f(P),f[B)) et comme îp est plein, il existe x 6 T (P,B) tel que l'on a

[f(P).x',f(B)^. = Cf[P),f[x).f(B))^ .

On en déduit que f[B) = f[A ) et par suite, que A est un S —groupe de

B.Kerff) ; or, comme B € 31 , B contient un S -groupe de Kerff) ; par consé-

quent, A et B sont conjugués dans G et on a A € îl •
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Dorénavant nous supposons que les conditions 1, 2, 3 sont satisfaites. En

vertu de la condition 1, f satisfait à la condition (M) et par suite, il définit

un fondeur îp de SI dans ^ m » ; nous allons démontrer que y est une équiva-

lence de catégories.

D'après les conditions 1 , 2 , cp est essentiellement surjectif. Soient

A , B 6 SI ; si Tg.(f[B).f[A)) est vide, T [B,A) l'est également. Supposons

que Tg,[f[B),f(A)) soit non vide et soit x' un élément de cet ensemble; nous

allons démontrer qu'il existe un unique SI-morphisme CB,X,A) de A dans B tel
que l'on ait

CfCB),x',f(A)^. = (f(B),f(x),f(A)^.

Démontrons d'abord l'existence. Soient u , v 6 G tels que P' conti-

enne fCA") et ffB^ ; puisque f[A) c ffa'^' , on a ffA") c p» n (P' ̂  où

t' = f[v)"" x'f(u) , et par suite, A" est contenu dans un S -groupe C de

f^fP' n (P')^) ; on en déduit que C ç SI (car A 6 SI ). que P' 0 (P' l^» f[c)

[car P' c im[f) ), que ffA") et P' n (P')^ appartiennent à SI' (grâce à la

condition l) et que l'on a W'(P' 0 (P')^;) c Wf^A")) [cf. (L2)). En vertu de

de la condition 3, il existe alors z 6 G et w' ç W' [ f (A)} tels que l'on ait

t' = f [ z ] [w 9 ] f { u j , d'où il résulte que x' = fCvzu^^w' . De plus, comme

f fA) <= f[B)x' et comme w' normalise f(A) , on a f(A) c: ffa^" ) et par

suite, A est contenu dans B "̂ . Ker(f) ; puisque B contient un S -groupe de

Ker(f) , il existe alors k 6 Ker(f) tel que l'on ait A C B "̂ k . Ainsi,

l'élément x = vzu" k appartient à T (B,A) et on a x' = f[x)w' , d'où il

résulte que

CfCB),x' . f (A)^. = (fCB),f(x),f[A))^. .

Démontrons maintenant l'unicité; soient y , z ç T (B,A) tels que l'on
ait

(fCB),fCy),f[A)^. = (fCB),f[z),fCA)^, ;

nous allons démontrer que z~ y € W[A) . D'après notre hypothèse, on a

f[z y) € W ' ( f [A ) ) ; par suite, en vertu de la condition 1, il suffit de démontrer

que z^y normalise A . Puisque ffz^y) ç. W' [ f [A) ) , f(z^y) normalise f(A)

et par suite A y est contenu dans A.Kerff) ; or, d'après nos hypothèses, A

et A2 y sont contenus dans aV et A est un S -groupe de A.Ker(f) ; il en ré-

sulte que A = A2 y . Par conséquent, on a (B,y,A) = (B.z.A) .

Le fondeur cp est donc essentiellement surjectif et pleinement fidèle;

par suite, il est une équivalence de catégories,
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Nous allons donner maintenant trois exemples à propos de l'équivalence

(toutes les localités citées sont relatives à p )•

1. On voit aisément que la 1-localité de G et la 1-localité de G' sont

équivalentes si et seulement si G et G' sont isomorphes.

2. Si K est un p'-sous-groupe distingué de G , on vérifie à l'aide de

la proposition 1 que la projection de G sur G/K définit une équivalence entre

les C-localités de G et de G/K .

3. D'après un théorème de Frobenius sur l'existence d'un p-complément nor-

mal [cf. (l2), en.7, th.4.5), si la C-localité de G est équivalente à la C-loca-

lité d'un p-groupe fini, G/0 ,[G) est un p-groupe.

§ 3. La restriction et le contrôle

Soient H un sous-groupe de G et (31, W) une p-localité de G . O n

voit aisément que, si H contient un élément de SI , le couple formé par l'ensem-

ble des p—sous-groupes de H qui appartiennent à Si [noté Res., JU ) et par
n, u

l'application qui à tout élément A de cet ensemble fait correspondre w(A) H H

[notée Res- p^ )> es^ une P—localité de H ; dans ce cas, on note respectivement
Res- ,,(Sl»w) et Res,, -X,, , cette p—localité et sa catégorie associée.

M, G M, u W

Si [îl',W) est une p-localité de H , on voit sans difficulté que l'in-

clusion de H dans G définit un morphisme de [31', W ) dans (îl,W) si et seule-

ment si H contient un élément de 81 et l'identité définit un morphisme de

[îl'.W) dans Res p[SÏ,W) . En particulier, si H contient un élément de SI ,

l'inclusion de H dans G définit un roorphisme de Res,, -,[81, W) dans [Si,W) et
n, u

on voit aisément que le fondeur de Rss., pSÏ̂  dans îï est fidèle; si A , B

sont des éléments de Si contenus dans H , on identifiera les [Res- SI )-morphis-

mes de, A dans B à leurs images dans SL/B,A) .

Proposition 2. Avec les notations précédentes, soit P un^ S -groupe de H . ̂

existe une p-localité [Sl',W) je H pour laquelle l'inclusion H c: G définit

une équivalence entre [Sl'.W) ^b [Sl,w) si et seulement si H satisfait aux

conditions suivantes

^" Le groupe P est un S —groupe de G •

2. Pour tout x € G tel que P 0 Px 6 SI , x appartient à H.W[P n P^ .

De plus, dans ce cas on a [Sl'.W) = Res p[SI,w) .

Démonstration; Supposons qu'il existe une telle p-localité [îl',W) de H ; les

conditions 2, 3 de la proposition 1 entraînent les conditions 1, 2 ci-dessus; la

condition 1 entraîne [SP,W) a Res., ,,[îI,W) . Réciproquement, si les conditions 1,
n, u
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2 sont satisfaites, on prend ( î i ' . W ) = Res^ Jîï.W) (ceci a un sens car P 6 îl )
et on applique la proposition 1.

On dit que H est un sous-groupe de f^,W'l-contrôle de G s'il satisfait
aux conditions 1, 2 de la proposition 2. Soit K un sous-groupe de H ; comme les
fondeurs définis par les inclusions sont fidèles, K est un sous-groupe de [Sl,w)-
contrôle de G si et seulement si H est un sous-groupe de [îl,W)-con frôle de G
et K est un sous-groupe de Res [îl,W)-con frôle de H .n, u

Nous allons expliciter maintenant les conditions 1 , 2 de la proposition 2
dans trois exemples,

1. Soient P un S —groupe de G et T un sous-groupe distingué de P .
Le groupe N(T) est un sous-groupe de C-contrôle de G si et seulement s'il
satisfait à la condition 3uivante

[ F ) G^ A , Ax c p ̂  x 6 G , il existe des éléments n ê N[T) ̂
z ê C[A) tels que l'on ait x = zn .
C'est à dire, N(T) est un sous—groupe de C-contrôle de G relativement à p si
et seulement si, suivant la terminologie de [ 9 ) , T "controls strong fusion" dans
P par rapport à G •

2. Supposons que p divise | G | et soit H un sous-groupe propre de
G ; le groupe H est de 1 -contrôle de G relativement à p si et seulement s'il
satisfait à la condition suivante

( S ) L'ordre de H est divisible par p et pour tout x ç G - H ,
H n H es1: un p'—groupe,
En effet, si H satisfait à la condition [ s ) et si P est un S -groupe de H , H
contient N[P.) et par suite, P est un S -groupe de G ; le reste ne présente
aucune difficulté,

Par conséquent, H est un sous—groupe de 1 -contrôle de G pour p = 2
si et seulement si, suivant la terminologie de ( 2 ) , H est "stark eingebettet"
dans G •

3. Soit H un sous-groupe propre non trivial de G . On déduit aisément
de la condition [ s ) ci-dessus que G est un groupe de Frobenius dont H est un
complément si et seulement si H est un sous—groupe de 1 -contrôle de G relati-
vement à tout nombre premier qui divise l'ordre de H [cf. [ l 2 ) , ch.2, th.7.7).

§ 4. Quelques remarques sur les catégories associées
Le contenu de ce paragraphe ne sera pas utilisé dans la suite.
On dit qu'une catégorie <£ est à monomorphismes si tout morphisme de 5
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est un monomorphisme. Soient G et (£' des catégories à monomorphismes et T un

foncteur de G dans £' ; on dit que T détermine la divisibilité à droite si

pour tout couple de morphismes f , g de (£ ayant le même but, les conditions "il

existe un morphisme h ^e £ tel que f s gh " et "il existe un morphisme h'

de £' tel que T[f) = T[g)h' " sont équivalentes ( h et h' sont alors unique-

ment déterminés et on a ï(h) s h' ).

On vérifie aisément que les catégories associées aux p—localités de G

sont à monomorphismes et que les foncteurs canoniques [i.e. les fondeurs définis

par l'identité) déterminent la divisibilité à droite. De plus, on a le résultat

suivant,

Proposition 3. Soient [SI,W) une p-localité de G , (S une catégorie à monomor-

phismes et T un fondeur de ÎL. dans 5 qui détermine la divisibilité à droite;

notons V l'application qui à tout élément A l̂e îl fait correspondre le noyau

de 1'homomorphisme induit par T ^e N(A) dans HonLç.(T(A),T(A)) • On a alors

1. Le couple (Si,V) est une p-localité de G et l'identité définit un

morphisme de (Sl,W) dans (îl,V) .

2. Il existe un unique fondeur a ^ 81 dans G tel que l'on ait

T = OOTT ĵ i TT est le fondeur canonique de. SI... dans ÎL. •

3. Le fondeur o est fidèle et il détermine la divisibilité à droite,

Démonstration; Démontrons l'assertion 1. Si A 6 îi , il est clair que V(A) con-

tient W[A) . Il suffit donc de démontrer que si A , B 6 Si et x 6 T(B,A) ,

V[A) contient V(B)X . Soit z ê V[B) ; puisque T[(B,Z,BL) ss 1 f o ^ » on a

T((B,ZX,A)^) » T((B.X,A)^) ;

puisque T détermine la divisibilité à droite, il existe alors u € N[A) tel que

l'on ait (B.zx.A)^ = CB.XU.A)^ et i-[(A,u,A)^) = 1 r ^ ; par suite, u appar-

tient à V[A) et on a zx = xuw où w ç w[A) , d'où il résulte que zx 6 v[A) .

La démonstration de l'assertion 2 ne présente aucune difficulté. Démon-

trons la fidélité de o ; soient A , B 6 î l et x , y € T(B,A) ; si l'on a

^((B»x»A^) » CT[(B,y,A)^) , on a encore T[[B,X,A)^) » T[[B,y,A^) et comme T

détermine la divisibilité à droite, il existe z 6 N(A) tel que l'on ait

(B.x.A)^ = (B,yz,A)^ et T([A,Z,A)^) = 1 . ^ ; il en résulte que z appartientil en résulte que z appartient à
Enfin, on vérifie sans difficulté

que a détermine la divisibilité à droite à l'aide de la même propriété pour T .
V[A) et par suite, que [B,x,A) s [B,y,A) . Enfin, on vérifie sans difficultéï^^Jw = [B»y»Aj. . • Enfin, on vérifie sans

Notons ® la catégorie dont les objets sont les p—groupes finis, dont les
morphismes sont les homomorphismes injedifs, la composition des morphismes étant
la composition des applications; si (îl,W) est une p—localité de G tel que pour
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tout A € SI , W [ A ) centralise A , on construit un foncteur e de îl dans Q)
de la manière suivante: si A , B 6 Si et x 6 T ( B , A ) , on pose e [ A ) = A ,
e [ B ) = B et e ( ( B , x , A ) ^ ) ( a ) s xax*" pour tout a ê A , On vérifie aisément que
le foncteur e détermine la divisibilité à droite,
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CHAPITRE II

Les p-sous-groupes essentiels et leurs normalisateurs

Soient G un groupe fini, p un nombre premier, A un p—sous—groupe de
G et P un S —groupe de G contenant A • Nous allons étudier N [ A ) lorsqu'il
possède un sous-groupe propre M qui satisfait aux conditions suivantes

( M l ) L'intersection N [ A ) H N[P) est contenue dans M .
(M2) Pour tout x 6 N ( A ) - M , A est un S -groupe de M 0 l̂  .

Nous allons démontrer d'abord que l'ensemble des sous-groupes de N [ A ) qui satis-
font à ces conditions est égal à l'ensemble des sous—groupes de N ( A ) qui contien-
nent un certain sous-groupe M [ A , P ) de N [ A ) .

Lemme 1. Soient M un sous—groupe de N [ A ) satisfaisant à la condition [M2) f̂c
H un sous—groupe de M • Ŝ  A ne contient aucun S -groupe de H , M contient
N [ A ) 0 N[H ) . En particulier, si A n'est pas un S -groupe de M , M contient
n̂ S -groupe de N [ A ) .
Démonstration: Si x 6 N ( A ) 0 N [ H ) , H est contenu dans M 0 (^ et par suite,
A n'est pas un S -groupe de M n M , d'où il résulte que x 6 M .

Proposition 1. Soient M , M' des sous-groupes de N [ A ) . L'intersection M 0 M'
satisfait aux conditions [ M l ) ej; [M2) si et seulement s'il en est de même pour M
f̂c M' .
Démonstration: Si M et M' satisfont à [Ml ) et à [ M 2 ) , M U M' contient
N[A ) 0 N[P) ; de plus, si x 6 N [ A ) - M H M' , x n'appartient pas soit à M ,
soit à M ' et dans les deux cas, A est un S -groupe de M H M' n [M 0 M ' ) x .
Supposons que M 0 M' satisfasse à [ M l ) et à [ M 2 ) ; nous allons démontrer que M
et M ' satisfont à la condition [ M 2 ) , Ou bien A s P , ou bien A n'est pas un
S —groupe de . M 0 M' : dans les deux cas, M 0 M' contient un S -groupe de N [ A )
[cf. lemme l ) . Soient x 6 N [ A ) et B un S -groupe de M 0 Mx ; il existe alors
m , n € M tels que M n M' contienne B"* et Bx n ; par conséquent, on a

B" 1^ [M n M » ) n [M n M ' ) " " xm
Si A ̂  B , on en déduit que n^xm ê M fl M' [cf. [ M 2 ) ) et par suite, que x 6 M .
On raisonne de même pour M' .

D'après la proposition 1 , l'ensemble des sous—groupes de N [ A ) qui satis-
font aux conditions [ M l ) et [M2) possède un plus petit élément que l'on note
M [ A , P ) [ou M [ A , P ) ) ; de plus, tout sous-groupe de N [ A ) qui contient M [ A , P )



26

satisfait à ces conditions. Il est clair que M [ P , P ) = N[P) . S i A + P , nous
allons donner un système générateur de M [ A , P ) ,

Proposition 2. Soit Q un S -groupe de M [ A , P ) . Ŝ  A ̂  P , le groupe M ( A , P )
est engendré par la réunion des groupes N [ A ) fl N [ B ) où A c B c Q et A ̂  B
En particulier, si P' est un S "groupe de G qui contient A , il existe
x € N [ A ) tel que M [ A , P ) X = M [ A , P ' ) .

Démonstration: Supposons que A ̂  P et notons M le sous-groupe de N ( A ) engen-
dré par cette réunion; d'après le lemme 1 , M [ A , P ) contient M ; de plus, si B
est un p-sous-groupe de M qui contient strictement A , M contient N [ A ) n N[P ) .
En particulier; M contient un conjugué de N [ A ) n N[P) dans N [ A ) (on prend B
égal à un conjugué de Np[A) contenu dans Q ) . Il suffit maintenant de démontrer
que M satisfait à la condition ( M 2 ) ; en effet, M contiendra alors un conjugué
de M [ A , P ) et comme MC M [ A , P ) , on aura l'égalité.

Soient x 6 N [ A ) et B un p-sous-groupe de M n l̂  contenant A ;
d'après ce qui précède, A ̂  B entraîne N [ A ) n N ( B ) c M n IV̂  .Par conséquent,
si x ç N [ A ) et A n'est pas un S -groupe de M 0 IV̂  , M 0 ĥ  contient un
Sp-groupe Q' de N [ A ) (cf. [ O l } ) et pour tout sous-groupe B' de Q' contenant
strictement A , M 0 Mx contient N ( A ) n N ( B ' ) ; il en résulte que M n ̂ x con-
tient un conjugué de M dans N [ A ) et par suite, que M = ̂ x ; dans ces condi-
tions, comme N [ A ) n N[ Q ) <= M , x appartient à M [cf. ( 0 2 ) ) .

On dit que A est un p—sous-groupe essentiel de G si on a
N( A ) ^ M [ A . P )

D'après la proposition 2, cette condition ne dépend pas du choix de P ; d'après le
lemme 1 , elle est satisfaite dès que N [ A ) possède un sous-groupe propre M qui
satisfait à la condition [M2) et qui n'admet pas A comme S -groupe. Supposons
que N [ A ) ̂  M ( A . P ) ; si x 6 N ( A ) - M ( A , P ) , on a alors

A = O p ( N [ A ) ) = NpCA) n NpCA)x (cf. [ M 2 } )
et par suite, on a A = P n Px [cf. [ O l ) ) . Par conséquent, tout p-sous-groupe es-
sentiel de G est égal à l'intersection de deux S -groupes de G distincts; la
réciproque est, en général, fausse [cf. appol), mais on a la proposition suivante.

Proposition 3. Si A est un élément maximal de l'ensemble des intersections des
couples de Ŝ -groupes de G distincts, on a M [ A , P ) = N [ A ) n N [ P ) ̂  A est un
p-sous—groupe essentiel de G •

Démonstration ; Supposons que A soit un tel élément maximal. Soit x 6 N [ A ) ; si
A n'est pas un Sp-groupe de N [ A ) 0 N[P) H ^l[P)x , on a A + P n Px et par suite,
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on a P = Px . Par conséquent, N ( A ) Fl N(P) . satisfait à ( M l ) et (M2) et par
suite, il est égal à M [ A , P ) , De plus, d'après nos hypothèses, A est contenu
dans un S -groupe Q de G différent de P et on a A = P 0 Q ; par suite,
N ( A ) ne normalise pas P ; il en résulte que N ( A ) ̂  M [ A , P ) .

Cette proposition montre que l'ensemble des p—sous-groupes essentiels de
G n'est vide que dans le cas où P est distingué dans G • Dans les appendices 1
et II on calcule les p—sous—groupes essentiels de certains groupes classiques •

Si A est un p-sous-groupe essentiel de G , on a vu que A = 0 ( N ( A ) ) ;
la proposition suivante montre que cette condition est suffisante lorsque
p-rang[N(A)/A) = 1 .

Proposition 4, §̂  p-rang(N[A)/A) = 1 et si B/A est l'unique sous-groupe d'ordre
P ̂  ̂ Ĉ /Â * on a M ( A , P ) = N ( A ) 0 N ( B ) . Q^ p-rang[N(A)/A) SES 2 . M ( A , P )
contient 0 , C N ( A ) ) .
Démonstration: Si p-rang(N(A)/A) = 1 , l'intersection N ( A ) 0 N(e) satisfait aux
conditions ( M l ) et (M2) et par suite, elle contient M [ A , P ) ; or, d'après le lemme
1, N ( A ) 0 N[ B ) est contenu dans M ( A , P ) ; on a donc l'égalité.

Supposons maintenant que p-rang[N(A)/A) S 2 ; posons "N a N[A)/A et
soient respectivement M et R les images de M [ A , P ) et de 0 « ( N ( A ) ) dans
N ; nous pouvons supposer que N( A ) ̂  M ( A , P ) , auquel cas on a A ss 0 ( N [ A ) ) et
K est un p'—groupe. Soit B un sous-groupe de M de type ( p , p ) ; puisque 5
normalise K , K est engendré par la réunion des C (5) où 5 parcourt les

- îsous-groupes d'ordre p de 'B (cf. ( l 2 ) , ch.6, th.2.4); or, si D est l'image
réciproque de D dans N [ A ) , l'image réciproque de C [5) est contenue dans
N(A) n N[0) ; l'assertion résulte alors du lemme 1. K

On remarquera que si A est un p—sous-groupe essentiel de G et si
N( A ) est p-résoluble, M ( A , P ) ne contient pas 0 , ( N ( A ) ) ; en effet, dans ces
conditions, si B est un S —groupe de 0 , ( N ( A ) ) contenu dans M [ A , P ) , on a

N[ A ) = O p p . ( N C A ) ) . [ N [ A ) H N [ B ) ) (cf. ( 0 2 ) )
et N [ A ) n N ( B ) est contenu dans M [ A , P ) [cf. lemme 1 ) .

Corollaire. Supposons que G soit p-résoluble. Alors, A est un p«-€ous-groupe
essentiel de G si et seulement si l'on a A = 0 ( N ( A ) ) et p-rang[N(A)/A) = 1 .
Démonstration; Le corollaire résulte tout de suite de la proposition 4 et de la
remarque précédente,
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§ 1. Le nomnalisateur d'un p-sous—groupe essentiel

Dans ce paragraphe, nous supposons que A est un p—sous—groupe essentiel

de G fi.e. que N(A) ^ M(A,P) ). On a donc A = 0 [N[A)) et A ^ P . Nous

allons étudier les sous-groupes sous—normaux X de N[A) qui satisfont à la con-

dition suivante

fxl On a A c x ^ p divise |x:A| .

Proposition 5, Q^ X ^fc X1 sont des sous-groupes sous-normaux de IM^A] qui sa-

tisfont à la condition fx), il en est de même pour X 0 X' .

Démonstration; Posons N = N(A) et M = M[A,P) . O n raisonne par l'absurde; parmi

les contre-exemples, on choisit un couple X , X' de sorte que |xl|x'| soit

maximal. Puisque X et X' satisfont à la condition (x), il en est de même pour

N..[x) et pour N..[x') ; par suite, d'après le choix du couple X , X' , les grou-

pes N (X ' ) et M ,(X) satisfont aussi à la condition (x) (car N.JX') ^ X' et

Nv(x') = X n Njx') , etc.). Posons Y s» Njx') et Y' = N.,,(x) ; alors, Y et
X N A A

Y' sont des sous—groupes sous—normaux de N[A) qui se normalisent l'un l'autre et

on a Y n Y' = X H X' ; par conséquent, Y 0 Y' est un sous-groupe sous—normal de

N(A) et A est un S -groupe de Y H Y' ; il en résulte que 0 ,[Y H Y') » Y 0 Y'

et par suite, que. Y 0 Y' est contenu dans 0 ,(N(A)) [cf. (03)).

D'autre part, soit Q un S —groupe de N contenu dans M ; alors Q n Y

et Q n Y' sont des S —groupes de Y et de Y' ; ainsi, comme Y et Y' satis-
P

font à (X), les images de Q 0 Y et de Q n Y' dans N/A ne sont pas triviales

et par contre, ont une intersection triviale (car Q H Y n Y ' s s A ) ; puisqu'elles

se normalisent l'une l'autre , elles se centralisent et on a donc

p-rang(N[A)/A) ^ 2 . Par conséquent, M contient 0 ,CN[A)} (cf. prop.4).

On en déduit que M contient Y 0 Y' , donc qu'il contient

(Q n Y ) . ( Y n Y ' ) . Or, comme Y et Y' se normalisent l'un l'autre, Y' norma-

lise [Q n Y). [Y n Y ' ) . Comme A ^ Q n Y et A ^ Q n Y ' . i l résulte alors du

lemme 1, que M contient les groupes Y. , i S: 0 , définis inductivement par les

formules Y = Y' , Y. = N [Y. ) , i^ 1 î comme Y' est sous-normal dans

N , il existe n tel que Y = N et par suite, on a M = N , ce qui contredit

nos hypothèses,

La proposition 5 montre que l'ensemble des sous-groupes sous—normaux de

N(A) qui satisfont à la condition (x) possède un plus petit élément; on le note

X(A) (ou X (A) ) . Il est clair que X(A) est un sous-groupe distingué de

N[A) ; nous allons étudier maintenant des propriétés de X(A) .
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Proposition 6. On a N(A) » O^XtAD.MCA,?) et tout sous-groupe distingué K ^

N(A) tel que l'on ait N(A) » K.M(A.P) , contient O^'fxfA)) . De plus, on a

X[A) » o^xCAD.Cpn X(A)) .

Démonstration; Posons N » N[A) , M » M(A,P) , X s X(A) et soit Q un S -

groupe de M contenant P 0 N . Comme A ^ Q H X , M contient N (Q 0 X) [cf.

lemme l); par conséquent on a N » C^fxj.M (cf. (02)), De plus, soit K un sous-

groupe distingué de N tel que N =s K.M ; nous allons démontrer d'abord que

K.(P 0 N) contient X . Si K.A satisfait à la condition [x), il contient X .

Supposons maintenant que A soit un S —groupe de K.A ; on a alors 0 ,(«) = K

et par suite, K est contenu dans 0 ,(N) (cf. (03)) ; comme M ne contient pas

K , on a alors p-rang(N/A) = 1 et M == ^C8) où B/^ e5t l'unique sous-groupe

d'ordre p de P 0 N/A [cf. prop,4); par conséquent, K.B est distingué dans N

et il satisfait à la condition (x) . Dans tous les cas, K. (P 0 N) contient X .

Puisque X c «.(P 0 N) . on a (^(x) c K ; de plus, comme N = O^XÎ.M ,

on peut prendre K » O^X) d'où il résulte que l'on a X » cP(x].[P 0 x) .

Proposition 7. Tout sous—groupe propre distingué de X(A)/A est un p'-groupe; en

particulier, on a A = 0 [x(A)) et le quotient S(A) = X[A)/0 ,(x(A)) est un

groupe simple d'ordre divisible par p . S^ S[A) est abélien, on a

p—rang(N(A)/A) « s i • Si S(A) n'est pas abélien, la conjugaison, induit une opéra-

tion fidèle de N(A)/0 ,(N(A)) sur S(A) et le groupe 1 est un p-sous—groupe

essentiel de S[A) .

Démonstration : Posons N = N(A) , M = M[A,P) et X = X[A) , Un sous-groupe

distingué Y de X est sous—normal dans N ; par suite, si Y ^ X et si A <- Y ,
Y/A est un p'—groupe. Si S(A) est abélien, on a 0^[x) c 0 ,(x) et par suite,

M ne contient pas 0 ,[x) (cf. prop.6), d'où il résulte que p-rang[N/A) == 1pp
(cf. prop.4).

Supposons que S(A) ne soit pas abélien. Comme 0 , ( x ) s = x n o ,(N)

[cf. f03)), le noyau K de l'opération de N sur S(A) induite par la conjugai-

son contient 0 ,(N) ; de plus, comme S(A) n'est pas abélien, K ne contient

pas X et par suite, A est un S —groupe de K , d'où il résulte que K est

contenu dans 0 ,(N) (cf. (03)); on a donc K = 0 ,[N) • D'autre part, S(A)

étant non abélien, O^fx) n'est pas contenu dans 0 ,(x) et par suite,

0 ,[x),M ne contient pas X (cf. prop.ô); de plus, on sait que 0 ,(x).M

satisfait aux conditions (Ml) et (M2) (cf. prop.l); on en déduit que l'image H de

M 0 X dans S(A) est un sous—groupe propre de S(A) d'ordre divisible par p et

que pour tout x € S(Aj — H , H 0 H est un p'-groupe; en vertu du lemme 1, H
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contient alors le normalisateur d'un S -groupe Q de S[A) et par suite, H con-
tient M - r » ^ [ l , Q ) ; ceci démontre que 1 est un p—sous-groupe essentiel de S(A) •

On dit que S(A) est le groupe simple associé à A • D'après la proposi-
tion précédente, un tel groupe simple ou bien est d'ordre p , ou bien admet le
groupe 1 comme p—sous—groupe essentiel; dans le deuxième cas, si Q est un S —
groupe de S[A) , M - r . ^ ( l , Q ) est un sous—groupe propre de 1 -contrôle de S[A)
relativement à p (cf. ch.I, §3). H. Bender a déterminé dans ( 2 ) tous les groupes
simples qui possèdent un sous—groupe propre de 1 —contrôle relativement à 2 î
d'après cette classification, si p = 2 , S (A) est isomorphe à l'un des groupes
suivants: Ẑ  , PSI^^") , PSL^^2") , Sz^2""^ ) , n^2 . Nous démon-
trons dans le chapitre V que ŝ  p ̂  5 et si s(A) n'est pas isomorphe à l'un des
groupes PSI^.p") , PSL^,?2") , n^ 1 , ou bien O^XCA)) centralise A ,
ou bien X[A) normalise Z [ L [ P ) ) où L(P) est un sous-groupe de P défini dans
le même chapitre,

§ 2. Sous-groupes, quotients et produits
Soient H un sous-groupe de G contenant A et K un sous-groupe

distingué de G ; nous allons étudier des conditions suffisantes pour que A soit
un p-sous-groupe essentiel de H et pour que l'image de A dans G/K soit un p-
sous—groupe essentiel de G/K ,

Proposition 8, Soient H un sous-groupe de G contenant A et Q un S —groupe
2̂ H contenant un S -groupe de H 0 M ( A , P ) . Supposons que A soit un p-sous-
groupe essentiel de G et que H contienne X ( A ) , Alors, A est un p-sous-
groupe essentiel de H , M [ A , P ) contient M ( A , Q ) et on a

X^[A) = Xg[A) ̂  S^[A) = Sg[A)
Démonstration: II est clair que H n M ( A , P ) satisfait à la condition (M2) relati-
vement au couple H , A ; démontrons qu'il satisfait à la condition ( M l ) relative-
ment à H , A , Q , Le groupe M ( A , P ) contient un S —groupe de N ( A ) , donc de
Xg[A) et par suite, on a A ̂  Q n M g [ A , P ) ; il résulte alors du lemme 1 , que
l'on a

N^(A) n N^CQ n M ^ C A . P ) ) c H n M ^ [ A , P )
et par suite, on a

N^CA) H N^CQ n M g ( A , P ) ) = Q n M g ( A , P )
d'où il résulte que Q 0 M g ( A , P ) = N ( A ) (cf. ( O l ) ) . Par conséquent, comme
N^(A) n N^[(3) normalise N ( A ) , il est contenu dans H 0 M ( A , P ) .

On en déduit que H n M ( A , P ) contient M . , [ A , Q ) ; de plus, commeu n
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M fA,P) ne contient pas X (A) [cf. prop.6), on a alors N./A) ^ M,,[A,Q) et par

suite, A est un p—sous—groupe essentiel de H ; enfin, puisque X-[A) est un

sous-groupe distingué de N./A) , X [A) est un sous—groupe distingué de X [A)

et comme K,(A)/A n'est pas un p'-groupe, on a \.CA) = X [A) [cf. prop.7).

Proposition 9. Soit K un sous-groupe distingué de G ; posons S = G/K et. si

H est un sous—groupe de G , notons H l'image de H dans G • Les assertions

suivantes sont alors équivalentes

1. Le groupe N-(A) n'est pas contenu dans K.M-(A,P) •

2. Le groupe A est un p—sous-groupe essentiel de G ^ K ne contient

oas O^XgfA)) .

3. On a K H P c A gt A est un p-sous-groupe essentiel de G •

De plus, dans ces conditions on a

N [^) = N (AJ , M CÂ,'P) = M (A.PJ , X (^) = 3Ç[̂ J et S (^} ̂  S-(A)
i b S b i b - "G G

Démonstration ; Démontrons d'abord que K 0 P c: A entraîne N^(A) = N (A) ; en
G

effet, si K n P c A , A est un S -groupe de A.K et comme N [A.K) est l'ima-

ge réciproque de N [ï\) dans G , on a N [^) = N (AJ (cf. (02)).
Ï 'G. G

Supposons que 1 soit vrai; nous allons démontrer 3 et l'inclusion

MjA?) c M [A.PJ . Posons M = NL[A).M (A,P) ; comme M satisfait à la condi-
G

tion (M2), si x ç N [A) - M , A est un S -groupe de M 0 h/̂  et par suite, il

est un S -groupe de A.N^A) , donc de A.K [cf. [Ol)); par conséquent, A con-

tient K 0 P et on a Njï\) » N (A) . De plus, comme M contient MjA) , pour

tout x 6 N (A) on a G

M [A,PJ 0 M (A.PJ x = M 0 M x » M 0 l̂  ;

par suite, M-(A,Pj satisfait à la condition (M2) relativement au couple 'G , ^ .

Il résulte alors du lemme 1, que M-(A,Pj satisfait aussi à la condition (Ml)

relativement à G , A , P et par conséquent, que M-(A,Pj contient M_(A,P) ; en
— — — — ^

particulier, on a N^(A) ^ M^(A,P) et par suite, A est un p-sous—groupe essen-

tiel de 'G . G G

Supposons que 3 soit vrai; nous allons démontrer 2, l'inclusion

M (A.PJ c M f^,?) , l'égalité X [^) = X [AJ et l'isomorphisme S ÇA] ^ S-[A) .
"G ^ _ » " G -

Soit M1 l'image réciproque de M_[A,P) dans N-[A) ; comme A contient K n P ,
____ G

on a N [A) = N-[Aj et par suite, on a M' s= M [A,P) ; de plus, on voit aisément
^ ?

que M' satisfait à la condition [M2); il résulte alors du lemme 1, que M'
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contient N[A) n N[p) (car N(A) 0 N[P) normalise M [A) ) et par suite, que M'

contient M-(A,P) ; ceci démontre que A est un p-sous—groupe essentiel de G et

que M__[A,P) contient Mp(A,P) . En outre, comme A n'est pas un S -groupe de
___ G _____
X (A j , X (A j contient X_[ï) et en particulier, X-(Aj n'est pas un p-groupe,

G
d'où il résulte que K ne contient pas 0 (X (A)) . Soit X l'Image récirpoque de

X_[A) dans X [A) ; alors, X/A n'est pas un p'-groupe et il est un sous—groupe
G

distingué de X-[A)/A ; par conséquent, on a X = X-fA) [cf. prop.?), d'où il ré—
G b

suite que X__[7\) = X (A) . Enfin, puisque A contient K H P , on a
G KnXg(A)=Opp.(X^) ) ;

par conséquent, la projection de X-(A) sur X^[A) , induit un isomorphisme entre

Sg(A) et Sjï) . G

G
II nous reste à démontrer que 2 entraîne 1. Si 2 est vrai, N(.(A) ne con-

tient pas O^X (A)) et par suite, on a N (A) ^ N^[A).M (A,P) (cf. prop.6), ce

qui démontre 1,

Corollaire 1. Les notations étant celles de la proposition 9, si A est un p—sous-

groupe essentiel de G , ou bien A est un p-sous—groupe essentiel de G et on a

S (A) ^ S-[A) , ou bien A est un p-sous—groupe essentiel de K.P et on a
^ G ————— ———— —————
,.p(A) = S,(A)^

Démonstration: Si K ne contient pas cPfx-fA)) l , on est dans le premier cas
d'après la proposition 9. Si K contient (^[X ( A ) ) , K.P contient X ( A ) (cf.
prop,6) et on est dans le deuxième cas d'après la proposition 8.

Corollaire 2. Soient G , G- des groupes finis et supposons que G = G , x G- •
Alors, A est un p—sous-groupe essentiel de G si et seulement si eu bien
A = P x A _o^ P est un S -groupe de G. ĵ fc A^, est un p-sous—groupe essen-
tiel de G- , ou bien A =s A x P _o^ A est un p—sous—groupe essentiel de G.
ÈÎ ^o est un S —groupe d5 G- • Dans ces conditions, X ( A ) est égal suivant le
cas, à P^ x X^(A^) ou à Xg(A ) x P̂  .
Démonstration : D'après nos hypothèses, on a P s= P. x P où P et P- sont res-
pectivement des S —groupes de G , et de G- • Supposons que A soit un p—sous-
groupe essentiel de G ; comme' cPfXp(A)) ^ 1 , l'un des facteurs ne contient pas
^(^p^)) • or» d'après la proposition 9 , si G. ne contient pas C^fX ( A ) ) , A
contient P et la projection A de A dans G- est un p-sous—groupe essentiel
de G- ; en particulier, dans ce cas on a A = P x A . D e même pour G •

Réciproquement, si A = P x A où A est un p—sous-groupe essentiel de
G , A est un p-sous-groupe essentiel de G (cf. prop.9) et comme
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Ng(A) = Ng(P^) x Ng(A^) , on vérifie aisément que l'on a Xg(A) » P^ x Xg(A^) .

Proposition 10, Les assertions suivantes sont équivalentes
1. Le groupe A est un p-cous—groupe essentiel de G •
2. Le groupe 1 est un p-sous-groupe essentiel de N[A)/A •
3. On a A ̂  P et le quotient N(A)/A possède un sous—groupe propre de

1 —contrôle relativement à p •
De plus, dans ces conditions on a X[A)/A s \I/"A^/A^) •
Démonstration ; Si A est un p—sous-groupe essentiel ds G , en vertu des proposi-
tions 8 et 9 , l'assertion 2 est vraie et on a X(A)/A a \ifû^/û^^ • Supposons que
l'assertion 2 soit vraie; posons N(A)/A a H et soit. Q un S —groupe de H ; on#a alors H ̂  M , , C I , Q ) , Q ̂  1 et M , . ( l » Q ) est un sous-groupe de 1 -contrôle de
H relativement à p (cf, ch.I, §3), Enfin, si l'assertion 3 est vraie et si M
est l'image réciproque dans N ( A ) d'un sous—groupe propre de 1 -contrôle de
N[A)/A relativement à p , M contient un S -groupe de N ( A ) [cf. ch.I, Ç3) et on
voit aisément qu'il satisfait à la condition ( M 2 ) ; l'assertion 1 résulte alors du
lemme 1,
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CHAPITRE III

Les doubles flèches à but maximal

Soient G un groupe fini, p un nombre premier et (St»W) une p—localité

de G , Une double flèche de (ïl»W) est un couple de SL-morphismes ayant la même

source et le même but; si (B,x,AL. et (B,y,A)^ sont deux ÎL-morphismes, on

écrira (B,x,y,A) au lieu de C(B,x,A)^,(B,y,A) ) . Une double flèche à but

maximal de [Si,W) est une double flèche de [8I,W) dont le but est un S -groupe de

G ; on note D l'ensemble des doubles flèches à but maximal de (Sl,W) et M

l'ensemble des éléments de D dont la source est aussi un S -groupe de G •

Dorénavant, nous écrirons les doubles flèches de (^,W) et les Si-mor-

phismes sans l'indice W tant qu'il n'y aura pas de confusion à craindre.

Si (B,x,y,A) et (B,z,u,A) sont des doubles flèches de (2i,W) telles

que l'on ait [B,y,A) = [B,z,A) , on pose

(B,x,y,A) + CB,Z,U,A) = (B,x,u,A)

et on dit que (B,x,u,A) est la somme de [B,x,y,A) et de [B,z,u,A) . Si

(A,v,C) et [D,w,B) sont des SL-morphismes, on pose

(B,x,y,A)[A,v,C) = (B,xv,yv,C) , [D, w,B)(B,x.y,A) = (D,wx,wy,A)

et on dit que [B,xv,yv,C) (resp. (D,wx,wy,A) ) est le produit de (B,x,y,A) par

(A,v,C) (resp, par [D,w,B) ). Ces opérations satisfont à des conditions d'asso-

ciativité et de dis tributivité évidentes.

Soient [B,x,y,A) une double flèche et G un ensemble de doubles flèches

de [2I»W) ; on dit que [B,x,y,A) est engendré par Q [ou qu'elle est égale à

une combinaison linéaire d'éléments de G ) s'il existe une suite

t [ B , x , y , A ) j d'éléments de G et deux suites K A , U , A ) I ,
1 1 -L 1 -L^ \ 1 • • • 1 " J - J L -L= 1 , • • • , H

i (B,v.,B.)j . „ de îl-morphismes telles que la formulei i 1= i, • • • y n w

(B,x,y,A) = L (B,v^B^)(B^x^y^A^)(A^u^,A)

soit vraie. On dit qu'un sous-ensemble G de D est un système directeur de D

si tout élément de D est engendré par 0 U U • Dans ce chapitre nous allons étu-

dier les systèmes directeurs minimaux de D •

Proposition 1, Soient A un élément de îl , P ^} S -groupe de G contenant A

Q^ G un sous-ensemble de D contenant U • L'ensemble des x 6 N(A) tels que

[p,1,x,A) soit engendré par G est un sous-groupe de N[A) qui contient W(A)

^fc N(A) H N[P) .

Démonstration: Notons H cet ensemble; si x ç N[A) n N(P) et w "6 W[A) , on a

(P,1,xw,A) = (P,1 ,x ,P) (P,1 ,A)



et par suite, H contient N(A) H N(P) et w(A) ; de plus, si x , y 6 N(A) ,

on a [P,1,xy,A) » [P.1,y,A) + [P, 1,x,A)[A.y,A)

et par conséquent, si x et y appartiennent à H , il en est de même pour xy ,

Soit [B,x,y,A) ç D ; on appelle longueur de (B,x,y,A) l'entier

|B|/JA| ; ainsi, U est l'ensemble des éléments de S de longueur égale a i .

On dit que [B,x,y,A) est réductible s'il est ou bien de longueur égale à 1 , ou

bien engendré par l'ensemble des éléments de D de longueurs strictement infé-

rieures à IBJ / IAJ ; on note fi l'ensemble des éléments réductibles de D • II

est clair que ̂  (B,x,A) = (B,y,A) , (B,x,y,A) est réductible» De plus, d'après

l'associativité et la dis tri butivite de la somme et du produit, tout élément de D

engendré par }î appartient à fi •

Proposition 2, Un élément (B,x,y,A) ^e D est réductible si et seulement s'il

existe une suite \ P . } . ^ de S —groupes de G contenant A , telle que

p , ̂  ^ p = B^^ et telle'que si 1 ^ i ^ n , ou bien A ^ P. 0 P , ^u

bien il existe w ê W[A) tel que P. = CP-.J'" - En particulier, si [B.x.y.A)

est réductible, il en est de même pour (B,y,x,A) •

Démonstration : Supposons qu'il existe une telle suite. Soient z. ç. G ,

0 ̂  i S n , tels que P. s B z ; d'après nos hypothèses, on peut choisir ces élé-

ments de sorte que z sa x , z = y et que si A as P. 0 P. , on ait

(z ^z. 6 W(A) ; on a alors

(B,x,y,A) = S (B,z ,z ,A)
i»1 1 1"-

et tous les éléments (B,z.,z. ,A) sont réductibles; par conséquent, (B,x,y,A)

est réductible.

Réciproquement, supposons que (B,x,y,A) € fi .Si (B,x,y,A) 6 U , on-

a B = B^ . Supposons que (B,x,y,A) € îî — U ; dans ce cas on a
n

(B,x,y,A) = 2 (B,v^,B^)[B^,x^,y^,A^)(A^,u^,A)

où |Bj/|Aj < |B|/|A| pour tout iS n ; posons z^ » x , z^^ » y ,

î-l as ̂ i"! et î̂ î i où l ^ i ^n ; la suite (B1^^^

satisfait alors aux conditions de l'énoncé.

Soient (B,x,y,A) , (B',x',y',A') 6 J) ( on dit que (B,x,y,A) est

échangeable avec [B',x',y',A') s'il existe u , v ç G tels que l'on ait

A' = A" , B' = Bv et tels que [B^vx'u^A) et (ByVy'u^^y.A) soient

réductibles. S'il en est ainsi, (B'.x'yV^xu.A' ) et (B'ïV'^y^y'yA') sont
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encore réductibles (cf. prop.2) et par suite, (B',x',y',A' ) est échangeable avec

(B,x,y,A) ; on dira simplement que (B,x,y,A) ^ [B'»x ' ,y ' ,A ' ) sont échangea-

bles. De plus, puisque la somme de deux éléments de fi appartient à Jî , l'échan-

geabilité est transitive. Par conséquent, l'échangeabilité est une relation d'équi-

valence. En outre, il est clair que pour tout u , v € G , (B,x,y,A) estechan-

geable avec [B ,v*~ xu,v'~ yu,A ) •

Proposition 3. Q^ (B,x,y,A) ^ (B',x' ,y ' ,A') sont des éléments échangeables de

D , (B,x,y,A) est engendré par 1 [B ' ,x ' ,y ' ,A ' ) [ U Jî . En particulier, tout

élément de D échangeable avec un élément de H appartient à H ,

Démonstration; II suffit de remarquer que s'il existe u , v € G tels que

A» = F^ et B' = Bv , on a légalité suivante

(B.x.y.A) = (B.x.r.A) + [B.v.B'HB'.x'.y'.A'KA'.u"1^) + (B,s,y,A)
—1 —1où r sa vx'u et s = vy'u •

On dit qu'un élément de D est irréductible s'il n'appartient pas à Jî .

Nous démontrerons que les éléments d'un système directeur minimal de D sont

irréductibles et deux à deux non échangeables. Nous allons classifier d'abord les

classes d'échangeabilité des éléments irréductibles de J) à l'aide du théorème

suivant,

Théorème 1, Soient A € 21 , P j^n S «-groupe de G contenant A , z ç N[A) et

[B,x,y,A) 6 D ; posons M = WCA).M[A,P) et soient u , v € N[A) tels que l'on

^ Bx n N(A) CM" e^ By 0 N[A) c Mv . On a alors

1« La double flèche [B,x,y,A) est irréductible si et seulement si vu"

n'appartient pas à M •

2. Les doubles flèches (B,x,y,A) ^ (P,1,z,A) sont échangeables si et

seulement si MzM = Mvu" M .

Nous allons décomposer la démonstration du théorème en une suite de quatre

lemmes. Si A = P , on a M = N(A) et les assertions 1 et 2 sont trivialement

vraies; dorénavant nous supposons que A ^ P , Les notations sont toujours celles

du théorème; de plus, on note Q un S —groupe de G contenant un S —groupe de

M(A,P) (rappelons que M[A,P) contient un S -groupe de N(A) [cf. en.II,

lemme 1 ) ) •

Lemme 1. S^ (B,x,y,A) est réductible, vu" appartient à M •

Démonstration: D'après la proposition 2, il suffit de démontrer que vu~1 6 M
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lorsque l'on a A ^ Bx 0 B '̂ et lorsqu'il existe w 6 W(A) tel que B3' = (B^ .

Si A ^ Bx n By , on a encore A ^ Bx 0 By 0 N[A) (cf. (ûl)) et par suite, A

n'est pas un S —groupe de M 0 Mv ; or, M satisfait à la condition [M2] du

en,II ; on a donc vu" 6 M • Supposons qu'il existe w ç W(A) tel que

gY ^ Q^ ^ Qn a alors By n N(A) c ^uw 0 (̂  et comme fi^ ^ By , A n'est pas un

S -groupe de M^ n ̂  ; par conséquent, on a vw~ u"" ç M et comme uw"" u""
P A

appartient à W[A) , vu appartient à M .

Lemme 2. L'ensemble des t ç N[A) tels que [(3,1,t,A) soit réductible est égal

^ M .

Démonstration; Notons M' cet ensemble; d'après la proposition 1, M' est un

sous-groupe de N[A) qui contient W(A) .De plus, si B est un sous—groupe de

Q qui contient strictement A , pour tout t 6 N(A) 0 N[B) la double flèche

(Q,1, t ,A) est réductible; par conséquent, M' contient N(A) 0 N(B) . On en dé-

duit que M' contient M[A,P) (cf. ch.II, prop.2), donc qu'il contient M . Or,

d'après le lemme 1, M' est contenu dans M [on prend B = Q , x s u s 1 et

y s= v = t ). On a donc M' = M •

Lemme 3, Les doubles flèches [B,x,y,A) ^ [Q,1,vu ,A) sont échangeables. En

particulier, si vu"" appartient à M , (B,x,y,A) est réductible.

Démonstration; Posons C = Bx n N[A) et D = By H N[A) et soit s € G tel que

Q = B5 • D'après notre choix de u, v » il existe m, n é M tels que l'on ait

C c Q"^ et D c; Q^ ; comme A ^ C et A ^ D , les doubles flèches (B,x,smu,A)

et (B,snv,y,A) sont réductibles [cf. prop,2) et par suite, (B,x,y,A) et

[Q,mu,nv,A) sont échangeables. D'autre part, d'après le lemme 2, [Q,1,m,A) et

(Q,1,n,A) sont réductibles et par suite, il en est de même pour (Q,mu,u,A) et

pour (Q,v,nv,A) ; on en déduit que [Q,mu, nv,A) et (Q,1,vu"" ,A) sont échan-

geables. Par conséquent, [B,x,y,A) et [Q,1,vu"' ,A) sont aussi échangeables.

La deuxième assertion résulte de la première, de la proposition 3 et du

lemme 2.

Lemme 4. Les doubles flèches (B,x,y,A) ^ (P,1,z,A) sont échangeables si et

seulement si MzM = Mvu*"̂  .

Démonstration : Supposons que z sa mvu"" n où m , n € M ;en vertu du lemme 3,

[Q,1,vu"" ,A) est alors échangeable avec (P,1,z,A) (on prend B s P , x s 1 ,

y = z et on choisit u' = n et v' s vu"" n );- par conséquent, (B,x,y,A) et

(P,1,z,A) sont échangeables. Réciproquement, si {B,x,y,A) et (P,1,z,A) sont

échangeables, il existe r, s 6 G tels que A = A3" , P » B8 et tels que
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[B,x,sr*" ,A) et (B,szr"" ,y,A) soient réductibles; comme r normalise A , on a

alors B31" 0 N(A) = NpfA)1" c h/" et B5^ n N[A) = NpCA)21"'1 c M21'"1 .

En vertu du lemme 1, on en déduit que r"" u"" et vrz"" appartienent à M et par

suite, que vu"" appartient à MzM •

Corollaire 1. Les notations étant celles du théorème 1, l'application de N[A)

dans D qui à z fait correspondre (P,1,z,A) , induit une Direction entre

l'ensemble des f M. M classes doubles de N(A) différentes de M et l'ensemble des

classes d'échangeabilité des éléments irréductibles de D dont la source est un

conjugué de A dans G •

Démonstration: D'après l'assertion 1 du théorème, si z ç N[A) - M , la double

flèche (P,1,z,A) est irréductible (on prend B = P , x = u = 1 et y a v s= z );

de plus, d'après l'assertion 2, si z' € N(A). , les doubles flèches [p,1,z,A)

et (P,1,z ' ,A) sont échangeables si et seulement si MzM = Mz'M ; ceci démontre

l'existence et l'injectivité de l'application induite. D'autre part, si

(B',x',y',A') 6 jD - Jî et si A ' = A" où u € G , on sait que (B',x',y',A') et

(B',x'u~ ,y'u"" ,A) sont échangeables; d'après les assertions 1 et 2 du théorème,

(B',x',y',A') est donc échangeable avec une double flèche de la forme [P,1,v,A)

où v 6 N[A) - M .

D'après le corollaire 1, un élément A de Si est la source d'un élément

irréductible de J) si et seulement si N(A) ^ W[A).M[A,P) ; dans ce cas, on dit

que A est un p-sous^orouoe f Si, W essentiel de G • II est clair qu'un tel p-sous-

groupe est un p-sous-groupe essentiel de G (cf. ch.Il); réciproquement, tout p-

sous-groupe essentiel de G est un P-sous^orouoe l'essentiel de G (i.e. relati-

vement à la 1-localité de G ). Le corollaire suivant permet d'obtenir les p-

sous-groupes (SÏ,W)- essentiels à partir des p-sous-groupes essentiels.

Si A 6 SI , on note 'W(A) l'image réciproque de 0 (N(A)/W[A)) dans
N[A)

Corollaire 2. Un élément A ê SI est un p-sous-groupe [Si.wj-essentiel de G si
et seulement s'il satisfait à l'une des conditions suivantes

1. On a N [ A ) + W ( A ) . M [ A , P ) .
2. Le groupe A est un p—sous—groupe essentiel de G f̂c W [ A ) ne con-

tient pas O^XfA)) .
3. Le groupe A est un p—sous—groupe essentiel de G et un S —groupe

ê W ( A ) . p

Démonstration : D'après ce qui précède, il suffit de démontrer que les conditions 1 ,
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2, 3 sont équivalentes. Démontrons que 1 entraîne 3; posons M = W [ A ) . M ( A , P ) ;
comme W[A)/w(A) est un p-groupe, M contient W ( A ) ; or, M satisfait à la
condition [M2) du ch.II ; par suite, si M ̂  N [ A ) , A est un S —groupe de
W [ A ) . De plus, si A est un S —groupe de W[ A ) , W ( A ) ne contient pas X[A)
[cf. ch.II, §1} et par suite, W [ A ) ne contient pas O^CA)) . Enfin, d'après
la proposition 6 du ch.II, § 1 , 2 entraîne 1 .

Théorème 2. Soient P n̂ S -groupe de G jej; ft un système de représentants dans
P des classes de conjugaison dans G des p-sous—groupes f$l,w)—essentiels de G •
Un sous—ensemble 0 ê S est un système directeur de D si et seulement si,
pour tout A ê St , N [ A ) est engendré par l'ensemble des x 6 N [ A ) tels que
( P , 1 , x , A ) soit échangeable avec un élément irréductible de G •

Nous allons décomposer la démonstration du théorème en une suite de quatre
lemmes. Les notations sont toujours celles du théorème; de plus, si A est un p—
sous—groupe [SI, W)—essentiel de G contenu dans P , on pose M. = W [ A ) . M ( A , P ) et
si 0 c D , on note C l'ensemble des x 6 N [ A ) tels que ( P , 1 , x , A ) soit
échangeable avec un élément irréductible de G •

Lemme 5. Soit 0 ̂  D . G^ C U fi est un système directeur de D , Q l'est
également.
Démonstration: Nous allons démontrer que tout élément [ B , x , y , A ) de D est engen-
dré par C U U en raisonnant par récurrence sur la longueur 1 de ( B , x , y , A ) •
Si 1 = 1 , il n'y a rien à démontrer. Supposons que 1 > 1 ; d'après nos hypo-
thèses, [ B , x , y , A ) est égal à une combinaison.linéaire d'éléments de 0 U Jî de
longueurs ̂  1 . Or, tout élément ( B ' , x ' , y ' , A ' ) de }î de longueur S 1 est engen-
dré par l'ensemble des éléments de D de longueurs < 1 î on en déduit, grâce à
l'hypothèse de récurrence, que [ B ' , x ' , y ' , A ' ) est engendré par G U U • Par consé-
quent, [ B , x , y , A ) est aussi engendré par 0 U U •

Lemme 6. Soient G , 0^. c D . Q^ C est un système directeur de J) et si tout
élément irréductible de Q est échangeable avec un élément de C1 , (?' est
également un système directeur de S •
Démonstration: D'après le lemme 5, il suffit de démontrer que tout élément irréduc-
tible de C est engendré par C9 U Jî • Or, d'après nos hypothèses, si [ B , x , y , A )
est un élément irréductible de 0 , il est échangeable avec un élément
[ B ' , x ' , y ' , A ' ) de C 9 et par suite, il est engendré par | ( B ' , x ' , y ' , A ' ) } U fi
[cf. prop.3).
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Lemme 7, Pour tout A 6 St , soit Y- un sous-ensemble de N[ A ) dont la réunion
avec M^ engendre N [ A ) . L'ensemble des doubles flèches de la forme ( P , 1 , x , A )
ou A € ̂  et x ê Y« , est alors un système directeur de D •
Démonstration: Notons 0 cet ensemble et soit D9 l'ensemble des éléments de D
engendrés par Q U fi ; d'après les lemmes 5 et 6, il suffit de démontrer que tout
élément irréductible de D est échangeable avec un élément de D9 • Soit
( B ' , x ' , y ' , A ' ) un élément irréductible de D ; A' est donc un sous-groupe (SI,W)-
essentiel de 6 et par suite, il est conjugué d'un élément A de ft ; en vertu
du corollaire 1 , il existe alors x 6 N [ A ) tel que ( P , 1 , x , A ) soit échangeable
avec ( B ' , x ' , y ' , A ' ) . Il suffit de démontrer maintenant que pour tout A ê St et
tout x ç. NfA) , ( P , 1 , x , A ) est engendré par G U lî .

Soit A 6 R ; l'ensemble des x € N( A ) tels que C P , I , X , A ) soit engendré
par 0 U Jî est un sous-groupe de N ( A ) (cf. prop,1) et il contient Y, et M.
[car si x € M^ , C P , I , X , A ) est réductible); par suite, d'après nos hypothèses,
il est égal à N [ A ) .

Soit 0 c- D ; nous sommes en mesure de démontrer que si G. engendre
N ( A ) pour tout A € ft , 0 est un système directeur de D . E n effet, en vertu
du lemme 7, l'ensemble C" des doubles flèches de la forme [ P , 1 , x , A ) où A 6 R
et x ç. 0^ , est alors un système directeur de D. et l'assertion résulte tout de
suite du lemme 6.

Si A 6 ft , il est clair que l'on a [G U U)^ » G. ; par suite, le lemme
suivant achève la démonstration du théorème.

Lemme 8. Soient G c J) ^ A n̂ p-sous-oroupe f^,w)-essentiel de G contenu
dans P . Si pour tout x 6 N [ A ) , la double flèche ( P , 1 , x , A ) est engendrée par
0 , l'ensemble 0. engendre N [ A ) ,
Démonstration: Soit M. le sous-groupe de N ( A ) engendré par O. et supposons
que C P , I , X , A ) soit engendré par 0 pour tout x ç N [ A ) ; nous allons démontrer
d'abord que N^ contient M^ . Puisque A est (îl.W)-essentiel, on a M . ^ N [ A ) ;
soit x ç. N ( A ) - M^ ; alors, [ P , 1 , x , A ) est égal à une combinaison linéaire •
d'éléments de Q ; or, comme ( P , 1 , x , A ) est irréductible [cf. t h . l ) , l'un des
éléments d'une telle combinaison est irréductible et de longueur égale à celle de
C P , I , X , A ) ; par conséquent, un conjugué de A est la source d'un élément irréduc-
tible de G . D'après le corollaire 1 , C^ contient donc une (M ,M.)-classe double
de N ( A ) et par suite, M. contient M» .

- " n
Soient x ç N ( A ) et ( P , 1 , x , A ) = 2 [ p , v . , B . ) [ B . , x . , y . , A . ) ( A . , u . , A ) une

- _ < | . L J L 1 1 3 . 1 1 1
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décomposition de * C P » I » X , A ) comme combinaison linéaire d'éléments de 0 ; posons
^ SB 1 ' n̂+l ss x ' î-l ï= ̂ ^"i et î a= ̂ ^"i où 1 ̂  i ̂  n et soient
r . € N ( A ) , 0 S j S 2n+1 , tels que l'on ait
J ^ y,

p ù 0 N( A ) c [M ) J si 0 ̂ j S 2n+1 , î
on a alors (P»Zp. , A ) » ( P , z , A ) si 0^ i ̂  n , et si 1 S i S n , on a

C^^i-r^i'^ s Cp^BiKBi.^yi^KA^.u^A)
On en déduit que [P»z , z . , A ) n'est irréductible que lorsqu'il est échangeableJ J+'avec un élément irréductible de G ; par conséquent, pour tout j »̂ 2n , l'élé-
ment r , . f r . ) " " appartient soit à M. , soit à 0» (cf. t h . l ) , donc il appar-J+i J A A
tient à N, • Or, nous pouvons choisir r = 1 et r 4 aï x • II s'en suit queA o <^n+1
x appartient à N. et par suite, que N s N ( A ) .M A

Avec les notations précédentes, d'après le corollaire 1 , 0 . est une
réunion de CM.»M.)—classes doubles de N[A) .A A

Corollaire. Avec les notations précédentes, un sous-ensemble 0 ê D est un
système directeur minimal de D si et seulement s'il satisfait aux conditions sui-
vantes

1. Tout élément de 0 est irréductible.
2. Les éléments de 0 sont deux à deux non échangeables,
3. Pour tout A 6 SI , C. est un élément minimal de l'ensemble des par-

ties de N [ A ) qui sont la réunion de fM,,M.)-classes doubles et qui engendrent
le groupe N ( A ) .
Démonstration ; Supposons que G soit un système directeur minimal de D . S i C 9

est un système de représentants dans 0 des classes d'échangeabilité des éléments
irréductibles de G » il résulte du lemme 6 que C" est encore un système direc-
teur de D et par suite, que C 9 = Q ; ceci démontre que G satisfait aux con-
ditions 1 et 2 . D'après le théorème 2, G satisfait aussi à la condition 3.

Soit C 9 c G ; supposons que G satisfasse aux conditions 1 , 2, 3 et que
0" soit un système directeur de D ; nous allons démontrer que C t = G • D'après
la condition 3 et le théorème 2, pour tout A 6 K , C\ et G. coïncident; parA A
conséquent, tout élément irréductible de G est échangeable avec un élément de C " ;
ainsi, d'après les conditions 1 et 2, tout élément de G appartient à 0" ; on a
donc C9 » G .

On remarquera que les notions étudiées dans ce chapitre expriment des pro-
priétés (îl,W)—locales de G (cf. ch.I, §2). Plus précisément, soient G' un
deuxième groupe fini, ( î l ' , W ) une p-localité de G' , 2?' l'ensemble des
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doubles flèches à but maximal de ( S I ' , W ) et 7?' l'ensemble des éléments réducti-
bles de D9 ; si les p-localités ( S U . W ) et Q U ' . W ) sont équivalentes (cf. ch.I,
§2) et si q? est une équivalence de catégories entre ïU et îr, , on voit aisé-
ment que îp induit une application f de D dans D9 qui conserve la longueur,
que l'on a f"' [-fî') = R et que f induit une bijection entre les ensembles des
classes d'échangeabilité des éléments irréductibles de D et de D1 ; de plus, un
sous-ensemble 0 de J) est un système directeur de S si et seulement si f[0}
est un système directeur de D9 ; enfin, un élément A de SI est un p-sous-grou-
pe (2l,W)-essentiel de G si et seulement si îp(A) est un p-sous-groupe ( î l ' , W ' ) ~
essentiel de G' •

Ç 1. Un exemple

Dans ce paragraphe nous supposons que ( S I , W ) est la 1-localité de G re-
lative à p . Nous allons montrer que le théorème principal de ( 1 ) est une consé-
quence du fait qu'un certain sous-ensemble 1 de D est un système directeur de
J) et que ceci résulte du théorème 2,

On dit qu'un p-sous-groupe A de G est une "tame intersection" [ c f . ( l ) )
s'il est égal à l'intersection de deux S -groupes de N ( A ) . S i A est un p-sous-
groupe essentiel de G , P un S -groupe de G contenant A et x un élément de
N [ A ) - M ( A , P ) , on a A == Np(A) H Np(A) > < [cf. ch.II, c o n d . ( M 2 ) ) ; par conséquent,
tout p-sous-groupe essentiel de G est une "tame intersection" dans G (la réci-
proque est fausse: le groupe 1 est toujours une "tame intersection" dans Gl-fn,?" 1}
tandis qu'il n'est un p-sous-groupe essentiel de GLfn.p" 1) que si n = 2 [cf.
a p p . l ) ) .

Proposition 4. Soient P n̂ S -groupe de G ̂  & l'ensemble des "tame intersec-
tions" A telles que P contienne un S -groupe de N [ A ) . L'ensemble 1' des
doubles flèches de la forme ( P , 1 , x , A ) ̂  A 6 & ̂  x est un p-élément de N [ A )
est un système directeur de D ,

Démonstration; Puisque tout p-sous-groupe 1-essentiel de G est une "tame inter-
section" , ^ contient un système de représentants des classes de conjugaison dans
G des p-sous-groupes 1-essentiels de G . D e plus, si A est un p-sous-groupe
1-essentiel de G contenu dans P , on a N ( A ) s (^ ( N ( A ) ) . M ( A , P ) (cf. ch.II,
prop.6); comme cP [ N ( A ) ) est le sous-groupe de N ( A ) engendré par les p-éléments
de N ( A ) , la proposition résulte alors du lemme 7.

D'après la proposition 4, tout élément de D est engendré par Ï U U
Or, on voit aisément que tout élément de J) engendré par U est de la forme
[ B , n u , u , A ) où n normalise B . De plus, si ( B , u , v , A ) ç. D et si n normalise
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B , on a l'égalité suivante

[B,nu,u,A) + [B,u,v,A) = (B,n,B)(B,u,v,A) + [B,nv,v,A)

II en résulte que tout élément [B,x,y,A) de D est égal à la somme d'une combi-

naison linéaire d'éléments de 1 et d'un élément de D de la forme [B,nu,u,A)

où n normalise B •

Corollaire, [cf. (l)). Les notations étant celles de la proposition 4, soit E un

sous-ensemble de P . §1 x est un élément de 6 tel que Ex c P , il existe

Y € N[P) , une suite JA j d'éléments de & et pour tout i ^ n , un
JL -L=i 1 , • • • , H • —————A————————^——— ' «__

p-élément x je N(A.) qui satisfont aux coditions suivantes

1. On a x = x ,,,,x y
——— 1 n' x ....x

2. On a E ç- A et pour tout i ^ n—1 , E <- A. .

Démonstration: Soit A le sous—groupe de P engendré par E ; d'après notre hypo-

thèse, on a Ax c p et par suite, [P.lïX^.A) est un élément de D . En vertu de

la proposition 4 et des remarques précédentes, on a alors

1 n

[P,1,x- ' ,A) = 2 (P,v ,P)(P,1,z ,B )(B..,u ,A) + (P.tu.u.A)
i=1 1 1 1 1 1

où t € N(P) , B, € S et z. est un p-élément de N[B. ) , 1 S i ^ n .
^- u

D'après cette formule, v. normalise P , A est contenu dans (B.) i et on a

1 = v^ . x-1 = u . tu=v^u^ et v^u^ = v^u^ où i ^ n-1 .Par

conséquent, il suffit de prendre

vT1 , v-1

y = t , A^ = CB^) -L et x^ » (z^ 1 ) :L si 1 S i ^ n .

§ 2, Une application

Nous allons appliquer le théorème 2 au calcul des groupes d'homologie et

de cohomologie de G . Nous empruntons les notations de (4), en,XII, §8 [sauf pour

les groupes et le module). Soient L un G-module et P un S -groupe de G ?

d'après le théorème 10.1 de (4), ch.XII, §10, l'image de l'application i[P,G) ^e

H(G,1_) dans H(P,L) est isomorphe à la composante p-primaire de H(G,L). et égale

à l'ensemble des éléments stables de fi[P,L) ; nous allons voir que le théorème 2

simplifie le calcul des éléments stables de H[P,1_) .

Supposons que [21, w) soit la 1-localité de G relative à p (i.e. que

U soit l'ensemble des p-sous-groupes de G et que W =1 ). On note h le

fondeur contravariant de SI dans la catégorie des ^-modules gradués (sur Z)

défini par

(hl) G^ A est un p-sous-groupe de G , h(A) = H(A,L)

[h2) ̂  [B.x.A) est un ^-morphisme. h[B,x,A) == iCA.B^oC ̂
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[On démontre que h est compatible avec la composition de morphismes à l'aide des

égalités [4), [s) et [l0) de (4), ch.XII, §8). Si A est un p-sous-groupe de G ,

h définit une opération de N(A) sur H(A,L) et si X c N(A) , on note
/\ y • ^

H[A,L) l'ensemble des points fixes de X dans H[A,1_) . Si (B,x,y,A) ç D , on

Pose K(B,x,y,A) = Ker[h[B,y,A) - h(B,x,A)) ;

K(B,x,y,A) est un sous-module de H(B,L) et on voit aisément qu'il contient tous

les éléments stables de fi(B,L) ; si G est un sous-ensemble de D dont les élé-

ments ont tous le même but B , on note K(C') l'intersection des K(B,x,y,A) où

(B,x,y,A) parcourt les éléments de G . D'après la définition d'élément stable

[cf. [4), ch.XII, §9), un élément de fi[P,L) est stable si et seulement s'il

appartient à K( i [P,1,x,P 0 P^ | x ç. G [) .

Le lemme suivant nous permettra d'appliquer ensuite le théorème 2.

Lemme 9. Avec les notations précédentes, si G est un système directeur de D

dont tous les éléments ont le but égal à P , on a

Im[i[P.G)) « HCP.L)^ OK^)

Démonstration: II est clair que Im[i(P,G)) est contenu dans H^L)1'^ et on a

vu que tout élément stable de fi[P,L) appartient à K((7) . Il nous reste à démon-

trer que tout élément de fiCP,!.)^^ 0 KfC?) est stable. Soient

a € A[P,L) n K(û') et x ç. G ; d'après les remarques précédentes, il suffit de

démontrer que a appartient à K[P,1,x,P 0 P^) .

Si G est un système directeur de D , on a une égalité de la forme
n

[P,1,x,P n P^ = Z (P,v^P)(P,x^y^)(A^,P n P")

où (P»^»^»^) € ° u u » l ^ i ^ n ; o n e n déduit l'égalité suivante

h(P,x,P n P^ - h(P,1,P n P^ »

» î. h(A^.P H P^ChCp.y^) - h(P,x^))h(P,v^P)

Or, comme a ç. HCP.L)1^^1 . on a h(P,v^,P)(a) = a et. si [P,x.,y.,A.) est de
longueur égale à 1, on a

(h(P,y^) - h(P,x^.A^))[a) = 0 ;

de plus, comme a 6 «((7) , si (P,x^,y^A^) appartient à G , on a aussi

ChfP,y^A^) - h(P,x^A^))[a) = 0

Par conséquent, a appartient à K[P,1,x,P 0 P^ .
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Proposition 5« Avec les notations précédentes, soit K un système de représentants

dans P des classes de con.jugaison dans G des p^s ous—group es 1-essentiels de

G ; pour tout A 6 K , soit Y. un sous—ensemble de N(A) dont la réunion avec

M(A,P) engendre N(A) • On a alors

Im(i(P,G)) = HCP.L)^ 0 [ 0 iCA.Pr^HCA.L)^)]
A € SI

Démonstration ; Si A est un sous—groupe de P et si z é N[A) , on a

h[P,z,A) - h[P,1,A) » Ch(A,z,A) - iri^A,!.)^01^^ ï

par suite, K(P,1,z,A) est égal à l'image réciproque par i(A,P) des points
f.

fixes de z dans H(A,LJ ; la proposition résulte maintenant des lemmes 7 et 9.

Supposons maintenant que G opère trivialement sur L • Alors, pour tout

sous—groupe A de G et tout x G C[A) , c est égal à l'identité sur

fl(A,L) ; par conséquent, h induit un fondeur contravariant h-, de la catégorie

associée à la C-localité de G dans la catégorie des ^-modules gradués (sur 7_ ).

Suivant une démarche similaire, on obtient alors la proposition suivante.

Proposition 6, Avec les notations précédentes, supposons que G opère trivialement

sur L • Soit ^ un système de représentants dans P des classes de conjugaison

dans G des p—sous—groupes C—essentiels de G et pour tout A 6 K , soit Y. un

sous—ensemble de N(A) dont la réunion avec C[A),M[A,P) engendre N(A) . On a

alors Y
Im[i[P,G)) = HCP.L)^ n [ n KA.PF^HCA.L) A}]

A ç St
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CHAPITRE IV

Les sous-groupes de (^,W)-contr6le

Soient G un groupe fini, p un nombre premier, [îl,W) une p-localité

de G et S l'ensemble des doubles flèches à but maximal de [Sl,W) . Dans ce

chapitre, nous allons donner des critères pour qu'un sous-groupe H de G soit un

sous-groupe de [SÏ,W)-con frôle de G [cf. ch.I, §3), à l'aide des résultats du cha-
pitre III.

Signalons d'abord une conséquence de la condition 2 de la définition des

sous-groupes' de [2I,W)-contr6le (cf. ch.I, §3) qui sera utilisée souvent.

Lemme 1. G^ H est un sous-groupe de (^,W)-contr6le de G , pour tout élément A

^e St contenu dans H on a N(A) = W(A).N (A) .

Démonstration; II suffit de démontrer que sous les hypothèses de l'énoncé, on a

N(A) c: H.W[A) ; or, si x ç N[A) et si P est un S -groupe de H contenant A ,

on a A c: p n Px et par suite, P 0 Px appartient à îl et on a w[p 0 P^ c w(A)

(cf. ch.I, cond.(L2)); l'assertion résulte alors de la condition 2 de la proposi-
tion 2 du ch.I, §3.

Soit H un sous-groupe de G contenant un S -groupe P de G . Comme

P 6 Si , nous pouvons construire la p-localité Res p(îï,W) de H [cf. ch.I, §3)

et on note Res^ ^) l'ensemble des doubles flèches à but maximal de Res QU,W) .

Rappelons que le fondeur de Res^ îï dans SU défini par l'inclusion H c: G

est fidèle (cf. ch.I, §3) et que nous avons identifié les (Res SI )-morphismes à

leurs imagée dans îl ; dans ces conditions, Res J) est un sous-ensemble de D .
••' n, u

Proposition 1. Soient H un sous—groupe de G contenant un S —groupe P de G

1J: R un système de représentants dans P des classes de conjugaison dans G des

p-sous-groupes f^.WJ-essentiels de G . Les trois assertions suivantes sont alors
équivalentes

1. Le groupe H est un sous-groupe de (^l,W]-con frôle de G .

2. On a N(P) = W(P).N^(P) et pour tout A ç. St , N[A) est engendré par
la réunion de W(A) , M[A,P) ^ h i f A ) .

3. On a C^S^^HP.P) = 2i^[p,p) et l'ensemble Res^ ^D est un système
directeur de D .

Démonstration; D'après le lemme 1, 1 entraîne 2, II est clair que les égalités

N(P) » W(P).N^P) . (Res^)(P.P) = ^[p,p)
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sont équivalentes; il résulte alors du lemme 7 du en.III, que 2 entraîne 3. Enfin,

nous allons démontrer que 3 entraîne 1; supposons que l'assertion 3 soit vraie;

puisque H contient un S -groupe de G , il suffit de démontrer que pour tout

x € G tel que P f1 Px ç. U , x appartient à H.W(P f1 P^ [cf. ch.I, §3, déf.).

Soit x 6 G tel que P 0 Px ç. Si et posons A » P n Px ; d'après

l'assertion 3, CP,I ,X,A) est engendré par UU Res^ J) où U est l'ensemble des

éléments de S de longueur égale à 1 (cf. ch.IIl). D'autre part, il résulte sans
difficulté de l'égalité

(RBS^)CP.P) ^CP.P)

que tout élément de U est engendré par l'ensemble des éléments de longueur 1 de

Res J) et que, si Q est un S —groupe de H , on an,u p

CRBS^KP.Q) ^(P,Q)

On en déduit que [P,1,x,A) est égal à une combinaison linéaire d'éléments de

Res -D et que si
n, b n

[P.l.x.A) = E CP,v^)CB^,x^,y^,A^)[A^u^,A)

est une telle combinaison, nous pouvons toujours supposer que les éléments x. ,

y^ » v^ , 1 S i Si n , appartiennent à H . Posons z = 1 , z ' a x ,
z^^ ss ̂ ^^ et î = ̂ ^"i si 1 s i s n ; nous allons .démontrer que pour
tout j S 2n+1 , z. appartient à H.W(A) ; en particulier, ceci montrera que

x
x € H.W(P n P ) . O n raisonne par récurrence sur j ; si j s o il n'y a rien à

démontrer. Supposons que j ^ 2n et z . € H.wfA) ; si j est pair, la combinai-

son linéaire ci-dessus sous-entend que (P,z.,A) = (P,z. ,A) et par suite ,̂ on a
—i *^ ^^~

(z ) z 6 W(A) , d'où il résulte que z appartient à H.W(A) ; si

j = 2i-1 où 1 ^ i ^ n , on a

^ = W\^~\
et comme v_ , y. , x appartiennent à H , z. appartient encore à
H.W[A) .

Corollaire 1. Un sous-groupe H ^e G est un sous-groupe de CSl,w)-contr61e de G

si et seulement si pour tout p—sous—groupe A ^e G qui est ou bien un S -groupe

.3e G » ou bien un p-sous-groupe C^,w)-essentiel de G , il existe x 6 G tel
que l'on ait

A <= 1^ ^ N(A) = W(A).[N(A) n l̂ }

Démonstration; Si H est un sous-groupe de G qui satisfait à cette condition, H

contient un S -groupe P de G tel que l'on ait N(P) = W[p} .N(P) et on voit

aisément que, les notations étant celles de la proposition 1, il existe ft tel que
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l'assertion 2 de cette proposition soit vraie; il s'en suit que H est un sous-
groupe de [îl,W)-contr61e de G . Réciproquement, si H est un sous—groupe de
[SÏ,W)-contr61e de G , il contient un S -groupe P de G (,cf. ch.I, §3, d é f . ) ; le
reste résulte alors du lemme 1.

Corollaire 2, Les notations étant celles de la proposition 1 , supposons que le
groupe 1 ne soit pas un p—sous—groupe f^,WJ-essentiel de G • Pour que H soit
un sous-groupe de (X W )-contr6le de G , il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites

1. On a N(P) " W [ P ) . N ^ [ P ) .
2. Pour tout élément x d'ordre p ^je P qui centralise un élément de

31 , ̂ ^ est un sous-groupe de RBSQ/-^ fSt.Wl-con frôle de C[ x ) .

Démonstration : L'ensemble. G des éléments de D de la forme ( P » 1 » y » A ) où A 6 K
et y est un p-élément de N [ A ) est un système directeur de S ; en effet, pour
tout A ç ̂  , on a N[A) = Ĉ  ( N ( A ) ) . M [ A , P ) [cf. ch.II, prop.6) et comme
0 ( N [ A ) ) est le sous—groupe de N [ A ) engendré par les p—éléments de N ( A ) ,
l'assertion résulte du lemme 7 du ch.III, Par conséquent, d'après l'équivalence des
assertions 1 et 3 de la proposition 1 , il suffit de démontrer que la condition 2
ci-dessus entraîne 0 c Res J) , Soit [ P , 1 , y , A ) ê G ; d'après nos hypothèses,
A n'est pas trivial et comme y est un p—élément qui normalise A , y centralise
un élément x d'ordre p de Z(A) ; par conséquent, le SL.-morphisme ( A , y , A )
appartient à (Res^r^ g^)(A,A) (identifié à un sous-ensemble de SI ( A , A ) ) . Si
la condition 2 est satisfaite, C , , ( x ) est alors un sous-groupe de Res-r -̂  -FîLW)-M u[ X j , b
contrôle de C(x) et comme AC C . . ( x ) , il existe z ç N[ A ) 0 C^[x) tel que l'on
ait ( A , y , A ) ss [ A , z , A ) - ; on a alors ( P » 1 » y , A ) = ( P , 1 , z , A ) et par suite,
( P » 1 » V » A ) appartient à Rss -D •

On remarquera que dans le corollaire précédent, l'hypothèse "le groupe 1
n'est pas un p—sous—groupe [îl,W)-essentiel de G " est nécessaire; en effet, le
sous-groupe M ( l , P ) contient N[p) et C[ x ) pour tout élément x d'ordre p de
P [cf. ch.II, lemme l ) et par contre, si 1 est un p-sous—groupe 1—essentiel de
G , on a M ( l , P ) ̂  G , donc M [ l , P ) n'est pas un sous—groupe de 1-contrôle de G
[ i . e , relativement à la 1-localité de G ) .

A l'aide du corollaire 2, nous allons donner un système générateur de
M [ A , P ) qui améliore celui de la proposition 2 du ch.II.
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Corollaire 3, Soient P ĵ n S -groupe de G , A un sous—groupe de P et Q un

S "-groupe de M(A,P) . G^ À ^ P , le groupe M[A,P) est engendré par la réunion

^e N(A) 0 N(a) et des N[A) 0 N[B) ^ A c B <= Q ^ |B:A| s= p .

Démonstration : D'après la proposition 2 du en,II, on a

M(A,P)/A = M^^[1,Q/A)

et par conséquent, il suffit de démontrer le corollaire lorsque A =1 et Q a s p »

Notons M le sous—groupe de G engendré par la réunion de N[P) et des N(B) où

B c: p et [B| = p ; d'après le corollaire 2 appliqué à la 1 -localité de G re-

lative à p , M est un sous-groupe de 1 —contrôle de G ; par conséquent, M

satisfait à la condition [M2) du en,II relativement au p-sous-groupe 1 de G

[car si C est un p-sous—groupe non trivial de M n M , (C »x,C) est un 1 -

morphisme de G dont la source et le but sont contenus dans M et par suite,

x ç. M ). Comme N(P) C M , on en déduit que' M contient M[l,P) ; or, d'après le

lemme 1 du en.II, M est contenu dans M[l,P) ; on a donc M = M(l,P) •

§ 1, Les p-sous—groupes f^l,W]-normaux

Dans ce paragraphe nous allons étudier les éléments de îl dont le norma—

lisateur est un sous-groupe de (îl,W)-contrôle de G .

On dit qu'un p—sous—groupe A de G est fermé dans G si pour aucun

élément x de G — N[A) le groupe < A , A > n'est un p—groupe» Si P est un

S -groupe de G qui contient A , on voit aisément que A est fermé dans G ^

et seulement si pour tout x ç G tel que A ç— P , on a A = A (i.e, si et

seulement si A est "weakiy closed" dans P suivant la terminologie de [l2), en.7

§5), On remarquera que s^ A ê SI , l'assertion " A est fermé dans G " est une

propriété [SI,W]-locale (cf. ch.I, §2); en effet, un élément A de 21 est fermé

"dans G si et seulement si pour toute double flèche (B,x,y,A) de C^»W) de sour-

ce A , il existe (A,z,A) 6 SU (A,A) tel que l'on ait (B,y,A) = [B,x,AÎ(A,z,A) ;

ainsi formulée, il est clair que cette assertion ne dépend que de la classe d'équi-

valence de (Si,W) .

Rappelons que pour tout A 6 Sï , on note W(A) l'image réciproque de

0 [N[A)/W(A)) dans NfA)' .

Proposition 2. Pour tout A € SI , les conditions suivantes sont équivalentes

1. Le groupe N(A) est un sous—groupe de f^,W)—contrôle de G •

2. Le p—groupe A est fermé dans G et pour tout B € îï tel que

B c: N[A) , 'W(AJ contient N [ B ) .

3. j_e p—groupe A est fermé dans G et tout p-sous—groupe f^i,W')—essen-

tiel de G contient un conjugué de A •
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Démonstration : Supposons que N(A) soit un sous—groupe de [21, W)-con frôle de G ;

pour tout B 6 îl tel que B ̂  N(A) on a alors

N(B) = W(B).(N(B) H N(A)) [cf. lemme l)

et par suite, l'image de N,(B) dans N(B)/W[B) est un p—sous—groupe distingué de
r^

ce quotient, d'où il résulte que N.(B) <= w[B) ; de plus, N(A) contient un S -
P

groupe P de G (cf. ch.I, §3, déf.) et pour tout x 6 G tel que Ax c P , le

51 -morphisme (A^A^ provient d'un (Res r^ SI )-morphisme, d'où il résulte que

x normalise A ; par coséquent, A est fermé dans G • Ceci démontre que 1 en-

traîne 2,

Démontrons que 2 entraîne 3. Si A est fermé dans G , A est distingué

dans tout p-sous-groupe de G qui le contient et par suite, tout p-sous-groupe de

G possède un conjugué contenu dans N(A) . Par conséquent, si la condition 2 est

satisfaite, pour tout p-sous-groupe [îl,W)-essentiel B de G , il existe x € G

tel que l'on ait

B^ N(A) et N )̂ c'ÎÏCB^ î

or, Bx est l'unique S -groupe de wfB^ (cf. ch.III, cor.2 du th.l); par suite,

Bx contient N (B^ , donc il contient A (cf. (Ol)).

Démontrons que 3 entraîne 1. Si A est fermé dans G et si B est un p-

sous-groupe de G qui contient A , N(a) est contenu dans N(A) . Par consé-

quent, si la codition 3 est satisfaite, N(A) contient les normalisateurs d'un S -
p

groupe de G et d'un conjugué de chaque p-sous-groupe (iU,W)-essentiel de G ; la

condition 1 résulte alors du corollaire 1.

On dit qu'un p-sous-groupe A de G est fSl.wj-normal dans G s'il

appartient à îl et satisfait aux conditions 1, 2, 3 de la proposition 2. La con-

dition 3 montre que 1 ' assertion " A est un p-sous-groupe (2y,w)-normal dans G "

est une propriété f^,w)-locale; en effet, on sait qu'il en est ainsi pour les

assertions " A est un élément de ÎI fermé dans G " et " B est un p—sous-groupe

[SI,W)—essentiel de G "; de plus, dire qu'un élément B de SU contient un conju-

gué de A équivaut à dire que 21 [B, A) n'est pas vide. Soit A 6 Si ; notons SI.

l'ensemble des p—sous—groupes de G qui contiennent un cojugué de A ; il est

clair que le couple formé par ÎL et par la restriction de W à 31. (que l'on
* ' A

note encore W ) est une p-localité de G ; en vertu de la condition 3, A est

fermé dans G si et seulement s'il est (UL.Wl-normal dans G .

Proposition 3. Soit P ^n S -groupe de G . S'il existe un p-sous-qroupe [8I,W)-

normal dans G , on a
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1. L'ensemble des p—sous—groupes fSi,W)-normaux dans G qui sont contenus
dans P possède un plus grand élément A .

2. Un sous—groupe de P est fSl,W')-normal dans G si et seulement s'il
est distingué dans N ( A ) et appartient à îl •
Démonstration: Pour démontrer l'assertion 1 , il suffit de montrer que, si B , C
sont des sous-groupes de P [SÏ,W)-normaux dans G , le p-groupe B.C est aussi
(Sl,W)-normal dans G [rappelons que B et C sont distingués dans P ) . Puisque
B et C sont fermés dans G , B.C l'est également. De plus, si D est un p-
sous—groupe [Sl,W)-essentiel de G contenu dans P , comme B et C satisfont
à la condition 3 de la proposition 2, D contient des conjugués B et C- de
B et C ; or, P contient maintenant B , Bx , C et Cy d'où il résulte que
B s= Bx et 0=0^' ; par suite, D contient B.C . L e p-groupe B.C satisfait
donc à la condition 3 de la proposition 2.

Supposons que l'ensemble des sous—groupes de P (îl,W)-normaux dans G ne
soit pas vide et notons A son plus grand élément. Soit B un sous-groupe de P ;
si B est distingué dans N ( A ) , N [ B ) contient N(A) et par suite, N ( B ) est
un sous-groupe de (Sl,W)-contrôle de G (cf. ch.I, §3 ) ; réciproquement, si B est
[SU, w)—normal dans G , il est contenu dans A et puisqu'il est fermé dans G ,
tout élément de N [ A ) le normalise.

§ 2, Une application
Nous allons donner une démonstration du théorème suivant de R.Baer, à

l'aide du corollaire 1 de la proposition 1, •

Théorème, (cf. ( l 2 ) , ch.3, th.8.2). Soit F un ensemble de p-éléments de G sta-
ble par conjugaison dans G • Si tout couple d'éléments de F engendre un p—
groupe, F est contenu dans 0 ( G ) •

Nous allons démontrer d'abord le lemme suivant qui nous sera encore utile
dans le chapitre VII.

Lemme 2. Soient P un S —groupe de G et F un ensemble de p—éléments de G sta-
ble par conjugaison dans G ; ŝ  H est un sous—groupe de G , on pose
F(H) = < H n F > . Si pour tout p-sous-groupe (Xwl-essentiel A ê G , ' w [ A )
contient r C N ( r ( A ) ) ) 0 N ( A ) , le groupe N [ F ( P ) ) est un sous-groupe de (îl,W)-
contrôle de G •
Démonstration: Le groupe N [ F ( P ) ) contient N[P) • Soit A un p-sous-groupe
(SI, W)—essentiel de G ; il suffit alors de démontrer que si l'on a
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rCN(r[A))) n N [ A ) C W ( A )
N(A) est contenu dans un conjugué de N[r[P)) [cf. cor,1 de la prop.l). Soit Q

un S -groupe de N(F[A)) contenant A ; si 'w[A) contient r[N[r(A))) 0 N[A) ,

il contient l^lpfrnCA) e^ ROT conséquent, A contient Npr-^A) (cf. ch.III,

cor.2 du th.l), donc r(Q) [cf. [Ol ) ) î dans ces conditions on a r(A) = r[Q) (car

on a A n F = Q H F ) et en particulier, N(r(A)) contient N[Q) , ce qui montre

que Q est un S -groupe de G [cf. (Ol)); il existe alors x 6 G tel que l'on

ait r[P) = r[A) , ce qui démontre l'assertion.

Démonstration du théorème: On raisonne par récurrence sur |G( • Les notations

étant celles du lemme 2, il suffit de démontrer que F[P) est distingué dans G ;

nous pouvons supposer que r[P) ^ 1 . O n prend ÎI égal à l'ensemble des p-sous-

groupes A de G tels que r[A) ^ 1 et W égal à la restriction de l'applica-

tion 1 à SI ; il est clair que (SI,W) est une p-localité de G et que si

A 6 SU , on a 'W(A) = 0 (N[A)) . Soit A 6 ^ ; l'image de F H N(A) dans N(A)/A

satisfait encore aux hypothèses du théorème; par conséquent, d'après l'hypothèse de

récurrence, F(N[A)) est contenu dans 0 (N(A)) . On en déduit que pour tout

A € SI , W[A) contient r(N(r(A))) n N[A) (cf. [03)); le groupe N(r(P)) est

donc un sous-groupe de (2I,W)-contrôle de G (cf. lemme 2), Soient x ç. G , y un

élément non trivial de F n P et posons A = < y > et B = < y , y x > ; puisque

, B est un p-groupe, il existe z ç. G tel que B ^- P ; on a alors

A c p n Pz H Pzx

et comme N(r[P)) est un sous-groupe de (îl,W)-contrôle de G , z et zx"^ ap-

partiennent à N(r[p)) [cf. ch.I, cond.2 de la prop.2); par conséquent, x nor-

malise r[P) . Le groupe r[P) est donc distingué dans G •
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CHAPITRE V

ĵ a C-localité

Soient G un groupe fini, p un nombre premier et P un S -groupe de
G • Dans ce chapitre nous allons étudier la C-localité de G relative à p .

Puisque le p-groupe 1 est C-normal dans G , l'ensemble des sous-grou-
pes de P C-normaux dans G possède un plus grand élément A (cf. en, IV, prop.3).
Nous allons donner d'abord une caractérisât!on des éléments de P 0 Z ( N ( A ) ) : la
proposition suivante montre qu'ils sont, suivant la terminologie de ( 8 ) , §4, les
éléments "weakiy closed" dans P .

Proposition. Soit A le plus grand sous-groupe de P C-normal dans G • yn
élément x ê P appartient à Z ( N ( A ) ) si et seulement si pour tout y ê G tel

y yque x 6 P , on a x' a x .
Démonstration: Soient x ê P fi Z ( N [ A ) ) et y ê G tels que xy 6 P ; comme N ( A )
est un sous-groupe de C-contrôle de G , on a y s zn où z € C ( x ) et n é N [ A )
(cf. ch,I, cond,2 de la prop,2); par suite, y centralise x et on a x- = x »

yRéciproquement, soit x ç P et supposons que pour tout y 6 G tel que x- 6 P ,
on ait x̂ ^ s= x , Posons X = < x > ; le p-groupe X est alors fermé dans G et
il est contenu dans Z(P) , donc dans tout p—sous-groupe C-essentiel B de G
qui est contenu dans P (car B contient C ( B ) (cf. ch.III, cor.2 du t h . l ) ) ;
par conséquent, X est C-normal dans G (cf. en.IV, cond.3 de la prop.2) et par
suite, il est distingué dans N ( A ) (cf. ch.IV, prop.3); or, d'après'notre hypo-
thèse, tout élément qui normalise X centralise x ; on en déduit que x appar-
tient à Z ( N ( A ) ) .

Rappelons que pour tout p—sous—groupe A de G , on note C ( A ) l'image
réciproque de 0 ( N ( A ) / C ( A ) ) dans N ( A ) . Suivant la terminologie de ( l 2 ) , ch.8,
on dit que G est p—stable si pour tout couple A , B de p^sous-groupes de G
tels que AC N ( B ) et [ B , A , A ] = 1 , on a A C ' C ( B ) . Nous démontrerons que la
p—stabilité de G est une condition suffisante pou assurer l'existence d'un p-
sous—groupe C—normal non trivial dès que P ̂  1 ; plus précisément, nous allons
construire un sous-groupe caractéristique de P qui contient Z(P) et qui est C-
normal dans G lorsque G est p—stable. Nous allons étudier d'abord cette cons-
truction.

Soit Q un p-groupe fini; notons L^(Q) (resp. L ( Q ) ) le sous-groupe
de Q engendré par la réunion des sous—groupes abéliens de Q qui sont distingués
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dans Q [resp. qui sont normalisés par L^(Q) ). Il est clair que l'on a

L^LjQ)) » LjQ) = L*(LjQ))

On définit inductivement les groupes L.[Q) , i ^ o , par les formules

L ^ ( Q ) = Q et L^(Q) = L*(L^(Q)) si i ^ 1

et on pose L(Q) = 0 L.(Q) • Puisque Q est fini, il existe n ̂  o tel que
i ^o 1 ^

pour tout m ̂  n , on ait L[Q) s L [Q) ( n dépend de Q ). Dans les sept lemmes

suivants, R désigne un sous—groupe de Q •

Lemme 1, On a L^[Q) c: L [Q) . De plus, si R contient L^[Q) , on a

L^Q) c LjR) ^ L*(R) c: |_*(Q) .

Démonstration : La première inclusion résulte tout de suite de la définition. De

plus, si I-^(Q) c- R , tout sous—groupe abélien distingué de Q est contenu dans

R , donc dans L (R) et si un sous—groupe abélien de R est normalisé par

L^[R) , il est normalisé par L^((3) .

Lemme 2. On a L[Q) c ... c L^[Q) c L^(Q) c ... c Q

^ L^Q) c ... c L^L^(Q)) c LjL^[Q)) c ... c L^L(Q» .

Démonstration: Comme LjR) c L [R) , d'après le lemme 1 appliqué au p-groupe R^ ^ " „
et au sous-groupe L [R) , on a L^[R) <^ L^(L (R)) ; si on prend R == L.[a) ,

on a donc L^[L.[Q)) c: L^[L. [Q)) . Le reste ne présente aucune difficulté.

Lemme 3. Soit i un entier ^ o . S^ R contient L^(L.[Q)) , pour tout j ^ i ,

S^Lë. L^Lya))CL^[R}) ^ L^(R)CL^^CQ) .

Démonstration: On raisonne par récurrence sur i . Supposons que R contienne

L^[L.(Q)) ; en vertu du lemme 1, nous pouvons supposer que i ^ 1 ; en vertu du

lemme 2, R contient alors L^(L.__ (Q)) et d'après l'hypothèse de récurrence, les

inclusions de l'énoncé sont vraies pour tout j ^ i-1 ; en particulier, on a

L*[R) c L*[Q) et L*(R) <= L^Q)
H' •K"

Nous allons démontrer d'abord que L (R) contient L (L . (Q)) ; en vertu du lemme

2, on a L^(R) <= L^[R) et par suite, on a L^(R) c L^CQ) ; en vertu du lemme 1,

on a alors L*[R n L^Q)) c: L*(R) î

de plus, puisque R contient LjL^(Q)) , on a LjL^[Q)) c LJR n L*(Q))

[cf. lemme i); il en résulte que L (R) contient L [L. [Q)) , Nous sommes mainte-

nant en mesure d'appliquer l'hypothèse de récurrence au p-groupe L (Q) et au

sous-groupe L (R) ; on en déduit que pour tout k S i—1 , on a



55

L,OQ))CLJL^(R)) et L^(R)eL^(Q)
d'où il résulte que les inclusions de l'énoncé sont encore vraies si j = i [on
prend k = i-1 ) ,

Lemme 4. S^ R contient L [ L . [ Q ) ) , on a
L j L C Q ) ) ^ L j L C R ) ) , L [ R ) C L [ Q ) eî Z [ L [ Q ) ) c z [ L ( R ) )

De plus, si R contient L(Q) , on a L ( R ) = L ( Q )
Démonstration: Puisqu'il existe un entier n ̂  o tel que l'on ait LfQ) » L fQ)' m
pour tout m ̂  n , si R contient L ( L [ Q ) ) , les deux premières inclusions
résultent du lemme 3. Démontrons la troisième; comme Z [ L ( o ) ) est un sous—groupe
abélien distingué de L [ Q ) , il est contenu dans L [ L [ Q ) ) ; alors, d'après la
première inclusion, Z ( L ( Q ) ) est contenu dans L [ R ) et d'après la deuxième,
Z [ L ( Q ) ) et L ( R ) se centralisent l'un l'autre; par suite, on a Z(L[Q) c z ( L [ R ) ) .
De plus, si R contient L[ Q ) , il contient aussi L . / L ( Q ) ) . et par suite, on a

L [ R ) c: L [ Q ) c: R ;
si on applique maintenant le même raisonement au p—groupe R et au sous—groupe
L ( Q ) , on obtient L ( L ( Q ) ) c L ( R ) <= L [ Q ) ;
or, on sait que L [ L ( Q } ) = L [ Q ) ; par conséquent, on a

L [ L [ Q ) ) = L [ R ) - L[Q)

On remarquera que les démonstrations des lemmes 2, 3 et 4 (sauf pour
l'inclusion Z [ L . [ Q ) ) ^- Z [ l _ [ R ) ) ne font appel qu'aux inclusions du lemme 1.

Lemme 5. 5^ R ne contient pas L ( L ( Q ) ) , il existe un sous-groupe B ê
N - [ L [ R ) } qui n'est pas contenu dans R et qui vérifie

[ L [ R ) , B , B ] = 1 .
Démonstration: Si R ne contient pas L [ L [ Q ) } , l'ensemble des entiers j ̂  o
tels que R ne contienne pas L [ L . ( Q ) ) n'est pas vide; notons i son premier

"x-élément et démontrons d'abord que L . ( Q ) contient L [ R ) . S i i = o , il n'y a
rien à démontrer; si i S: 1 , R contient L ( L . . ( Q ) ) et l'inclusion annoncée" 1—1
résulte des lemmes 3 et 2,

Puisque R ne contient pas L ( L . ( Q ) ) , il existe un sous—groupe abélien•N- " idistingué A de L . [ Q ) qui n'est pas contenu dans R ; nous allons démontrer que
B = N ( R H L . ( Q ) } satisfait aux conditions de l'énoncé. Puisque L [ R ) est contenu
dans L . [ Q ) , il normalise B et par suite, on a [ L [ R ) , B , B ] = 1 . D e plus, en— K
vertu du lemme 4 appliqué au p-groupe R et au sous-groupe *R 0 L . [ Q ) , on a

L ( R ) = L [ R n L^Q))
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d'où il résulte que B normalise L(R) . Enfin, comme A n'est pas contenu dans

R , R 0 L .CQ) .ne contient pas A et par suite, il ne contient pas B (cf. [dl));

par conséquent, B n'est pas contenu dans Q .

Lemme 6. Ou bien L(R) = L-(Q) , ou bien il existe un sous-groupe B ^e

N (Z[L(R))) qui n'est pas contenu dans R et qui vérifie

[Z[L(R)),B,B] = 1 • .

Démonstration: Posons S = N (Z( l_[R))) ; S contient R et on distingue deux cas

suivant que R contient ou non L(s) .Si R contient L(s) , on a

L-(R) = L(Q) ; en effet, en vertu du lemme 4, on a L(R) = L-(s) et par suite,

N (S) normalise Z(L[R)) , d'où il résulte que Q = S et que L-(R) = L[Q) .

Supposons que R ne contienne pas L(s) ; puisque L (L[s)) = L(s) , il existe

un sous-groupe abélien B de L-(s) qui est normalisé par L^(L(s)) et qui n'est

pas contenu dans R ; comme Z(l_(R)) est un sous—groupe abélien distingué de S ,

LjL[s)) contient Z(L[R)) [cf. lemme 2) et par suite, Z(L[R)) normalise B ;

on a donc [z[L-[R) ),B,B] = 1 .

Lemme 7. On a Cg(L(Q) ) c Cg(LjL[Q) )) c LjL(Q) ) c L(Q)

Démonstration: Si A est un sous-groupe abélien distingué maximal de Q , on sait

que C [A) = A (cf. (l2), ch.5, lemme 3.12); puisque A est contenu dans L^[Q) ,

le lemme résulte alors du lemme 2,

Revenons au groupe G , Le lemme 7 sera utilisé dans G à l'aide du
lemme suivant,

Lemme 8. Soient A n̂ p-sous-groupe de G ̂  B n̂ p-sous—groupe distingué de
N [ A ) . §j_ C ( B ) c: B , on a ' C ( B ) 0 N ( A ) <=- Î?(A) .
Démonstration: Posons H = C ( B ) H N ( A ) ; d'après nos hypothèses, H est un sous-
groupe distingué de N [ A ) ; par conséquent, il suffit de démontrer que tout
p'-sous-groupe de H centralise A . Si K est un p'-sous-groupe de H , , il
normalise A et centralise ' B ; par suite, la conjugaison induit une opération du
produit KxB sur A et si C - [ B ) c B , K centralise C - [ B ) ; dans ces condi-
tions, on sait que K centralise A (cf. ( l 2 ) , ch.5, th,3,4).

Nous sommes en mesure de démontrer notre résultat sur les groupes
p-stables.
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Théorème 1. Supposons que G soit p—stable. Le p-groupe Z[L[P)) est alors C-non»

mal dans G •

Démonstration; Posons N = N[Z[l_(P))) ; nous allons démontrer que N est un sous-

groupe de C—contrôle de G en montrant qu'il vérifie l'assertion 2 de la proposi-

tion 1 du ch.IV • II est clair que N contient N[P) . Soit A un p-sous-groupe

C—essentiel de G contenu dans P ; démontrons d'abord que A contient L [L(P)) .

Sinon, d'après le lemme 5, il existe un sous—groupe B de N (L[A)) qui vérifie

[L[A),B,B] = 1

et qui n'est pas contenu dans A ; or, d'après les lemmes 7 et 8, C(A) contient

ÎÎ[L("A)) 0 N[A) et par suite, A contient un S -groupe de 'C(L(A)) ft N[A) [cf.

ch.III, cor.2 du th.l), donc de C[L[A)) [cf. [Ol)); par conséquent, B n'est pas

contenu dans C[L[A)) , ce qui contredit la p-stabilité de G .

Nous allons démontrer maintenant que ou bien L-[A) s L[p) , ou bien on a

N[A) = [N(A) n C(Z(L(A)))) .M(A,P)

Supposons que L-(A) ^ L[P) ; d'après le lemme 6, il existe alors un sous—groupe B

de Np[Z[L(A))) qui n'est pas contenu dans A et qui vérifie

[Z(L(A)),B,B] = 1 ;

comme 6 est p—stable, B est contenu dans C(Z(L(A))) et par suite, A ne con-

tient aucun S —groupe de C[Z[ l_(A))} , d'où il résulte que A ne contient aucun

S -groupe de NfA) nî(z(L(A))) [cf. (ûl)). Posons H = N[A) 0 'C(Z(L(A))) ; le
P

groupe H est distingué dans N[A) et on vient de démontrer que A n'est pas un

S —groupe dans A.H ; par conséquent, A.H contient X[A) (cf. ch.II, § 1 , déf.)

et on a N[A) =: O^HÎ.MCA,?) (cf. ch.II, prop.6);

or, il est clair que N[A) H C(Z(L(A))) contient O^H) ; on a donc l'égalité

annoncée.

Comme A contient L-jL[P)) , Z[L[A)) contient Z[L[P)} (cf. lemme 4)

et par suite, on a' C[Z[L(A})) c N ; de plus, si L(A) = L[P) , N contient

N(A) • Par conséquent, d'après l'assertion démontrée-ci-dessus, la réunion de

N.(A) et M(A,P) engendre toujours N(A) . Puisque ceci est vrai pour tout

p—sous—groupe C-essentiel de G contenu dans P , l'assertion 2 de la proposition

1 du ch.IV est vraie.

Corollaire 1. Q^ G est p-stable, on a G s= C[0 [G)).N(Z[LCP)))

Démonstration ; Le corollaire résulte tout de suite du théorème 1 et du lemme 1 du

ch.IV.

En remplaçant Z[j[P)) par Z(L[P)) dans la démonstration du théorème 3,1

de [l2}, en»8, on démontre sans difficulté le corollaire suivant [le corollaire 1
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ci-dessus remplace le théorème 2.10 de [l2), ch.8).

Corollaire 2, Supposons que p ^ 2 . Q^ N[Z(L-[p})) possède un p-complément nor-

mal, il en est de même pour G •

Notons J) l'ensemble des doubles flèches à but maximal de la C-localité

de G relative à p . D'après le théorème 1 ci-dessus et la proposition 1 du

en. IV, si G est p-stable, l'ensemble ^^fzfifp-m r^ est un système directeur

de D .Si p ̂  5 , à l'aide de la classification des "quadratic pairs" de

J. Thompson [cf. [l8)), nous allons décrire un sous-ensemble de D particulière-

ment simple dont la réunion avec ^^fzfifp'm r^ est toujours un système direc-
teur de D , Ceci résultera du théorème suivant.

Rappelons que pour tout p-sous—groupe essentiel A de G , on note S[A)
le quotient X[A)/0 ,(x(A)) (cf. ch.II, prop.?).

Théorème 2. Supposons que p ̂  5 . Soit A ^n p-sous-groupe C-essentiel de G

contenu dans P et posons M = C[A).M(A,P) . L'une des conditions suivantes est
satisfaite

1. Le groupe x(A) normalise Z[L(P)) et on a L^(L[P)) Ç A .

2. Le groupe S("A) est isomorphe à l'un des groupes suivants PSL^,?") ,
PSUCa.p21'1) , n ^ 1 , et on a Opp.[x(A)) c C[Z[L[P) ) ).M .

On remarquera que la deuxième affirmation de la condition 2 résulte de la

première, sauf si s(A) est isomorphe à PSL(2,p) ; en effet, sauf dans ce cas,

0 , (X(A)) est contenu dans M(A,P) d'après la proposition 4 du ch.II.

La démonstration du théorème 2 utilise, outre la classification des "qua-

dratic pairs" et les propriétés de L[P) et L^(L(P)) , le calcul développé dans

la'deuxième partie de l'appendice 1 (cf. app.I, prop.2). Nous allons la décomposer

en une suite de quatre lemmes; dans les deux premiers, on établit les conséquences

de [18) qui nous intéressent ici; le troisième utilise la proposition 2 de l'appen-

dice 1 ; dans le quatrième, à l'aide des propriétés de L[P) et L [L[P)) , on

démontre un énoncé plus précis que le théorème (qui est utile dans la démonstration
de certaines conséquences).

Lemme 9. Soient Is^j^ ç ^ une famille finie de groupes simples et H un sous-

groupe du produit II S. . Si la projection de H sur chaque facteur S est
i 6 1 1 — — — — — — — — — — —————-——————— i ——

surjective, il existe J c i tel que la projection de H sur le produit n S.
soit un isomorphisme. i ê J
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Démonstration; Soit n . la projection de H sur S. et posons K . » Ker(n. ) ,
i 6 1 , On raisonne par récurrence sur | l | . On se ramène sans difficulté au cas
où | l | S 2 et K. ^ 1 pour tout i 6 I . Soit L un sous-ensemble maximal de
1 satisfaisant à la codition H K . ^ 1 ; comme n K. = 1 , o n a L ^I ;

i 6 L 1 i ê l 1

posons K = n K et soit j 6 1 - L ; on a alors K 0 K . » 1 et TT . [ « ) est
i € L - 3 3

un sous-groupe distingué non trivial de S . ; par suite, n induit un isomor-
phisme entre K et S . et les inclusions de K et K . dans H induissent unJ J
isomorphisme entre H et K x K . .J

Soit maintenant I' l'ensemble des i ç. I tels que T T . C K . ) ̂  1 ; comme
j n'appartient pas à I' , on a I' ^ I et on voit aisément que la projection de
K sur le produit n S. est injective; de plus, pour tout i € I' , T T . C K )J i ê I' z z ù
est un sous-groupe distingué non trivial de S. , donc égal à S. . E n vertu de
l'hypothèse de récurrence, il existe alors J' c r tel que-la projection de K
sur II S_ soit un isomorphisme; il suffit de prendre maintenant J » J' U j j (

i 6 J'
et on démontre sans difficulté que la projection de H sur II S. est un iso-
morphisme, i € J

Lemme 10. Supposons que p S 5 . Soient R n̂ Z/pZ[Gl-module semi-simple et p
l'homomorphisme de G dans End^y ^ ( R ) associé à R . G^ R 'est fidèle et si G
est engendré par l'ensemble des ~x "qui vérifient

( p ( x ) - idp)2 = 0
Z(G) est un p'-groupe et G/Z(G) est isomorphe à un produit direct de groupes
simples du type de Lie relativement à p .

Démonstration; Si R est fidèle, on a 0 [ G ) = 1 [cf. ( l 2 ) , ch.3, t h . 1 . 3 ) ; dan-
ce cas, Z[G) est un p'-groupe. Soient S un sous-module simple de R et H
l'image de G dans End^y [ s ) ; d'après nos hypothèses, ou bien H = 1 , ou
bien le couple ( H , S ) est m "quadratic pair" relativement à p (cf. ( l 8 ) ) ; dans
le deuxième cas, il résulte de [ l 6 ) , que H/Z[H) est isomorphe à un produit
direct de groupes simples du type de Lie relativement à p .

Soient R == E S. une décomposition de R en somme de sous-modules
i 6 I 1

simples, p l'homomorphisme de G dans End . [ s . ) associé à S. et H.
l'image de p^ , i € I ; on se ramène aisément au cas où l'ensemble I est
fini. Si R est fidèle, la famille t p . j . r. -r définit un homomorphisme injectif
de G dans le produit II H. ; par suite, l'image réciproque K de II ZfH )

i 6 I z i € I i
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dans G est contenue dans Z(G) et le quotient G/K est isomorphe à un sous-

groupe d'un produit direct de groupes simples du type de Lie relativement à p ,

dont la projection sur chaque facteur est surjective; il résulte alors du lemme 9,

que G/K est lui même isomorphe à un tel produit et par suite, que .K = Z(G) •

Lemme 1 1 . Supposons que p ̂  5 • Soient R ĵ n Z/pZ[Gl'Hnodule semi-simple, p

l'homomorphisme de G dans End-/ y fR) associé à R , F le sous—groupe de G

engendré par l'ensemble des x qui vérifient (p(x) - id ) = 0 et A un p-

sous-groupe de G ; posons H = A.F et soit Q ĵ jn S -groupe de H contenant

A . Supposons que A soit un p—sous-groupe essentiel de H . Alors, l'une des

assertions suivantes est vraie

1. On a O^X^A)) c: Ker(p) .

2. Le groupe S (A) est isomorphe à l'un des groupes suivants

PSI^,?1'1) , PSUCa,?2'1) , n ^ l , et on a Opp.[X^A) ) c «er(p ).M^(A,Q) .

Démonstration: Posons K == Ker[p) ; si A ne contient aucun S —groupe de K ,

A n'est pas un S -groupe de A.N (A) (cf. [Ol)) et par suite, on a

X^(A) c- A,N^(A) (cf. ch.II, § 1 , déf.); dans ce cas, l'assertion 1 est vraie.

Dorénavant, nous supposons que A contient Q fl K • Soit Z l'image réciproque

de Z(F/K) dans F ; comme F est distingué dans G , l'iclusion F c- G induit

sur R une structure de ^Z/p^[F]-module semi-simple (cf. (l2), ch.3 th.4.l)î il

résulte alors du lemme 10 appliqué à F/K , que Z/K est un p'-groupe et que F/Z

est isomorphe à un produit direct II S. dont chaque facteur S. est un groupe
i 6 1 1 1

simple du type de Lie relativement à p , Comme A ^ Q , A ne contient pas

Q n F et par suite, il existe un facteur S. tel que l'intersection de Q avec

l'image réciproque de S. dans F ne soit pas contenue dans A ; soit Y l'ima-

ge réciproque dans F du produit de tous les facteurs isomorphes à S . ; il est
j

clair que Y est un sous-groupe distingué de H qui contient Z , que A ne

contient pas Q n Y et que Y/Z est isomorphe à (s .^ pour un certain entier

k > o .

Soit p' l'homomorphisme de H dans Aut(Y/Z) -induit par la conjugaison

et posons K' = Ker(p') ; nous allons démontrer d'abord que l'on a

N^.(A) ^ |^(A).M^(A,Q)

Soit x ç N^,(A) ;• comme x ç. K' , on a [x,Y] c: z et en particulier, x norma-

lise Z.NQ ^ ^(A) ï ecmme (Z.(Q H F))/K est niipotent, x normalise aussi

K.NQ ^ ^A) » donc ±1 normalise N^(A).N p ^(A) î or» N^CAÎ-MutAiQ) contient

N^(A).N^ ^ ^CA) et A ne contient pas N ^ (A) (car A ne contient pas

Q n Y ); on en déduit que x appartient à N (A).M^(A,Q)' (cf, ch.II, lemme l).

Si N (A) = N ,(A),M,.(A,Q) , l'inclusion ci—dessus montre que l'on a
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N (A) = N..(A).M,,[A,Q) et d'après la proposition 6 du ch.II, l'assertion 1 est

vraie. Supposons que N,,[A) ^ N |[A).M..[A,Q) ; nous allons démontrer l'assertion 2.

Posons H' s P'(H) , A' = P ' (A) et Q' = p ' [Q) ; d'après la proposition 9 du

en,II, A' est un p—sous—groupe essentiel de H' , les groupes N.,,[A') ,

M u t C A ' ï Q 1 ) et X^,(A') sont respectivement égaux aux images par p' de N^(A) ,

M [ A , Q ) et XjA) et S , C A ' ) est isomorphe à S [A) . D'autre part, il est

clair que K' contient Z et que («' 0 F)/Z est égal au produit des.facteurs de

F/Z non contenus dans Y/Z ; par conséquent, P 'CF) est isomorphe à Y/Z , donc

à (S.) • Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer la proposition 2 de

l'appendice là S. , On en déduit que S..[A) est isomorphe à l'un des groupes
J -

annoncés et que l'on a 0 ,CX..(A)) c fsL,(A),M,,(A,Q) ; d'après l'inclusion démon-

trée ci-dessus, on a donc 0 » [X. /A) ) c: N (A).M,,('A,Q) , ce qui démontre l'asser-

tion 2.

Lemme 12, Supposons que p ̂  5 • Soient A jun p-sous-groupe C—essentiel de G

contenu dans P ^ Gp un sous-groupe distingué de G ; posons M = C[A).M[A,P),

Ap s= A H Go , Pc, = P n Gg et supposons que l'on ait

'CCAj n N[A) ^[A)

1. Le groupe X(A) normalise Z(L(Pj) et on a L.jL(Pj)c:A .

2. Le groupe S[A) est isomorphe à l'un des groupes suivants

PSI^.p") , PSuCa.p2") , n ^ l , et on a 0 (x(A) ) c: c(Z[L(Pj ) ).M .
-<• P^

Démonstration : Nous allons démontrer l'assertion 2 en supposant que l'assertion 1

soit fausse. On distingue deux cas suivant que A^ contient ou non L (LfPp))

si Ap contient L (L(Pp)) , on pose D == Z f L t A ^ } ) et sinon, on pose D = L(Ap)•

La conjugaison induit une structure de ^/p^Z[N[D)]-<nodule sur D/é[D) ; soient R

la somme directe des quotients d'une suite de Jordan-Holder de ce module et p

l'homomorphisme de N[D) dans End-/ ^CR) associé à R ; le groupe C[D) est

alors contenu dans Ker[p) (cf. (l2), en,3, th.1,3); de plus, tout p'-élément de

Ker(p) opère trivialement sur D/î[D) (cf. [l2), ch,3, th.3,4), donc centralise

D [cf, (12) , ch.5, th.1,4); on en déduit que l'on a Ker(p) « C'[D)

Soit F le sous-groupe de N(D) engendré par l'ensemble des x qui
^

vérifient [p[x) - id-) = 0 ; démontrons d'abord que A ne contient aucun S -

groupe de F ; puisque A normalise Pp 0 F , il suffit de démontrer qu'il ne

contient pas P^ n F .Si A^ contient L^(L(Po)) , on a D = Z('l-(Aj) et

d'après la fausseté de l'assertion 1, X(A) ne normalise pas Z[l_(Po)) ; comme

NfA) normalise Ap , X[A) normalise Z(" l_(Ao)) et. on a alors LfA^ ) ^ I-CP^) ;

dans ces conditions, d'après le lemme 6, il existe un sous—groupe B de N (D)
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qui est contenu dans F et qui n'est pas contenu dans A .Si Ag ne contient

pas L^(L[PQ)) , on a D » L-fA^) et en vertu du lemme 5, il existe un sous-groupe

B de M (D) contenu dans F et non contenu dans A ,
• o

Posons H s A.F ; puisque A ne contient aucun S —groupe de F , A

n'est pas un S -groupe de H , donc de N (A) [cf. [Ol)); or, comme N(A) norma-

lise AQ , NU^) est distingué dans N[A) ; par conséquent, X[A) est contenu

dans H [cf. ch.II, §1 , déf.), II résulte alors de la proposition 8 du en.II, que

A est un p-sous-groupe essentiel de H et que l'on a

X^[A) = X[A) , S^[A) = S(A) et M^[A,Q) c: M[A,P)

où Q est un S —groupe de H contenant un S —groupe de H O M[A,P) .

Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer le lemme l ia N(o) ; nous

allons démontrer d'abord que dans notre situation, l'assertion 1 de ce lemme est

fausse. Si Ag ne contient pas L^(L(Po,)) , on a D = L(Ap) et en vertu des lem-

mes 7 et 8, on a

'£(0) n N(AJ c:'c(Aj ;

comme N(Ag ) contient N[A) , d'après nos hypothèses, on a alors

'£[0) n N(A) c'C(Aj 0 N(A) c'C(A) ;

or, A étant un p—sous—groupe C-essentiel de G , cf fxtA)) n'est pas contenu

dans C[A) (cf. ch.III, cor.2 du th.l), donc il n'est pas contenu dans 'C(A) [cf.

(03)); par conséquent, (^(xfA)) n'est pas contenu dans Ker[p) . Si Ap con-

tient L^(L[Po)) , on a D = Z(L(Ao)) et en vertu du lemme 4, on a alors

C(D)cc(Z[L(Pj)) ;

or, d'après la fausseté de l'assertion 1, x[A) ne normalise pas Z('L[Pp)) ;

comme P normalise P^ et comme X(A) = O^'fxfA)). (x[A) n P) [cf. ch.II, prop.6),

on en d.éduit que O^'CxCA)) n'est pas contenu dans C(D) et par suite, qu'il n'est

pas contenu dans Ker(p) (cf. [03)).

Par conséquent, dans notre situation l'assertion 2 du lemme 1 1 est vraie,

On en déduit que S[A) est isomorphe à l'un des groupes annoncés et que l'on a

Opp,[x(A)) C'c[o).M[A,P) ;

comme M[A,P) contient un S -groupe de C[D) n N[A) , on a donc

Opp.(X(A)) C (c(D) n N(A)).M(A,P)

Si \ ne contient pas L.^(L(Pj) , on a démontré ci-dessus que l'on a

C(D) n N[A) ^'C[A) et par suite, 0 ,[x[A)) est contenu dans M (car on a

M = C[A).M[A,P) ). Si AQ contient L^(l_(Po)) , en vertu du lemme 4, on a

C[D) c C[Z[L(PJ)) et par suite, 0 ,[x[A)) est contenu dans C(z[LCPj)).M[A,P).

Dans tous les cas on a

Opp.[x[A))c:c[Z[L(Pj)).M
ce qui démontre l'assertion 2,
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Corollaire 1, Supposons que p ̂  5 et posons N = N [ Z ( L [ P ) ) ) • Soit A un p—
sous—groupe C-essentiel de G contenu dans N • Alors, l'une des assertions
suivantes est vraie

1. Le groupe A est un p-sous—groupe C-essentiel de N et on a
X^(A) = X ( A ) b̂ S^(A) = S(A) .

2. Le quotient N[A)/0 , [ N [ A ) ) est isomorphe, pour un certain n ̂  1 ,
à un sous-groupe de Pn_(2,p ) ou de pru(3,p ) qui contient suivant le cas
PSL^p") û PSUCa,? 2") .
Démonstration; Quitte à remplacer A par l'un de ses conjugués dans N , nous
pouvons supposer que A est contenu dans P • D'après la proposition 8 du en,II,
si x [ A ) normalise Z [ L ( P ) ) , A est un p—sous-groupe essentiel de N et on a

X^CA) = X [ A ) et S^CA) = S(A) ;
dans ce cas, d'après la condition 2 du corollaire 2 du en,III, th.1, A étant un
p—sous—groupe C-essentiel de G , A est également un p—sous-groupe C-essentiel
de N .

Supposons que X[A) ne normalise pas Z[L - [ P ) ) ; en vertu du théorème 2,
S[A) est isomorphe à l'un des groupes PSL^p1'1) , PSU(3,p n) , pour un certain
n^ 1 , et d'après la proposition 7 du ch.II, le quotient N(A)/0 , ( N ( A ) ) est
isomorphe à un sous-groupe de Aut(s[A)) qui contient S(A) ;-or, on sait que

AutCpsi^.p1'1)) = p^LÇ2,pn] et AutCpsuCa.p2")) = pruCa.p2")
[cf. [ 1 7 ) , th.30 et th,3 6 ) , ce qui démontre l'assertion 2.

Posons N = N ( Z ( L ( P ) ) ) et notons respectivement D et 2?., les ensembles
des doubles flèches à but maximal des C-localités de G et de N relatives à p .
Puisque N contient P et puisque la C—localité de N est égale à la restriction
à N de la C—localité de G , l'inclusion N c G induit une application injecti—
ve de IL dans D : nous identifions D.. à son image dans D •

Corollaire 2. Supposons que p ̂  5 , Soit SI un système de représentants dans P
des classes de conjugaison dans G des p-sous-groupes C-essentiels de G qui sa-
tisfont à la condition 2 du théorème 2, et pour tout A € K , choisissons
x 6 X ( A ) tel que l'image de x dans S[A) ne normalise aucun S -groupe. Tout
élément de D est alors engendré par la réunion de D. et de l'ensemble des
éléments de .D de la forme [ P » I » X Û » A ) où A ç ̂  •—____——•— —_—_•_______—_ ^ ^
Démonstration : Notons 0 ce dernier ensemble; nous allons construire d'abord un
système directeur de D contenu dans D. U G • Nous empruntons les notations du
lemme 7 du ch,III; nous pouvons supposer que St est contenu dans K ; si A 6 K ,
on prend Y. = N.JA) U jx [ et si A 6 ̂  - K , on prend Y« = X ( A ) ; on démon-
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tre alors sans difficulté que le sous-groupe de N[A) engendré par Y. U M. con-
A A

tient toujours X[A) et par conséquent, il est égal à N[A) (cf. ch,II, prop.6);

d'après le lemme cité, l'ensemble des éléments de D de la forme ( P » 1 , y » A ) où

A ç ^ et y € Y. , est donc un système directeur de D • D'autre part, d'après

le théorème 2, un tel élément appartient soit à D... soit à 0 •N

II en résulte que tout élément de D est engendré par la réunion de

J)^ U 0 et de l'ensemble des éléments de longueur 1 de .D ; or, puisque N con-

tient N(P) , tout élément de longueur - 1 de D est engendré par l'ensemble des

éléments de longueur 1 de D ; par suite, tout élément de D est engendré

par D.. U 0 .
N

Corollaire 3, Supposons que p eS 5 et que P soit engendré par la réunion de ses

sous—groupes abéliens distingués. Si A est un p—sous^-groupe C-essentiel de G ,

S[A) est isomorphe à l'un des groupes suivants; PSI-CS,?") , PSU(3,p n) , n ̂  1 ,

Démonstration: D'après nos hypothèses, on a L [p] = P et par suite, on a

L^[L(P}) = P ; dans ces conditions, l'assertion 1 du théorème 2 est toujours faus-

se.



CHAPITRE VI

Les p-localités à épimorphismes

Soient G un groupe fini et p un nombre premier. On dit qu'une p-loca-
lité ( S i , W ) de G est une p-localité à épimorphismes si dans la catégorie asso-
ciée îl̂  [cf. ch.I, § l ) , tout H -morphisme est un épimorphisme. Par exemple, la
1-localité de G relative à p est à épimorphismes. Il est clair que toute p»
localité équivalente à une p-localité à épimorphismes est à épimorphismes et que la
restriction à un sous-groupe [cf. ch.I, §3) d'une p-localité à épimorphismes est
encore à épimorphismes. Dans ce chapitre, nous allons étudier les p-localités à
épimorphismes de G •

Proposition 1. yne p-localité [ i U . W ) ê G est à épimorphismes si et seulement si
pour tout couple A , B d'éléments de îl tels que A <- B , on a

w [ a ) = W [ A ) n N [ B )
Démonstration: Supposons d'abord que [ î l , W ) soit à épimorphismes et soient
A , B 6 îi tels que f\ <- B ; on a alors W ( B ) c: w ( A ) 0 N [ B ) [cf. ch.I, cond.
[ L 2 ) , [ L 3 ) ) ; de plus, pour tout w ê W [ A ) n N [ B ) , on a [en écrivant les SI -mor-
phismes sans l'indice W )

[ B , w , B ) [ B , 1 , A ) = [ B . w . A ) = [ B , 1 , A )
et comme [ B , 1 , A ) est un épimorphisme, on a alors [ B , w , B ) = [ B , 1 , B ) ; par suite,
w appartient à W [ B ) . On a donc w [ B ) = w [ A ) 0 N [ B ) .

Supposons maintenant que [ S i , W ) satisfasse à la condition de l'énoncé;
nous allons démontrer que tout 3^-morphisme [ B , x , A ) est un épimorphisme; puisque
tout isomorphisme est un épimorphisme, nous pouvons supposer que x = 1 et en
raisonnant par récurrence sur | B : A | , nous pouvons supposer que A est un sous-
groupe distingué de B . Posons H == B . W [ A ) et K = B . W [ B ) î pour tout p-sous-
groupe C de H qui contient B , N [ C ) est contenu dans K ; en effet, puis-
que B normalise C , on a

N^[C) = B . [ W [ A ) n N [ C ) )
et d'après nos hypothèses, on a

W [ A ) 0 N [ C ) = W [ C ) c: w [ B ) [cf. ch.I, [ L 2 ) ) .
En particulier, K contient un S -groupe de H contenant B [cf. [ O l ) ) . Notons
Ĥ B ltensemble des P-sous-groupes de H qui contiennent un conjugué de B dans
H ; le couple [Si^ g , l ) est alors une p-localité de H et d'après ce que l'on
vient de démontrer, K est un sous-groupe de [^ ,1)-controle de H [cf. ch.IV,
cor.l).
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Nous sommes en mesure de démontrer que ( B , 1 , A ) est un épimorphisme;
soient ( C , x , B ) et ( C , y , B ) deux îl -morphismes tels que l'on ait

( C . x . A ) = ( C , y , A ) ;
l'élément x y . appartient alors à W ( A ) , donc à H ; de plus, puisque Ĉ ^ et
Ĉ  contiennent B , C H H et Ĉ  D H appartiennent à H. p et 3-^-5 sô  conte-
nus dans K ; par conséquent, puisque K est un sous-groupe de [ î l , , — , 1 )-contrôle

—1 » -de H , l'élément x~ y appartient à K (cf. ch.I, §3, déf.) et par suite, il
normalise B ; or, d'après nos hypothèses, on a W [ B ) = W [ A ) 0 N ( B ) ; il en ré-
sulte que x" y € W ( B ) et par suite, que ( C , x , B ) = ( C , y , B ) •

Corollaire 1. Soit ( ^ , W ) une p—localité à épimorphismes de G . Si A , B sont
des éléments de SI qui engendrent un p-sous-groupe, on a

W ( A ) 0 N ( B ) = W ( B ) 0 N ( A )

Démonstration: Soit C le p-sous-groupe de G engendré par A U B ; puisque C
contient A et B , il appartient à îi et on a

W [ A ) 0 N ( C ) = W ( C ) = W [ B ) n N ( C ) [cf. p r o p . l ) ;
en particulier, W [ A ) n N [ c ) normalise B et par suite, on a

W ( A ) n N ( C ) = W [ A ) n N ( B ) (cf. ch.I, cond.(L3])î
de même, on a W ( B ) 0 N[ C ) = W ( B ) n N [ A ) ;
on a donc l'égalité de l'énoncé,

Les notations étant celles de la proposition 1 , lorsque pour tout A ç ÎI ,
W ( A ) est un p'-groupe, on peut remplacer le normalisateur par le centralisateur
d'après le corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit [SI , W ) une p-localité de G telle que pour tout A € Si , W ( A )
soit un .p'-groupe. La p-localité [21,W) est à épimorphismes si et seulement si,
pour tout couple A , B d'éléments de SI tels que A c: B , on a

w [ a ) = W ( A ) n C ( B )
Démonstration; Soient A , B 6 21 tels que AC B ; puisque W ( A ) 0 l\l(B) et
A.C [A) se normalisent l'un l'autre [cf. ch.I, ("L3)), ils se centralisent; par

conséquent, la conjugaison induit une opération de (w(A) n N ( B ) ) x A sur B et

W(A) H N(B) opère trivialement sur C [A) ; dans ces conditions, w(A) n N[e)

opère trivialement sur B (cf. (l2), ch,5, th.3.4) et par suite, on a

W(A) H N(B) = W(A) n C[B)

Le corollaire résulte alors de la proposition 1.

Les deux propositions suivantes montrent que, dans une certaine mesure,

il suffit d'étudier les p-localités à épimorphismes (îi,W) telles que w[A) soit
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un p'-groupe pour tout A 6 SI .

Proposition 2. Soient [Sl,W) une p-localité à épimorphisnies et P un S «-groupe de

G ; posons Z = P F! W[P) . Pour tout A 6 SI tel que A c p , z est un S -

groupe de w[A) ; en particulier, si A contient Z , Z est distingué dans

N[A) . De plus, N(Z) est un sous-groupe de [Sl.W )-contr61e de G .

Démonstration: Soient A € Si tel que A c P et x ê G tel que Px contienne un

S -groupe de A.w[A) ; on a alors

WCP^) = W[A) n N^) [cf. prop.1)

et par suite, Zx est un S -groupe de W[A) ; or, comme P contient A , W[A)

contient Z [cf. ch.I, [L2))î par conséquent, Z est un S -groupe de W[A) . En

particulier, on a

N[A) = W[A).[N[A) n N[Z)) [cf. [02))

pour tout A ê SI tel que A c p et d'après le corollaire '1 du ch.IV, N[Z) est

un sous-groupe de [SI, W)-con frôle de G •

Proposition 3. Soient [SI,W) une p-localité à épimorphismes de G telle que pour

tout A 6 SI , W[A) centralise A , et P un S -groupe de G ; posons

Z == P 0 w[P) et notons V l'application qui à chaque A ç. SI fait correspondre

Q .C^^ ) • Alors, pour tout A ê Si , w[A) possède un p-complément normal. De

plus, [Si,V) est une p-localité à épimorphismes et N[Z) est un sous-groupe de

[Sl.vj-contrôle de G .

Démonstration: Soit A 6 Si tel que A c p ; en vsrtu de la proposition 2, Z est

un S -groupe de W[A) ; de plus, on a

W[A) 0 N[Z) c: w[A) n N[A.Z) = W[A.Z) [cf. prop.1)

et par suite, d'après nos hypothèses, N^ Jz) centralise Z ; on en déduit que

W[A) possède un p-complément normal [cf. [l2), en.7, th.4.3), Par conséquent,

V[A) est égal à l'ensemble des p'-éléments de W[A) ; il en résulte que, si B

est un élément de SI qui contient A , on a

V[B) = V[A) H N[B) [cf. prop.1);

de plus, il est clair que pour tout x ê G , on a V^) = V[A)X ; le couple

[SI,v) est donc une p-localité à épimorphismes de G [cf. prop. 1 et ch.I, [Ll),

[L2),[L3)). Enfin, comme Z est un S -groupe de W[A) et comme W[A) = V[A).Z ,

on a N[A) = V[A) . [N[A) n N[Z)) [cf. [02}) et la dernière assertion résulte du

corollaire 1 du ch.IV.
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§ 1. La 0-localité et la p-contrainte

Dans ce paragraphe, nous allons construire d'abord une p—localité de G
définie sur l'ensemble des p-sous-groupes de G et appelée la 0-localité ; puis,
nous étudierons sous quelles conditions la 0 —localité est à épimorphismes [rappe-
lons qu'une p—localité C^»^) ^e G est notée W lorsque SU est l'ensemble des
p—sous—groupes non triviaux de G } .

Soit A un p—sous—groupe de G et posons C [ A } = C[A)/0 , [ c [ A ) ) ; on
note 0( A ) (ou 0 ( A ) ) l'image réciproque de cP(C . , [ 0 ( C [ A j ) ) ) dans C [ A ) .

Il est clair que û [ A ) est un sous-groupe caractéristique de C ( A ) et que pour
tout x € G , on a 0[A X} = 0(A) X . De plus, sj_ Ap est un S -groupe de
O p . p C c ( A ) ) , on a

0(A) = C p . [ c [ A ) ) . o P ( c [ A . A j ) ;
en effet, 0 ( C [ A j ) est égal à l'image de A^ dans C[Aj et par suite, d'après
le lemme suivant, O^G-y-rCo ( C ( A j ) ) ) est égal à l'image de O^C^jAo)) dans
5TXJ .

Lemme 1. Soient H un groupe, A un p—groupe fini qui opère sur H et K un
p'—sous—groupe fini distingué A—stable de H ; notons L l'image dans H/K de
tout sous-groupe L ê H . On a alors

^(A) = 5^7 êî O^A)) = oPfC^A))

Démonstration: Soit x 6 H ; le cardinal de xK est alors premier à p et par

suite, si A stabilise xK , il fixe un élément de xK . De plus, si L est un

sous-groupe de H , on a cF'tT) = O^L) .

Nous allons démontrer que l'application 0 qui à tout p—sous-groupe A

de G fait correspondre 0(A) , renverse les inclusions. Enonçons d'abord quel-

ques propriétés des groupes 0[A) •

Lemme 2, Soit A un p—sous—groupe de G • On a

[o(A),Op.p(c(A))] c Op.(c(A)) , OP(O^A)) = 0[A)

Op.(o[A)) = Op.[c(A)) ^ Op.pp.(o[A)) = Op.p[o(A))

De plus, 0[A) est p-résolùble si et seulement s'il est un p'-groupe,

Démonstration; Notons H l'image dans C(A}/0 ,(c[A)) de tout sous—groupe H de

C[A) ; comme Op.p [C[A jJ = Op(5T^J) , on a

L^),Op.p[C(Ajj] = 1

ce qui démontre l'inclusion. D'après la définition de 0[A) , on a
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OPC5^]] = '5T^J ; or, O^OfA)) contient 0 ,[c(A)) ; on en déduit que

O^OfA)) = 0[A) .

Comme 0[A) est distingué dans C(A) , on a

Op.[o(A)) = Op.[c[A)) et Op.p[G(A)) = Op.p[C[A)) 0 0[A)

[cf. (03))î par conséquent, 0 [0(Aj) est contenu dans 0 (C[A j ) et par suite,-il

centralise 0(AJ ; ainsi, si M est un complément de 0 [0(Aj) dans 0 ,(0(Aj)

[cf, (l2), ch.6, th,2.l), M est l'unique S ,-groupe de Opp ' ( 0( ̂  ) ) e^ P^ suite,

il est caractéristique dans 0(AJ , donc distingué dans C[A ] ; or, on a

0 , [C(Aj) = 1 ; on en déduit que 0 , [0(Aj) = 0 (0(Aj) et par suite, que l'on a

Op.pp.(DCA)) » Op,p(0(A))

De plus, si 0[A) est p-résoluble, on a alors 0[A) = 0 , (o[A)) et comme

O^OCA)) = 0[A) , 0[A) est un p'-groupe.

Proposition 4. G^ A , B sont des p-sous-groupes de G tels que A c: 5 , on a

0[B) C o[A)

Démonstration; En raisonnant par récurrence sur |B:AJ , on se ramène au ras où

|B:A| = p ; par conséquent, il suffit de démontrer que 0[A) contient 0(B)

lorsque A est un sous-groupe distingué de B , Posons H = C(A) et

ÏÏ = H/0 ,CH) ; puisque OCB) c H et puisque cP[oÇB]) = 0[B) [cf. lemme 2), il

suffit de démontrer que l'image de d[B) dans H centralise 0 [H) î or, comme

B normalise A et centralise 0[B) , la conjugaison induit une opération de

0 [B)xB sur 0 (Ti) et comme cPÇoÇa)] == 0[B) , 0[B) est engendré par l'ensemble

de ses p'-éléments; dans cette situation, il suffit de démontrer que 0[a) laisse

fixe tout point fixe de B dans 0 (ÏÏ) [cf. [l2), ch.5, th.3.4).

D'après le lemme 1, l'ensemble des points fixes de B dans 0 (H) est

égal à l'image de 0 , (h) FI C[B) dans H ; or, puisque H contient C[B) , on

a 0 , (H) n C[B) c: o , (C(B)} ; en vertu du lemme 2, [o[B),0 , [h) D cfa)] est •

alors contenu dans 0 ,[c[B}} et comme il est contenu dans 0 , [h) , il est donc

contenu dans 0 ,[H) . Par conséquent, d(B) opère trivialement sur l'ensemble

des points fixes de B dans 0 [H) ,

Le couple formé par l'ensemble des p-sous-groupes•de G et l'application

0 , satisfait donc aux conditions ("L1 ), (L2), (L3) du ch,I et par suite, il est une

p—localité de G ; on l'appelle la D-localité de G relative à p .

Nous allons donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la

0 -localité de G soit à épimorphismes, .
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Proposition 5. Supposons que p divise | G | • Les conditions suivantes sont équi-
valentes

1. jl̂ a 0 «-localité de G relative à p est à épimorphismes.
2. Pour tout p-sous-groupe non trivial A ê G , 0(A) est un p'-groupe.
3. Pour tout p-sous-groupe non trivial A ê G et tout S -groupe Ap

ê 0 , ( C [ A ) ) , C ( A . A p ) est p-résoluble.
S'il en est ainsi, pour tout p—sous-groupe non trivial A ê G , • on a

0[A) =: O p . ( c [ A ) )
Démonstration : Démontrons que 1 entraîne 3; si la 0 -localité de G est à épimor-
phismes, en vertu de la proposition 3, 0(A) possède un p-complément normal, donc
il est p—résoluble pour tout p-sous-groupe non trivial A de G ; la condition 3
résulte alors de la définition de 0[A) . E n vertu de la dernière affirmation du
lemme 2, 3 entraîne 2. Supposons que la condition 2 soit satisfaite; soient A , B
des p-sous-groupes non triviaux de G tels que A c: B ; d'après la proposition 4,
0(A) contient 0(B) et d'après le lemme 2, on a

0(A) = O p . ( c ( A ) ) et 0[B) = O p . ( c [ B ) ) ;
on-en déduit que 0[B) = 0[A) 0 C ( B ) [cf. ( 0 3 ) ) .
Par conséquent, d'après le corollaire 2, la 0 -localité de G est à épimorphismes.

On dit que G est p-contraint si p divise | G | et G satisfait aux
conditions 1 , 2 , 3 de la proposition 5. On remarquera que la seule différence entre
la condition 3 et la définition de "p-constrained group" de ( l 4 ) , déf.6, est la
condition "p-résoluble" qui remplace la condition "résoluble" de [ l 4 } , déf.6. Si
0 . ( G ) + ̂ '^ » notre définition coïncide avec la définition de "p-constrained
group" de ( l 2 ) , ch,8, comme le montre le corollaire suivant,

Corollaire. Soit P ĵ n S groupe de 0 , ( G ) . Si P ̂  1 , G est p-contraint
si et seulement si 0 , ( G ) contient C[P) .
Démonstration; Puisque G s 0 , C G ) . N [ P ) (cf. ( 0 2 ) ) , le groupe 0 , [ G ) , 0 , C C [ P ) )
est distingué dans G et par suite, on a

O p . ( G ) . O p , p ( C ( P ) ) c o ^ ( G ) ;
en particulier, P contient un S -groupe de 0 , ( c [ P ) ) et par suite, on a

O[P) » Op.CcCpD.o^cfp))
En vertu de cette égalité et .de la condition 2, si G est p-contraint, O^'fcfP))
est un p'-groupe; par suite, on a C(P) s 0 , ( c ( P ) } et d'après l'inclusion ci-
dessus, 0 , [ G ) contient C[P) . Réciproquement, comme 0[ 1 ) = 0 jGl.O^CCP) ) ,
si 0 , ( G ) contient C(P) , 0 [ 1 ) est un p'-groupe et par suite, pour tout .
p-sous-groupe A de G , 0(A) est un p'-groupe (cf. prop.4).
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Nous allons étudier maintenant le rapport entre les 0-localités de G et

de certains sous-groupes et quotients,

Proposition 6, Soit K jjn p'—sous—groupe distingué de G • La projection de G

sur G/K définit une équivalence entre les 0-localités de G et de G/K relati-

ves à p •

Démonstration; Notons H l'image dans G/K de tout sous—groupe H de G •

D'après la proposition 1 du ch.I, il suffit de démontrer que pour tout p-sous-grou-

pe A de G , 0 [A) est égal à l'image réciproque de 0-[^} dans N [A) .
u ' Ç u

Comme K est un p'—groupe, on a

\W c Op.(CgCA))

et d'après le lenime 1, on a alors

Op.CG^)) ° Op,C5(TO = Op,[Gg[AJJ

Op.pC^CA)) = Op.pC^W) ° Op.p^lAjJ ;
par conséquent, si Ap est un S -groupe de 0 , [C-[A)) , Ag est un S —groupe de

0 , [G-[A)) et par suite, on a

Og(^) = Op.CCgC^Î.O^CgC^J) = '5^77 (cf. lemme l);

comme N.,[A) c: 0 [A) , l'assertion est vraie.

Corollaire, G^ K est un p'—sous-groupe distingué de G , G' est p-con train t si

et seulement si G/K est p—contraint.

Démonstration; Nous pouvons supposer que p divise |G| • D'après la proposition

6, les 0 -localités de G et de G/K sont équivalentes et par suite, l'une est à

épimorphismes si et seulement s'il en est de même pour l'autre,

Proposition 7, Soient A j^n p—sous-groupe de G ĵb H un sous-groupe distingué

^e N[A) contenant C[A) , Pour tout p-sous-groupe B j^e H , on a

O^CB) - O^CA.B) c Og(B) H H

En particulier, l'inclusion de H dans G définit un morphisme de la D-localité

de H dans celle de G •

Démonstration: Soit B un p—sous—groupe de H ; en vertu de la proposition 4, il

suffit de démontrer que l'on a tl/B) = 0 pfA.B) . Posons K = C.,[B) et

L = C [A.B) ; puisque H normalise A et contient C[A) , L est un sous-groupe

distingué de K et par suite, on a 0 ,[L) <= 0 ,[K) (cf. (03)); de plus, 0 ,(K)

et B se centralisent l'un l'autre, ils normalisent A et on a

LOp,fK),C^B)]=Op,CK) 0 A = 1 ;

dans ces conditions, 0 ,[V.) centralise A (cf. [12), en.5, th.3.4) et par suite,
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on a 0 ,(K) <^ L ; on a donc 0 ,[«) = 0 ,[l_) .

Posons K = K/0 ,(K) et notons F l'image de L dans ? ; comme

0 , [ K ) = 0 , [ L ) , les groupes 0,,(B) et O-(A.B) sont respectivement égaux aux
P P Ĵ"! b __

images réciproques de O^fC-Co [l?))) et de O'fC-fO (L))} dans K ; puisque ces

derniers groupes sont engendrés par ses p'—éléments, il suffit de démontrer mainte-

nant qu'un p'-sous-groupe de K opère trivialement sur 0 (K) si et seulem.ent

s'il est contenu dans L et opère trivialement sur 0 (L) •

Soient E un p'-sous-groupe de K et E son image dans K ; si E est

contenu dans L et opère trivialement sur 0 CL) , on a

[Op(^).i,i]c [Op(^) nr.i] = i
et par suite, E centralise 0 (K) (cf. (l2), ch.5, th.3.6). Supposons maintenant

que E opère trivialement sur 0 [K) ; comme H est un sous—groupe distingué de

N[A) , on a

[C^B). E, E] c [A fi K , Ej c A FI Op.CK) = 1

et par suite, E centralise C,(B) (cf. (l2), ch.5, th.3,6); de plus, E et B

se centralisent l'un l'autre et ils normalisent A ; il s'en suit que E centra-

lise A [cf. (l2), ch.5, th.3,4) et par suite, que E est contenu dans L ,

D'autre part, comme L est distingué dans K , 0 [K) contient 0 [L) et par

suite, E opère trivialement sur 0 (L) •

Corollaire 1. Les notations étant celles de la proposition 7, supposons que p di-

vise |H| . Si G est p—contraint, H est p—contraint et la 0 -localité de H

est égale à la restriction à H de la 0 —localité de G •

Démonstration ; Si G est p-contraint et B est un p—sous-groupe non trivial de H ,

on a 0 (B) = 0 ,(C (B)) [cf. prop.5) et par suite, 0.,[B) est un p'-groupe (cf.

prop.?); par conséquent, H est alors p-contraint et on a

0^(B) == Op.[C^(B)) = Og(B) n H (cf. prop.7 et (03)).

Corollaire 2. Supposons que p divise |G| • Le groupe G est p-contraint si et

seulement si pour tout sous-groupe A d'ordre p ^e G , C(A) est p-contraint.

Démonstration ; Pour tout sous—groupe A d'ordre p de G , on a O - y . ^ f A ) = 0 [A)

et par suite, si C[A) est p—contraint, 0 Ç A ) est un p'—groupe; d'après la pro-

position 4, G est alors p—contraint. La réciproque résulte du corollaire 1 ci-

dessus,
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§ 2, Les q-sous-groupes d'une p-localité à épimorphismes
Dans ce paragraphe, q est un nombre premier différent de p et [ S I , W ) ,

est une p-localité à épimorphismes de G • Nous supposons que p-rang[G) ̂  3 ,
que Si est égal à l'ensemble des p—sous—groupes de G qui ont une intersection
non triviale avec un sous-groupe de type [ p , p , p ) et que, pour tout A ç SI , W [ A ).̂est un p'-groupe. Par exemple, ces conditions sont satisfaites par la 0 -localité
de G lorsque G est p-contraint et rang(Z[P)) S 3 , P étant un S —groupe
de G .

Nous allons utiliser dans ce paragraphe les définitions et les théorèmes
1 et 2 de l'appendice III.

Soit A un sous-groupe abélien p-élémentaire de G d'ordre ̂  p [on dira
simplement "un sous—groupe de type ( p , p , p , , . . ) de G " ) ; d'après le corollaire 2
de la proposition 1 , la restriction de W à l'ensemble des sous—groupes non tri-
viaux de A est un A—fondeur équilibré à valeurs dans G , relativement à l'opé-
ration de A sur G induite par la conjugaison [cf. app.III, d é f , ) ; on le note
W. [ou W , tant qu'il n'y aura pas de confusion à craindre). Nous allons exploi-r\
ter les bonnes propriétés des q—sous—groupes de [ A , w ) •

Soit Q un q-sous-groupe de G ; on dit que Q est un q-sous-groupe de
[ î ' i , W ) s'il satisfait aux conditions suivantes

[ Q l ) On a p-rang[N[Q)) ̂  3 .
C02) Pour tout A 6 Si tel que • A c: N [ Q ) , on a C [ A ) c: w [ A ) .

On remarquera que l'inclusion de la condition [Q2) entraîne C-[A) = W [ A ) 0 Q ,
On dit que Q est un S -groupe de [Si , W ) s'il est un q—sous-groupe de [SI, W ) qui
contient un S -groupe de W [ A ) pour tout élément A de SI qui le normalise.

D'après le corollaire 1 de la proposition 1 , pour tout A € SI , û  q—sous-
groupe Q ^je W [ A ) tel que p—rang[N[Q)) ̂  3 est un q-sous—groupe de [SI,W) ;
en effet, si B est un élément de Si qui normalise Q , et si x est un élément
de N [ Q ) tel que < A , B > soit un p-groupe, on a

Cg[B) c w^) 0 C[ B ) c w[ B )
De plus, sj_ A est un sous-groupe de type [ p , p , p , . . . ) ê G , tout q-sous-grou-
ê [resp. S -groupe 1 ̂ e [S l , W ) qui est normalisé par A , est un q-sous-groupe
[resp. S -groupe) ̂ e [ A , W ) [cf. app.III, c o n d . [ H 1 ) , [ H 2 ) ) .

Nous sommes en mesure d'énoncer le principal résultat de ce paragraphe,
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Théorème, Avec les notations précédentes, supposons que tout p-sous-groupe (^,W)-

essentiel de G contienne un sous-groupe de type (p,p,p) • II existe alors un

S «-groupe de (Sl,W) . De plus, si Q est un S «-groupe de (SI,W) , N(Q) est un

sous-groupe de (Xw 'Incontrôlé de G et tout q-sous-groupe de (^,W) possède un

conjugué contenu dans Q •

Nous allons décomposer la démonstration du théorème en une suite de sept

lemmes. Les deux premiers sont indépendants de la situation décrite dans ce para-

graphe.

Lemme 3. Soit P ^n p-groupe fini. Si A , A' sont des sous-groupes de type

(p,p,p,...) de P , il existe une suite J A . j . de sous-groupes de type—_ .———^—^—————,^— ]_ 1=0, • • • ; n
(p,p,p,...) ^de P telle que l'on ait

A = A , A = A' ^b |A n A. | ̂  P2 , 1 ^ i ^ n

Démonstration: Puisque rang(P) ^ 3 , P possède un sous-groupe distingué B de

type (p,p) [cf. (12) , ch.5, th.4.10 et th.4.3); comme on a |P:Cp(B)| ^ p , il

suffit de prendre A = A , A - C^(B).B , A = C^,(B).B et A - A' .

Lemme 4, Soient H un groupe fini, K un p'—sous—groupe de H , L un sous—grou-

pe de H et A un p—sous—groupe de H qui normalise K et L • On a alors

(K.L) n N^(A) = C^(A).NjA)

Démonstration: Soient x ê K et y ê L ; il suffit de démontrer que si xy nor"

malise A , il existe z ê K H L tel que xz centralise A .Si xy normalise

A , on a Ax = A^ et par suite, Ax est contenu dans A.K et dans A.L ; de

plus, comme L contient tous les p'-éléments de A.L , on a

(A.K) n (A.L) = A.(K n L) ;

par conséquent, A et A sont alors des S —groupes de A,(K 0 L) et par suite,

il existe z 6 K n L tel que l'on ait A^ A ; on a alors [_A , xz] c A 0 K = 1 ,

ce qui démontre l'assertion,

Dans tous les lemmes suivants, les notaions sont celles du début du para-

graphe.

Lemme 5. Soit Q un g—sous—groupe de G • Q^ A , B sont des sous—groupes de type

(p,p,p,.,,) ^e N(Q) , Q est un q-sous-qroupe (resp. S -groupe) ^e (A,W) si et

seulement s'il est un q-sous-qroupe (resp. S -groupe) ^e (B,w) .

Démonstration; Si A et B sont conjugués dans N(Q) , la démonstration ne pré-
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sente aucune difficulté. Par suite, nous pouvons supposer que A et B sont con-
tenus dans un même S -groupe de N [ Q ) ; d'après le lemme 3, il suffit alors de
démontrer le lemme lorsque |A 0 B\ c2 p , auquel cas, d'après le lemme 1 de
l'app.III, on a

Q = < U C [ C ) >
IA n B : C| = p lal

Si Q est un q—sous—groupe de [ A , W ) , pour tout sous—groupe non trivial C de
A n s , on a

0^(0) c w( C ) et A C N ( C Q ( C ) ) [cf. app.III, [H2»
et par suite, C-[c) est un q-sous-groupe de [S l , W ) ; comme B normalise C^fc) ,
celui-ci est alors un q-sous—groupe de [ B , w ) . Dans ces conditions, Q est en-
gendré par la réunion d'un ensemble de q-sous-groupes de [ B , W ) et par suite, il
est un q—sous-groupe de [ B , W ) (cf. app.III, cor."du th.2).

Supposons maintenant que Q soit un S -groupe de ( A , W ) ; d'après ce
que l'on vient de démontrer, Q est un q-sous—groupe de ( B , w ) et en vertu du
théorème 1 de l'app.III, il est contenu dans un S —groupe Q' de ( B , w ) ; or,
pour tout sous-groupe non trivial C de A H B , Q contient un S -groupe de
W [ c ) ; par conséquent, on a

c^c) = w[c) n Q = w [ c ) n Q* = C Q . [ C ) (cf. app.iu, [ H 2 ) ) .
d'où il résulte que l'on a Q = Q' [cf. app.III, lemme l ) .

Dans les lemmes suivants, A est un sous—groupe de type [ p , p , p , . . . ) de
G et Q est un S —groupe de [ A , W ) [dont l'existence est garantie par le théo-
rème 1 de l'app.III), On remarquera que pour tout x ç. G , Q est un S —groupe
de [A^W) .

Lemme 6. Le groupe N [ Q ) contient un S -groupe de G et si B est un p-sous-
groupe de N [ Q ) de rang ̂  3 , on a

N [ B ) == W [ B ) . [ N [ B ) n N [ Q ) )
Démonstration ; Soient B un p—sous—groupe de N [ Q ) de rang ̂  3 et C un sous-
groupe de type [ p , p , p , . . . ) de B contenant Çî [ Z [ B ) ) ; pour tout x 6 N [ B ) ,

x-1 x-1C normalise Q et Q et par suite, en vertu du lemme 5, Q et Q sont
des S -groupes de [ C , W ) ; d'après le théorème 1 de l'app.III, il existe alors
z 6 W [ C ) tel que l'on ait Q = Q^ ; par coséquent, N [ B ) est contenu dans
l'ensemble W [ c ) . N [ Q ) . D'autre part, on a

W [ C ) C W [ ^ [ Z [ B ) ) ) [cf. ch.I, [ L 2 ) )
et W [ n ^ [ Z [ B } ) ) n N [ B ) - W [ B ) [cf. prop.1).
L'égalité de l'énoncé résulte alors du lemme 4.
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Supposons maintenant que B soit un S —groupe de N ( ( 3 ) ï d'après ce que
l'on vient de démontrer, on a

N ( B ) = W [ B ) . [ N ( B ) n N [ Q ) )
et comme W [ B ) est un p'groupe, B est alors un S -groupe de N ( B ) , donc de G
(cf. [ 0 1 ) ) .

Lemme 7. Tout q-sous-groupe [resp. S -groupe) ̂ e ( î l , W ) possède un conjugué conte-
nu dans Q [resp, égal à Q ) .
Démonstration: Soient Q' un q-sous-groupe (resp. S -groupe) de ( ^ , W ) et B un
sous-groupe de type ( p , p , p ) de N ( Q ' ) ; d*après la condition [ ( 3 2 ) , Q' est
alors un q-sous-groupe [resp. S -groupe) de C B , W ) ; de plus, en vertu du lemme 6 ,
quitte à remplacer Q' par l'un de ses conjugués dans G , nous pouvons supposer
que B normalise Q ; en vertu du lemme 5, Q
et le lemme résulte du théorème 1 de l'app.III.
que B normalise Q ; en vertu du lemme 5, Q est alors un S -groupe de ( B , W )

Lemme 8. Si tout p-sous-groupe f^,W)—essentiel de G est de rang ̂  3 , N [ Q ) est
un sous-groupe de f SU, W)-con frôle de G ,
Démonstration: Le lemme résulte tout de suite du lemme 6 et du corollaire 1 du
ch.IV.

Lemme 9. Si tout p-sous—groupe f^,-W)-essentiel de G est de rang ŝ  3 , Q est un
S -groupe de (Si . W ) .
Démonstration; Soit B 6 SU tel que B ̂  N ( d ) ; nous allons démontrer que C ( B )
est un S -groupe de W [ B ) en raisonnant par récurrence sur | a | • Supposons
d'abord que | a | == p ; puisque B 6 îi , B est alors contenu dans un sous-groupe
C de type ( p , p , p ) de G ; d'après le lemme 6 , il existe x € G tel que
C (- N ( Q ) et d'après le lemme 8, il existe alors y 6 N [ a ) tel que l'on ait
(B.x.B^ = (B.y.B^ ; on a donc ^

B c ĉ  c N [ Q )
-1

et en vertu du lemme 5, Q est alors un S -groupe de [C^ , W ) ; par suite,
C [ B ) est un S -groupe de W ( B ) (cf. app.III, d é f . ) .

?Supposons que | B | eS p ; il existe alors un sous—groupe C d'indice p
de B qui appartient encore à îl ; en vertu de l'hypothèse de récurrence, C ( C )
est un S -groupe de W [ c ) ; de plus, comme B normalise C , B normalise W [ c )
et C [ C ) et on sait que W ( B ) est le groupe des point fixes de B dans W ( C )
[cf. cor.1 de la prop.l)î on en déduit que C ( c ) contient un S -groupe de W ( B )
[cf. ( 1 2 ) , e n . 6 , t h . 2 . 2 ) ; or, d'après la condition [ Q 2 ) , on a
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CgCc) n W(B) =» C^CB) ;
par conséquent, C-(B) est un S —groupe de W[B) •y . q

Corollaire. Les notations et les hypothèses étant celles du théorème, il existe une

section G* ^je G telle que |G'| » |G| et telle que, si on note al' l'ensem-

ble des p—s ous— groupes de G* qui ont une intersection non triviale avec un sous-

groupe de type (p,p,p) j^e G' , les p-localités [Sl,W) ^e G ^fc [Sl^l) ^e

G' soient équivalentes,

Démonstration; On raisonne par récurrence sur ]G| « S i W = 1 on prend G' = G .

Nous pouvons donc supposer qu'il existe A 6 31 tel que |w[A)| ^ 1 ; soit Q un

S —groupe de [Sl»W) [cf. th, ); comme N[Q) contient un conjugué de A [cf. lemme

6), Q n'est pas trivial. D'autre part, comme N(Q) est un sous-groupe de

(îl,W)-contrôle de G (cf. th.), les p-localités (Si,W) de G et Res^g) g(îl,W)

de N[Q) sont équivalentes [cf. ch.I, prop.2); en particulier, Res^Q^ç fS lyW)

est à épimorphismes, tout p—sous-groupe Res . / - ^ [îl,W}—essentiel de N[Q) est un

p—sous—groupe (Sl,W)-essentiel de G [cf. ch.III, la remarque qui précède le §l) et

on voit aisément que P^M/n^ p^ es^ ^S5^- a l'snssmble des p—sous—groupes de N[Q)

qui ont une intersection non triviale avec un sous—groupe de type [p,p,p) de

Nfo) , Par conséquent, si N[Q) ^ G , il suffit d'appliquer l'hypothèse de récur-

rence à N[Q) et à Res^ ^ gOM) .

Supposons que Q soit distingué dans G ; notons H l'image dans G/Q

de tout sous-groupe H de G , îl l'ensemble des images des éléments de 21 dans

G et W l'application de îl dans l'ensemble des sous—groupes de G définie par

la formule W[ï) = W[A j , où A 6 SU ;

il est clair que W[A) ne dépend que de A et que îl est égal à l'ensemble des

p—sous—groupes de G qui ont une intersection non triviale avec un sous—groupe de

type [p,p,p) de G . Le couple [ïU,W) est alors une p-localité de G et nous

allons démontrer que la projection de G sur G définit une équivalence entre

[îl.W) et (3,W) ; d'après la proposition 1 du ch.I, il suffit de démontrer que

pour tout A € 31 , W[A) est égal à l'image réciproque de W(^) dans N(A) ;

l'image réciproque de W(A) dans G est égale à W[A),Q et on a

[W(A).Q) n N[A) = W[A).Ng{A) = WCAl.CgfA) = W [ A ) • [cf. [Q2)),

ce qui démontre l'assertion. En particulier, (ïl»W) est à épimorphismes et tout

p—sous—groupe [31, W)—essentiel de G est l'image d'un p—sous—groupe (îl,W)—essentiel

de G • Comme Q ^ 1 , le corollaire résulte d'appliquer l'hypothèse de récurren-

ce à î et à [3,W) .
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CHAPITRE VII

La relation de similitude

Soient G un groupe fini, p un nombre premier, P un S —groupe de G

et (îi,W) , (Sl'.W) deux p-localités de G . Nous supposons que l'identité défi-

nit un morphisme de (ïi,W) dans (Ul',W) [cf. ch.I, §2), c'est à dire, que la

condition suivante est satisfaite

fP) On a 21 c: SI* et pour tout A ê SI , on a W ( A ) C W ' ( A ) .

On note respectivement D et D' les ensembles des doubles flèches à but maximal

de (2i,W) et de (iU'.W) [cf. ch.IIl) et fi et A' les ensembles des éléments

réductibles de D et de D9 . On note i l'application de D dans D1 induite

par le fondeur de îl dans Sr, définit par l'identité (cf. ch.I, §2).

Il est clair que i est compatible avec les opérations de D et de D1

(cf. ch.IIl) et par suite, que l'on a i(A) c: j9' . O n dit que (Sl.W) eĵ  (îi'.W)

sont semblables (et on écrit (Sl.W) ^ (îl'.W) ) si ±[D] est un système directeur

'de D1 et i~ (A' ) = Jî . Comme i(2?) contient les éléments de longueur 1 de

D1 , sj_ (Sl,W) ~ (31' ,W) , tout élément de D9 est engendré par ±[D) . De plus,

soit (Sl",W") une troisième p-localité de G et supposons que l'identité définit

un morphisme de (îl'.W) dans (Si",W") ; alors sj, (SU,W) ^ (îl',W ) ^

(îl'.W) ~ OU",W") , on a (81,W) ^ (îl",W") .

Dans ce chapitre nous allons montrer que si (îl,W) ^ (îI',W) , certaines

propriétés de (îl',W') sont encore vraies dans (SI,W) ; puis, nous montrerons que

la 0-localité (cf. ch.VI, §l) et la C-localité (cf. ch.l) de G sont toujours

semblables,

Proposition 1, On a (îi,W) ^ (îl ' ,W') si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites

1. Pour tout p-sous—groupe A ^e G , A est f^,W]-essentiel si et

seulement s'il est f^',w'^essentiel.

2. Pour tout p-sous-groupe f^,W)-essentiel A ^e G contenu dans P ,

on a W(A).M(A,P) = W'(A) .M(A,P)

Démonstration: Supposons que (îl,W) ~ (SI'.W) . Soit A un p-sous-groupe (îl',W')-

essentiel de G contenu dans P ; le groupe A est donc la source d'un élément

irréductible (B,x,y,A) , de D1 (cf. ch.III, déf.)ï or, d'après nos hypothèses,

(B,x,y,A) , est engendré par i(-D) ; on en déduit que A est le conjugué d'un

élément de SU et par suite, que A appartient à îl ; on a alors

W(A).M(A,P) <= W'(A).M(A,P) ^ N(A)
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et par suite, A est (îl,W)-essentiel (cf. ch,III, cor.2 du th.l). Réciproquement,

soit A un p-sous—groupe [îl,W)-essentiel de G contenu dans P ; d'après la con-

dition [p], A appartient à SI» et on a W(A) c: w ' [A) ; d'après le théorème 1 du

ch.III, pour tout z 6 W'[A).M(A,P) , on a [P,1,z ,A) , 6 Jî9 et comme
M "

i"" [./?' ) = 7? , on a encore ( P » 1 » z , A ) ç. H ; par suite, z appartient àw
W[A).M[A,P) ; on en déduit que W(A).M[A,P) s W'(A).M[A,P) et que A est un

p-sous—groupe (SP ,W )-essentiel [cf. ch.III, cor, 2 du th.l),

Supposons maintenant que les conditions 1, 2 soient satisfaites. En vertu

de la condition 1 et du théorème 2 du ch.III, i[2?) est un système directeur de

D3 . Il nous reste à démontrer que l'on a ±[D - H} c D9 - -fî' ? soit (B,x,y,A)
W

un élément irréductible de D tel que A soit contenu dans P ; le groupe A

est donc un p—sous—groupe [îl,W)—essentiel de G et d'après la condition 2, on a

W[A).M[A,P) = W'(A).M[A,P) ;

il résulte alors du théorème 1 du ch.III, que [B,x,y,A) , est un élément irréduc—w
tible de 2?' ; ceci démontre l'assertion,

Proposition 2. Supposons que (2i,W) ~ [81', W ) • Soient C un sous-ensemble de D ,

N un sous-groupe de G contenant P ^ A un élément de SI . On a

1. L'application i induit une bijection entre les ensembles des classes

d'échangeabilité des éléments irréductibles de S et de J)9 .

2. L'ensemble 0 est un système directeur de D si et seulement si i.[Q}

est un système directeur de 2?' .

3. Le groupe N est un sous—groupe de fSl,W]-contr61e de G si et seule-

ment s'il est un sous-groupe de f3i', W ̂ -contrôle de G qui vérifie

W'[P) - W[P).(W[P) 0 N)

4. j^e p—groupe A est fîU,w]— normal dans G si et seulement s'il est

f^',W^-normal dans G .

Démonstration : En vertu de la proposition 1, les ensembles des p—sous—groupes

[Si,W)-essentiels et [îl',W )-essentiels coïncident, et si B est un élément de ces

ensembles contenu dans P , on a

W[B).M[B,P) = W'(B).M[B,P) ;

l'assertion 1 résulte maintenant du corollaire 1 du théorème 1 du ch.III, En parti-

culier, deux éléments irréductibles de D sont échangeables si et seulement si

leurs images par i sont échangeables dans D1 ; l'assertion 2 résulte alors de

la remarque précédente et du théorème 2 du ch.III.

Si N est un sous-groupe de (SI, W)—contrôle de G , on a

N(P) = W(P).N^[P) [cf. ch.IV, lemme i),

d'où il résulte que W'[p) = W(P).[W(P) n N) ;
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réciproquement, si la deuxième égalité est vraie et si N est un sous—groupe de

[îl'.W)-contrôle de G , N vérifie la première (cf. ch.IV, lemme l); l'assertion

3 résulte aisément de ce qui précède et de la proposition 1 du ch.IV. Enfin, l'as-

sertion 4 résulte sans difficulté de la condition 3 de la proposition 2 du ch.IV et

de l'égalité des ensembles des p-sous-groupes (îl,W)-essentiels et [Si',W ^essen-

tiels de 6 .

La proposition suivante montre que si [SI,W) et [îl',W) sont des p-lo-

calités à épimorphismes telles que l'on ait Si = îl' et W(P) = W'(P) , elles ne

sont semblables que si elles coïncident.

Proposition 3. Supposons que SI = îl' -et que (Sl,W) ^ (îI'.W) soient à épimor-

phismes. On a alors (îï.w) ~ (^,W ) si et seulement si, pour tout A ê SI tel que
A c: p , on a W ' [ A ) = w[A) ,W' [P) .

Démonstration: Si la condition est satisfaite, pour tout A ç SI tel que A c P ,

on a W'(A).M[A,P) = w(A).M[A,P)

[car W' [P) c N[A) n N(P) c M(A,P) ) et en particulier, A est [îl,w)-essentiel si

et seulement s'il est (SU.W )-essentiel [cf. ch.III, cor.2 du th.l); on a alors

(iU.W) - [âl.W) (cf. prop.1).

Supposons maintenant que (SU.W) ^.(sU.W) . Soit A ç îl tel que A c: p ;

nous allons démontrer l'égalité de'l'énoncé en raisonnant par récurrence sur |A| •

Posons Z = P n W' [P) ; comme [Sl.W) est à épimorphismes, N[z) est un sous-

groupe de [îl,W')-contrôle de G [cf. ch.VI, prop.2); puisque (2l,W) ~ [SU.W) et

puisque W'(P) normalise Z , l\l(Z) est alors un sous-groupe de [îl,W)-controle de

G [cf. prop,2); par conséquent, on a

W ' ( A ) = W(A) . (W(A) n N[Z)) (cf. ch.IV, lemme l).

D'autre part, W' (A .Z) normalise Z [cf. ch.VI, prop.2) et on a

W ' C A . Z ) = W ' ( A ) n N(A.Z) (cf. ch.VI, prop.1);

par suite, on a W' [A.Z) = W ' [A ) n N[Z) . On en déduit que l'on a

W(A) = W(A) .W' (A.Z) •

Si A ne contient pas Z , d'après l'hypothèse de récurrence, on a

W'(A.Z) = W[A.Z).W'[P)

et par suite, comme W[A.Z) c w(A) , on a alors l'égalité de .l'énoncé.

Dorénavant, nous supposons que Z c- A et que A ^ P . Soient Q un

S -groupe de N[A) contenant N (A) et x un élément de G tel que Qx c: p ;

comme [îl,W) est à épimorphismes, on a

W(Q) = W(A) n W ' ( Q ) et W[P) = w[A) n W(P) = W^) n W[P)

(cf. ch.VI, prop.1). Posons H = W' [A) .Q et K = W[A) .W' [o ) .Q ; si H == K , on a
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en particulier |W[A)lp. = |w[A) .W' [Q) lp . et d'après la première égalité ci-
dessus, on a alors

| W ' [ A ) : W [ A ) l p . = | W [ Q ) : W [ Q ) l p . ;

or, d'après l'hypothèse de récurrence, on a W'^) = W^.W^P) et comme
WCQ") 0 W[P) = W[P) , on obtient

| W [ Q ) : W [ C | ) | = | W [ P ) : W [ P ) 1 ,

on en déduit que l'on a |w ' [A) | , == |w[A) .W' [P) |

D'autre part, W ' [ A ) contient w[A) .W' [P) et Z est un S -groupe de W ' [ A ) [cf.

ch.VI, prop.2) et de W'[P) , donc de W[A) .W' [P) . Par conséquent, si H = K ,
l'égalité de l'énoncé est vraie.

Nous allons démontrer que H = K ; en raisonnant par l'absurde, supposons

que H ^ K . Soit B un.sous-groupe de Q contenant stictement A ; nous allons

démontrer d'abord que K contient N^[B) . Comme A contient Z , Z est dis-

tingué dans H [cf. ch.VI. prop.2); de plus, comme Z est un S -groupe de W ' ( A )

[cf. ch.VI, prop.2), l'image de W ' [ A ) dans H/Z est un p'-groupe; il résulte

alors du lemme 4 du ch.VI appliqué à H/Z , W'[A) /Z , Q/Z et B/Z , que l'on a

^B) = ^'[A^W^ Ï

or, comme [îI,W) est à épimorphismes, on a W ' [A ) H N[B) = W' [B) [cf. ch.VI,

prop.l) et d'après l'hypothèse de récurrence, on a

W^) = W^.W^P) c- W^.W'^) ;

comme W[B) c w[A) , on en déduit que N^[B) c: w[A) .W' [Q) .Q . ce qui démontre
l'assertion.

Par conséquent, d'après la proposition 2 du ch.II, le groupe K contient

M^[A,Q) et comme H ^ K , A est un p-sous-groupe Res [SI,W)-essentiel de H

[cf. ch.III, cor.2 du th.1). En particulier. A est un p-sous-groupe essentiel de

H et comme H est p-résoluble [car W' [A) /Z est un p'-groupe), on a

rang[Q/A) = 1 Qcf. ch.II, cor. de la prop.4). Par conséquent, si B/A est l'uni-

que sous-groupe d'ordre p de Np[A)/A , on a M[A.P) = N[A) H N[B) [cf. ch.II,

prop.4) et comme A == O^H) , on a aussi A = Op[N[A)) [car 0 [N[A)) c: H ); on

en déduit que' A est un p-sous-groupe essentiel de G . De plus, A étant un p-

sous-groupe Res^[sU,w)-essentiel de H , A est un S -groupe de l'image récipro-

que de Op[H/w[A)) dans H [cf. ch.III, cor.2 du th.l), donc de l'image récipro-

que de Op[N[A)/W[A)) dans N[A) . Il en résulte que A est un p-sous-groupe

[îl,W)-essentiel de G [cf. ch.III, cor.2 du th.l). D'après la-proposition 1 , on a
alors W ' [A ) . [N [A) n N[B)) = W[A) . [N[A) 0 N[B))
et par conséquent, on a

W'[A).N^[B) = W[A).N^[B) c K



82

d'où il résulte que H s K , ce qui contredit notre hypothèse.

Proposition 4, La 0-localité et la C-localité de G relatives à p sont semblables.
Démonstration ; Soit A un sous-groupe de P ; rappelons que l'on note respectivement
'O(A) et îf(A) les images réciproques de 0 ( N ( A ) / 0 ( A ) ) et de 0 ( N ( A ) / C ( A ) )
dans N( A ) ; puisque l'homomorphisme canonique envoie 0 ( N ( A ) / 0 ( A ) ) dans
0 ( N ( A ) / C ( A ) ) , on a 0(A) c c(A) et comme M [ A , P ) contient un S -groupe deP P
N(A) , on a

Î ( A ) . M ( A , P ) « 0 ( A ) . M ( A , P ) et Î ? ( A ) . M ( A , P ) » C ( A ) . M ( A , P )
En vertu de ces remarques, de la proposition 1 et de la condition 3 du corollaire 2

^du en.III, th.1, il suffit de démontrer que si A est un S —groupe de 0(AJ , on
a 'O(A) « ̂ (A) .

Supposons que A soit un S -groupe de 0(A) ; alors 0(A) est p—résolu-
ble et par suite, 0(A) est un p'—groupe [cf. en,VI, lemrne 2 ) ; on a donc
0(A) = O p . ( c ( A ) ) et comme O p . ( c ( A ) ) = O p . ( N ( A ) ) . on a 'S(A) = O p . p ( N ( A ) ) . Par
conséquent, A étant un S -groupe de 0(A) , il contient un S -groupe de
0 • ( C ( A ) ) (cf. [ 0 3 ) ) et par suite, d'après la définition de 0(A) [cf. e n . V I , .
§ l ) , O^CtA)) est un p'-groupe. On a donc O^C^A)) s 0 , ( c ( A ) ) et par suite, on
a aussi C( A ) = 0 , ( N [ A ) ) -, ce qui démontre l'assertion,

Puisque le p—groupe 1 n'est jamais un p—sous—groupe C-essentiel de G ,^la 0 -localité et la C—localité de G relatives à p sont encore semblables; en
particulier, ceci démontre que si G est p-contraint (cf. ch.VI, C l ) , la C-locali-
té de G est semblable à une p—localité à épimorphismes de G définie sur l'en-
semble des p—sous—groupes non triviaux de G ; nous allons démontrer que, sous
certaines hypothèses, la réciproque est vraie,

On note ft l'ensemble des p—éléments x de G qui satisfont à la condi-
tion suivante

(Q) Pour tout p-sous-groupe non trivial A ê G qui est normalisé par
x , x appartient à 0 , ( N ( A ) ) •
On note P le plus grand sous-groupe de P qui est C-normal dans G (cf. ch.IV,
prop.3).

Théorème. Avec les notations précédentes, supposons que P ̂  1 , Les assertions
suivantes sont équivalentes

1. Le groupe G est p-contraint et on a P ^ 1 .
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2. Les centralisateurs des p—sous—groupes essentiels non triviaux de G

sont p—résolubles, on a C (P ) c P et pour tout couple A , B de sous—groupes

non triviaux de P , on a

Op.Cc(A)) n C(B) « Op.Cc(B)) n C(A)

3. On a Cp(P ) c P ^ G possède une p-localité à épimorphismes OÛ,Y)

telle que (a) S soit l'ensemble des p—sous-groupes non triviaux de 6 , (b) pour

tout B 6 S8 . V(B) centralise B , e^ (c) (î6,V) soit semblable à la C-locali-

té de G relative à p •

4. On a C (0 0 P) c Q .

De plus, s'il en est ainsi on a P s Q H P .

Nous allons décomposer la démonstration du théorème en une suite de sept

lemmes. Les trois premiers montrent que 1 entraîne 2, le.quatrième montre que 2

entraîne 3, le lemme 5 montre que 3 entraîne 4 "et les deux derniers montrent que 4

entraîne 1 et P = 0 n P , Dans tous les lemmes, les notations et les hypothèses

sont celles du théorème

Lemme 1, Q^ G est p-contraint, pour tout couple A , B de sous-groupes non tri-

viaux de P , on a

Op.(c(A)) n C(B) » Op.(c(B)) n C(A)
Démonstration ; Le lemme résulte de la proposition 5 du en.VI et du corollaire 1 de

la proposition 1 du ch.VI.

Lemme 2. G^ G est p-contraint, les centralisateurs des p—sous—groupes essentiels

non triviaux de G sont p—résolubles,

Démons tration; Soit A un p-sous—groupe essentiel non trivial de G • Si À con-

tient un S -groupe de 0 , (c(A)) , on a 0(A) » cf^A)) (cf. ch.VI, §1 , déf.)

et si G est p—contraint, d(A) est un p'—groupe (cf. ch.VI, prop.5); par suite,

C(A) possède alors un p—complément normal. Supposons que A ne contienne aucun

S -groupe de 0 , (c(A)) ; on a alors X(A) c A.O , (c(A)) (cf. ch.II, Cl, déf.)

et par suite, on a |s(A)| = p et p—rang(N(A)/A) a 1 (cf. ch.II, prop.7); par

conséquent, si Ag est un S -groupe de 0 , (c(A)) , le quotient A.Ag/A est

cyclique ou quaternionien généralisé (cf. (l2), ch,5, th,4.10) et par suite,

(C(A) H N(A.Aj)/C(A.Aj est résoluble (cf. (l2), ch.5. th.3.2). De plus, on a

0(A) = 0 .(ctAD.O^CtA.Aj) (cf. ch.VI, §l) et si G est p-contraint, 0(A) est

un p'—groupe et par suite, C(A.AQ) possède un p—complément normal. Comme

C(A) = 0 ,(C(A)).(C(A) n N(A.Aj) (cf. (02)), C(A) est alors p-résoluble.
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Lemme 3, Q^ G est p—contraint et si P ^ 1 , P est un S «•groupe de C(P ) •
Démonstration : Posons P s P 0 0 , [N(P ) ) ; on a alors

ô3 <ts ° P . C N ( P O ) ) . C N [ P Q ) H N ( P ^ ) ) (cf. [ 0 2 ) )
et par suite, N(P ) n N(P ) est un sous-groupe de C-contrôle de N(P ) (cf. ch.I,
§2, exemple 2)î alors, comme N[P ) est un sous—groupe de C-controle de G » il
en est de même pour N ( P , ) [cf. ch.I, §3) et par conséquent, P est un p—sous-
groupe C—normal dans G ; d'après la maximalité de P on a donc P a P « E n
particulier, P contient un S —groupe de 0 , [c[P ) ) [cf. ( 0 3 ) ) et par suite,
on a OCP^) » O^CCP^)) (cf. ch.VI, § 1 , déf. ) .
Si G est p—contraint et si P 5̂  1 , O^CfP ) ) est donc un p'—groupe (cf.
ch.VI, prop.5) et comme 0 , [ C ( P ^ ) ) = 0 , C N ( P ^ ) ) , on a alors

^ s W^o"
Comme P =s P et P. est un S —groupe de 0 , ( N [ P ) ) , le lemme est démontré,

Lemme 4. Supposons que les centralisateurs des p—sous—groupes essentiels non tri-
viaux de G soient p—résolubles et que pour tout couple A , B de p-̂ sous—croup es
non triviaux de G tels que A c: B , on ait 0 , ( c ( B ) ) c o , ( c [ A ) ) . Alors, le
couple formé par l'ensemble ô̂ des p-sou s—groupes non triviaux de G et par l'ap-
plication V qui à tout élément B jde S fait correspondre 0 , ( c ( B ) ) , est une
p—localité à épimorphismes de G semblable à la C-localité de G relative à p •
Démonstration: II est clair que OÔ,Y) est une p-localité de G . D e plus, soient
A , B 6 S tels que A <̂  B ; alors, C ( B ) est contenu dans C[A) et par suite on
a 0 , ( C [ B ) ) » 0 , [ C [ A ) ) n C [ B ) (cf. ( 0 3 ) ) ; par conséquent, d'après le corollaire
2 de la proposition 1 du ch.VI, (^V) est à épimorphismes. D'autre part, d'après
nos hypothèses, pour tout p-sous-groupe essentiel non trivial A de G , C(A)
est p-résoluble et par suite, on a

0(A) = 0 , [ C [ A ) ) = V [ A ) (cf. ch.VI, lemme 2 ) ;
on en déduit que Oô,V) et la 0 -localité de G sont semblables [cf. prop.1 et
ch.III, cor,2 du t h . l ) ; or, puisque le p—groupe 1 n'est jamais un p^sous—groupe
C-essentiel de G , la 0 -localité et la C-localité de G sont semblables [cf.
prop.4); par conséquent," pô,V) et la C-localité de G le sont également.

Lemme 5. Q^ G possède une p-localité à épimorphismes ( ^ , V ) qui satisfait aux
conditions ( a ) , ( b ) ^ ( c ) de l'assertion 4 du théorème, on a P c: n .
Démonstration; II suffit de démontrer que pour tout p—sous—groupe non trivial A
de G , on a NpCA) c 0 , ( N [ A ) ) . Soit A un p-sous-groupe non trivial de G

o • '
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et supposons que N (A) ^ 1 ; d'après nos hypothèses, P est (Si, V)—normal dans G
o

(cf. prop.2), donc N(P ) est un sous-groupe de (ï8,V)-con frôle de G ; par con-

séquent, il existe x 6 G tel que N[P ) contienne (N[A) .A) X (cf. ch.I, §3,

déf.), il existe y 6 N[p ) tel que l'on ait °

(NpCALx.NpfA)^ » [NpCA^y.NpCA)^
0 0 0 0

et on a NfA^) » ̂ fi^].^^) 0 N(^)) [cf. ch.IV, lemme l).

On en déduit que N [A)X est encore contenu dans P [car NL(A)X = NpfA)^ et que
o o o

le groupe VCA^.NpCA^ est distingué dans NÇfi^) ; or, comme Qô.V) est à épi-
o

morphismes et comme, pour tout B € ^0 , V(s) centralise B , VCA^ possède un

p—complément normal (cf. ch.VI, prop.3); par suite, on obtient

Np^CNpCA^cOp.pCNfA^)

d'où il résulte que 0 , (N(A)) contient N (A) .
o

Lemme 6. S^ ( 00 Z[P)| 2s 2 , le groupe < 0 0 P > est C-normal dans G •

Démonstration : Supposons que |0 0 Z[p]| ^ 2 ; nous empruntons les notations du

lemme 2 du ch.IV et on prend F » 0 ; d'après ce lemme, il suffit de démontrer que

pour tout D-«OUS—groupe C-essentiel A de G , C(A) contient 0(N(o[A)))n N(A).

Soit A un tel p—sous-groupe; d'après la condition 3 du corollaire 2 du ch.III,

th.1, A est un S -groupe de 'C(A) ; on en déduit que 'S(A) s 0 , (N(A)) et que

A contient un conjugué de Z(P) ; en particulier, û(A) n'est pas trivial et

d'après la condition [û), on a n(N(n[A))) c o , CN(Q[A))) . Par conséquent, on a

0(N(Q(A))) 0 N(A) C Op,p(N[A)) = £'[A) (cf. (03)),

ce qui démontre l'assertion,

Lemme 7. G^ Cï contient Cp(0 0 P) , G est p-contraint et on a P s Q 0 P ,

Démonstration ; Supposons que C«[Q n P) c o ; nous allons démontrer d'abord que

G est p-contraint; il suffit de démontrer que pour tout p-sous-groupe non trivial

A de G , N[A) est p-contraint [car on a 0[A) a ^fAl^ ^ on raisonne PS1"
récurrence sur ( G : N(A)| . Soit Q un S —groupe de N(A) et posons

R » < Q 0 Q > ; d'après la condition (û). 0 0 Q est contenu dans 0 , (N(A)) et

par suite, tout élément dé N(A) qui normalise Q 0 0 , (N(A)) , normalise R ;

on a donc N(A) » 0 ,[N(A)).(N(A) 0 N(R)) (cf. (02)).

D'autre part, d'après nos hypothèses; 0 contient Z(P) et par suite, R con-

tient un conjugué de Z[P) dans G ; en particulier, on a R ^ 1 •

Nous allons démontrer d'abord que N(R) est p-contraint; puisque
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N[Q) c NfR) et R ̂  1 , si Q n'est pas un S -groupe de G , l'assertion résul-
te de l'hypothèse de récurrence. Si 0 est un S -groupe de G , d'après nos hypo-

.thèses, R contient C-[R) et par suite, C( R ) possède un p-complément normal;
on a alors

C(Q H O p . p ( N ( R ) ) ) C c(R) C O p . p ( N ( R ) )
et l'assertion résulte du corollaire de la proposition 5 du en.VI.

D'après ce qui précède et d'après le corollaire 1 du en.VI, prop.7,
NfA) 0 N( R ) est p-contraint; or, d'après l'égalité ci-dessus, les groupes

NCA ) / O p . ( N ( A ) ) et [ N ( A ) n N ( R ) ) / [ O p . ( N ( A ) ) n N ( R ) )
sont isomorphes; on en déduit que N[A) est aussi p-contraint [cf. ch.VI, cor. de
la prop.â).

Nous allons démontrer maintenant que P a û 0 P , Puisque 0 contient
Z[P) , il résulte du lemme 6 et de la maximalité de P , que P contient Q 0 P ;
en particulier, on a P ̂  1 ; comme G est p-contraint, il résulte alors des lem-
mes 1, 2, 4 et 5 que P est contenu dans 0 ; on a donc P s Û H P .o o
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CHAPITRE VIII

Un exemple de liaison entre deux localités

Soient G un groupe fini et n l'ensemble des nombres premiers p qui
satisfont aux conditions suivantes

( n i ) Le groupe G est p—contraint,
[îT2 ) II existe un p—sous-groupe C-normal dans G de rang ̂  3 .

Supposons que |Tr| «̂  2 et soient p , q- deux éléments de TT ; dans ce chapitre,
nous allons exhiber une situation qui permet d'étudier des propriétés de G fai-
sant apparaître à la fois p et q et notamment, des questions relatives aux
ip,q[-sous—groupes de G : l'utilisation de cette situation au chapitre suivant en
est un exemple. Nous allons donner d'abord des conditions suffisantes pour qu'un
nombre premier p appartienne à TT .

Proposition, Soit p un nombre premier différent de 2 • Q^ p—rang[G) S: 3 et si
G est p—stable et p—contraint, p appartient à TT ,
Démonstration ; Nous allons démontrer que p satisfait à la condition (TT2). Soient
P un S —groupe de G et P le plus grand sous-groupe de P C-normal dans G
(cf. ch.IV, prop.3); puisque G est p—stable, P contient le groupe Z ( L [ p ) )
[cf. ch.V, t h . l ) et par suite, on a P ̂  1 ; comme G est p-contraint, P est<̂ > ° - o
alors un S —groupe de C(P ) (cf. ch.VII, lemme 3 ) ; de plus, comme rang(P) ̂ 3 et
p ̂  2 , P possède un sous—groupe abélien distingué A de rang S 3 [cf. ( l 2 ) ,
ch.5, th.4.15); on a alors [p , A , A J s 1 et comme G est p—stable, A est conte-
nu dans C[P ) , donc dans P .

Corollaire. Soit p un nombre premier différent de 2 f̂c 3 • j5̂  p-rang(G) ̂  3
et si le normalisateur de chaque p-sous-groupe non trivial de G est p—résoluble,
p appartient à n ,
Démonstration; D'après la définition de la p-contrainte (cf. ch.VI, § l ) , G est
p—contraint; de plus, on sait que si p <S 5 , les groupes p-résolubles sont p—sta-
bles (cf. [ l 2 ) , c h , 6 , t h . 5 . 3 ) ; on en déduit que G est p-stable. Le corollaire ré-
sulte alors de la proposition,

Notre but est de démontrer le théorème suivant»
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Théorème, Soient p , q deux éléments distincts de TT . S'il existe un lp,ql—sous—
groupe non trivial E ê G tel que p-rang(N(E)) S 3 f̂c q-rang(N(E)) S 3 , j^
existe un t p , q [«-sous-groupe niipotent non trivial F ê G qui satisfait aux con-
ditions suivantes

1. Le groupe N(F) est un sous—groupe de 0-contrôle de G relativement à
p et à q •

2. Tout lp,q|-sous-groupe de G possède un conjugué dans G qui est con-
tenu dans N(P) •

3. Le groupe Z(F) est un Si )-groupe de C(P) .

Tout d'abord, nous allons donner quelques précisions sur les localités de
G relatives aux éléments de n , à l'aide des résultats obtenus dans les chapi-
tres précédentes; nous en profitons pour fixer les notations que nous garderons
tout au long du chapitre.

Soient p un élément de TT et P un S —groupe de G . O n note P le
plus grand sous-groupe de P C—normal dans G [cf. en, IV, prop.3); d'après les
conditions ( T r i ) , ( î T 2 ) , on a rang(P ) ̂  3 et P est un S -groupe de C(P ) [cf.
en.VII, lemrne 3). Comme la C-localité et la 0-localité de G relatives à p sont
semblables (cf. eh,VII, prop,4), P est un p—sous—groupe O-nonnal dans G (cf.
ch.VII, prop,2).

Puisque G est p-contraint, la 0 —localité de G relative à p est à
épimorphismes et pour tout p—sous-groupe non trivial A jde G , on a

0(A) » 0 , ( C ( A ) ) (cf. ch.VI, prop.5).
De plus, pour tout p—sous—groupe A de G , tout sous—groupe distingué H de
N ( A ) contenant C(A) et tout p—sous—groupe non trivial B de H , on a
Q^W ss 0 , ( C ^ ( B ) ) » H n 0(B) (cf. ch.VI, cor.1 de la prop.?).

On note îl l'ensemble des p-sous—groupes de G qui ont une intersection
non triviale avec un sous—groupe de type ( p , p , p ) de G ; il est clair que
(îl , 0 ) est aussi une p—localité à épimorphismes de G et que P est un p-sous—
groupe (SI ,0)—normal dans G ; d'après la définition de la notion de p-sous—
groupe (SI ,0)-normal (cf. ch.IV, § l ) , tout p-sous-groupe (SI ,0)-essentiel A de G
contient alors l'un des conjugués de P dans G et par suite, on a rang(A) ̂  3.
Si q est un nombre premier différent de p (pas nécessairement dans n ) , il ré-
sulte maintenant du théorème du ch.VI, §2, qu'il existe un S -groupe Q ê
(21 , 0 ) normalis'é par P et que N(Q ) est un sous-groupe de (îl ,0)-contr6lB de
G .
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Dorénavant, p et q désignent deux éléments distincts de n et P ,

P , SI et Q ont le même sens que ci-dessus; en échangeant les rôles de p et

de q , on introduit Q , Q , SI et P . Nous allons décomposer la démonstra-

tion du théorème en une suite de quatorze lemmes; étant donnée la symétrie des hy-

pothèses par rapport à p et à q (qui sera toujours respectée), tous les lemmes

sont encore vrais si on échange les rôles de p et q . On remarquera que les

lemmes 1, 2, 7, 10 et 12 restent vrais même si q n'appartient pas a n ,

Lemme 1. Le groupe N(P .Q.) est un sous—groupe de 0-contrôle de G relativement

à P •

Démonstration ; Puisque N(Q.) est un sous-groupe de [Si ,0)—contrôle de G et

puisque P appartient à SI , on ao p
N[P^) » 0[P^).(N[Pj n NCQ^) ) (cf. ch.IV, lemme l);

comme 0(P ) est un p'—groupe, pour tout sous—groupe A de P , on a alors

N[P^) n N[A) = (o[p^) n C[A)).(N[P^) n N(Q^) n N[A))
[cf. ch.VI, lemme 4); de plus, 0[P ) H C(A) est contenu dans 0(A) (cf. en.VI,

cor.1 de la prop.l). D'après le lemme 1 du ch.IV appliqué à A .et à N[P ) , on

en déduit que

N(A) = 0(A).(N(P^) H N(Q^) n N(A)) » 0(A).(NCP^) 0 N(A))

et le lemme résulte alors du/corollaire 1 du ch.IV, prop.l,

Lemme 2. Tout j p, q 1—sous—groupe H ^e G tel que ' 0 (h) appartienne à SI , pos-

sède un conjugué dans G qui est contenu dans N[P .Q,) •

Démonstration; Posons A a 0 (H) , N a N[P .Q ) et K = 0(A),H ; en vertu du

lemme 1, quitte à remplacer H par l'un de ses conjugués dans .G , nous pouvons

supposer que N contient A ; on a alors N[A) s 0(A).N.,(A) [cf. ch.IV, lemme l)

et par suite, on a. K = 0(A).[« n N) . D'autre part, Q étant un S -groupe de

(SI ,0) , si A appartient à SI , Q contient un S -groupe de 0[A) [cf. ch.VI,

Ç2, déf.). Il en résulte que |K|i i = |K 0 N|j > et comme K est p-résoluble

(cf. (12), ch.4, th.3.3), H possède un conjugué dans K qui est contenu dans

N O K [cf. (15), cor.D.5.2).

0
Lemme 3. Tout p-sous-groupe A ^e G d'ordre ̂  p appartient à SI .

Démonstration ; Nous pouvons supposer que A c- P • Puisque rangfP) ^ 3 , P pos-

sède un sous-groupe distingué B de type [p,p) [cf. [l2), ch.5, th.4.3 et 4.10)

et comme |P: C (B)| ^ p , C.(B) n'est pas trivial. Soient A un sous-groupe

d'ordre p de C.(B) et D un sous—groupe de type (p,p,p) de P ; alors, ou
0

bien A ,B est un sous—groupe de type (p,p,p) , ou bien A est contenu dans B
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auquel cas, ou bien A ,C-(B) est un sous—groupe de type (p,p,p,...) , ou bien

A est contenu dans 0 ; dans tous les cas, A appartient à îl .o p

Lemme 4, Tout [p,g 1-sous-groupe H d^ G possède un conjugué dans G qui est

contenu soit dans N(P ,Q.) soit dans N(Q ,P ) .

Démonstration ; Nous pouvons supposer que H est un élément maximal de l'ensemble

des jp,q(-sous-groupes de G et que p > q ; alors, d'après les lemmes 2 et 3, il

suffit de démontrer que |o (H)| S q entraîne |0 (H)| ^ p2 . Posons A s. 0 (h) ;

d'après nos hypothèses, si |0 (H}| S q , H n'est pas un q—groupe et on a

0 '(h) s 0 (H),A ; par conséquent, comme H est p—résoluble [cf. (l2), ch.4,

th.3,3), A n'est pas trivial et en particulier, 0[A) est un p'-groupe. D'autre

part, H normalise C[A) et par suite, H,0 , (C[A)) est un groupe p-résoluble;

d'après la maximalité de H , 0 (h) contient alors un Si )—groupe de
°P l P » a I

0 , (c(A)) (cf, (l5), cor.D.5,2) et par conséquent, A contient un S —groupe de

0 , (C(A)) , d'où il résulte que l'on a 0(A) « (f^A)) (cf. ch.VI, §1 , déf. ).

Comme 0(A) est un p'—groupe, on en déduit que 0 , (c[A)) s C(A) et par suite,

que A contient un S —groupe de C(A) ; comme |p| eî p , A est donc d'ordre

strictement supérieur à p .

Lemme 5. Un conjugué de P dans G centralise Q •

Démonstration : Nous pouvons supposer que p > q et que P c p . Dans ces condi——••_————— -j
fions, P normalise Q et si |Q I ̂  q , p le centralise. Si |Q | ̂  q ,

Q appartient à 21 (cf. lemme 3) et par suite, il existe x € G tel que

[P.Q J^ N(Q.P ) (cf. lemme 2);
x xle groupe P contient alors P et par suite, P et Q se normalisent l'un

l'autre, donc se centralisent,

Désormais, quitte à modifier notre choix de P , Q , P et Q , nous

supposons de plus que P et Q se centralisent l'un l'autre et que P et Q

contiennent respectivement P et Q , Dans ces conditions, on dit que p et q

sont associés si l'on a

P o " P i ° C p ( Q ^ et Q ^ n o ^ C ( P ^ )
0 0

(on voit aisément que ceci ne dépend pas de notre choix de P , Q , P et Q ,

mais nous n'aurons pas besoin ici de cette remarque). Posons

F ' ( P O " P I ) . ( Q O " Q I ) ;

nous allons démontrer maintenant que Si p et q sont associés, le groupe F sa-

tisfait aux conditions 1, 2 et 3 du théorème.
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Lemme 6. S^ p ^fc q sont associés, N[F) contient N[P .Q ) ^t N[Q .P ) .

Démonstration : Etant donnée la symétrie des hypothèses par rapport à p et à q ,

il suffit de démontrer que N[P .Q ) normalise C [Q ) et Q 0 Q . Soit
o

x € N[P .0 ) ; l'élément x normalise Q et il existe y ç Q tel que

P s P' ; par suite, on a les égalités suivantes

CpCQ^ = CpX(Q^) » Cpy(Q^) = Cp [Q^ )
0 0 0 0

De plus, comme N[Q ) est un sous-groupe de 0-contrôle de G relativement à q

et comme x normalise Q , on a x s zn gù 2 6 d[Q ) et n € N[Q ) (1 N[Q )

[cf. ch.IV, lemme l); par suite, puisque 0[Q,) centralise Q (cf. ch.VI, §1 ,

déf.), l'élément x normalise Q H Q .

Lemme 7. On a Cp(Cp (Q^).Q^ = Z[Cp [(^)) .
o o

Démonstration ; Posons N = N(P .Q.) et A =* P 0 0 , (N) ; le groupe A contient

P et nous allons démontrer d'abord que A = P . O n a N a 0 ,-[N),N..[A) (cf.

[02)) et par suite, N-JA) est un sous-groupe de C-contrôle de N relativement à

p (cf. ch.I, §2, exemple 2); alors, comme N est un sous-groupe de C-contrôle de

G relativement à p [cf. lemme l), il en est de même pour N(A) [cf. ch.I, §3)

et par suite, A est un p—sous—groupe C—normal dans G. ; par conséquent, d'après

la maximali té de P , on a A a* P •o o

Posons C s ^^p [Q<i ) "Q^) ; il suffit de démontrer que P-0 C est con-
o

tenu dans P • Puisque N normalise Cp (Q ).Q , C est distingué dans N et

par suite, on a °

l^o' ̂  ̂ o-^ n c c °p ^1^1
0

d'où il résulte que [P , C , C] = 1 . On en déduit que tout p'-^sous—groupe de'

(C.Q )/Q centralise (P^.Q )/Q [cf. [l2), ch.5, th.3.6), d'où il résulte que

O^C) est contenu dans C.,[P ).Q, [cf. ch.VI, lemme l). Or, P est un S —groupe

de C[P ) et par suite, C[P ) possède un p-complément normal. On en déduit flue

C est contenu dans 0 , [N) et par suite, que P 0 C est contenu dans P ,

Lemme 6. Q^ p ej; q sont associés, Z[F) est un Si )—groupe de C[F) ; ̂ n

particulier, on a F ^ 1 •

Démonstration; Etant donnée la symétrie des hypothèses par rapport à p et q ,

il suffit de démontrer que C [F) s Z[Cp (Q.)) ; nous allons démontrer d'abord

que l'on a

CpCCg (P^)) = Cp(Q^)
o
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Puisque C- (P ) » Q 0 Q , il suffit de démontrer que CpCc^ (P j ) centralise
o o

Q ; posons P » ̂ o^n C P , . ) ) î Pô et ̂  (P - ) normalisent Q et ils se cen-
o o

tralisent l'un l'autre; dans ces conditions, il suffit de démontrer que P- cen-
tralise C-. (C- ( P - ) ) (cf. ( l 2 ) , en.5, th.3.4). Or, comme Q centralise P ,

1 o
le groupe C,, (C- ( P , ) ) est contenu dans C-(C ( ? < • ) • ? „ ) lequel est égal à

1 o o
Z(C- ( P . ) ) (cf. lemme ? ) qui est effectivement centralisé par P- . Par suite,u î d.o
P- centralise Q et on obtient l'égalité ci-dessus.

En vertu du lemme 7 et de ce que l'on vient de démontrer, on a maintenant
les égalités suivantes

Cp(F) » Cp(Cp (Q^.CQ ( P ^ ) ) » Cp(Cp ( Q ^ ) . Q ^ ) = Z(Cp ( Q ^ ) )
0 0 0 0

qui démontrent notre assertion,

Les lemmes 1 , 4, 5, 6 et 8 montrent que si p et q sont associés, F
est un (p,q[-sous—groupe niipotent non trivial de G qui satisfait aux conditions
1, 2 et 3 du théorème. Il nous reste à démontrer maintenant que sous les hypothèses
du théorème, p et q sont associés.

Lemme 9. Q^ A est un sous-groupe de P tel que C- ( A ) as Z(A) , C ( A ) possède
un p-complément normal. °
Démonstration; Posons N = N(P ) ; comme N est un sous—groupe de O-contrôle de
G relativement à p , on a N ( A ) s 0 ( A ) . M . ( A ) (cf. ch.IV, lemme l ) ; de plus,
d'après nos hypothèses, A n'est pas trivial et par suite, 0(A) est un p'—groupe;
par conséquent, il suffit de démontrer que C.JA) possède un p-complément normal.
Si H est un p'-sous-groupe de C.JA) , la conjugaison induit une opération de
H x A sur P et d'après nos hypothèses, H centralise C ( A ) ; dans ces con-

o
ditions, on sait que H centralise P (cf. ( l 2 ) , ch.5, th.3.4). Il en résulte
que OP[C » . ( A ) ) c C(P ) ; or, comme P est un S -groupe de C(P ) , le groupe
C(P ) possède un p—complément normal; par conséquent, C . ( A ) possède aussi un p—
complément normal.

Lemme 10. Le groupe Q , est un élément maximal de l'ensemble des g—sous—groupes de
G qui sont normalisés par P •
Démonstration ; Soit Q- un q—sous—groupe de G contenant Q et normalisé par
P ; nous allons démontrer que Q = Q . S i D est un sous-groupe de type
( p , p , p ) de P , il suffit de démontrer que pour tout sous—groupe B d'ordre p
de D , on a C ( B ) = C ( B ) (cf. ( l 2 ) , ch.5, t h . 3 . 1 6 ) ; or, Q étant un
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S -groupe de [21 ,0) , le groupe C- [B) .est un S -groupe de 0(B) [cf. en,VI,

§2, déf.); par conséquent, il suffit de démontrer que pour tout sous—groupe B

d'ordre p de P , 0[B) contient C-. (B) •

Soit B un sous-groupe d'ordre p de P ; posons A s C? (B) et
o

R s C_ [B) • Comme A normalise Q^ et centralise B , A normalise R et on a

R as Cp(A),[R,A] (cf. [l2), ch.5, th.3.5); nous allons démontrer que 0[B) con-

tient R en montrant qu'il contient Cp[A) et [R»A] • Comme A contient B ,

on a Cp [A) c A et d'après le lemme 9, C[A) possède un p—complément normal qui
o

est alors égal à 0[A) ; par conséquent, C-[A) est contenu dans 0(A) , donc

dans 0(B) • D'autre part, puisque P est un p—sous—groupe 0-normal dans G ,

on a N(B) = 0(B).(N[B) 0 N(P )) [cf. en.IV, lemme l)

et par suite, 0(B).NL (B) est un sous-groupe distingué de N(B) ; comme R ̂  N[B)
o

et A <= Np [B) , on en déduit que [R,A] est contenu dans 0[B) .
o

Lemme 11 . §j; Q appartient à îl , p ej; q sont associés.

Démonstration ; Puisque P et Q se centralisent l'un l'autre, il suffit de dé-

montrer que P et Q. contiennent respectivement Cp CQ,) et C-. (P^) ; nous
/ o » o

allons démontrer d'abord que C- (P^) c- Q- st que le groupe N(P.) contient un
o

S —groupe de G . D'après nos hypothèses, il existe x ê G tel que l'on ait
P

(p.Q^ c: N(Q^.P ) (cf. lemme 2);

puisque N[Q .P ) normalise P et C^ (P ) , on en déduit que Px c N(P ) et
o

que P^ normalise le q-groupe Q^.C- (P,) ; d'après la maximalité de Q [cf.
o

lemme 10), on a donc C- (P,) c Q^ .De plus, comme Q et Q sont contenus
o

dans N(Q .P.) qui est un sous—groupe de 0-contrôle de G relativement à q [cf.

lemme l), on a x = zn où z 6 0(Q ) et n 6 N(Q .P ) (cf. ch.I, §3, déf.);

puisque z centralise Q. et n normalise C- CP,.) » il sn résulte que Q

contient C (P ) . °
o

Démontrons maintenant que P. contient Cp [Q.) • Puisque N[p ) con-
o

tient un S —groupe de G , si P ^ 1 , on voit aisément que P appartient à

îl ; dans ce cas, d'après la première partie de la démonstration [en échangeant

les rôles de p et q ), on a C? (Q-) c- P. • Supposons maintenant que P » 1 ;
o

dans ce cas, il suffit de démontrer que C(Q ) est un p'—groupe. On sait que Q

est un S —groupe de C(Q ) et par suite, C(Q ) possède un q—complément normal;

comme Q normalise Q , Q normalise alors un S —groupe de C[Q ) ; or, en ver-

tu du lemme 10, Q ne normalise aucun p—sous—groupe non trivial de G ; on en



94

déduit que C[Q ) est un p'—groupe. De plus, d'après la première partie de la dé-

monstration, on a Q c Q [car P = 1 ) et par suite, C(Q^) est un p'-groupe.

Lemme 12, Si A est un sous-groupe de type (p»p) ^e Cp (Q.) dont tout sous—————— — ^ i

groupe d'ordre p appartient è SI , A centralise tout q-sous-groupe de G

qu'il normalise.

Démonstration; En raisonnant par l'absurde, soit R un élément minimal de l'ensem-

ble des q-sous—groupes de G qui sont normalisés et non centralisés par A • On

démontre aisément que A opère irréductiblement sur R/*(R) (cf. ( 12), ch.3, th.

3.1), d'où il résulte que R a [R , A] (cf. (l2) ch.5, th.3.5) et qu'il existe un

sous-groupe B d'ordre p de A qui centralise R (cf. (l2), ch.3, th.2.3 et

ch.5, th.1.4). Démontrons d'abord que R c; o(B) ; puisque P est un p-sous-

groupe G—normal dans G , on a

N(B) = 0(B).(N(B) 0 N(P )) (cf. ch.IV, lemme l)

et par suite, 0(B).hL (B) est distingué dans N(B) ; comme R c N(B) et
o

A C M (a) , il en résulte que [R , A] est contenu dans 0(B).Np (B) , donc que
o o

R c o(B) .

D'après nos hypothèses, B appartient à SI et normalise Q ; alors,

Q étant un S -groupe de (SI ,0) , C (B) est un S -groupe de 0(B) (cf. ch.VI,

§2, déf.); par conséquent, comme 0(B) est un p'-groupe, le groupe C (B).A est

un Si i—groupe de 0(B).A ; puisque A centralise Q. , on en déduit que tout
IP»a l '

lp,ql-sous-groupe de 0(B).A est niipotent (cf. (l5), cor.D.5.2); en particulier,

R.A est niipotent ce qui contredit notre choix de R .

Lemme 13. Soient A ^n p—groupe fini et B ^n g—groupe fini qui opère sur A •

Si rang(A) S 2 e^ rang(B) ^ 3 , il existe un sous-groupe non trivial de B qui

centralise un sous—groupe de A de rang ̂  2 .

Démonstration : Nous pouvons supposer que B opère fidèlement sur A , Soient B

un sous—groupe de type (q,q,q) de B , B. un sous—groupe d'ordre q de B

et A un élément minimal de l'ensemble des sous—groupes B —stables de A suro o
lesquels B opère fidèlement. On démontre sans difficulté que la représentation

de B sur le Z/pZ—espace vectoriel A /î(A ) est isomorphe à la somme directe de

deux représentations irréductibles non triviales de B sur le corps ^/p^ (cf.

(l2), ch.3, th.3.1 et th.2.3). Si K , K sont les noyaux de ces représentations,

K 0 K opère trivialement sur A /î(A ) et par suite, il centralise A^ (cf.

(l2), ch.5, th.1.4); de plus, comme les quotients B /K et B /K sont d'ordre q

(cf. (l2), ch.3, th.2.3), K n K n'*est pas trivial. Il suffit de démontrer main-
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tenant que rang[A^) ^ 2 ; or, d'après la décomposition, de A /î[A ) . on a

^/p^V^o^ ̂  2 et si o > P . , on a °im^[A^A[A^)0^ 4 "(dans ce cas.

les représentations non triviales de B^ sur ^/pZ ont une dimension^ 2 ); par

suite, A^ n'est ni cyclique ni quaternionien généralisé, ce qui montre que
rang[A^)^2 [cf. [12), ch.5, th.4.10).

Lemme 14< pour Que P ^ q soient associés, il suffit que l'une des conditions
suivantes soit satisfaite

1. Il existe un jp.ql-sous-groupe non trivial E ^e G tel que

p-rang[N[E)) S 3 ^t q-rang(N[E)) <î 3
2. Il existe A 6 ̂  tel que q-rang[N[A)) ^ 3 .

Démonstration: Supposons que la condition 1 soit satisfaite; étant donnée la symé-

trie des hypothèses par rapport à p et q , nous pouvons supposer que 0 [E) ^ 1

[cf. [12), ch.4, th.3.3); dans ces conditions, si D est un sous-groupe de type

[p.p.p) de N[E) . on a Cp ^[o) ^ 1 et par suite, 0 [E) -appartient à îl ,

d'où il résulte que la condition 2 est également satisfaite \ on prend A s 0 [E) ).

Dorénavant, nous supposons que la condition 2 est satisfaite. Soient A

un élément de ^ tel que q-rang[N[A)) ̂  3 et B un sous-groupe de type [q,q,q)

de N[A) ; en vertu du lemme 2, il existe x 6 G tel que l'on ait

[A.Bl^'c N[P^) ^ ;

alors, B" normalise (̂  et si Q^ n'est pas trivial, C [B") n'est pas tri-

vial non plus; dans ce cas, Q^ appartient à 81 et d'après le lemme 1 1 , p et
q sont associés.

Supposons que Q^ » 1 ; alors, B" normalise P^ et nous allons dçmon-

trer qu'il existe un sous-groupe non trivial B^ de B^" et un sous-groupe A de

type [p,p) de P^ tels que tout sous-groupe d'ordre p de A appartienne à îl
Bt ^o^o^1 .Posons Z/^[Z[P^)) » Z[P^[Z[P^))) ; touï sous-groupe non p

trivial de Z appartient à îlp ; en effet, si Z^ est un sous-groupe d'ordre p

de Z , le groupe Z^.^[Z[p^)) est distingué dans P^ et si D est un sous-

groupe de type [p.p.p) de P^ . le groupe Z^[z[P^} ).Cp[Z^[z[P^) )) est

toujours de type [p.p.p,...) . De plus, comme rang[p^) S 3 , P possède un

sous-groupe distingué A^ de type [p,p) [cf. [12), cn.5, th.4.3 et th.4.10);
alors, Z contient A^ et par suite, on a rang[z) ^ 2 . Enfin, comme B" nor-

malise P^ , il normalise Z . L'assertion résulte maintenant du lemme 13 appli-
qué aux groupes Z et B^ .

Puisque B^ appartient à ^ , il résulte à nouveau du lemme 2, qu'il

existe y 6 G tel que l'on ait [A^.B^ c N[Q^.P^ . Nous allons démontrer main-
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tenant que P ^ 1 ; en raisonnant par l'absurde, supposons que P, = 1 ; alors,
A^ normalise Q et en vertu du lemme 12, il le centralise; par conséquent,o o ^
C[Q ) n'est pas un p'-groupe.. Or, comme Q est un S -groupe de C[Q^) , C(Q^)
possède un q-complément normal et par suite, Q normalise un S -groupe de C(Q^) •
Par conséquent, Q normalise un p—sous—groupe non trivial de G , ce qui contredit
le lemme 10 •

Comme P. n'est pas trivial, C (A^ n'est pas trivial non plus et si
A est un sous-groupe d'ordre p de Cp [A ) , ou bien A-.A- est de type
( p , p , p ) , ou bien A est contenu dans Ay et il appartient à îl ; dans les
deux cas, P appartient à SI et en vertu du lemme 1 1 , p et ,q sont associés,

Corollaire. Les notations étant celles du théorème, supposons que les S -groupes' et
les S -groupes de G centralisent respectivement les g—sous—groupes et les p—sous-
groupes de G qu'ils normalisent. S'il existe un jp,g1-sous—groupe non trivial E
ê G tel que

p-rang[N[E)) ̂ 3 o^ q-rang(N(E)) ̂  3 ,
le groupe G possède un Si i—groupe njlpotent H et tout ip,qj—sous—groupe de
G est contenu dans l'un des conjugués de H •
Démonstration : Soit F un tp,ql-sous—groupe niipotent de G satisfaisant aux con-
ditions 1 , 2 et 3 du théorème et notons respectivement F et F le S —groupe et
le S -groupe de F . D'après la condition 3, on a C(F) s Z(F).M où M est un
ip,q|'-sous-groupe caractéristique de C(P) [cf. ( l 2 ) , ch.6, th.2.l). D'après la
condition 1 , N [ F ) contient un S —groupe P et un S -groupe Q de G ; nous
allons démontrer d'abord que [p , Q] c M . E n vertu de nos hypothèses, P centra-
lise F et Q centralise F ; puisque C[F ) et CfF ) sont distingués dansq P P a
N(P) , on a donc [P , Q] c C(F) et par suite, P et Q normalisent respective-
ment les groupes Q.C(F) et P.C(F) ; or, comme P et Q centralisent respecti-
vement Z[F ) et Z(P ) , on a

O p . C Q . C ( F ) ) « Q.M et O^.CP.C(F)) = P.M ;
on en déduit que P et Q normalisent respectivement Q.M et P.M et par suite,
on a [P , Q] c ( P . M ) n ( Q . M ) » M

Puisque M contient [ P , QJ , l'ensemble P.Q.M est un sous-groupe
tp,ql-résoluble de G ; soit H un Si i-groupe de P.Q.M [cf. ( l 5 ) , cor.0.5.2);
alors, H est un Si i—groupe de G et il est niipotent (car son image dans
CP«Q.M)/M l'est). De plus, soit K un (p,q|-sous-groupe de G ; d'après la con-
dition 2, quitte à le remplacer par l'un de ses conjugués, nous pouvons supposer
que K est contenu dans N(F) ; alors, quitte à modifier notre choix de P et de



Q , nous pouvons supposer qus P et Q contiennent respectivement un S -groupe

et un S -groupe de K i dans ces conditions, on a K c p,Q,M et par suite, K

est contenu dans l'un des conjugués de H [cf. (l5), cor.D.5.2).
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CHAPITRE IX

Sur l'existence d'un n—complément normal

Soient G un groupe fini et n un ensemble de nombres premiers tel que^pour tout couple p , q d'éléments de n , p ne divise pas q —1 « A l'aide du
théorème du en,VIII, nous allons établir le résultat suivant

Théorème» Supposons que pour tout couple p , q d'éléments de n , G possède un
Si )— groupe et que pour tout n—sous—groupe non trivial E ê G , N [ É )
possède un rr—complément normal. Alors, G possède un Tî-complément normal.

Nous allons démontrer d'abord deux lemmes,

Lemme 1. Soient p un nombre premier, H un sous—groupe de C-contrôle de G re-
lativement à p ej; P ĵn S —groupe de H • On a alors

P n D[G) » P H D(H) ;
en particulier, si H possède un p—facteur non trivial, il en est de même pour G •
Démonstration; II suffit de démontrer que P 0 D[h) contient P 0 D(G) . O n sait
que P H D[G) est engendré par l'ensemble des éléments de la forme x"" x̂  où
y ç G et x , xy 6 P [cf. ( l 2 ) , ch.7, th.3.4); or, H étant un sous—groupe de C-
contrôle de G relativement à p , pour tout x 6 P 'et tout y € G tels que x̂
appartienne à P , il existe z 6 C[ x ) et h ç H tels que l'on ait y s zh ; on
a alors

x"" x- as x"" x s j^x , h]
et par suite, x"" x^ appartient à PO D[H) ; ceci démontre l'assertion.

Lemme 2. Les notations étant celles du lemme 1, posons P s P 0 0 , [ h ) . Si H.—^—— • ' o P P •'"—
est p—résoluble, P est le plus grand sous—groupe de P C-normal dans G et les
groupes H/0 , [ H ) f̂c N[P )/0 , [ N [ P ) ) sont isomorphes.
Démonstration; Puisque H » 0 .(H).N^CP^) [cf. ( 0 2 ) ) , l'inclusion de N (P ) dans
H induit un isomorphisme entre les groupes N [P )/(N[P ) n 0 , ( H ) ) et H/0 , ( H ) ;
en particulier, on a

O p . ( V P ^ ) ) = N ( P ^ n O p . ( H )
(car 0 ,(H/0 , ( H ) ) = 1 }. On en déduit que N , , ( P ) est un sous-groupe de C-con-P P n 0
frôle de H relativement à p [cf. ch.I, §2, exemple 2) et d'après nos hypothèses,
il est alors un sous—groupe de C—contrôle de G (cf. ch.I, § 3 ) ; par conséquent,
P est un p-sous-groupe C-normal dans G [cf. ch.IV, § 1 , déf.). Notons P le
plus grand sous-groupe de P C-normal dans G [cf. ch.IV, prop.3); on a donc
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po c P1 et d'aPr8S le lemme 1 du ch.IV, on a

NCPo) » C(P^).(N(P^ n N(P^)) ' ;

en particulier, C(P^).P^ est un sous-groupe distingué de N(P^) et par suite, le
groupe Op.(H).C^).P est distingué dans H (car C,(P.).R° est distingué
dans ^) ). , H o 1 9"

Supposons que H soit p-résoluble; on sait que

^Pp^ c °p.pCn) (et. (12), ch.6, th.3.3).
Alors, d'après ce que l'on vient de démontrer, Op,p(H).P^ est distingué dans H

et par suite, P^ est contenu dans Op.p(H) , donc dans Pp ; par conséquent, on

a P, - Pc, . O B plus, d'après l'inclusion ci-dessus, P contient G_(P ) et par
suite, on a o P o

c^ ' °p.CC(Pp)).Z(Pp) (cf. (12), ch.6, th.2.1);
comme Op,(c(P^)) = Op,(N(P^)) , il résulte alors du lemme 1 du ch.IV appliqué à
P^ et à H , que l'on a

NCPo) - °p.CN(P,)).N^) ;

par conséquent, l'inclusion de l̂ (Pp) dans N(p^) induit un isomorphisme entre

les groupes f^)/(H n Op.(N(Pp))) et N(Pp)/Op.(N(Pp)) , et en particulier, on

Op,(^(P^))»HnOp.(N(P,))

Nous avons donc démontré que les groupes H/G ,(H) et N(P )/0 ,(N(P ))
sont tous les deux isomorphes à ^(P^/Op.O^)) ^par suite, lll sont isomor-
phes entre eux.

Démonstration du théorème: En raisonnant par récurrence sur |G| , il suffit de

démontrer qu'il existe un sous-groupe distingué K -de G tel que G/K soit un

n-groupe non trivial; en effet, il est clair que le groupe K satisfait alors aux

hypothèses du théorème (car l'intersection de K avec un Sj .-groupe de G est
un ^p.ql"^0^62 de K î et P^ suitB» d'après l'hypothèse de'récurrence, il possè-
de un^n-complément normal M ; alors. M est égal à l'ensemble des n'-éléments de
K , donc de G , et par suite, M est un TT-complément normal de G .

Nous pouvons supposer que tout élément de n divise |G| ; de plus,
d'après un théorème de Frobenius [cf. [12). ch.7, th.4.5), nous pouvons supposer

que |n| ^ 2 ; en particulier, les nombres premiers 2 et 3 n'appartiennent pas
à n (car si p ̂  5 , 2 et 3 divisent p2-! ).

Supposons d'abord qu'il existe p € n tel que p-rang(G) S 2 ; nous

allons démontrer que pour tout p-sous-groupe A de G , le quotient N[A)/c(A)
est un p-groupe. Nous pouvons supposer que A ^ 1 ; alors, d'après nos hypothèses,

N[A) possède un TT-complément normal et par suite, N(A)/C(A) est un TT-groupe; or,

comme rang(A) ^ 2 . pour tout automorphisme de A d'ordre premier q différent'
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^
de p , q divise p —1 (cf. (l2), ch.5, th.4.15); par conséquent, N(À)/C(A)

est un p-groupe. Dans ce cas, -6 possède un p-complément normal (cf. (le), ch.7,

th.4.5) et l'existence de K est démontrée.

Désormais, nous supposons que pour tout p 6 TT , on a p—rang(p) S: 3 •

Soit p 6 TT ; d'après nos hypothèses, pour tout p—sous—groupe non trivial A de

G , N(A) possède un n—complément normal et comme 2 n'appartient pas à n ,

N(A)/C^,(N(A)) est résoluble (cf. (6)); en particulier, N(A) est p-résoluble;

par conséquent, d'après le corollaire du ch.VIII, prop,, p satisfait aux condi-

tions (ni) , (îT2) du ch.VIII. De plus, d'après nos hypothèses, si p, q 6 n , G

possède un Si »—groupe lequel contient un sous—groupe de type (p,p,p) et un

sous—groupe de type (q,q,q) • Par conséquent, d'après le théorème du ch.VIII,

pour tout p € n et tout q € TT — jp( , il existe un (p,q[-sous—groupe non tri-

vial F tel que N(F ) soit un sous—groupe de C—contrôle de G relativement à

p et à q .

Soient p, q deux éléments distincts de n ; comme F ^ 1 , N(F )

possède un TT—complément normal et par suite, il possède un S—groupe H (cf.

(12), ch.6. th.2.l)î de plus, H est résoluble (cf. (ô)) et comme l'inclusion de

H dans N(F ) induit un isomorphisme entre H et N(F )/CL,(N(F )) ,

H est encore un sous-groupe de C-contrôle de G relativement à p et à q (cf.

ch.I, §2, exemple 2).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l'existence de K . Soient

p 6 n , P un S —groupe de G et P le plus grand sous—groupe de P C-normal

dans G (cf. ch.IV, prop.3); comme p satisfait à la condition (n2) du ch.VIII,

on a P ^ 1 et par suite, N(P ) possède un n—complément normal; par conséquent,

le quotient N(P )/0 ,(N(P )) est un n-groupe non trivial et par suite, il existe

q € TT tel que ce quotient possède un q—facteur non trivial (cf. (6)).Si q « P ,

en vertu du lemme 1 appliqué à N(P ) , G possède un p-facteur non trivial. Si

q ^ p , d'après le lemme 2 appliqué à H , celui-ci possède un q-facteur non

trivial et d'après le lemme 1, il en est de même pour G • Dans les deux cas, G

possède un sous—groupe distingué K tel que G/K soit un n—groupe non trivial,
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APPENDICE I

Les p—sous—groupes essentiels des groupes du type de Lie

Soient p un nombre premier, Si un corps fini de caractéristique p ,

Rg un système de racines irréductible et réduit et Gg un groupe de Chevalley

associé à Rg et K (cf. (l7), §3); suivant les notations de (l7), §3, on a

Go-<iyt)t^^^>
Notons respectivement R^ et fÇ les ensembles des racines positives et négatives

de Rg par rapport à une base et posons

"o^t^itea, « e ^ > . v, » < l^(t)|^ ̂  ^ ç ̂  >
Notons o le produit des automorphismes de Gp induits par un automorphisme p

du graphe de Dynkin associé à Rg et par un automorphisme 6 de R satisfaisant

aux conditions (l),(2) de (17), page 178; 1'automorphisme o stabilise Up et

VQ ; on note respectivement U et V les sous-groupes des points fixes de o

dans U^ et V^ .

On pose G » < U,V > et on dit que G est un groupe fini du type de Lie

relativement à p (si l'on prend p s id , on a G s Gg ). Dans cet appendice,

nous allons déterminer les p—sous—groupes essentiels de G ; puis, pour p ̂  5 ,

nous allons calculer les groupes simples associés aux p—sous—groupes essentiels de

certains sous—groupes de Aut(G ) , k > o (ce calcul est utilisé dans la démons-

tration du théorème 2 du ch.v).

Tout d'abord nous allons faire quelques remarques sur la structure de G •

II existe un sous-groupe N ^e G , ^un p'-sous-groupe distingué H ^e

N et un sous—ensemble S ^e N/H tels que (a) le groupe H normalise U et V,

(b) on ait N 0 U » 1 , ̂  (c) le quadruplet (G, U.H , N, S) soit un système de

Tits (suivant la terminologie de (3), ch.IV, §2); en effet, d'après le théorème

12.1 .1 , la proposition 6.2,1 et le théorème 13,5.4 de (s), l'assertion est vraie

pour l'image de G dans Go/Z(Go) ; comme Z(G(J est un p'-groupe (cf. (l?),

§3, lemme 28 et cor,2, page 41) , il suffit de prendre N et H égaux aux images

réciproques dans G des sous—groupes de Go/Z(Gp) décrits dans (5).

Posons B a U.H ; alors, on a B = N (u) et en particulier, U est un
s ""groupe de G ; en effet, comme N (U) contient B , on a N (u) » B.Nju).B

(cf. (3), ch.IV, Ç2, th.3) et comme N normalise H , on a M (U) c N (B) c B

(cf. (3), ch.IV, Ç2. th.4).

Posons W s N/H ; pour tout w ê W , on note n(w) un représentant de

w dans N , on écrit L^ au lieu de u"1^ et on pose U » U 0 U'" ; alors,
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pour tout s € S , U est distingué dans U. ; en effet, s est associé à une

orbite J de p dans la base de Rg (cf. (s), prop.8.2.1, prop. 13.1.2 et th.

13.5.4) et si l'on note [ ^ 0 ^ 1 l'ensemble des éléments de Rg qui sont engendrés

par J , on a

"onu^^l^ltea.aeRt-CRj^
(car le premier membre contient le deuxième et d'après le théorème 4' de (l7), §3,

les deux membres ont le même ordre); or, comme o stabilise Ug et n(s) , on a

Ug » U 0 [Uo 0 U^5^) ; l'assertion résulte alors du lemme 16 de (l7), §3 [car

^-("cJj Bst un idéal dB "î )•

Nous empruntons les notations de [3), ch.IV, Ç2.

Lemme 1. Soient s 6 S , w C W ^ x 6 C(w) . Supposons que l'on ait

lg(w) < lg(sw) . Alors. U n U^ contient strictement U n u^5^ eton a

U « Ug.(U 0 ux )

Démonstration: D'après nos hypothèses, on a C(s).C(w) » C(sw) [cf. (3), ch.IV,

§2, th.2)î soient y, y' ç C(s) et z, z' 6 c[w) tels que yz » y'z' ; on a

alors z « (y" y')z' et d'après l'égalité ci-dessus, y^y' n'appartient pas à •

C(s) , d'où il résulte qu'il appartient à B (cf. (3), ch.IV, §2. déf.l(T3)). On
en déduit que |c(s)||c(w)| » |cCsw)| |BJ

et en calculant |c(s)| , |c(w) j et |C(sw)| , on,obtient

IB"̂  n B| |B n B^ | « la^51 n B^I |B| ;
comme U est égal à l'ensemble des p-éléments de B , on a alors

lujiunu^ 1 . lu^ u^Hul
D'autre part, il est clair que l'on a

-1 -1 -1
lujiur^ l ^ l U g . C u n u " î l l u^nu" |

On en déduit les égalités suivantes

u5 n ux s u n ux et u » u ,[u n ux ) ;
en particulier, on a U"15^ 0 U c ux 0 U ; de plus, comme U ^ U , on a

lu"̂  n u| » |u5 n u l̂ < |u n u l̂ = ̂  n u|

Lemme 2, Pour tout s € S et tout x 6 G tels que U c: ux , l'élément x

appartient à Gjgi . En particulier, si s ^ s' sont deux éléments distincts

^e S , les groupes U^ ^ U^, ne sont pas conjugués dans G .

Démonstration: Posons w » C'^Bx^B) ; si lg[w) < 1 (sw) , en vertu du lemme 1,

on a U = U .(U n Ux) = U n Ux
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et par suite, x appartient à B • Supposons que l-fsw) < lo(w) î on a alurs
0 ». 0

C(w) « c(s).C(sw) (cf. (3), ch.IV, §2, th.2) et par suite, .on a x « zn(s)b où

b 6 B et z"'1 6 C(sw) (car nfs)2^ B )î comme H"13^ «.H , B et n(s) norma-

lisent U et d'après nos hypothèses, on a U c: u ; par suite, on as s

U « Ug.(U n U2) « U n U2 (cf. lemme l);

on en déduit que z appartient à B et par conséquent, que x é Gt ) •

Lemme 3. Pour tout s € S , on a N«(U ) » Gi i et M-(U.U) » B .
———"———«• ———•™—>—— ——— ^ 5 1° ) '—™" u s

Démonstration; En vertu du lemme 2, Gi î contient N-(U) ; or, n(s) , H et———————— ( S { b °
U normalisent U et on a Gi » « B U Bn[s)B î ceci démontre la première égalité.

S (S j
Démontrons la deuxième; comme N-(u) = B c N-((J ) , B est contenu dans M-(U.U)

u u S te S
et il suffit de démontrer que B satisfait à la condition (M2) du ch.II. Soit

x 6 Np(U ) - B ; on a alors x s bn(s)b' où b., b' 6 B , et par suite, on a

| B O B^ « | B O a^51! « |un u3!
d'où il résulte que U est un S -groupe de B 0 Bx .

Nous sommes en mesure de déterminer les p—sous—groupes essentiels de G .

Rappelons que "p-sous-groupe essentiel" équivaut à "p-eous-groupe 1-essentiel" (cf.

ch.III, cor.2 du th.l). Notons D l'ensemble des doubles flèches à but maximal de

la 1-localité de G relative à p (cf. ch.III, déf.); on écrira les éléments de

D sans l'indice 1 ,

Proposition 1. Avec les notations précédentes, l'ensemble |(J | r. q est un sys-

tème de représentants des classes de con.lugaison des p—sous—groupes essentiels de

G • De plus. l'ensemble l(U,1,n(s),U )) ^ c sst un système directeur minimal de
D et un système de représentants des classes d'échangeabilité des éléments irré-

ductibles de D .

Démonstration ; D'après le lemme 3, pour tout s 6 S , U est un p-eous—groupe

essentiel de G , [U,1,n(s),U ) est un élément irréductible de D et tout élé-

ment irréductible de D dont la source est un conjugué de U dans G , est

échangeable avec (U,1.n(s),U ) (cf. ch.III, th.l et ses corollaires). D'après le

lemme 2 et le corollaire du ch.III, th.2, il suffit de démontrer maintenant que

l'ensemble G a l(U,1,n(s),U ) } ^ c est un système directeur de D ; de plus,
S S s: b

puisque tout élément de D est engendré par l'ensemble des éléments de la forme

(U,1,x,A) , il suffit de démontrer qu'un tel élément est engendré par la réunion

de 0 et de l'ensemble U des éléments de longueur 1 de D •

Posons w » C"" (BxB) ; on raisonne par récurrence sur lç,(w) ; si

Ic )̂ =» o , x appartient à B et on a
b
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[U,1,x ,A) » (u,1,x.U)(U,1,A)

Supposons que, lo(w) S: 1 ; i]̂  existe alors s 6 S et v € W tels que l'on ait
b

w s sv et loCv) < loC^ î pa1' conséquent, on a C(w) a C(s).C(v) (cf. [3),
b b

ch.IV, Ç2, th.2) et il existe b 6 B et y 6 C(v) tels que x « bn[s)y . Or,

d'après le lemme 1 appliqué à v et à y , L^ contient U 0 U^ et par suite, il

contient A ; il résulte alors de l'hypothèse de récurrence, que (U,1,y,A) est

engendré par G U U • 0 e plus, comme A c (j H U^ , A est, contenu dans (U )^ •

L'assertion résulte maintenant de l'égalité suivante

(U.l.x.A) = (U,1,y,A) + (u,1,b,U)(U,y.A) + (U,b,U)(U,1,nCs),Ug)(Ug,y.A)

Corollaire 1, Avec les notations précédentes, le groupe 1 est un p—sous—groupe

essentiel de G si et seulement si l'on a |s| n 1 •
•

Démonstration: Le corollaire résulte de la proposition 1 ci—dessus et dès lemmes 61

et 62 de (l?), § 1 1 .

Dans l'appendice II nous aurons besoin du corollaire suivant

Corollaire 2. Le groupe 1 est un p-sous-qroupe essentiel de GL[n,R) si et

seulement si l'on a n a 2 •

Démonstration : Comme |GLCn,^)/SL(n,R)| est. premier à p , lorsque 1 est un

p—sous—groupe essentiel de GL[n,ft) ' , il l'est aussi de SL[n,^) (cf., en.II,

cor, 1 de la prop.9) et d'après le corollaire 1, on a n a 2 .La réciproque ne

présente aucune difficulté.

Dorénavant, nous supposons que p ̂  5 et que Gg est le groupe de Cheva-

Iley adjoint [cf. (l7), page 45 et (5), page 198); dans ces conditions, on sait que

Go ĵ jb G sont simples [cf. (s), th. 1 1 . 1 . 2 et th. 14.4.1). Soient k un entier po-
Iç

sitif, G le produit direct de k copies de G et A un p—sous—groupe de
k 1< • \c

Aut(G ) ; on identifie G a son image canonique dans Aut(G ) et on pose
Iç

K s= A.G • Nous allons déterminer le groupe simple associé à A , lorsque A est

un p—sous—groupe essentiel, de K (cf. en.II, prop.7). On obtiendra le résultat

suivant

Proposition 2. Avec les notations précédentes, soit P un S —groupe de K conte-

nant A , Supposons que A soit un p-sous—groupe essentiel de K • Le groupe

S (A) est isomorphe à l'un des groupes suivants; PSL^p") , PSUCa,?2") , n^ 1

et on a Opp.C\(A)) c M^(A,P) .
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î
D'abord, nous allons faire quelques remarques sur la structure de Aut{G )

et démontrer deux lemmes. Les notations et les hypothèses sont toujours celles de

la proposition 2.

Soient E l'ensemble des sous-groupes distingués minimaux de G , S(E)

le groupe des permutations de E et Q un S —groupe de ï(E) • II est clair que

l'opération de AutfG^ sur G^ induit un homomorphisme de AutfG^ dans Z(E) .

D'autre part, tout élément de E est isomorphe à G et comme G n'est pas abé-

lien, les projections induissent une bijection entre E et l'ensemble des k fac-

teurs de G ; en particulier, cette bijection définit un horaomorphisme injectif

de 2(E) dans Aut(G ) qui est une section du précédent; on identifie S(E) à

son image dans Aut(G ) • Alors, en identifiant Aut(G) à son image canonique

dans Aut(G ) , on a

AutfG^) » AutCGl^SCE) ^ Au^G)1'^ 0 Z(E) » 1

On sait que tout élément Y de Aut(^) induit un automorphisme y g de

G,, définit par la formule YoC^C^) ss ^(vC^)) ou t 6 •« et a 6 R^ (cf. (l7),

page 158); il est clair que Yo stabilise Ug et Vg ; de plus, y g commute à

1'automorphisme de G induit par p (cf. (l7), page 157) et par suite, comme

Aut(^) est cyclique, Yg et a commutent. On a donc une opération de Aut(^)

sur G qui stabilise U , V , N et H et qui opère trivialement sur W ; en

particulier, pour tout w 6 W , Aut(«) stabilise L^ .

En vertu des lemmes 17 et 63 de (l7), l'opération de Aut(«) sur G est

fidèle (si p ^ id , U contient toujours l'un des groupes décrits dans les

assertions (b),(c),(d),(e) du lemme 63 de (l7)); on identifie Aut(R) à son image

dans Aut(G) et on note n l'unique S -groupe de Aut(îî) . Ainsi, n normalise

U et d'après les théorèmes 30 et 36 de (17), § 1 1 , le groupe U.II est un S -groupe

de Aut(G) ; en effet, les automorphismes diagonaux (cf. (l7), page 158) sont

d'ordres premiers à p. et les automorphismes du graphe de Dynkin sont d'ordres 1 ,

2 ou 3 (cf. (17), page 156).
i^

Si L est un sous-groupe de Aut(G) , on identifie L à son image ca-

nonique dans Au^G)1'^ ; il est clair que £(E) normalise L^ dans Au^G^ .
i.

Alors, d'après nos remarques précédentes, le groupe (U.II) .Q est un S —groupe de

Aut(G ) . De plus, soit w é W ; comme n normalise U et U » il normalise

U et par suite, le groupe II .Q normalise (U ) . On a alors le résultat sui-

vant

Lemme 4. Avec les notations précédentes, supposons que A soit transitif sur E •

II existe s € S , x 6 Aut(G ) et un sous-groupe D ^e II .Q , tels que l'on

ait ^x a (U Î^D ^t Px » U^D .
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Démonstration; Quitte à remplacer A et P par ses conjugués par un même élément

de Aut(G ) , nous pouvons supposer que l'on a P c (U.n) ,Q . Posons

D » P n (I^.Q) ; comme L^ c p c L^.^.Q) , on a a^ors

P « L^.D et K « G^D

Soit y 6 MiĴ  - ̂ U^) Ï comme^ [U l^^ est un S -groupe de G , il

existe z » (z ,...,z ) 6 Gk tel que l'on ait (u^ « (L^)2 ; or, d'après le

théorème 8.4.3 et la proposition 13.5,3 de (5), pour tout i S» k , 1 1 existe

b. 6 B , w. 6 W et u 6 U tels que l'on ait z^ = ^"^i)11! î Dar suite» si

l'on pose u a (u,,..,,u^) , on a ^ ^

(U^» (U 1 x... x U k ) u

Par conséquent, quitte à remplacer A par l'un de ses conjugués dans P , nous

pouvons supposer que l'on a

(U^ » U 1 x ... x U k ;

dans ces conditions, nous allons démontrer que tous les w. sont égaux,

Soit j ̂  k ; nous allons démontrer que l'on a w = w. ; comme A est

transitif sur E , il existe un élément a de A qui envoie le premier facteur

dans le j-ième; de plus, comme A^^ «s A , l'élément a normalise (U Y ; enfin,

comme A c: (u.Î .Q , il existe u » [u^,...,u^) 6 [^ , n » (n^...,TT^) 6 1^ et

q 6 Q tels que l'on ait a = urrq « On en déduit que
w un w

(U ^ 1 1 » U jw
et comme H normalise U ^ , l'élément n(w.)(u ^^(v^)"^ appartient à B (car

B = N (U) ), d'où il résulte que Bn(w )B » Bn(w )B , donc que w. » w (cf. (3),

ch.IV, Ç2. th.l).

Posons w s w î d'après ce qui précède, on a donc (U )y » (U^

D'autre part, y ne normalise pas U ; en effet, comme A n'est pas un S-grou-
\c

pe de K , A ne contient pas U et par suite, il ne contient pas N..k(A) (cf.

(0l)); comme y n'appartient pas à M..(A,P) , l'assertion résulte du lemrne 1 du

ch.II. Par conséquent, on a w ^ 1 et il existe alors s 6 S et v € W tels que

l'on ait w a sv et lç(v) < Içt^ î nous allons démontrer que l'on a

v » 1 et A » (U Î^Ds

Puisque D c Î .Q , le groupe D normalise (U^ et (U^ ; posons

P « (U .̂D et P » (U .̂D ; démontrons d'abord que l'on a

A c p n p n p n p^^ et p n p ^ A ^ p n p7

Comme A^ a A , A est contenu dans Py et il normalise (L^) ; on a donc

A c ^((uT) = (NuCu'*':))1^ » (U/.D c p^

uu k k
et comme A ne contient pas (U ) (car A ne contient aucun S —groupe de G ),

A est différent de P- 0 ̂  (car (U^ » (U^ c P 0 Py ). De plus, en vertu du
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lemme 1 appliqué à v , U contient strictement U et par suite, d'après la

première inclusion ci-dessus, P 0 P contient strictement A (car on a

P U P ^ » (U .̂D ).

D'après notre choix de y , [P»1»y»A) est un élément irréductible de D

[cf. ch.III, th.l); il résulte alors de l'assertion précédente et de la proposition

2 du ch.III, que l'on a

A » p^ n p^ » [î  n U .̂D
En particulier, U contient. L^ 0 Uw [car P contient A ); or, d'après le lemme

1 appliqué à v , on a

U » U^.[U n [^ )

et par suite, on a [^ » [L^ 0 L^).^ 0 U) ;

on en déduit que U » U O U et par suite, que l'on a v s 1 . O n a donc

A » (U n U .̂D = [U f^.D en vertu de l'égalité ci-dessus.

Notons Wp le groupe de Weyl de Rp et p l'automorphisme de Wg in-

duit par p [cf. [5), page 21?); on sait que dans tous les cas [ p s id ou

p ^ id ), W s'identifie au sous—groupe des points fixes de pg dans Wp [cf.

[5), prop.8.2.1 et prop.13.5.2). D'après le corollaire 3 de [3), en.VI, §1 , prop.17,

WQ possède un unique élément Wg de plus grande longueur et on a Wg[R^) a FÇ
et WQ « 1 . O n en déduit que Wp appartient à W [car pg conserve la longueur

des éléments de Wg ) et que l'on a V » U^ .

Pour tout s 6 S , on pose V » U 0 V5 et Y « < V , [V )5 >

[i.e. Vg » U^ g et [v^)5 a U5 n U"0 ); alors, d'après le lemme 1 appliqué à sw^

on a U a U .V ; de plus, comme U et n[s) normalisent U , le groupe Y

normalise U •
û

Notons St le corps des points fixes de 8 dans St et considérons

l'opération canonique de Aut[ft) sur les groupes SL[2,R) , SL[2,^8) et Su(3,ft) .

On a alors le résultat suivant qui nous donne la structure de Y .

Lemme 5. Pour tout s 6 S , il existe un homomorphisme cp de l'un des groupes

SL[2,ft) , SL[2,^ ) , SU[3,R) dans G qui commute aux éléments de Aut[R) et qui

^ Y comme image. De plus, on a U f t Y » 1 e^ U . Y est un sous-groupe dis-

tingué de N [U ) qui contient U .

Démonstration: Soit s € S ; on sait que s est associé à une orbite J de p

dans la base de R,, [cf. [s), prop.8.2.1, prop.13.1.2 et th.13.5.4); notons

[Rg) l'ensemble des éléments de Rg qui sont engendrés par J et posons

^ " < tV^it e s, « e (R:)^ > • ^ ° < l̂ DIt ç a, «e [R:)̂  s
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on a alors U^ 0 V^5^ s X^ et U^ n V,, « X" ;

en effet, dans chaque cas, le premier membre contient le deuxième et d'après le

théorème 4' de (l7), §3, les deux membres ont le même ordre. Comme o stabilise

UQ , VQ et n(s) , on en déduit que V et (V )5 sont respectivement égaux aux

sous—groupes des points fixes de o dans X et dans X"" »
J J

Pour tout cr 6 Ro , posons Y^ « < ix^(t) , x_^Ct)t^ ç ^ > î d'après le

théorème 6.3,1 de (s), il existe un homomorphisme œ de SL(2,H) dans Gg tel

que pour tout t 6 ft , on ait

<P«Ct^i) » x^(t) et ^(i^t)-^(t) ;

il est clair que <p commute aux éléments de Aut(Sî) et que l'on a Im((p ) « Y •

Supposons d'abord que les racines qui appartiennent à J soient deux à deux ortho-

gonales; d'après la proposition 9 de [3), ch.VI, §1 , on a alors (Rg) . s J et par

suite, d'après le théorème 5,2.2 de [5), si a , p sont deux éléments distincts de

J , les groupes Y et Y g se centralisent l'un l'autre; par conséquent, la fa-

mille (<p } ,; définit un homomorphisme (p' du produit direct SL(2,R) dans

G- qui commute encore aux éléments de Aut(Sl) et qui a le groupe < X , X" >J J
comme image. De plus, l'opération de p sur J induit une opération de p sur

SL[2,R) qui est compatible avec q?' et l'automorphisme de Gg induit par p

[cf. [5), prop.12.2.3); par conséquent, si l'on note T le produit des automorphis-

mes de SL-(2,R) induits par p et par 6 , on a

o0 çp^ = çp^ o T

Enfin, d'après le lemme 17 de (l7), §3, on a

ISL^.^Ip « |̂ | » |X^|

et par suite, la restriction de îp' à un S —groupe de SL(2,K) est injective.

Notons respectivement T"*" et T" les ensembles des matrices t 1 w! st

i l où t parcourt les éléments de St ; d'après ce qui précède, -tp' induit un
4. 1 ^

isomorphisme entre le groupe des points fixes de T dans [T ) (resp, dans

(T"~) ) et le groupe des points fixes de o dans X'1' (resp. dans X"" ) lequel estJ • J .
égal à v_ [resp. à [V ) ); le calcul des points fixes de T dans (T ) et

— 1
(T") montre alors que (p' induit un homomorphisme <p de l'un des groupes

û S ^ S
SL[2,^) , SL[2,^ ) dans G qui commute aux éléments de Aut(^) et qui a Ys
comme image.

Comme p cî 5 , J ne possède deux racines non orthogonales que lorsque

Rp est du type fi^ et J s ja , cr | où or et a sont les racines de la^n n n+1 n n+i
base de Rg associées aux sommets n et n+1 du graphe de Dynkin (cf. (l7), §10,

cor. du th.29); dans ce cas, Gg et G sont respectivement isomorphes aux groupes

PSL(2n+1,ft) et PSU(2n+1,a) (cf. (s), th.11,3.2 et th.14.5.1). De plus, les
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isomorphismes exhibés dans (5) commutent aux éléments de Aut(ft) • Enfin, si l'on
muni-t 2̂n+1 de la forme unitaire décrite dans [ s ) , th. 14,5.1, et on note
u , . . . , u - sa base canonique, un simple calcul montre alors que Y est l'image
du plus grand sous—groupe de Su(2n+1,^) qui stabilise le sous—espace

^"n-1 ̂ -"n-'-^n+l
et opère trivialement sur le sous-espace orthogonal; or, il est clair qu'un tel
sous-groupe est isomorphe à Su[3,R) . L'existence de <p est donc démontrée.

Démontrons maintenant la deuxième assertion du lemme. D'après la première,
Y /Z[Y ) est isomorphe à l'un des groupes suivants: PSL[2,H) , PSL(2,^8) ,s s
PSU[3,îl) , donc il est simple (car p S 5 } , et Z(Y ) est un p'—groupe; comme
Y normalise U , il en résulte que U ("l Y ss 1 • Comme U = U .V » le grou—s s s s s s
pe U .Y contient U . De plus, comme H normalise U et V et comme n[s)
normalise H , H normalise U , V et (V )8 et par suite, H normalises s s
U .Y • Enfin, n(s) normalise U et échange V et (V ) , donc normalise
U , Y . 1 1 résulte alors du lemme 3, que le groupe U . Y est distingué dans les s s s
groupe Ng(U^) .

Nous sommes en mesure de démontrer la proposition 2.

Démonstration de la proposition 2 ; On raisonne par récurrence sur k . Comme A
est un p—sous—groupe essentiel de K , on a A ̂  P et par suite, A ne contient

k 'aucun S —groupe de G ; soit 0 une orbite de A dans E telle que A ne con-
tienne aucun S —groupe du produit L des éléments de 0 et posons | o | = h ;P halors, le groupe L est distingué dans K .et isomorphe à G ; par conséquent,
la conjugaison induit un homomorphisme f de K dans AutfG ) •

Supposons que h ̂  k et posons K' » f [ K ) , A' » f[A) et P' s f[P) ;
il est clair que f[G ) s G et par suite, que l'on a K' « A ' . G . D e plus,
d'après notre choix de 0 , A ne contient pas P 0 L , donc il ne contient pas
N^ n J^ ^cf* ̂ 01^ et: par suitet on a

N^CP H L) H t^(A) <= M^(A,P) [cf. ch.II, lemme l ) ;
par conséquent, comme Ker(f) a C . . ( L ) , on a

Ker(f) n 1\^(A) c M^[A,P)
II résulte alors de la proposition 9 du ch.II appliqué à K et à Kerff) , que
A' est un p—sous—groupe essentiel de K' et que l'on a

f(M^ ( A . P ) ) » M ^ . ( A ' , P « ) . t ( \ [ A ) ) » X ^ , C A ' } , S^(A) ^S^[A') ;
de plus, d'après la première égalité et l'inclusion ci—dessus, on a

f-^.CA'.P')) n I^(A) » M^(A.P)
et d'après la deuxième égalité, on a

f ( O p p . ( X ^ A ) ) ) c O p p . ( ^ . ( A . ) )
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La proposition résulte alors de l'hypothèse de récurrence,

Supposons maintenant que A soit transitif sur E î d'après le lemme 4,

nous pouvons supposer qu'il existe un élément s de S et un sous—groupe D de
n ,Q tels que l'on ait

A « (U .̂D et P = U^D

On a alors A 0 G " (U ) et par suite, -N.JA) normalise (U )k ; par consé-
k k ®

quent, comme D normalise (U ) et comme K a G .0 , on a

^ic^u^) » (N^U .̂D

D'autre part, d'après le lemme 5, le groupe U .Y est distingué dans N-(U ) et
s s G S

comme n normalise U , U , V et V , il est normalisé par n ; par consé-

quent, (Ug.Yg) est un sous-groupe distingué de (Np(U .̂D . On en déduit que

r^(A) normalise (Ug.Y^ et par suite, que A. (M/A) 0 (Y f^) est un sous-grou-

pe distingué de 1^(A) (car (Ug) c A ). De plus, comme U- .Y contient U (cf.

lemme 5), A ne contient-aucun S -groupe de (Ug.Y^ et par suite, A n'est pas

un S -groupe de A.(N^(A) 0 (Yg)^ (cf. (Ol)). D'après la définition de X^A)

(cf. ch.II, §l), on a donc

\(A)^A.(^(A) n (Y^)
î

Nous allons calculer M,(A) 0 (Y ) ; démontrons d'abord que l'on a

^(A) n (Y^ = C^(D) n (YJ^ . .
Comme A = (U^) .D , le groupe C^(D) 0 (Y^ est contenu dans N^(A) ; récipro-

quement, soit x € hL(A) n (Y ) ; comme II normalise Y , D normalise (Y )^

et par suite, on a

[D,x] C A O (Y^ » (Ug n Y^ « 1 (cf. lemme 5);

par conséquent, ^(A) n (Y ) est contenu dans C^(D) .

Calculons maintenant les points fixes de D dans (Y )k . Puisque A

est transitif sur E , D l'est également et pour tout i S k , il existe un

élément a. de D qui envoie le premier facteur dans le i—ième; désormais, nous

identifions S(E) au groupe des permutations de l'ensemble il,...,k[ ; comme

D c n .Q , pour tout i ^ k .il existe alors (n^ ,... ,TT^J 6 1^ et q. 6 Q

tels que l'on ait a^ » (n .̂... >^)a^ et q^(l) » i

Posons y, «s n pour tout i ^ k , et notons ô l'homomorphisme de Y dans

(Y^ définit par la formule

ô(x) =(Y^(x), . . . ,Y^(x)) où x ç Yg ;

alors, si (x^,...,x^) est un élément de C^(D) 0 (Y^ , en écrivant que pour

tout i^k , a^ et (x^....,x^) commutent, on obtient (x,... .x i s ô(x ) ;
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par conséquent, on a C (D) 0 (Y )k c ô(Y )

Enfin, soient n^ le sous-groupe de H engendré par la réunion des ensembles

l^Y^CYq^r ^--'"kYk^qfk)^"1! où ^^...i^lq parcourt lés éléments de D ,
et Y^ le sous-groupe des points fixes de H^ dans Y < ; on voit maintenant sans

difficulté,que pour tout x ç Y^ , D stabilise ô[x) si et seulement si n
stabilise x ; on a donc

- c^ n ̂ k » W

Nous allons déterminer la structure de Y^ . Soient respectivement St
et ^ les corps des points fixes de n^ dans R et ft8 ; il est clair que les

groupes des points fixes de 11^ dans SL(2,^) , Sl̂ ,̂ ) et SU(3^) sont res-

pectivement isomorphes à SL(2,Rj , SL(2,^) et SU(3.«J . De plus, d'après le
lemme 5, il existe un homomorphisme îp^ de l'un des groupes SL[2,R) , SL[2.ft8)

SU(3,ft) dans G qui commute aux éléments de n^ et qui a Y comme image. Comme

n^ est un p-groupe et Ker[(p^) est un p'-groupe (il jast contenu dans le centre),

on en déduit que (p^ induit un homomorphisme surjectif de l'un des groupes

SL[2,^) , SL(2,^) , SU(3,R^) dans Y^ [cf. ch.VI, lemme l); par conséquent, si

l'on note Zg l'image par <pg du centre de SL-(2,«) . SL(2,il8) ou SU(3,H) sui-

vant le cas, le quotient Y^/[Y^ 0 Zg) est un groupe simple isomorphe à l'un des

groupes suivants: PSL^.p") , PSL^.p2") . n^ 1 ; en particulier, on a

Z(Yj « Y , n z ^ c z ( Y ^

D'après les assertions précédentes, on a maintenant

\(A) c A.(N^A) n [Y^) » A.ô(Y^

et par suite, X^(A)/A est isomorphe à un sous-groupe distingué de Y ; comme

X^[A)/A n'est pas un p'-groupe [cf. ch.II, Cl, déf.), d'après la structure de Y .

VA)»A.Ô[YJ et Opp.(X^A)) «A .ÔCZCY^) )

On en déduit que S^(A) est isomorphe à l'un des groupes annoncés. De plus, comme

Z[Y^) centralise Yg , ô(Z[Yj) centralise (Y^ ; or, on vient de démontrer

que ô(Yj centralise D et on sait que Y^ normalise U ; il en résulte que

ô(Z[Yj) normalise P (car P » U^D et U » U^.Vg ) et par suite, qu'il est

contenu dans M^[A,P) (cf. ch.II, déf.); on a donc l'inclusion de l'énoncé.
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APPENDICE II

Les p—sous-groupes essentiels des groupes symétriques

Soient E un ensemble fini, S(E) le groupe des permutations de E et
p un nombre premier. Nous allons calculer les p—sous—groupes essentiels de ï(E) •

Si 0 c: E , on note S(E)~ le stabilisateur de 0 dans £[E) et w
l'homomorphisme de S(E)_ dans 2[o) induit par la restriction à 0 des éléments
de S[E)Q . Soit 0 une partition de E ; on note SfEL le stabilisateur de 0
dans E[E) et n̂  l'homomorphisme de S(E)- dans E(û) induit par l'opération
de SCE)^ sur E ; la famille l^olg ç ̂  définit un isomorphisme entre Kerfn )
et n S[o) : on identifie ces groupes à l'aide de cet isomorphisme. En particu—

0 6 Q
lier, pour tout 0 c E , on identifie 2(E)- et Z;(o)xE[E-0) et en conséquence,
on identifie Z[o) au sous-groupe de 2[E) qui stabilise 0 et qui opère tri-
vialement sur E-0 •

Lemme 1. Soient A 3̂ p-sous-groupe essentiel de 2(E) ̂  Q l'ensemble des
orbites de A dans E , Le groupe A est égal au produit des ("( J A ) ^ 0 6 0
et il satisfait à l'une des conditions suivantes

1. Pour tout 0 ê Q , le groupe WpCA) est un S -groupe de 2(o) .
2* n existe 0 6 Q tel que ^(A) soit un p-sous-groupe essentiel de

E[0) et tel que (*) ( A ) soit un S -groupe de Z[E-0) .
Démonstration: Posons K = Ker(n ) et B = n "^J^ î alors, on a A c: B c KM 0 6 0 °
et comme N [ A ) stabilise 0 , N [ A ) normalise K . Si A est un S -groupe dep
P^(A) , A est un S -groupe de K [cf. [ O l ) ) et par suite, on a A « B et A
satisfait à la condition 1. Supposons que A ne soit pas un S -groupe de N.JA) ;
X [ A ) est alors contenu dans K (cf. ch.II, § 1 , déf.) et par suite, A est un
p-sous-groupe essentiel de K [cf. ch.II, prop.8). Comme K = H E(0) , il ré-

0 € û
suite alors du corollaire 2 du en,II, §2, que A a B et qu'il existe 0 € Q tel
que ^gCA) soit un p-sous-groupe essentiel de 2(o) et tel que pour tout
0' 6 Q - io} , le groupe " > Q , ( A ) soit un S -groupe de E [ û ' ) • On en déduit que
N( A ) stabilise 0 et par suite, qu'il est contenu dans E[o)xE[E-0) ; par con-
séquent, A est un p-sous-groupe essentiel de Z(o)xE[E-0) et comme ou [ A )
n'est pas un S-groupe de £[o) , "^(A) est un S-groupe de S(E-O) (cf.
ch.II, §2, cor.2).

Par conséquent, les notations étant celles du lemme 1 , pour décrire A il
suffit d'étudier la partition 0 et les p-sous-groupes essentiels de Z(o) qui ,
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sont transitifs sur 0 • Nous allons résoudre d'abord la deuxième question.

Notons Si le corps ^/P^ et soit V un espace vectoriel sur R de di-

mension finie; on dit qu'une suite {v . j . de sous—espaces vectoriels de Vi i=o,• • •, n
est un drapeau de V si l'on a V s \0\ , V s V et si V. . est strictement

contenu dans V. pour 1 S i S n ; on dit alors que n est la longueur du dra-

peau.

Soit S) s JV.|, un drapeau de V ; on note A(S)) l'ensemble desi i^o,•••y n
applications a de V dans V qui satisfont à la condition suivante

(A) Pour tout triplet i, x, u ^ i S i S n , x ê V ^ u ê V . ,

a(x + u) appartient à o(x) + u + V. .

On note L(5)) le stabilisateur de S» dans GL.(v) et AL.(S)) l'ensemble des élé-

ments de L[S)) qui induissent l'identité dans les quotients V./V. , 1 S iS n .

On a alors AL.C®) » A[5)} 0 GL(v) « A(S») •n L(S))

et on voit aisément que a € A[S)) e^ T € L[S)) entraîne TOT"1 € A(S)) . Enfin,

on note T[v) le groupe des translations de V ; il est clair que T[V.) c: A(S>) •

Lemme 2, Avec les notations précédentes, posons e. = dim V/V. , o ̂  i ^ n , et
n e.

h[2D) = Z [e. - e. )p . L'ensemble A(S)) est un p-sous-groupe de E(v) et son
1

jL—i 1 •̂̂ -̂ -̂ —î »™^—— ————— •_—>—_——
aB hfS)1cardinal est égal à p l ' ,

Démonstration; Nous allons démontrer d'abord que A(5)) <= S(v) ; soient a € A(S)) ,
x , y 6 V tels que x ^ y et i le premier entier positif tel que y - x ê V. ;

d'après la condition (A), on a alors o[y) s o[x) + [y - x) + v où v 6 V. et

par suite, on a crfy) ^ o(?<) ; par conséquent, o est une application injective,

donc bijective.

Soient o , T € A(5)) , x ê V et u ê V . o ù i S i ^ n ; o n a alors

T[x + u) » T(x) + u + v où v 6 V. ^ [cf. [A)) et par suite, on a

orfx + u) = OT(x) + (u + v) + w où w 6 V. , [cf. [A)); par conséquent, <ïT(x + u)

appartient à O T [ x ) + u + V . . • On en déduit que CTT 6 A(S)} . Ceci démontre que

A(S)) est un sous—groupe de S(v) •

Nous allons calculer maintenant l'ordre de A[S)} • Soit J W . J .i i.=so, • • •, n
un drapeau de V tel que, pour tout i ^ n , W . soit un complément de V. tr

dans V et notons n. la projection de V sur W . [on a n s id }. Soit o

une application de V dans V et posons
a.((7) = (o - id) - [o - id)n. où 1 S i ^ n ;

nous allons démontrer d'abord que a appartient à A[S)) si et seulement si elle

satisfait à la condition suivante
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(A') Pour tout i , ̂  1 ^ i S n , on a a^Kw^^ - W^) c v^ .

Supposons que o appartienne à A[£>) et soit x 6 W . ; puisque x -n.[x)

appartient à V^ , on a a(n.(x)) ê o(x) + n.(x) - x + V. [cf. [A)) et par

suite, a.(o)[x) appartient à V. Supposons que o satisfasse à la condition

(A'); en raisonnant par récurrence sur n-j [l ̂  j ̂  n), nous allons démontrer que

x 6 ̂ -^ et u € ̂ ^ ° v! entraîne o[x + u) 6 o(x) + u + M. , pour tout

couple i,j où 1 S i , j S n « Nous pouvons supposer que u ^ 0 ; dans ce cas,

u C ^^-i n V^ entraîne j ^ i , d'où il résulte que TT.[u) ç V. ; comme n .(x)

et TT.(u) appartiennent à W . , on a grâce à l'hypothèse de récurrence

a[n^x) +n^u))= o(n^(x)) + n^u) + v où v 6 V^ ;

en transformant cette égalité, on obtient

o(x + u) = o(x) + u + a.[o)(x + u) - a.[cr)(x) + v

et comme a.(o)(w .) ^ i o j , o [ x + u ) appartient à < 7 [ x ) + u + V . . .En par-

ticulier, pour j = 1 , ceci démontre que a satisfait à la condition (A); par

conséquent, a appartient à A[S)) .

D'après l'assertion que l'on vient de démontrer, l'application qui à o

fait correspondre (<7(o),a (o),... ,a^(o)) induit une bijection entre A(5)) et le

produit ^-w^) (w^w,)
V x V ^ n-1 x... x V ^ 1 ;

par conséquent, on a ^ ( [ w ,| - [w . I)
|A(5))| = lv| n C I v J 1 1 n•il n-1-1 ')

i=1 1

d'où on obtient tout de suite |A(S))| » p1'11^ .

Lemme 3. Avec les notations précédentes, soit 0 une partition de V . Le groupe

A[î») stabilise 0 si et seulement s'il existe un sous-espace vectoriel W de V

et un entier positif i ^ n tels que l'on ait

V. (- w c y. ^ Q = V/W

Démonstration: Si 1 5» i s» n et si W est un sous-espace vectoriel de V. qui

contient V. , pour tout o 6 A(î)) et tout x 6 V on a o(x + W) = o[x) + W

(cf. [A)). Supposons maintenant que A(S») stabilise Ci ; en particulier, T[v)

stabilise 0 et par suite, il existe un sous—espace vectoriel W de V tel que

l'on ait Q « V/W • De plus, nous allons démontrer que si W n'est pas contenu

dans V^ (0 ̂  i ^ n) , on a V . c w ; en effet, si x 6 W - V. et y € V. , il
existe o € AL(S)) tel que l'on ait cr[x) » x + y ; puisque 0(0) » 0 , o sta-

bilise W et par conséquent, y appartient à W .On en déduit qu'il existe i

tel que l'on ait V. c w c y. .
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Lemme 4, Avec les notations précédentes, on a N(A[S))} « A(S)).L-(S)) . En particu-
n

lier. N(A(5)))/A(S)) est isomorphe à H GLfV./V. ,) .
——— . i«1 1 i-l -

Démonstration ; Puisque L(5)) normalise A(S)) , il suffit de démontrer qu'un élé-

ment o de N[A(S))) appartient à A[S)).L(S>) ; puisque A(S)) contient T[v) ,

nous pouvons supposer que o(o) « 0 . D'après le lemme 3, pour tout i S n , o

stabilise la partition V/V. (car elle est la seule partition A[Sï)-stable de car-

dinal |V/^.| ) et comme 0(0) = 0 , o stabilise V. . Soient x € V et T

la jbranslation de V définie par x ; puisque l'élément CTT a appartient à
i

A[S>) , pour tout i^ n et tout v € V. , [CTT o*" )(v) appartient alors à

cr[x) + v + V. , ; on en déduit que pour tout trio i , x, u où 1 S i S n ,

x 6 V et u ê V. , ofx + u) appartient à o[x) + o[u) + V. (on prend

v « cr(u) ), En particulier, ceci démontre que pour tout i ^ n , a induit une

permutation de V./V. qui appartient à GL(V./V.^ ) ; il existe donc À é L(3D)

tel que pour tout i ^ n , X et o induissent la même permutation de V./V. . 5
A — 3-——1

par conséquent, pour tout i ^ n et tout u 6 V. , (\"" ̂ (u) appartient à

u + V. , , II en résulte que pour tout trio i , x , u » o ù iS i iSn , x ç v et

u 6 V. , (\~ o)(x + u) appartient à (^^Kx) + u + V. - ; par suite, \ a

appartient à A[5)) .

On revient à l'étude de S(E) • Soient 0 et Q des ensembles finis; on

identifie chaque élément o de Z[o) (resp. T de 2[0) ) à la permutation de

0x0 qui à [x,y) fait correspondre [c(x),y) (resp. [x,T(y)) ); on remarquera

que CT et T commutent dans S[0xû) . Si G est un sous—groupe de 2(0) , on

identifie chaque application f de Q dans G à la permutation de 0x0 qui à

[x,y) fait correspondre (t(y)(x)»y) ; on note u l'ensemble de ces permuta-

tions.

Lemme 5. Supposons que |E| » p . Si A est un p—sous—groupe de 2(E) transitif

sur E , E admet une structure d'espace vectoriel sur St et un drapeau 5) tels

que l'on ait A c A(£l) ^ N(A) c NCA(S))) .

Démonstration ; On raisonne par récurrence sur |E| ; nous pouvons supposer que

\E\ > 1 • Soient A un p—sous—groupe de 2(E) transitif sur E , 0 l'ensemble

des orbites de î [A) dans E et 0 un élément de Q ; pour tout 0' 6 Q soit

a-, un élément de A tel que a ,(o) = 0' , et on choisit a » id . L'appli-

cation de 0x0 dans E qui à tout élément (x,0') de 0x0 fait correspondre

cr^,(x) est alors une bijection; dorénavant, nous identifions E à 0x0 à l'aida

de cette bijection. Soit o ç ^CEÎQ î pour tout 0' € 0 , la permutation

[a o.F10" n" où °" sa ^C0') stabilise 0 ; on note f l'application de 0
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dans 2[o) définie par la formule

f^[o«) = ̂ [[^.r^J ou o ' e n et o^cT^o') ;
en vertu des identifications faites, f et ^oC^) sont alors des permutations de

E qui stabilisent 0 et on a o = ^^nC0) •

Posons B = œ (A n S(E)rJ et C = ^(Â) î nous allons démontrer que

A c (B").C et N^CA) c: (B^.N^CB^N^CC)

Rappelons que NrfrnC8) et ^fn^^ se ^""^alisent ^u1'1 l'autre dans 2(E) ;

il est clair qu'ils normalisent B • Soit a 6 ^fc-^) î puisque ^fc^CA)

normalise î (A) , il stabilise Q et par conséquent, on a a s f ^fcr) î il sst

clair que ^C0) normalise C et que si ç appartient à A , il appartient à

C . De plus, pour tout 0' ê 0 , la permutation (a-,)"" oa «.^r.-.,^ normalise A

et si cr appartient à A , elle appartient à A 0 S(E).- ; par suite, f (0')

normalise B dans 2(0) et si o- appartient à A , il appartient à B . Enfin,

si 0' , 0" € Q , un simple calcul montre que f (d')(f [0"))'1" appartient à B .

Par conséquent, f appartient à [B ).NL<-^(B) et si o appartient à A , f

appartient à B • On en déduit les inclusions annoncées,

Comme A est transitif sur E , B et C sont respectivement transi-

tifs sur 0 et sur Q . Comme Ker(îT-J contient î (A) , C est abélien p-élé-

mentaire; par conséquent, C est régulier sur Q et l'application de C dans û

qui à a fait correspondre o[o) est bijective; elle induit sur Q une structure

d'espace vectoriel sur R telle que C coïncide avec l'ensemble des translations

et telle que 0 soit l'élément neutre. D'autre part, î [A) n'est pas transitif

sur E (cf. (12) , ch.5, th.l.l) et par suite, on a |o| < |E| ; d'après l'hypothè-

se de récurrence, 0 admet donc une structure d'espace vectoriel sur St et un

drapeau £>' = J Y ' j . _ tels que l'on ait
1 l^O,•••,n

BCA(S) ' ) et N^(B)c N^(A(5)'))

II résulte maintenant des assertions précédentes que (A(S)' ) ).C contient

A (car il contient (B°).C ) et que N^fc^) normalise (ACS'^.C (car

N^JB) et C se centralisent l'un l'autre et N^Q^C) normalise A(S)')° dans

E(E) ). D'autre part, à l'aide de l'identification de E et 0x0 , on'munit E

de la structure d'espace vectoriel produit; la suite S> a (v.}.. définieî isfO, • • •, n+1
par V. = V pour tout i S n et \f » E• 1 3 . n+l
est alors un drapeau de E muni de cette structure. Par conséquent, il suffit de

démontrer maintenant que A(S>) = (A(S)') ).C •

Comme C coïncide avec l'ensemble des translations de 0 , C est con-

tenu dans l'ensemble des translations de E , donc dans A(5)) « Nous allons.dé—
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montrer que A(5)) contient A(S)')" ; soient f ç A(S)')° et x « (x',0') un élé-

ment de E ; si u s (u',0") est un élément de V , (=* E) on a

f[x + u) s f(x) + u + (y,0)

où y = f(0' + 0")(x' + u') - t(0')(x'),- u' ,

et par suite, f[x + u) appartient à f(x) + u + V ; de plus, comme -f(O') ap-

partient à A(S>') , pour tout i où 1 S i ^ n , et tout u 6 V^ on a

f(0')(x' + u) » t(0')(x') + u + v où v 6 V^

et par suite, on a f(x + u) = f(x) + u + v , d'où il résulte que f(x + u) ap-

partient à" f(x) + u + V. . ; par conséquent, f appartient à A(S)) . Ceci dé-
1 — — 1 Q

montre que A(5)) contient (A(S>') ).C ; or, d'après le lemme 2, on a

|A(S))| « lAOS'îl^lûl

et par suite, A(S)) et (ACSî'j^.C ont le même ordre; on a donc l'égalité.

Nous sommes en mesure de calculer les p-sous-groupes essentiels de E(E)

qui sont transitifs sur E .

Proposition 1. Supposons que |E| a p et soit A ^n p-sous-groupe de 2(E,)

transitif sur E • Le groupe A est un p-sous-groupe essentiel de 2(E) si et

seulement si E admet une structure d'espace vectoriel sur ^ et un drapeau S)

de longueur h-1 tels que l'on ait A » A(5)) . S'il en est ainsi,, X(A)/A est

isomorphe à SL.(2,p) •

Démonstration: D'après le lemme 5, E admet une stucture d'espace vectoriel sur K

et un drapeau S) » JV, (. tels que A c A(S)) et N(A) <= N(A(2>)) ; si Ai i*o,•••,n
est un p-sous-groupe essentiel de 2(E) , on a A » 0 [N[A)) (cf. ch.II, déf.) et

par suite, A est égal à N.r^(A) , donc à A(S)) î par conséquent, il suffit de

démontrer que A(S)) est un p-sous-groupe essentiel de E(E) si et seulement si

n « h-1 et que lorsqu'il en est ainsi, X(A[S)))/A(S)) est isomorphe à SL-[2,p) .
n

D'après le lemme 4, N(A(S)))/A[S)) est isomorphe à n GL(V./V. ) ; par
i»1 - 1 " '

conséquent, A(5)) est un p-sous-groupe essentiel de S(E) si et seulement si le
n

groupe 1 est un p—sous—groupe essentiel de H GL[V./V. ,) (cf. ch.II, prop.10).
i»1 . '

Or, 1 est un p-sous—groupe essentiel de ce produit si et seulement s'il existe i

tel que 1 soit un p-sous-groupe essentiel de GL(V./V^J et tel que pour tout

j ^ i , GL(V./V.,) soit un p'-groupe (cf. ch.II, §2, cor.2); en outre, 1 est

un p-sous-groupe essentiel de GL(V./V^) si et seulement si dim(V^/V^) = 2

(cf. app.I, cor.2). On en déduit que A(Sï) est'un p-sous-groupe essentiel de E(E)

si et seulement si n a h-1 et que dans ce cas, N(A(5)))/A(S)) est isomorphe à

(R*)1'1""^ GL(2,p) ; on a donc dans ce cas X(A(3D))/A(S)) ^ SL(2,p) (cf. ch.II,

prop.10).
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Nous allons calculer maintenant les p—sous—groupes essentiels de 2(E)

qui satisfont à la condition 2 du lemme 1,

Proposition 2. Soit A ^n p-sous-groupe de £(E) .' Supposons qu'il existe une

orbite 0 ^e A dans E telle que ^(A) ne soit pas un S -groupe de E(o) .

Alors, A est un p-sous—groupe essentiel de S[E) si et seulement s'il satisfait

aux conditions suivantes

1. On a A » u^(A) x ^^(A) . .

2. Le groupe ^CA) est un p-sous-groupe essentiel de S(û) transitif

sur 0 et le groupe w pr^) est un S «"groupe de E[E-0) .. S'il en est ainsi,

X(A)/A est isomorphe à SL(2,p) .

Démonstration; D'après le lemme 1, si A est essentiel dans S(E) , il satisfait

aux conditions 1 et 2. Supposons que A satisfasse aux conditions 1 et 2 ; si 0'

est une orbite de A dans E-0 , tu,-,,[A) est alors un S -groupe de Z(0' ) ; par

conséquent, N[A) stabilise 0 et il est contenu dans 2(o) x S[E-0) . Posons

H s 2[0) x 2(E-0) ; d'après les conditions 1 et 2 , A est un p—sous—groupe

essentiel de H et X^[A)/A est isomorphe à ^fol^O^^O^ ^cf* ch•IIt §2'
cor.2); comme ("/-((A) est transitif sur 0 , il résulte de la proposition 1 que

^rnl^n^^n^ as t .isomorphe à SL.(2,p) . Comme N(A) » N^[A) , on en déduit

que A est un p—sous-groupe essentiel de 2[E) et que X(A)/A est isomorphe à

SL(2,p) (cf. ch.II, prop.10).

Il nous reste à calculer les p—sous—groupes essentiels de S(E) qui sa-

tisfont à la condition 1 du lemme 5. Nous étudions d'abord un cas particulier.

Lemme 6. Le groupe 1 est un p—sous—groupe essentiel de S[E) si et seulement si

l'une -des conditions suivantes est satisfaite (a) 5 Ss p ̂  |El î=s 2p (b) p s 2

^ |E| » 3 (c) p » 3 ^ 4^ |E| ^ 6 .

Démonstration : Soit P un S -groupe de 2(E) ; nous allons calculer M[l,P) •

Supposons que ]E| > 2p et soit K l'ensemble des cycles de longueur p de

£(E) ; on voit aisément que si o , T 6 K , il existe une suite (a. j .i i=o,•••,n
d'éléments de K telle que o a a , T = a et telle que si 1 ^s i ^ n , a

et a. commutent; par conséquent, comme M[l,P) contient au moins un élément de

K , M(l,P) contient K (cf. ch.II, lemme l); ainsi, pour tout a ê Z[E) ,

M(l,P) n Mtl,?)" contient K et par suite, a appartient à M(l,P) (cf. ch.II,

cond.[M2)); on a donc M(l,P) = 2[E) si |E| > 2p .

Si |E|< 2p , on a |p[ ^ p et par suite, on a M(l,P) = N(P) [cf.

ch.II, prop.2). Si p = 2 et |E| « 4 , 2(E) possède un 2—sous-groupe distingué

ion trivial et par suite, on a M[l,P) = S(E) [cf. ch.II, lemme l).
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Enfin, supposons que \E\ " 2p ^ 4 ; soient O*. , 0 les orbites de P

dans E et posons 0 s JO, ,0-} ; nous allons démontrer que M(l,P) « ^(E)o " ^e

groupe 2(EL contient N[P) et pour tout a 6 Z(E) - 2(E')Q » l'intersection

E[EL n [ZCELJ" stabilise la partition JO^ n cr^O.)^ , ^ . donc elle est

un p'-groupe; par conséquent, S[EL contient M[1,P) (cf. ch.II, déf.M[A,P)).

D'autre part, E(0 ) et £[0 } se centralisent l'un l'autre dans ï[E) et par

suite, chacun normalise l'intersection de P avec l'autre, d'où il résulte qu'ils

sont contenus dans M[l,P) [cf. ch.II, lemme l); comme ^[E). normalise

£(0 ) x E[0 ) , 2(EL est donc contenu dans M(l,P) (cf. ch.II, lemme l).

D'après le calcul précédent, on a M(l,P) ^ 2(E) si et seulement si l'une

des :->nditions [a),(b),[c) de l'énoncé est satisfaite, ce qui démontre le lemme,

Si 0 est un ensemble fini, H un sous—groupe de 2[û) et K un groupe

fini, on note K ^ H le produit en couronne de K par H {i.e. le produit semi-

direct de K par H , où H opère sur K permutant les composantes de chaque

élément); on identifie K et H à leurs images dans K ̂  H ; de plus, on iden-

tifie K au sous-groupe de K des applications constantes à l'aide du morphisme

diagonal. On note A[û) le groupe des permutations paires de Q et Z le groupe

2/nS -

Proposition 3. Soient A ^n p—sous—groupe de S[E) , Cl l'ensemble des orbites

^e A dans E de cardinal p e_t Q la réunion des 0, , k «^ o • Supposons

que pour toute orbite 0 ^e A dans E , ^nt^} soit un S —groupe de S[0) •

Alors, A est un p—sous—groupe essentiel de S(E) si et seulement s'il satisfait

aux conditions suivantes

1. On a A » n œ [A) .
——— 0 € 0 °

2. Il existe un entier h S o tel que pour tout k ̂  o différent de h ,

on ait |û>| <P et tel que l'une des conditions suivantes soit satisfaite (a)

5 :S p S |nJ :s 2p [b) p » 2 e^ |oJ» 3 (c) p = 3 eJE 4 ̂  |nJ ^ 6 (d)

p = 3 » |û.| ^ h ̂  1 . S'il en est ainsi, X(A)/A est isomorphe à

[(Z^-AC^J/CZ^ sj. p ^ 2 ĵ à 2(^ M P - 2 .

Démonstration; D'après le lemme 1, si A est essentiel dans S[E) , il satisfait

à la condition 1 ci—dessus; par conséquent, nous pouvons supposer que A a» n Pp.
0 6 0 "

où P- est un S —groupe de 2(0) pour tout 0 6 0 .D'après les lemmes 2 et 5,

si 0 est un élément de Û de cardinal p , 0 admet une structure d'espace

vectoriel sur K et un drapeau 5L de longueur k tels que l'on ait P-« = A(5L);

par conséquent, ^fi-n^n^D Bst isomorPhe à [z x ) C0^ lemme 4). Un simpla
calcul montre alors que N-r-'»[A)/A est isomorphe à II [[Z ) ^ S[û)] ;
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posons G, » [Z .) ~ S(0.) et G » II G, ; le groupe A est donc un p^sous—
k p-1 k k S: o K

groupe essentiel de S(E) si et seulement si 1 est un p—sous—groupe essentiel

de G et lorsqu'il en est ainsi, "X(A)/A est isomorphe à X [l) (cf. ch.II,

prop.10).

D'après le corollaire 2 du ch.II, §2, le groupe 1 est un p—sous-<?roupe

essentiel de G si et seulement s'il existe un entier h , h ̂  o , tel que 1

soit un p—sous—groupe essentiel de G, et tel que pour tout entier k , k d o

et k ^ h , G. soit un p'-groupe; de plus, dans ces conditions on a

xgd) = x^(i)
Or, G, est un p'-groupe si et seulement si l'on a |n.| < p • Par conséquent, il

suffit de démontrer que 1 est un p—sous—groupe essentiel de G. si et seulement

si l'une des conditions (a),(b),(c),(d) de.l'énoncé est satisfaite et que dans ce

cas, X ( l ) est isomorphe à [(Z ^ ̂  A(Oj]/[Z ^ ou à S(O-) suivant que

p ^ 2 ou que p s» 2 •

Posons H s G, et soit P un S —groupe de H .Si |Q . | ^2p , on a

rang[P) ^ 2 et par suite, M.,(l,P) contient 0 ,(h) [cf. ch.II, prop.4); dans ce

cas, 1 est un p—sous—groupe essentiel de H si et seulement s'il l'est de 2(Qt.)

[cf. ch.II, prop.9), donc si et seulement si p ^ 2 et |Q.| s 2p [cf. lemme 6).

Si |Qj < 2p , on a |p| ^ p et par suite, on a M^(l,P) « N^(P) (cf. ch.II,

prop.2); dans ce cas, 1 est un p-sous-groupe .essentiel de H si et seulement si

P n'est pas distingué dans H , donc si et seulement si soit 5 ̂  p ̂  |Q.| ,

soit p » 3 < |0^| , soit p = 3 = |Q^| et h ̂  1 , soit p » 2 < |Q.| . Par

conséquent, 1 est un p—sous—groupe essentiel de H si et seulement si l'une des

conditions [a),[b),[c),[d) de l'énoncé est satisfaite. En outre, on voit aisément

que H est isomorphe à [Z ) x (H/[Z ) ) ; si 1 est un p-sous-groupe es-

sentiel de H , le calcul des sous-groupes distingués de H/(Z ) montre que

X^[l) est isomorphe à [[Z ^ ~ A[n^)]/(Z ]^ si p ^ 2 et à E(Q^) si

P = 2 .
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APPENDICE III

Les foncteurs équilibrés dans les groupes infinis

Soient G un groupe, p un nombre premier et A un groupe fini abélien
p—élémentaire qui opère sur G • Un A-foncteur équilibré à valeurs dans G est
une application W de l'ensemble des sous—groupes non triviaux de A dans l'en-
semble^des p'—sous—groupes finis A-stables de G qui satisfait à la condition
suivante

( w ) Pour tout couple B , C de sous—groupes non triviaux de A. tels que
C c B , on a W ( B ) = W ( C ) n c ( B ) .
Par exemple, si H est un p'—sous—groupe fini A-stable de G , l'application qui
à tout sous—groupe non trivial B de A fait correspondre C , , ( B ) est un A-fonc-
teur équilibré à valeurs dans G • •

Soit W un A-foncteur équilibré à valeurs dans G ; d'après la condition
( w ) , ̂  B est un sous—groupe non trivial de A , B centralise W [ B ) . ; de plus,
Si B , C sont des sous—groupes non triviaux de A , on a

W ( B ) n Cg(c) = w ( c ) n Cg(B)
On pose | W | « H | w [ B ) | et w ( l ) = < U W ( B ) > , .

1 ̂  B C A I ^ B C - A
Soit H un sous—groupe de G • Si H est A-stable, l'application qui à

tout sous—groupe non trivial B de A fait correspondre W ( B ) 0 H , est un
/Woncteur équilibré à valeurs dans H (relativement à l'opération de A sur H
induite par celle de A sur G ) ; on le note Res., -W . On dit que H est unn, u
sous—groupe de ( A , W ) s'il satisfait aux conditions suivantes

( H l ) Le groupe H est A—stable,
(H2) Pour tout sous—groupe non trivial B ê A , on a C , , ( B ) c w ( B ) •

On remarquera que l'inclusion de la condition [H2) entraîne C , , ( B ) s W ( B ) 0 H . O n
voit aisément que pour tout sous—groupe non trivial B ê A , w ( B ) est un
sous-groupe de ( A , W ) et que tout sous-groupe A-stable d'un sous-groupe de ( A , W )
est un sous-groupe de ( A , w ) . Comme W [ A ) c w( B ) pour tout sous-groupe non tri-
vial B de A , le con.lugué d'un sous—groupe de ( A , W ) par un élément de W ( A )
est encore un sous—groupe de ( A , W ) • De plus, sĵ  K ej; L sont deux p'—sous-
groupes finis de ( A , W ) ( i . e . deux p'—sous—groupes finis de G qui vérifient ( H l )
et ( H 2 ) ) et si K.L « L.K , K.L est un p'-sous-groupe fini de ( A , w ) ; en effet,
K.L est alors un p'—sous—groupe fini de G qui est A-stable et pour tout sous-
groupe non trivial B de A , on a

C^J8) - C^B).GJB)
car le nombre de décompositions d'un élément de K.L en produit d'éléments de K
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et de L est premier à p ,
Soit K un sous—groupe distingué A-stable de G ; posons G = G/K et

pour tout sous-groupe H de G , notons H l'image de H dans G • L'applica-
tion qui à tout sous—groupe non trivial B de A fait correspondre W(Bj est un
A-foncteur équilibré à valeurs dans G [relativement à l'opération induite de A
sur G ) , que l'on note Cores —W ; en effet, si B , C sont des sous—groupes

U, U
non triviaux de A , on a

W[CJ 0 C (B J = WfiïJ n CjB) (cf. ch.VI, lemme l )
et par conséquent, l'application ci-dessus satisfait à la condition [ w ) , Soit H
un sous—groupe de G ; on voit aisément que ŝ  K est un sous—groupe de ( A , W )
j^ H est un sous—groupe de (A,Cores —W) , H,K est aussi un sous—groupe de
( A , W ) .

Nous allons étudier les p'—sous—groupes finis de ( A , W ) ; d'après les
conditions ( H l ) , ( H 2 ) et le lemme suivant, ŝ  | A | ̂  p , tout p'—sous—groupe fini
ê ( A , W ) est contenu dans w ( l ) .

Q

Lemme 1. Soit H un p'—groupe fini sur lequel A opère» Si | A | ̂  p , H est
engendré par la réunion des sous—groupes C . . C B ) ̂  B parcourt les sous—groupes
d'indice p de A .
Démonstration ; Le groupe A stabilise un S —groupe Q de H pour chaque q [cf.
( l 2 ) , e n , 6, th.2.2); nous pouvons donc supposer que H est un q-groupe où q est
un nombre premier ̂  p ; la démonstration est alors analogue à celle de ( l 2 ) , ch. 5,
th.3.16.

Soit q un nombre premier différent de p et Q un q-sous—groupe fini
de ( A , W ) ; on dit que Q est un S —groupe de ( A , W ) si pour tout sous—groupe
non trivial B de A , Q contient un S —groupe de W ( B ) . 1 1 est clair que
Q est un S —groupe de ( A , W ) si et seulement si

|RBSg^W| » |W|^

De plus, ŝ  | A | S p , tout S —groupe de ( A , W ) est un élément maximal de l'en-
semble des q-sous-groupes finis de ( A , W ) ; en effet, si on a Q c Q' , Q et
Q' étant respectivement un S —groupe et un q—sous—groupe fini de [ A , W ) , pour
tout sous—groupe non trivial B de A , on a alors

C^CB).» Q n W [ B ) = Q' n W [ B ) » CQ.CB) (cf. ( H 2 ) )
et par suite, on a Q = Q' (cf. [ H l ) et lemme l ) ; le théorème suivant montre que
la réciproque est vraie lorsque | A | Sî p .
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Théorème 1, Soient q un nombre premier différent de p ^b W uj] A-foncteur

équilibré à valeurs dans G • Q^ |A| ^ p , il existe un S -groupe Q j^je (A,W)

et pour tout q-sous-groupe fini- Q' ^e (A,W) , il existe z 6 WfA ] tel que l'on
ait Q' c Q2 .

Nous allons décomposer la démonstration du théorème en une suite de quatre

lemmes. Les notations sont toujours celles du théorème et nous supposons que

|A |Sp3 :

Lemme 2, Si Q. , Q? sont deux q-sous—groupes finis de (A,w) non contenus l'un

dans l'autre, il existe un g—sous—groupe fini Q ^e [A,W) et deux éléments z ,

z de W[A) tels que Q 0 Q soit strictement contenu dans les intersections
2 ̂  z 1 2 ——————————————————————————————————a n s ' e^ Q n Q " .

Démonstration; Posons Q = Q f1 Q ; d'après nos hypothèses, on a Q ^ Q, ,

i » 1 , 2 • Soit R. un élément minimal de l'ensemble des sous—groupes A-stables

de Q. qui contiennent strictement Q , i « 1 , 2 ^ Q est alors distingué

dans R. , le quotient R./Q est abélien q-élémentaire et A opère irréducti-

blement sur R./Q , i » 1 , 2 î par conséquent, l'image de A dans Aut(R./Q )

est cyclique [cf, [l2), en,3, th.2.3); comme |A| S p , on en déduit qu'il existe

un sous—groupe non trivial B de A qui opère trivialement sur R./Q et sur

R-/Q ; puisque R, est un sous—groupe de (A,W) , on a alors

^ as (W(B) n F^).QQ , i=1,2 (cf. [H2) et ch.VI, lemme l).

Posons L = W[B) n N-(Q ) ; puisque L est un p'—sous-groupe fini A-sta-

ble de G qui contient W(B) 0 R. , i=1,2 , il existe un S -groupe A-stable R

de L et deux éléments z , z de C.(A) tels que l'on ait
z.

W(B) n R^ c R 1 , i=1,2 [cf. [12), ch.â, th.2.2);

posons Q s R.Q ; nous allons démontrer que Q , z et z satisfont aux con-

ditions de l'énoncé. Puisque R et Q sont respectivement des q-sous—groupes

A-stables de W("B) et de Q , ils sont des q-sous-groupes finis de (A,W) et

par suite, il en est de même pour Q . De plus, on a C. (A) c: w[A) [cf. (w)) et

par suite, z et z appartiennent à W f A ) • Enfin, d'après les égalités et les
2^

inclusions ci—dessus, on a R. c Q , i=1,2 , et par suite, Q est stricte-

ment contenu dans Q. 0 Q 1 , i=1,2 (car Q ^ R. et R. c Q n Q 1 }.

Lemme 3. G^ Q , • • • , Q sont des q-sous—groupes finis de (A,w) , il existe des

éléments z ,.•., z ^e W[A) tels que le sous-groupe engendré par la réunion

des [Q.) , i=1,.«.,n , soit un q—sous—groupe fini de (A,W) •
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Démonstration: En raisonnant par récurrence sur n , on se ramène sans difficulté

au cas où n s.2 • Dans ce cas^ on raisonne par récurrence sur

|w| /|ReSg ^ Q gW| . Si l'un des groupes Q ou Q contient l'autre, on prend

z^ as z^ SB 1 • Supposons que Q et Q ne soient pas contenus l'un dans l'autre;-

il résulte des lemmes 1, 2 et de la condition [H2), qu'il existe un q-sous-groupe

fini Q de (A,W) , des éléments u , u de w[A) et des sous-groupes B , B

d'indice p de A tels que Q n Q 0 W[B.) soit strictement contenu dans

Q^ n Q 1 n W(B^) , i=1,2 . En vertu de l'hypothèse de récurrence, il existe

alors x , x , y , y ç W(A) tels que les sous—groupes
x ^y^i x u y

RI =< CQ^,) \ Q • • > et ^ » < ^ ] 2 , Q 2 2 >
soient des q—sous-groupes finis de CA,W) ; on a maintenant

0^ (Rj i i . i « 1 , 2
"1

et comme Q n W[B ) contient strictement Q 0 Q n W[B ) (et u 6 W[A) ), il

résulte à nouveau de l'hypothèse de récurrence, qu'il existe w , w 6 W(A) tels
que le sous—groupe Cu,y,r w (u^y-rV

R -< C^) ' ' \ CR^) >
soit un q-sous-groupe fini de (A,W) ; il suffit alors de prendre

\ ss î̂ î ^ î ' • is= 1 ' 2

Lemme 4, II existe un S -groupe de [A,W) ,

Démonstration: Pour tout sous-groupe non trivial B de A , soit Q un S -grou-

pe A-stable de W[B) [cf. (l2), en.6, th.2.2); en vertu du lernrne 3, il existe des

éléments z de W[A) tels que le sous—groupe Q engendré par la réunion des

(Qg) , où B parcourt les sous-groupes non triviaux de A , soit un q-sous-

groupe fini de [A,W) . Or, si B est un sous-groupe non trivial de A , on a

W(A) c w[B) [cf. (W)) et par suite, [Q ) B est encore un S -groupe de W(B) .

Par conséquent, Q est un S -groupe de (A,W) .

Lemme 5. Soient Q ^n S -groupe et Q' ^n q-sous-groupe fini de (A,w) » II

existe z ç W[A) tel que l'on ait Q' c. (̂  .

Démonstration: En vertu du lemme 3, il existe u, v € WfA) tels que le sous-groupe

R s < Q" , CQ' ̂  > soit un q-sous-groupe fini de (A,W) ; or, Q" est un élément

maximal de l'ensemble des q-sous-groupes finis de [A,W) (car il est un S -groupe

de C^W) ); par suite, on a R = Q" et il suffit de prendre z s uv"*1 .
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Corollaire, Les notations étant celles du théorème 1 , si | A | S p3 et si |w| est
une puissance de q , W [ 1 ) est l'unique S —groupe de ( A , W ) •
Démonstration ; D'après le théorème 1 , si | A | ̂  p » il existe un S —groupe Q de
( A , W ) et si | w | est une puissance de q , Q contient W [ l ) ; or, tout p'-
sous-groupe fini de [ A , W ) est contenu dans w ( l ) lorsque | A | S p2 [cf. ( H l ) ,
(H2) et lemme l ) ; on a donc Q » W ( l ) .

Théorème 2, Soit W j^ A-foncteur équilibré à valeurs dans G • Supposons que
| A | ̂  p^ et que G soit résoluble. Le groupe W ( l ) est alors un p '«-sous—groupe
fini de ( A , W ) .

Nous allons décomposer la démonstration du théorème 2 en une suite de
trois lemmes. Dans tous les lemmes nous supposons que | A | «S p •

Lemme 6, Soient W ĵ t W deux A—fondeurs équilibrés à valeurs dans G • Suppo-
sons que pour tout sous—groupe non trivial B ê A , W ( B ) normalise (resp.
centralise) W ' f B ) . Alors, w ( l ) normalise (resp. centralise] W ' ( l ) .
Démonstration ; D'après le lemme 1 appliqué à chaque W(B) , le groupe W [ 1 ) est
engendré par la réunion des w(C) où | A : C | a p ; il en est de même pour W ' [ l ) .
Par conséquent, il suffit de démontrer que pour tout couple B , C de sous—groupes
d'indice p de A , le groupe [w(B) , W ' ( c ) ] est contenu dans W ' ( l ) [resp.
égal à 1 ) ; or, comme | A | ̂  p , l'intersection ' B 0 C n'est pas triviale et on
a W [ B ) <= W[B 0 C) et W ' C c ) c w ' ( B H C) ( c f . ( w ) } ;
l'assertion résulte alors de nos hypothèses,

Lemme 7. Soit W j^n A-foncteur équilibré à valeurs dans G • Si pour tout sous-
groupe non trivial B ê A , W [ B ) est abélien, le groupe W ( l ) est un p'-
sous—groupe fini et abélien de ( A , w ) •
Démonstration ; D'après le lemme 6 , W ( l ) est alors abélien (on prend W s W ) ;
par conséquent, si B. , . , . , B sont les sous—groupes non triviaux de A , on a
Wfl) o W[B ) . . . . . W(B ) et par suite, w ( l ) est un p'-sous-groupe fini de
( A , W ) . -

Nous sommes en mesure de démontrer le théorème 2; nous allons démontrer un
résultat plus précis.

Lemme 8. Soit W n̂ A-foncteur équilibré à valeurs dans G • Supposons que l'on
ait 0 D ( G ) = 1 . Le groupe W ( l ) est alors un p'—sous—groupe fini de ( A , w ) .

nS: 1
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Démonstration ; On raisonne par récurrence sur | w | ; nous pouvons supposer que
l'on a W ( l ) s G ^ 1 . Posons W = Res r ^ W ; d'après nos hypothèses, on a

1 j1
D[GJ f G et par suite, il existe un sous—groupe norf trivial B de A tel que
l'on ait W ' ( B ) ̂  W ( B ) ; il résulte alors de l'hypothèse de récurrence, que W ' ( l )
est un p'-sous-groupe fini de ( A , W ) , donc de ( A , W ) • D'autre part, en vertu
du lemme 6, W ' [ l ) est distingué dans G ; posons i = G/ W ' [ l ) et î » Cores Ŵ ;
comme W ' ( l ) est un p'—sous-groupe fini de ( A , W ) , il suffit de démontrer main-
tenant que G est un p'—sous-groupe fini de ( A , W ) ; or, d'après nos hypothèses,
on a 'G » W ( l ) et pour tout sous-groupe non trivial B de . A , W ( B ) est abé-
lien [car on a D [ w ( B ) ) c w( B ) n D[ G ) c W ' ( l ) ) ; l'assertion résulte alors du lem-
me 7,

Corollaire, Supposons que | A | S; p et soit W uj] A-foncteur équilibré à valeurs
dans G • Tout sous—groupe résoluble de G qui est engendré par la réunion d'un
ensemble de p'—sous—groupes finis de ( A , W ) , est également un p'—sous—groupe fini
ê ( A , W ) .
Démonstration : Soit H un tel sous—groupe; d'après nos hypothèses, A stabilise
H . Posons W^ s Res W ; d'après le théorème 2, W . , ( l ) est un p'-sous-groupe
fini de [ A , W , , ) , donc de ( A , w ) ; or, il est clair que tout sous—groupe de
( A , W ) qui est contenu dans H , est un sous—groupe de [ A , W | , ) et on sait queM
W^[l) contient tous les p'-sous-groupes finis de [A.VU [cf. ( H l ) , [ H 2 ) et lemme
l ) ; d'après nos hypothèses, on a donc H = W , , ( l ) , ce qui démontre le corollaire,M

Théorème 3, Soit W n̂ A-foncteur équilibré à valeurs dans G • Supposons que
IAJ ̂  p et que, pour tout sous—groupe non trivial B ê A , W [ B ) soit réso-
luble, Le groupe W ( l ) est alors un p'-sous-groupe fini et résoluble de C A , W ) .

Nous allons établir d'abord quatre lemmes [le premier est démontré dans
[ l 0 ) , lemme 2,5, sous une forme légèrement différente),

Lemme 9. Soient q un nombre premier différent de p ê t H j^n p'—groupe fini
q-résoluble. Supposons que A opère sur H et que | A | ̂  p . On a alors

" 0^(8)) = 0^,(H) n G^A)
| A : B ( ss p

Démonstration: Posons K = 0 0 , ( C ^ [ B ) ) ; puisque, pour tout sous-groupe B
| A : B | = p q n

de A , on a 0 , ( H ) 0 C^(B) c o , ( C ^ [ B ) ) [cf. ( 0 3 ) ) , K contient 0 , [ H ) n c [ A ) ;
de plus, A opère trivialement sur K ; par conséquent, il suffit de démontrer
que K est contenu dans 0 , ( H ) . Posons H = H/0 , ( h ) ; en vertu du lemme 1 ,
0 ( H ) est engendré par la réunion des sous-groupes C- /•T-:'\fB) où B parcourt lesq q1 J
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sous-groupes d'indice p de A ; or, si B est un .tel groupe, K est contenu dans

"q'^H^^ et par suite» l'image i? de K dans îî est contenue dans 0 ,[C-[B))
[cf. ch.VI, lemme l), d'où il résulte que ÏÏ centralise C- r^W î on en déduit

q1 J

que K centralise 0^[H) ; comme H est q-résoluble et K est un q'-groupe, on
a donc i? s 1 [cf. [l2), ch.6, th.3.4).

Dans les trois lemmes suivants, les notations et les hypothèses sont cel-

les du théorème. Pour tout nombre premier q différent de p et tout sous-groupe
B de A d'ordre^ p , on pose

^B) s |B:CÎ , p0^"
on voit aisément à l'aide de la condition [w), que V (B) est un g'-sous-groupe
distingué de W[B) . q

Lemme 10. §^ |w| est divisible par deux nombres premiers distincts, il existe un

nombre premier q qui divise |w| et uh sous-groupe B ^ A d'ordre ̂  p2 tels
que l'on ait V [B) ^ 1 .

Démonstration; Soient q et r deux nombres premiers distincts et supposons

qu'ils divisent |w| .Soit Q un S^-groupe de ' [A,W) (cf. th. l); puisque q

divise |w| , on a Q ^ l ; soient Z un élément minimal de l'ensemble des sous-

groupes non triviaux A-stables de Z[Q) et B le noyau de l'opération de A sur
Z ; il est clair que Z est un groupe abélien q-élémentaire sur lequel A opère

irréductiblement et par suite, on a |B| ^ p3 (cf. (12). ch.3, th.2.3). Démontrons

d'abord que pour tout sous-groupe non trivial C de B , on a

zco^Cwfc) ) ;
comme W[C) contient Cg[C) [ c f . [ H 2 ) ) , o n a Z c w[C) ; de plus, Z centralise

Q et celui-ci contient un S -̂groupe de W(C) ; comme W[C) est résoluble, il en
résulte l'inclusion annoncée [cf. [12), ch.6, th.3.3).

On distingue deux cas suivant que l'ensemble 31 des q'-sous-groupes finis

de [A,W) qui sont normalisés et non. centralisés par Z , est vide ou non. Suppo-

sons que 31 soit vide; nous allons démontrer que l'on a Z c V [B) . Soit C un

sous-groupe non trivial de B ; puisque 0^[w[C}) contient ̂  . Z normalise

Oq.fw[c)} et puisque 31 » 0 , il le centralise; on en déduit que Z est contenu

dans 0^[W[C)) , donc dans 0^,.[w[C)} . Comme ceci est vrai pour tout sous-groupe
d'indice p de B , on a donc Z c: y [B) .

Supposons que 31 soit non vide; soient N un élément minimal de 31 et

C le noyau de l'opération de B sur N ; nous allons démontrer que l'on a

|C| ^ p2 et NC y [C)

Notons L le produit semi-direct de Z et A [avec l'opération induite de A
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sur Z ) ; il est clair que la conjugaison et l'opération de A sur G induissent
une opération de L sur 6 et que N est un élément minimal de l'ensemble des
ip,q|'-sous-groupes finis L-stableë de G qui ne sont pas centralisés par Z . On
en déduit aisément que N est un s-groupe, s étant un nombre premier différent
de p et q (cf. ( l 2 ) , ch.6, th.2.2), que l'on a N = [Z , N]. (cf. ( l 2 ) , ch.5,.
th.3.5) et que L opère irréductiblement sur N/t(N) (cf. ( l 2 ) , ch.3, t h . 3 . l ) .
Par conséquent, les noyaux des opérations de L sur N et sur N/*(N) coïncident
(cf. ( 1 2 ) , ch.5, th.1.4) et l'image de Z(L) dans Aut(N/t(N)) est cyclique (cf.
( 1 2 ) , ch.3, t h . 2 . 2 ) ; comme B c z(L) , on en déduit que l'on a | c | ̂  p2 .
D'autre part, soit D un sous-groupe non trivial de C ; comme 0 centralise N ,
on a M c w(D) (cf. ( H 2 ) ) ; or, on a N a [Z , N] et nous avons démontré ci-dessus
que l'on a Z c: o , ( w ( D ) ) ; on en déduit que M c o , ( w ( D ) ) (car N est un q'-
groupe). Comme ceci est vrai pour tout sous—groupe d'indice p de C , on a donc
N C V ^ ( C ) .

Lemme 11. Soit q un nombre premier ̂  p . Si B , C sont des sous-groupes de A
0d'ordres S; p tels que C c B , on a

V^(B) » V^(C) n Cg(B)

Démonstration ; II est clair que B centralise V ( B ) ; par conséquent, nous pou-
vons supposer que C ̂  B • Soit D un sous—groupe d'indice p de C ; puisque
D centralise W(D) , l'opération de A sur G induit une opération de B/D sur
W(D ) ; comme |B/D| ̂  p2 il résulte du lemme 9 et de la condition ( w ) , que
0 , ( W ( D ) ) n C ( B ) est égal à l'intersection des 0 , ( w ( E ) ) , où E parcourt les
sous-groupes d'indice p de B qui contiennent D ; or, tout sous—groupe d'indi-
ce p de B contient un sous—groupe d'indice p de C ; on en déduit les égali-
tés suivantes

v^(c) n c^(B) « ( n O ^ . ( W ( D ) ) ) n Cg(B) » n o ^ . ( w ( E ) ) » V^(B)
| C : D | » p | B : E | « p

ce qui démontre le lemme,

Si q est un nombre premier différent de p et 'si C est un sous—groupe
d'ordre p de A , on note V ( C ) le sous—groupe de G engendré par la réunion
des V ( B ) où B parcourt les sous—groupes de A qui contiennent strictement
C ; de plus, on note V l'application qui à tout sous—groupe non trivial B de
A fait correspondre V ( B ) •

Lemme 12, Soit q un nombre premier ^ p • Pour tout sous—groupe non trivial B

de A , V (B) est un q'«»sous-groupe distingué de W(B) • De plus, V est unde A , V (B) est un q'«»sous-groupe distingué de W(B) • De plus, V est un— q ———— -•—"—-—— q ™-—"—'—— q ———— -•—"—-—— q
A-foncteur équilibré à valeurs dans G •
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Démonstration ; Nous allons démontrer les deux assertions en même temps. Si C est
un sous-groupe de A d'ordre ̂  p , on sait déjà que V ( c ) est un q'-sous-groupe
distingué de W[c) et que pour tout sous—groupe B de A qui contient C , on a

V ^ ( B ) , » V ( C ) 0 C ( B ) (cf. lemme 1 1 ) .
Dorénavant, C est un sous—groupe d'ordre p de A . Si B est un sous—groupe
de A d'ordre ̂  p2 qui contient C , on a V ( B ) c n , ( w ( C ) ) ; en effet,'en
vertu du lemme 11, il suffit de démontrer l'inclusion lorsque | B | = p , auquel
cas elle résulte de la définition de V [ B ) ; en particulier, ceci démontre que
V ( C ) est un q'-sous—groupe de W(c) •

Puisque C centralise W(C) , l'opération de A sur G induit une opé-
ration de A/C sur W(c) ; nous allons définir deux [ A/C )—fondeurs équilibrés à
valeurs dans W(c) , relativement à cette opération. On note Wp et V ., les
applications qui à tout sous-groupe non trivial B/C de A/C font correspondre
respectivement W( B ) et V ( B ) ; on démontre aisément à l'aide de la condition
(w ) et du lemme 11, qu'elles sont des (A/C)-foncteurs équilibrés à valeurs dans
W(C) . De plus, d'après le lemme 1 appliqué à A/C opérant sur w[C) et d'après
la définition de V ( C ) , on a

Wp(l ) « W(C) et V^(1) » V^(C)
Nous sommes en mesure de démontrer que W[C) normalise V ( C ) et que

pour tout sous—groupe B de A qui contient C , on a
V^(B) » V^(C) H Cg(B)

La première assertion résulte des égalités précédentes et du lemme 6 appliqué à W-\ ^ u
et V „ ; en effet, on a |A/c| S p et on sait que pour tout sous—groupe D deq»L' p
A d'ordre^ p , V CD) est distingué dans W(o) . Démontrons la deuxième; C
centralise W[c) et celui-ci contient V ( C ) ; nous pouvons donc supposer que
B ̂  C . Comme W(c) est résoluble, il résulte du théorème 2 que V p ( l ) est unq,( _ »
sous-groupe de (A/C.V -) ; comme V p [ l ) SB V ( c ) , on en déduitq, b q , u q

VqCcLn Cg(B) « v^(i) n C^CB/C) = V^B) (cf. ( H 2 ) ) .

Démonstration du théorème; On raisonne par récurrence sur | w | ; nous pouvons sup-
poser que l'on a w ( l ) a G ; de plus, en vertu du corollaire du théorème 1 , nous
pouvons supposer que | w | est divisible par deux nombres premiers distincts. Dans
ce cas, en vertu du lemme 10, il existe un nombre premier . q qui divise | w | et
tel que l'on ait |v | ^ 1 • D'autre part, en vertu du lemme 12, q ne divise pas
|v | et pour tout sous—groupe non trivial B de A , W ( B ) contient et normalise
V ( B ) . Par conséquent, d'après l'hypothèse de récurrence, V ( l ) est un p'-sous-
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groupe fini et résoluble de [ A , V ^ ) et d'après le lemme 6 , il est distingué dans
G (car G = W [ l ) ) .

Posons S=G/V^[1) et W » CoreSg gW ; puisque V ( l ) est un sous-
groupe de ( A , V ^ ) , il est un sous-groupe de ( A , W ) et par suite, il suffit de
démontrer maintenant que ? est un p'-sous-groupe fini et résoluble de ( A , w )
On voit aisément que l'on a S = W ( 1 ) et que | w | divise | w | / | V | ; comme
|v | ^ 1 , l'assertion résulte à nouveau de l'hypothèse de récurrence,
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