LUIS PUIG
Structure locale dans les groupes finis

Mémoires de la S. M. F., tome 47 (1976)
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1976__47__5_0>

© Mémoires de 1a S. M. F.,, 1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http:/smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1976__47__5_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull., Soc. math, France,
Mémoire 47, 1976, 132 p.

STRUCTURE LOCALE DANS LES GROUPES FINIS
par Luis PUIG (*)
CuN.R.S., Univ, Paris ?

TABLE DES MATIERES

INDEX DES NOTATIONS & o o o s o o o o s o o s s s s 2 s s s s s o s &«
INTRODUCTION ¢ o o o o o o ¢ o o s s o s o« s s s ¢ o o s s o o 0 o«
§1, Notations et références o« o« « o o o o s o o o o s ¢ o s s »
CHAPITRE I, La définition des p=localitéS ¢ o« o« o o o o « o o o o« o @
§1., La catégorie assoCi€e o o « s o o o o s s o s s ¢ s s o o @
§2, Les morphismes et 1'équivalence . « o« « o o s s s o o s & @
§3. La restriction et 1e contrBle « o s o o o o o o ¢ s o o o
84, Quelques remarques sur les catégories assoCi€es . « « o o &
CHAPITRE II, Les p=sous=groupes essentiels et leurs normalisateurs .,
§1. Le normalisateur d'un p=sous—groupe essentiel . « ¢« o « & &
§2. Sous=groupes, quotients et produits o« « « « o« o o o o o o &
CHAPITRE III. Les doubles fléches & but maximal « o« « o o o o s s & &
§l Un exempPle « o« o o o o o s o o s s s o s s o o s o o o o o o
§2. Une application o « o o s o o o s s s s s s o s o s s s & &
CHAPITRE IV. Les sous=groupes de (u,w)-contrﬁle « o 8 8 8 s e s s o @
§1. Les p=sous=groupes (U, W)=normauxX « o « o o « s o o o o o & &
§2, Une application o o o « o o o o o s s s s s o s s s o s o
CHAPITRE Ve La C=10calité o o« « o o o o o o o o s o s s ¢ s ¢ s o o o
CHAPITRE VI. Les p=localités & épimorphiSmes . o « « o« s o o o o s o
§1, La O=localité et la p=~Contrainte « « « o « o s s o s o o« o o
§2, Les g-sous=groupes d'une p-=localité a épimorphismes . . o »
CHAPITRE VII, La relation de similitude o« « o « o « ¢ o o o o s o o &
CHAPITRE VIII. Un exemple de liaison entre deux localitésS « o« o« o o »
CHAPITRE IX, Sur l'existence d'un M=complément normal « « « o o o« o «
APPENDICE I. Les p-sous—groupes essentiels des groupes du type de Lie
APPENDICE II. Les p=-sous—groupes essentiels des groupes symétriques .
APPENDICE III. Les foncteurs équilibrés dans les groupes infinis ., .,
BIBLIOGRAPHIE o v o o o o o o o o « o o o s o s s s s s s s s s s o &

(*) Thése Sc. math,, Paris 1975, Univ. P. et M. Curie

14
17
17
18
21
22

28
30

42
a3
a6
49
51

3888

78
87
98
101
112
121
131



INDEX DES NOTATIONS

<X>, XY, )Y, Y yex] y Y] DNYaY] e e e e e e e e e e e e e 14
N(X) 5 Cy(X) 4 N(X) , €(X) 4 2(8) , B(B) s B"(B) v v v v v v v v e a 14
A=B,y JE| « o o o o o o o s ¢ o s o s o s s o s s s s s s s s e s e ae s 14
m,p, N, e 15
0(8) » Gu(6) 4 Gugpa(B) s sve s e v v vt e v e v aae s s e 15
¢(P) , a,(P), (rsp), (p,psp) (groupe de type), rang(P) , p-rang(G) « « . . . 15
z,2,, %), A(E) , Tln,e") , BL(np™) , sL(np™) L TU(m™™) L L 15
u(n,p2™) , su(n,p") , PrL(n,e™) , PEL(n,p™) , PSL(n,p™) , PIU(M,PZ™) v v . . 15
(W), W(A) , WY, T(BLA) By e v v e e e e e 17
YBA) , (BixyA)y s (BixyA) et i 18
RESH,GM » Res, oW, ResH’G(QI,W) , ResH,Gﬂw .................. 21
MAP) s MG(AP) o v v e e it i i e it i e s i e i e 25
X(A) s Xg(A) o e e e i e i i i e s i e e s s e 28
S(A) 1 85(A) @ e s it i i i e e .29
DoV, (BixyysA)y s (BiyysA) 4 e vt i v et et e et s ennaseans 3
R ittt i ittt i e i i e e 35
WA) b CA) L O(A) 4o v v v s v s o et nnsnssnesassnnonsss 38
My Cpo oo ot o nnnoeesonanssssssanasssssonans a9
ResH,GD .................................... 46
I () P (- 53
I (o] ) 54
O(A) y O5(A) @ v v v e s s i it e et s et e e 68
(PyPyPrese) (OTOUPE B LYPE) & 4 o o o o o o s o o 6 s o 6 s s o s o s o o oo 73



INTRODUCTION

Soient G un groupe fini et p un nombre premier. L'usage semble mainte-
nant établi de baptiser "étude locale de G " l'ensemble des questions liées & 1'é=
tude des p-sous—groupes de G et de leurs normalisateurs (voir par exemple (8), §1
et (13), §2.1). Ce mémoire a un double but: donner = et utiliser = une définition

précise de ce que 1'on peut entendre par "étude locale" et contribuer & cette étude,

Comme dans d'autres domaines des mathématiques, il semble raisonnable
d'espérer obtenir une classification des "structures locales" des groupes finis
plus facilement qu'une classification globale, encore hypothétigue, Dans cette voie,
le travail présenté ici nous permet

(a) d'organiser certaines notions connues comme les "p—constrained groups"
(ef. (12), ch.8), les "signalizer functors" (cf. (10), (11) et (13), §3.1), les
p-sous—groupes "controlling strong fusion" (cf, (9)) et les sous—groupes "stark
eingebettet" (cf, (2)),

(b) de proposer une méthode pour "1'étude locale", du moins dans la situs=
tion considérée au chapitre VIII,

(c) d'introduire et d'utiliser certaines notions nouvelles comme les dou=

bles flaches & but maximal et les p=sous—groupes essentiels,

Les exemples qui suivent peuvent &tre considérés comme se rattachant &
"1'étude locale"; ils nous permettront de  justifier la définition de "p-localité"

donnée ultérieurement,

1. Un théordme de Frobenius affirme: si pour tout p~sous—groupe non tri-

viel A de G, NG(A)/CG(A) est un p-groupe, le groupe G possiéde un p-complé-
ment normal (cf. (12), ch,?, th.4.5). Ici 1'hypothése est "locale" dans la mesure
ol elle ne fait intervenir que NG(A) , mais on remarguera qu'il suffit de cone
naftre NG(A)/CG(A) . .

2, Soit T un sous=groupe distingué d'un Sp-groupe S de G ; suivant
la terminologie de (9), on dit que T contrfle la fusion forte ("controls strong

fusion") dans S , s'il satisfait & la condition suivante
(F)si AC€S , x€G et A*Cs , il existe n € Ny(T) et z € Cy(A)

tels que 1l'on ait x = zn ,

Dans ce cas, le sous=groupe N = NG(T) contient une certaine "information locale"
sur G ; en effet, si A est un p-sous—groupe de N , les groupes NN(A)/CN(A)
et NG(A)/CG(A) sont isomorphes (& rapprocher de l'exemple 1); plus généralement,
on remarquera que si A et B sont des p=souse~groupes de N , tout homomorphis—
me de A dans B qui est induit par un automorphisme intérieur de G , l'est par

un automorphisme intérieur de N



Le langage des catégories semble ici coﬁmode pour formuler cette remarque;
en effet, soit §; (resp, €, )
pes de G (resp. de N ) et dont les morphismes sont les homomorphismes induits
par les automorphismes intérieurs de G (resp. N ), la composition des morphismes
étant la composition des applications; si la condition (F) est satisfaite, 1'inclu=

sionde N dans G induit une équivalence de catégories entre €, et & -

la catégorie dont les objets sont les p=sous—grou-—

3. Pour calculer les composantes p-primaires des groupes de co=homologie
de G (cf. (4), ch.XII, th.10,1), il suffit de connaitre le systéme formé par les
groupes de co-homologie des pesous=groupes de G et par les homomorphismes induits
par les inclusions et par la conjugaison par des éléments de G . On remarguera
que la connaissance des p=souse—groupes non triviaux de G et de leurs normalisa=
teurs n'est plus suffisante: étant donnés deux p=sousegroupes A, B de G , il

faut connaitre l'ensemble des x € G tels que xAx-1 cB .

Ici encore, le langage des catégories s'avére commode; considérons la ca=
tégorie Gé dont les objets sont les pesous=groupes de G et dont les morphismes

Tc B , la composition des

entre deux objets A, B sont les x € G tels que xAX
morphismes étant le produit des éléments; la co=homologie définit alors un fancteur

contravariant h de €} dans la catégorie des Z-modules gradués (cf. ch,III, §2)

et d'aprés le théoréme 10,1 de (4), ch XII, la composante p=primaire de la co=homo-

logie de G est isomorphe & la limite projective de h

Ces considérations nous aménent & introduire, pour "1l'étude locale", les

notions suivantes

p~localité (cf, ch.I)

On appelle "p-localité de G " tout couple (¥%,W) formé d'un ensemble non
vide U de p-sgus-—groupes de G et d'une application W de ¥ dans l'ensemble
des sous—groupes de G , satisfaisant aux conditions (L1), (L2) et (L3) du ch.I.

Ainsi, dans "l'étude locale" correspondant aux exemples 1 et 2, on consi-
dére la p~localité définie en prenant U égal & 1'ensemble des p-sous-—groupes de
G et en posant W(A) = CG(A) pour tout A € 4 (on 1l'sppelle la C-localité de G).
Pour 1l'exemple 3, l'ensemble‘ A est le mBme et 1l'application W est telle que

W(A) = 1 pour tout A€ ¥ (on 1'appelle la 1-localité de G ).

catégorie associée & une p-localité (cf. ch.I, §1)

Etant donnée une p-localité (¥,W) , on lui associe la catégorie Mw dé—
finie par: les objets de Nw sont les éléments de U ; si A,B €YU , les mor=
phismes de A dans B sont déterminés par les triplets (B,x,A) tels que AC B,
deux triplets (B,x,A), (B,y,A) déterminant le méme morphisme si x 'y appartient

& W(A) ; la composition des morphismes est définie par le produit des éléments.



Ainsi, les catégories GG et Gé introduites dans les exemples 2 et 3 sont

les catégories associées aux p=localités correspondantes,

équivalence des p-localités (cf. ch.I, §2)
On dit que deux p-localités (4,W) et (U',W') de deux groupes finis G

et GB' sont équivalentes s‘il existe un foncteur de Nw dans N&, qui est une

équivalence de catégories,

Ainsi, dans 1l'exemple 2, si la condition (F) est satisfaite, les C-locali-

tés de G et de N sont équivalentes.

L'étude locale de G relativement & p est, pour nous, 1l'étude des

classes d'équivalence des p=localités de G .

(a) Organiser certaines notions connues
Soit (¥,W) une p-localité de G . Il est raisonnable d'étudier les sous=

groupes H de G qui possédent une p-localité (¥U',W') pour laguelle 1l'inclusion
de H dans G induit une éguivalence de catégories entre ﬂw et Uw, ; de tels

sous—groupes sont appelés sous—groupes de (4,W)=contréle de G (cf. ch.I, §3);

cette notion recouvre

-~ la notion de contrfle de la fusion forte de (9),

- la notion de sous=groupe "stark eingebettet" de (2),
(voir les exemples 1 et 2 du ch.I, §3).

Tout morphisme de ¥, est un monomorphisme (cf. ch,I, §4) et on peut se
démander pour quelles p=localités, tout morphisme est aussi un épimorphisme; de

telles p=localités sont appelées p=localités & épimorphismes et on montre au chapi-

tre VI qu'elles font apparaltre la notion de "signalizer functor" de (10). En outre,
*

on introduit au méme chapitre une certaine p=localité de G (lg 0 -localité) qui

est & épimorphismes si et seulement si, suivant la terminolegie de (12), ch.8, le

normalisateur de tout p=sous=~groupe non trivial de G est "p=constrained",

(b) Une méthods pour 1'étude locale

On commence par étudier la C-localité définie ci=dessus (cf. ch,V) dont
1l'avatage réside dans le fait que les morphismes de sa catégorie associée sont des
"vrais" homomorphismes de groupeé; ensuite, on établit des critéres permettant le
"transport" de 1'information vers les p-localités "plus fines" (cf. ch,VII), le but
étant de connaitre la "plus fine" de toutes, la 1-localité., De ce point de wue, les

N

‘p-localités & épimorphismes (cf, ch.VI) sont déja "assez proches" de la 1=localité.

Illustrons ces idées dans la situation suivante: p 'gg g sont deux

nombres premiers différents de 2 et de 3 gui divisent |G| et le normalisateur

de tout p=sous—groupe (resp. q—sous—groupe) non _trivial de G est p=résoluble
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(resp. g-résoluble). L'étude des C~localités de G relatives & p et & g montre

1'existence d'un p=sous—groupe A et d'un g=sous=groupe B non triviaux tels que
NG(A) et NG(B) soient respectivement des sous-groupes de G-contrfle de G relati-
vement & p eta q (cf. ch., V, th,1); les "critdres de transport" établis au
chapitre VII montrent alors que N (A) et N (B) sont aussi des sousegroupes de

0 -contrale de G relativement @ p et a g ; en outre, d'aprés nos hypothéses,
les O —local1tés de G relatives 8 p et & g sont & épimorphismes (cf, ch.VI,
prop.5); sous certaines hypothdses (cf. ch.VIII, th.), il existe alors un {p,q}-
sous—groupe non trivial F de G tel que NG(F) soit un sous=groupe de 0*—con-
trfle de G & la fois pour p et pour g,

A 1'aide de cette démarche, on démontre au chapitre IX un critére d'exis=

tence d'un M=complément normal,

(c) Doubles flaches & but maximal et p-sous—groupes essentiels

Soient (u,w) une p-localité de G et f un foncteur contravariant de
Nw dans la catégorie des Z-modules: on s'intérésse & la limite projective L de
f (a rapprocher de 1'exemple 3 ci-~dessus). On voit aisément que si P est un S -
groupe de G , le module L est isomorphe & 1l'intersection des sous-modules
Ker(f(a) - f(B)) de f(P), ot (@,p) parcourt l'ensemble des couples de Y, ~mor-
phismes ayant méme source et P comme but, Cependant, pour calculer L , il est
superflu de calculer tous ces noyaux; en effet, soient A un élément de ¥ , o ,
B, vy des Nw-morphismes de A dans P et & un ﬂw—morphisme ayant A comme
but; on a alors les inclusions suivantes

Ker(f(a) = £(B)) N Ker(f(B) = £(v)) < Ker(f(a) = £(v)) ,
Ker(f(a) = £(B)) < Ker(f(as) - (B8))

Ceci nous améne & considérer (cf. ch,III) l'ensemble D des couples
(a,B) de Nw-morphismes tels que @ et P aient mBme source et un méme Sp-groupe
de G comme but, et & le munir des pseudopérations suivantes
(«,8) + (By¥) = (ayv) )
(«yB)ed = (x6,86) et eo(a,p) = (ea,ep) ,
ot @, B, Yy sont des Ww-morphismes ayant méme source A et méme but B, et 6
(respe € ) est un Y ~morphisme ayant A comme but (respe B comme source); on dit

q'un sous-ensemble C de D est un systdme directeur de D si tout élément de D

est égal a une "combinaison linéaire" d'éléments de CU U, oi U est l'ensemble
des éléments de D dont la source est un Sp-groupe de G . D'aprés les inclusions
ci=dessus, pour calculer L , il suffit alors de connaitre un systéme directeur de
D et les points fixes de NG(P) dans f(P) .

Le calcul des systémes directeurs de D (cf, ch.III) dépend uniguement
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de la connaissance des normalisateurs de certains p-sous-—groupes de G ; ces p=Sous=—

groupes sont appelés pesous—groupes (Y,W)-essentiels ou simplement, essentiels

lorsqu'il s'agit de la 1=localité de G ; ils semblent jouer un réle privilégié
dans la structure locale de G ; par exemple, dans un groupe de Chevalley sur un
corps fini de caractéristique p (cf, app.I), il y a une bijection canonique entre
1'ensemble des classes de conjugaison des p=sous-groupes essentiels et l'ensemble
des sommets du diagramme de Dynkin correspondant, Pour la C=localité et pour

p2 5, on exhibe (cF. ch,V) un systéme directeur particuligrement simple, en

étudiant les normalisateurs des p=sous—groupes C-essentiels de G ,

Ce mémoire est divisé en neuf chapitres et trois appendices; le plan suit
de prés la méthode proposée ci-dessus

~ "théorie générale" sur une p-localité quelconque (ch,IIT et ch,IV),

- étude de la C-localité (ch,V), )

- étude des p=localités & épimorphismes et de la 0*~localits (chevr),

~ "critéres de transport" des propriétés (ch.VII).

Dans le chapitre I, on introduit les notions de p=-localité, de catégorie
associée & une p=localité (§1) et d'équivalende des p-localités (§2). Au §2, on
étudie sous quelles conditions un homomorphisme entre deux groupes finis induit une
équivalence entre deux p=localités; ceci est surtout utilisé lorsqu'il s'agit d'un
groupe, d'un sous—-groupe et de l'homomorphisme d'inclusion (§3), c'est & dire, dans
le cas des sous-groupes de (¥%,W)-contrfle. Dans le §4, on montre que les catégories
associées aux p=localités de G sont la solution d'un certain "probléme universel";

ceci n'est pas utilisé dans la suite,

Les p=sous=groupes essentiels et leurs normalisateurs sont un outil dont
on se sert constamment dans tout le mémoire; on les introduit au chapitre II, Si
A est un p=sous-groupe de G et P est un § -=groupe de G contenant A , on
définit d'abord le sous-groupe MG(A,P) de NG(A) ; on dit que A est un p=sous-
groupe essentiel de G si MG(A,P) # NG(A) . D'aprés la proposition 2, le groupe
MG(A,P) est égal au groupe M(T) de (8), app.A3, section 3, pour A= T et
P=5, Au §1, on démontre que si A est essentiel, NG(A)/A posséde un plus
petit sous—groupe distingué d'ordre divisible par p ; on note XG(A) son image
réciproque dans NG(A) et on démontre que XG(A)/Opp,(XG(A)) est simple. Au §2,
on étudie le rapport entre les p=sousegroupes essentiels de G et les p=souse
groupes essentiels de ses souse=groupes et de ses quotients; en particulier, on

calcule les p=-sous=groupes essentiels d'un produit direct.

Dans les appendices I et II, on calcule les p=sous=groupes essentiels des

groupes de Chevalley sur un corps fini de caractéristique p , des groupes "tordus®
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correspondants et des groupes symétriques, L'appendice II (les p-sous—groupes
essentiels des groupes symétriques) n'utilise que le contenu du chapitre II et le
corollaire 2 de 1'app.I gqui peut se démontrer directement sans difficulté. Par
contre, l'appendice I utilise des résultats du chapitre III.

Dans le chapitre III, on détermine les systémes directeurs de 1l'ensemble
D des doubles fléches & but maximal d'une p-localité (¥,W) de G ., Il s'avére
utile de distinguer dans D deux sortes d'éléments: les réductibles (i.e. en
quelgue sorte, les éléments "non générateurs": voir lemme S5) et les irréductibles;
en particulier, lorsque (¥%,W) est la 1-localité de G , on retrouve le sous=
groupe MG(A,P) comme étant l'ensemble des x € NG(A) tels que la double fléche
(P,1,x,A)1 soit réductible (cf, ths1), et les p=sous—groupes essentiels comme
étant les sources des éléments irréductibles (cf. cor.2 du th.1); ainsi, dans
1'appendice I, on calcule les p=sous—groupes essentiels des groupes de Chevalley et
des groupes "tordus", en exhibant un systéme directeur de D . Au §1, on montre que
le théoréme principal de (1) est une conséguence de nos résultats, Au §2, on les
applique au calcul des composantes p-primaires des groupes d'homologie et de co-
homologie de G , mais la démarche serait la mfme pour le calcul de la limite pro-
jective de n'importe quel foncteur contravariant de ﬂw dans la catégorie des

Z-modules,

A 1'aide des p=sous-groupes (¥,W)-essentiels (définis au chapitre III), on
donne au chapitre IV des critéres pour qu'un sous-groupe H de G soit un souse
groupe de (¥,W)-contrfle; le corollaire 1 de la prop.1 énonce le critére le plus
utilisé par la suite; au §2, on 1'utilise pour donner une nouvelle démonstration
d'un résultat de R, Baer. Au §1, on décrit sous quelles conditions le normalisateur
d'un élément A de ¥ est un sous~groupe de (¥,W)=contrfle; en particulier, on
met en évidence le caractére (¥,W)-local de tels éléments (i.e. leurs images ont la

méme propriété dans n'importe guelle p-localité équivalente).

Les deux théorémes sur la C-localité de G que l'on établit au chapitre
V, utilisent la construction, pour tout pegroupe fini P , d'un certain souse—groupe
L(P) , qui est & rapprocher de la construction de J(P) et de K_(P) décrite dans
(8), §13 et §14, Soit P un S -groupe de G ; le théoréme 1 affirme que si G est
p=stable, NG(Z(L(P))) est un sous=groupe de C=contrfle de G ; ce théoréme est
analogue au théoréme 12,8 de (8) sur K_(P) et & l'assertion (a) de (9), th.A, sur
2(J(P)) , mais on remarquera qu'ici nous n'avons pas besoin de supposer que toutes
les sections de G sont p=stables, Pour p 2 5, dans le théoréme 2 et ses
corollaires, on démontre qu'un pesous=groupe C-essentiel de G ‘contenu dans P ou
bien est Ceessentiel dans NG(Z(L(P))) , ou bien admet 1'un des groupes PSL(2,p") ,
PSU(a,pzn) comme groupe simple associé (cf, cH.II, prop.?), et on exhibe un
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s

systéme directeur particuli&rement simple de 1l'ensemble des doubles fléches & but
maximal de la C=localité de G ; la démonstration du théoréme 2 utilise la classie
fication des “"quadratic pairs" de J. G. Thompson et la proposition 2 de 1'appendice

I.

Dans le chapitre VI, on étudie les p-localités & épimorphismes, On démon—
tre qu'une p-localité (¥,W) de G est & épimorphismes si et seulement si
1'application W satisfait & une certaine condition analogue & la "balance
condition” de (13), §3.1; cette condition impose des contraintes assez fortes aux
groupes W(A) par rapport au nombre premier p (cf. prop.2 et prop.3); pratique-
ment , on peut supposer qu'ils sont des p'-=groupes, Au §1, on définit la O=localité
de G et on étudie sous quelles conditions la U*-localité de G (i.e. la restrice—
tion de la O=localité & 1'ensemble des p=sous—groupes non triviaux de G ) est &
épimorphismes: on retrouve les groupes o, suivant la terminologie de (12), ch,8,
le normalisateur de tout p=-sous~groupe non trivial est "p=constrained",

s

Dans les p-localités & épimorphismes (¥4,W) ol U est 1'ensemble des p~-
sous—groupes non triviaux de G et ot W(B) est un p'-groupe, pour tout B € ¥,
la restriction de 1l'application W & un sous—groupe abélien p-€lémentaire A
définit, suivant la terminologie de (10), un "signalizer functor"; en effet, si
pour tout élément non trivial a de A , on pose G(CG(a)) = W< a>) , l'appli-
cation © satisfait & la condition (*) de (10) (cf. cor.2 de la prop.1). Les

résultats sur les "signalizer functors" s'appliquent donc a 1'étude de certaines
p-localités & épimorphismes. Au §2, on utilise des résultats de (10) pour exhiber,
sous certaines hypoth&ses, un gesous-groupe Q@ de G tel que NG(Q) soit un
sous—groupe de (8,W)-contrdle de G, ol g est un nombre premier # p et ot B
_est 1'ensemble des p=sous=groupes de G qui rencontrent fon trivialement un sous—
groupe abélien p-€lémentaire de G d‘ordre 2 p3 ; la démonstration s'inspire de
1'étude, pour p = 2 , des "balanced groups" de (13), §4.2.

Nous avons constaté gque, gquitte & modifier convenablement les démonstra—
tions, le théoréme principal, le théoreme 3,1 et le lemme 2.7 de (10) sont encore
vrais lorsque G est infini; de plus, dans chaque cas, le sous—groupe engendré par
la réunion des G(CG(a)) est fini. Bien gue ce mémoire soit consacré & 1'étude des
groupes finis, nous croyons utile d'en donner, dans 1l'appendice III, des démonstra=
tions valables pour un groupe quelcongue, Dans le §2 du chapitre VI, nous n'aVons

besoin gue des théorémes 1 et 2 de cet appendice,

Dans le chapitre VII, on introduit une relation (la relation de similitude)

entre les p-localités de G gui garantit un "bon transport" de certaines proprié-—
tés (cf. prop.,2). On démontre que la C~localité et la O-localité de G sont

S

semblables (cf. prop.4), tandis que deux p-localités & épimorphismes le sont
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"rarement” (cf, prop.3).

Dans le chapitre VIII, on utilise certains résultats des chapitres préce-
dents pour exhiber, sous certaines hypothéses, un {p,q]-sous—groupe non trivial de
G dont le normalisateur est un sous=groupe de O=contrfle de G & la fois pour p
et pour g . En particulier, notre théoréme entrafne les théorémes 2 et 3 de (14),
mais on remarquera que nous n'avons pas besoin des conditions (IV) et (V) de la
définition de "{p,q}-tame group” de (14), déf,10. Pour le démontrer, nous avons
profité de certaines idées de (14) et du chepitre IV de (6); mais nous évitons de

raisonner par l'absurde ce qui, & notre avis, rend plus claire notre. démarche,

A l'aide du théoréme du chapitre VIII, nous démontrons au chapitre IX un

critére d'existence d'un M=complément normal,

§ 1. Notations et références

Soient G un groupe et X , Y des sous-ensembles de G , On note < X >
le sous=groupe de G engendré par X et X.Y 1'ensemble des xy ou x € X et
yey { si Z est un troisiéme sous-ensmeble de G , on écrit X,Y.Z au lieu de
(XeY)eZ et de X,(Y.2) « Si x € G, on pose

x¥ = {x}.¥ , ¥x=VY.{x} et Y = x"Mvx

et si y € 6, on écrit y* = x-1yx et [y,x] = y-1yx . On note [X,Y]
le sous=groupe de G engendré par l'ensemble des [x,y] ol x€EX et yey,
et on pose [x,v,¥] = {[x,Y],Y] . On note NY(X) (resp. CY(X) ) 1'ensemble

des y € Y tels que XY = x (resp, tels que = x pour tout x € X ). Lorsque
tous les groupes considérés sont des sous-groupes de G , on écrit N(X) et C(X)
au lieu de NB(X) et CG(X) « Si H est un groupe qui opére sur G , on se place
d'emblée dans le produit semi=direct de G par H .,

On pose Z(G) = CG(G) et 0(B) = [6,6] ; on définit inductivement les

groupes D(G) par les formules
0°(6) =6 et D(6)=0(0"YE)) ,nz21 .

Suivant les cas, on designe par 1 soit 1'élément neutre de G , soit le souse
groupe qu'il engendré, soit 1'application qui & tout sous-groupe de G fait co=
rrespondre le sous—groupe & un élément; on dit qu'un sous-groupe H (resp. un
élément x ) de G est trivial si H=1 (resp. x = 1 ). Une section de G est
un quotient H/K ol H est un sous-groupe de G et K est un sous=groupe dise
tingué de H; si H=G , on dit que G/K est un facteur de G ,

Soit E un ensemble; si A, B sont des sous-ensembles de E , on note
A.= B 1liensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas & B ; si E est
fini, |E| désigne le nombre d'éléments de E . Soit T un ensemble de nombres
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premiers; on note 7' 1l'ensemble des nombres premiers qui n'sppartiennent pas a
ms;si m n'agu'un seul élément p , on écrira partout p au lisude ™ ; si n
est un entier > o , Ny désigne le plus grand produit d'éléments de ™ qui divise

2

Supposons que G soit fini; si H est un sous=groupe de/ G, on pbsa
|6:H| = |B]/|H| . On dit gu'un sous-groupe H de & est un Sp-groupe si
|Hl = IGI“ 3 un appelle M=complément normal de G un S,y =groupe distingué de G .
On note d"(G) le plus petit sous-groupe distingué de G tel que G/Oﬂ(G) soit

un T=groupe, qn(G) le plus grand M=sous—groupe distingué de G , Ch“,(s) 1'ima=
ge réciproque de Oﬂ,(G/U"(G)) dans G, Qn",ﬂ(G) vee o

Soient p un nombre premier et P un p=groupe fini. On note Q(P) le
plus petit sous—groupe distingué de P tel que P/#(P) soit abélien p=élémentaire:
il est égal au groupe de Frattini de P (cf. (12), ch.5, th.1,3)s Si P est abé=
lien, on note 01(P) l'ensemble des x € P tels que ¥ =1 .8 P est abélien
p=élémentaire d'ordre p2 (resp. p3 ) on dit gu'il est un groupe de type (p,p)
(respe  (Pyp,p) )s On appelle rang de P le plus grand entier n tel que P
posséde un sous—groupe abélien p=&lémentaire d'ordre pn ; on appelle p-rang de G

le rang d'un Sp—groupe de G ; on les note respectivement rang(P) et pe-rang(G) .

On note Z 1l'anneau des entiers; si n est un entier > o , on note Zn
le groupe cyclique Z/nZ . 51 E est un ensemble fini, on note Z(E) (resp.
A(E) ) le groupe des permutations (resp, des permutations paires) de E . On
appelle groupes (finis) du type de Lie relativement & p , les groupes de Chevalley

sur les corps (finis) de caractéristique p et les groupes “tordus" correspondants
décrits dans (17), §3 et §11 (voir appendice I),

Soient & un corps et V un espace vectoriel sur & ; on note rL(v) 1e
groupe des automorphismes semi-linéaires de V , GL(V) 1'ensemble des éléments
lingaires de TL(V) et SL(V) 1'ensemble des éléments de déterminant égal & 1
de GL(V) ; si n est un entier >0, on note It(n,&), 6&(n,®) et sL(n,R) 1les
groupes obtenus en prenant V = Rn ;5 lorsque & est fini, on remplace souvent &
par son cardinal, Si & est de cardinal p2m , 11 posséde un unique automorphisme
involutif (on note X 1'image de x ) et on considére q" (n=2 ) muni de la
forme unitaire .

) f("1""”‘n)=°(,s§5n('”1;ix ) ,
ol €e+€ =0 si n estpairet € =1 si n est impair; on note respectivement
FU(n,pzm) y U(n,pzm) et SU(n,pzm) les ensembles des éléments de FL(n,pzm) ,
a(n,p"™)
groupes, on note PX son imege dans le guotient IL(m,R)/Z(TL(n,R)) .

i1

et SL(n,pzm) qui stabilisent f , Enfin, si X est 1'un de ces
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Au début de chaque chapitre ou appendice, on fixe les notations qui gar-
dent le m8me sens jusqu'a la fin, On numérote les "ensembles" des lemmes, des pro-
positions et des théorémes de chague chapitre ou appendice et "1l'ensemble" des co-
rollaires de chague proposition ou théoréme, lorsque ces "ensembles" ont plus d'un
"élément",

Les renvois & la bibliographie sont indiqués "cf, (x), ... " ; le renvoi a
un énoncé du mémoire est indiqué par: (i) le numéro du chapitre (ch.x), lorsque
celui=ci n'est pas le méme, (ii) le "type" de 1l'énoncé (lemme, prop., th., cor.),
et (iii) son numéro, s'il y a lieu; pour les corollaires, on précisera la proposi-
tion ou le théor&me correspondant lorsqu'il y a de 1'ambigulté, Les renvois du type
vcf, ch,x, §a, déf," ou "cf, ch.x, §a" indiguent gue l'on se référe & 1'une des

définitions ou & 1'un des commentaires du début du §a dans le chapitre x (s'il n'y

a aucun § indiqué, il faut lire "§o").

On trouvera toutes les notions que nous empruntons au langage des catégo=
ries, dans les paragraphes 1, 5 du ch.I et 3, 4 du ch.,II de (16); elles sont utili=
sées sans référence, Pour les groupes du type de Lie, nous nous référons a (5) et
a (17): nous renvoyons & (17) pour la construction et les automorphismes de ces
groupes, et & (5) pour 1'existence des systémes de Tits (pour nous en servir comme
unigue référence, (5) a l'inconvénient de n'étudier que les "groupes adjoints").
Pour la "théorie générale" sur les groupes finis, nous renvoyons, tant qu'il est
possible, & (12); nous utilisons sans référence tous les énoncés du chapitre 1 de
(12). Enfin, les énoncés suivants sont soit indiqués par "cf. (Ox)" , soit utilisés

sans référence: soient G un groupe fini, H un sous—groupe de G, p un nombre
premier et P un p-sous—groupe de G .

(o1) Si P normalise H les conditions " P contient un Sp-groupe de H"

" P contient un Sp-groupe de NH(P) " sont éguivalentes., En particulier, P est

I5 I3

sp-groupe de G si et seulement s'il est un Sp-groupe de N(P) N

(02) 5i H est distingué dans G et si P est un-Sp-groupe de H, ona

6 = 0°(H).N(P) . En particulier, si P est un Sp—groupe de G et si H contient
N(P) , ona NH)=H .,

(03) on a HN op(e) c op(H) , HN op,(s) c op,»(H) ,
HN G)<co H t HN c H
Oppr( ) ppu( ) et Dp.p(G) Dpvp(H) H
si H est sous=normal dans G , toutes ces inclusions sont des égalités. En outre

ona PH)cPe) et P (M () .
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CHAPITRE I

La définition des p~-localités

Soient G un groupe fini et p un nombré premier, Une localité de G
relative & p (ou p~localité) est un couple (¥%,W) formé d'un ensemble non vide
Y de p-sous=groupes de G et d'une application W de ¥ dans l'ensemble des
sous=groupes de G qui satisfait aux conditions suivantes

(L1) Le_conjugué d'un élément A de ¥ par un élément x de G gppar-
tient 3 ¥ et ona WAS)=wA) .

(L2) Tout p-sous-groupe B de G gui contient un élément A de U ,
appartient &8 % et ona W(B) < w(A) .

(L3) Pour tout élément A de ¥ , W(A) normelise A .,

L'ensemble de tous les p=sous—groupes de G et 1l'application 1 qui & chague p=-
sous=groupe de G fait correspondre le sous=groupe & un élément, forment une p-
localité de G appelée la 1-~localité., Le mEme ensemble et l'application C qui &
chague p=sous=groupe A de G fait correspondre le centralisateur de A dans

G , forment aussi une p-=localité de G appelée la C-~localité,

Dans la plupart des p-localités (¥,W) de G que nous aurons a considé-
rer ici, 1l'ensemble ¥ est ou bien 1l'ensemble des p-sous—groupes de G , ou bien
1l'ensemble des p=sous—groupes non triviaux de G (auquel cas p divise IGI );
dans ces cas, le couple (4,W) sera remplacé par W et par W* ; alnsi, si p

*
divise lGl y la 1 =localité de G relative & p est formée par 1'ensemble des p=

sous~groupes non triviaux de G et par la restriction de 1l'epplication 1 a cet

ensemble,

Si (¥,W) est une p=localité de G et si A est un élément de ¥, on
remarquera que N(A) normalise W(A) et que W(A) normalise tous les sous—
groupes de A qui appartienent & ¥ ; en fait, dans les exemples que nous allons

étudier, W(A) est toujours contenu dans le centralisateur de A ,

§ 1. La catégorie associge

Soit (¥4,W) une p-localité de G ; nous allons construire & l'aide de
(4,w) , une catégorie gue 1l'on note ﬂw et que 1'on appelle la catégorie associée
a (4w). :

Les objets de Nw sont les éléments de U , Soient A, B € U et
T(B,A) 1'ensemble des x € G tels que AC B" ; en vertu de la condition (L3),
la formule w.x = xw! ot we w(A) et x € T(B,A) , définit une opération de

Ww(A) sur T(B,A) : l'ensemble des Y ~morphismes de A dans B est alors
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1'ensemble des triplets formés par A , B et une orbite de W(A) par cette opéra-
tion, On note ﬂw(B,A) cet ensemble et si x € T(B,A) , on note (B,x,A)w
simplement (B,x,A) ) le ﬂw-morphisme de A dans B déterminé par x ., Soient
ABLCEYU , x,x' € T(B,A) et y,y' € T(C,B) ; on a alors yx , y'x' € T(C,A) ;
de plus, si on a (B,x,A)w = (B,x',A)w et (C,y,B)w = (C,y',B)y » les Y, ~morphis—
mes (C,yx,A)w et (C,y'x',A)w colncident (cf. (L1),(L2)). La composition des
ﬂw-morphismes est alors définie par la formule :
(Ci)’JB)w(levA)w = (vava)w .

(ou

On remarquera que deux éléments de U sont isomorphes dans la catégorie

Nw si et seulement s'ils sont conjugués dans G .

§ 2, Les morphismes et 1'équivalence

Soient G' un deuxiéme groupe fini, (¥4',W') une p-localité de G' et

f un homomorphisme de G dans G' . On dit que f définit un morphisme de

(4,w) dans (¥U',W') s'il satisfait & la condition suivante
(m) L'image par f d'un élément A de ¥ gppartient & U' et on a
F(w(A)y < wi(f(A)) .
Si f satisfait & la condition (M), on construit un foncteur ¢ de ﬂw dans
¥',, de la manidre suivante: si A,B € ¥, on pose 9(A) = f(A) , ¢(B) = f(B) et
on définit 1'application a8 de mw(s,A) dans ﬂ'w,(w(B),w(A)) par la formule
9, gl (BrxsA)) = (7(8), 7(x),F(A)),,

(on voit sans difficulté que le second membre ne dépend que de (B,x,A)w ); on dit

que ¢ est le foncteur de Ww dans ﬁ&, définit par f . 81 G=G6' etsi f

est 1'homomorphisme identique, ¢ s'appelle le foncteur canonigue de ﬂw dans

u, .

On dit que les p-localités (¥4,W) et (¥U',W') sont éguivalentes s'il
existe un foncteur de ﬂw dans m-w, (ou de ﬂ'w, dans ﬂw ) qui est une
équivalence de catégories., De plus, on dit que f définit une égquivalence entre
(4,w) et (U',W') s'il définit un morphisme de (¥,W) dans (¥U',W') et si le

foncteur de ﬂw dans M'w, définit par f est une éguivalence de catégories,

Nous sommes intéressés aux propriétés des p-localités qui se conservent
par équivalence, On dira gu'une propriété de G , de ses éléments, de ses sous=
groupes, etc, est (N,W)—locale si elle peut étre formulée dans la catégorie

associée & n'importe quelle p-localité équivalente & (4,W) .

Dans la proposition suivante, nous exprimons le fait que 1'homomorphisme
f définisse une équivalence entre (¥,W) et (Y',W') & 1'aide des ensembles ¥ ,

U' et des applications W , W' ; dans ce cas, (%,W) est complétement déterminée
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par (¥',wW') gréce & la condition 1 ci-dessous,

Proposition 1. Avec les notations précédentes, soit P' un S —groupe de Im(f) .

L'homomorphisme f définit une éguivalence entre les p-localités (¥,W) et

(4',w') si et seulement s'il satisfait aux conditions suivantes

1. Un p-sous-groupe A de G appartient & ¥ si et seulement si A

contient un S -groupe de Ker(f) et f(A) appartient 3 ¥' ., Dans ce cas, on &
w(A) = £ (wr(F(a))) N N(A)
2, Le groupe P' estun S -groupe de G' .

3, Pour tout x' € G' tel que 1'on ait P' N (P') =f(A) ot A€EYU ,
'
x' appartient & 1'ensemble Im(f).w'(P' N (P*)*) .

Démonstration: Démontrons d'abord que les conditions 1, 2, 3 sont nécessaires. Nous
supposons que f satisfait & la condition (M) et que le foncteur ¢ de ﬂw dans

%'w, défini par f est une éguivalence de catégories,

La condition 2 résulte du fait que ¢ est esséntiellement surjectif,
Démontrons la condition 3; les notations étant celles de 3, soit B un S -groupe
de f 1(P') contenant A ; on aalors B€E€YU et f(B) = ; comme
x' € TG,(F(B),F(A)) et comme @ est plein, il existe x € TG(B,A) tel que 1'on a

(F(B)yx*,F(A))ys = (F(B),F(x),F(A))y,

A
et par suite, x' appartient & Im(f).W'(P' N (P*)*) .

Nous allons démontrer la condition 1. Soit A € ¥ ; d'aprés la condition
(M), f(A) appartienta %' etona
W(a) < £ W (F(R))) N Ng(A) 5
de plus, si x € F(W'(F(A))) N N (A) on a
(F(A),F(x),f(A))w. = (r(A),1,7(A))y,
et puisque ¢ est fidale, il s'en suit que x € W(A) ; on a donc
w(a) = £ we(F(A))) N Ng(A) .
En outre, si B est un Sp-groupe de A.Ker(F) contenant A, ona B€¥U et
f(A) = £(B) ; puisque @ est plein, on en déduit gue ﬂw(A,B) n'est pas vide et
par suite, que A = B . Réciproquement, soit A un p=sous=groupe de G contenant
un Sp-groupe de Ker(f) et tel que f(A) appartienne & %' ; puisque ¢ est
essentiellement surjectif, il existe x' € G' et B € Y tels que f( B) = F(A)x';
si P estun S -groupe de G contenant A, onaalors P €YU et
x' € TG,(f(P),F(B)) et comme @ est plein, il existe x € TG(P,B) tel que 1'on a
(F(P),x*,f(B))ys = (F(P),F(x),F(B))ys »
On en déduit que f(B) = F(A¥) et par suite, que A* est un Sp—groupe de
B.Ker(f) ; or, conme B € 4, B contient un Sp—groupe de Ker(f) ; par consé-

quent, A et B sont conjugués dans G etona A€¥ .,
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Dorénavant nous supposons que les conditions 1, 2, 3 sont satisfaites. En
vertu de la condition 1, f satisfait & la condition (M) et par suite, il définit
un foncteur ¢ de ﬂw dans ﬂ'w, ; nous allons démontrer que ¢ est une équive-

lence de catégories,

D'aprés les conditions 1, 2, ¢ est essentiellement sdrjectif. Soient
A,BE€E Y ;si TG,(F(B),F(A)) est vide, TG(B,A) 1'est également, Supposons
que TG,(F(B),F(A)) soit-non vide et soit x' un élément de cet ensemble; nous
allons démontrer qu'il existe un unigue ﬂw-morphisme (B,X,A)w de A dans B tel

gue 1l'on ait
(£(8),x", F(A))ys = (F(B),F(x),F(A))ys

Démontrons d'abord l'existence. Soient u , v € G tels que P' conti=-
enne f(A”) et f(8Y) ; puisque f(A) C-F(B)x' ,ona f(AY)ceprn (P')t' ol
t = f(v)-1x'F(u) , et par suite, A" est contenu dans un §,~groupe C de
f-1(P' n (P')t'] ; onen déduit que CE€EYU (car AEYU ), que P'N (P')t'= f(c)
(car P* < Im(f) ), que F(A") et P*' N (P')t' appartiennent & Y' (gréce a la
condition 1) et que 1'on a W'(P' N (P')t') cw(f(A")) (cf. (L2)). En vertu de
de la condition 3, il existe alors z € G et w' € W'(f(A)) tels que l'on ait

£ = F(z)(w')F(u) , d'ol il résulte que x' = F(vzu-1)w' . De plus, comme

[ -1
f(A) € £(B)C et comme w' normalise f(A) , ona f(A)c Ff(BY™ ) et par
-1 .
suite, A est contenu dans szu . Ker(F) 3y puisque B contient un Sp—groupe de
-1
Ker(f) , il existe alors k € Ker(f) tel que l'on ait A < gY?Y ko, Ainsi,

1%61ément x = vzu™ 'k appartient & T4(B,A) etona x' = f(x)w' , dlouil
résulte que
(F(B)yx*,F(A))ys = (F(B),F(x),F(A))ye o
Démontrons maintenant 1'unicité; soient y , z € TG(B,A) tels que 1l'on
ait ’
(F(B), 7(y), (A = (F(BYP(2),F(AD)e
nous allons démontrer que z-1y € W(A) . D'apreés notre hypdthése, on a
F(z_1y) € w'(f(A)) ; par suite, en vertu de la condition 1, il suffit de démontrer

que z-1y normalise A , Puisque f(z-1y) e w(f(A)), F(z-1y) normalise f(A)

et par suite AZ_1y est contenu dans A,Ker(f) ; or, d'aprés nos hypothdses, A

et AZ-1y sont contenus dans B” et A est un Sp-groupe de A.Ker(f) ; il en ré-
sulte que A = AZ-1y . Par conséquent, on a (B,y,A)w = (B,Z,A)w .

Le foncteur ¢ est donc essentiellement surjectif et pleinement fidéle;

par suite, il est une éguivalence de catégories.,
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Nous allons donner maintenant trois exemples & propos de 1l'éguivalence

(toutes les localités citées sont relatives @ p ).

1, On voit aisément que la 1-localité de G et la 1-localité de G' sont

équivalentes si et seulement si G et G' sont isomorphes.

2. 51 K est un p'=sous=groupe distingué de G , on vérifie & 1l'aide de
la proposition 1 que la projection de G sur G/K définit une équivalence entre
les C~-localités de G et de G/K .

3. D'aprés un théoréme de Frobenius sur 1l'existence d'un p—complément nor—
mal (cf. (12), ch.?, th.4.5), si la C-localité de G est équivalente & la C-loca-
1lité d'un pegroupe fini, G/Dp,(B) est un p-groupe,

§ 3. La restriction et le contrdle

Soient -H un sous—groupe de G et (u,w) une p-localité de G ., On
voit aisément que, si H contient un élément de ¥ , le couple formé par 1l'ensem—

ble des p-sous—groupes de H gqui appartiennent @ % (noté ResH’Gm ) et par

l'appl%cation qui & tout élément A de cet ensemble fait correspondre W(A) N H
H,Gw ), est une p-localité de H ;
HesH’G(ﬂ,w) et ResH,Gﬂw , cette p-localité et sa catégorie associée.

si (¥',w') est une p-localité de H , on voit sans difficulté que 1'ine

(notée Res dans ce cas, on note respectivement

clusion de H dans G définit un morphisme de (¥',W') dans (¥,W) si et seule-
ment si H contient un élément de YU et l'identité définit un morphisme de
(u*,w*) dans ResH,G(ﬁ,w) . En particulier, si H contient un élément de ¥ ,
1'inclusion de H dans G définit un morphisme de Res, G(%,W) dans (4,W) et

’

on voit aisément que le foncteur de HesH Gﬂw dans ﬂw est fidéle; si A, B
’

sont des éléments de ¥ contenus dans H , on identifiera les (Res )=morphis—

H, GoW
mes de. A dans B & leurs images dans ﬂw(B,A) .

Proposition 2. Avec les notations précédentes, soit P Eg.sp—gzouge de H, Il
existe une p-localité (¥',W') de H pour laguelle 1l'inclusion H < G définit

une équivalence entre (¥U',W') et (¥,w) si et seulement si H satisfait aux

conditions suivantes
1. Le groupe P est un Sp-groupe de G .
2, Pour tout x € G tel quue PN P €Y, x gppartientd H.W(P N PY),

De plus, dans ce cas on a (4',W') = Res,, G(u,w) .
’

Démonstration: Supposons qu'il existe une telle p-localité (¥',W') de H ; les
conditions 2, 3 de la proposition 1 entrafnent les conditions 1, 2 ci-dessus; la

condition 1 entratne (Y',W') = Res,, G(ﬂ,w) . Réciproquement, si les conditions 1,
’
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2 sont satisfaites, on prend (U',W') = Res,, G(ﬂ,w) (ceci aunsenscar PEY )
’
et on applique la proposition 1.

On dit que H est un sous-groupe de (¥,W)=controle de G s'il satisfait
aux conditions 1, 2 de la proposition 2, Soit K un sous=groupe de H ; comme les
foncteurs définis par les inclusions sont fidgles, K est un sous—groupe de (Y,W)-
contrle de G si et seulement si H est un sous—groupe de (¥4,W)=contrfle de G
et K est un sous—groupe de HesH'G(ﬂ,w)-contrﬁle de H.

Nous allons expliciter maintenant les conditions 1, 2 de la proposition 2

dans trois exemples,

1. Soient P un Sp—groupe de G et T un sous-=groupe distingué de P ,
Le groupe N(T) est un sous-groupe de C-contrBle de G si et seulement s'il
satisfait & la condition suivante .

(F)si A, A“CP ot x€G , il existe des éléments n de N(T) et

z de C(A) tels que 1'on ait x=zn ,

C'est & dire, N(T) est un sous—groupe de C—contrfile de G relativement d p si
et seulement si, suivant la terminologie de (9), T "controls strong fusion" dans

P par rapporta G .

2. Supposons que p divise |G| et soit H un sous=groupe propre de
G ; le groupe H est de 1*—contrﬁle de G relativement & p si et seulement s'il
satisfait & la condition suivante

(s) L'ordre de H est divisible par p et pour tout x € G=H ,

HN H® est un p'=groupe.
En effet, si H satisfait & la condition (S) et si P est un Sp-groupe de H, H

contient N(P) et par suite, P est un Sp—groupe de G ; le reste ne présente
aucune difficulté,

Par conséquent, H est un sous=groupe de 1*;c0ntrﬁle de G pour p =2
si et seulement si, suivant la terminologie de (2), H est "stark eingebettet”

dans G,

3., Soit H un sous=groupe propre non trivial de G . On déduit aisément
de la condition (S) ci=dessus que G est un groupe de Frobenius dont H est un
complément si et seulement si H est un sous-groupe de 1*;contr81e de G relati=

vement & tout nombre premier qui divise 1l'ordre de H (cf. (12), ch.2, th.7.7).

§ 4, Quelgques remarques sur les catégories associées

Le contenu de ce paragraphe ne sera pas utilisé dans la suite.

On dit qu'une catégorie € est & monomorphismes si tout morphisme de &
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est un monomorphisme, Soient € et §' des catégories & monomorphismes et T un

foncteur de € dans @' ; on dit que T détermine la divisibilité & droite si

pour tout couple de morphismes f , g de € ayant le méme but, les conditions "il
existe un morphisme h de € tel gue f = gh " et "il existe un morphisme h*
de €' tel que 7(f) = 1(g)h' " sont équivalentes ( h et h' sont alors unique-

ment déterminés et on a T(h) = h' ),

On vérifie aisément que les catégories associées aux p-localités de G
sont & monomorphismes et que les foncteurs canoniques (i.e. les foncteurs définis

par 1'identité) déterminent la divisibilité & droite, De plus, on a le résultat

suivant,

Proposition 3, Soient (4,W) une p-localité de G, & une catégorie & monomor—

phismes et T un foncteur de ﬂw dans € qui détermine la divisibilité & droite;

notons V 1'application qui & tout élément A de YU fait correspondre le noyau
de_1'homomorphisme induit par T de N(A) dans Homs(T(A),1(A)) « On a alors
1. Le couple (¥,V) est une p=localité de G et 1'identité définit un

morphisme de (¥,W) dans (¥,v) .
2, Il existe un unigue foncteur o de ﬂv dans € tel que 1l'on ait

<

T = 0o ob T est le foncteur canonigue de. Nw dans uv .
3. Le foncteur o est fidéle et il détermine la divisibilité a droite,

Démonstration: Démontrons l'assertion 1, Si A € ¥, il est clair que V(A) con=

tient W(A) ., Il suffit donc de démontrer que si A, B € % et x € T(B,A) ,

v(A) contient Vv(B)* . Soit z € v(B) ; puisque T((B,Z,B)w) = 17(8) , on a
T((B,zx,A)w) = T((B,x,A)w) ;

puisque T détermine la divisibilité & droite, il existe alors u € N(A) tel que

Lon ait (8,24}, = (B, A)y et T((AuAl) = 1) '

tient & V(A) etona zx=xuw oi wé€ WA) , d'ob il résulte que z* € V(A) .

s par suite, u appare

La démonstration de 1'assertion 2 ne présente aucune difficulté., Démon=
trons la fidélité de o ; soient A, B € ¥4 et x, y € T(B,A) ; si 1'on a
o((B,x,A)V) = o((B,y,A)V) , on a encore T((B,x,A)w) = T((B,y,A)w) et comme T
détermine la divisibilité & droite, il existe z € N(A) tel que 1l'on ait
(B,x,A)w = (B,yz,A)w et T((A,Z,A)w) =1, A) § il en résulte que z appartient a
V(A) et par suite, que (B,X,A)V = (B,y,ASV . Enfin, on vérifie sans difficulté
que o détermine la divisibilité & droite & 1l'aide de la méme propristé pour T ,

Notons @ 1la catégorie dont les objets sont les p-groupes finis, dont les
morphismes sont les homomorphismes injectifs, la composition des morphismes étant

la composition des applications; si (4,W) est une p-localité de G tel que pour
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tout A €Y, W(A) centralise A, on construit un foncteur ¢ de Y, dans @
de la manidére suivante: si A, B € ¥4 et x € T(B,A) , onpose e(A) =A ,
e(B) =B et e((B,x,A)w)(a) = xax pour tout a € A, On vérifie aisément que

le foncteur € détermine la divisibilité & droite,
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CHAPITRE II

Les p=sous—groupes essentiels et leurs normalisateurs

Soient G un groupe fini, p un nombre premier, A un p=sous=groupe de
G et P un Sp-groupe de G contenant A ., Nous allons étudier N(A) lorsqu'il
posséde un sous-=groupe propre M qui satisfait aux conditions suivantes

(M1) L'intersection N(A) N N(P) est contenue dans M .

(M2) Pour tout x € N(A) =M, A estun §,-groupe de M nw.
Nous allons démontrer d'abord que l'ensemble des sous—groupes de N(A) qui satis—

font & ces conditions est égal & 1l'ensemble des sous—groupes de N(A) qui contien—

nent un certain sous-groupe M(A,P) de N(A) .

Lemme 1. Soient M un sous—groupe de N(A) -satisfaisant & la condition (M2) et

H un sous—groupe de M . Si A ne contient aucun Sp-groupe de H, M contient
N(A) N N(H) . En particulier, si A n'est pas un Sp—groupe de M, M contient

un Sp-ggouge de N(A) .
Démonstration: Si x € N(A) N N(H) , H est contenu dans M N M et par suite,

A n'est pas un Sp-groupe de MmN M , d'ol il résulte que x € M,

Proposition 1. Soient M , M' des sous-=groupes de N(A) . L'intersection M N M'

satisfait aux conditions (M1) et (M2) si et seulement s'il en est de méme pour M

et w .

Démonstration: Si M et M' satisfont & (M1) et a (M2), M N M' contient

N(A) N N(P) ; de plus, si x € N(A) = MN M' , x n'sppartient pas soita M,
soit & M' et dans les deux cas, A est un S =groupe de M A M' N (M N M')x .
Supposons que M N M' satisfasse & (M1) et & (M2); nous allons démontrer que M
et M' satisfont & la condition (M2), Ou bien A =P , ou bien A n'est pas un
Sp-groupe de .M N M' : dans les deux cas, M N M' contient un Sp-groupe de N(A)
(cf. lemme 1). Soient x € N(A) et B un §,-groupe de M N M ; il existe alors

m,n€M tels que M N M' contienne Bm et B ; par conséquent, on a

-1
g"cmnm)n (mnm) T .

Si A#£8B , on en déduit que nmemnwe (cf. (M2)) et par suite, que x € M.

On raisonne de méme pour M' ,

D'aprds la proposition 1, 1'ensemble des sous—groupes de N(A) qui satis—
font aux conditions (M1) et (M2) posséde un plus petit élément que 1'on note

M(A,P) (ou MG(A,P) ); de plus, tout sous-groupe de N(A) qui contient M(A,P)
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satisfait & ces conditions, Il est clair que M{P,P) = N(P) . Si A#P , nous

allons donner un systime générateur de M(A,P) .

Proposition 2, Soit Q un 8 ,-groups de M(A,P) . Si A#£P , le groupe M(A,P)
est engendré par la réunion des groupes N(A) N N(B) ot ACBCQ gt A#B .

En particulier, si P' est un S —groupe de G gui contient A, il existe
x € N(A) tel que M(A,P)* = M(A,P') . '

Démonstration: Supposons que A # P et notons M le sous-groupe de N(A) engen-
dré par cette réunion; d'aprés le lemme 1, M(A,P) contient M ; de plus, si B
est un p-sous-groupe de M qui contient strictement A, M contient N(A) N N(P).
En particulier; M contient un conjugué de N(A) N N(P) dans N(A) (on prend B
égal a un conjugué de NP(A) contenu dans Q ), Il suffit maintenant de démontrer
que M satisfait & la condition (M2); en effet, M contiendra alors un conjugué

de M(A,P) et comme M < M(A,P) , on aura l'égalité.

Soient x € N(A) et B un p-sous-groupe de M N M* contenant A ;
d'aprés ce qui précéde, A # B entraine N(A) N N(B) S MmN Vi . Par conséquent,
si x € N(A) et A n'est pas un Sp—groupe de Mn M , MN M* contient un
Sp-groupe Q' de N(A) (cf. (01)) et pour tout sous-groupe B' de Q' contenant
strictement A, M0 M contient N(A) N N(B') ; il en résulte que M N M cone
tient un conjugué de M dans N(A) et par suite, que M = M* ; dans ces condi-
tions, comme N(A) N N(Q) S M , x appartienta M (cf. (02)).

On dit que A est un p-sous—groupe essentiel de G si on a
N(A) # M(A,P) .

D'aprés la proposition 2, cette condition ne dépend pas du choix de P ; d'appés le

lemme 1, elle est satisfaite dds que N(A) posséde un sous—groupe propre M qui
satisfait & la condition (M2) et qui n'admet pas A comme Sp—gruupe. Supposons
que N(A) # M(A,P) ; si x € N(A) = M(A,P) , on a alors

A = 0(N(A)) = Ny(A) N N (A)* (cf (M)

et par suite, ona A =P N P° (cf. (01)). Par conséquent, tout p=sous—groupe ese
sentiel de G est égal & 1'intersection de deux Sp—groupes de G distincts; la

réciproque est, en général, fausse (cf. app.I), mais on a la proposition suivante,

Proposition 3. Si A est un élément maximal de 1l'ensemble des intersections des

couples de Sp-groupes de G distincts, ona M(A,P) = N(A) N N(P) et A estun

p=sous=groupe essentiel de G .

Démonstration: Supposons que A soit un tel élément maximal, Soit x € N(A) ; si
A n'est pas un Sp-groupe de N(A)N N(P)N N(P)* , ona A#PNPS etpar suite,
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ona P=P" ., Par conséquent, N(A) N N(P). satisfait & (M1) et (M2) et par

suite, il est égal & M(A,P) . De plus, d'aprés nos hypothdses, A est contenu
dans un Sp-gruupe Q@ de G différentde P etona A=PNQ ; par suite,
NQ(A) ne normalise pas P ; il en résulte que N(A) # M(A,P) .

Cette proposition montre que l'ensemble des p=sous=groupes essentiels de
G n'est vide que dans le cas ol P est distingué dans G . Dans les appendices I

et II on calcule les p=sous-groupes essentiels de certains groupes classiques .

Si A est un p-sous-groupe essentiel de G, ona wvugue A= Op(N(A)) ;
la proposition suivante montre que cette condition est suffisante lorsque
p~rang(N(A)/A) = 1 .

Proposition 4, Si p-rang(N(A)/A) = 1 et si B/A est 1'unigue sous—groupe d'ordre
p de NP(A)/A , ona M(A,P) =N(A) N N(B) . Si p-rang(N(A)/A)Z2 , M(A,P)
contient Dpp,(N(A)) . .

Démonstration: Si p-rang(N(A)/A) = 1 , 1'intersection N(A) N N(B) satisfait aux
conditions (M1) et (M2) et par suite, elle contient M(A,P) ; or, d'aprés le lemme
1, N(A) N N(B) est contenu dans M(A,P) ; on a donc 1'égalité,

Supposons maintenant que p—rang(N(A)/A) 22 ; posons N = N(A)/A et
soient respectivement M et K les images de M(A,P) et de Opp,(N(A)) dans
N ; nous pouvons supposer que N(A) # M(A,P) , auguel cas ona A = DD(N(A)) et
K est un p'=groupe, Soit B un sous=groupe de M de type (p,p) ; puisque B

normalise K , K est engendré par la réunion des C_(D) ol D parcourt les
K
sous—groupes d'ordre p de B (cf. (12), ch.6, th.2,4); or, si D est 1l'image

réciprogue de D dans N(A) , 1'image féciproque de C_(B) est contenue dans

N(A) N N(D) ; 1'assertion résulte alors du lemme 1.

On remarquera que si A est un p-sous=groupe essentiel de G et si
N(A) est p-résoluble, M(A,P) ne contient pas 0O_,(N(A)) ; en effet, dans ces

conditions, si B est un Sp-groupe de O (N(A)) contenu dans M(A,P) , on a

pp'p
N(A) = Opp.(N(A)).(N(A) n N(e)) (cf. (02))

et N(A) N N(B) est contenu dans M(A,P) (cf. lemme 1),

Corollaire., Supposons gque G soit p=-résoluble, Alors, A est un p=sousegroupe
essentiel de G si et seulement si l'ona A = Dp(N(A)) et p-rang(N(A)/A) = 1 .,

Démonstration: Le corollaire résulte tout de suite de la proposition 4 et de la

remarque précédente,
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§ 1. Le normalisateur d'un p-sous—groupe essentiel

Dans ce paragraphe, nous supposons que A est un p-sous-grohpe essentiel
de G (i.e. gue N(A) £ M(A,P) ). On a donc A = Dp(N(A)) et A#P « Nous
allons étudier les sous—groupes sous-normaux X de N(A) qui satisfont & la con=
dition suivante

(X)ona ACS X et p divise |X:A| .

Proposition 5. Si X et X' sont des sous~groupes sous=normaux de iN(A) qui sa-

tisfont & la condition (X), il en est de méme pour X N X' ,

Démonstration: Posons N = N(A) et M = M(A,P) . On raisonne par 1'absurde; parmi
les contre-exemples, on choisit un couple X , X' de sorte que |X||X'| soit
maximal. Puisque X et X' satisfont & la condition (X), il en est de méme pour
NN(X) et pour NN(X') ; par suite, d'aprés le choix du couple X , X' , les grou-
pes NX(X') et Nx,(x) satisfont aussi & la condition (X) (car NN(X') # X' et
Nx(x') = XN NN(X') , etc.). Posons Y = NX(X') et Y' = Nx,(x) ; alors, Y et
Y' sont des sous—groupes sous-normaux de N(A) qui se normalisent 1'un 1'autre et
ona YNY'=XNX" ; par conséquent, YN Y' est un sous-groupe sous—normal de
N(A) et A estun Sp—groupe de YN Y'; il en résulte que Dpp,(Y nNy'y=vyny'
et par suite, que. YN Y' est contenu dans Dpp,(N(A)) (cf. (03)).

D'autre part, soit @ un Sp—groupe de N contenu dans M ; alors QN Y
et QN Y' sont des Sp—gruupes de Y etde Y'; ainsi, conme Y et Y' satis=-
font & (X), les images de QN Y etde QN Y' dans N/A ne sont pas triviales
et par contre, ont une intersection triviale (car QN YN Y' = A ) ; puisqu'elles
se normalisent 1'une 1l'autre, elles se centralisent et on a donc

p-rang(N(A)/A) 2 2 . Par conséquent, M contient Dpp,(N(A)) (cf. prop.a).

On en déduit que M contient Y N Y' , donc qu'il contient
(anvy)(vyny') .Or, cohme Y et Y' se normalisent 1'un 1l'autre, Y' norme-
lise (AN Y)(YNY') . Comme A#QNY et A#£QNY', il résulte alors du
lemme 1, que M contient les groupes Yi , 12 0 , définis imductivement par les
formules Y =Y' , Y, = NN(Yi—‘I) y 121 ; coome Y' est sous-normal dans
N, il existe n tel que Yn =N et par suite, ona M= N , ce qui contredit

nos hypothéses,

La proposition 5 montre gue 1l'ensemble des souse-groupes sous=hormaux de
N(A) qui satisfont & la condition (X) posséde un plus petit élément; on le note
X(A) (ou XG(A) ) « I1 est clair que X(A) est un sous—groupe distingué de

N(A) ; nous allons étudier maintenant des propriétés de X(A) .
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Proposition 6, On a N(A) = OP°(X(A)).M(A,P) et tout sous=groupe distingué K de
N(A) tel que 1'on ait N(A) = K.M(A,P) , contient OP(X(A)) . De plus, on a
X(A) = P(x(R)).(P N X(A)) .

Démonstration: Posons N = N(A) , M =M(A,P) , X = X(A) et soit Q un sp-
groupe de M contenant PN N, Comme A#QN X , M contient NN(Q n x) (cf,
lemme 1); par conséquent on a N = 0°(X).M (cf. (02)). De plus, soit K un sous=
groupe distingué de N tel que N = K.M ; nous allons démontrer d'abord que
Ke(P N N) contient X . Si K,A satisfait & la condition (X), il contient X ,

Supposons maintenant que A soit un S —groupe de K.A ; on a alors Opp,(K) =K
et par suite, K est contenu dans O_ ,(N) (cf. (03)) ; conme M ne contient pas
K , on a alors perang(N/A) =1 et M= NN(B) ol B/A est 1'unique sous—groupe
d'ordre p de PN N/A (cf. prop.4); par conséquent, K,B est distingué dans N
et il satisfait & la condition (X) . Dans tous les cas, K.(P N N) contient X |,

Puisque XC K. (PN N) , ona 0°(X)©SK ; de plus, conme N = 0°(X).M ,
on peut prendre K = 0°(X) d'ob il résulte que 1'on a X = OP(Xx).(P N X) .

Proposition 7, Tout sous—groupe propre distingué de X(A)/A est un p'-groupe; en
particulier, on a A = OD[X(A)) et le guotient S(A) = X(A)/Upp,(x(A)) est un
groupe simple d'ordre divisible par p . Si S(A) est abélien, on a

p-rang(N(A)/A) = 1 . 8i S(A) n'est pas abélien, la conjugaison induit une opére-
tion fidéle de N(A)/Opp,(N(A)) sur S(A) et le groupe 1 est un p-sous—groupe
essentiel de S(A) .

Démonstration: Posons N = N(A) , M= M(A,P) et X = X(A) . Un sous—groupe
distingué Y de X est sous-normal dans N ; par suite, si Y# X etsi ACY,
Y/A est un p'-groupe, Si S(A) est abélien, on a O°(X) < Upp,(x) et par suite,
M ne contient pas opp,(x) (cf. prop.6), d'ol il résulte que p=rang(N/A) = 1
(cf. prop.a).

Supposons que S(ﬁ) ne soit pas abélien. Comme opp,(x) = XN Dpp,(N)
(cf. (03)), le noyau K de l'opération de N sur S(A) induite par la conjugai-
son contient Opp,(N) ; de plus, comme S(A) n'est pas abélien, K ne contient
pas X et par suite, A est un S =groupe de K , d'ol il résulte que K est
contenu dans O p,(N) (cfe (03)); on a donc K = Dpp,(N) . D'autre part, S(A)
étant non abélien, O°(X) n'est pas contenu dans Opp,(x) et par suite,
‘Dpp,(x).M ne contient pas X (cf. prop.6); de plus, on sait que Dpp,(x).M
satisfait aux conditions (M1) et (M2) (cf. prop.1); on en déduit que 1'image H de
MN X dans S(A) est un sous-groupe propre de S(A) d'ordre divisible par p et
gque pour tout x € S(A) =H , HN H* est un p'=groupe; en vertu du lemme 1, H
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contient alors le normalisateur d'un Sp-groupe @ de S(A) et par suite, H con=

tient MS(A)(1,Q) ; ceci démontre que 1 est un p-sous—groupe essentiel de S(A).

On dit que S(A) est le groupe simple associé & A ., D'aprés la proposi-
tion précédente, un tel groupe simple ou bien est d'ordre p , ou bien admet le
groupe 1 comme p=sous=groupe essentiel; dans le deuxiéme cas, si Q@ estun S =

groupe de S(A) , M (1,8) est un sous—groupe propre de 1*—contréle de s(A)

s(A)

relativement & p (cf. ch,I, §3). H. Bender a déterminé dans (2) tous les groupes
* .

simples gqui possédent un sous=groupe propre de 1 -—contrfile relativement a 2 ;

d'aprés cette classification, si p=2 , S(A) est isomorphe & 1'un des groupes

suivants: Z, , Ps(2,2") , Psu(3,2*") sz(2°™") , n=2 . Nous démon-
trons dans le chapitre V que si p=25 et si S(A) n'est pas isomorphe & 1l'un des

groupes psL(2,p") , PSU(3,p2n) , n21 , oubien O°(X(A)) centralise A ,
ou bien X(A) normalise Z(L(P)) ot L(P) est un sous-groupe de P défini dans

le méme chapitre,

§ 2, Sous=groupes, quotients et produits

Soient H un sous-groupe de G contenant A et K un sous-groupe
distingué de G ; nous allons étudier des conditions suffisantes pour que A soit
un p-sous—groupe essentiel de H et pour que 1l'image de A dans G/K soit un p-

sous=groupe essentiel de G/K .

Proposition 8. Soient H un sous—groupe de G contenant A et Q un Sp—ggouge

de H contenant un Sp—groupe de HN MG(A,P) . Supposons que A soit un p=sous—

groupe essentiel de G et que H contienne XG(A) « Alors, A est un p-sous-

groupe essentiel de H , MG(A,P) contient MH(A,Q) et on a
Xy(A) = x;(A) et s,(A) = 5(A)

Démonstration: Il est clair que HN MG(A,P) satisfait & la condition (M2) relati-
vement au couple H , A ; démontrons qu'il satisfait & la condition (M1) relative-
mentd H, A, Q . Le groupe MG(A,P) contient un Sp-groupe de NG(A) , donc de
XG(A) et par suite, ona A#£QnN MG(A,P) ; il résulte alors du lemme 1, que
1'on a

NH(A) n NH(Q n MG(A,P)) cHN MG(A,F’)
et par suite, on a

NQ(A) n NQ(Q n MG(A,P)) =Qn MG(A,P) ,

d'ol il résulte que QN MG(A,P] = NQ(A) (cf. (01)). Par conséquent, comme
NH(A) n NH(Q) normalise NQ(A) , il est contenu dans H N MG(A,P) .

On en déduit que H N MG(A,P) contient MH(A,G) ; de plus, comme
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MG(A,P) ne contient pas XG(A) (cf. prop.6), on a alors NH(A) # MH(A,Q) et par
suite, A est un p-sous-groupe essentiel de H ; enfin, puisque XG(A) est un
sous=groupe distingué de M*(A) , XH(A) est un sous=groupe distingué de XG(A)
et comme XH(A)/A n'est pas un p'=groupe, on a XH(A) = xG(A) (cf. prop.7).

Proposition 9, Soit K un sous=groupe distingué de G ; posons G = G/K et, si

H est un sous-=groupe de G , notons A 1l'image de H dans G « Les assertions

suivantes sont alors éguivalentes

1. Le groupe NG(A) n'est pas contenu dans K.MG(A,P) .

2, Le groupe A est un p-sous-groupe essentiel de G et K ne contient

p
pas 0O (XG(A]) . _ _
3. Ona KNPCA et A est un p-sous—groupe essentiel de G .

De plus, dans ces conditions on a
N_(R) = NG(AJ , M_(A,P) = MG(A,P) , X (A) = GtAj et s_(A)= 85(A) .
G G G : G

Démonstration: Démontrons d'abord que K N P C A entratre N_(A) = NGlAi ; en
G

effet, si KNPCA , A estun$S —groupe de A,K et comme NG(A.K) est 1'ima-

ge réciprogue de N_(A) dans G , ona N_(A) = NGIA (efe (02)),
G G.

Supposons que 1 soit vrai; nous allons démontrer 3 ef 1'inclusion
M_(A,P) < MGIA,PF . Posons M = NK(A).MG(A,P) ; comme M satisfait & la condie-
G

tion (M2), si x € NG(A) -M , A estun Sp-groupe de MN M et par suite, il
est un Sp—grnupe de A.NK(A) , donc de A,k (cf, (01)); par conséquent, A con=
tient KNP etona N_(A)= Ng A) . De plus, comme M contient Ak(A) , pour
tout x € NG(A) ona ©

W(AP) N W TAF) MM =mnwu ;

par suite, MGIA,P; satisfait & la condition (M2) relativement au couple G, A .,

Il résulte alors du lemme 1, que MGIA,P] satisfait aussi & la condition (M1)

relativement & G , A , P et par conséquent, gque MGIA,Pi contient M_(Z,E) 3 en
G

particulier, on a N_(A) # M_(A,P) et par suite, A est un p-sous—groupe essen-
tiel de G . € €

Supposons que 3 soit vrai; nous allons démontrer 2, 1'inclusion
M (AP] < ME(K,T:) , 1'égalité xB(’A) = W et 1'isomorphisme s_é(T\) = 5,(A) .
Soit M' 1'image réciproque de M_{A,P) dans NG(A) ; coome A contient KNP,
on a NE(R) = N;TK7 et par suite,Gon a M' = ME(K,E) ; de plus, on voit aisément

gue M' satisfait & la condition (M2); il résulte alors du lemme 1, que M'



32

contient N(A) N N(P) (car N(A) N N(P) normalise NP(A) ) et par suite, que M
contient MG(A,P) ; ceci démontre que A est un p-sous=groupe essentiel de G et

que M_(A,P) contient M;(A,P . En outre, conme A n'est pas un Sp-groupe de

G
I , 1 ] contient X (A) et en particulier, XGIAS n'est pas un p=groupe,

.

d'ol il résulte que K ne contlent pas DP(X (A)) . Soit X 1vimage reclrpoque de
x_(A) dans XG(A) ; alors, X/A n'est pas un p'-groupe et il est un sous=groupe
G

distingué de XG(A)/A ; par conséquent, ona X = XG(A) (cf. prop.7), d'ol il ré=
sulte que X_(A) = XGlA . Enfin, puisque A contient KNP , on a
G .
KN xg(A) < 0,54 (%g(A)) ;
par conséguent, la projection de XG(A) sur X_(A) , induit un isomorphisme entre
s (A) et s (A) . G
¢ ]

I1 nous reste & démontrer gue 2 enttaine 1, Si 2 est vrai, M<(A) ne con=
tient pas Dp(XG(A)) et par suite, on a NG(A) # NK(A).MG(A,P) (cf. prop.6), ce

qui démontre 1.

Corollaire 1. Les notations étant celles de la proposition 9, si A est un p=sous—

groupe essentiel de G , ou bien A est un p=sous=groupe essentiel de E et on a

s (A)=s (A) , ou bien A est un p-sous=groupe essentiel de K.P et on a
©
Se.p(A) = 55(A) .

Démonstration: Si K ne contient pas Dp(XG(A)) ', on est dans le premier cas
d'aprés la proposition 9. Si K contient Dp(xG(A)) , K.P contient XG(A) (cf.

prop.6) et on est dans le deuxiéme cas d'aprés la proposition 8,

‘Corollaire 2, Soient G1 N 82 des groupes finis et supposons que G = G1 X G2 .

Alors, A est un p=sous—=groupe essentiel de G si et seulement si cu bien

A= P1 X A2 gg F',I est un Sp-groupe de 81 et A2 est un p=sSous=groupe essen=

tiel de G2 , ou bien A = A1 X P2 ou A1 est un p=sous—groupe essentiel de G1

et P, estun Sp-groupe de G, . Dans ces conditions, XG(A) est égal suivant le

2 2
cas, & P, x XG£A2) ou & XG£A1) xPy . ‘
Démonstration: D'aprés nos hypothéses, ona P = P1 X P2 ol P1 et P2 sont rese

pectivement des S -groupes de G, etde G, . Supposons que A soit un p=sous—
groupe essentiel de G j comme’ DP(X (A)) # 1 , 1'un des facteurs ne contient pas
UD(XG(A)) . Or, d'aprés la proposition 9, si G, ne contient pas 'Op(XG(A)) , A
contient P1 et la projection A2 de A dans 82 est un p=sous-groupe essentiel
de 82 ; en particulier, dans ce cas ona A = P1 X AE . De méme pour G2 .
Réciproguement, si A = P1 X A2 ou A2 est un p=sous~groupe essentiel de

82 , A est un p-sous=groupe essentie% de G (cf. prop.9) et comme
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NG(A) NG£P1) x NG£A2) , on vérifie aisément que 1l'on a XG(A) P, X XG£A2) .

Proposition 10. Les assertions suivantes sont éguivalentes

1. Le groupe A gst un p-sous—groupe essentiel de G .
2, Le groupe 1 est un p-sous-groupe essentiel de N(A)/A .
3, 0na A#£P etle quotient N(A)/A possiéde un sous=groupe propre de

1*—contrdle relativement & P .
De plus, dans ces conditions on a X(A)/A = XN[A)/A(1) .

Démonstration: S1 A est un p=sous=groupeessentiel de G , en vertu des proposi-
tions 8 et 9, l'assertion 2 est vraie et on a- X(A)/A = XN(A)/A(1) . Supposons que
1'assertion 2 soit vraie; posons N(A)/A = H et soit. @ un Sp—groupe de H ; on
a alors H ¢ MH(1,Q) y @£ 1 et MH[1,Q) est un sous-groupe de 1*—contréle de

H relativement & p (cf. ch,I, §3). Enfin, si 1'assertion 3 est vraie et si M
est 1'image réciproque dans N(A) d'un sous—groupe propre de 1*-contrﬁle de
N(A)/A relativement & p , M contient un §,-groupe de N(A) (cf. ch.I, §3) et on
voit aisément qu'il satisfait & la condition (M2); 1l'assertion 1 résulte alors du

lemme 1,



CHAPITRE III

Les doubles fléches & but maximal

Soient G un groupe fini, p un nombre premier et (¥U,W) une p-localité
de G , Une double flache de (%,W) est un couple de %w-morphismes ayant la méme
source et le méme but; si (B,x,A)w et (B,y,A)w sont deux Nw-morphismes, on
w) . Une double fléche & but
maximal de (¥%,W) est une double fléche de (¥,W) dont le but est un Sp-groupe de

G ; on note D 1'ensemble des doubles fldches & but maximal de (¥,W) et .U

écrira (B,x,y,A)w au lieu de ((B,x,A)w,(B,y,A)

1'ensemble des éléments de D dont la source est aussi un Sp—groupe de G .

Dorénavant, nous écrirons les doubles fliéches de (4,W) et les Y, ~mor—

S

phismes sans 1'indice W tant qu'il n'y aura pas de confusion & craindre,

si (8,x,y,A) et (B,z,u,A) sont des doubles fliches de (¥,W) telles
gue 1'on ait (B,y,A) = (B,z,A) , on pose
(Byx,y,A) + (B,z,u,A) = (B, x,u,A)
et on dit que (B,x,u,A) est la somme de (B,x,y,A) et de (B,zu,A) . Si
(A,v,C) et (D,w,B) sont des Y, ~morphismes, on pose
(8,%,y,A)(A,v,C) = (Byxv,yv,C) , (D,w,B)(B,x,y,A) = (D,wx,wy,A)
et on dit que (B8,xv,yv,C) (resp. (D,wx,wy,A) ) est le produit de (B,x,y,A) par

(A,v,C) (resp, par (D,w,B) ). Ces opérations satisfont & des conditions d'asso=

ciativité et de distributivité évidentes.,

Soient (B,x,y,A) une double fléche et C un ensemble de doubles fléches
de (4,W) ; on dit que (B,x,y,A) est engendré par C (ou qu'elle est égale &
une_combinaison linéaire d'éléments de C ) s'il existe une suite
{(Bi,xi,yi,Ai)] d'éléments de C et deux suites {(Ai,ui,A)}

”B’Vi’ai)}i=1,oooyn

n
(BaxstA) = I (B'Vi'Bi)(Bi'Xi'yi’Ai)(Ai'ui’A)
i=1

i=1y000, i=1,40e,N

de ﬂw—morphismes telles que la formule

soit vraie, On dit qu'un sous-ensemble (¢ de 7 est un systéme directeur de D

si tout élément de D est engendré par C U U , Dans ce chapitre nous allons étu-

dier les systémes directeurs minimaux de D ,

Proposition 1. Soient A un élément de U, P un Sp-groupe de G contenant A

et C un sous-ensemble de D contenant U . L'ensemble des x € N(A) tels gue

(P,1,x,A) soit engendré par C est un sous-groupe de N(A) gui contient W(A)
et N(A) n N(P) .

Démonstration: Notons H cet ensemble; si x € N(A) N N(P) et w'€ W(A) , on a
(Pv 1,XW,A) = (Pr 1’X1P)(P: 11A)



et par suite, H contient N(A) N N(Pj et W(A) ; de plus, si x, y € N(A) ,
on a (Pr1tstA) = (P’11Y9A) + (P11vx1A)(A9Y:A)
et par conséquent, si x et y appartiennenta H , il en est de méme pouf Xy o

Soit (B,x,y,A) € D ; on appelle longueur de (B,x,y,A] 1'entier
|Bl/|A] ; ainsi, U est l'ensemble des éléments de D de longueur égale & 1 .
On dit que (B,x,y,A) est réductible s'il est ou bien de longueur égale & 1, ou
bien engendré par l'ensemble des éléments de I de longueurs strictement infé-
rieures & |B|/|A| ; on note R 1'ensemble des éléments réductibles de D , Il
est clair que si (B,x,A) = (B,y,A) , (B,x,y,A) est réductible, De plus, d'aprés
l'associativité et la distributivité de la somme et du produit, tout élément de D

engendré par R agppartientda R ,

Proposition 2, Un élément (B,x,y,A) de D est réductible si et seulement s'il

existe une suite {P } de Sp-groupes de G contenant A, telle gue

i=0ye0eyn

P =B, P_=08" et telle que si 1=i=n , oubien A¢# P, NP, , ou
o n _— =

i=-1
bien il existe w € W(A) tel gue P, = (Pi;1)w . En particul;gr, si (B,x,y,A)

est réductible, il en est de méme pour (B,y,x,A) .

Démonstration: Supposons qu 11 existe une telle suite, Soient z €6 ,
0sis , tels gue P =B 1 3 d'aprés nos hypothéses, on peut choisir ces élé=-
ments de sorte que zZg=x 4, Z =y et que si A = Pi n Pi—1 , on ait
(zi 1) 1z € W(A) ; on a alors n
(Bsx1Y!A) = 'z (B’ziszi_1vA)
i=1
et tous les éléments (B,zi,zi_1,A) sont réductibles; par conséquent, (B,x,y,A)
est réductible,

Réciproquement, supposons que (8,x,y,A) € R , si (B,x,y,A) €U , on-

a B =8 . Supposons que (B x,¥,A) € R = U ; dans ce cas on a

(B X,¥,A) = 2 (B Vi’B )(B Ai)(Ai,ui,A)

i,)’i1

ol IB I/lAil < |B|/|A| pour tout i<n ;posons z =x , z

2,
u, et z ol 1SisSn; lasuite {B?'

Foimg = Vi%4Ys 21 = ViY3Ys

satisfait alors aux conditions de 1'énoncé.

!i-_'D,.uo ;2"‘"1

Soient (B,x,y,A) , (B',x",y',A') € D { on dit que (B,x,y,A) est
échangeable avec (B',x',y',A') s'il existe u, v € G tels que 1'on ait
At =AY , B' = 8Y et tels que (B,x,vx'u-1,A) et (B,vy'u-1,y,A) soient
réductibles, S'il en est ainsi, (B',x',v-1xu,A') et (B',v-1yu,y',A') sont
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encore réductibles (cf. prop.2) et par suite, (B',x',y',A') est échangeable avec
(8,%,¥,A) ; on dira simplement que (B,x,y,A) et (B',x',y',A') sont échangea—
bles, De plus, puisque la somme de deux éléments de R appartient d R, 1l'échan-

geabilité est transitive. Par conségquent, 1l'échangeabilité est une relation d'équi-

valence. En outre, il est clair que pour tout u, v € 6 , (B,x,y,A) est échan-

geable avec (Bv,v-1xu,v-1yu,Au) .

Proposition 3. si (B,x,y,A) et (B',x',y',A') sont des éléments échangeables de
D , (B,x,y,A) est engendré par {(B',x',y',A')} U R . En particulier, tout

¢lément de D gchangeable avec un élément de R agppartienta A .

Démonstration: Il suffit de remarquer que s'il existe u, v € G tels que

A' = A et B' =BY , on a légalité suivante
(B,%,1,A) + (B,v,87)(B",x*,y*,A)(A",u”"
et s = vy'u_1 .

,A) + (B!S’Y1A)

f«
o
X
<

1 -

»
=
"

On dit qu'un élément de D est irréductible s'il n'appartient pas &8 R .
Nous démontrerons que les éléments d'un systéme directeur minimal de D sont
irréductibles et deux a deux non échangeables. Nous allons classifier d'abord les
classes d'échangeabilité des éléments irréductibles de D & l'aide du théoréme

suivant.

Théoréme 1. Soient A€ YU , P un Sp-groupe de G contenant A , z € N(A) et
(Byx,y,A) €D ; posons M = W(A).M(A,P) et soient u, v € N(A) tels que 1'on
ait BN N(A)cm' et BY N N(A) MY . On a alors

1. La double fléche (B,x,y,A) est irréductible si et seulement si wu~

1

n'appartient pas a M

2, Les doubles fléches (B,x,y,A) et (P,1,z,A) sont échangeables si et

seulement si MzM = M~ M .

Nous allons décomposer la démonstration du théoréme en une suite de guatre
lemmes, Si A =P, 6na M= N(A) et les assertions 1 et 2 sont trivialement
vraies; dorénavant nous supposons que A £ P . Les notations sont tou jours celles
du théoréme; dg plus, on note @ un Sp-groupe de G contenant un S =groupe de
M(A,P) (rappelons que M(A,P) contient un Sp-groupe de N(A) (cf. ch.1I,
lemme 1))

Lemme 1. Si (B,x,y,A) est réductible, wu~' appartienta M .

Démonstration: D'aprés la proposition 2, il suffit de démontrer que vu-1 EM
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lorsque 1'ona A # BN B et lorsqu'il existe w € W(A) tel que 8 = (B¥)" .
si A#B8°nBY , onaencore A#B8°08YNNA) (cf, (01)) et par suits, A
n'est pas un Sp-groupe1de MM ; or, M satisfait & la condition (M2) du
ch.II ; on a donc w ' €M , Supposons qu'il existe w € W(A) tel que

8’ =8 ;onaalors B NNA)cM¥NM etcome A£B” , A n'est pas un

1 -1u—1

5 —groupe de M"Y N MY ; par conséquent, on a ww~ leMm et come uw

appartient & W(A) , w™ appartient & M.

Lemme 2, L'ensemble des t € N(A) tels que (Q,1,t,A) soit réductible est égal

a m ., ’

Démonstration: Notons M!' cet ensemble; d'aprés la proposition 1, M' est un
sous—groupe de N(A) qui contient W(A) . De plus, si B est un sous=-groupe de
Q@ qui contient strictement A , pour tout t € N(A) N N(B) 1la double fléche
(@,1,t,A) est réductible; par conséquent, M' contient N(A) N N(B) . On en dé=
duit que M*' contient M(A,P) (cf. ch,II, prop.2), donc qu'il contient M , Or,
d'aprés le lemme 1, M' est contenudans M (onprend B=Q , x=u=1 et

y=v==t) Onadonc M'=M .,

Lemme 3. Les doubles Pléches (B,x,y,A) et (Q,1,vu—1,A) sont échgpgeables; En
hal

particulier, si vu-1 appartient & M , (B,x,y,A) est réductible.

Démonstration: Posons C = B N N(A) et D= 8’ n N(A) et soit s € G tel que
Q=08° . D'aprés notre choix de u, v , il existe m,n € M tels que 1l'on ait
cc Qmu ‘et pcq™V ;jcoome A#C et A#D , les doubles fleches (B,x,smu,A)
et (B,snv,y,A) sont réductibles (cf. prop.2) et par suite, (B,x,y,A) et
(Q,mu,nv,A) sont échangeables, D'autre part, d'aprés le lemme 2, (Q,1,m,A) et
(?,1,n,A) sont réductibles et par suite, il en est de méme pour (Q,mu,u,A) et
pour (Q,v,nv,A) ; on en déduit que (Q,mu, nv,A) et (Q,1,vu-1,A) sont échan=-

geables, Par conséquent, (B,x,y,A) et (Q,1,vu“1,A) sont aussi échangeables.

La deuxidme assertion résulte de la premiére, de la proposition 3 et du

lemme 2,

Lemme 4, Les doubles flaches (8,x,y,A) et (P,1,2,A) sont échangeables si et

seulement si MzM = Mvu—1M .

1n ol m,n€M ; en vertu du lemme 3,

Démonstration: Supposons que 2z = mwu
(Q,1,vu-1,A) est alors échangeable avec (P,1,z,A) (onprend B=P , x=1 ,
y =2z etonchoisit u' =n et v' = w™'n ); par conséquent, (B,x,y,A) et
(P,1,2,A) sont échangeables, Réciproquement, si (B,x,y,A) et (P,1,z,A) sont

échangeables, il existe r,s € G tels que A = AT , P = B8° et tels que
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B x,sr",A et B,szr-1,y,A) soient réductibles; comme r normalise A, on a
’

-1 -1 -1 -1

T et 8% aN(A) = NF,(A)Zr cw® .,

1,1 1

-1

-1
alors BT N N(A) = NP(A)r cw

En vertu du lemme 1, on en déduit que r 'u ' et vrz ' appartienent & M et par

suite, que vu-‘I appartient a MzM ,

Corollaire 1. Les notations étant celles du théoréme 1, 1'spplication de N(A)

dans D qui & 2z fait correspondre (P,1,z,A) , induit une bijection entre

1'snsemble des (M,M)-classes doubles de N(A) différentes de M et 1l'ensemble des

classes d'échangeabilité des éléments irréductibles de D dont la source est un

conjugué de A dans G .

Démonstration: D'aprés l'assertion 1 du théoréme, si z € N(A) = M , la double
fleche (P,1,Z,A) est irréductible (un prend B=P , x=u=1 et y=v=2);
de plus, d'aprés l'assertion 2, si z' € N(A). , les doubles fléches (P,1,z,A)

et (P,1,2',A) sont échangeables si et seulement si MzM = Mz'M ; ceci démontre
1'existence et 1'injectivité de 1l'application induite, D'autre part, si
(B',x",y',A') € D=R etsi A'=A" ou u€G , onsait que (B',x',y',A') et
(B',x'u"'1
(8',x",y",A') est donc échangeable avec une double fliche de la forme (P,1,v,A)
ot v ENA) =M .,

,y'u-1,A) sont échangeables; d'aprés les assertions 1 et 2 du théoréme,

D'aprés le corollaire 1, un élément A de U est la source d'un élément
irréductible de D si et seulement si N(A) # W(A).M(A,P) ; dans ce cas, on dit
que A est un p=sous—groupe (¥,wW)=essentiel de G . Il est clair qu'un tel p=sous—
groupe est un p-sous-groupe essentiel de G (cf. ch,II); réciproquement, tout p-

sous=groupe essentiel de G est un p=sous=groupe 1-essentiel de G (i.e. relati=-

vement & la 1-localité de G ). Le corollaire suivant permet d'obtenir les p=-

Sous=groupes (m,w)- essentiels a partir des pesous=groupes essentiels,

Si A€¥d , on note W(A) 1'image réciproque de DD(N(A)/W(A)) dans
N(A) .

Corollaire 2, Un élément A de ¥ est un p-sous-groupe (¥,W)-essentiel de G si

et seulement s'il satisfait & 1'une des conditions suivantes
1. On a N(A) # W(A).M(A,P) .
2. Le groupe A gest un p-sous—groupe essentiel de G et W(A) ne cone
tient pas O°(X(A)) .
N 3. Le groupe A est un p=sous—groupe essentiel de G et un Sp—gggggg
de W(A) .

Démonstration: D'aprés ce qui précéde, il suffit de démontrer que les conditions 1,
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2, 3 sont équivalentes. Démontrons que 1 entraine 3; posons M = W(A).M(A,P) ;
comme ‘W(A)/W(A) est un p=groupe, M contient W(A) ; or, M satisfait & la
condition (M2) du ch.II ; par suite, si M # N(A) , A est un S -groupe de
W(A) . De plus, si A estun Sp-groupe de W(A) , ‘W(A) ne contient pas X(A)
(cf. ch.II, §1) et par suite, W(A) ne contient pas O°(X(A)) . Enfin, d'aprés
la proposition 6 du ch,II, §1, 2 entraine 1 .

Théoréme 2. Soient P un Sp-gzouee de G et & un systéme de représentants dans

P des classes de conjugaison dans G des p=SousS=groupes (ﬂ,w)-essentiels de G .

Un sous—ensemble C de D gest un systéme directeur de D si et seulement si,

pour tout A€ & , N(A) est engendré par 1l'ensemble des x € N(A) tels que

(Py1,%x,A) soit échangeable avec un élément irréductible de C .

Nous allons décomposer la démonstration du théoréme en une suite de quatre
lemmes, Les notations sont toujours celles du théoréme; de plus, si A est un p=
sous=groupe (¥,W)-essentiel de G contenu dans P , on pose My = w(A).M(A,P) et
si C<D , on note CA 1'ensemble des x € N(A) tels que (P,1,x,A) soit

échangeable avec un élément irréductible de C .

Lemme 5. Soit 0 <D , 5i CU R est un systéme directeur de D , C 1l'est

€galement,

Démonstration: Nous allons démontrer que tout élément (B,x,y,A) de D est engen=
dré par C U U en raisonnant par récurrence sur la longueur 1 de (B,x,y,A) .
Si 1=1 , il n'y a rien a démontrer, Supposons que 1 > 1 ; d'aprés nos hypo=-
théses, (B,x,y,A) est égal & une combinaison linéaire d'éléments de C U R de
longueurs = 1 , Or, tout élément (B',x',y',A') de R de longueur <1 est engen=
dré par l'ensemble des é€léments de D de longueurs < 1 ; on en déduit, gréce a
1'hypothése de récurrence, que (B',x',y',A') est engendré par C U U ., Par consé=-

quent, (B,x,y,A) est aussi engendré par C U U .

Lemme 6, Soient C,C' © D . S8i C est un systéme directeur de D et si tout

€lément irréductible de C est échangeable avec un €lément de C' , C' est

également un systéme directeur de D .

Démonstration: D'aprés le lemme 5, il suffit de démontrer que tout élément irréduce
tible de C est engendré par C' U R, Or, d'aprés nos hypothéses, si (B,x,y,A)
est un élément irréductible de C , il est échangeable avec un élément
(B',x',y",A') de C' et par suite, il est engendré par {(B',x',y',A')} U R

(cF. prop.s).
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Lemme 7. Pour tout A € & , soit Y, un sous—ensemble de N(A) dont la réunion

avec M, engendre N(A) . L'ensemble des doubles fléches de la forme (P,1,x,A)

ol AER et xE€ YA , est alors un systéme directeur de D .,

Démonstration: Notons C cet ensemble et soit D' 1'ensemble des éléments de D
engendrés par C U R ; d'aprés les lemmes 5 et 6, il suffit de démontrer que tout
€lément irréductible de D est échangeable avec un élément de D' , Soit ‘
(B',x',y',A') un élément irréductible de D ; A' est donc un sous-groupe (U,W)=
essentiel de G et par suite, il est conjugué d'un élément A de & ; en vertu
du corollaire 1, il existe alors x € N(A) tel que (P,1,x,A) soit échangeable
avec (B',x',y',A') ., Il suffit de démontrer maintenant que pour tout A € & et
tout x € N(A) , (P,1,x,A) est engendré par CU R ,

Soit A € & ; 1l'ensemble des x € N(A) tels que (P,1,x,A) soit engendré
par CU R est un sous-groupe de N(A) (cf, prop.1) et il contient YA et MA

car si x€M, , (P,1,x,A) est réductible); par suite, d'aprés nos hypothéses,
A

il est égal & N(A) .

Soit C € D ; nous sommes en mesure de démontrer gue si GA engendre
N(A) pour tout AE€8R , C estun systéme directeur de D . En effet, en vertu
du lemme 7, l'ensemble C' des doubles fléches de la forme (P,1,x,A) ol A€ &
et x € OA , est alors un systéme directeur de D. et l'assertion résulte tout de

suite du lemme 6,

Si A €8, il est clair que 1'ona (CU U)A = CA ; par suite, le lemme

suivant achéve la démonstration du théoréme,

Lemme 8, Soient C <D et A un p-sous=groupe (¥,W)-essentiel de G contenu

dans P . Si pour tout x € N(A) , la double fldche (P,1,x,A) est engendrée par
C , l'ensemble OA engendre N(A) .

Démonstration: Soit NA le sous-groupe de N(A) engendré par OA et supposons
que (P,1,x,A) soit engendré par C pour tout x € N(A) ; nous allons démontrer
d'abord que N, contient M, « Puisque A est (¥4,wW)=essentiel, on a Ma # N(A)
soit x € N(A) = M, ; alors, (P,1,x,A) est égal & une combinaison lindaire
d'éléments de C ; or, comme (P,1,x,A) est irréductible (cfe th.1), 1%un des
éléments d'une telle combinaison est irréductible et de longueur égale & celle de
(P,1,x,A) 3 par conséquent, un conjugué de A est la source d'un élément irréduce
tible de C . D'aprés le corollaire 1, C, contient donc une (MA,MA)-classe double

de N(A) et par suite, NA contient MA .

n
Soient x € N(A) et (P,1,x,A) = Z(P,vi,Bi)(Bi,xi,yi,Ai)(Ai,ui,A) une
i=1
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décomposition de * (P,1,x,A) comme combinaison linéaire d'éléments de ( ; posons

z = 1, z =v,x,u, et z_. = \AZLH ol 1=i=n et soient

Zongr T X Zaieq T VY 2i
Ty € N(A) , 0SS jS2m1 , tels que l'on ait

r,
J

b4
P JnN(A) < (m,) si 0= js2m1.
on a alors (P,zzi,A) = (P,22i+1,A) si 0=isn ,etsi 1SiSn , ona
)(AivuiIA) .

1,A) n'est irréductible que lorsqu'il est échangeable

(P,ZZi—1'ZZi'A) = (p’vi’Bi)(Bi'xi,yi’Ai

On en déduit que (P,zj,zj+
avec un élément irréductible de (C ; par conséquent, pour tout j= 2n , 1'élé=-
ment rj+1(rj)-1 appartient soit & M, , soit & Cy (cfs the1), donc il appar-
tient & N, . Or, nous pouvons choisir r, = 1 et r = x o I1 s'en suit que

A 2n41
x appartient & N, et par suite, que NA = N(A) .

Avec les notations précédentes, d'aprés le corollaire 1, C, est une
A

réunion de (MA,MA)-classes doubles de N(A) .

Corollaire. Avec les notations précédentes, un sous—ensemble ( de D est un

systéme directeur minimal de D si et seulement s'il satisfait aux conditions sui-

vantes

1, Tout élément de C est irréductible.

2. Les éléments de C sont deux & deux non échangeables.

3. Pour tout A€ Y, CA est un élément minimal de l'ensemble des par—

ties de N(A) gui sont la réunion de (MA,MA)-classes doubles et gui engendrent

le groupe N(A) .

Démonstration: Supposons que C soit un systéme directeur minimal de D , Si C°

est un systdme de représentants dans C des classes d'échangeabilité des éléments
irréductibles de € , il résulte du lemme 6 que (' est encore un systéme direc—
teur de D et par suite, que C' = C ; ceci démontre que C satisfait aux con=

ditions 1 et 2 , D'aprés le théoréme 2, C satisfait aussi & la condition 3.

Soit 0' € C ; supposons que ( satisfasse aux conditions 1, 2, 3 et que
C' soit un systéme directeur de D ; nous allons démontrer que C' = (C . D'aprés
la condition 3 et le théoréme 2, pour tout A€ & , CA et OA cofncident; par
conséquent, tout élément irréductible de ( est échangeable avec un élément de (';
ainsi, d'aprés les conditions 1 et 2, tout élément de C appartientd C' ; on a
donc C' =C .

On remarguera que les notions étudiées dans ce chapitre expriment des pro-
prietés (Y,W)-locales de G (cf. ch.I, §2). Plus précisément, soient G' un

deuxiéme groupe fini, (¥',W') une p-localité de G' , D' 1'ensemble des



doubles fliéches & but maximal de (U',W') et R' 1'ensemble des éléments réducti-
bles de D' j si les p-localités (4,W) et (¥U',W') sont équivalentes (cf. ch.I,
§2) et si @ est une équivalence de catégories entre uw et ﬂw, , on voit aisé~
ment que ¢ induit une application f de D dans D' qui conserve la longueur,
que l'on a F-1(R') =R et que f induit une bijection entre les ensembles des
classes d'échangeabilité des éléments irréductibles de D et de D' ; de plus, un
sous-ensemble C de D est un systéme directeur de D si et seulement si f(C)
est un systéme directeur de D' ; enfin, un élément A de ¥ est un p-sous—grou~
pe (4,W)-essentiel de G si et seulement si ¢(A) est un p-sous—groupe (U',W')-

essentiel de G' .

§ 1. Un exemple

Dans ce paragraphe nous supposons que (¥%,W) est la 1-localité de G re-
lative & p . Nous allons montrer que le théoréme principal de (1) est une consé=-
guence du fait gqu'un certain sous~ensemble I de D est un systéme directeur de

D et que ceci résulte du théoréme 2,

On dit qu'un p-sous-groupe A de G est une "tame intersection" (cf.(1))

s'il est égal & l'intersection de deux Sp-groupes de N(A) « Si A est un p=sous-—
groupe essentiel de G, P un S =groupe de G contenant A et x un élément de
N(A) = M(A,P) , ona A= NP(A) n NP(A)x (cf. ch.II, cond.(M2)); par conséquent,

tout p-sous-groupe essentiel de G est une "tame intersection" dans G (la réci-
proque est fausse: le groupe 1 est toujours une "tame intersection" dans GL(n,pm)
tandis qu'il n'est un p-sous-groupe essentiel de GL(n,p") que si n =2 (cf.

app.I)).

Proposition 4. Soient P un Sp—ggouge de G et £ 1'ensemble des "tame intersece

tions" A telles gque P contienne un Sp-groupe de N(A) . L'ensemble I' des

doubles fléches de la forme (P,1,x,A) oU A €& et x est un p=€lément de N(A)

est un systéme directeur de D ,

Démonstration: Puisque tout p=sous—groupe 1=-essentiel de G est une "tame inter—
section" , & contient un systéme de représentants des classes de conjugaison dans
G des p=-sous=groupes 1-essentiels de G , De plus, si A est un p=sous-groupe
1=essentiel de G contenu dans P , on a N(A) = Dp'(N(A)).M(A,P) (cf. ch.II,
prop.6); comme Dp'(N(A)) est le sous-groupe de N(A) engendré par les p-€léments
de N(A) , la proposition résulte alors du lemme 7.

D'aprés la proposition 4, tout élément de D est engendré par I U U .
Or, on voit aisément que tout élément de D engendré par U est de la forme

(B,nu,u,A) o n normalise B . De plus, si (B,u,v,A) €D et si n normalise



B , on a 1'égalité suivante

(B!nu,uiA) + (B,U!VsA) = (B,H,B)(B,U,V,A) + (BynV’VvA) .
Il en résulte que tout élément (B,x,y,A) de D est égal & la somme d'une combi=
naison lindaire d'éléments de I et d'un élément de D de la forme (B,nu,u,A)

ot n normalise B .

Corollaire, (cf. (1)). Les notations étant celles de la proposition 4, soit E un

sous—ensemble de P , Si x gest un élément de G tel que Ex CP , il existe
y € N(P) , une suite lAiii=1,...,n
p=élément x, de N(Ai) qui satisfont aux coditions suivantes

i —

d'éléments de £ et pour tout i=n , un

1« Ona x = Xpeeeaxy X oui X,
1 i

2, 0na EC A1 et pour tout is=n-1 , E c Ai+1 .
Démonstration: Soit A 1le sous-groupe de P engendré par E ; d'aprés notre hypo-
theése, on a A*cp ét par suite, (P,1,x-1,A) est un élément de D . En vertu de
la proposition 4 et des remargues précédentes, on a alors

n
A) = iz_:1(p,vi,p)(p,1,zi,si)(ai,ui,A) + (P, tu,u,A)
ot t € N(P) , B, €8 ot z, est un p-élément de N(Bi) , 1Sis=n ,

u,
D'aprés cette formule, vy normalise P , A est contenu dans (Bi) 1 etona
-1

(P, 1,><_

= = = = o ois .
1 vug s X u , tu VnZaln et VigqUigq = V3%4Yy o0 i=sn-1 Par
conséquent, il suffit de prendre
";1 1 ";1
= = = (z; i =is=s
y=t , A (Bi) et x; (zi ) si 1=isn .,

§ 2. Une application

Nous allons appliguer le théoréme 2 au calcul des groupes d'homologie et
de cohomologie de G , Nous empruntons les notations de (4), ch,XII, §8 (sauf pour
les groupes et le module), Soient L un G-module et P un Sp—groupe de G
d'aprés le théoréme 10,1 de (4), ch.XII, §10, 1'image de l'spplication i(P,G) de
Q(G,L) dans Q(P,L) est isomorphe & la composante p—primaire de G(G,L)‘ et égale

4 1'ensemble des éléments stables de ﬁ(P,L) ; nous allons voir que le théoréme 2

simplifie le calcul des éléments stables de Q(P,L) .

Supposons que (¥,W) soit la 1~-localité de G relative & p (i.e. que
Y soit 1'ensemble des p-sous—groupes de G et que W =1 ), On note h le

foncteur contravariant de Y, dans la catégorie des Z-modules gradués (sur Z)

W
défini par
(h1) 8i A est un p-sous—groupe de G , h(A) = A(A,L)
(h2) 81 (B,x,A) est un 4 -morphisme, h(8,x,A) = i(A,8")ec

Nl
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(On démontre que h est compatible avec la composition de morphismes & 1l'aide des
égalités (4), (5) et (10) de (4), ch.XII, §8). Si A est un p-sous-groupe de G |,
h définit une opération de N(A) sur Q(A,L) et si X< N(A) , on note

I?i(A,L)x 1'ensemble des points fixes de X dans Q(A,L) . 51 (Byx,y,A) €D , on
pose K(B,x,y,A) = Ker(h(B,y,A) = h(B,x,A)) H
K(B,x,y,A) est un sous-module de H(B,L) et on voit aisément qu'ii contient tous
les éléments stables de ﬁ(B,L) ; si C est un sous-ensemble de D dont les élé=-
ments ont tous le méme but B , on note K(C) 1'intersection des K(B,x,y,A) ol
(B,x,y,A) parcourt les éléments de C , D'aprés la définition d'élément stable

cf. (4), cheXII, §9), un élément de H(P,L) est stable si et seulement s'il
( , un element de

sppartient & K({(P,1,x,P N P*) | x€ G }) .

Le lemme suivant nous permettra d'appliquer ensuite le théoréme 2,

Lemme 9. Avec les notations précédentes, si C est un systdme directeur de D

dont tous les éléments ont le but égal &8 P , on a

m(1(p,8)) = A(p,LINP) n k(o) .
N(P)

Démonstration: Il est clair que Im(i(P,G)) est contenu dans RH(P,L) et on a

wu que tout élément stable de HA(P,L) appartient @ K(C) . Il nous reste & démon-
trer gue tout élément de Q(P,L)N(P) N K(C) est stable., Soient

a € ﬁ(P,L)N(P) NK(C) et x € B ; d'aprés les remarques précédentes, il suffit de
démontrer que a appartient a.K(P,1,x,P N Px) .

Si C est un systéme directeur de D , on a une égalité de la forme

n
(P, 1,%,P N PY) = (P PIPrx s A (A uy P 0 )
=1
ol (P,xi,yi,Ai) €ECUU , 1=isSn ; onendéduit 1'égalité suivante
h(P,x,P 0 P*) = h(P,1,P N P¥) =
n
x
= L h(Aivuirp np )(h(P,yirAi) - h(P,Xi,Ai))h(P’,Vi,P) .
i=1

i=

Or, comme a € ﬁ(P,L)N(P) , On a h(P,vi,P)(a) =a etsi (P’xi’yi'Ai) est de
longueur égale & 1, on a
(h‘(pvyivAi) - h(P,Xi,Ai))(E) =0

de plus, comme a € K(C) , si (P'xi'yi'Ai) appartient & ¢ , on a aussi

(h(P'yi'Ai) - h(P,xi,Ai))(a) =0 .

Par conséquent, a appartient a K(P,1,x,P N Px) o



Proposition 5. Avec les notations précédentes, soit & un systéme de représentants

dans P des classes de conjugaison dans G des p-sous—groupes 1=-essentiels de

G ; pour tout A €& , soit Y, un sous—ensemble de N(A) dont la réunion avec

M(A,P) engendre N(A) . On a alors

In(ip,5)) = A, LMP) 0 [ 0 a(ae)(R(AL) A
A€ESR

Démonstration: Si A est un sous—groupe de P et si z € N(A) , ona
h(P,z,A) = h(P,1,A) = (h(A,z,A) = idﬁ(A,L))oi(A,P) 3

par suite, K(P,1,z,A) est égal & 1l'image réciproque par i(A,P) des points

fixes de z dans H(A,L) ; la proposition résulte maintenant des lemmes 7 et 9.

Supposons maintenant que G opére trivialement sur L , Alors, pour tout
sousegroupe A de G et tout x € C(A) , Cy est égal & 1'identité sur

ﬁ(A,L) ; par conséquent, h induit un foncteur contravariant h, de la catégorie

c
associée & la C-localité de G dans la catégorie des Z-modules gradués (sur z )e

Suivant une démarche similaire, on obtient alors la proposition suivante,

Proposition 6, Avec les notations précédentes, supposons gque G opére trivialement

sur L . Soit & un systéme de représentants dans P des classes de conjugaison

dans G des p-sous—groupes C-essentiels de G et pour tout A€ & , soit YA un

sous—ensemble de N(A) dont la réunion avec C(A).M(A,P) engendre N(A) ., On a

alors v
t(i(r,8)) = Ar,LMNP) n [ 0 a(a,p)(A(AL) M) .
AESR
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CHAPITRE IV

Les sous—groupes de (4,W)=contrfle

Soient G un groupe fini, p un nombre premier, (¥U,W) une p-localité
de G et D 1l'ensemble des doubles fléches & but maximal de (¥,W) . Dans ce
chapitre, nous allons donner des critéres pour qu'un sous—groupe H de G soit un

sous—groupe de (U,W)-contréle de G (cf. ch.I, §3), & 1l'aide des résultats du cha=-
pitre III.

Signalons d'abord une conséquence de la condition 2 de la définition des

sous—groupes' de (¥,W)=contréle (cf. ch.I, §3) qui sera utilisée souvent,

Lemme 1, Si H est un sous-—groupe de (M,W)-contrﬁle de G , pour tout élément A
de ¥ contenu dans H on a N(A) = W(A).NH(A) .

Démonstration: Il suffit de démontrer gue sous les hypothéses de 1'énoncé, on a
N(A) € HW(A) ; or, si x € N(A) et si P estun §,-groupe de H contenant A ,
ona ACPN P et par suite, PN P appartienta Y% etona WPN Px) < w(A)
(cf. ch,I, cond,(L2)); l'assertion résulte alors de la condition 2 de la proposi-
tion 2 du ch,I, §3.

Soit H un sous—groupe de G contenant un Sp-groupe P de G ., Comme
P €U , nous pouvons construire la p-localité Res, G(u,w) de H (cf, ch.I, §3)
’
et on note HesH GD 1'ensemble des doubles fléches & but maximal de ResH G(N,W) .
’ ’

Rappelons que le foncteur de HesH dﬂw dans ﬂw défini par 1l'inclusion HC G
’

est fideéle (cf. ch.I, §3) et que nous avons identifié les (HesH Gﬂw)-morphiSMES a
’

leurs images dans ﬂw ; dans ces conditions, HesH GD est un sous-ensemble de D,
,

Proposition 1. Soient H un sous—groupe de G contenant un Sp-grodpe P de G
et & un systéeme de représentants dans P des classes de conjugaison dans G des

p=SousS=groupes (W,w)-essentiels de G . Les trois assertions suivantes sont alors

' équivalentes

1, Le groupe H est un sous—groupe de (U,W)-contrfle de G .

2, Ona N(P) = W(P).NH(P) et pour tout A € R , N(A) est engendré par
la réunion de W(A) , M(A,P) et NH(A) .

3. On_a (HesH'Gﬂw)(P,P) = ﬂw(P,P) et 1l'ensemble RESH,GD est un systéme
directeur de D .

Démonstration: D'aprés le lemme 1, 1 entraine 2, Il est clair que les égalités

N(P) = w(P).Ny(P) ,  (Res, M )(P,P) =¥y (P,P)
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sont équivalentes; il résulte alors du lemme 7 du ch.III, que 2 entraine 3. Enfin,
nous allons démontrer que 3 entraine 1; supposons gue l'assertion 3 soit vraie;
puisque H contient un § -groupe de G, il suffit de démontrer que pour tout
x€B tel que PN P E ﬁ , x appartient a H.W(P N P ) (cfs ch.I, §3, déf,).

Soit x€ G tel que PN P e et posons A =PN [ 3y d'aprés
l'assertion 3, (P,1,x,A) est engendré par U U ResH,GD ot U est l'ensemble des
éléments de D de longueur égale & 1 (cf. ch.III), D'autre part, il résulte sans
difficulté de 1'égalité

(Res )(P,P) =4 (P P)

H, G w
gue tout élément de U est engendré par l'ensemble des éléments de longueur 1 de

RBSH,GD et que, si Q@ est un Sp-groupe de H, ona

(Res )(P,Q) = 4 (P Q)

H, G W
On en déduit que (P,1,x,A) est égal & une combinaison linéaire d'éléments de
RESH,GD et que si n .
(P,1,X,A) = 151(P)V ,Bi)(Bi'xi’yi,Ai)(Ai’ui,A)

est une telle combinaison, nous pouvons toujours supposer gque les éléments Xy
Yi o0 Yy oo 1=isSn , appartiennent & H , Posons z =1, Zoned = %

= . = LU, i =is H .dé
Z2i-1 vy XsUs et Zyy = VyYguy st 1= i=n j; nous allons .démontrer que pour

tout §=<2m1 , 2z, appartient @ H.W(A) ; en particulier, ceci montrera gque
x € HW(P N P*) . On raisonne par récurrence sur j ; si j = o0 il n'y a rien a
démontrer, Supposons que j=2n et z, € H,W(A) ; si j est pair, la combinai-

son linéaire ci-dessus sous—entend que (P,zj,A) = (p,z A) et par suite, on a

j+1’

-1 s s . N .
(zj) 2501 € Ww(A) , d'ou il résulte que 254 appartient & H.W(A) ; si
j=2i=1 o 1=i=n , ona

-1 -1
2501 = (vyy, (x4 ) (vi)7 )z
et comme Vi Yy X appartiennent a H , zj+1 appartient encore a

H.W(A) .

Corollaire 1, Un sous=groupe H de G est un sous—groupe de (¥,W)-contrle de G

si et seulement si pour tout p=sous—=groupe A de G qui est ou bien un Sp-gruupe

de G , ou bien un p-sous—groupe (¥,W)-essentiel de G , il existe x € G tel

gue 1'on ait

ACH® et N(A) = w(A).(N(A) N HY) .

Démonstration: Si H est un sous-groupe de G qui satisfait a4 cette condition, H
"contient un §,~groupe P de G tel que 1'on ait N(P) = W(P).NH(P) et on voit

aisément que, les notations étant celles de la proposition 1, il existe & tel que
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1'assertion 2 de cette proposition soit vraie; il s'en suit que H est un souse—
groupe de (¥,W)-contrfle de G , Réciproquement, si H est un sous-groupe de
(4,W)=contrfle de G , il contient un Sp-groupe P de G (cf. ch,I, §3, déf,); le

reste résulte alors du lemme 1.

Corollaire 2, Les notations étant celles de la proposition 1, supposons gue le

groupe 1 ne soit pas un p-sous—groupe (¥,W)-essentiel de G ., Pour que H soit

un sous~groupe de (ﬂ,w)-contrﬁle de G , il suffit gue les conditions suivantes

soient satisfaites

1. ona N(P) = W(P).N(P) .
2, Pour tout €lément x d'ordre p de P gui centralise un élément de

¥4 , C,(x) est un sous=groupe de Res (4,W)=contrble de C(x) .
H c(x),6 ——

Démonstration: L'ensemble. ¢ des éléments de D de la forme (P,1,y,A) oli A€ R
et y est un p=élément de N(A) est un systéme directeur de D ; en effet, pour
tout A€ER] , ona N(A) = DP'(N(A)).M(A,P) (cf. ch.II, prop.6) et comme
Op'(N(A)) est le sous-groupe de N(A) engendré par les p-éléments de N(A) ,
1'assertion résulte du lemme 7 du ch,III, Par conséquent, d'aprés l'équivalence des
assertions 1 et 3 de la proposition 1, il suffit de démontrer que la condition 2
ci-dessus entraine C C HBSH,GD . Soit (P,1,y,A) € C ; d'aprés nos hypothéses,

A n'est pas trivial et comme y est un p=€lément qui normalise A , y centralise
un élément x d'ordre p de Z(A) ; par conséguent, le ¥, ~morphisme (A,y,A)
appartient a (Resc(x),Ggw)(A,A) (identifié & un sous—ensemble de ﬂw(A,A) Je Si
la condition 2 est satisfaite, CH(x) est alors un sous-groupe de Res; x)’G(%,W)-
contrfle de C(x) et comme AC CH(x) , il existe 2z € N(A) N CH(x) tel que 1'on
ait (A,y,A) = (A,z,A): ; on a alors (P,1,y,A) = (P,1,2,A) et par suite,
(P,1,y,A) appartient & RESH,GD .

On remarquera que dans le corollaire précédent, l'hypothése "le groupe 1
n'est pas un p-sous—groupe (Y,W)-essentiel de G " est nécessaire; en effet, le
sous—groupe M(1,P) contient N(P) et C(x) pour tout élément x d'ordre p de
P (cf. ch,II, lemme 1) et par contre, si 1 est un p-sous-groupe 4-essentiel de
G, ona M1,P)#6G , donc’ M(1,P) n'est pas un sous-groupe de 1-contrBle de G

(iee, relativement & la 1-localité de G ).

A 1l'aide du corollaire 2, nous allons donner un systéme générateur de

M(A,P) qui améliore celui de la proposition 2 du ch,II,
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Corollaire 3. Soient P un Sp-ggouge de G , A un sous=groupe de P et Q un

§ -groupe de M(A,P) . Si A#P , le groupe M(A,P) est engendré par la réunion
de N(A) N N(Q) etdes N(A)NN(B) ot ACBCQ et |B:A|l =p .

Démonstration: D'aprés la proposition 2 du ch,II, on a

M(é,P)/A = MN(A)/A(1,Q/A) '
et par conséquent, il suffit de démontrer le corollaire lorsque A =1 et Q=P .,
Notons M 1le sous—groupe de G engendré par la réunion de N(P) et des N(B) ol
BC P et |B| = p ; d'aprés le corollaire 2 appliqué a la 1*-localité de G re-
lative @ p, M est un sous-groupe de 1*-c0ntrﬁle de G ; par conséquent, M

satisfait & la condition (M2) du ch.II relativement au p-sous-groupe 1 de G
-1
*
(car si C est un p-sous=groupe non trivial de M N Mx , (Cx ,%C) estun 1 =

morphisme de G dont la source et le but sont contenus dans M et par suite,
x €M ), Conme N(P)SM , on en déduit que’ M contient M(1,P) ; or, d'aprés le
lemme 1 du ch,II, M est contenu dans M(1,P) ; on a donc M = M(1,P) .

§ 1, Les p=sous=groupes (%,W)=normaux

Dans ce paragraphe nous allons étudier les éléments de U dont le norma=

lisateur est un sous—groupe de (¥,W)-contrfle de G .

On dit qu'un p=sous=groupe A de G est fermé dans G si pour aucun
¢lément x de G = N(A) le groupe < A, A" > n'est un p-groupe. Si P est un
Sp—groupe de G qui contient A , on voit aisément que A gest fermé dans G si

et seulement si pour tout x € G tel gue A*cp , on a A= A (i.e. si et

seulement si A est "weekly closed" dans P suivant la terminclogie de (12), ch.?
§5). On remarquera que si A€YU , l'assertion " A est fermé dans G " est une
‘proprieté (¥,W)-locale (cf, ch.I, §2); en effet, un élément A de U est fermé
‘dans G si et seulement si pour toute double fléche (B,x,y,A) de (¥4,W) de sour-
ce A , il existe (A,z,A) € MW(A,A) tel que 1'on ait (B,y,A) = (B,x,A)(A,z,A) ;
einsi formulée, il est clair que cette assertion ne dépend que de la classe d'équie=

valence de (%,W) .

Rappelons que pour tout A € 4 , on note W(A) 1'image réciproque de
Up(N(A)/W(A)) dans N[A) .,

Proposition 2, Pour tout A € ﬂf , les conditions suivantes sont équivalentes

1. Le groupe N(A) est un sous—groupe de (¥, w)=contrble de G .

0

2, Le p=grodpe A est fermé dans G et pour tout B € ¥ tel que
BCN(A) , W(A) contient N,(B) .
3, Le p-groupe A est fermé dans G et tout p-sous=groupe (¥,W)-essen—

tiel de G contient un conjugué de A ,
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Démonstration: Supposons que N(A) soit un sous—groupe de (¥,W)-contrdle de G ;
pour tout B € 4 tel que B < N(A) on a alors .
' N(B) = w(8).(N(B) N N(A)) (cf. lemme 1)
et par suite, 1'image de NA(B) dans N(B)/W(B) est un p-sous—groupe distingué de
ce quotient, d'ol il résulte que NA(B) cW(B) ; de plus, N(A) contient un Sp—
groupe P de G (cf, ch,I, §3, déf.) et pour tout x € 6 tel que AXCP , le
ﬂw-morphisme (A, x,A*) provient d'un (HesN(A)’Gﬁw)-morphisme, d'oll il résulte que
X normalise A ; par coséquent, A est fermé dans G . Ceci démontre que 1 en-

traine 2,

Démontrons que 2 entratne 3, Si A est fermé dans G , A est distingué
dans tout p=sous—groupe de G qui le contient et par suite, tout p=sous—groupe de
G posséde un conjugué contenu dans N(A) . Par conséquent, si la condition 2 est
satisfaite, pour tout p-sous-groupe (¥,W)-essentiel B de G , il existe x € G
tel que 1'on ait

X X ~e X
B” © N(A) et NA(B )< w(s™) ;

or, B est l'unigue Sp-groupe de W(Bx) (cfe cheIII, cor.2 du th.1); par suite,

g8° contient NA(B") , donc il contient A (cf. (01)).

Démontrons que 3 entraine 1, Si A est fermé dans G et si B est un p=-
sous=groupe de G qui contient A , N(B) est contenu dans N(A) . Par consé-
quent, si la codition 3 est satisfaite, N(A) contient les normalisateurs d'un Sp-
groupe de G et d'un conjugué de chague p-sous—groupe (¥4,W)-essentiel de G ; la

condition 1 résulte alors du corollaire 1.

On dit qu'un p-sous—groupe A de G est (¥,W)-normal dans G s'il
appartient & U et satisfait aux conditions 1, 2, 3 de la proposition 2, La con=-
dition 3 montre que 1l'assertion " A est un p-sous-groupe (¥,W)=normal dans G "

est une propriété (¥,W)-locale; en effet, on sait qu'il en est ainsi pour les

assertions " A est un élément de U fermé dans G " et " B est un p=sous=groupe
(4,W)=essentiel de G "; de plus, dire qu'un élément B de U contient un conju=
gué de A équivaut a dire que UW(B,A) n'est pas vide. Soit A € 4 ; notons %A
1'ensemble des p-sous=groupes de G qui contiennent un cojugué de A ; il est
clair que le couple formé par MA et parlla restriction de W a ﬂA (gue 1'on
note encore W ) est une p=localité de G ; en vertu de la condition 3, A est

fermé dans G si et seulement s'il est (ﬂA,W)-normal dans G .

Proposition 3. Soit P un Sp-g:guge de G . §'il existe un p=sous=groupe (%,W)-
normal dans G , en a ’
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1, L'ensemble des p-sous=groupes (¥%,W)-normaux dans G gui_sont contenus

dans P poss&de un plus grand élément A ,

2, Un sous-groupe de P est (4,W)-normal dans G si et seulement s'il

est distingué dans N(A) et appartientda ¥ .

Démonstration: Pour démontrer l'assertion 1, il suffit de montrer que, si B, C
sont des sous-groupes de P (¥,W)-normaux dans G , le p-groupe B,C est aussi
(4,wW)-normal dans G (rappelons que B et C sont distingués dans P ). Puisque
B et C sont fermés dans G , B.C 1l'est également. De plus, si D est un p=
sous—groupe (¥,W)-essentiel de G contenu dans P , comme B et C satisfont
& la condition 3 de la proposition 2, D contient des conjugués 8% et C¥ de
B et C ; or, P contient maintenant B , g* , C et c¥ d'ob il résulte que
B = Bx et C = Cy 3 par suite, D contient B.,C , Le p=groupe B.C satisfait

donc & la condition 3 de la proposition 2,

Supposons que l'ensemble des souse—groupes de P (Y,W)-normaux dans G ne
soit pas vide et notons A son plus grand élément, Soit B un sous=groupe de P ;
si B est distingué dans N(A) , N(B) contient N(A) et par suite, N(B) est
un sous—groupe de (¥,W)-contrdle de G (cf. ch.I, §3); réciproquement, si B est
(¥,W)=normal dans G , il est contenu dans A et puisqu'il est fermé dans G ,

tout élément de N(A) le normalise.

§ 2, Une application
Nous allons donner une démonstration du théoréme suivant de R,Baer, a

1'aide du corollaire 1 de la proposition 1.

Théoréme. (cf. (12), ch.3, th.8.2). Soit I un ensemble de p-éléments de G sta-

ble par conjugaison dans G , Si tout couple d'éléments de ' engendre un p=

groupe, I' est contenu dans Op(G) .

Nous allons démontrer d'abord le lemme suivant qui nous sera encore utile

dans le chapitre VII,

Lemme 2, Soient P un Sp—ggouge de G et T un ensemble de p-€léments de G sta-
ble par conjugaison dans G j; si H est un sous—groupe de G , on pose

I(H) = <HNT >, Si pour tout p-sous—groupe (¥U,W)-essentiel A de G , W(A)
contient T(N(T'(A))) N N(A) , le groupe N(I(P)) est un sous—groupe de (¥,W)-
contrfle de G .

Démonstration: Le groupe N(I'(P)) contient N(P) . Soit A un p=sous-groupe

(4,w)=essentiel de G ; il suffit alors de démontrer que si l'on a



T(N(r(A))) N N(A) < W(A) :
N(A) est contenu dans un conjugué de N(T(P)) (cf. cor.1 de la prop.1). Soit Q
un Sp-groupe de N(T(A)) contenant A ; si W(A) contient T(N(T(A))) n N(A) ,
il contient Npoo (A) et par conséguent, A contient NF(Q (A) (cf. ch.III,
cor.2 du th,1), donc I(Q) (cf., (01)); dans ces conditions on a T(A) = (@) (car
ona ANT =QNT ) eten particulier, N(T'(A)) contient N(Q) , ce qui montre
que Q estun S —groupe de G (cf. (01)); il existe alors x € G tel que 1l'on

ait T(P)* = I(A) , ce qui démontre 1'assertion,

Démonstration du_théoréme: On raisonne par récurrence sur |G| . Les notations

étant celles du lemme 2, il suffit de démontrer que TI(P) est distingué dans G ;
nous pouvons supposer que I'(P) # 1 . Onprend ¥ égal & 1'ensemble des p-sous—
groupes A de G tels que T(A) # 1 et W égal & la restriction de 1'applice~
tion 1 & ¥ ; il est clair que (¥U,W) est une p-localité de G et que si

A€d ,ona WA)-= Dp(N(A)) . Soit A€Y ; 1l'image de T N N(A) dans N(A)/A
satisfait encore aux hypothéses du théoreme; par conséquent, d'aprés 1'hypothése de
récurrence, I'(N(A)) est contenu dans O (N(A)) . On en déduit que pour tout
A€U, WA) contient T(N(T(A))) 0 N(A) (cf. (03)); le groupe N(I(P)) est
donc un sous=groupe de (¥4,W)=contrfle de G (cf, lemme 2), Soient x € G, y un
élément non trivial de T NP et posons A=<y > et B =< y,yx > ; puisgue

.B est un p=groupe, il existe z € G tel que B C PZ ; on a alors
-1
Acpnp?np?
et comme N(I(P)) est un sous-groupe de'(¥,W)-contrfle de G, z et 2 ap=-
partiennent & N(I'(P)) (cf. ch.I, cond.2 de la prop,2); par conségquent, x nor-

malise T'(P) . Le groupe I'(P) est donc distingué dans G .



CHAPITRE V
La C-localité

Soient G wun groupe fini, p un nombre premier et P un Sp-groupe de

G . Dans ce chapitré nous allons étudier la C-localité de G relative a p .

Puisque le p=groupe 1 est C=normal dans G , l'ensemble des sous-grou-
pes de P C-normaux dans G posséde un plus grand élément A (cf, ch.IV, prop.3).
Nous allons donmer d'abord une caractérisation des éléments de P ﬂ.Z(N(A)) : la
proposition suivante montre qu'ils sont, suivant la terminologie de (8), §4, les

éléments “weakly closed” dans P ,

Proposition. Soit A 1le plus grand sous—groupe de P C-normal dans G . Un

glément x de P appartient & Z(N(A)) si et seulement si pour tout y € G tel
y

gue x €P ,ona x =x ,

Démonstration: Soient x € PN Z(N(A)) et y € G tels que x’ € P ; comme N(A)
est un sous—groupe de C-contrle de G , ona y=2n ol z € C(x) et n € N(A)

(c?. ch.I, cond,2 de la prop.2); par suite, y centralise x et on a = x .
Réciproguement, soit x € P et supposons que pour tout y € G tel que x> €p ,
on ait Y = x « Posons X =< x> ; le p=groupe X est alors fermé dans G et

il est contenu dans Z(P) , donc dans tout p-sous—groupe C-essentiel B de G
qui est contenu dans P (car B contient CP(B) (cf. ch,III, cor.2 du th.1));
par conséguent, X est C-normal dans G (cf. ch.IV, cond.3 de la prop.2) et par
suite, il est distingué dans N(A) (cf. ch.IV, prop.3); or, d'aprés notre hypo=

. thése, tout élément qui normalise X centralise x ; on en déduit que x appar-
tient & Z(N(A))

Rappelons que pour tout pesous-groupe A de G , on note G(A) 1'image
réciprogue de Op(N(A)/C(A)) dans N(A) , Suivant la terminologie de (12), ch.8,
on dit que G est p=-stable si pour tout couple A , B de p=sous=groupes de G
tels que AC N(B) et [B,AA]=1 , ona A cT(B) . Nous démontrerons que la
p-stabilité de G est une condition suffisante pou assurer 1'existence d'un p=-
sous—groupe C—normal non trivial dés que P #£ 1 ; plus précisement, nous allons
construire un sous-groupe caractéristique de P gui contient Z(P) et qui est C-
normal dans G lorsque G est p=stable. Nous allons étudier d'abord cette cons-

truction,

Soit @ un p-groupe fini; notons L*(Q) (resp. L*(Q) ) Ye sous-groupe

de Q engendré par la réunion des sous-groupes abéliens de Q qui sont distingués



dans Q@ (resp. qui sont normalisés par L,(Q) ). Il est clair que 1'on a
*
Lot (@) = (@) = L7(L(a))
On définit inductivement les groupes L:(Q) , i2 0 , par les formules
* * — ..
LO(Q) =Q et Li(Q) =L (Li_1(Q)) si i21
etonpose L(Q)= N L;(Q] . Puisque Q est fini, il existe n2 o tel que

i2o
pour tout m2n , on ait L(Q) = L;(Q) ( n dépend de Q ). Dans les sept lemmes

suivants, R désigne un sous=groupe de Q ,

Lemme 1. On a L(Q) < L*(@) . pe plus, si R contient L(q) , ona

L@ e (r) et LR)cL*@) .

Démonstration: La premiére inclusion résulte tout de suite de la définition, De
plus, si L*(Q) C R , tout sous—groupe abélien distingué de @ est contenu dans
R , donc dans L*(H) et si un sous=groupe abélien de R est normalisé par

L,(R) , il est normalisé par L,(Q) .

* *
; c c
Lemme 2. On a L(@) € ... © Li+1(Q) Li(Q) (SN Q
* *
ot L,(8) € o € L(L0@)) € L(LE, (@) € e S (L))
Démonstration: Comme L*(R) c L*(H) , d'aprés le lemme 1 appliqué au p=groupe R
et au sous=groupe L*(H) ,ona LJ(R)C L*(L*(H)) ; si on prend R = L;(Q) y

on a donc L*(L;(Q)) c L*(L;_1(G])) . Le reste ne présente aucune difficulté,

Lemme 3. Siit i un e:tier‘ 20, % R con:ient L*(L;(Q)) , pour tout jsi
c c
on a L*(Lj(Q)) L*(LJ(R)) et LJ._H(F!) L...(Q) .

J+1
Démonstration: On raisonne par récurrence sur i , Supposons que R contienne

L*(L;(Q)) 3 en vertu du lemme 1, nous pouvons supposer que i 1 ; en vertu du

lemme 2, R contient alors L*(Li*_1(Q)) et d'aprés 1'hypothése de récurrence, les

inclusions de 1'énoncé sont vraies pour tout Jj < i~-1 ; en particulier, on a
L*(R) < L¥(@) et L (R) € L}(a) .

Nous allons démontrer d'abord que L*(R) contient L*(L;(Q)) ; en vertu du lemme
2, ona L(R)c L:(H) et par suite, on a L, (R)C LI(Q) ; en vertu du lemme 1,
on a alors (R n L:(Q)) c L*R) ;

. L * * *
de plus, puisgue R contient L*(Li(Q)) , on a L*(Li(Q)) c L*(R n Li(Q))

: * *
(cf. lemme 1); il en résulte que L (R) contient L*(Li(Q)) . Nous sommes mainte-
nant en mesure d'appliguer 1'hypothése de récurrence au p-groupe L*(Q) et au

*
sous-groupe L (R) ; on en déduit que pour tout k S i=1 , on a
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¥* * * *
Ll (@) S LY (R)) et Lf L (R) € L,o(0) :
d'oli il résulte que les inclusions de 1'énoncé sont encore vraies si j=1i (on

prend k = i=1 ).

Lemme 4. Si R gcontient L(L(Q)) , on a
Lle(@)) e (u(r)) , uR)er(@) et z(L(a)) < z(L(R)) .

De plus, si R contient L{(Q) , ona L(R)=1L(Q) .

Démonstration: Puisqu'il existe un entier n2 o tel que 1'on ait L(Q) = L;(Q)
pour tout mZn , si R contient L,(L(Q)) , les deux premigres inclusions
résultent dulemme 3, Démontrons la troisiéme; comme Z(L(Q)) est un sous—groupe
abélien distingué de L(Q) , il est contenu dans L,(L(Q)) ; alors, d'aprés la
premigére inclusion, Z(L(Q)) est contenu dans L(R) et d'eprés la deuxiéme,
z(L(a)) et L(R) se centralisent 1'un 1l'autre; par suite, on a 2z(L(Q) < z(L(R)).
De plus, si R contient L(@) , il contient aussi L,(L(Q)). et par suite, on a
L(R)cL(R) <R

si on applique maintenant le m8me raisonement au p-groupe R et au sous-groupe

-e

L(Q) , on obtient L(L(a)) € L(r) € L(a) ;
or, on sait que L (L(Q)) = L(Q) ; par conséguent, on a
L(L(a)) = t(R) = L(a) .

On remarquera que les démonstrations des lemmes 2, 3 et 4 (sauf pour

1'inclusion Z(L(Q)) € Z(L(R)) ne font appel qu'aux inclusions du lemme 1.

Lemme 5. §i R ne contient pas L,(L(Q)) , il existe un sous—groupe B de
NQ(L(H)) qui n'est pas contenu dans R et qui vérifie :
(L(r),8,8] =1 .

Démonstration: Si R ne contient pas L,(L(Q)) , l'ensemble des entiers j& o
tels que R ne contienne pas L*(L;(Q)) n'est pas vide; notons i son premier
glément et démontrons d'abord que LI(Q) contient L(R) . Si i=o0o , iln'ya
rien & démontrer; si i21 , R contient L*(LI_1(Q)) et 1'inclusion annoncée

résulte des lemmes 3 et 2,

*
Puisque R ne contient pas L*(Li(Q)) , il existe un sous—groupe abélien
*
distingué A de Li(Q) qui n'est pas contenu dans R ; nous allons démontrer que

B = NA(R n L;(Q)) satisfait aux conditions de 1'énoncé, Puisque L(R) est contenu
dans L;(Q) , il normalise B et par suite, on a [L(R),8,8] = 1 . De plus, en

vertu du lemme 4 appliqué au p=groupe R et au sous=groupe R N L:(Q) , On a
*
L(R) =L(R N Li(Q)] : ,



d'ol il résulte que B normalise L(R) . Enfin, comme A n'est pas contenu dans
R, RN L;(Q) ne contient pas A et par suite, il ne contient pas B (cf, (01));

par conséquent, B n'est pas contenu dars Q .

Lemme 6. Ou bien L(R) = L{(@) , ou bien il existe un sous—groupe B de

NQ(Z(L(R))) qui n'est pas contenu dans R et gui vérifie
{z(L(r)),8,8] = 1 . .

Démonstration: Posons S = NQ(Z(L(H))) ; S contient R et on distingue deux cas

suivant que R contient ou non L(S) . Si R contient L(S) , on a

L(R) = L(Q) ; en effet, en vertu du lemme 4, on a L(R) = L(S) et par suite,
NQ(S) normalise Z(L(R)) , d'ol il résulte que- @ = S et que L(R) =L(Q) .
Supposons que R ne contienne pas L(S) ; puisque L*(L(S)) =L(S) , il existe
un sous-groupe abélien B de L(S) gqui est normalisé par L,(L(S)) et qui n'est
pas contenu dans R ; comme Z(L(R)) est un sous—groupe apélien distingué de § ,
L(t(s)) contient Z(L(R)) (cf. lemme 2) et par suite, Z(L(R)) normelise B ;
on a donc [2Z(L(R)),B,8] = 1 .

Lemme 7. On a CQ(L(Q)) c CQ(L*(L(Q))) c L (L(a)) = (a) .
Démonstration: Si A est un sous—groupe abélien distingué maximal de @ , on sait

que CQ(A) =A (cf. (12), ch.5, lemme 3.12); puisque A est contenu dans L*(Q) ,

le lemme résulte alors du lemme 2,

Revenons au groupe G . Le lemme 7 sera utilisé dans G & 1l'aide du

lemme suivant,

Lemme 8. Soient A un p-sous—groupe de G et B un p-sous—groupe distingué de
N(A) . 8L C,(B)=B , ona €(B)N N(A)ST(A) .

Démonstration: Posons H =(E(B) N N(A) 3 d'eprés nos hypothéses, H est un sous=
groupe distingué de N(A) ; par conséquent, il suffit de démontrer que tout
p'=sous=groupe de H centralise A ., Si K est un p'=sous=groupe de H , il
normalise A et centralise ‘B ; par suite, la conjugaison induit une opération du
produit KxB sur A et si CA(B) ©B , K centralise CA(B) ; dans ces condi-
tions, on sait que K centralise A (cf. (12), ch.5, th.3.4).

Nous sommes en mesure de démontrer notre résultat sur les groupes

p=-stables,
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Théoréme 1. Supposons gue G soit p-stable, Le p-groupe Z(L(P)) est alors Cenor-

mal dans G .

Démonstration: Posons N = N(Z(L(P))) ; nous allons démontrer que N est un sous—
groupe de C-contrfle de G en montrant qu'il vérifie l'assertion 2 de la-proposi-
tion 1 du ch,IV . Il est clair que N contient N(P) . Soit A‘ un p=sous=groupe
C-essentiel de G contenu dans P ; démontrons d'abord que A contient L (L(P)).
Sinon, d'aprés le lemme 5, il existe un sous=groupe B de NP(L(A)) qui vérifie
[L(A),B,B] = 1
et qui n'est pas contenu dans A ; or, d'aprés les lemmes 7 et 8, C(A) contient
E(L(A)) N N(A) et par suite, A contient un Sp-groupe de E(L(A)) n N(A) (cf.
ch,III, cor.2 du th.1), donc de C(L(A)) (cf. (01)); par conséquent, B n'est pas
contenu dans ‘E(L(A)) , ce qui contredit la p-stébilité de G .

Nous allons démontrer maintenant que ou bien L(A) = L(P) , ou bien on a
N(A) = (N(A) N c(z(L(A)))).M(A,P) .
Supposons que L(A) # L(P) ; d'aprés le lemme 6, il existe alors un sous—groupe B

de MD(Z(L(A))) gui n'est pas contenu dans A et qui vérifie

[z(r(A)),8,8] = 1 i
comme G est p-stable, B est contenu dans C(Z(L(A))) et par suite, A ne con—
tient aucun S_=-groupe de E(Z(L(A))) , d'oli il résulte que A ne contient aucun

Sp-groupe de N(A) n‘E(z(L(A))) (cf. (01)). Posons H = N(A) N T(z(L(A))) ; le
groupe H est distingué dans N(A) et on vient de démontrer que A n'est pas un
Sp-groupe dans A.H ; par conséguent, A.H contient X(A) (cf. ch.II, §1, déf.)
etona N(A) = oP(H).m(A,P) (cf. ch.II, prop.6);
or, il est clair que N(A) N G(Z(L(A))) contient OP(H) ; on a donc 1'égalité
annoncée,

Comme A contient L, (L(P)), 2Z(L(A)) contient Z(L(P)) (cf. lemme 4)
et par suite, on a C(Z(L(A))) €N ; de plus, si L(A) =L(P) , N contient
N(A) . Par conséquent, d'aprés l'assertion démontrée ci-dessus, la réunion de
NN(A] et M(A,P) engendre toujours N(A) . Puisque ceci est vrai pour tout
p=-sous—groupe C—essentiel de G contenu dans P , l'assertion 2 de la proposition

1 du ch,IV est vraie.

Corollaire 1. Si G est p-stable, ona G = C(Dp(G)).N(Z(L(P))) .

Démonstration: Le corollaire résulte tout de suite du théoréme 1 et du lemme 1 du

cheIV.

En remplacant Z(J(P)) par Z(L(P)) dans la démonstration du théoréme 3.1

de (12), ch.8, on démontre sans difficulté le corollaire suivant (le corollaire 1



ci-dessus remplace le théoréme 2,10 de (12), ch.8).

Corollaire 2, Supposons que p # 2 . Si N(Z(L(P))) posséde un p-complément nor-
mal, il en est de méme pour G .,

Notons D 1'ensemble des doubles fléches & but maximal de la C-localité
de G relative @ p . D'aprés le théoréme 1 ci-dessus et la proposition 1 du
v c & i

ch,IV, si G est p=stable, 1'ensemble RBSN(Z(L(P))),GD est un systéme directeur
de D , 61 p=25 , & l'aide de la classification des "quadratic pairs" de
J. Thompson (cf. (18)), nous allons décrire un sous-ensemble de D particuliére-

ent simple dont la réunion avec Res est toujours un systéme direc-
ment st © N(Z(L(P))), 6 . ystene di

teur dé D , Ceci résultera du théoréme suivant,

Rappelons que pour tout p-sous—groupe essentiel A de G , on note S(A)
le quotient X(A)/Dpp,(X(A)) (cfe ch.II, prop.7).

Théoréme 2. Supposons gue p=25 , Soit A un p-sous-groupe C-essentiel de G

contenu dans P et posons M = C(A).M(A,P) . L'une des conditions suivantes est

satisfaite

1. Le groupe X(A) normalise Z(L(P)) etona L (L(P))cA .

2. Le groupe S(A) est isomorphe & 1'un des groupes suivants psL(2,p™) ,
PSU(3,p°") , n2 1 , etona 0,00 (X(A)) € C(Z(L(P)))M .

On remarquera que la deuxiéme affirmation de la condition 2 résulte de la
premigére, sauf si S(A) est isomorphe & PSL(2,p) 1 en effet, sauf dans ce cas,

Opp,(X(A)) est contenu dans M(A,P) d'aprés la proposition 4 du ch,II,

La démonstration du théoréme 2 utilise, outre la classification des "qua=—
dratic pairs" et les proprietés de L(P) et L*(L(P)) , le calcul développé dans
la deuxisme partie de 1'appendice I (cf. app.I, prop.2). Nous allons la décomposer
en une suite de quatre lemmes; dans les deux premiers, on établit les conségquences
de (18) qui nous intéressent ici; le troisiéme utilise la proposition 2 de 1'appen—
dice I ; dans le guatriéme, & 1l'aide des proprietés de L(P) et L,(L(P)) , on
démontre un énoncé plus précis que le théoréme (qui est utile dans la démonstration
de certaines conséquences ).

Lemme 9. Soient {S.! une famille finie de groupes simples et H un_ sous—

i'i € I.
groupe du produit 1 Si « 5i la projection de H sur chague facteur Si es
i€l
surjective, il existe J € I tel gue la projection de H sur le produit I Si
i€y

soit un isomorphisme,




Démonstration: Soit ﬂi la projection de H -sur Si et posons K, = Ker(ﬂi) .

i
i € I . On raisonne par récurrence sur |I| . On se raméne sans difficulté au cas
ot |1l 22 et Ky #1 pour tout 1 € I , Soit L un sous-ensemble maximal de

I satisfaisant & la codition n Ky # 1 ; comme N Ky=1,o0na L £I 3
ieL?t i€l

posons K = N K, etsoit j €I-L j;onaalors KNK, =1 st nj(K) est
i€L J

un sous—groupe distingué non trivial de Sj 3 par suite, ﬂd induit un isomor-

phisme entre K et Sj et les inclusions de K et Kj dans H induissent un

isomorphisme entre H et K x Kj .

Soit maintenant I' 1'ensemble des i € I tels que ﬂi(Kj) # 1 ; comme
j n'appartient pas & I' , ona I' # I et on voit aisément que la projection de

K, sur le produit 0 S, estinjective; de plus, pour tout i € 1' , m.(K,)
J ierr t itg

est un sous—groupe distingué non trivial de Si , donc égal a Si « En vertu de

1'hypothése de récurrence, il existe alors J' € I' tel que-la projection de K

sur I S, soit un isomorphisme; il suffit de prendre maintenant J = J' U {j}
ied

et on démontre sans difficulté que la projection de H sur I Si est un iso=

morphisme, R 1€

Lemme 10. Supposons gue p& 5 . Soient R un Z/pg[G]-module semi=-simple et p

1'homomorphisme de G dans Endz/pZ(H) associé & R . Si R ‘est fiddle et si B

est engendré par l'ensemble des x qui vérifient
. 2
(p(X) -ldn) =

Z(G) est un p'-groupe et G/Z(G) est isomorphe & un produit direct de groupes

simples du type de Lie relativement & p .

Démonstration: Si R est fiddle, on a op(s) =1 (cf., (12), ch.3, th,1.3); dan¢
ce cas, 2(G) est un p'-groupe. Soient S un sous-module simple de R et H
1'image de G dans End 2/ Z(S) ; d'aprés nos hypothéses, ou bien H =1 , ou
bien le couple (H,S) est un "guadratic pair" relativement & p (cf. (18)); dans
le deuxidme cas, il résulte de (18), que H/Z(H) est isomorphe & un produit
direct de groupes simples du type de Lie relativement a p .

Soient R= I S une décomposition de R en somme de sous-modules

iel
s [ - s
simples, Py 1'homomorphisme de G dans EndZ/pg(Si) associé & §; et H,

1'image de Py i €I ; on se raméne aisément au cas ol l'ensemble I est
fini, Si R est fidele, la famille ipi}i €1 définit un homomorphisme injectif

)

de G dans le produit I H 3 par suite, l'image réciproque K de Il Z(H

ieTt jer *
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s

dans G est contenue dans Z(G) et le quotient G/K est isomorphe & un sous—
groupe d'un produit direct de groupes simples du type de Lie relativement a p |,
dont la projection sur chagque facteur est surjective; il résulte alors du lemme 9,

que G/K est lui méme isomorphe & un tel produit et par suite, que K = Z(B) .

Lemme 11, Supposons que p 25 , Soient R un Z/QZ[G]-module semi-simple, p

1'homomorphisme de G dans End, DZ(H) associé & R , F le sous—groupe de G
2
)

engendré par 1'ensemble des x qui vérifient (p(x) = idg =0 et A unp-

sous=groupe de G ; posons H = AF et soit Q@ un Sp-grnupe de H contenant

A . Supposons gue A soit un p-sous—groupe essentiel de H . Alors, l'une des

assertions suivantes est vraie
P c
1, Ona O (XH(A)) Ker(p) .
2, Le groupe SH(A) est isomorphe & 1'un des groupes suivants
psL(2,p") , PSU(3,p™") , n21 ,etona Ot (X4(A)) < Ker(p)my(A,0) .

Démonstration: Posons K = Ker(p) 3 si A ne contient aucun Sp-groupe de K ,

A n'est pas un Sp—groupe de A.NK(A) (cf. (01)) et par suite, on a

XH(A) = A.NK(A) (cf. ch.II, §1, déf,); dans ce cas, 1'assertion 1 est vraie,
Dorénavant, nous supposons gque A contient QN K , Soit Z 1'image réciprogue
de Z(F/K) dans F ; comme F est distingué dans G , l'iclusion FC G induit
sur R une structure de Z/pZ[FJ-module semi-simple (cf. (12), ch.3 th.4.1); il

résulte alors du lemme 10 appliqué & F/K , gqué Z/K est un p'=groupe et que F/Z

est isomorphe & un produit direct I 81 dont chaque facteur Si est un groupe
i€l

simple du type de Lie relativement & p . Comme A #Q , A ne contient pas

QN F et par suite, il existe un facteur Sj tel gue l'intersection de Q avec

1'image réciprogue de Sj dans F ne soit pas contenue dans A soit Y 1'ima=

H
ge réciproque dans F du produit de tous les facteurs isomorphes & Sj ; il est
clair que Y est un sous-groupe distingué de H qui contient Z , que A ne
contient pas QN Y et que Y/Z est isomorphe & (Sj)k
k>0,

pour un certain entier

Soit p' 1'homomorphisme de H dans Aut(Y/Z) 4dnduit par la conjugaison
et posons K' = Ker(p') ; nous allons démontrer d'abord que 1'on a

_NK,(A) < N (A)um (A,Q) : .

Soit x € NK;(A) ; conme x €K' , ona [x,Y]€Z eten particulier, x norma=-
lise Z.Ng Y(A) ; comnme (Z,(Q@ N F))/K est nilpotent, x normalise aussi

KeNg Y(A) , donc il normalise NK(A).NQ n Y(A) ; or, NK(A).MH(A,Q) contient
NK(A).NQ n Y(A) et A ne contient pas Ny Y(A) (car A. ne contient pas

@N Y ); onen déduit que x appartient & NK(A).MH(A,Q) (cfe choII, lemme 1).

Si NH(A) = K,(A).MH(A,Q) , 1'inclusion ci-dessus montre que 1'on a
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NH(A) = NK(A).MH(A,Q) et d'aprés la proposition 6 du ch.II, l'assertion 1 est
vraie. Supposons que NH(A) # NK,(A).MH(A,Q) ; nous allons démontrer 1'assertion2,
Posons H' = p'(H) , A" =p'(A) et Q' = p'(Q) ; d'aprés la proposition 9 du
ch,II, A' est un p-sous-groupe essentiel de H' , les groupes NH,(A') ,
MH,(A',Q') et XH,(A') sont respectivement égaux aux images par p' de NH(A) ,
MH(A,Q) et XH(A) et SH,(A') est isomorphe a SH(A) . D'autre part, il est
clair que K' contient Z et que (K' N F)/Z est égal au produit des.facteurs de
F/Z non contenus dans Y/Z ; par conséquent, p'(F) est isomorphe & Y/Z , donc
a (Sj]k « Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer la proposition 2 de
l'appendice I & S, . On en déduit que SH(A) est isomorphe & 1'un des groupes
annoncés et que 1'on a Opp,(xH(A)) c NK,(A).MH(A,Q) ; d'aprés 1'inclusion démon—
trée ci-dessus, on a donc Gpp,(xH(A)) c NK(A).MH(A,Q) , ce qui démontre 1‘'asser—

tion 2,

Lemme 12, Supposons que -p 25 , Soient A un p=sous=—groupe C-essentiel de G

contenu dans P et G, un sous-groupe distingué de G ; posons M = G(A).M(A,P),
A,=ANG, , P

=P N G, et supposons que 1'on ait
T(A,) N N(A) € T(A)
Alors, l'une des assertions suivantes est vraie
1. Le groupe X(A) normalise Z(L(P,)) etona L (L(P,))EA .
2. Le groupe S(A) est isomorphe & 1'un des groupes suivants
psL(2,p™) , PSU(3,p°") , n=1 , etona 0.0 (X(A)) € clz(L(P,)))uM

o

Démonstration: Nous allons démontrer l'assertion 2 en supposant que l'assertion 1
soit fausse, On distingue deux cas suivant que A, contient ou non L (L(P,)) :
si A, contient L*(L(Po)) , onpose D = Z(L(A,)) et sinon, on pose D = L(A,).
La conjugaison induit une structure de Z/pZ[N(D)]-module sur D/¢(D) ; soient R
la somme directe des quotients d'une suite de Jordan=Htlder de ce module et p
1'homomorphisme de N(D) dans End, pZ(R) associé & R ; le groupe E%D) est
alors contenu dans Ker(p) (cf. (12), ch.3, th,1.3); de plus, tout p'=élément de
Ker(p) opére trivialement sur D/¢(D) (cf. (12), ch.3, th.3.4), donc centralise
D (cfa (12), ch.5, th.1.4); on en déduit que 1'on a Ker(p) = G(D) .

Soit F le sous—groupe de N(D) engendré par l'ensemble des x qui
vérifient (p(x) - idR)2 = 0 ; démontrons d'abord gue A ne contient aucun Sp—
groupe de F ; puisque A normalise P, N F , il suffit de démontrer qu'il ne
contient pas P, N F . 81 A, contient L, (L(P,)) , ona D =2(L(A,)) et
d'aprés la fausseté de 1'assertion 1, X(A) ne normalise pas Z(L(Po)) ; comme
N(A) normalise A, , X(A) normalise Z(L(A,)) et on a alors L(A,) # L(P,)

dans ces conditions, d'aprés le lemme 6, il existe un sous-groupe B de Ny (D)
) o

.t



gui est contenu dans F et qui n'est pas contenu dans A , Si A, ne contient
pas L*(L(Po)) ,ona D=L(A,) etenvertu du lemme 5, il existe un sous-groupe
B de N, (D) contenu dans F et non contenu dans A

o

Posons H = A,F ; puisque A ne contient aucun § =groupe de F , A
n'est pas un Sp—groupe de H , donc de NH(A) (cf. (01)); or, comme N(A) norma=
lise A, , NH(A) est distingué dans N(A) ; par conséquent, X(A) est contenu
dans H (cf. ch,II, §1, déf.). Il résulte alors de la proposition 8 du ch.II, que
A est un p-sous-groupe essentiel de H et que 1l'on a

xH(A) = X(A) , SH(A) = 5(A) et MH(A,Q) < M(A,P)
ol Q estun Sp-groupe de H contenant un Sp—groupe de HN M(A,P) .,

Nous sommes maintenant en mesure d'appliguer le lemme 11 & N(D) 7 nous
allons démontrer d'abord que dans notre situation, l'assertion 1 de ce lemme est
fausse, Si A, ne contient pas L, (L(P,)) , ona D =L(A,) et en vertu des lem-
mes 7 et 8, on a

B(D) N N(A,) € T(A,)
comme N(A,) contient N(A) , d'aprés nos hypothéses, on a alors
' T(p) N N(A) < T(A,) N N(A) < T(A)
or, A étant un p-sous—groupe C-essentiel de G , O°(X(A)) n'est pas contenu
dans G(A) (cf. ch,III, cor.2 du th,1), donc il n'est pas contenu dans E(A). (cf.

-

(03)); par conséquent, OP(X(A)) n'est pas contenu dans Ker(p) . Si A, con-
tient L, (L(P,)) , ona D =2(L(A,)) et en vertu du lemme 4, on a alors

6(0) € B(Z(L(P,)))
or, d'aprés la fausseté de l'assertion 1, X(A) ne normalise pas Z(L(P,)) 3
comme P normalise P, et comme X(A) = oP(x(A))e(X(A) N P) (cf. ch.II, prop.6),
on en dgduit que OP(X(A)) n'est pas contenu dans C(D) et par suite, qu'il n'est

-

pas contenu dans Ker(p) (cf. (03)).

Par conséquent, dans notre situation 1l'assertion 2 du lemme 11 est vraie.
On en déduit que S(A) est isomorphe & 1'un des groupes annoncés et que l'on a
0,0+ (X(8)) < E(0).u(A,P)
comme M(A,P) contient un Sp-groupe de C(D) N N(A) , on a donc

..

0,50(X(A)) < (6(0) N N(A)).H(A,P) :
§i A, ne contient pas L*(L(Po)) , on a démontré ci-dessus que 1l'on a
T(D) N N(A) € T(A) et par suite, Dpp,(X(A)) est contenu dans M (car on a

M= C(A)M(A,P) ). 81 A,
c(p) = c(z(L(P,))) et par suite, Opp,(X(A)) est contenu dans G(Z(L(P,))).M(A,P).

contient L _(L(P,)) , en vertu du lemme 4, on a

Dans tous les cas on a

000 (X(A)) < B(Z(L(Py)))um ,
ce qui démontre l'assertion 2,
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Corollaire 1. Supposons que p 2 5 et posons N = N(Z(L(P))) . Soit A un p=-
sous=groupe G itiel de G contenu dans N , Alors, l'une des assertions

suivantes est vraie

1 Le groupe A est un p-sous—groupe C—essentiel de N et on a
xN(A) = X(A) et SN(A) = 5(A) . .

2, Le guotient N(A)/Opp,(N(A)) est isomorphe, pour un certain n21 ,

3 un sous=groupe de PIL(2,p") ou_de PFU(S,pzn) qui contient suivant le cas
PsL(2,p") ou PsU(3,p°")

Démonstration: Quitte & remplacer A par 1l'un de ses conjugués dans N , nous

pouvons supposer que A est contenu dans P , D'aprés la proposition 8 du ch.II,

si X(A) normalise 2Z(L(P)) , A est un p-sous-groupe essentiel de N et on a
XN(A) = X(A) et SN(A) = 5(A)

-e

dans ce cas, d'eprés la condition 2 du corollaire 2 du ch,III, th.4, A é&tant un
p-sous—groupe C-essentiel de G , A est également un p=sous=-groupe C=essentiel
de N ,

Supposons que X(A) ne normalise pas Z(L(P)) 1 en vertu du théorgme 2,
S(A) est isomorphe & 1'un des groupes PSL(Z,pn) P PSU(S,pzn) , pour un certain
n= 1 , et d'aprés la proposition 7 du ch,II, le quotient N(A)/Dpp,(N(A)) est
isomorphe & un sous—groupe de Aut(S(A)) qui contient S(A) j-or, on sait que

Aut(PSL(2,p™)) = PIL(2,p") et Aut(PSU(3,p°")) = Pru(3,p°")
(cfe (17), th.30 et th,36), ce qui démontre l'assertion 2, .

Posons N = N(Z(L(P))) et notons respectivement D et Dy 1les ensembles
des doubles flé&ches & but maximal des C-localités de G et de N relatives & p .
Puisque N contient P et puisque la C=localité de N est égale & la restriction
4 N de la C-localité de G , 1l'inclusion NS G induit une application injectie=

ve de Ih dans D : nous identifions DN & son image dans D ,

Corollaire 2, Supposons que p=25 , Soit 32 un systéme de représentants dans P

des classes de conjugaison dans G des p-sous—groupes C-essentiels de G qui sa-

tisfont & la condition 2 du théoréme 2, et pour tout A € RZ , choisissons

x, € X(A) tel gue 1'image de x, dans S(A) ne normalise aucun Sp-gggyge. Tout

A
élément de D est alors engendré par la réunion de LN et de l'ensemble des

éléments de D de la forme (P,1,xA,A) ol AER, .

Démonstration: Notons C ce dernier ensemble; nous allons construire d'abord un

systéme directeur de D contenu dans Ih U C . Nous empruntons les notations du

lemme 7 du ch,III; nous pouvons supposer que 82 est contenu dans & ; si A € 32,
on prend YA = NN(A) V] le} etsi AER - 32 , on prend YA = X(A) ; on démon-
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tre alors sans difficulté que le sous~groupe de N(A) engendré par Yy U M, con-
tient toujours X(A) et par conséguent, il est égal & N(A) (cf. ch.II, prop.6);
d'aprés le lemme cité, l'ensemble des €léments de D de la forme (P,1,y,A) o
AER et yE€ YA , est donc un systéme directeur de D , D'autre part, d'aprés

le théoréme 2, un tel élément appartient soit & DN soita C .

Il en résulte que tout élément de D est engendré par la réunion de
DN U C et de 1l'ensemble des éléments de longueur 1 de D ; or, puisqgue N cone
tient N(P) , tout élément de longueur ‘1 de D est engendré par l'ensemble des
éléments de longueur 1 de DN ; par suite, tout élément de D est engendré
par DNUC' .

Corollaire 3., Supposons que p=25 et que P soit engendré par la réunion de ses

sous=groupes abéliens distingués. Si A est un p=sous=groupe C-essentiel de G ,
S(A) est isomorphe & 1'un des groupes suivants: PsL(2,p") , PSU(S,pzn) , n2=1.

Démonstration: D'apreés nos hypothéses, on a L*(P) =P et par suite, on a
L*(L(P)) = P ; dans ces conditions, 1l'assertion 1 du théoréme 2 est toujours faus=

Se,
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CHAPITRE VI

Les p=localités & épimorphismes

Soient G wun groupe fini et p un nombre premier. On dit qu'une p=loca=

1ité (U,W) de G est une p-localité & épimorphismes si dans la catégorie asso-

ciée mw (cf. ch.I, §1), tout Nw-morphisme est un épimorphisme, Par exemple, la

1=localité de G relative @ p est a épimorphismes. Il est clair que toute p=

localité équivalente & une p~localité & épimorphismes est & épimorphismes et que la

restriction & un sous=groupe (cf, ch,I, §3) d'une p-localité & épimorphismes est

encore & épimorphismes, Dans ce chapitre, nous allons étudier les p-localités a

épimorphismes de G .

Proposition 1. Une p-localité (d,w) de G est & épimorphismes si et seulement si

pour tout couple A, B d'éléments de U tels que ACB , on a
w(B) = wW(A) n N(B)

Démonstration: Supposons d'abord que (¥,W) soit & épimorphismes et soient
A, B € U telsque ACB ; onaalors WB)<WwA)NNGB) (cf. ch,I, cond.
(L2),(L3)); de plus, pour tout w € W(A) N N(B) , on a (en écrivant les Y, ~mor-
phismes sans 1'indice W )

(8,w,8)(B,1,A) = (B,w,A) = (B, 1,A)
et comme (B,1,A) est un épimorphisme, on a alors (B,w,B) = (B,1,B) ; par suite,

w appartient & W(B) . On a donc W(B) = W(A) N N(B) .

Supposons maintenant que (4,W) satisfasse & la condition de 1'énoncé;
nous allons démontrer que tout %w-morphisme (Byx,A) est un épimorphisme; puisque
tout isomorphisme est un épimorphisme, nous pouvons supposer que x = 1 et en
raisonnant par récurrence sur IB:AI , hous pouvons supposer que A est un sous—
groupe distingué de B , Posons H = B.W(A) et K = B,W(B) ; pour tout p-sous=—
groupe C de H gqui contient B , NH(C) est contenu dans K ; en effet, puis=—
gue B normalise C , on a

NH(C) = B.(W(A) n N(C))
et d'aprés nos hypothéses, on a
w(A) N N(c) = w(c) < w(B) (cf. ch.I, (L2)).
En particulier, K contient un §,-groupe de H contenant B (cf. (01)). Notons
U4 1'ensemble des p=sous=groupes de H gui contiennent un conjugué de B dans

H,B

H ; le couple (4 est alors une p=localité de H et d'aprés ce que l'on

J=contréle de H (cf. ch,IV,

H,B' 1)
vient de démontrer, K est un sous=groupe de (uH B,1
’

cor.1).



Nous sommes en mesure de démontrer que (B,1,A) est un épimorphisme;
soient (C,x,B) et (C,y,B) deux ﬂw-morphismes tels que 1l'on ait
(nyyA) = (Cy)’vA) H

1y. appartient alors & W(A) , donc @ H ; de plus, puisque C° et

1'élément x
¢¥ contiennent B y c“NH et ¢¥NH appartiennent a mH B et ils sont conte=
’

nus dans K 3 par conséguent, puisque K est un sous-groupe de (m )-contrﬁle

1
H,B’
de H , 1'élément x-1y appartient & K (cf, ch.I, &3, déf, ) et par suite, il
normalise B ; or, d'aprés nos hypothéses, on a W(B) = W(A) N N(B) ; il en ré-

sulte que x_1y € W(B) et par suite, que (C,x,B) = (C,y,B) .

Corollaire 1., Soit (¥,W) une p-localité & épimorphismes de G , 8i A, B sont

des éléments de U qui engendrent un p-sous-groupe, on a
w(Aa) N N(B) = w(B) N N(A) .

Démonstration: Soit C 1le p-sous-groupe de G engendré par AU B ; puisque C

contient A et B , il appartient & U et on a
w(A) n Nn(c) = w(c) = w(B) n N(C) (cf. prop.1);
en particulier, W(A) N N(C) normalise B et par suite, on a
w(A) N N(C) = w(A) N N(B) (cfe cheI, cond,(L3));
de méme, on a w(B) n N(C) = w(B) N N(A) ;

on a donc 1'égalité de 1'énoncé.
Les notations étant celles de la proposition 1, lorsgue pour tout A € U ,
W(A) est un p'=groupe, on peut remplacer le normalisateur par le centralisateur

d'aprés le corollaire suivant,

Corollaire 2, Soit (¥4,W) une p=localité de G telle gue pour tout A € 4, W(A)

soit un p'=-groupe, La p-localité (UY,W) est & épimorphismes si et seulement si,

pour tout couple A, B d'éléments de U tels que ACB , on a
w(B) = w(A) n c(B) .

Démonstration: Soient A, B € ¥ tels que AC B ; puisque W(A) N N(B) et
A.CB(A) se normalisent 1'un l'autre (cf. ch.I, (L3)), ils se centralisent:; par
conséquent, la conjugaison induit une opération de (W(A) N N(B))xA sur B et
w(A) N N(B) opére trivialement sur CB(A) ; dans ces conditions, W(A) N N(B)
opére trivialement sur B (cf. (12), ch.,5, th.3,4) et par suite, on a

w(A) n N(B) = w(A) N c(B) .

Le corollaire résulte alors de la proposition 1,

Les deux propositions suivantes montrent que, dans une certaine mesure,

il suffit d'étudier les p-localités & épimorphismes (¥,W) telles que W(A) soit
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un p'-groupe pour tout A € Y .,

Proposition 2. Soient (m,w) une p=localité & épimorphismes et P un Sp-ggouge de

G ; posons Z =P N WP) . Pour tout A€Y telque ACP , Z estun S,-
groupe de W(A) ; en particulier, si A contient Z , Z gest distingué dans

N(A) . De plus, N(Z) est un sous—groupe de (¥,W)-contréle de G .

Démonstration: Soient A €Y tel que ACP et x € G tel que P* contienne un
Sp-gruupe de A.W(A) ; on a alors
w(P*) = w(A) n N(P¥) (cf. prop.1)

et par suite, Z° est un §~groupe de W(A) ; or, conme P contient A , W(A)
contient Z (cf. ch.I, (L2)); par conséquent, Z est un Sp-groupe de W(A) . En
particulier, on a

N(A) = w(A).(N(A) N N(Z)) (ef. (@2))
pour tout A € U tel que AC P et d'aprés le corollaire 1 du ch.IV, N(Z) est
un sous—groupe de (¥,W)=-contrfle de G .

Proposition 3. Soient (ﬂ,w) une p=localité & épimorphismes de G telle gque pour

tout A €Y , WA) centralise A , et P EE'Sp-groug; de G ; posons
Z=pP N WP) et notons V 1'application qui & chague A € ¥ fait correspondre

Up,(W(A)) . Alors, pour tout A €Y , W(A) posséde un p-complément normal, De

plus, (¥,v) est une p-localité & épimorphismes et N(Z) est un sous—groupe de
(¥,V)=contréle de G .

Démonstration: Soit A € U tel que ACP ; en vertu de la proposition 2, Z est
un Sp-groupe de W(A) ; de plus, on a

w(A) N N(Z) € w(A) N N(A.Z) = W(A.Z) (cfe prop.1)
et par suite, d'aprés nos hypothéses, NW(A)(Z) centralise Z ; on en déduit que
W(A) posséde un p-complément normal (cf., (12), ch.?, th.4.3). Par conséquent,
V(A) est égal & l'ensemble des p'=éléments de W(A) ; il en résulte que, si B
est un €lément de ¥ qui contient A , On a

v(B) = v(A) n N(B) (cf. prop.1);

de plus, il est clair que pour tout x € G , ona V(AY) = v(A)* ; 1e cduple
(4,v) est donc une p=localité & épimorphismes de G (cf. prop.1 et ch,I, (L1),
(L2),(L3)). Enfin, comme Z est un Sp-groupe de W(A) et comme W(A) = V(A).Z ,
ona N(A) =V(A).(N(A) N N(Z)) (cf. (02)) et la derniére assertion résulte du

corollaire 1 du ch,1V,
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§ 1. La O-localité et la p-contrainte

Dans ce paragraphe, nous allons construire d'abord une p-localité de G
définie sur 1l'ensemble des p=-sous-groupes de G et appelée la O-localité ; puis,
nous étudierons sous guelles conditions la U*-localité est & épimorphismes (rappe—
lons qu'une p-localité (¥Y,W) de G est notée w* lorsque U est 1l'ensemble des

p-sous—groupes non triviaux de G ).

Soit A un p-sous=groupe de G et posons c(A) = C(A)/Op,(C(A)) 3 on
v - p
note O(A) (ou DG(A) ) 1'image réciprogue de 0O (CETKT(OD(C A)))) dans c(A) .

I1 est clair que O(A) est un sous—groupe caractéristigue de C(A) et que pour

tout x € 6 , ona O(A") = 0(A)* . De plus, si A, estun Sp-groupe de
Dpup(C(A)) y On &

0(A) = 0, (c(A)).0°(c(AA,)) ;
en effet, UD(C A)) est égal & 1'image de A, dans C(A) et par suite, d'aprés
. p . s s p
le lemme suivant, O (GETZT(DD(C A)))) est égal & l'image de O (CC(A)(A°)) dans

clA] .

Lemme 1., Soient H wun groupe, A un p-groupe fini gui opére sur H et K un

p'=sous~groupe fini distingué A~stable de H ; notons C 1'image dans H/K de

tout sous—groupe L de H . On a alors

c-(A) =T JA] et 07(cy(R)) = 0°(cy(A)) .
Démonstration: Soit x € H ; le cardinal de xK est alors premier & p et par

suite, si A stabilise xK , il fixe un élément de xK , De plus, si L est un
sous=groupe de H , on a OD(E) = DD(L) .

Nous allons démontrer que l'application 0 qui & tout p=sous—groupe A
de G fait correspondre O(A) , renverse les inclusions, Enongons d'abord quel-

gues propriétés des groupes O(A) .

Lemme 2, Soit A un p=sous—groupe de G . On a
[D(A),OP.D(C(A))] < Up,(C(A)) ’ OD(UGA)) = O(A) ’
0 O(A =0 C(A t A)) =
(0(M) = 0,(C(A) et o, ,(0(A) = o, (0(a) :
De plus, O(A) est p-résoluble si et seulement s'il est un p'=-groupe.

Démonstration: Notons H 1'image dans C(A)/Op,(C(A)) de tout sous—groupe H de
C(A) ; comme DD'D C(A)) = DD(C A)]) , ona
[m)iopnp(C(A))] =1 ’

ce qui démontre 1'inclusion, D'aprés la définition de O(A) , on a
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oP(G(A)) = O(A) ; or, OP(0(A)) contient Up,(C(A)) ; on en déduit que
o”(o(R)) = o(A) .
Comme O(A) est distingué dans C(A) , on a
A)) =0 _,(C(A = n )

0.,(0(A)) = 0,(c(A)) et o, (0(A)) = O, (C(A)) N O(A)
(cf. (03)); par conséquent, Op(OiA ) est contenu dans DD(C Ai) et par suite, il
centralise O[A) ; ainsi, si M est un complément de Dp(OiA ) dans Dpp,(OiAi)
(cf. (12), ch.6, th.2.1), M est 1'unique Sp,-groupe de Opp'(OIA ) et par suite,
il est caractéristique dans D]Ai , donc distingué dans C(A ; or, on a
Dp,(CiA ) =1 ; on en déduit que Opp,(DiA;) = Op(OiA ) et par suite, que l'on a

Dplppl(O(A)) = Dpvp(O(A)) . .

De plus, si O(A) est p-résoluble, on a alors O(A) = Op,p(D(A)) et comme
oP(o(A)) = o(A) , O(A) est un p'=groupe.

Proposition 4, Si A , B sont des p-sous—groupes de G tels que ACB , on a
o(B) < o(A) .

Démonstration: En raisonnant par récurrence sur |B:A| , on se raméne au cas ol
|B:A| = p ; par conséquent, il suffit de démontrer que O(A) contient .D(B)
lorsque A est un sous—groupe distingué de B , Posons H = C(A) et

H= H/Dp,(H) ; puisque 0(B) © H et puisque OD(D(é)) = 0(B) (cf. lemme 2), il
suffit de démontrer gue 1'image de 0O(B) dans H centralise Op(ﬁ) ; or, comme

B normalise A et centralise O0(B) , la conjugaison induit une opération de
o(B)xB sur Dp(ﬁ) et comme 0°(0(8)) = 0(B) , 0(8) est engendré par 1l'ensemble
de ses p'-éléments; dans cette situation, il suffit de démontrer que 0(B) laisse
fixe tout point fixe de B dans op(ﬁ) (cf. (12), ch.5, th.3.4).

D'aprés le lemme 1, l'ensemble des points fixes de B dans Up(ﬁ) est
égal & 1'image de Dp,p(H) n C(B) dans H ; or, puisque H contient C(B) , on
a Dp,p(H) nc(s) c op,p(o(e)) ; en vertu du lemme 2, '[D(B),DD,D(H) nc(s)] est
alors contenu dans Op,(C(B)) et comme il est contenu dans Dp,p(H) , il est donc
contenu dans O ,(H)- . Par conséquent, 0O(B) opére trivialement sur 1l'ensemble

des points fixes de B dans Op(ﬁ) .

Le couple formé par l'ensemble des p-sous—groupes.de G et l'application

0 , satisfait donc aux conditions (L1),(L2),(L3) du ch.I et par suite, il est une

p=localité de G ; on l'appelle la O-localité de G relativea p .

Nous allons donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la

*
0 =localité de G soit a épimorphismes,



Proposition 5. Supposons que p divise IGI . Les conditions suivantes sont équi-

valentes

*
1« La 0 =localité de G relative & p est & épimorphismes.

2. Pour tout p-sous-—groupe non trivial A de G, O(A) est un p'-groupe.

3. Pour tout p-sous—groupe non trivial A de G et tout Spfggouge A,
de Dp,p(C(A)) , C(A.A,) est p-résoluble,
§'il en est ainsi, pour tout p-sous-groupe non trivial A de G , on a
o(A) = Dp,(C(A)) .

Démonstration: Démontrons que 1 entraineﬁa; si la D*;localité de G est & épimor—
phismes, en vertu de la proposition 3, O(A) poss&éde un p—complément normal, donc
il est p;résoluble pour tout p-=sous—groupe non trivial A de G ; la condition 3
résulte alors de la définition de O(A) . En vertu de la dernigre affirmation du
lemme 2, 3 entraine 2. Supp;sons que la condition 2 soit satisfaite; soient A, B
des p=sous-groupes non triviaux de G tels que AC B ; d'aprés la proposition a,
O(A) contient 0(B) et d'eprés le lemme 2, on a

0(A) = op.(C(A)) et 0(8) = 0,,(c(8)) ;

on en déduit que o(B) = o(A) n c(B) (cf. (03)).

Par conséguent, d'aprés le corollaire 2, la D*;localité de G est a épimorphismes,

On dit que G est p-contraint si p divise |G| et G satisfait aux
conditions 1,2,3 de la probosition 5. On remarquera que la seule différence entre
la condition 3 et la définition de "p=constrained group" de (14), déf.6, est la
condition "p-résoluble" gqui remplace la condition "résoluble" de (14), déf.6. Si
Dp,p(G) # Op,(G) , notre définition coincide avec la définition de "p—constrained

group" de (12), ch,8, comme le montre le corollaire suivant,

Corellaire. Soit P un Sp groupe de Op,p(G) .5 P£1 , G estp-contraint
si et seulement si DD'D(G) contient C(P) .

Démonstration: Puisque G = Dp,(G).N(P) (ef. (02)), le groupe Cb,(G).Op,p(C(P))
est distingué dans G et par suite, on a

0,.(6).0,, (c(P)) € 0, () ;
en particulier, P contient un Sp—groupehde Dp,p(C(P)) et par suite, on a

o(P) = op,(c(P)).op(c(P)) .
En vertu de cette égalité et de la condition 2, si G est p-contraint, Dp(C(P))
est un p'=groupe; par suite, on a C(E) = Dp, (c(P)) et d'apres 1'inclusion ci-
dessus, Op,p(G) contient C(P) . Réciproguement, comme 0(1) = DD,(G).OD(C(P)) ,
si Dp,p(G) contient C(P) , 0(1) est un p'=groupe et par suite, pour tout .
p-sous=groupe A de G , O(A) est un p'«=groupe (cF. prop.d).
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Nous allons étudier maintenant le rapport entre les O=localités de G et

de certains sous—groupes et guotients,

Proposition 6. Soit K un p'=sous—groupe distingué de G . La projection de G
sur G/K définit une éguivalence entre les O-localités de G et de G/K relatie-

ves & p .
Démonstration: Notons H 1'image dans G/K de tout sous—groupe H de G .
D'aprés la proposition 1 du ch,I, il suffit de démontrer que pour tout p-sous=—grou-—
pe A de G, DG(A) est égal & 1'image réciprogue de OE(K) dans NG(A) .
Comme K est un p'=groupe, on a
N((A) € 0, (Cg(A))
et d'aprés le lemme 1, on a alors
0,1(C5(A)) = 0,4 (CGIAT) = 0, TC(AT] '
0, (c(A)) =0, (CTA)) =0_, (C(A ;
1o(Cs(R)) = 0, (ESTAT) = O TC.TA]] ;
par conséquent, si A, est un Sp-groupe de Op,p(CG(A)) , A, estun Sp—groupe de
0_, (c=(A)) et par suite, on a
P'P G - oy P ==
05(R) = 0 ,(c5(A)).0°(c5(A.A,)) = D[R] (cf. lemme 1);

comme NK(A) c DG(A) , l'assertion est vraie,

Corollaire, Si K est un p'=sous=groupe distingué de G, G est p-contraint si

et seulement si G/K est p-contraint.

Démonstration: Nous pouvons supposer que p divise ]G] . D'aprés la proposition
*
6, les O -localités de G et de G/K sont équivalentes et par suite, 1'une est a

épimorphismes si et seulement s'il en est de méme pour 1l'autre,

Proposition 7. Scient A un p-sous=groupe de G et H un sous—groupe distingué

de N(A) contenant C(A) , Pour tout p-souse-groupe B de H , on a
OH(B) = OG(A.B) c DG(B) nH .
En particulier, 1'inclusion de H dans G définit un morphisme de la O-localité

de H dans celle de G .

Démonstration: Soit B un p-sous=groupe de H ; en vertu de la proposition 4, il
suffit de démontrer que l'on a OH(B) = OG(A.B) . Posons K = CH(B) et
L = CG(A.B) ; puisque H normalise A et contisnt C(A) , L est un sous=groupe
distingué de K et par suite, on a Op,(L) c Op,(K) (cf. (03)); de plus, Op,(K)
et B se centralisent 1'un 1'autre, ils normalisent A et on a

[Up,(K),CA(B)] < Upv(K) nNA=1 H
dans ces conditions, Op,(K) centralise A (cf. (12), ch.5, th.3.4) et par suite,
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on a Op,(K) CL ; onadonc Op,(K) = Op,(L) .

Posons E = K/0 ,(K) et notons L 1'image de L dans K ; comme
Dp,(K) = Dp,(L) , les groupes DH(B) et DG(A.B) sont respectivement égaux aux
images réciproques de Op(CR(Dp(E))) et de Op(CE(Op[E)]) dans K ; puisgue ces
derniers groupes sont engendrés par ses p'=€léments, il suffit de démontrer mainte-
nant qu'un p'-sous-groupe de K opére trivialement sur 0 (K) si et seulement

s'il est contenu dans L et opére trivialement sur Op(t) .

Soient E un p'-sous-groupe de K et E son image dans K ; si E est

contenu dans L et opére trivialement sur O (E) , on a
[op(E),E,E]c [DD(E) NC,E] =1
et par suite, E centralise DD(E) (cf. (12), ch.s, ﬁh.B.G). Supposons maintenant
gque E opere trivialement sur Dp(E) ; coome H est un sous=groupe distingué de
N(A) , on a
[CA(B), E,E]c[ANK,E]CAN Dp,(K) =1

et par suite, E centralise CA(B) (cf. (12), ch.5, th,3.6); de plus, E et B
se centralisent 1'un 1l'autre et ils normalisent A ; il s'en suit que E centra=
lise A (cf. (12), ch.5, th,3,4) et par suite, que E est contenu dans L .,
D'autre part, comme L est distingué dans K , OD(E) contient Dp(t) et par

suite, E opére trivialement sur Op(t) .

Corollaire 1. Les notations étant celles de la proposition 7, supposons que p di-

*
vise lHI . Si G est p-contraint, H est p-contraint et la O -localité de H

*
est égale & la restriction @ H de la O =-localité de G .

Démonstration: Si G est p=contraint et B est un p=sous—groupe non trivial de H,
on a OG(B) = Dp,(CG(B)) (cf. prop.5) et par suite, OH(B) est un p'-groupe (cf.
prop.?); par cdnséquent, H est alors p=contraint et on a

0,(8) = Dp,(CH(B)) = DG(B) N H (cfe prop.7 et (03)).

Corollaire 2, Supposons gue p divise lGI « Le groupe G est p-contraint si et

seulement si pour tout sous—groupe A d'ordre p de G, GC(A) est p-contraint.

Démonstration: Pour tout sous-groupe A d'ordre p de G, on a DC(A)(A) = DG(A)
et par suite, si C(A) est p-contraint, DG(A) est un p'=groupe; d'aprés la pro-
position 4, G est alors p=contraint., La réciproque résulte du corollaire 1 ci-

dessus,
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§ 2. Les g=sous=groupes d'une p-localité & épimorphismes

Dans ce pgragraphe, g ‘est un nombre premier différent de p et (¥U,W)
est une p-localité & épimorphismes de G , Nous supposons que p-rang(G)=2 3 ,
que U est égal & 1l'ensemble des p-sous—groupes de G qui ont une intersection
non triviale avec un sous-groupe de type (p,p,p) et que, pour tout A € ¥, W(A)
est un p'=groupe, Par exemple, ces conditions sont satisfaites par la O*;localité
de G lorsque G est p-contraint et rang(Z(P))23 , P étant un Sp-groupe
de G .

Nous allons utiliser dans ce paragraphe les définitions et les théorémes

1 et 2 de 1'appendice III.

Soit A un souse-groupe abélien p=&lémentaire de G d'ordre 2 p3 (on dira
simplement "un sous=groupe de type (p,p,p;...) de G "); d'aprés le corollaire 2

de la proposition 1, la restriction de W & l'ensemble des sous—groupes non trie

viaux de A est un A=foncteur éguilibré & valeurs dans G , relativement & 1'opé-

ration de A sur G induite par la conjugaison (cf, app.III, déf, ); on le note

WA (ou w , tant qu'il n'y aura pas de confusion & craindre). Nous allons exploi-

ter les bonnes proprietés des g=-sous—groupes de (A,W) .

Soit Q un g-sous-groupe de G ; on dit que Q est un g-sous—groupe de
(4,w) s'il satisfait aux conditions suivantes

(@1) On a p-rang(N(Q@)) =3 . .

(@2) Pour tout A € U tel que 'AC N(Q) , ona CG(A) c w(A) .
On remarquera que 1'inclusion de la condition (Q2) entrafne CQ(A) =wA)na .
On dit que A est un Sq—grouEe de (¥,W) s'il est un gesous—groupe de (%,W) qui
contient un Sq-groupe de W(A) pour tout élément A de U qui le normalise.

D'aprés le corollaire 1 de la proposition 1, pour tout A € ¥ , un g-sous—
groupe Q@ de W(A) tel gue p-rang(N(Q)) 2 3 est un g-sous-groupe de (%,W) ;
en effet, si B est un élément de YU qui normalise Q@ , et si x est un élément

de N(Q) tel que < A*, B> soit un p-groupe, on a
cq(B) < W(A*) nc(s) cwB) .
De plus, si A est un sous—groupe de type (p,p,p,...) de G , tout g-sous=grou-

pe (resp. Sq—ggouge) de (¥,W) gui est normalisé par A , est _un g-sous—groupe
(resp. Squgouge) de (A,W) (cf. app.III, cond.(H1),(H2)).

Nous sommes en mesure d'énoncer le principal résultat de ce paragraphe.
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Théoréme. Avec les notations précédentes, supposons que tout p—sous—groupe (U,W)-

essentiel de G contienne un sous—groupe de type (p,p,p) . Il existe alors un

Sq-grouge de (N,W) . De plus, si Q est un Sq-groupe de (u,w) , N(Q) est un
sous—groupe_de (¥,W)-contrfle de G et tout g=sous—=groupe de (u,w) posséde un

conjugué contenu dans Q .

Nous allons décomposer la démonstration du théoréme en une suite de sept
lemmes, Les deux premiers sont indépendants de la situation décrite dans ce pare-

graphe.

Lemme 3. Soit P un p-groupe fini, Si A, A' sont des sous-groupes de type

(PyPyPyess) de P , il existe une suite iAili—o , de sous-groupes de type
=y e ey

(PyPsPyees) de P telle gue 1l'on ait
A=A , A =A" et |A,
n — de=

nA,|2p2 , 1=is=n .
1 i

Démonstration: Puisque rang(P)2 3 , P posséde un sous—groupe distingué B de

type (p,p) (cf. (12), ch.5, th.4.10 et th.4.3); comme on a |F’:CP(B)| =p , il
- - - = 1]

suffit de prendre A =A , A, = CA(B).B v Ay = CA,(B).B et Ay =A' .

Lemme 4, Soient H un groupe fini, K un p'-sous:grouge de H, L un SOouS=grou=

pe de H et A un p-sous—groupe de H gui normalise K et L . On a alors

(kL) n NH(A) = CK(A)-NL(A) .
Démonstration: Soient x € K et y € L ; il suffit de démontrer que si xy nor—
malise A , il existe z € KN L tel que xz centralise A . Si xy normalise
A , ona A =AY ! et par suite, A* est contenu dans A.K et dans A.L ; de
plus, comme L contient tous les p'=€léments de A.L , on a

(Ak) N (AL) = Al(k N L) ;

par conséquent, A et A* sont alors des Sp-groupes de A.(KNL) et par suite,
il existe z € KN L tel que 1'on ait A°= A ; on a alors [A, xzZ]eAank =1,

ce qui démontre l'assertion,

Dans tous les lemmes suivants, les notaions sont celles du début du para-

graphe,

Lemme 5. Soit Q@ un g-sous—groupe de G . Si A, B sont des sous—groupes de type
(PyPsPyess) de N(@), @ estun g-sous-groupe (resp. Sq-grouge) de (A,W) si et
seulement s'il est un g-sous—groupe (resp. Sq-grouge) de (B,W) .

Démonstration: Si A et B sont conjugués dans N(Q) , la démonstration ne pré-
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sente aucune difficulté, Par suite, nous pouvons supposer que A et B sont con-
tenus dans un méme S_—groupe de N(Q) ; d'aprés le lemme 3, il suffit alors de
démontrer le lemme lorsque |A N B| 2 p2 , auquel cas, d'aprés le lemme 1 de
1'app,III, on a

Q=< J cqlC) > ’ .
zA nB:cl=p
Si @ est un g-sous-groupe de (A,W) , pour tout sous—groupe non trivial C de

ANB , ona

cQ(c) cwlc) et AC N(CQ(C)) (cf. app.III, (H2))
et par suite, CQ(C) est un g-sous-groupe de (¥Y,W) ; comme B normalise CQ(C),
celui-ci est alors un g-sous—groupe de (B,W) . Dans ces conditions, Q est en-
gendré par la réunion d'un ensemble de g-sous—groupes de (B,W) et par suite, il

est un g-sous—groupe de (B,W) (cf. app.III, cor, -du th.2).

Supposons maintenant que @ soit un Sq-groupé de (A,W) ; d'aprés ce
gque 1l'on vie%t de démontrer, Q est un g=sous-groupe de (B,W) et en vertu du
théoréme 1 de 1'app,III, il est contenu dans un Sq—groupe Q' de (B,W) ; or,
pour tout sous—groupe non trivial C de AN B , @ contient un Sq—groupe de
w(C) ; par conséquent, on a

cQ(c) =wlc)na=wic)naQ-= cg.(c) (cf. &pp.III, (H2)),
d'ol il résulte que 1'on a Q = Q' (cf. app.III, lemme 1).

Dans les lemmes suivants, A est un sous-groupe de type (PyPsPyess) de
G et Q estun Sq-groupe de (A,W) (dont 1'existence est garantie par le théo—
réme 1 de 1'app.III). On remarquera gue pour tout x € G , Qx est un Sq—groupe
de (A%, w) .

Lemme 6. Le groupe N(Q) contient un Sp-groube de G et si B est un p-sous—

" groupe de N(Q) de rang= 3, on a
N(B) = w(B).(N(B) N N(Q)) .

Démonstration: Soient B un p-sous—groupe de N(Q) de rang= 3 et C un sous=

groupe de type (p,p,p,...) de B contenant 01(2(8)) 3 pour tout x E‘N(B) ,
-1 -1

C normalise Q@ et Q° et par suite, en vertu du lemme 5, Q et Q" sont
des Sq-groupes de (C,W) ; d'aprés le théoréme 1 de 1l'app.III, il existe alors
-1
z € W(C) tel que 1'on ait Q% = g* ; par coséquent, N(B) est contenu dans
1'ensemble W(C).N(Q) . D'autre part, on a
w(c) < w(a,(z(8))) (cf. ch.I, (L2))
et w(a,(z(8))) n N(B) = w(B) (cf. prop.1).

L'égalité de 1'énoncé résulte alors du lemme 4,
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Supposons maintenant que B soit un Sp—groupe de N(Q) ; d'aprés ce que
1'on vient de démontrer, on a
N(B) = w(B).(N(B) N N(Q))
et comme W(B) est un p'groupe, B est alors un Sp—groupe de N(B) , donc de G
(cf. (01)).

Lemme 7. Tout g=sous—groupe (resp. Sq—ggouge) de (¥4,w) posséde un conjugué conte-
nu dans Q (resp. égal & Q ).

Démonstration: Soient Q' un g-sous-groupe (resp. S _-groupe) de (¥,W) et B un
sous-groupe de type (p,p,p) de N(Q') ; d'aprés la condition (@2), Q' est
alors un ge=sous=groupe (resp. Sq—groupe) de (B,W) ; de plus, en vertu du lemme 6,
quitte & remplacer Q' par 1l'un de ses conjugués dans G , nous pouvons supposer
que B normalise Q@ ; en vertu du lemme 5, Q est alors un Sq-groupe de (B,W)

et le lemme résulte du théoréme 1 de 1l'app.III.

Lemme 8, Si_tout p=sous—groupe (¥,W)-essentiel de G est de rang= 3, N(Q) est

un sous=groupe de (M,W)—contrﬁle de G .

Démonstration: Le lemme résulte tout de suite du lemme 6 et du corollaire 1 du

ch,IV.

Lemme 9, Si tout p-sous—groupe (¥,W)-essentiel de G est de rang=2 3 , Q@ est un
Sq—gzouge de (4,w) . ‘
Démonstration: Soit B € U tel que B S N(A) ; nous allons démontrer que CQ(B)
est un Sq—groupe de W(B) en raisonnant par récurrence sur |B| . Supposons
d'abord que |B| = p ; puisque B € ¥ , B est alors contenu dans un sous-groupe
C de type (p,p,p) de G ; d'aprés le lemme 6, il existe x € G tel que
c*c N(Q) et d'aprés le lemme 8, il existe alors y € N(Q) tel que 1'on ait

X X .
(B,x,B )W = (B,y,B )W ; on a donc -

Bcc® c<na)
-1
et en vertu du lemme 5, Q@ est alors un S =groupe dé (ny WW) ; par suite,

CQ(B) est un Sq—groupe de W(B) (cf. app.III, déf.).

Supposons que |B| 2 p2 ; il existe alors un sous-groupe C ‘d'indice p
de B qui appartient encore & ¥ ; en vertu de 1'hypothése de récurrence, CQ(C)
est un §_-groupe de W(C) ; de plus, comme B normalise C , B normalise W(C)
et CQ(C) et on sait que W(B) est le groupe des point fixes de B dans W(C)
(cf. cor.1 de la prop.1); on en déduit que CQ(C) contient un Sq—groupe de W(B)
(cf. (12), ch.6, th.2.2); or, d'aprés la condition (Q2), on a
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cg(c) nws) = CQ(B)
par conséguent, CQ(B) est un 8 ,~groupe de w(B) .

-

Corollaire. Les notations et les hypothéses étant celles du théoréme, il existe une

section G' de G telle gue lG'lp = IGI':J et telle que, si on note ¥U' 1l'ensem=

ble des p=sous=groupes de G' gui ont une intersection non triviale avec un sous-

groupe de type (p,p,p) de G' , les p-localités (¥,W) de G et (¥',1) de

G' soient équivalentes,

Démonstration: On raisonne par récurrence sur |G| . Si W=1 onprend G' =G .
Nous pouvons donc supposer gu'il existe A € 4 tel que IW(A)Iq #1 ; soit @ un
Sq-groupe de (¥4,w) (cf. th.); comme N(Q) contient un conjugué de A (cf. lemme
6), Q n'est pas trivial, D'autre part, comme N(Q) est un sous—groupe de
(4,W)=contréle de G (cf. th.), les p-localités (¥4,W) de G et ResN(Q),G(ﬂ,W)
de N(Q) sont éguivalentes (cf. ch.I, prop.2); en particulier, HesN(Q),G(ﬂ,W)

est & épimorphismes, tout p-sous=—groupe HesN(g),G(ﬂ,W)-essentiel de N(Q) estun
p-sous~groupe (¥,W)-essentiel de G (cf. ch.III, la remarque qui précéde le §1) et
on voit aisément que HESN(Q),Gm est égal & 1l'ensemble des p-sous—groupes de N(Q)
gui ont une intersection non triviale avec un sous—groupe de type (p,p,p) de

N(R@) . Par conséguent, si N(Q) # 6 , il suffit d'appliquer 1'hypothése de récur—
rence & N(Q) et a HESN(Q),G(”'W) .

Supposons que Q soit distingué dans G ; notons H 1'image dans G/Q
de tout sous-groupe H de G, ¥ 1'ensemble des images des éléments de ¥ dans
G et W 1'application de ¥ dans 1'ensemble des sous=groupes de G définie par
la formule WA) =WA] , ot AEYU ;
il est clair que WTZT ne dépend que de A et que U est égal & 1'ensemble des
p=sous=groupes de B qui ont une intersection non triviale avec un sous-groupe de
type (p,p,p) de G . Le couple (¥U,W) est alors une p-localité de G et nous
allons démontrer que la projection de G sur G définit une équivalence entre
(4,w) et (¥U,W) ; d'aprés la proposition 1 du ch,I, il suffit de démontrer que
pour tout A € ¥, W(A) est égal & 1'image réciproque de W(A) dans N(A) ;
1'image réciproque de W(A) dans G est égale & W(A).Q et on a

(w(A).q) N N(A) = W(A).N{A) = w(A).Cq(A) = W(A): (cf. (Q2)),
ce qui démontre 1'assertion, En particulier, (¥,W) est & épimorphismes et tout
p=Sous=groupe (ﬁ,W)-essentiel de G est 1'image d'un p-sous~groupe (¥,W)-essentiel
de G . Comme Q# 1 , le corollaire résulte d'appliguer 1'hypothése de récurren—

cea G eta (TLW) .



CHAPITRE VII

La relation de similitude

Soient G un groupe fini, p un nombre premier, P un Sp—groupe de G
et (¥,w), (¥',Ww') deux p=localités de G . Nous supposons que l'identité défi-
nit un morphisme de (4,W) dans (¥',w') (cf. ch.I, §2), c'est a dire, que la
condition suivante est satisfaite

(P)Ona Yc¥U' et pour tout A€YU , ona WA)cSwW(A) .

On note respectivement D et D' les ensembles des doubles fléches & but maximal
de (¥,wW) et de (YU',Ww') (cf. ch,III) et R et A' les ensembles des éléments

réductibles de D et de D' . On note i 1'application de D dans D' induite
par le foncteur de uw dans U1, définit par 1'identité (cf. ch.I, §2).

I1 est clair que i est compatible avec les opérations de D et de D'
(cf. ch.III) et par suite, que l'on a i(R) € A' . On dit que (¥,W) et (U',w')
sont semblables (et on écrit (4,W) ~ (U',W') ) si i(D) est un systéme directeur
de D' et i-1(ﬁ') =R . Comme i(D) contient les éléments de longueur 1 de
D', si (¥,w)~ (¥r,w') , tout élément de D' est engendré par i(D) . De plus,

soit (¥U",W") une troisidme p-localité de G et supposons que 1l'identité définit
un morphisme de (¥',W') dans (U",w") ; alors si (¥U,W)~ (YU',wW') et
(u'!w') ~ (‘u",W") y ON 8 (%,W) ~ (mnvw") .

Dans ce chapitre nous allons montrer que si (4,W) ~ (¥Y',W') , certaines
propriétés de (U',W') sont encore vraies dans (4,W) ; puis, nous montrerons que
la O~localité (cf. ch.VI, §1) et la C-localité (cf. ch.I) de G sont toujours

semblables,

Proposition 1, On a (¥4,W)~ (¥',W') si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites

1. Pour tout p-sous-groupe A de G , A est (ﬂ,w)-essentiel si et

seulement s'il est (U',W')-essentiel.

2. Pour tout p-sous—groupe (¥,W)-essentiel A de G contenu dans P ,
on a W(A).m(A,P) = W'(A).M(A,P) .

Démonstration: Supposons que (¥,W) ~ (Y',W') . Soit A un p=-sous—groupe (U',W')-
essentiel de G contenu dans P ; le groupe A est donc la source d'un élément
irréductible (B,x,y,A)w, de D' (cf. ch,III, déf,); or, d'aprés nos hypothéses,
(B,x,y,A)w, est engendré par i(D) ; on en déduit que A est le conjugué d'un
élément de ¥ et par suite, que A appartient & U ; on a alors

W(A)eM(A,P) < W' (A)M(A,P) # N(A)



et par suite, A est (ﬂ,w)-essentiel (cf. ch.III, 90r.2 du th.1). Réciproguement,
soit A un p=sous—groupe (¥,W)-essentiel de G contenu dans P ; d'eprés la con-
dition (P), A appartienta U' et ona W(A)C W'(A) ; d'aprés le théoréme 1 du
ch.III, pour tout z € W'(A).M(A,P) , on a (P,1,2,A)w, € R' et comme

i-1(ﬁ') =R , on a encore (P,1,Z,A)w € R ; par suite, 2z appartient a
Ww(A).M(A,P) ; on en déduit que W(A).M(A,P) = W'(A).M(A,P) et que A estun
p-sous—groupe (¥4',W!)-essentiel (cf. ch,III, cor.2 du th,1). )

Supposons maintenant que les conditions 1, 2 soient satisfaites, En vertu
de la condition 1 et du théor&me 2 du ch,III, i(D) est un systéme directeur de
D' ., Il nous reste & démontrer gque l'on a i(D - R) < D' = R' ; soit (B,x,y,A)

un élément irréductible de D tel que A soit contenu dans P ; le groupe A

w

est donc un p=sous—groupe (¥,W)-essentiel de G et d'aprés la condition 2, on a
W(A).M(A,P) = wW'(A).M(A,P)" ;
il résulte alors du théoréme 1 du ch,III, gue (B,x,y,A)w, est un élément irréduc-

tible de D' ; ceci démontre 1l'assertion,

Proposition 2. Supposons que (¥,W)~ (U',wW') ., Soient C un sous—ensemble de D ,

N un sous~groupe de G contenant P et A un élément de ¥ ., On a

1. L'application i induit une bijection entre les ensembles des cl
d'échangeabilité des éléments irréductibles de D et de D' .
2, L'ensemble C est un systéme directeur de D si et seulement si i(C)

est un systéme directeur de D'

3., Le groupe N est un sous—groupe de (%,W)=contrfle de G si et seule=-

ment s'il est un sous—groupe de (¥',W')-contrfle de G gqui vérifie
w(P) = w(Pp).(w'(P) N N) .
4, Le p-groupe A est (¥,W)-normal dans G si et seulement s'il est

(4',W' )=normal dans G .

Démonstration: En vertu de la proposition 1, les ensembles des p=-sous—groupes
(4,w)-essentiels et (U',W')-essentiels coincident, et si B est un élément de ces
ensembles contenu dans P , on a

w(B).m(B,P) = w(B).M(B,P) i
1'assertion 1 résulte maintenant du corollaire 1 du théoréme 1 du ch,III., En parti=-
culier, deux éléments irréductibles de D sont échangeables si et seulement si
leurs images par i sont échangeables dans D' ; l'assertion 2 résulte alors de

la remarque précédente et du théoréme 2 du ch,III.
Si N est un sous-groupe de (4,W)-contrfle de G , on a
N(P) = w(P).NN(P) (cf. ch.Iv, lemme 1),
d'ol il résulte que w'(P) = w(P).(w'(P) N N) ;
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réciproquement, si la deuxiéme égalité est vraie et si N est un sous—groupe de
(4",w* )=contrdle de G, N vérifie la premiére (cf, ch.IV, lemme 1); l'assertion
3 résulte aisément de ce qui précéde et de la proposition 1 du ch,IV, Enfin, 1'as=
sertion 4 résulte sans diFFicuité de la condition 3 de la proposition 2 du ch,IV et
de 1'égalité des ensembles des p-sous—groupes (¥,W)-essentiels et (YU',W')-essen—

tiels de G .
La proposition suivante montre que si (%,W) et (U',W') sont des p~lo-
calités & épimorphismes telles que l'on ait % =¥4' et W(P) = w'(P) , elles ne

sont semblables que si elles colncident.

Proposition 3. Supposons que % = 4' -et que (¥U,W) et (¥U',W') soient & épimor-

phismes, On a alors (¥,W)~ (4,W') si et seulement si, pour tout A € ¥ tel gue
ACP , ona W(A)=wAW(P) .

Démonstration: Si la condition est satisfaite, pour tout A€ ¥ tel que ACP ,
on a wr'(A).M(A,P) = W(A).M(A,P)

(car w'(P) < N(A) N N(P) € M(A,P) ) et en particulier, A est (¥,W)-essentiel si
et seulement s'il est (¥,W')-essentiel (cf. ch.III, cor.2 du th.1); on a alors
("4,w) ~ (¥,w') (cf. prop.1).

Supposons maintenant que (¥4,W) ~.(Y,W') . Soit A€ YU tel que ACP ;
nous allons démontrer 1'égalité de 1'énoncé en raisonnant par récurrence sur |A| .
Posons Z = P N W'(P) ; comme (¥,W') est & épimorphismes, N(Z) est un sous—
groupe de (4,W')-contréle de G (cf. ch.VI, prop.2); puisque (%,W)~ (¥4,wW') et
puisque W'(P) normalise Z , N(Z) est alors un sous—groupe de (¥,W)-contrdle de

G (cf. prop.2); par conséquent, on a

we(A) = w(A).(w'(A) N N(Z)) (cf. chelv, lemme 1).
D'autre part, W'(A.Z) normalise Z (cf. ch.VI, prop.2) et on a
wr'(A.Z) = w'(A) 0 N(A.Z) (cf. choVI, prop.1);
par suite, on a W'(A.Z) = W'(A) N N(Z) . On en déduit que 1l'on a
wi(A) = w(A)ow'(AZ) .
Si A ne contient pas Z , d'aprés 1'hypothése de récurrence, on a
w'(A.Z) = w(A.Z). W' (P)
et par suite, comme W(A,Z) € W(A) , on a alors 1'égalité de .1'énoncé.

) Dorénavant, nous supposons que Z< A et que A£P . Soient Q un
Sp—groupe de N(A) contenant NP(A) et x un élément de G tel que @ CP ;
comme (¥,W) est & épimorphismes, on a

w(a) = w(A) nwr(a) et WwP) =w(A) N w(Pp) = wa®)n w(p)
(cf. ch.VI, prop.1). Posons H = W'(A).Q et K = W(A).W'(@).Q@ ;si H=K , ona
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en particulier IW'(A)ID, = IW(A).W'(Q)lp, et d'aprés la premiére égalité ci-

dessus, on a alors

-

lwe(R) = w(A)] 5y = (Wi (@)= w(@)],
or, d'aprés 1'hypothdse de récurrence, on a W'(Q°) = w(@*).Ww'(P) et comme
w(@) nw'(P) = w(P) , on obtient
[we(@) s w(@)] = |w'(P): w(P)]

on en déduit que 1'on a lW'(A)Ip, = IW(A).W'(P)ID, .

D'autre part, W'(A) contient W(A).W'(P) et Z est un §,-groupe de w'(A) (cf.
ch.VI, prop.2) et de W'(P) , donc de W(A).W'(P) . Par conséguent, si H =K |,

1'égalité de 1'énoncé est vraie,

Nous allons démontrer que H =K ; en raiénnnant par 1l'absurde, supposons
que H#K , Soit B un sous-groupe de Q contenant stictement A ; nous allons
démontrer d'abord que K contient NH(B) . Conme A contient Z , Z est dis-
tingué dans H (cf, ch.VI, prop.2); de plus, comme Z est un ?p—groupe de W'(A)
(cf. ch.VI, prop.2), l'image de W'(A) dans H/Z est un p'-groupe; il résulte
alors du lemme 4 du ch,VI appliqué & H/Z , w'(A)/Z , Q/Z et B/Z , gue 1'on a

NH(B) = NW'(A)(B)'NQ(B) ;

or, comme (%,W') est & épimorphismes, on a W'(A) N N(B) = w'(B) (cf. ch.vI,

prop.1) et d'apres 1'hypothése de récurrence, on a

wr(8%) = w(B").w'(P) < w(B™)sw'(a") ;
comme W(B) € W(A) , on en déduit que NH(B) < w(A).w'(Q).@ , ce qui démontre

1'assertion,

Par conséquent, d'aprés la proposition 2 du ch,II, le groupe K contient
MH(A,Q) et coome H#£K , A est un p=-sous-groupe ResH,G(ﬂ,W)—essentiel de H
(cf. ch,III, cor.2 du th.1). En particulier, A est un p=-sous-groupe essentiel de
H et comme H est p-résoluble (car W'(A)/Z est un p'~groupe), on a
rang(Q/A) = 1 (cf. ch.II, cor, de la prop.4). Par conééquent, si B/A est l'uni-
gue sous=groupe d'ordre p de NP(A)/A , ona M(A,P) =N(A)N NB) (cf. ch.II,
prop.4) et comme A = Op(H) , on a aussi A = DD(N(A)) (car Op(N(A)) CH); on
en déduit que A est un p-sous=groupe essentiel de G , De plus, A étant un p=-

sous-groupe Res , .(¥,W)=essentiel de H , A est un Sp-groupe de 1'image récipro-

gue de Dp(H/W(:jg dans H (cf. ch.III, cor.2 du th.1), donc de l'image récipro-
que de Op(N(A)/W(A)) dans N(A) . Il en résulte qgue A est un p-sous~groupe
(¥,W)~essentiel de G (cf. ch.III, cor.2 du th,1). D'aprés la-proposition 1, on a
alors wr(A).(N(A) N N(B)) = w(A).(N(A) N N(B))

et par conséguent, on a

W'(A).NH(B) = w(A).NH(B) <K



d'ol il résulte que H = K , ce qui contredit notre hypothese,

Proposition 4. La O-localité et la C-localité de G relatives & p sont semblables,

Démonstration: Soit A un ﬁous-groupe de P ; rappelons que l'on note respectivement
‘O(A) et C(A) les images réciprogues de OD(N(A)/O(A)) et de DD(N(A)/C(A))
dans N(A) ; puisque 1'homomorphisme canonique envoie Op(N(A)/Q(A)] dans
OD(N(A)/C(A)) , ona O(A)<T(A) et comme M(A,P) contient un §,~groupe de
N(A) , on a i

B(A)M(A,P) = O(A)M(A,P) et T(A).M(A,P) = C(A).M(A,P) v .
En vertu de ces remarques, de la proposition 1 et de la condition 3 du corollaire 2
du ch,ITI, th.1, il suffit de démontrer que si A est un § ,-groupe de O(A) , on
a O(A) = T(A) .

Supposons que A soit un S _=groupe de E(A) ; alors E(A) est p-résolu-
ble et par suite, O(A) est un p'=groupe (cf. ch,VI, lemme 2); on a donc
0(A) = 0,(C(A)) et comme 0_,(C(A)) = 0_,(N(A)) , ona T(A) = 0, (N(A)) . Par
'consequent A étant un S -groupe de O(A) , i1 contient un Sp-groupe de
0, (c(A)) (cf. (03)) et par suite, d'eprés la définition de O(A) (cf. ch.VI, .
§1), OP(C(A)) est un p'-groupe, On a donc DD(C(A)) = D ,(C(A)) et par sulte, on
aaussi C(A) =0 oo (N(A)) , ce qui démontre 1'assert1on.

Puisque le p-groupé 1 n'est jamais un p=sous=groupe C~essentiel de G ,
la 0*-localité et la C~localité de G relatives & p sont encore semblables; en
particulier, ceci démontre que si G est p=contraint (cf, ch,VI, §1), la C~locali=
té de G est semblable & une p-localité & épimorphismes de G définie sur l'en=
semble des p=sous=groupes non triviaux de G ; nous allons démontrer que, sous

certaines hypoth&ses, la réciprogue est vraie,

On note Q 1'ensemble des p—€léments x de G qui satisfont & la condi-
tion suivante

(Q) Pour_ tout p-sous-groupe non trivial A de G gui est normslisé per
x , x gppartientd op,p(N(A)) .
On note PD le plus grand sous—groupe de P qui est C-normal dans G (cF. ch.,1v,
prop.3).

Théorame. Avec les notations précédentes, supposons que P # 1 . Les assertions

suivantes sont équivalentes

1. Le groupe G gst p-contraint et ona P, £1 .



2, Les centralisateurs des p=-Sous=groupes 1tiels non trivigyx de G

sont p=résolubles, on a CP(PO) c Po et pour tout couple A, B de Sous—groupes
non triviaux de P , on a '
0,:(c(r)) n c(8) = g,,(c(8)) N c(A) .

3. Ona CP(PD) CP, et G posséde une p-localité & épimorphismes (8,Vv)

telle que (a) B soit l'ensemble des p-sous—groupes non trivieux de 6 , (b) pour
tout B€B , V(B) centralise B , et (c) (8,Vv) soit.sggglgpie 4 la C-locali-
té de G relativea p .

4. 0na caneP)ca .

De plus, s'il en est ainsi on a .PD =QNP ,

Nous allons décomposer la démonstration du théoréme en une suite de sept

lemmes, Les trois premiers montrent que 1 entraine 2, le quatriéme montre que 2
~entraine 3, le lemme 5 montre que 3 entraine 4 et les deux derniers montrent que 4
entraine 1 et Po =QNP , Dans tous les lemmes, les notations et les hypothéses

sont celles du théoréme

Lemme 1., Si G est p-contraint, pour tout couple A , B de sous—groupes non trie-
vieaux de P , on a

0,:(c(A)) n c(8) = 0,,(c(B)) N C(A) : .

Démonstration: Le lemme résulte de la proposition S du ch.VI et du corollaire 1 de
la proposition 1 du ch,VI.

Lemme 2, 81 G est p-contraint, les centralisateurs des p-sous—groupes essentiels
non triviaux de G sont p-résolubles.

Démonstration: Soit A un p=souse—groupe essentiel non trivial de G . Si A con=
tient un § -groupe de Up,p(C(A)) , ona O(A) = 0°(C(A)) (cf. ch.vI, §1, déf,)
et si G est p-contraint, O(A) est un p'=groupe (cf. ch.VI, prop.5); par suite,
C(A) posséde alors un p-complément normal, Supposons que A ne contienne aucun
§_—groupe de 0, (C(A)) ; on a alors Xx(A)C A.Dp,p(C(A)) (cfe ch.II, §1, déf.)
et par suite, on a |S(A)] = p et p-rang(N(A)/A) = 1 (cf. ch.II, prop.7); par
conséquent, si A, est un Sp-groupe de Op,p(C(A)) , le quotient A,A /A est
cyclique ou quaternionien généralisé (cf., (12), ch.5, th.4.10) et par suite,

(c(A) N N(A.A,))/C(A.A,) est résoluble (cf. (12), ch.5, th.3.2). De plus, on a
o(A) = Op,(C(A)).Dp(C(A.Ao)) (cfe cheVI, §1) et si G est p-contraint, O(A) est
un p'=groupe et par suite, C(A.A,) posséde un p=complément normal, Comme

c(A) = Up,(C(A)).(C(A) N N(A.A,)) (cf. (02)), C(A) est alors p-résoluble,
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Lemme 3, S1 G gest p-contraint et si Po £1 , P° est un Sp-groupe de E(Po) .
Démonstration: Posons P, = PN Dp,p(N(PD)) ; on a alors

N(P,) = 0., (N(P,)). (N(P,) N N(P,)) (cf. (02))
et par suite, N(Po) n N(P1) est un sous-groupe de C-contrfle de N(Po) (cf. ch,I,
§2, exemple 2); alors, comme N(PO) est un sous=groupe de C-contrfle de 6 , il
en est de méme pour N(P1) (cf. ch.I, §3) et par conséquent, P, est un p-sous—
10 En

particulier, P_ contient un § -groupe de Op,p(C(Po)) (cf. (03)) et par suite,

1
groupe C=normal dans G ; d'aprés la maximalité de PD on a donc PD = P

on a o(r,) = P(c(ry)) (cf. chov, §1, déf.).

Si G est p=contraint et si F'O £1 , UP(C(PD)) est donc un p'=groupe (cF.
ch.VI, prop.5) et comme Op,(C(Po)) = Op,(N(PO)) , on a alors
C(P,) = Opup(N(P,)) - .

Comme PD =P, et P1 est un Sp—groupe de DD'D(N(PU)) , le lemme est démontré,

1

Lemme 4, Supposons que les centralisateurs des p=sous—groupes essentiels non trie

viaux de G soient p-résolubles et gue pour tout couple A, B de p=-sous=groupes
non triviaux de G tels que AS B , on ait Dp,(C(B)) c Dp,(C(A)) . Alors, le

couple formé par l'ensemble B des p=-sous—groupes non triviaux de G et par l'ap-

plication V gui & tout élément B de B fait correspondre Op,(C(B)) , est une
p-localité & épimorphismes de G ‘semblable & la C-localité de G relative da p .

Démonstration: Il est clair que (8,V) est une p-localité de G . De plus, soient
A,B € B8 tels que ASB ; alors, C(B) est contenu dans C(A) et par suite on
a Dp,(C(B)) = Up,(C(A)) nc(B) (cf. (03)); par conséquent, d'aprés le corollaire
2 de la proposition 1 du ch,vI, (8B,V) est & épimorphismes. D'autre part, d'aprés
nos hypothéses, pour tout p-sous-groupe essentiel non trivial A de G , GC(A)
est p=résoluble et par suite, on a .

o(A) = 0p,(C(A))_= V(A) (cf. cheVI, lemme 2);
on en déduit que (8,V) et la 0*-localité de G sont semblables (cf. prop.1 et
ch,III, cor,2 du'th.1); or, puisque le p=groupe 1 n'est jamais un p=sous=groupe
C-essentiel de G , la D*;localité et la C-localité de G sont semblables (cf.
prop.4); par conséquent,’ (8,V) et la C-localité de G le sont également,

Lemme 5., Si G posséde une p-localité & épimorphismes (%,V) qui satisfait aux

conditions (a),(b)et (c) de 1'assertion 4 du_théoréme, on a P,Ea .

Démonstration: Il suffit de démontrer gque pour tout pe-sous=groupe non trivial A
de 6 , ona NP(A) c Op,p(N(A)) . Soit A un p-sous-groupe non trivial de G
o
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et supposons que NP(A) # 1 ; d'aprés nos hypothdses, P est (8,V)=normal dans @
o

(cf. prop.2), donc N(P) est un sous-groupe de (%,V)=contréle de G ; par con-
séquent, il existe x € G tel gque N(P) contienne (NP(A) A)* (cf. ch.I, §3,
déf, ), il existe y € N(P) tel que 1l'on ait

(NP(A). No(A)), = (N(A),ys Ny (A)),
et on a N(A®) = V(R™). (N(A¥) n N(R)) (cf. ch.1v, lemme 1),

On en déduit que Nb(A)x est encore contenu dans P (car MP(A)X = MD(A)Y) et que
o o

le groupe V(AX). hb(A ) est distingué dans N(A®) ; or, comme (8,v) est a épi=-

morphismes et comme, pour tout B €% , V(B) centralise B , V(A") possade un
p-complément normal (cf. ch,VI, prop.3); par suite, on obtient

No(A)7 € oK) € 0,4 (N(K)) ‘ .

d'oll il résulte que OD,D(N(A)) contient MDCA) .
)

Lemme 6. Si |Q N z(P)| 22 , le groupe <O NP> gst C-normal dans G .

Démonstration: Supposons que |Q N Z(P)| 2 2 ; nous empruntons les notations du
lemme 2 du ch,IV et onprend I = Q ; d'apréds ce lemme, il suffit de démontrer que
pour tout p=sous-groupe C-essentiel A de G , C(A) contient Q(N(Q(A)))N N(A).
Soit A un tel pe-sous=groupe; d'aprés la condition 3 du corollaire 2 du ch,III,
th,1, A est un §,-groupe de T(A) ; on en déduit que GC(A) = Up,p(N(A)) et que
A contient un conjugué de Z(P) ; en particulier, Q(A) n'est pas trivial et
d'aprds la condition (Q), on a Q(N(Q(A))) c Up,p(N(Q(A))) . Par conséquent, on a

a(N(a(a))) N N(A) € 0, (N(A)) = t(A) (cf. (03)),

ce qui démontre 1l'assertion,

Lemme 7. Si Q contient CP(Q NP) , G est p-contraint et on a P=anpe .,

Démonstration: Supposons que CP(Q NP)EcQ ; nous allons démontrer d'abord que

G est p=contraint; il suffit de démontrer que pour tout p=sous—groupe non trivial
A de G , N(A) est p=contraint (car on a O(A) = DN(A)(A) ); on raisonne par
récurrence sur |G: N(A)Ip . Soit Q@ un 8,~groupe de N(A) et posons

R=<QN Q> ; d'aprds la condition (Q), QN @ est contenu dans Opﬂp(N(A)) et
par suite, tout élément dé N(A) qui normalise QN Dp,p(N(A)) , normalise R ;
on a donc N(A) = Op,(N(A)).(N(A) n N(R)) : (ef. (02)).
D'autre part, d'aprds nos hypothdses; Q contient 2Z(P) et par suite, R con=
tient un conjugué de Z(P) dans G ; en particuliér, ona R#1 .

Nous allons démontrer d'abord que N(R) est p~contraint; puisque
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N(@) < N(R) et R#1 , si Q@ n'est pas un Sp-graupe de G , l'assertion résul~
te de 1'hypothése de récurrence, Si Q@ est un Sp-groupe de G , d'epras nos hypo=
.théses, R contient CQ(H) et par suite, GC(R) posséde un p-complément normalj
on a alors

c(@an o, (N(R))) = c(r) < o, (N(R))
et 1'assertion résulte du corollaire de la proposition 5 du ch,VI,

D'aprés ce qui précéde et d'apréds le corollaire 1 du ch.VI, prop. 7,
N(A) N N(R) est p-contraint; or, d'aprés 1'égalité ci-dessus, les groupes
N(R)/o ,(N(A)) et (N(A) N N(R))/(C,,(N(A)) N N(R))
sont isomarphes; on en déduit que N(A) est aussi p~tontraint (cf. ch,VI, cor. de
la propl.En).

Nous allons démontrer maintenant que % =QNP , Puisque Q contient
2(P) , il résulte du lemme 6 et de la maximalité de R, que P contient QN P;
en particulier, on a F:’:" 1 ; comme G est p=contraint, il résulte alors des lem-

mes 1, 2, 4 et 5 que F.‘j est contenu dans Q ; on a donc %.—.QOP A
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CHAPITRE VIII

Un exemple de liaison entre deux localités

Soient G un groupe fini et 7 1'ensemble des nombres premiers p qui
satisfont aux conditions suivantes

(m1) Le groupe G est p=contraint,

(112) Il existe un p=sous—groupe C-normal dans G de rang= 3 .

Supposons que || 2 2 et soient p , g- deux éléments de T ; dans ce chapitre,
nous allons exhiber une situation qui permet d*étudier des propriétés de G fai-
sant apparaitre a la fois p et g et notamment, des questions relatives aux
ip,q}-sous-groupes de G : l'utilisation de cette situation au chapitre suivant en
est un exemple, Nous allons donner d'abord des conditions suffisantes pour qu'un

nombre premier p appartienneda mw

~ Proposition. Soit p un nombre premier différent de 2 . Si p-rang(G) 23 et si

G est p=stable et p-~contraint, p appartienta m .

Démonstration: Nous allons démontrer que p satisfait & la condition (nz). Soient
P un § =groupe de G et % le plus grand sous—groupe de P Cenormal dans G
(cfe cheIV, prop.3); puisque G est p-stable, P contient le groupe 2(L(P))

(cf. ch.V, th.1) et par suite, on a FB# 1 ; comme G est p-contraint, P est
alors un Sp-groupe de E(%) (cf. ch.VII, lemme 3); de plus, comme rang(P)2 3 et
p#2 , P posséde un sous-groupe abélien distingué A de rang 2 3 (cf. (12),
ch,5, th.,4.15); on a alors [FB ,A,A] = 1 et coonme G est p-stable, A est conte=-

nu dans E(Fé ) , donc dans P

Corollaire, Soit p un nombre premier différent de 2 et 3 . Si p-rang(G) 23

et si le normalisateur de chague p=sous—groupe non trivial de G est p-résoluble,
p gppartienta m .
Démonstration: D'aprés la définition de la p-contrainte (cf, ch,VI, §1), G est

p—contraint; de plus, on sait que si p2 5 , les groupes p-résolubles sont p-sta-
bles (cf. (12), ch.6, th.5.3); on en déduit que G est p-stable. Le corollaire ré-

sulte alors de la proposition.

Notre but est de démontrer le théorame suivant,



Théordme, Soient p, g deux €léments distincts de m , S'il existe un lp,q}-sous-

groupe non trivial E de G tel que p-rang(N(E))2 3 st g-rang(N(E))23 , il
existe un lp,q]-sous-groupe nilpotent non trivial F de G gui satisfait aux cone

ditions suivantes

1. Le_groupe N(F) est un sous=groupe de O-contrfle de G relativement &

p eta g .

2, Tout ip,ql-sous—groupe de G posséde un conjugué dans G qui est con=
tenu dans N(F) .
3. Le groupe Z(F) est un Sip q}-gzguge de C(F) .
’

Tout d'abord, nous allons donner quelques précisions sur les localités de
G relatives aux éléments de ™ , & 1l'aide des résultats obtenus dans les chapi-
tres précédentes; nous en profitons pour fixer les notations que nous garderons

tout au long du chapitre,

Soient p un élément de M et P un sp-groupe de G . On note PD le
plus grand sous—groupe de P C~normal dans G (cf, ch.IV, prop.3); d'apras les

conditions (m1),(12), on a rang(Po) 23 et P, estun Sp—groupe de E(PD) (cf.
ch,VII, lemme 3). Comme la C-localité et la O-localité de G relatives & p sont

semblables (cf. ch.VII, prop.4), P, &st un p-sous—groupe O-normal dans G (cf.
ch,VII, prop.2). )

Puisque G est p=contraint, la 0*-10calité de G relative a p est a
épimorphismes et pour tout p-sous—groupe non trivial A de G , on a
o(A) = Dp,(C(A)) (cf. ch.VI, prop.5).
De plus, pour tout p=sous-=groupe A de G , tout sous—groupe distingué H de

N(A) contenant C(A) et tout p-sous—groupe non trivial B de H , on a
0,(8) = op,(cH(a)) =HNOo(B) (cf. ch,VI, cor.1 de la prop.7).

On note ﬁp 1l'ensemble des p=sous=groupes de G qui ont une intersection
non triviale avec un sous=groupe de type (p,p,p) de G 3 il est clair que
(% _,0) est aussi une p=localité & épimorphismes de G et que P, est un p-sous-
groupe (4 _,0)-normal dans G ; d'aprés la définition de la notion de P=S0US=
groupe (ﬂp,O)—normal (cf. ch.Iv, §1), tout p-sous—groupe (ﬂp,O)-essentiel A de G
contient alors 1l'un des conjugués de Po dans G et par suite, on a rang(A) 2 3,

Si g est un nombre premier différent de p (pas nécessairement dans ™ ), il ré-

sulte maintenant du théoréme du ch,VI, §2, qu'il existe un Sq—groupe Q1 de

(mp,o) normalisé par P et que N(Q1) est un sous—groupe de (Np,O)-contrﬁle de
G . '
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Dorénavant, p et g désignent deux éléments distincts de m et P,
Po , ﬂp et 91 ont le méme sens que ci-dessus; en échangeant les rfles de p et
de q , on introduit Q , Q, » Nq et P1 . Nous allons décomposer la démonstra=
tion du théoréme en une suite de guatorze lemmes; étant donnée la symétrie des hy-
pothéses par rapport & p et & g (qui sera toujours respectée), tous les lemmes
sont encore vrais si on échange les rfles de p et g . On remarguera que les

lemmes 1, 2, 7, 10 et 12 restent vrais méme si q n'appartient pas a m ,

Lemme 1. Le groupe N(PD.Q1) est un sous-groupe de O-contrfle de G relativement

s

ap .
Démonstration: Puisque N(Q,) est un sous-groupe de (Y ,0)-contrfle de G et
puisque Po appartient & 4, on a

N(P,) = o(p,).(N(P,) N N(a,)) (cf. ch.1v, lemme 1);
comme O(Po) est un p'=groupe, pour tout sous-groupe A de P , on a alors

N(P,) 0 N(A) = (o(P;) N c(A)).(N(P,) N N(@,) N N(A))
(cf. cheVI, lemme 4); de plus, O(Po) N c(A) est contenu dans O(A) (cf. ch,VI,
cor,1 de la prop.1). D'aprés le lemme 1 du ch,IV asppliqué & A .et & N(Po) , on
en déduit que
N(A) = O(A).(N(Po) n N(Q1) N N(A)) = D(A).(N(PD.Q1) n N(A))

et le lemme résulte alors duscorollaire 1 du ch.IV, prop.1. \
Lemme 2. Tout |p,q}-sous—groupe H de G tel gue’ Op(H) sppertienne & ¥ , pos-
séde un conjugué dans G gqui est contenu dans N(PD.Q1) .

Démonstration: Posons A = Op(H) , N= N(PD.Q1) et. K = 0(A).H ; en vertu du
lemme 1, quitte & remplacer H par 1l'un de ses conjugués dans -G , nous pouvons
supposer que N contient A ; on a alors N(A) = O(A).NN(A) (cf. ch.IV, lemme 1)
et par suite, on a K = O(A)s(K N N) , D'autre part, Q, étant un Sq—groups de
(ﬂp,o) , s1 A eappartienta U , @, contient un sq-groupe de O(A) (cf. ch,VI,
§2, déf.). I1 en résulte que |Kllp,q} = |kn Nlip,q} et conme K est p-résoluble
(cfe (12), ch.a, th,3.3), H posséde un conjugué dans K qui est contenu dans

NN K (cf. (15), cor.D.5.2).

Lemme 3., Tout p-sous—groupe A de G d'ordre 2 p2 appartient a MD .

Démonstration: Nous pouvons supposer que AC P , Puisque rang(P)2 3 , P pos-
séde un sousegroupe distingué B de type (p,p) (cf. (12), ch.5, th.4.3 et 4,10)
et comme |P: CP(B)I sp , CA(B) n'est pas trivial., Soient A  un sous-groupe
d'ordre p de CA(B) et D un sous-groupe de type (p,p,p) de P ; alors, ou
bien Ao’B est un sous=groupe de type (p,p,p) , ou bien AO est contenu dans B
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auquel cas, ou bien Ao‘CD(B) est un sous-groupe de type (p,P,Pyess) , Ou bien

AD est cantenu dans D ; dans tous les cas, A appartient a ﬂp .

Lemme 4. TJout {p,q}-sous-groupe H de G posséde un conjugué dans G gui est
contenu soit dans N(P0.01) soit dans N(QO.P1) .

Démonstration: Nous pouvons supposer qﬁe H est un élément maximal de 1l'ensemble
des {p,q}-sous-groupes de G etque p>gqg ; alors, d'eprgs les lemmes 2 et 3, il
suffit de démontrer que IOq(H)l S q entraftne lUp(H)l-Z p2 . Posons A = Op(H);
d'aprads nos hypothases, si IDq(H)l <gq , H n'est pas un g-groupe et on a
qu(H) = Oq(H).A ; par conséquent, comme H est p-résoluble (cf. (12), ch.4,
th.3.3), A n'est pas trivial et en particulier, O(A) est un p'-groupe, D'autre
part, H normalise C(A) et par suite, H.Op,p(C(A)) est un groupe p-résoluble;
d'eprés la maximalité de H , qu(H} contient alors un Sip,ql-groupe de
Op,p(C(A)) (cf. (18), cor.D.5.2) et par conséquent, A contient un Sp—groupe de
Op,p(C(A)) , d'ol 11 résulte que 1'on a O(A) = 0P(G(A)) (cf. ch.vI, §1, déf.).
Comme O(A) est un p'=groupe, on en déduit que Up,p(C(A)) = C(A) et par suite,
que A contient un Sp—groupe de C(A) 3 comme |P| 2 p3 , A est donc d'ordre
strictement supérieur & p .

Lemme S, Un conjugué de P

1 dans G centralise Q1 .

Démonstration: Nous pouvons supposer que p > q et que P1 C P , Dans ces contie

tions, P, normalise Q1 et si |Q1| =qg , P, 1le centralise, Si |Q1| 2 q2 ,

1 1
@, eppartient a ﬂq (cf. lemme 3) et par suite, il existe x € G tel que
(P.Q1)X c N(QO.P1) (cfe lemme 2);
lé groupe p* contient alors P1 et par suite, P1 et Q? se normalisent 1'un
1'autre, donc se centralisent,
Désormais, quitte & modifier notre choix de P, Q, P1 et Q1 , nous

supposons de plus que P, et Q1 se centralisent 1'un 1'autre et que P et Q

1

contiennent respectivement P et Q1 . Dans ces conditions, on dit que p et g

; 1
sont associés si 1'on a
n = =
Po NP, cpo(a1) et Q Na, CQD(P1)
(on voit aisément que ceci ne dépend pas de notre choix de P, Q, P1 et Q1 ’
mais nous n'aurons pas besoin ici de cette remarque). Posons
F=(r,nPl(a,na,)

nous allons démontrer maintenant que si p et g sont associés, le groupe F sa=

tisfait aux conditions 1, 2 et 3 du théoréme,
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Lemme 6, Si p et g sont associés, N(F) contient N(PO.Q1) st N(QO.P1) .

Démonstration: Etant donnée la symétrie des hypothéses par repportd p eta g ,
il suffit de démontrer que N(PO.Q1) normalise G (91) et Q,NQ, . Soit
o

x € N(PO.Q1) ; 1'élément x normalise Q1 et i1 existe y € 91 tel que

pX = pY ; par suite, on a laslégalités suivantes
©T (8,) = Gox(Q,) = Coy(a,) = Cp (,)
Cc,(Q = C_x(Q,) = C.y(Q,) = C, (Q .
P A R A M A L
De plus, comme N(QD) est un sous=groupe de O=contrfle de G relativement & q
et comme x normalise @, , ona& x = zn ol z € 0(@1) et n € N(Q1) n N(QD)
(cf. chelv, lemme 1); par suite, puisque 0(@1) centralise Q, (cf. ch.vI, §1,
déf, ), 1'élément x normalise Qo n Q1 .

Lemme 7, On & GCy(C, (Q,).q,) = 2(G, (9,))
o (=}

Démonstration: Posons N = N(PO.Q1) et A=PN Dp,p(N) ; le groupe A contient
P, et nous allons démontrer d'abord que A=P_ , Ona N= Op,(N).NN(A) (cf.
(o2)) et par suite, NN(A) est un sous-groupe de C-contrfle de N relativement &
p (cf, ch,I, §2, exemple 2); alors, comme N est un sous-groupe de C-contr8le de
G relativement & p (cf. lemme 1), il en est de méme pour N(A) (cf. ch,I, §3)
et par suite, A est un p-sous—groupe C-normal dans G ; par conséguent, d'aprés

la maximalité de PD ,ona A= Po .
Posons C = CN(Cp (Q1).Q1) ; il suffit de démontrer que PN C est con=
o

tenu dans P_ . Puisque N normalise GCg (Q1).Q1 , C est distingué dans N et
par suite, on a o

P s cle (P )ncC c 090(91)“’1 )
d'oll il résulte que [Po’ c, C] =1 . Onen déduit que tout p'=sous—groupe de’
(c.c;1)/m1 centralise (PD.Q1)/Q1 (cf. (12), ch.5, th.3,6), d'ol il résulte que
Op(cl est contenu dans CN(PD)'Q‘I (cf. ch,vI, lemme 1), Or, P, estun Sp-groupe
de C(PO) et par suite, C(Po) posséde un p-complément normal. On en déduit gue
C est contenu dans Dp,p(N) et par suite, que P N C est contenu dans P° .

Lemme 8, Si p et g sont associés, Z(F) est un Sip q}-EIEEEE-EE C(F) ; en
’
particulier, ona F # 1 .

Démonstration: Etant donnée la symétrie des hypothéses par rapport &8 p et g ,
il suffit de démontrer que CP(F) = Z(CP (Q1)) ; nous allons démontrer d'abord
que 1'on a °
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Puisque Gy (P1) =Q,NQa, , il suffit de démontrer que CP(CQ (P1)) centralise
o - o _
Q, 3 posons P, = CP(CQO(P1)) i P, et CQD(P1) normelisent Q, et ils se cen-

tralisent 1'un l'autre; dans ces conditions, il suffit de démontrer que P2 cens=

tralise Cy (cQ (91)) (ef. (12), ch.5, th.3,4), Or, comme Q, centrelise P
o
le groupe C, (C, (P,)) est contenu dans C,(C, (P,).P,) lequel est égal &
q,t a1 QTR 17t

1 ’

Z(CQ (P1)) (cf. lemme ?7) qui est effectivement centralisé par P, . Par suite,
o

2

P2 centralise 91 et on obtient 1'égalité ci-dessus.

En vertu du lemme 7 et de ce que 1l'on vient de démontrer, on a maintenant
les égalités suivantes

Co(F) = Co(Cp (1,).C4 (P,)) = Go(G, (1,).0,) = 2(c, (q,))
o o o =}

qui démontrent notre assertion,

Les lemmes 1, 4, 5, 6 et 8 montrent que si p et g sont associés, F
est un {p,q}-sous—groupe nilpotent non trivial de G qui satisfait aux conditions
1, 2 et 3 du théoréme. Il nous reste & démontrer maintenant gue sous les hypothéses

du théoréme, p et g sont associés,

Lemme 9. Si A est un sous—groupe de P_ tFI que CPD(A) =2(A) , C(A) possdde

un p-complément normal,

Démonstration: Posons N = N(Po) ; comme N 8st un sous—groupe de O-contrfle de

G relativement a p , ona N(A) = D(A).NN(A) (cf. ch.IV, lemme 1); de plus,
d'aprés nos hypothéses, A n'est pas trivial et par suite, O(A) est un p'=groupe;
par conséquent, il suffit de démontrer que CN(A) possdéde un p=complément normal,
Si H est un p‘'=-sous—groupe de CN(A) y la conjugaison induit une opération de

H x A sur PD et d'aprés nos hypothéses, H centralise CP (A)_ ; dans ces cone
ditions, on sait que H centralise P_ (cfe (12), ch.s, th.g.a). Il en résulte
que Up(CN(A)) c C(PO) j or, comme P_ est un § groupe de E(PO) , le groupe
C(PD) posséde un p-complément normal; par conséquent, CN(A) posséde aussi un p=

complément normal,

Lemme_10. Le groupe Q1 est un élément maximal de 1'ensemble des g-sous—groupes de

G gqui sont normalisés par P ,

Démonstration: Soit 92 “un g=sous~groupe de G contenant Q1 et normalisé par
P 3 nous allons démontrer que 92 = Q1 » Si D est un sous=groupe de type
(p,p,p) de P, » il suffit de démontrer que pour tout sous-groupe B d'ordre p
de D , ona CQ2(B) = CQ1(B) (cf. (12), ch.5, th,3,16); or, Q, étant un
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Sq—groupe de (ﬂp,o) » 1e groupe Cg (B) est un Sq—gfoupe de 0(B) (cf. ch.vi,
1

§2, déf,); par conséquent, il suffit de démontrer que pour tout sous—groupe B

d'ordre p de P_, 0O(B) contient C. (B) .
o Q2
Soit B un sous=groupe d'ordre p de P0 ; posons A = CP (B) et
o

R = CQ (B) . Comme A normalise Q2 et centralise B, A normalise R et on a

2 .
R = CH(A).[R,A] (cf. (12), ch.5, th.3.5); nous allons démontrer que 0(B) con-
tient R en montrant qu'il contient CH(A) et [R,A] . Comme A contient B ,

ona G (A) € A et d'aprés le lemme 9, C(A) possade un p-complément normal qui
)

est alors égal & O(A) ; par conséquent, CR(A) est contenu dans O(A) , donc

dans 0(B) . D'autre part, puisque P, est un p-sous-groupe O-normel dans G ,

on a N(B) = o(B).(N(B) N N(Po)) - (cf. chJIv, lemme 1)

et par suite, O(B).Np (B) est un sous-groupe distingué de N(B) ; comme R < N(B)
o

et ACN, (B) , on en déduit que [R,A] est contenu dans 0(B) .
o

Lemme 11. Si Q1 gppartient & ﬂq s, P t q sont associés.

Démonstration: Puisque P1 et Q1 se centralisent 1'un 1l'autre, il suffit de dé-

montrer que P, et Q, contiernent respectivement G (Q1) et Gy (P1) ; nous
o o

1
allons démontrer d'abord que Cq (P1) < Q, et que le groupe N(P1) contient un
o .
Sp—groupe de G . D'aprés nos hypothases, il existe x € G tel gue 1'on ait
(P-Q1)x < N(QD-P1) (cfe lemme 2);

puisque N(QD.P1) normalise P, et Gy (P1) , on en déduit que P C N(P1) et
o

que P* normalise le g-groupe @ Cq (P1) i d'eprés la maximalité de Q, (cf.
o

X
1-
X

lemme 10), on a donc CQ (P1) < @, . De plus, comme Q: et 01 sont contenus
N

1
dans N(QO.P1) qui est un sous—groupe de O-contréle de G relativement & g (cf.
lemme 1), ona x = zn ol z € 0(@1) et n€ N(QO.P1) (cf. ch.I, §3, déf.);
puisque 2z centralise Q1 et n normalise CQ (P1) , 11 en résulte que Q1
contient CQO(P1) .

Démontrons maintsnant que P, contient Co (Q1) . Puisque N(P1) con—

1
o

tient un Sp-groupe de G , si F'1 # 1 , on voit aisément que Pi appartient &

% ; dans ce cas, d'aprés la premiére partie de la démonstration (en échangeant

les rBles de p et q ), on a Co (Q1) c P1 . Supposons maintenant que P1 =1 ;
o

dans ce cas, il suffit de démontrer que C(Q1) est un p'=groupe, On sait gque QD
est un Sq—groupe de ETQQ) et par suite, C(Qo) posséde un g-complément normal;
comme @ normalise Q  , Q normalise alors un Sp—groupe de C(Qo)v ; or, en ver-

tu du lemme 10, Q ne normalise aucun p-=sous=groupe non trivial de G ; on en
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déduit que C(QD) est un p'-groupe. De plus, d'aprés la premidre partie de la dé-

monstration, on & Q@ < Q, (car P

1 =1 ) et par suite, C(Q1) est un p'-groupe,

Lemme 12, Si A est un sous-groupe de type (p,p) de Co (Q1) dont tout sous—
o

groupe d'ordre p agppartient & ﬂp , A centralise tout g=sous=groupe de G
gu'il normalise.

Démonstration: En raisonnant par l'absurde, soit R un élément minimal de 1'ensem=
ble des gesous—groupes de G qui sont normalisés et non centralisés par A , On
démontre aisément que A opére irréductiblement sur R/#(R) (cf. (12),.ch.3, th.
3.1), d'ob il résulte que R = [R, A] (cf. (12) ch.5, th.3.5) et qu'il existe un
sous—groupe B d'ordre p de A qui centralise R (cf. (12), ch.3, th.2,3 et
ch,5, th.1.4). Démontrons d'abord que R < 0(B) ; puisque P, est un p-sous-
groupe O=normal dans G , on a
N(B) = 0(B).(N(B) N N(Po)) (cf.e ch.IV, lemme 1)
et par suite, O(B).NP (B) est distingué dans N(B) ; comme R < N(B) et
o
ACN, (B) , il en résulte que [R, A] est contenu dans O(B).NP (B) , donc que
o o

Rco(B) .

D'aprés nos hypothéses, B appartient a ﬂp et normalise Q1 ; alors,
Q, étant un Sq—groupe de (ﬂp.o) » Cq (B) est un Sq-groupe de 0(B) (cf. ch,vI,
§2, déf,); par conséguent, coome O(B) est un p'=groupe, le groupe Cq (B)eA est

1 .

un SiD ql-groupa de 0(B).A ; puisque A centralise @, , on en déduit que tout
’

{p,q}-sous—groupe de 0(B).A est nilpotent (cf. (15), cor.D.5.2); en particulier,

R.A est nilpotent ce qui contredit notre choix de R ,

Lemme 13, Soient A wun p-groupe fini et B un g-groupe fini qui opére sur A .

Si rang(A)2 2 et rang(B) =3 , il existe un sous-groupe non trivial de B gui

centralise un sous—groupe de A de range 2 .

Démonstration: Nous pouvons supposer que B opére fidélement sur A , Soient Bo
un sous=groupe de type (q,q,q) de B , B1 un sous—groupe d'ordre q2 de BD
et A0 un élément minimal de l'ensemble des sous=groupes Bo-stables de A sur
lesquels 81 opére fidélement, On démontre sans difficulté que la représentation
de B, sur le Z/pZ=espace vectoriel AO/Q(AD) est isomorphe & la somme directe de
deux représentations irréductibles non triviales de BO sur le corps Z/pg (cf.
(12), ch.3, th.3,1 et th,2,3), Si K1 , K2 sont les noyaux de ces représentations,
K, N K, opére trivialement sur AD/Q(AO) et par suite, il centralise Aj (cf.
(12), ch.5, ths1.4); de plus, comme les quotients BQ/K1 et BO/K2 sont d'ordre q

(ef. (12), ch.3, th,2.3), K, N K, nTest pas trivial, Il suffit de démontrer main-
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tenant que rang(Ab) 22 ; or, d'aprés la décomposition de AD/Q(AD) , ona
dimg/pg(AD/Q(AD)) 22 etsi g>p , ona dimZ/RZ(AD/ﬁ(AO)) = 4 (dans ce cas,
les représentations non triviales de BD sur g/pg ont une dimension 2 2 ); par

suite, A0 n'est ni cyclique ni quaternionien générelisé, ce gqui montre que
rang(Ao) 22 (cf. (12), ch.5, th.4,10),

Lemme 14. Pour que p et q soient associés, il suffit que.l'une des conditions

suivantes soit satisfaite

1. Il existe un ip,q}-sogs-groupe ﬁon trivial E de G tel gue
p-rang(N(E)) 2 3 et g-rang(N(E)) 23 .
2, Il existe A € up tel que g-rang(N(A)) 23 .

Démonstration: Supposons que la condition 1 soit satisfaite; étant donnée la symée
trie des hypothéses par rapport & p et g , nbus pouvons supposer que UD(E) #1
(cf. (12), ch.4, th,3,3); dans ces conditions, si D est un sous—groupe de type

(p,pyp) de N(E) , ona Co (E)(D) # 1 et par suite, O (E) “appartient & ﬂ ,

d'ol il résulte que la condition 2 est également satisfaite (on prend A =0 (E) )e

Dorénavant, nous supposons gue la condition 2 est satisfaite, Soient A
un élément de ﬂp tel que g-rang(N(A))= 3 et B un sous-groupe de type (g,q,q)
de N(A) ; en vertu du lemme 2, il existe x € G tel que l'on ait
X
c
(A.B)" = N(P_.q,)

alors, B8* normalise Q1 et si 91 n'est pas trivial, CQ (Bx) n'est pas tri-
1

vial non plus; dans ce cas, Q1 appartient a ﬂq et d'aprés le lemme 11, p et

q sont associés,

Supposons que 91 = 1 ; alors, g* normalise PD et nous allons démon=—
trer qu'il existe un sous—groupe non trivial B0 de 8" etun sous=groupe Ao de
type (p,p) de P, tels que tout sous-groupe d'ordre p de A eppartienne a ﬂp
et [An’ Bo] = 1 , Posons 2/01(Z(P )) = Z(P /Q (Z(PD))) ; tout sous=groupe non
trivial de Z appartient & ﬂp ; en effet, si Z est un sous=groupe d'ordre p
de Z , le groupe 20.01(Z(P )) est distingué dans P, et si D estun sous-
groupe de type (p,p,p) de P, 1 le groupe 20.01(Z(PD)).CD(ZU.Q1(Z(PD))) est
toujours de type (p,p,Pyees) . De plus, comme rang(Po) =23 , PD posséde un
, de type (pyp) (cf. (12), ch.5, th.4.3 st th.4,10);
alors, Z contient A, et par suite, on a rang(Z)= 2 . Enfin, conme B* nor-

1
malise Po y 11 normalise Z , L'assertion résulte maintenant du lemme 13 appli=-

sous=groupe distingué A

qué aux groupes Z et B* .

Puisque B0 appartient & ¥, il résulte a nouveau du lemme 2, qu'il
existe y € G tel que 1l'on ait (Ao'Bo)y c N(QD.P1) . Nous allons démontrer maine
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tenant que P1 # 1 ; en raisonnant par‘l'absurdg, supposons gue P1 =1 ; alors,
Az normalise Qo et en vertu du lemme 12, il le centralise; par qsfséquent,

C(QD) n'est pas un p'-groupg. Or, comme Q  est un Sq-grcupe de C(Qo) ,. C(QO)
posséde un g=complément normal et par suite, Q normalise un Sp-groupe de C[QD) o
Par conséquent, @ normalise un p=sous—groupe non trivial de G , ce qui contredit

le lemme 10 .

1

Comme P, n'est pas trivial, G, (Ag) n'est pas trivial non plus et si
1
A, est un sous-groupe d'ordre p de Co (Ag) , ou bien A .Az est de type

2
(pypyp) , ou bien A, est contenu dans Az et il appartient a ﬂp ; dans les
deux cas, F'1 appartient a ﬂp et en vertu du lemme 11, p et .qg sont associés,

Corollaire. Les notations étant celles du théorggglisupposons que les Sp—groupes st

les Sq—groupes de G centralisent respectivement lss g~sous—groupes et les p-sous—

groupes de G gqu'ils normalisent, S'il existe un lp,q}-sous—groupe non trivial E
de G tel que

p=rang(N(E)) 2 3 et g-rang(N(E)) 2 3 ’
le groupe G posséde un Sip qk-groupe nilpotent H et tout {p,q]-soug:ggouge de
’
G est contenu dans l'un des conjugués de H

Démonstration: Soit F un {p,q}-sous—groupe nilpotent de G satisfaisant aux con=
ditions 1, 2 et 3 du théoréme et notons respectivement Fp et Fq le Sp-groupe et
le § ~groupe de F . D'sprés la condition 3, on a C(F) = Z(F).M ol M est un
{p,q}'~sous—groupe caractéristique de C(F) (cf. (12), ch.6, th,2.1). D'apras la
condition 1, N(F) contient un Sp-groupe P etun Sq—groupe Q de G ; nous
allons démontrer d'abord que [P, Q] C M . En vertu de nos hypothéses, P centre-
lise F_ et Q centralise Fp ; puisque C(Fp) et C(Fq) sont distingués dans
N(F) , onadonc [P, Q] < C(F) etpar suite, P et Q normalisent respective-
ment les groupes Q.C(F) et P.C(F) ; or, comme P et @ centralisent respecti=-
vement Z(Fq) et Z(Fp) , on a :

op,(a.c(r-‘)) = QM et Uq,(P.C(F)) = P.M ;
on en déduit que P et Q normalisent respectivement Q.M et P.M st par suite,
on a [P,a]c (PMm) N (QM) = M .

Puisque M coqtient fP, Q] y l'ensemble P.,Q.M est un sous-groupe
{p,q}-résoluble de G ; soit H un S{p,q}-groupe de P.Q.M (cf., (15), cor.D.5.2);
alors, H est un S[p,q}-QTQUpe de G et il est nilpotent (car son image dans
(P.Q.M)/M 1'est), De plus, soit K un {p,q}~sous~groupe de G ; d'aprés la con=
dition 2, quitte & le remplacer par 1'un de ses conjugués, nous pouvons supposer
gue K est contenu dans N(F) ; alors, quitte & modifier notre choix de P et de
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Q@ , nous pouvons supposer que P et Q contiennent respectivement un Sp-groupe
et un Sq—groupa de K ; dans ces conditions, on a K< P,Q.M et par suite, K
est contenu dans 1'un des conjugués de H (cf, (15), cor.D.5.2).
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CHAPTTRE 1X

Sur l'existence d'un T—complément normal

Soient G un groupe fini et ™ un ensemble de nombres premiers tel que
pour tout couple p , g d'éléments de m , p ne divise pas q2—1 . A 1l'aide du
théoréme du ch,VIII, nous allons établir le résultat suivant

Théoréme, Supposons que pour tout couple p , q d'éléments de m , G Eosséde un

Sip'ql-grnupe et que pour tout Mesous—groupe non trivial E de G , N(E)

posséde un T-complément normal, Alors, G posséde un M=complément normal,

Nous allons démontrer d'abord deux lemmes.

Lemme 1., Soient p un nombre premier, H un sous—groupe de C-contrfle de G re-

lativement & p et P un Spﬁggouge de H ., On a alors
P N D(G) = P N D(H) ;

-en particulier, si H possdde un p-facteur non trivial, il en est de méme pour G.

Démonstration: I1 suffit de démontrer que P N D(H) contient P N D(G) . On sait
que P N D(G) est engendré par l'ensemble des éléments de la forme x_1xy' ol
y€ G et x, € P (efe (12), ch.?, th.3.4); or, H étant un socus=groupe de C-
contrfle de G relativement & p , pour tout x €P ‘et tout y € G tels que 4
" appartienne & P , il existe z € C(x) et h € H tels que 1'on ait y = zh ; on
a alors
x-1xy = x-1xh = [x, h]

et par suite, x-1xy appartient a PN D(H) ; ceci démontre l'assertion,

Lemme 2, Les notations étant celles du lemme 1, posons Po =PN Dp,p(H) « 81 H

est p-résoluble, PD est le plus grand sous=groupe de P C-normal dans G et les
groupes H/Op,(H) et N(PO)/OD,(N(PD)) sont_isomorphes.

Démonstration: Puisque H = Up,(H).NH(PO) (cfe (2)), 1'inclusion de NH(PD) dans
H induit un isomorphisme entre les groupes NH(PD)/(N(PO)O Op,(H)] et H/Op,(H] ;

en particulier, on a

0,1 (Ny(Pg)) = N(PJ) N 0, (H)
(car Op,(H/Dp,(H)) = 1 )o On en déduit que NH(PO) est un sous—-groupe de C-con-
tr6le de H relativement & p (cf. ch.I, §2, exemple 2) et d'aprés nos hypothases,
il est alors un sous=groupe de C-contrfle de G (cf. ch.I, §3); par conséquent,
P_ est un p-sous-groupe G-normal dans G (cf. ch,IV, §1, déf.). Notons P1 le

o
plus grand sous-groupe de P Cenormal dans G (cf. ch,IV, prop.3); on a donc



Po < P1 et d'aprés le lemme 1 du ch,IV, on a .

MP,) = (P ) (MR,) N NP T ;
en particulier, C(PD).P1 est un sous—-groupe distingué de N(PO) et par suite, le
groupe Dp'(H)’CH(Po)'P1 est distingué dans H (car CH(PO)’P1 est distingué
dans NH(PQ) )e

Supposons que H soit p=résoluble; on sait que
Cy(Py) € 0,0 (H) (cf. (12), ch.6, th.3.3).
Alors, d'apraés ce que l'on vient de démontrer, Op,‘:'(H).F‘*,l est distingué dans H

Al

et par suits, P1 est contenu dans Op,p(Hj , donc dans PU 3 par conséquent, on

a P1 = PD . De plus, d'apras 1'inclusion ci~dessus, PD contient CP(PO) et par
suite, on a

c(r,) = Dp,(C(PO)).Z(PD) (cf. (12), che6, th.2.1);
comme Dp,(C(PO)) = Op'(N(po)) , il résulte alors du lemme 1 du ch,IV eppliqué a

PD etda H , que 1l'on a

N(ry) = 0,4 (N(Py))eN (Py)

par conséquent, 1l'inclusion de Nh(Po) dans N(PO) induit un isomorphisme entre

les groupes hh(Po)/(H n Op,(N(Po))) et N(PO)/Op,(N(PD)) , et en particulier, on

a 0,0 (Ny(Py)) = H 0 0, (N(R)) .
" Nous avons don¢ démontré que les groupes H/Op,(H) et N(Po)/pp,(N(Po))

sont tous les deux isomorphes & NH(PD)/Up'(NH(Po)) ; par suite, ils sont isomore

-e

phes entre eux, .

Démonstration du théordme: En raisonnant par récurrence sur |G| , il suffit de

démontrer qu'il existe un sous=-groupe distingué K 'de G tel que G/K soit un

M=groupe non trivial; en effet, il est clair que le groupe K satisfait alors'aux
hypothéses du théoréme (car l'intersection de K avec un Sip'qi-groupe de G est
un Sip'qi-groupe de K ) et par suite, d'aprds 1l'hypothdse de récurrence, il possé-
de un M=complément normal M ; alors, M est égal a 1l'ensemble des TM'=€léments de

K , donc de G , et par suite, M est un M=complément normal de G .

Nous pouvons supposer que tout élément de T divise |G| 3 de plus,
d'aprés un théoréme de Frobenius (cf. (12), ch,?, th.,4.5), nous pouvons supposer
que lnl 2 2 ; en particulier, les nombres premiers 2 et 3 n'appartiennent pas
a m (carsi p25 , 2 et 3 divisent poe )e

Supposons d'abord qu'il existe p € M tel que p-rang(G) =2 ; nous
allons démontrer que pour tout p-sous-groupe A de G , le quotient N(A)/C(A)
est un pe-groupe. Nous pouvons supposer que A #.1 ; alors, d'aprds nos hypothéses,
N(A) possdde un M=complément normal et par suite, N(A)/C(A) est un m=groupe; or,
comme rang(A) =2 , pour tout automorphisme de A d'ordre premier q différent
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de p, g divise p2e1 (cf. (12), ch.5, th.4,15); par conséquent, N(A)/C(A)
est un p=groups., Dans ce cas, € posséde un p=complément normal (cf. (12). ch.?,
th.,4.5) et 1'existence de K est démontrée.

Désormais, nous supposons que pour tout p € ™ , on a p-rang(BG)23 .
Soit p €™ ; d'aprds nos hypothéses, pour tout p-sous-groupe non trivial A de
G, N(A) possdde un m—complément normal et comme 2 n'sppartient pas & m ,
N(A)/0,,(N(A)) est résoluble (cf. (6)); en particulier, N(A) est p-résoluble;
par conséquent, d'aprés le corollaire du ch,VIII, prop., p satisfait aux condi-
tions (m1), (m2) du ch,VIII, De plus, d'apréds nos hypothdses, si p,g€m , G
posséde un Sip,q!-groupe lequel contient un sous=—groupe de type (p,é,p) et un
sous—groupe de type (g,q,q) . Par conséquent, d'aprds le théordme du ch,VIII,
pour tout p €T st tout g €m = {p} *, il existe un lp,q}—sous—groupe non tri-
vial qu tel que N(qu) soit un sous=groupe de C-contrfle de G relativement &
p eta aq .

Soient p, g deux éléments distincts de ™ ; comme qu $£1 , N(qu)
possgde un M—complément normal et par suite, il posséde un sn-groupe H q (cf.
(12), ch.6, th.2.1); de plus, Hyq est résoluble (cf. (6)) et comme l'inclusion de
Hpq dans N(qu) induit un isomorphisme entre Hpq et N(qu)/q",(N(qu)) ,

Hpq est encore un sous—groupe de C-contrfle de G relativementa p eta q (cf,
ch,I, §2, exemple 2).

Nous sommes maintenant en mésure de démontrer l'existence de K . Soient
peET™ , P un sp-groupe de G et P° le plus grand sous=groupe de P C~normal
dans G (cf. ch.IV, prop.3); comme p satisfait & la condition (72) du ch.VIII,
ona P, # 1 et par suite, N(Po) possidde un T=complément normal; par conséquent,
le quotient N(PO)/OD,(N(PD)) est un Ml—groupe non trivial et per suite, il existe
g €™ tel que ce quotient possdde un g=facteur non trivial (cf, (6)). Si g=p ,
en vertu du lemme 1 appliqué & N(PO) , G posséde un p=facteur non trivial, Si
qgfp , d'aprés le lemme 2 appliqué a Hpq , celui=-ci posséde un g=facteur non
trivial et d'aprés le lemme 1, il en est de méme pour G . Dans les deux cas, G

posséde un sous-groupe distingué K tel que G/K soit un T=groups non trivial,
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APPENDICE I

Les p=sous—groupes essentiels des groupes du type de Lie

Soient p un nombre premier, & un corps fini de caractéristique p ,
R, un systéme de racines irréductible et réduit et G, un groupe de Chevalley

associé & R, et & (cf. (17), §3); suivant les notations de (17), §3, on a

o
G°”<l"a(t)ltek,aeﬁo> .
Notons respectivement R: et H: les ensembles des racines positives et negatives
de R, par rapport g une base et posons
Up =< byg(thhieg aent™ + Vo=<lx(tlicg qen™ .
Notons © 1le produit des automorphismes de G, induits par un autnmorphiéme [
du graphe de Dynkin associé & R, et par un automorphisme' 0 de & satisfaisant
aux conditions (1),(2) de (17), page 178; 1'automorphisme o stabilise U, et
\

dans U, et V, .

» 3 on note respectivement U et V les sous-groupes des points fixes de o©

On pose G =< U,V> etondit que G est un groupe fini du type de Lie

relativement & p (si l'onprend p =id, ona G = G, ). Dans cet appendice,
nous allons déterminer les p-sous=groupes essentiels de G ; puis, pour p25 ,
nous allons calculer les groupes simples associés aux p—sous-groupés essentiels de
certains sous—groupes de Aut(Gk) , k>0 (ce caloul 8st utilisé dans la démons—

tration du théoréme 2 du ch.V),
Tout d'abord nous allons faire quelques remarques sur la structure de G .,

Il existe un sous-groupe N de G , un p'=-sous-groupe distingué H de ’

N et un sous—ensemble S de N/H tels gque (a) le groupe H normalise U et V,

(b) on ait NN U =1 , et (c) le quadruplet (G, U.H, N, 5) soit un systdme de
Tits (suivent la terminologie de (3), ch,IV, §2); en effet, d'aprés le théorame
12.1.1, la proposition 8,2.1 et le théorgme 13,5.4 de (5), l'assertion est vraie
pour 1'image de G dans G,/Z(G,) ; comme Z(G,) est un p'=groupe (cf. (17),
§3, lemme 28 et cor.2, page 41), il suffit de prendre N et H égaux aux images

réciproques dans G des sous-groupes de G, /Z(G,) décrits dans (5).

Posons B = UH ; alors, ona B = NB(U) et en particulier, U est un
8 ,-groupe de G ; en effet, comme NG(U) contient B , on a NG(U) = B.NN(U).B
(cf. (3), ch.Iv, §2, th.3) et comme N normalise H , on a NN(u) c NN(B) cB
(cf. (3), ch.1v, §2, th.a4),

Posons W = N/H ; pour tout weé€ W , on note n(w) un représentant de

w dans N , on écrit u" au lieu de Un(w) et on pose Uw =unu® ; alors,
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pour tout s €S , Us est distingué dans U ; en effet, s est associé & une
orbite J de p dans la base de R, (cf. (5), prop.8.2.1, prop.13.1.2 et th,
13.5.4) et si 1'on note (FI‘,)‘J 1'ensemble des éXéments de R, qui sont engendrés

par J , on a (s) )
n(s '
Uy N Uy =< ‘Xa(!:)}t €ER, € H:-(Ho)d >
(car le premier membre contient le deuxidme et d'aprés le théorame 4' de (17), §3,

les deux membres ont le méme ordre); or, comme © stabilise U, et n(s) , ona
Ug=un (u, n U:(s)) ; 1l'assertion résulte alors du lemme 16 de (17), §3 (car

Ag=(R,), est un idéal de R, ).

Nous empruntons les notations de (3), ch.Iv, §2.

Lemme 1, Soient s €S , we€W et x¢€ C(w) . Supposons gue l'on ait
15(w) < 1g(sw) . Alors, un U contient strictement U N U5 et on a
-1
u=u.(un v ) .

Démonstration: D'eprds nos hypothéses, on a C(s).C(w) = C(sw) (cf. (3), ch.Iv,
§2, th,2); sodent y,y' € C(s) et z, 2" € C(w) tels que yz =y'2' ; ona
alors z = (y-1y')z' et d'eprés 1'égalité ci-dessus, y-1
c(s) , d'ob il résulte qu'il appartient & B (cf. (3), ch.Iv, §2, déf.1(T3)). On
en déduit que lc(s)|lc(w)] = |c(sw)||B]

et en calculant |C(s)| , |C(w)] et |C(sw)] , on.obtient

IBn(s) nsj|sn Bx-1| . an(s) n Bx“IHBl

comme U est égal & 1l'ensemble des p=£léments de B , on a alors

y' n'sppartient pas a

-1 -1
lugllun u* | = ju®n U |yl .
D'autre part, il est clair que 1l'on a
' 1 1 1
lugllun o™ | = jus(unu® ju nu | .
On en déduit les égalités suivantes
-1 -1 -1
u® n u* =usnu" et u=us.(unu" ) ;
en particulier, on a Un(s)x nuec unu ; de plus, comme Ug #4U ,ona

-1 -1
eyl a o n o | <junud | = [U%n .

Lemme 2. Pour tout s € § gt tout x € G tels qus U_C U* , 1'élément x

sppartient & Gisi « En particulier, si s gt s' sont deux éléments distincts

de § , les groupes U, et Us, ne_sont pas conjugués dans G .

Démonstration: Posons w = C-(Bx"'B) ; si ls(w) <1

s(sw) , en vertu du lemme 1,

on a usus.(unu")=unu"
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et par suite, x appartient & B . Supposons que IS(?W) < ls(w) ; on a alors
c(w) = c(s).c(sw) (cf. (3), ch.Iv, §2, th.2) et par suite, on a x = zn(s)b ol
beB et 21 € c(sw) (car n(s)2'€ B ); conme H" s) . H , B et n(s) norma=
lisent US et d'aprés nos hypothéses, on a Us c ? s par su;te, on &

U.us.(unuz).unuz‘ ~ (cf. 1emme 1);
on en déduit que z appartient & B et par conséguent, que ' € G* l .

»

Lemme 3, Pour tout s € S , on a NG(Us) = Gisl et 'MG(Us’U) =B .

Démonstration: En vertu du lemme 2, G{s} contient NG(US) ;or, n(s) , H et
U rnormalisent U  etona Gy, =BU Bn(s)B ; ceci démontre la premidre égalité,
Démontrons la deuxidme; comme NG(U) =BC NG(US) , B est contenu dans MG(US,U)
et il suffit de démontrer que B satisfait & la condition (M2) du ch.II. Soit
x € NG(US) -8 ;onaalors x=bn(s)' ol b,b' € B , et par suits, on a
' e n s"lp =|BnN 13"‘(s)|'3 = jun U ,
d'ol il résulte que Us est un Sp-groupe de BN B* . X
Nous sommes en mesure de déterminer les p-sous—groupes essentiels de G .
Rappelons que “p-sous—groupe essentiel” équivaut & “p-sous-groupe 1-essentiel® (cf,
ch,III, cor.2 du th,1). Notons D 1'ensemble des doubles fldches & but maximal de
la 1=localité de G fslative a p (cf. ch,III, déf,); on écrira les éléments de
D sans l'indice 1 . -

Proposition 1. Avec les notations précédentes, 1'ensemble {Us}s € g £stun sys-

téme de représentants des classes de conjugaison des p-sous—groupes essentiels de

G . De plus, 1'ensemble l(U,‘l,n(s),Us)}s € g 88t un systéme directsur minimal de

D et un systéme de représentants des classes d'échangeabilité des éléments irré-
ductibles de D . '

Démonstration: D'apras le lemme 3, pour tout s € § , Us est un p=-sous=groupe
essentiel de G , (U,‘l,n(s),us) est un élément irréductible de D et tout élé=-
ment irréductible de D dont la source est un conjugué de Us dans G , est
échangeable avec (U,1,n(s),Us) (cf. ch III, th.1 et ses corollaires), D'aprds le
lemme 2 et le corollaire du ch,III, th,2, il suffit de démontrer maintenant que
1l'ensemble C = i(U,1,n(s),Us)}s €s
puisque tout élément de D est engendté par 1l'ensemble des é€léments de la forme
(u,1,x,A) , il suffit de démontrer qu'un tel élément est endendré per la réunion
de C et de l'ensemble U des éiéments de longueur 41 de D .,

est un systéme directeur de D ; de plus,

Posons w = 0-1(BxB) ; on raisonne par récurrence sur ls(w) ; si

_ ls(w) =0 , x appartientad B eton a
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(uy1,%,A) = (U, 1,x,U)(U,1,A) .

Supposons que . ls(ud 21 ; il existe alors s € S et v €W tels que 1'on ait
w=sv et ls(v] < ls(w) ; per conséguent, on a C(w) = C(s).C(v) (cf. (3),
ch.1v, §2, th.2) et il existe b € B et y € C(v) tels que x = bn(s)y ., Or,
d'aprés le lemme 1 appliqué & v et & Y Y contient UN U et pér suite, il
contient A ; il résulte alors de 1l'hypothdse de récurrence, que (U,1,y,A) ‘est
engendré par CU U . De plus, conme AcC U N U , A est contenu dans (Us)y .
L'assertion résulte maintenant de 1'égalité suivante v

(u,1,%x,A) = (U,1,y,A) + (U,1,b,U)(U,y,A) + (U,b,U)(U,1,n(s),Us)(Us,y,A) .

Corollaire 1. Avec les notations précédentes, le groupe 1 est un p-sous=groupe

essentiel de G si et seulement si 1'ona |S| =1 .

. B
Démonstration: Le corollaire résulte de la proposition 1 ci-dessus et des lemmes 61

et 62 de (17), §11.
Dans l'appendice II nous aurons besoin du corollaire suivant

Corollaire 2, Le groupe 1 sest un pe-sous=groupe essentiel de GL(n,R) si et

seulement si 1l'ona n=2 |,

Démonstration: Comme |GL(n,R)/SL(n,R)| est.premier & p , lorsque 1 est un
p-sous~groupe essentiel de GL(n,R) , il 1l'est aussi de SL(n,R) (cf. ch.II,
cor,1 de la prop.9) et d'aprés le corollaire 1, ona n =2 , La réciproque ne

présente aucune difficulté,

Dorénavant, nous supposons que p=25 et que G, est le groupe de Cheve-
lley adjoint (cf. (17), page 45 et (5), page 198); dans ces conditions, on sait que
G, et G sont simples (cf, (5), th.11.1.2 et th,14.4,1), Soient k un entier po-

sitif, Gk le produit direct de k copies de G et A un p=sous=groupe de
Aut(Gk) ; on identifie & a son image canonique dans Aut(Gk) et on pose

K = A.Gk . Nous allons déterminer le groupe simple associé & A , lorsque A est
un p=sous-groupe essentiel. de K (cf. ch.II, prop.7). On obtiendra le résultat

suivant

Proposation 2. Avec les notations précédentes, soit P wun Sp—groupa de K conte-

nant A , Supposons gue A soit un p=sous=groupe essentiel de K , Le groupse

SK(A) est isomorphe & 1'un des groupes suivants: PSL(2,p") , PSU(S,pzn) , A1
c

et on a opp,(xK(A)) MK(A,P) .
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D'abord, nous allons faire quelques remarques sur la structure de Aut{Gk)
et démontrer deux lemmes., Les notations et les hypothéses sont toujours celles de

la proposition 2,

Soient E 1'ensemble des sous-groupes distingués minimaux de & , Z(E)
le groupe des permutations de E et Q un S -groupe de Z(E) . Il est clair que
1'opération de Aut(Gk)' sur G° induit un hgmomorphisme de Aut(Gk) dans Z(E) .
D'autre part, tout élément de E est isomorphe @ G et comme G n'est pas abé-
lien, les projections induissent une bijection entre E et l'ensemble des k fac;
teurs de Gk ; en particulier, cette bijection définit un homomorphisme injectif
de Z(E) dans Aut(Gk) qui est une section du précédent; on identifie Z(E) a
son image dans Aut(Gk) . Alors, en identifiant Aut(G)k & son image canonique
dans Aut(Gk) , On & 7

Aut(6S) = Aut(6)<.E(E) et Aut(8)< n Z(E) = 1 .

On sait que tout élément y de Aut(f) induit un automorphisme Y, de
G, définit par la formule y,(x(t)) = x (y(t)) ot t€R et a€R, (cf. (17),
page 158); il est clair que Y, stabilise U, et V, ; de plus, Yy, commute &
1'automorphisme de G induit par p (cf. (17), page 157) et par suite, comme
Aut(R) est cyclique, Yy, et © commutent, On a donc une opération de Aut(R)
sur G qui stabilise U, V, N et H et qui opdre trivialement sur W ; en
particulier, pour tout w € W , Aut(R) stabilise U" .

En vertu des lemmes 17 et 63 de (17), 1'opération de Aut(®) sur G est
fiddle (si p # id , U contient toujours 1'un des groupes décrits dans les
assertions (b),(c),(d),(e) du lemme 63 de (17)); on identifie Aut(®) & son image
dans Aut(G) et on note 0 1'unique §,~groupe de Aut(®) . Ainsi, @ normalise
U et d'aprés les théordmes 30 et 36 de (17), §11, le groupe U.I est un Sp—groupe
de Aut(G) ; en effet, les automorphismes diagonaux (cf. (17), page 158) sont
d'ordres premiers & p. et les automorphismes du graphe de Dynkin sont d'ordres 1,
2 ou 3 (cf. (17), page 156).

Si L est un sous=groupe de Aut(G) , on identifie Lk a son image ca-
nonique dans Au’c(G)k ; il est clair que Z(E) normalise f dans Aut(Gk) .
Alors, d'aprds nos remarques précédentss, le groupe (U.H)k

«Q est un Sp-groupe de
Aut(Gk) . De plus, soit w€ W ; coome II normalise U et T , il normalise

U, et par suite, le groupe 1°.a normalise (Uw)k . On a alors le résultat sui=-

vant

Lemme 4, Avec les notations précédentes, supposons gue A soit transitif sur E .
Il existe s €5 , x € Aut(Gk) et un sous—groupe D .de Hk.Q , tels qus 1'on
ait A% = (U )0 et P*=uSD .
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Démonstration: Quitte & remplacer A et P par ses conjugués par un méme élément
de Aut(Gk) , nous pouvons supposer que l'ona PC (U.H)k.Q . Posons
D=PN (uk.a) ; comme Kecpc Uk.(nk.Q) , on a alors

P=UD et Ka=65D : .

Soit y € M<(A) - MK(A,P) ; comme (Uk)y est un § -groupe ds &< , il

existe 2z = (21,...,zk) € Gk tel que 1'on ait (Uk)y = (Uk)Z ; or, d'aprés le

théorame 8.4.3 et la proposition 13.5.3 de (5), pour tout i S k , il existe

bi €8, wy EW et uy € U tels que 1'on ait z, = bin(wi)ui ; par suite, si

1'on pose u = (u1,...,uk) yona " i
(WY = (U xes xUu KM

Par conséguent, quitte & remplacer A par 1'un de ses conjugués dans P , nous

pouvons supposer que l1l'on a
Ky w1 ¥
(U™)Y =U " x eee xU

dans ces conditions, nous allons démontrer que tous les w sont égaux,

-

Soit j=k ; nous allons démontrer que 1l'on a w, = w‘j ; coome A est
transitif sur E , il existe un élément a de A qui envoie le premier facteur
dans le j=iéme; de plus, comme AY = A , 1'¢élément a normalise (Uk)y ; enfin,
come AC (UN)5.Q , 11 existe u = (Ugreeerty) € TN (Myseenm) € I et

q€Q tels que 1'on ait a = g . On en déduit que
w, u,nm

| . Wy
et come N normalise U 9 , 1'élément n(w.)(u,l)"‘ln(v'l1)"‘I appartient & B (car
B = NG(U) ), d'ol il résulte que Bn(wJ)B = Bn(w1)8 , donc que wo=w, (cf.. (3),
ch.Iv, §2, th.1).

Posons w = w, ; d'aprés cekqui précadde, on a donc (Uk)y = (Uw)k .
D'autre part, y ne normalise pas U ; en effet, coome A n'est pas un Sp-grou-
pede K , A ne contient pas Uk et par suite, il ne contient pas NUk(A) (cf.
(01)); comme y n'appartient pas a Mk(A,P) , l'assertion résulte du lemme 1 du
ch,II. Par conséguent, on a w# 1 et il existe alors s € S et v € W tels que
1'on ait w=sv et ls(v) < ls(w) s nous allons démontrer que l'on a

v=1l et A= (us)k.n .

Puisque D C o.q , le groupe D normalise (UV)k et (Uw)k ; posons
P, = (Uv)k.D et P2 = (Uw)k.D ; démontrons d'abord que 1'on a

ACPNP NP, NP et PN P FAER,N pY .

Comme AY = A , A est contenu dans PY et il normalise (Uw)k ; on a donc
wak Wik k
A M ((UM9) = (N, (U")500 = (U0 < b,
et comme A ne contient pas (Uw)k (car A ne contient aucun Sp—groupe de GE ),
A est différent de P, N P’ (car (Uw)k = (Uk)y'C P, N PY ). De plus, en vertu du
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lemme 1 appliqué & v , Uv contient strictementy Uw et par suite, q:aprés la
premigre inclusion ci=dessus, P N P1 contient strictement A (car on a
k - .

PNP, = (u,)%D ). |

D'eprés notre choixde y , (P,1,y,A) est un élément irréductible de D
(cf. choIII, the1); il résulte alors de 1'assertion précédents et de la proposition
2 du ch,III, que l'on a ! C
’ A=P NP, = (N v .o : .
En particulier, U contienf wn Uw. (car P contient A ); or, d'eprés le lemme
1 appliqué &8 v , on a -
U=us.(un w )
et par suite, on a W= (W nuY).(wnu)
on en déduit que W=unu et par suite, que 1'ona v=1 . On a donc
A=(un Us)k.D = (Us)k.D en vertu de 1'égalité ci=-dessus,

Notons W, le groupe de Weyl de R, et Po l'ahtomorphisme de W, in=
duit par p (cf. (5), page 217); on sait que dans tous les cas ( p = id ou
p#id ), W s'identifie au sous-groupe des points fixes de p, dans W, (cf,
(5), prop.8.2.1 et prop.13.5.2). D'aprads le corollaire 3 de (3), ch.VI, §1, prop.17,
wn
et wf =1 . On en déduit que w, eppartienta W (car P, conserve la longueur

o

des éléments de W, ) et que 1'ona V = e ., -

possiéde un unigque élément w, de plus grande longueur et on a wo(H:) = R:

Pour tout s € S , on pose vs=unv‘°‘ et Y =<V, (v)°>

. s
(i.e. Vg = U, et (Vs)s = U® n U™ ); alors, d'apras le lemme 1 eppliqué & sw,
o

s
ona U= US.Vs ; de plus, comme U et n(s) normalisent Us » le groupe Ys

normalise Us .

Notons Re le corps des points fixes de 6 dans & et considérons
1'opération canonique de Aut(®) sur les groupes SL(2,R) , SL(Z,Re) et su(3,R) .

On a alors le résultat suivant qui nous donne la structure de Ys o

Lemme 5, Pour tout s € § , il existe un homomorphisme ¢, de 1l'un des groupes
sL(2,8) , su_(z,ae) , SU(3,8) dans G gqui commute aux éléments de Aut(R) et qui
a Ys comme_image, De plus, on a Us n YS =1 et Us‘Ys st un sous—groupe dis—
tingué de NG(US) qui contient U .

Démonstration: Soit s € S ; on sait que s est associé & une orbite J de §p
dans la base de R, (cf. (5), prop.8.2.1, prop.13.1.2 et th,13,5.4); notons

(H:)J 1'ensemble des éléments de H: qui sont engendrés par J et posons
+ -
X.J’<i"a(t”tea,ae(n*)d> , X.J=<l"-a(t”tea, e (F‘:')f

o
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.

-

on a alors U, N v:(s) =X et wsdny, - xJ

en effet, dans chague cas, le premier membre contient le deuxidme st d'eprés le
théordme 4' de (17), §3, les deux membres ont le m8me ordre. Comme © stabilise
U, » Vo et n(s) , on en déduit que v, et (Vs)s sont respectivement égaux aux

sous=groupes des points fixes de ¢ dans Xj et dans X: .

Pour tout « € R, , posons Y, = < {xa(t), x_a(t)}t eg” '; d'epras le
théorame 6.3.1 de (5), il existe un homomorphisme 9, de sL(2,8) dans G, tel
gue pour tout t € 8& , on ait

Sy i = x(8) et il T = x4 (¥) i
il est clair que Py commute aux éléments de Aut(®) et que l'on a Im(¢a) = Y& o
Supposons d'abord que les racines qui appartiennent & J soient deux & deux ortho=
gonales; d'aprds la proposition 9 de (3), ch.VI, §1, on a alors (R:)J =J et par
suite, d'aprés le théoréme 5.2.2 de (5), si « , P sont deux éléments distincts de
J , les groupes Y& et Y, se centralisent 1'un l'autre; par conséquent, la fa=
mille {¢a}a €4 définit un homomorphisme @! du produit direct SL(Z,R)J dans
G
comme image. De plus, 1l'opération de p sur J induit une opération de p sur
st(2,8)Y
(cf. (5), prop.12.2.3); par conséquent, si 1'on note T le produit des automorphis—

, qui commute encore aux éléments de Aut(®) et qui a le groupe < x+, X: >

qui est compatible avec vé et 1'automorphisme de G, induit par ¢

mes de SL(2,R)J induits par p etpar 6 , on a
o o P = ®lorT .
Enfin, d'aprés le lemme 17 de (17), §3, on a
J J +
Ist(2,8)71 , = 187] = |X]]
et par suite, la restriction de w; & un Sp—groupe de SL(Z,R)J est injective,

Notons respectivement " et 1" 1les ensembles des'matrices [8 :} et
il ?} ol t parcourt les éléments de & ; d'aprés ce qui précéde, ~¢; induit un
isomorphisme entre le groupe des points fixes de T dans (T+)J (resp. dans
(T-)'J ) et le groupe des points fixes de ¢ dans Xj (resp. dans X ) lequel est
égal & V (resp. & (Vs)s ); le calcul des points fixes de T dans (T+)J et
(T-)‘J montre alors que ! induit un homomorphisme ¢  de 1'un des groupes
s.(2,8) , SL(Z,RS) dans G qui commute sux éléments de Aut(®) et qui a Yg

comme image.

Comme p=25 , J ne posséde deux racinés non orthogonales que lorsque

R, est du type A2n et J= {an ot a et « sont les racines de la

! an+1l n n+1
base de R, associées aux sommets n et n+1 du grephe de Dynkin (cf. (17), §10,

o

cor, du th,29); dans ce cas, G, et G sont respectivement isomorphes aux groupes

PsL(2r+1,R) et PSU(2r+1,8) (cf. (5), th.11.3.2 et th,14.5.1). De plus, les
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isomorphismes exhibés dans (5) commutent aux éléments de Aut(f) . Enfin, si 1'on
munit 82n+1 de la forme unitaire décrite dans (5), th,14.5.1, et on note
Ugseesry, SA base canonique, un simple calcul montre alors que iYS est 1'image
du plus grand sous-groupe de SU(2m#1,R) qui stabilise le sous-espace

R.un_1 + Rou_ 4+ R.un+1 :
et opdre trivialement sur le sous-espace orthogonal; or, il est clair qu'un tel

sous—groupe est isomorphe & SU(3,8) . L'existence de ¥, est donc démontrée,

Démontrons maintenant la deuxiéme assertion du lemme, D'aprés la premiére,
Ys/z(Ysj est isomorphe & 1'un des groupes suivents: PsL(2,8) , PsL(2,8%)
PsuU(3,8) , donc il est simple (car p2 5 ), et Z(YS) est un p'-groupe; comme
Ys normalise Us , il en résulte que Us n Yg = 1 o+ Comnme U = Us'vs .y le grou-
pe Us'Ys contient U ., De plus, comme H normalise U et V et comme n(s)
normalise H , H normalise U  , V_ et (vs)s et par suite, H normalise
UY, o Enfin, n(s) normalise U, et échange V_ et (Vs)S , donc normalise
Us'Ys « Il résulte alors du lemme 3, que le groupe Us.Yg est distingué dans le

groupe NG(Us) .
Nous sommes en mesure de démontrer la proposition 2,

Démonstration de lgmgroposition 2: On raisonne par récurrence sur k . Comme A

est un p-sous—-groupe essentiel de K , ona A # P et par suite, A ne contient
aucun Sp-groupe de Gk ; soit O une orbite de A dans E telle que A ne con—
tienne aucun §,~groupe du produit L des éléments de 0 et iosons lol = h ;
alors, le groupe L est distingué dans K .et isomorphe & G ; par conséquent,
la conjugaison induit un homomorphisme f de K dans Aut(Gh) .

Supposons que h # k et posons K' = f(K) , A' = f(A) et P' =f(P) ;
il est clair que- F(Gk) =d" et par suite, que 1'on a K' = A'.Gh . De plus,
d'aprés notre choix de 0 , A ne contient pas PN L , donc il ne contient pas
Ny 1 L(A) (cf. (01)) et par suite, on a

NK(P nL)n l\k(/\) c MK(A,P) - (cf. ch II, lemme 1);
par conséquent, comme Ker(f) = CK(L) , on a
) Ker(f) N N (A) € M (A,P) .

Il résulte alors de la proposition 9 du ch.II appliqué & K et a Ker(f) , que
A' est un p=sous—groupe essentiel de K' et que 1'on a
F(M(AP)) = M (ATP) F(X(A)) = X(A) 5 (R) = §u(A7) ]
de plus, d'aprés la premiére égalité et 1'inclusion ci-dessus, on a
= (Mo (AT,P*)) N N (A) = M (A,P)
et d'aeprés la deuxiéme égalité, on a

P800 (4 (A)) € 0 (X, (A1) - :
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La proposition résulte alors de 1l'hypothase de récﬁrrence.

Supposons maintenant que A soit transitif sur E ; d'aprés le lemme 4,
nous pouvons supposer qu'il existe un élément s de S et un sous-groupe D de
v
Hk.Q tels que 1'on ait

A= (u )k.n et p=UD ' .
On a alors ANGS = (U ) ‘et par suite, NK(A) normalise (Us)k ; par consé-
quent, comme D normalise (U ) et coome K=G.,.D , ona

NK(A)CM(((U))-(N(U))-D "
D'autrs part, d'aprds le lemme 5, le groupe Ug.Yy est distingué dans NG(US) et
comme [I normalise U , T , V et ve , 11 est normalisé par I ; par consée=

quent, (U Yg )k est un sous—groupe distingué de (N (U ))k.D . On en déduit que

NK(A) normalise (U Yo X et par suite, que A.(M<(A) n (Y ) ) est un sous=grou-
pe distingué de MK(A) (car (U ) C A ). De plus, comme U,.Y, contient U (cf.
lemme S5), A ne contient .aucun Sp—groupe de (U oYg ) et par suite, A n'est pas

un § -groupe de A.(NK(A) n (Ys)k) (cf. (01)). D'apraés la définition de XK(A)
(cf. ch.II, §1), on a donc

X () € AN (A) 0 (7)) .
Nous allons calculer M((A) n (Ys)k ; démontrons d'abord que 1'on a
i N (A) 0 ()X = g () n (¥,)F .

Comme A = (Us)k.D , le groupe CK(D) n (YS)k est contenu dans Nk(A) ; récipro-

quement, soit x € M<(A) n (Ys)k ; come II normalise Y, , D normalise (Ys)k
et par suite, on a
[o,x]cAan (Ys)k )

= (us Ny ) =1 (cf. lemme 5);

par consequent, M<(A) n (Y ) est contenu dans CK(D) .

Calculons maintenant les points fixes de D dans (Y ) . Puisque A
est transitif sur E , D 1l'est également et pour tout i S k , il existe un
élément a de D qui envoie le premier facteur dans le i-iéme; désormais, nous
identifions ZI(E) au groupe des permutations de 1'ensemble i1,...,k} 3 comme
DC Hk.Q , pour tout 1Sk , il existe alors ("11""’"ik) e’ et q; €Q

' = =
tels que 1'on ait 8y ("11""' ik)qi et qi(1) i .
i1 pour tout i Sk , et notons & 1'homomorphisme de Ys dans

(Y ) définit par la formule
6()() = (Y1(x)1"'l¥k(x)) 00 X E YS

Posons yi =T,

alors, si (x1,...,xk) est un élément de CK(D) n (Ys)k , en écrivant gue pour
tout 1Sk , & et (x1,...,xk) commutent, on obtient (x1,...,xk) = 6(x1) ;
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par conséguent, on a CK(D) n (Ys)k c 6(Ys) . .

Enfin, soient I le sous=groupe de [I engendré par la réunion des ensembles

-1 -1 N : .
{n1y1(yq(1)) ""’ﬂkYk(Yq(k)) } ob (n1,...,ﬂk)q parcourf les éléments de D ,
et Y, le sous—groupe des points fixes de H* dans Ys v; on voit maintenant sans’
difficulté, que pour tout x € Y5 , D stabilise &(x) .si et seulement si ﬂ*
stabilise x ; on a donc
)k

- G (D) N (¥ )" = 8(¥,) ' .

Nous allons déterminer la structure de Y* . Soient respectiQement R*
et Re les corps des points fixes de I, dans & et Re ; 11 est clair que les
groupes des points fixes de 0, dans SL(2, R) , stL(2, Re) et SU(3,8) sont res~
pectivement isomorphes & sL(2,8,) , sL(2, 29 ) et su(3,&,) . De plus, d'eprds le
lemme 5, il existe un homomorphisme _ de 1'un des groupes SL(2,8) , SL(2, RG) ’
SU(3,8) dans G qui commute aux éléments de O, etagula Ys comme image. Comme
I, est un p-groupe et Ker(¢s) est un p'=groupe (il est contenu dans 1le centre),
on en déduit que P induit un homomorphisme surjectif de 1'un des groupes
sL(2,8,) , st(2, Re) » SU(3,8,) dans Y, (cf. ch.vI, lemme 1), par conséquent, si
1'on note Z_ 1'image per @_ du centre de SL(Z ), s.(z2, /% ) ou sU(3,R) sui-
vant le cas, le quotient Y*/(Y n Z ) est un groupe simple isomorphe & 1l'un des
groupes suivants: PSL(2,p") , PSU(S,p "), n21 ; en particulier, on a

2(v,) = Y, Nz < 2Z(v,) ’ .

D'aprés les assertions précédentes, on a maintenant

X (A) € AL(N(A) 0 (Y)F) = As(Y,)
et par suite, XK(A)/A est isomorphe & un sous-groupe distingué de Y, ; comme
XK(A)/A n'est pas un p'-groupe (cf. ch,II, §1, déf.), d'aprds la structure de Y,

on a XK(A) = AB(Y,) et Dpp,(XK(A)) = A.G(Z(Y+)) .

s

On en déduit que SK(A) est isomorphe &
2(Y,) centralise Yo 6(2(v,)) centralise (Y )k ; or, on vient de démontrer

1'un des groupes annoncés, De plus, comme

que 6(Y,) centrallse D et on salt ‘que Y, normalise U_ ; il en résulte que
6(z(v,)) normalise P (car P = .0 et u = U,V ) et par suite, qu'il est
contenu dans MK(A,P) (cf. cheII, déf,); on a donc l'inclusion de 1'énoncé.
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APPENDICE II

Les p-sous—groupes eSsentiels des groupes symétrigues

Soient E un ensemble fini, Z(E) 1le groupe des permutations de E et

p un nombre premier, Nous allons calculer les pesous—groupes essentiels de E(E) .

Si DS E , on note E(E)O le stabilisateur de 0 dans ZI(E) et wg
1'homomorphisme de Z(E)U dans £(0) induit par la restriction @ 0 des &léments
de Z(E)O . Soit Q une partition de E ; on note E(E)Q le stabilisateur de Q
dans Z(E) et "
de E(E)Q sur E ; la femille {w

1'homomorphisme de Z(E)Q dans Z(Q) induit par 1'opération

0}0 €a définit un isomorphisme entre Ker(no)

et I z(0) : on identifie ces groupes & l'aide de cet isomorphisme, En particu-
oen '

lier, pour tout O0C E , on identifie E(E)D et Z(0)xZ(E~0) et en conséquence,

on identifie Z(0) au sous-groupe de Z(E) qui stabilise O et qui opére tri-

vialement sur E~O0 .,

Lemme 1. Socient A un p-sous—groupe essentiel de Z(E) et Q l'ensemble des

orbites de A dans E , Le groupe A est égal au produit des wO(A) ou 0D€EQ

et il satisfait & 1'une des conditions suivantes
1, Pour tout 0 € Q , le groupe wD(A) est _un §,~groupe de £(0) .
2, Il existe 0 €Q tel gue wQ(A) soit un p~sous—groupe essentiel de
z£(0) et tel que wE_U(A) soit un § -groupe de Z(E=-0) .

Démonstration: Posons K = Ker(ﬂg) et B= I wU(A) ; alors, ona ACBCK

oe€eq
et comme N(A) stabilise Q , N(A) normalise K ., Si A est un Sp—groupe de
MK(A) , A estun §,-groupe de K (cf. (01)) et par suite, ona A=B et A

satisfait & la condition 1, Supposons gue A ne soit pas un sp-groupa de NK(A) H
X(A) est alors contenu dans K (cf. ch,II, §1, déf.) et par suite, A est un

p=sous—groupe essentiel de K (cF. ch,II, prop.8), Comme K = I E(O) y 11 ré=
o€eq
sulte alors du corollaire 2 du ch,II, §2, que A =B et qu'il existe 0 € Q tel

que wD(A) soit un pesous-groupe essentiel de Z(0) et tel que pour tout

0' €N - iDl , le groupe wo,(A) soit un Sp-groupe de Z(0') . Onen dédu;t que
N(A) stabilise 0 et par suite, qu'il est contenu dans £(0)x £(E=0) ; par con-
séquent, A est un p-sous=groupe essentiel de Z(0)xZI(E=0) st comme wU(A)
n'est pas un.Sp-groupe de z(0) , wE_O(A) est un Sp-groupe de Z(E=0) (cf.
ch.II, §2, cor.2).

Par conséguent, les notations étant celles du lemme 1, pour décrire A il
suffit d'étudier la partition Q et les p=sous-groupes essentiels de £(0) qui



113

sont transitifs sur 0 , Nous allons résoudre d'abord la deuxiéme question,

Notons & 1le corps ;ﬁ::g et soit V un espace vectoriel sur & de di=

mension finie; on dit qu'une suite {Vi}i o n de sous-espaces vectoriels de V
=Ujy 000y

est un drepesu de V si l'ona V_ = {o} , V,=V etsi Vv, , est strictement

contenu dans Vi pour 1S1iSn ; ondit alors que n est la longueur du dre-
peau.

' Soit D= Wili=o,...,n
applications ¢ de V dans V qui satisfont & la condition suivante

(A) Pour tout triplet i, x, u o 1<i=n , x€V et uEVi ,

o(x + u) appertient @ o(x) + u + Vieg -
On note L(D) 1le stabilisateur de ® dans GL(V) et AL(D) 1'ensemble des élé=-
ments de L(®) qui induissent 1'identité dans les quotients vi/vi_1 y 1Sisn,
On a alors AL(D) = A(D) N GL(V) = A(D) N L(D)
et on voit aisément que o € A(D) et T € L(D) entraine a1 € A(®) . Enfin,
on note T(V) 1le groupe des translations de V ; il est clair que T(V) < A(D) .

un drapeau de V ; on note A(®) 1'ensemble des

Lemme 2., Avec les notations précédentes, posons e, = dim V/Vi y 031=n , et

n e.
h(D) = iZZ (31_1 -8 Jp b . L'ensemble A(D) est un p-sous—groupe de (V) et son
=1

cardinal est égal a ph(g)

Démonstration: Nous allons démontrer d'abord que A(®) € Z(v) ; soient o € A(D) ,
x,y€V telsque x#y et i le premier entier positif tel que y = x € Vi H
d'eprads la condition (A), on a alors o(y) =o(x) + (y=x) +v ot v € Vi, et
par suite, on a o(y) # o(x) ; par conségquent, o0 est une spplication injective,

donc bijective.

Soient o, T €A(®) , x€V et Uu€vV, ol 1=iSn ; onaalors
T(x+u)=7(x)+u+v ol vE Viq. (cfs (A)) et par suite, on a
or(x +u) =0o1(x) + (u+v)+w ot wE Vi (cf. (A)); par conséquent, oT(x + u)

sppartient & ot(x) + u + vy . On en déduit que ot € A(D) . Ceci démontre que

-1
A(®) est Un sous-groupe de Z(V) .
Nous allons calculer maintenant 1'ordre de A(®) . Soit iwili o n
=Uyesey
un drapeau de V tel que, pour tout isn , wn_i soit un complément de V:i. v
dans V et notons "i la projection de V sur Wn__i (on a = id ), Soit o
une application de V dans V et posons

ai(o)=(c-id)-(o-id)ni ol 1Si=n

-e

nous allons démontrer d'abord que ¢ eppartient & A(D) si et seulement si elle

satisfait & la condition suivante
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- c
it = Vi) S Viog e

Supposons que o appartienne & A(D) et soit x € W.o_i4q § puisque x = ﬂi(x)
4oq (cfe (A)) et par
Supposons que © satisfasse & la condition

A') Pour tout i, 00 1=isSn , ona a,(o)(w
o ot = ns &

sppartient & V; , ona c(n‘i(x)) € o(x) + "i(x) -x 4+ V
suite, ai(a)(x) appartient & Vi
(A'); en raisonnant par récurrence sur n=j (1= j= n), nous allons démontrer que
x € wn-j+1 et u€ wn_J.H N v, entratne o(x +u) €0(x) +u+ Vi.‘
couple i, j ot 1Si, jSn ., Nous pouvons supposer que u ¥ O
LN S .
u € wn_j_‘_‘| nv, entratne j=<i , d'ol il résulte que ﬂj(l{) €V, ; comme ﬂj(x)
et m d(u) appartiennent a wn_. , on a gréce & 1'hypothase de récurrence
o(m + T = o(m + T + C (S
() #my(u)) = o(my(x)) +my(u) + v ot veEvV,

en transformant cette égalité, on obtient

P pour tout
; dans ce cas,

1

o(x +u) =0(x) +u+afo)(x+u)=a,o)(x)+v

et comme aj(o)(wn-j) = {0} , o(x+u) appartient d o(x) +u + V;_4 « En par-

1
ticulier, pour Jj =1 , ceci démontre que o satisfait & la condition (A); par

conséquent, O appartienta A(D) .

D'aprégs l'assertion gue 1l'on vient de démontrer, l'spplication qui & o
fait correspondre (O(D),a1(a),...,an(o)) induit une bijection entre A(D) et le
produit - -

W, =w_,) (W, =w,)

Ne=1
. vao X ge0 xVﬂ_,I

par conséquent, on a

-

et (gl = W)
IA@)| = vl B (ly ™

d'ol on obtient tout de suite |A(D)| = ph(g)

Lemme 3. Avec les notations précédentes, soit Q une partition de V . Le groupe

A(D) stabilise 0 si et seulement s'il existe un sous—espace vectoriel W de V

et un entier positif i =n tels que l'on ait

V., ,CWCV, et Q=V/W .
i=1 i -_—
Démonstration: S1 1S i=n et si W est un sous-espace vectoriel de V., qui
contient V, , , pour tout o € A(D) et tout x€V ona o(x+ W) =o(x)+W

(cfe (A)). Supposons maintenant que A(®) stabilise Q ; en particulier, T(V)
stabilise 0 ef par suite, il existe un sous~espace vectoriel W de V tel que
1'on ait Q = V/W , De plus, nous allons démontrer que si W n'est pas contenu
dans V, (0=i=n) ,ona V,CW ;enoeffet, si x€ W=V, st yEVi , il

i i i

existe o € AL(D) tel que 1'on ait o(x) = x+y ; puisque o(0) =0 , o sta

bilise W et par conséguent, y appartienta W ., On en déduit qu'il existe i

1]
tel gue 1l'on ait Vi_1 cwc Vi .
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Lemme 4, Avec les notations précédentes, on & N(A(D)) = A(D).L(D) . En particu-

lier, N(A(D))/A(D) est isomorphe & ;181_(V1/Vi_1) .,

i=
Démonstration: Puisque L(®) normalise A(®) , il suffit de démontrer qu'un élé=-
ment o de N(A(D)) eppartient @ A(D).L(D) ; puisque A(D) contient T(V) ,
nous pouvons supposer que o(0) = 0 . D'aprds le lemme 3, pour tout isSn , o
stabilise la partition V/Vi (car elle est la seule part:ftion A(D)=stable de car—
dinal |vNi| ) et conme o(0) =0 , o stabilise V; . Solent x€V et T

1 eppartient a

la translation de V définie par x ; puisque 1'élément O"I.'XO-
A(®) , pour tout i< n et tout v € Vi oo (cha-1)(v) appartient alors &
o(x) +v + Vi_y ionen déduit que pour tout trie i, x,u ot 1Sisn ,
x€V et uEV, , o(x + u) appartient & o(x) + o(u) + Vicq
v = ¢(u) )« En particulier, ceci démontre que pour tout iSn , o induit une

permutation de Vi/Vi-‘l qui appartient a Gl__(vi/vi_1)' ; il existe donc A € L(D)

tel que pour tout i=n , A et o induissent la méme permutation de Vi/V

(on prend

=1 ¥
par conséquent, pour tout i=n et tout u€v, , (A-1c J(u) appartient &

u+ Vi-1 . Il en résulte que pour tout trio i, x,usol 1S3i=n , x€V et
u€v, , (A"'c)(x +u) appartienta (A"0)(x) + u + V;_y i par suits, o

1 ’
appartient & A(D) .

On revient & 1'étude de Z(E) , Soient 0O et Q des ensembles finis; on
identifie chaque élément ¢ de Z(0) (resp. T de Z(Q) ) a la permutation de
0xQ qui a (x,y) fait correspondre (o(x),y) (resp. (x,7(y)) ); on remarguera
que o et T commutent dans i(UxQ) « Si G est un sous-groupe de Z(0) , on
identifie chaque application f de Q dans G & la permutation de 0xQ qui &
(x,y) fait correspondre (f(y)(x),y) ; on note & 1'ensemble de ces permuta=

tions,

Lemme 5, Supposons gue IE[ = ph « 8i A est un p-sous—groupe de Z(E) transitif

sur E , E admet une structure d'espace vectoriel sur & et un drapeau D tels
gue 1l'on ait ACA(®) et N(A) S N(A(D)) .

Démonstration: On raisonne par récurrence sur |El § NoOus pouvons supposer que
|IE] >1 . Soient A un p-sous—groupe de E(E) transitif sur E , Q 1l'ensemble
des orbites de ¢(A) dans E et O un élément de Q ; pour tout 0' € 0 soit

age un élément de A tel que ao,(O) = 0' , et on choisit ag = idE « L'eppli=-

cation de OxQ dans E qui & tout élément (x,0') de OxQ fait correspondre
aD,(x) est alors une bijection; dorénavant, nous identifions E & 0OxQ & 1l'aide
de cette bijection, Soit o € Z(E), ; pour tout 0' € Q , la permutation

Q

(ao,)-1oa ol D"=c-1(0') stebilise 0 ; on note f_ 1'spplication de Q

o"
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dans Z(0) définie par la formule

£ (00) = wg((9gs)"o0,,) ob 0" €0 et 0" =o7'(0) g
en vertu des identifications faites, f_ et ﬂo(c) sont alors des permutations de
E qui stabilisent Q etona o= fana(a) .

Posons B = wO(A n Z(E)D) et C= nn(A) ; nous allons démontrer que

AC (BQ).C et NZ(E)(A) c (Bn)'NZ(D)(B)‘NE(Q)(C) .

Rappelons que NZ(O)(B) et NZ(Q)(C) se centralisent 1'un l'autre dans Z(E) ;

il est clair qu'ils normalisent & . soit o€ NE(E)(A) 3 puisque NZ(E)(A)
normalise $(A) , il stabilise Q et par conséquent, ona o = Fcﬂn(o) ; il est
clair que T (a) normalise C et que si © appartienta A , il appartient a
C . De plus, pour tout 0' € Q , la permutation (ao,) o _1(0,) normalise A

et si © appartientd A , elle appartienta AN Z(E)D ; par suite, fa(o')
normalise B dans Z(0) et si o appartienta A , il appartient & B , Enfin,
si 0',0" €Q , un simple calcul montre que f (0')(F (o)™ -1

Par conséquent, f_ appartient a (B )e NE(O)(B) et si o appartienta A , g

appartient &8 B

appartient & BQ « On en déduit les inclusions annoncées,

Comme A est transitif sur E , B et C sont respectivement transi=-
tifs sur 0 et sur Q . Comme Ker(nn) contient ¢(A) , C est abélien p=&lé=
mentaire; par conséguent, C est régulier sur Q et l'application de C dans Q
qui & o fait correspondre o(0) est bijective; elle induit sur Q une structure
d'espace vectoriel sur & telle que C coIncide avec l'ensemble des translations
et telle que 0 soit 1'élément neutre. D'autre part, ¢(A) n'est pas transitif
sur E . (cf. (12), 5h.5, th.1.1) et par suite, on a |0| < |E| ; d'aprés 1'hypothé-
se de récurrence, 0 admet donc une structure d'espace vectoriel sur & et un

. | - 1] 1 :
drapeau D {Vlll—o,...,n tels que 1'on ait

BCA(®) et NE(O)(B) < NZ(O)(A(S')) .
I1 résulte maintenant des assertions précédentes que (A(Q')Q).C contient
A (car il contient (Ba) C ) et que Ny E)(A) normalise (A(S')O) C (car
NE 0) (B) et C se centralisent 1'un 1'autre et NZ (@) (C) normalise A(E')O dans
2(5) . D'autre part, & 1'aide de 1'identification de E et 0xQ , on'munit E

de la structure d'espace vectoriel produit; la suite D = iV } définie
17i=0, 004,41
= ' S =
par V. Vi pour tout isSn et V 1 E

est alors un drapeau de E muni de cette structure, Par conséquent, il suffit de
démontrer maintenant gque A(D) = (A(@' JoC .

Comme C colIncide avec l'ensemble des translations de Q , C est cone

tenu dans 1'ensemble des translations de E , donc dans A(®) ., Nous allons dé-
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montrer que A(®) contient A(D' )"2 ; solent £ €A® )P et x=(x',0') un élé=
ment de E ; si u = (u',0") est un élément de Vi (=€) ona
F(x + u) = f(x) + u + (y,0)

ol y = F(0" 4 0")(x' + u') = £(0')(x"). = u’ ,
et par suite, f(x + u) appartient & f(x) + u + V, ; de plus, comme F(0') ap-
partient & A(®') , pour tout i ot 1S i=n , et tout u € v; ona

FlO')(x* +u) = F(O*)(x') +u+v ol vE Vi
et par suite, on a f(x + u) = f(x) + u+ v , d'ol il résulte que f(x + u) ap=

; par conséquent, f appartient a A(®) . Ceci dé-

partient & f(x) + u + Vs
-1
)0

montre que A(®) contient (A(®') ).C ; or, d'aprés le lemme 2, on a
Q
|A®@)] = |a(@)| ™ al
ot par suite, A(®) et (A(®')R).C ont le méme ordre; on a donc 1'égalité.

Nous sommes en mesure de calculer les p-souse—groupes essentiels de Z(E)

qui sont transitifs sur E

Proposition 1. Supposons gue |E| = o et soit A un p-sous-groupe de Z(E)
transitif sur E . Le groupe A est un p-sous—groupe essentiel de ZI(E) si et

seulement si E admet une structure d'espace vectoriel sur & et un drapsau P
de longusur he=1 tels que 1l'on ait A = A(D) . S'il en est ainsi, X(A)/A est

" isomorphe & SL(2,p) .

Démonstration: D'aprés le lenina 5, E admet une stucture d'espace vectoriel sur &
= Wi*i-o,...,n tels que AC A(D) et N[(A) S N(A(D)) ; si A
est un p-sous—groupe essentiel de Z(E) , ona A= Dp(N(A)) (cf. ch,II, déf,) et
par suite, A ast égal & NA(SS))(A) , donc & A(®) ; par conséquent, il suffit de

et un drapeau P

démontrer que A(D) est un p-sous-groupe essentiel de Z(E) si et seulement si
n = h=1 et que lorsqu'il en est ainsi, X(A(D))/A(®) est isomorphe & SL(2,p) .

n
D'aprads le lemme 4, N(A(D))/A(D) est isomorphe & 1 Gl_(vi/vi_1) ; par
i=1
conséquent, A(®) est un p-sous—groupe essentiel de E(E) si et seulement si le

groupe 1 est un p=sous—groupe essentiel de g GL(Vi/Vi—1) (cf, ch.II, prop.10).
Or, 1 est un.p—sous-groupe essentiel de ce prl':;uif si et seulement s'il existe i
tel que 1 soit un p=sous—groupe essentiel de GL(vi/Vi—1) et tel que pour tout
Jéi, G'(Vj/vj—1) soit un p'=groupe (cf, ch,II, §2, cor.2); en outre, 1 est
un p=sous—groupe essentiel de GL(Vi/Vi_,I) si et seulement si dim(Vi/Vi_1) =2
(cf. app.I, cor.2). On en déduit que A(D) est un p-sous-groupe essentiel de Z(E)
si et seulement si n = h=1 et que dans ce cas, N(A(D))/A(D) est isomorphe &
(n*)h'zx 6L(2,p) ; on a donc dans ce cas X(A(D))/A(D) = st(2,p) (cf. ch.II,

prop. 10).
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Nous allons calculer maintenant les p-sous-groupes essentiels de Z(E)
qui satisfont & la condition 2 du lemme 1.

Proposition 2, ‘Soit A un p-sous—groupe de E(E) + Supposons qu'il existe une
orbite 0 de A dans E telle que wD(A) ne soit pas un Sp-ggguge de z(0) .
Alors, A est un p-sous—groupe essentiel de Z(E) si et seulement s'il satisfait

aux conditions suivantes
. 0na A= wO(A) X wE_D(A) .
2. Le groupe w (A) ast un p=sous—groupe essentiel de Z(O) tran51tif

sur O et le groupe E_O(A) est un Sp-groupe de Z(E-D) .. S'il en est ainsi,
X(A)/A est isomorphe & sSL(2,p) .

Démonstration: D'aprds le lemme 1, si A est essentiel dans Z(E) , il satisfait
aux conditions 1 et 2, Supposons que A satisfasse aux conditions 1 et 2 ; si O'
est une orbite de A dans E=0 , wD,(A) est alors un Sp—groupe de Z(0') j par
conséquent, N(A) stabilise 0 et il ‘est contenu dans Z(0) x Z(E=D) . Posons

H = £(0) x Z(E=0) ; d'aprés les conditions 1 et 2 , A est un p-sous—groupe
essentiel de H et XH(A /A est isomorphe & XZ(O)(w (A))/w (A) (cf, ch.II, §2,
cor.2); comme ® (A) est transitif sur 0 , il résulte de la proposition 1 que
XZ(D)(wU(A))/wO(A) est isomorphe & SL(2,p) . Comme N(A) = N,(A) , on en déduit
que A est un p-sous—groupe essentiel de Z(E) et que X(A)/A est isomorphe a
s.(2,p) (cf. ch.II, prop.10).

Il nous reste & calculer les p-sous-groupes essentiels de Z(E) qui sa~

tisfont & la condition 1 du lemme 5, Nous étudions d'abord un cas particulier,

Lemme 6, Le groupe 1 est un p=sous-~groupe essentiel de Z(E) si et seulement si
1'une des conditions suivantes est satisfaite (a) 5=p=< |E|=2p (b) p=2
et |E| =3 (c) p=3 et as |g|=6 . :

Démonstration: Soit P un Sp—groupe de Z(E) ; nous allons calculer M(1,P) .,
Supposons que |E| >2p et soit K 1l'ensemble des cycles de longueur p de

Z(E) ; on voit aisément que si 0, T € K , il existe une suite iai}i—o n
=0ye00y

d'éléments de K telle que o = ao y To=o et tellequesi 1=isn , @ 1
et ai commutent; par conséquent, comme M(1,P) contient au moins un élément de
K , M(1,P) contient K (cf, ch.II, lemme 1); ainsi, pour tout o« € () ,

M(1,P) N M(1,P)* contient K et par suite, « appartient a M(1,P) (cf. ch.II,
cond,(M2)); on a donc M(1,P) = Z(E) si |E| >2p .

si |E|<2p , ona |P| Sp et par suite, on a M(1,P) = N(P) (cf.
ch.II, prop.2). Si p=2 et |E| =4 , Z(E) possdde un 2-sous—groupe distingué
7on triviel et par suite, on a M(1,P) = Z(E) (cf. ch.II, lemme 1).



119

Enfin, supposons que |E| = 2p # 4 ; soient 0; » 0, les orbites de P
dans E et posons Q = 101, 02} ; nous allons démontrer que M(1,P) = E(E)n . Le
groupe Z(E)n contient N(P) et pour tout « € Z(E) - E(EJO
£(E). 0 (Z(€).)* stabilise la partition {0, N o™ '(0,)} ,
Q Q i j,Jd=12 !
un p'—groupe; par conséquent, E(E)ﬂ contient M(1,P) (cf. ch.II, déf.M(A,P)).
D'autre part, 2(01) et 2(02) se centralisent 1'un 1'autre dans Z(E) et par

, 1l'intersection
donc elle sst

suite, chacun normalise l'intersection de P avec l'autre, d'oﬁ il résulte qu'ils
sont contenus dans M(1,P) (cf. ch.II, lemme 1); comme E(E)Q normalise
2(01) x 2(02) , Z(E)ﬂ est donc contenu dans M(1,P) (cf. ch.II, lemme 1).

D'aprés le calcul précédent, on a M(1,P) # Z(E) si et seulement si 1'une

des onditions (a),(b),(c) de 1'énoncé est satisfaite, ce qui démontre le lemme,

Si Q est un ensemble fini, H un sous=groupe de £(Q) et K un groupe

fini, on note K~ H 1le produit en couronne de K par H (i.e. le produit semie
direct de K0 par H , ol H opére sur KO permutant les camposanteé de chaque
élément); on identifie Kﬂ et H & leurs images dans K~ H ; de plus, on iden=
tifie K au sous~groupe de KQ des applications constantes & 1'aide du morphisme
diagonal. On note A(Q) le groupe des permutations paires de Q et Z le groupe

Z/nz .

Proposition 3. Soient A un p-sous—groupe de Z(E) , Q. 1l'ensemble des orbites
de A dans E de cardinal pk et Q laréuniondes Q , k& o . Supposons

gue pour toute orbite O de A dans E , wO(A) soit un Sp-gzouge de z(0) .

Alors, A est un p=sous—groupe essentiel de _Z(E) si et seulement s'il satisfait

aux conditions suivantes

. 0na A= I wO(A) .
oeEn
2. Il existe un entier h2 o tel que pour tout k & o différent de h,

on ait |ﬂk| <p et tel gue 1'une des conditions suivantes soit satisfaite (a)
sspsal=2 (b) p=2 et |G|=3 (c) p=3 gt 4a<|q|=s6 (d)
p=3= |nh| et h21 , g'il en est ainsi, X(A)/A est isomorphe &

h h A
[z, )" ~a@))/(z,_,)" st pé2 etd 2a) si p=2 .

Démonstration: D'apras le lemme 1, si A est gsssntiel dans Z(E) , il satisfait

& la condition 1 ci-dessus; par conséguent, nous pouvons supposer que A = [I Po

[a e}
ol PD est un Sp—groupe de Z(0) pour tout 0€ Q , D'aprds les lemmss 2 et 5,
si 0O est un élément de Q de cardinal pk , 0 admet une structure d'espace

vectoriel sur & et un drepeau Sb de longueur k tels que 1l'on ait Po = A(Sb);
S
)

par conséquent, (P.)/P. est isomorphe & (Z cf. lemme 4). Un simple
(0)*" 0’0o

p=1
calcul montre alors que NZ(E)(A)/A est isomorphe & it [(Zp_1)k'~ E(Qk)] ;
ko
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posons G, = (2 )k A'Z(nk) et G= I G ; le groupe A sst donc un p—sous—
K p=1 ' k2oK
groupe essentiel de Z(E) si et seulement si 1 est un p-sous—groupe essentiel

de G et lorsqu'il en est ainsi, “ X(A)/A est isomorphe a xB(1) (cf. ch,II,
prop. 10).

D'aprés le corolleire 2 du ch,II, §2, le groupe 1 est un p=sous=groupe
essentiel de G si et seulement s'il existe un entier h , h2o , tel que 1
soit un p=sousegroupe essentiel de Gh et tel que pour tout entier k , ko
et k#h , Gk soit un p'=groupe; de plus, dans ces conditions on a

xG(1)=xGé1) .
Or, G estun p'-groupe si et seulement si 1'on a Inkl <p . Par conséguent, il
suffit de démontrer que 1 est un p-sous—groupe essentiel de Gh sl et ssulement
si 1'une des conditions (a),(b),(c),(d) de.1'énoncé est satisfaite et que dans ce
. . h o h .
cas, XG£1) est isomorphe & [(Zp_1) A(ﬂh)]/(zp_1) ou & E(Qh) suivant que

p#2 ouque p=2 .,

Posons H =G, et soit P un § -groupe de H . Si |Qh| 22 ,ona
rang(P) 2 2 et par suite, MH(1,P) contient Dp,(H) (cf. ch.II, prop.4); dans ce
cas, 1 est un p-sous—groupe essentiel de H si et seulement s'il 1l'est de E(Qh)
(cfs cheII, prop,9), donc si et seulement si p #2 et IQhI =2p (cf. lemme 6).
si Iﬂhl <2p ,ona |P|Sp etpar suite, on a MH(1,P) = NH(P) (cf. ch.II,
prop.,2); dans ce cas, 1 est un p-sous-groupe essentiel de H si et seulement si
P n'est pas distingué dans H , donc si et seulement si soit 5= p =S Iﬂhl ’
soit p=3<|qQ| ,soit p=3=|O|et h21 ,soit p=2<]|q| . Par
conséquent, 1 est un p=sous—groupe essentiel de H si et seulement si 1l'une des
conditions (a),(b),(c),(d) de 1'énoncé est satisfaite. En outre, on voit aisément
gque H est isomorphe a (Zp_1)h x (H/(Zp_1)h) ; si 1 est un p-sous=groupe es-
sentiel de H , le calcul des ious-groupes distﬁngués de H/(Zp_1)h montre que
xH(1) est isomorphe & [(zp_1) ~A(0h)]/(zp_1) si pf2 eta z(‘oh) si
p=2 .
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APPENDICE IIT

Les foncteurs édyilibrés dans les groupes infinis

Soient G un groupe, p un nombre premier et A un groupe fini abélien

p~élémentaire qui opdre sur G . Un A=foncteur équilibré & valeurs dans G gest

une application W de l'ensemble des sous=groupes non triviaux de A dans 1l'en=
semble des p'=sous—groupes finis A-stables de G qui satisfait & la condition
suivants

(W) Pour tout couple B, C de sous-groupes non triviaux de A tels gue
ccB , ona WB)=wc)n CG(B) .
Par exemple, si H est un p'=sous—groupe fini A-stable-de G , 1l'application qui

& tout sous=groupe non trivial B de A fait correspondre CH(B) est un A~fonce
teur équilibré a valeurs dans G .

Soit W un A~foncteur équilibré & valeurs dans G ; d'aprés la condition

(w), si B est un sous—groupe non trivial de A , B centralise W(B) .; de plus,

si B, C sont des sous-groupes non triviaux de A , on a
w(B) n cG(c) =w(c)n CG(B) ’ .
On pose |W| = il [w(B)] et WH1)=< U wB)>. .
#BCA 14BCA

Soit H un sous-groupe de G , Si H est A=-stable, 1'application qui a
tout sous-groupe non trivial B de A fait correspondre W(B) N H , est un
A=foncteur équilibré & valeurs dans H (relativement & 1'opération de A sur H
induite par celle de A sur G ); on le note HesH,Gw e On dit que H est un
sous-groupe de (A,W) s'il satisfait aux conditions suivantes

(H1) Le_groupe H est A-stable, ,
(H2) Pour tout sous-groupe non trivisl B de A , on a CH(B) cwis) .
On remergusra que l'inclusion de la condition (H2) ehtrafne CH(B) =wWB)NH . oOn

voit aisément que pour tout sous—groupe non trivial B de A , W(B) est un

sous—-groupe de (A,w) et que tout sous—groupe A=stable d'un sous—groupe de (A,W)
est un sous-groupe de (A,W) , Comme W(A) € W(B) pour tout sous~groupe non tri-

vial B de A , le conjugué d'un sous-groupe de (A,W) par un élément de W(A)
est encore un sous-groupe de (A,W) , De plus, si K et L sont deux p'=sous-

groupes finis de (A,W) (i.e. deux p'-sous-groupes finis de G  gqui vérifient (H1)
et (H2)) st si K.L = LK , K,L est un p'=sous—groupe fini de (A,W) ; en effet,
KeL est alors un p'«sous=groupe fini de G qui est A=stable et pour tout sous—

groupe non trivial B de A , on a
CK.L(B) = CK(B).CL(B)

car le nombre de décompositions d'un élément de K.,L en produit d'éléments de K
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et de L est premiera p .

Soit K un sous=groupe distingué A-stable de G ;.posons G = G/K et
pour tout souse—groupe H de G , notons H 1'image de H dans G . L'applica;
tion qui & tout sous—groupe non trivial B de A fait cérrespondre WTET est un
A=foncteur équilibré & valeurs dans G (relativement & 1'opération induite de A

sur G )y, que 1'on note Cores ; en effet, si B, C sont des sous=groupes

G,6

WETTC;E) - WCI 0 Ggle) (et chau, leame 1)

et par conséquent, l'application ci-dessus satisfait & la condition (W), Soit H

non triviaux de A , on a

un sous=groupe de G ; on voit aisément gue si K est un sous—groupe de (A,W)

et H 'est un sous—groupe de (A,Cores H.K est aussi un sous=—groupe de

(A, W) .

G,G ) ’

Nous allons étudier les p'-sous—groupes finis de (A,W) ; d'aprés les
conditions (H1),(H2) et le lemme suivant, si IAI 2 p2
de (A,W) est contenu dans W(1) .

, tout p'=sous—groupe fini

Lemme 1. Soit H un p'-groupe fini sur lequel A opére, Si |A| 2 p2 , H est

engendré par la réunion des sous—groupes CH[B) ou B parcourt les sous—groupes
d'indice p de A . ‘ .

Démonstration: Le groupe A stabilise un Sq—groupe @ de H pour chague g (cF.

(12), ch, 6, th.2.2); nous pouvons donc supposer que H est un g-groupe ol q est
un nombre premier # p ; la démonstration est alors analogue & celle de (12), ch. 5,
th, 3. 16.

Soit g un nombre premier différent de p et @ un g=sous=groupe fini
de (A,W) ; on dit que Q est un Sq-ggguge de (A,W) si pour tout sous—groupe
non triviel B de A , Q contient un 8 ;~groupe de w(B) . Il est clair que
Q est un Sq-groupe de (A,W) si et seulement si

IHesQ'GWl = |W|q

De plus, si |A| 2 p2 , tout Sq—groupe de (A,W) est un élément maximal de 1'en=

semble des ge-sous—groupes finis de (A,W) ; en effet, siona Q< Q' , Q et

Q' étant respectivement un Sq—groupe et un g=sous=groupe fini de (A,W) , pour
tout sous=groupe non trivial B de A , on a alors
Cq(B) =anw(8) =a'nws) = cy(s) (cf. (H2))

et par suite, ona @ = Q' (cf. (H1) et lemme 1); le théoréme suivant montre que

la réciproque est vraie lorsque |A| 2 p3 .
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Théoréme 1., Soient q 'un nombre premier différent de p et W un A-foncteur

6quilibré & valeurs dans G . Si |A| 2 p> , il existe un S,-groupe Q de (A,W)

e —————

et pour tout g-sous—groupe fini- Q' de (A,W) , il existe z € W(A). tel gue 1'on
ait @' c@® . '

Nous allons décomposer la démonstration du théorgme en une suite de guatre
lemmes, Les notations sont toujours celles du théoréme et nous supposons que
3 -
[al 297 .

Lemme 2. 5i @, , Q, sont deux g-sous—groupes finis de (A,W) non contenus 1'un
dans l'autre, il existe un g-sous=groupe fini Q de (A,W) et deux éléments z

1 ?

z, gh w(A) tels gue Q1 n Q soit strictement contenu dans les intersections
Q n Q et Q n Q .

Démonstration: Posons Qo = Qi n Q2 ; d'aprés nos hypothéses, on a Qo # Qi f
i=1,2 , Soit Hi un élément minimal de l'ensemble des souse—groupes A=stables
de Qi qui contiennent strictement Qo , i=1,2 3 Qo est alors distingué
dans Ri , le guotient Hi/Q0 est abélien g-€lémentaire et A opdre irréducti-
blement sur Hi/Q0 , i=1,2 ; par conséquent, l'image de A dans Aut(Ri/Q )
est cyclique (cf. (12), ch.3, th.2,3); comme |A| 2 p , on en déduit qu'il existe
un éous-groupe non trivial B de A qui opére trivialement sur H&/QO et sur
HZ/QO ; puisque R, est un sous-groupe de (A,W) , on a alors

= (w(B) n Hi).QO y i=1,2 (cf. (H2) et ch.vI, lemme 1).

i

Posons L = W(B) N NG(QD) ; puisque L est un p'=sous-groupe fini A-sta—
ble de G qui contient W(B) N Ry » i=1,2 , il existe un § q-groupe A-stable R

de L et deux éléments z,, 2 de CL(A) tels que 1'on ait

2
w(B) N R, C R i , i=1,2 (cf. (12), ch.8, th,2,2);
posons Q@ = R.QD 3 nous allons démontrer que Q@ , 2z, et z_ satisfont aux con=

1 2
ditions de 1'énoncé, Puisque R et Qo sont respectivement des g-sous—groupes
A-stables de W(B) et de Q, , ils sont des g-sous-groupes finis de (A,W) et
par suite, il en est de méme pour Q . De plus, on a CL(A) < w(A) (cf. (W)) et

par suite, z, et z, eppartiennent & W(A) . Enfin, d'aprds les égalités st les
z, .

inclusions ci-dessus, on a R, € Q + , i=1,2 , et par suite, Qo est stricte=

i
z z
i i

ment contenu dans @, na , i=1,2 (car a, # R, et R, cQ NQ )e

Lemme 3. $i Q, jes., O sont des g-sous—groupes finis de (A,W) , il existe des

éléments z1 yesey zrl de W(A) tels gue le sous—groupe engendré par la réunion

des (Q ) ‘1 y i=1,eee,n , soit un g~sous—groupe fini de (A,W) .
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Démonstration: En raisonnant par récurrence sur n , on se ramdne sans difficulté
aucas ot n =.2 , Dans ce cas; on raisonne par récurrence sur

’ 1]
|w|q/|ResQ1 n Qz’GWI . 81 1'un des groupes @, ou Q, contient 1'autre, on prend

z1 = 22 = 1 , Supposons gus Q1 et Q2 ne soient pas contenus l'un dans 1l'autrej
il résulte des lemmes 1, 2 et de la condition (H2), qu'il existe un g=sous~groupe

B

de W(A) et des sous—groupes 8, 8B,

fini Q@ de (A,W) , des éléments Ug Uy

d'indice p de A tels que Q1 n QZ n W(Bi) soit strictement contenu dans

u,
Qg Nna In W(Bi) , 1=1,2 . En vertu de 1l'hypothase de récurrence, il existe
alors X,y Xy, ¥y Y € W(A) tels que les sous~groupes

x u,y x, TRY
R, =< (Q1) T all'> et R, =< (Qz) 2, a%2>
soient des g-sous—groupes finis de (A,W) ; on a maintenant
-1
(uyy4)
QC(Hi) , i=1,2

u
et comme Q ' N W(B1) contient strictement @, N Q, N W(B1) (et u, € w(A) ), 11
résulte & nouveau de 1'hypothése de récurrence, qu'il existe Wy W, € W(A) tels

que le sous=groupe -1 -
(uyyy )", ™,
R=<(R,) » (Ry) >

soit un g-sous—groupe fini de (A,W) 3 il suffit alors de prendre

!,i=112 .

(uyy,

-1
2 = xg(ugys 1wy

Lemme 4, Il existe un Sq—groupe de (A,W) .

Démonstration: Pour tout sous=groupe non trivial B de A , soit QB un Sq-grou-
pe A-stable de W(B) (cf. (12), ch.6, th.2.2); en vertu du lemme 3, il existe des

éléments 25 de W(A) tels que le sous=groupe @ engendré par la réunion des

(QB)ZB , o0 B parcourt les sousegroupes non triviaux de A , soit un g-sous—
groupe fini de (A,W) . Or, si B est un sous-groupe non trivial d@ A , on a
w(A) € w(B) (cf. (W)) et par suite, (DB)ZB est encore un § ~groupe de w(s) .
Par conséguent, @ est un Sq—groupe de (A,W) .

Lemme 5, Soient Q@ un Squzouge et Q' un g-sous=groupe fini de (A,W) « _l
existe z € W(A) tel que 1'6n ait Q' € Q> .

Démonstration: En vertu du lemme 3, il existe u, v € W(A) tels que le sous-groupe
R=<a", (Q')V > soit un g=sous-groupe fini de (A,W) 5 or, QY est un élément

maximal de l'ensemble des gesous-groupes finis de (A,W) (car il est un § ;-groupe

de (A,W) ); par suite, on a R = Q" et il suffit de prendre z = w™! o,
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Corollaire. Les notations étant celles du théordme 1, si |A| 2 P> et si |w| est

une puissance de q , W(1) est 1'unique Sq-groupe de (A,W) .

Démonstration: D'aprds le théoréme 1, si |A| 2 o3 , il existe un §4-groupe @ de
(A,W) st si |W| -est une puissance de q , Q contient W(1) ; or, tout p'-
sous—groupe fini de (A,W) est contenu dans W(1) lorsque |A| 2 p2 (cfe (H1),
(H2) et lemme 1); on a donc Q = W(1) .

Théoréme 2. Soit W un A=-foncteur équilibré & valeurs dans G . Supposons gde
|a] 2 p? et que G 'soit résoluble, Le groupe W(1) est alors un p'=sous—groupe
fini de (A,W) .

Nous allons décomposer la démonstration du théorgme 2 en une suite de

trois lemmss., Dans tous les lemmes nous supposons que ]Al 2 p3 .

Lemme 6. Soient W et W' deux A-foncteurs éguilibrés & valeurs dans G . Suppo-

sons_gue pour tout sous—groupe non trivial B de A , W(B) normalise (resp.
centralise) W'(B) . Alors, W(1) normalise (resp. centralise) W'(1) .

Démonstration: D'aprés le lemme 1 appliqué & chague W(B) , le groupe w(1) est
engendré par la réunion des W(C) ol |A:C| = p ; il en est de méme pour W'(1) .
Par conséquent, il suffit de démontrer gque pour tout couple B , C de sous=groupes
d'indice p de A , le groupe [W(B), W'(C)] est contenu dans w'(1) (resp.
égal & 1); or, comme |A| 2 3 , 1'intersection ‘B N C n'est pas triviale et on
a wB)cwBNnCc) et w'(c)cwi(Bnc) (cfe (W));

1'assertion résulte alors de nos hypothases.

Lemme 7. Soit W un A=foncteur éguilibré & valeurs dans G , Si pour tout sous—

groupe non triviel B8 de A , W(B) est abélien, le groupe W(1) est un p'=

sous—groupe fini et abélien de (A,W) .

Démonstration: D'aprés le lemme 6, W(1) est alors abélien (on prend W' =W );
par conséquent, si B1 ,:.., Bn sont les sous=groupes non triviaux de A , on a
w(1) = W(B1). vee .W(Bn) et par suite, W(1) est un p'-sous—groupe fini de
(A,W)

Nous sommes en mesure de démontrer le théoréme 2; nous allons démontrer un

résultat plus précis.

s

Lemme 8, Soit W un A=foncteur égquilibré & valeurs dans G . Supposons gue l'on

ait N 07(B) =1 . Le groupe W(1) est alors un p'-sous-groupe fini de (A,W).
i n1
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Démonstration: On raisonne par récurrence sur IWI $ Nous pouvons supposer que
l'ona W(1) =G # 1 . Posons W' = HBSD(G),GW ;
D(G) # G et par suite, il existe un sous-groupe nor' trivial B de A tel que
1'on ait W'(B) # W(B) ; il résulte alors de l'hypothase de récurrence, que W'(1)
est un p'=sous-groupe fini de (A,W') , donc de (A,W) . D'autre part, en vertu
du lemme 6, W'(1) est distingué dans G ; posons G = G/W'(1) et W = CoresG,Ew;
comme W'(1) est un p'-sous-groupe fini de (A,W) , il suffit de démontrer main=

d'apras nos hypothases, on a

tenant que T estun p'=sous=groupe fini de (A,W) ; or, d'aprés nos hypothéses,
ona G =W24) et pour tout sous-groupe non trivial B de .A , W(B) est abé-

lien (car on a D(W(B)) € w(B) N D(B) < W'(1) ); l'assertion résulte alors du lem=
me 7.

Corollaire, Supposons gue |A| 2 p3 et soit W un A-foncteur équilibré & valeurs

dans G . Tout sous=groupe résoluble de G qui est engendré par la réunion d'un

ensemble de p'-sous—groupes finis de (A,W) , est également un p'=sous—groupe fini
de (AW) .

Démonstration: Soit H un tel sous-groupe; d'eprés nos hypothéses, A stabilise
H . Posons W, ='ResH,Gw ; d'aprés le théordme 2, wH(1) est un p'=sous=groupe
fini de (A,WH) , donc de (A,W) ; or, il est clair que tout sous-groupe de
(A,W) qui est contenu dans H , est un sous—groupe de (A,WH) et on sait que
WH(1) contient tous les p'=sous—groupes finis de (A,WH) (efe (H1),(H2) et lemme

1); d'aprés nos hypothéses, on a donc H = WH(1) , ce gui démontre le corollaire,

Théoréme 3, Soit W un A-foncteur équilibré & valeurs dans G . Supposons gue

|A| P p4 et gue, pour tout sous—groupe non trivial B de A , W(B) soit réso-

luble, Le groupe W(1) est alors un p'=sous=groupe fini et résoluble de (A,W) .

Nous allons établir d'abord guatre lemmes (le premier est démontré dans

(10), lemme 2,5, sous une forme légérement différente).

Lemme 9, Soient q un nombre premier différent de p et H un p'fgrouee fini

g~-résoluble, Supposons que A opére sur H et que IA] 2 p2 « On a alors

IA:B? ) pUq.(cH(B)) = 0., (H) N (A) .

Démonstration: Posons K = n Oq,(CH(B)) ; puisque, pour tout sous-groupe B

de A ,ona Uq,(H) n cH(él)\'g Dq,?CH(B)) (cf. (03)), K contient Uq,(H)ﬂCH(A);
de plus, A opére trivialement sur K ; par conséquent, il suffit de démontrer
que K est contenu dans Dq,(H) . Posons H = H/Dq,(H) i en vertu du lemme 1,
Qq(ﬁ) est engendré par la réunion des sous—groupes Coq(ﬁ)(B) ol B parcourt les
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sous=groupes d'indice p de A ; or, si B est un tel groupe, K est contenu dans

Oq,(CH(B)) et par suite, l'imege K de K dans H est contenue dans oq,(cﬁ(a))

(ef. ch.VI, lemme 1), d'ob il résulte que K centralise Co (ﬁ)(B) ; on en déduit
q

que K centralise Oq(ﬁ) ; comme H est g-résoluble et K est un g'-groups, on
adonc K =1 (cf. (12), ch.6, th.3.4).

Dans les trois lemmes suivants, les notations et les hypothéses sont cel=
les du théoréme. Pour tout nombre premier q différent de p et tout sous—groupe
B de A d'ordre= p2 , Oon pose

v(8) = 0 o,(wc))
, a B:C| = p 9
on voit aisément & 1'aide de la condition (W), que Vq(B) est un q'=sous=groupe

distingué de W(B) .

-

Lemme 10. Si |w] est divisible par deux nombres premiers distincts, il existe un

nombre premier q gui divise ]Wl st un sous—groupe B gg A d'ordre 2 p2 tels
que 1'on ait V (B) # 1 . | |
Démonstration: Soient g et r deux nombres premiers distincts et supposons
qu'ils divisent |W| . Soit Q@ un Sq-groupe de (A,W) (cf. the1); puisque q
divise |W| , ona Q# 1 ; soient Z un élément minimal de l'ensemble des Sous—
groupes non triviaux A-stables de Z(Q) et B 1le noyau de l'opération de A sur
Z ; il est clair que Z est un groupe abélien g-élémentaire Sur lequel A opare
irréductiblement et par suite, on a lB] 2 p3 (ef. (12), che3, th.,2.,3). Démontrons
d'abord que pour tout souse—groupe non triviel C de B , on a

Z< o, (w(c)) H
comme W(C) contient CQ(C) (cfe (H2)), on'a Z< W(C) ; de plus, Z centralise
Q@ et celui-ci contient un Sq—groupe de W(C) ; comme W(C) est résoluble, il en
résulte 1l'inclusion annoncée (cf. (12), ch,6, th.3.3).

On distingue deux cas suivant que l'ensemble T des q';sous-groupas finis
de (A,W) qui sont normalisés et non centralisés par Z , est vide ou non., Suppo-
sons que N soit vide; nous allons démontrer que l'ona ZC Vr(B) . Soit C un
sous=groupe non trivial de B ; puisque oq,q(w(c)) contient Z , Z normalise
0 ,(w(c)) et puisque M =@ , il le centralise; on en déduit que 2Z est contenu
dans Dq(W(C)) , donc dans Or,(W(C)) . Comme ceci est vrai pour tout sous-groupe
d'indice p de B , onadonc ZGC vr(s) .

Supposons que N soit non vide; soient N un élément minimal de N et
C 1le noyau de 1l'opération de B sur N ; nous allons démontrer que l'on a
lc) 2p® et NC v (c) .
Notons L 1le produit semi=direct de Z et A (avec l'opération induite de A
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sur Z ); il est clair que la conjugeison et 1'opération de A sur G induissent
une opération de L sur G et que N est un élément minimal de 1'ensemble des
{p,q}'-sous—groupes finis L-stables de G qui ne sont pas centralisés par Z . On
en déduit aisément que N est un s-groupe, s étant un nombre premier différent
de p et q (cf. (42), ch,6, th.2,2), que 1'ona N = [Z,N] (cf. (12), ch.5,
th.3.5) et que L opére irréductiblement sur N/#(N) (cf. (12), ch.3, th.é.1).
Par conséguent, les noyaux des opérations de L sur N et sur N/#(N) coIncident
(cf. (12), ch.5, th.1.4) et 1l'image de 2z(L) dans Aut(N/&#(N)) est cyclique (cf.
(12), ch.3, th.2.2); comme B < z(L) , on en déduit que 1'on a |C| 2 p° .
D'autre part, soit D un sousegroupe non trivial de C ; comme D centralise N,
ona NC WD) (cf. (H2)); or, ona N = [Z, N] et nous avons démontré ci-dessus
gue 1'ona ZC oq,q(w(o)) ; on en déduit que NC oq,(w(o)) (car N est un q'=
groupe). Comme ceci est vrei pour tout sousg-groupe d'indice p de C , on a donc
NC vq(c) .

Lemme 11. Soit g un nombre premier # p . Si B, C sont des sous=-groupes de A

d'ordres 2 p2 tels gue C<B , on a

vq(a) = vq(c) n CG(B) .

Démonstration: Il est clair que B centralise Vq(B) ; par conséguent, nous pou=—
vons supposer que C # B . Soit D un sous-groupe d'indice - p de C ; puisque
D centralise W(D) , l'opération de A sur B induit une opération de B/D sur
w(D) ; comme |B/D| 2 p2 il résulte du lemme 9 et de la condition (W), que
Oq,(W(D)) n CG(B) est égal & l'intersection des Oq,(w(E)) , ou E parcourt les
sous-groupes d'indice p de B qui contiennent D ; or, tout souse=groupe d'indi-
ce p de B contient un sous-groupe d'indice p de C ; on en déduit les égali-
tés suivantes

ve(elncge) = (- no,(wo)))n cyB) = N 0, (WE)) = v (B) )

|c:p| =p |B:E| =p
ce qui démontre le lemme,

Si g est un nombre premier différent de p et'si C est un sous=groupe
d'ordre p de A , on note Vq(C) le sous=groupe de G engendré par la réunion
des V (B) ol B parcourt les sous-groupes de A qui contiennent strictement
C ; de plus, on note Vq 1'application qui & tout sous-groupe non trivial B de
A fait correspondre Vq(B) .

Lemme 12. Soit g un nombre premier # P .« Pour tout sous-groupe non trivial B

de A, Vq(B) est un q'-sous—groupe distingué de W(B8) ‘. De plus, Vq est un

A=foncteur équilibré & valeurs dans G ,
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Démonstration: Nous allons démontrer les deux assertions en méme temps, Si C est
un souse—groupe de A d'ordre 2 p2 , on sait déja que V (C) est un q'=sous=groupe
distingué de w(c) et que pour tout sous-groupe B de A qui contient C , on a

v (s) =V (c) neg (B) (cf. lemme 11).

Dorénavant, C est un sous—groupe d'ordre p de A , 51 B est un sous=groupe
de A dlordre = p° qui contient C , oh a vq(e) c oq.(w(c)) ; en effet, en
vertu du lemme 11, il suffit de démontrer 1'inclusion lorsque |B| = p2 , auquel
cas elle résulte de la définition de V (a) ; en particulier, ceci démontre que
v (C) ‘est un g'-sous—groupe de W(C) .

Puisque C centralise W(C) , l'opération.de A sur G induit une opé~
ration de A/C sur W(C) ; nous allons définir deux (A/C)=Foncteurs équilibrés a
valeurs dans W(C) , relativement & cette opération, On note W, et Vq,C les
applications qui & tout sous-groupe non trivial B/C de A/C font correspondre
respectivement W(B) et Vq(B) ; on démontre aisémgnt & 1l'aide de la condition
(W) et du lemme 11, qu'elles sont des (A/C)=foncteurs équilibrés & valeurs dans
w(c) . De plus, d'aprés le lemme 1 appliqué a A/C opérant sur W(C) et d'apras
la définition de V (C) , on a

C(1) = W) et Vq,C(1) = vq(c) .

Nous sommes en mesure de démontrer que W(C) normalise Vq(C) et que
i V.
pour tout souse=groupe B de A qui contient C , on a

v (B) =V (C)NnCcC.B . .
4(8) = v(c) n cy(s)
La premiére assertion résulte des égalités précédentes et du lemme 6 appliqué & wC
et V ; en effet, on a lA/CI 2 p3 et on sait que pour tout sous-groupe D de

q,C
A d'ordre = p2 , Vq(D) est distingué dans W(D) . Démontrons la deuxigme; C

centralise W(C) et celui-ci contient Vq(C) ; nous pouvons donc supposer que
B#C , Coome W(C) est résoluble, il résulte du théordme 2 que Vg C(1) est un
’
sous—groupe de (A/C,V_ .) ; comnme V_ (1) =V (C) , on en déduit
q,C q,C q

vq(C).n cy(B) = vq,c(n n cw(c)(a/t:) = vq('s) (cfe (H2)).

Démonstration du théordme: On raisonne par récurrence sur |w| ; nous pouvons sup=

poser que 1'on a W(1) = G ; de plus, en vertu du corollaire du théorame 1, nous
pouvons supposer que le est divisible par deux nombres premiers distincts, Dans
ce cas, en vertu du lemme 10, il existe un nombre premier .q qui divise |W| et
tel que l'qn ait lvql # 1 . D'autre part, en vertg du lemme 12, q ne divise pas
lvql et pour tout sous-groupe non trivial B de A , W(B) contient et normalise
Vq(B) . Par conséquent, d'apras 1'hypothdse de récurrence, Vq(1) est un p'=sous-
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groupe fini et résoluble de (A,Vq) et d'aprés le lemme 6, il est distingué dans
G (car G =w(1) ).

Posons G = G/Vq(1) et W= CoresG,-w i puisque Vq(1) est un sous-
groupe de (A,Vq) , 11 est un sous—groupe de (A,W) et par suite, il suffit de
démontrer maintenant que G est un p'-sous—-groupe Fini et résoluble de (A,W) .
On voit aisément que 1'ona G = W(1) et que |W| divise |W|/|Vq| ; comme
IVqI # 1 , l'assertion résulte & nouveau de 1'hypoth&se de récurrence,

G
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