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INTRODUCTION ‘AUX THEORIES DES DISTRIBUTIONS EN DIMENSION INFINIE

par Paul KREE

1. On pourrait penser a priori que 1'analyse en dimension infinie est une exten-
sion formelle de l'analyse en dimension finie jen effet, le point de vue banachi-
que permet une trés bonne présentation des propriétés générales des variétés et
des groupes de Lie de dimension finie. Or, en dimension infinie, se confrontent de
grandes idées de la physique (la théorie quantique des champs se formule directe-
ment en dimension infinie), des probabilités (diffusions), du calcul différentiel
(fonctions implicites, holomorphie, extensions du calcul différentiel de Fréchet),
de la mesure (promesures, mesures de Radon vectorielles), de la géométrie diffé-
rentielle (variété des lacets), de la géométrie symplectique (voir par exemple
1'étonnante synthése réalisée d ce colloque en quelques pages, par Marsden, d'une

dizaine de théorémes de géométrie et de relativité générale)...

2. Le probléme de 1'"extension" en dimension infinie de la notion de distributions
est ancien : L. Schwartz en parlait dans son cours sur les probabilités cylindri-

ques en 1965. Il a fait par ailleurs 1l'objet de nombreuses publications :

- P. KRISTENSEN, L. MELJBO et E. THUE POULSEN présentent dans [28] une notion qui
peut &tre considérée comme un ancétre de la classe notée K™ dans [27].

- L. NACHBIN et ses éléves [6], [8], [15], [32] &tudient les fonctionnelles analy-

tiques. Les phénoménes observés conduisent L. NACHBIN i la définition des types

d'holomorphie banachiques [31].
- C.B. DE WITT [5] ... &tudie la pseudo-mesure de Feynman.

- Une équipe & Moscou étudie ce probléme [7], [38]... Signalons que la définition
donnée dans [38], lorsqu'elle est restreinte & la dimension finie, ne coincide pas
avec la définition usuelle.

- C. ELSON introduit dans [9] une classe de distributions qui ne contient pas les
classes de Sobolev et les masses de Dirac, mais qui est bien adaptée & 1'étude d'un

probléme de régularité relatif au laplacien.

- Dans [3], N. BOURBAKI définit des distributions & support compact sur une varié-

té banachique ...
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3. Le but de nos recherches depuis 1971 n'est pas de trouver une extension formel-
le de la théorie des distributions. En fait les problémes de dimension infinie et
les publications correspondantes sont analysé@s, et les notions de '"distributions"

utiles dans cette problématique sont définies, &tudiées, et appliquées.

Ceci oblige parfois & développer des outils mathématiques nouveaux comme la théo-
rie fonctionnelle (non ensembliste) des mesures de Radon vectorielles sur les es-—
paces topologiques complétement réguliers ; noter que [4] ne traite que le cas
scalaire, en abandonnant le point de vue des formes linéaires. Il a &été publié
seulement des notes aux comptes rendus et des exposés de séminaires. La théorie
est assez longue (les 150 pages de [27 ] ne représentent qu'une rédaction provisoire

de son premier tiers, ce tiers &tant rédigé dans [24]) et parfois difficile.

4, Dans ces conditions, il est peut€tre utile de présenter sur un cas simple quel-
ques méthodes de la théorie, d'indiquer au passage les extensions possibles, les
applications 4 certains problémes naturels. Il semble dussi utile d'indiquer les
rapports entre cette théorie et la formalisation existante. Tel est le but de cet

exposé.

I. RAPPELS SUR LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS EN DIMENSION FINIE [34].

Si Xi est un espace vectoriel réel de dimension finie et Qi un ouvert non vide
de Xi’ soit Xcl le complexifié de Xi et ?Xcl le produit tensoriel symétrique d'or-
dre & de XCl En analyse fonctionnelle générale, le dual (resp. antidual) d'un es-
pace localement convexe complexe E est noté E' (resp. 'E). Mais en théorie des dis-
tributions [34], L. Schwartz utilise une notation beaucoup plus commode : le dual
de 2(N. ) est noté 2'(Q. ) au lieu de (21, ))'. De meme si k est un nombre entietr
positif ou égal & + o, 1e dual de @ (Q ) est noté @' «Q. ) En partlculler
@'“’(Q )y = 9' (Q ). Conformement a [34 ], chapitre VI, paragtaphe 8, 93 (S'Z) de-
signe 1e sous~espace de (g (Q ) formé par les fonctions a dérivées bornees jusqu'a
1'ordre k. Cet espace se plonge canoniquement par ¢ -+ P, DY, ..., D ¢ dans

k .
i .@"(Xi, © Xic). Chaque facteur est muni de la topologie stricte [10], [11],
L=0 £

[19]. Ceci conduit 3 noter .@'k(Qi) le dual de @k(ﬂi) muni de la topologie 61;
induite par la topologie produit. En particulier @'m(Qi) = .@'(Qi) coincide avec

1' espace 9'1(9 ) des distributions intégrables [34] .

Cette derniére notation ne sera pas employée car elle n'est pas commode en di-

mension infinie.
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(1) Image d'une distribution.

Soit Q. un ouvert non vide de 1'espace vectoriel de dimension finie X.. Soient
fe ka(ni,ﬂj) et T, € Q’k(ni). L. SCHWARTZ ([34], chapitre VI, § 2) aJdéfini
1'image f(Ti) de T, par f lorsque la restriction de f au support de T, est propre.

Comme cette hypoth&se est trop forte ici, il faut procéder autrement [20].

(2) On suppose que pour tout ouvert w' d'adhérence compacte dans Qj

a) la restriction f; de Ti igw = f—]Q»') appartient & é?'k(Qi).
Q' .
b) pour tout & < k, la dérivée D f est uniformément bornée sur w.

On dit alors que f est Ti—k—propre. Alors f(fﬁ) est définie en utilisant la

transposée de

B0 — 35w

Y >y o f

Puis f(Ti) est défini en utilisant une partition de 1'unité sur Qj' Cette défini-
tion peut 8tre &tendue aux variétés. Il faut noter que méme si Ti est une mesure,

f peut etre Ti-k-propre sans étre Ti—O-propre.

(3) Dérivation des distributions.

a) La théorie de L. Schwartz de la dérivation des distributions peut &tre formu-
lée géométriquement de la maniére suivante. Pour toute ¢ € QMQi, Xi) la diver-
gence div Y € @(ni) est définie en composant la dérivée D¢ : Qi > X‘]f. ® X]!.

avec la contraction tensorielle. Pour toute distribution Ti sur Qi’ la dérivée

DTi est la distribution vectorielle € 52'(Qi, Xic) telle que

(4) V¢ € Q(Qi, X;) <D¢i,np > = - <Ti, div ¢ >

Cette définition "prolonge'" la dérivation usuelle des fonctions car si dx est

une mesure de Lebesgue sur Xi, et si g € CI(Q]) alors
(5) Ti =gdx = DTi = (Dg)dx

b) En dimension infinie, il est commode d'utiliser une définition un peu plus gé-
nérale en remplagant dx par aidx avec a. € Cw(Qi), a; ne s'annulant pas. On note
-D 1'opé — a X! t

Dv 1'opérateur ay Dai: de Eﬁ(ﬂi, Xi) 3 valeurs dans EZ(Qi, Xi ® i ) e

~div @ le composé de -D avec la contraction tensorielle. Le transposé de cet opé-
rateur est noté -D. Il est appelé la dérivée de densité car

= —==> DT. =
(6) Ti g aidx DTi (Dg)aidx
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II. INDICATION SUR LE FORMALISME DES PRODISTRIBUTIONS.

2.A Prodistributions bornées. - Le point de vue adopté est un point de vue fonc-—

tionnel. En effet usuellement ([4] , [12], [35]) une probabilité cylindrique sur
X, 1l'e.l.c.s. réel, est considérée comme une fonction additive sur 1'algébre de
Boole des cylindres de X, ou comme un systéme projectif de lois de probabilités.
Nous allons plutdt considérer une probabilité cylindrique (et plus généralement
une prodistribution) comme une forme linéaire sur un espace de fonctions cylindri-

ques sur X.

La famille (Ai)i eI des sous—espaces fermés de codimension finie de X est munie
de 1l'ordre inverse de celui défini par l'inclusion : i> j si Ai C Aj' On pose
Xi = X/Ai et 1'on note 8; la surjection canonique de X sur X;. De méme si i> j,
on note Sij la surjection canonique de Xi sur Xj, d'ol un systéme projectif

(Xi’ Sij) d'espaces vectoriels de dimension finie.

Pour i > j, on a une injection

o, .
) B4x) —— 25
(Pj — (.PJ. ° Sij
On note .@tyl(x) = \IJ .@k(xi)

3

et B X)) = ‘%cyl

eyl X) = LiJ .@(Xi).

Ces espaces sont des limites inductives. Pour spi € @k(xi) on notera systémati-
quement $i la fonction cylindrique correspondante et l'on dit que Xi est une base

~

Q. = ¥, , s,.

i i i
(8) Une prodistribution T bormée sur X est une forme linéaire sur .%cyl(x) dont la
restriction 3 chaque .@(Xi) est représentée par une distribution I, € .@'(Xi).

-Vu la propriété universelle des topologies limites inductives, on peut encore
dire que T est une forme linéaire sur @cyl(x) muni de la topologie localement

>, ©
convexe lim 6,.
> i

(9) On pose < T,$ > = J L;(x)dT(x)

Cette relation entrafne que : i = j = Tj = sijTi'*

Réciproquement, toute famille T = (Ti)- de distributions intégrables sur les es-—
i

paces Xj vérifiant les relations de cohérence * définissent une prodistribution
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bornée sur X.

L'ensemble des prodistributions bornées sur X est noté ga‘yl(x). Si toutes les
Ti sont d'ordre < k, on dit que T est d'ordre < k et l'ensemble de ces prodistri-
butions est noté gaéyl(x). En particulier si k=0, les éléments de 5@&;1(X) sont
appelés des promesures bornées. Et plus particuliérement si toutes les Ti sont po-
sitives de masse 1, on dit que T = (Ti) est une probabilité cylindrique ou une pro-
mesure de probabilité ; (certains auteurs utilisent dans ce cas une terminologie

différente).

(10) On définit de méme et naturellement @qcyl(x) = 1'espace des prodistributions
T & décroissance trés rapide ; elles sont telle que Ti € @Q(Xi) pour tout i
A\l = A} . . .
@c Cyl(X) 1'espace des prodistributions

(Ti) 3 décroissance rapide :

L€ 0O (X, i,
T1 QC(XI),pour tout 1

Le point de vue fonctionnel permet de définir trés simplement les opérations

usuelles :

(11) La transformée de Fourier T de 1a prodistribution bornée T sur X est définie

par
Yeg E(g) = J e_i<x’€>dT(x)

Inversement d'ailleurs, si 1'on se donne une fonction ¢ sur le dual X' de X telle
que, la restriction de ¢ & tout sous—espace U de dimension finie de X' soit la
T.F. d'une distribution intégrable Ti sur X X/(Ul), alors ¢ est la T.F. de la

prodistribution Ti'

(12) Exemples :
a) Une fonction polynomiale sur X' définit un opérateur différentiel d coefficients

constants sur X, noté P(-/=1 D).

b) Soit X un espace de Hilbert réel séparable identifié & son dual ; donc (xi)i
s'identifie & la famille des sous-espaces de dimension finie. La fonction

exp (- %-Hx"z) est la T.F. de la promesure normale canonique v [36].

¢) Dans [5], C.B. DE WITT définit la pseudo-mesure de Feymman sur X comme la col-
lection W des miﬁgres W, sur les X Wi ayant pour T.F. la restriction a Xi de la
fonction exp(- -5 [PY] ). Cette définition signifie que W définit une forme liné-
aire sur 1' espace des exponentielles complexes sur X. En fait [34] W € @ (X ) s

donc Wi € (¢ (X;) et W définit une forme linaire sur GQ’Cyl(X). V01r une 1nterpré—
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tation beaucoup plus commode de W dans [221].

(13) Image par une application linéaire continue. — Soient X et Y deux e.l.c.s. et
L une application linéaire faiblement continue de X dans Y. L'application y + y,L
est linéaire continue de 39cy1(Y) dans éﬂcyl(X). Par transposition, on en déduit

. . P . ' '
une application linéaire continue de 5zcy1(x) dans é?cyl(Y).

I1 est clair [17] que les opérations usuelles de la théorie des probabilitds
cylindriques [35] s'étendent de méme naturellement aux prodistributions bornées.
(14) On peut méme définir deux autres opérations':

x)

a) le produit par une fonction f € é@cyl
Y € ‘@cyl(x) <fETWP>=<T,fp >
b) la convolution par f € @cyl(X)

(£%T) (x) =j £ (x-y)dT(y).

2.B Indications sur les extensions. - Un opérateur différentiel aussi trivial et

aussi naturel que le laplacien sur un espace de Hilbert réel n'a pas de solution
élémentaire promesure bornée. L'extension suivante de la notion usuelle de ''pro-

mesure" est donc indispensable.

(15) Notion de F-prodistributions [20].

Soit J une partie de I telle que F = (Aj)j e soit filtrante croissante et
d'intersection nulle. On dit alors que F est une bonne famille de sous-espaces de
X. Une F-prodistribution d'ordre k est une famille T = (Tj)j €3 de distributions
T. sur les Xj tel}es que si Ai et Aj sont deux &léments quelconques de F vérifiant
Ai C Aj, alors sij est Ti—k-propre et sij(Ti) = Tj' Si k=0 (resp. k = + ®), on dit
que T est une F-promesure (resp. une F-prodistribution). Les exemples de [27]
montrent que l'introduction de F n'est pas artificielle mais qu'elle est tré&s mo-
tivée. D'ailleurs S. Sj;gren vient de montrer (note & paraitre) que tout opérateur
différentiel & coefficients constants sur un e.l.c.s. admet pour F convenable,

une solution &lémentaire F-prodistribution.

(16) Extension non linéaire.
A ce colloque, ELWORTHY a posé la question trés intéressante d'étendre le for-
malisme des prqd{stributions aux variétés banachiques. En réponse, il a &té indi-

Pl

qué comment des prodistributions d'ordre k peuvent &tre définies sur une variété

banachique réelle V de classe Ck, munie d'une famille R = (Ri)i e1 de relations

d'équivalence. Il suffit de supposer :
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- chaque R; est réguliére sur V au sens de [ 3]. D'ol une structure unique de va-
riété sur Vi = V/Ri ; alors les projections canoniques ot V- Vi et Uij :

vV, > Vj’ cette derniére étant définie si Ri entraine Rj’ sont des submersions.

i

- chaque>Vi est de dimension finie si k > O et de dimension quelconque si k=0.

- la famille & est filtrante croissante : quels que soient Ri et Rj’ il existe Rk

entrainant R, et Rj' D'ol un systéme projectif (Vi’cij) de variétés de classe CX

de dimension finie.
- la famille & sépare les points de V.

- pour tout couple (i,j) tel que Ri entraine Rj’ oij vérifie la condition (2.b),

du moins chaque fois que w' est contenu dans le domaine d'une carte.

Alors une R-prodistribution d'ordre k sur V est définie comme une famille cohé-

rente de distributions sur les variétés Vj de dimension finie.

2.C Exemples d'applications.

(17) Intégration par rapport & unrsystéme projectif de mesures.

Soit {Yi’ 5@i, D) Sij’ i et j € I} un systéme projectif d'espaces probabilisés.
L'application mesurable sij : Yi > Yj étant définie pour tout couple (i,j) tel que
i=23j ; de plus sij(ui) = uj et sjk N sij = s si i,j et K vérifient i = j = k.
Cette donnée est caractérisée par la lettre u. Un reldvement {Q, G, P, (fi)i} de
M est la donnée d'un espace probabilisé (Q,T,P) d'applications mesurables
fi HEYRE 4 Yi telles que :

-i=2j = fj = sij ° fi P-presque partout

- Vi f.(P)=ui

1

- Les fi engendrent la tribu P-complétée {5.

Lorsqu'ils souhaitent introduire des classes de Lebesgue P (1 <p < =) relati-
ve & une probabilité cylindrique y = (ui)i, les physiciens utilisent des reléve-
ments particuliers de u. Mais ceci a 1'inconvénient de rendre difficiles les cal-
culs d'intégrales, et de rendre impossible tout calcul de dérivées. En fait, du
point de vue int&gration, la proposition suivante montre que 1'introduction de tout
relévement particulier est inutile, car pour tout p fixé, les classes LP relatives
3 deux relévements de y sont isométriques & un espace de promesure qui peut &tre
décrit trés explicitement sans utiliser de relévement. De plus, notre formalisme

des promesures a 1l'avantage de comporter un calcul différentiel : voir § 3.
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(18) PROPOSITION [24], [27].
a) Pour p > 1, soit Lﬁ la famille des promesures (gipi)‘ avec sup jlgi|Pdu: <o,
i i :

Alors pour tout relévement {Q,'G,P,(fi)} de y l'applicationy : g+ (gi)' avee
1

g = & (gl £.) est une isométrie bijective de P) sur L‘lj.

b) De pZus pour tout g € LP(Q), (g of. ) converge vers g dans P @) fort s p <o
et dans L @) faible si p = + =.

Ceci peut @tre étendu au cas p=1 moyennant une condition d'équi-intégrabilité

(Y-Lejean) et au cas vectoriel.

(19) Formules.
a) Un élément (gi)_ de LE est noté g(y) et J g(y)du(y) désigne 1l'intégrale de yg
i

par rapport a& P. Alors
b) Vi J g(y)du(y) = Jgi(y)dui(y)

) Ial, = e (gl » i€ D

Dans cette formule, I peut parfois [27] @tre remplacé par une partie de I.

Al
d) Vp<w, Vge Lﬁ, Yhe LS , h se factorisant & travers un Y, joona

J g(yh(y)du(y) = J g; (b (y)du, ()
Y . Y,
1

Ces formules permettent d'avaluer des intégrales en dimension infinie, en n'ef-
fectuant des calculs qu'en dimension finie. Ceci s'applique en particulier aux
probabilités cylindriques et fournit ainsi un complément indispensable au formalis-
me des "promesures'. Mais ceci peut aussi @tre combiné & (16) pour construire des
promesures quasi-invariantes sur certains groupes de Lie de dimension infinie, et

pour avoir & sa disposition une théorie de l'intégration sur ces groupes.

(20) Exemples.
Soit H un espace de Hilbert réel séparable,
a) pour le groupe orthogonal de H, voir [23].
b) pour le groupe de Heisenberg HxHxIl, on peut considérer les mesures
v BV ® de = u; sur les groupes de Heisenberg de dimension finie HiXHixH, ol

Hi décrit les sous-espaces de dimension finie de H.

III. PROTENSEURS DISTRIBUTIONS.

3.A Protenseurs distributions contravariants. - Un entier positif 2 est supposé

fixé. On introduit d'abord une variante vectorielle f%cyl(x,l) de 1'espace é?cyl(x)



de fonctions cylindriques scalaires.

Pour tout i € I, @(X. L) est 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables
définies sur X. i 3 valeurs dans @X' . Pour i > j, on a une injection de .QE(X 52)

dans .%’(Xi,ﬁ) On introduit alors la limite inductive de ces espaces.

1) %’Cyl(x,z) = ;J @(xi,z)

Cette limite inductive s'identifie & un espace de fonctions cylindriques sur X

a valeurs dans ® X'S, la fonction cylindrique {Ei associée 3 ¢ E.@(Xi,l) définit
2
une fléche rendant le diagramme suivant commutatif.

L

L'espace .%' (X 2) des protenseurs distributions % fois, contravariants sur X

1C

R

®;

—_—
c

—’

est 1l'espace des formes linéaires T sur .@ (X %) dont la restriction 3 chaque

ga(x ,2) est représentée par une dlstrlbutlon T € R (X QXE).

On pose encore

(22) <rT, $i >=<1, 0, >= J $i(x)dT(x)
X

On définit naturellement pour k entier =0 ou égal i + =, les espaces

(X,2) et O (X,%). Remplagant dans ce qui précéde ® par ® ou A, on

Oe M.cyl 2 . .

c.cyl

obtient des classes particuliéres de protenseurs distributions symétriques ou an-

tisymétriques. Ces classes peuvent &tre notées #' (X,2) et 4! (X,2).

s.cyl a.cyl
La notion de protenseur distribution contravariant peut &tre utilisée pour é&ten-—
dre (18) et représenter ainsi certaines classes de Lebesgue vectorielles : [24],

[27].

3.B Protenseurs distributions covariants. - La classe ‘%c':yl (X > 2) des proten—

seurs distributions & fois covariants sur X est 1'espace des applications linéaires

de .@ 1(X) dans (X)X' dont les restrictions 3 chaque Q(X ) sont représentdes

par des dlstrlbutlons intégrables sur X 3 valeurs dans ® X]'.c
2

Par exemple pour tout a fixé dans X, le protenseur distribution p* 6, est défini

par l'application linéaire
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(23) By O——> X'
2

¢ —— D'o'o)@
Ainsi la convolution par Dlso définit un opérateur linéaire
(24) QCYI(X) —_— %Cyl(X,l)

P — UQGO * P = DR ()

Plus généralement, toutes les opérations élémentaires définies précédemment pour
les prodistributions s'étendent aux protenseurs distributions avec une complica-
tion supplémentaire due & la nature vectorielle des buts. Pour définir comme en
calcul tensoriel des produits tensoriels ou des produits tensoriels contractés,

on note que #__.(X,) est un espace vectoriel isomorphe &

cyl

L}

(25)  lim B(X;,2) = lim (B(X,) ® (B xic))
2

> 1 > 1

lim #X.) ® lim® x'¢
> 1 -> 1

C
B 0 ® (DX

Par conséquent, vu la proprié&té universelle du produit tensoriel tout proten-—
seur :distribution ¢ fois contravariant définit une forme bilinéaire sur

gcyl X)) x (® X'C) donc une application linéaire
L

1C\ %
@cyl(X) - (fx )

Or un protenseur distribution & fois covariant définit une application linéaire

(x) —® x'€
1

26
(26) gcyl
On peut donc définir un protenseur distribution une fois contravariant et une

fois covariant comme une application linéaire U

(27) By () — x'H*exc

dont la restriction & chaque Q(Xi) est représentée par une distribution

f c
U; € B' Xy, X{

tion :

c . . foes
®Xl ). En composant cette application linéaire avec la contrac-

XCpx* — ¢
n n
Z e!®e,— 2 (el,e.)
J'=] J J j__._] J J
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on obtient une prodistribution sur X, c'est-@-dire un protenseur distribution zéro

fois contravariant et zéro fois covariant.

3.C Applications & la dérivation. — Raisonnons d'abord en dimension finie en fi-

xant d'abord un indice i dans I. La transposée de 1'opérateur -D

=D
,@(Xi,l) _— (Xis R'+1)

est 1'opérateur de divergence

div
Q'(Xi, 2+1) —— QB'(Xi,l)-

Donc pour T € @'(Xi, 2+1) et @ G.@(Xi,l) on a
<div T, >=~<T,D¢@ >.

On peut encore définir DT en convolant T avec le tenseur distribution une fois
covariant Ds _, mais alors DT est un tenseur distribution (2+1) fois contravariant
et une fois covariant. En contractant le tenseur DT on obtient div T. On fait alors
varier i et l'on définit ainsi des opérateurs en dualité

-D
By Ko2) —> B, K, 041) et

, div ,
By Kar1) — B’ (X,0).

En itérant ces opérateurs, on définit ainsi

(—I)QDQ div,

ﬁcyl(x) ——-—;ﬁcyl(x,z) et @' . (X,8) X).

cyl éyl
La théorie de la dérivation qui wient d'@tre évoquée, prolonge exactement la

théorie de L. SCHWARTZ de la dérivation des distributions [34], et cependant, elle
est “nsuffisante en dimension infinie. En effet soit L une injection de Hilbert-
Schmidt & image dense de X dans Q, X et Q &tant de§ espaces de Hilbert réels sé-
parables. On dira par la suite que (X, L,Q) est un triplet de Wiener simple.

Alors L transforme la promesure normale canonique v de X en une probabilité de Ra-
don P sur Y, d'oli un relévement (2,%,P, (fi)i) de v, G désignant la tribu boré-
lienne de Q. Pour g € LI(Q), soit gv = (gi\)i)i la promesure € Ll représentant g,

au sens de la proposition (17). Si g est de plus une fois continiment Fréchet-dé-

rivable et si de plus Dg € L;(Q,Q'), on peut voir que

D(gv) # (Dg)v.

D'ailleurs, l'égalité est déja fausse si X est de dimension un. D'ol la nécessité
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d'une deuxiéme théorie de la dérivation : c'est la dérivation de densité [24],
[20]. Elle est fondée sur la remarque suivante. Soit T = (Ti)i € @é.cyl(x) sur X
hilbertien. Suivant (3.b), pour tout i, la distribution vectorielle ﬁTi peut
€tre définie en prenant pour ay la densité de Vv, par rapport 34 la mesure de Lebes-—
gue canonique de Xi. Alors le systéme des BTi définit un protenseur distribution
contravariant, noté DT, et appelé la dérivée de densité de T. Dans le cas particu-

lier o0 T = gv avec g € Ll, on écrit 5(gv) = (Dg)v.

3.D Application aux classes de Sobolev. - La représentation de tout &lément d'une

certaine classe LP vectorielle par protenseur distribution contravariant et la no-
tion de dérivation de densité permettent la définition et 1'étude des classes de
Sobolev : [16], [18], [24], R7 ] Cependant, il se produit ici un phénoméne typi-
que de la dimension infinie, 1ié d'ailleurs au phénoméne de la diversité des types
d'holomorphie de L. NACHBIN [31] . En général, deux normes sur ® X' sont non équi-
valentes ; d'ol plusieurs définitions possibles des classes de L sobolev. Par

exemple, voici deux classes importantes du type Sobolev : [18], [29]

K0 = (e e 120 5 Tiew) € 12, x9)
L' = tev e Ll ;5 ey el (x, 293,

Ainsi la théorie des prodistributions et des protenseurs distributions fournit un
cadre extrémement commode pour 1'étude de sous-classes particuliéres, comme des
classes de Lebesgue, et des classes du type Sobolev. De méme d'autres sous-classes

peuvent €tre Etudiées :

IV. NOUVEAUX CALCULS DIFFERENTIELS BANACHIQUES ET THEORIES CORRESPONDANTES DES
DISTRIBUTIONS.

4.A Généralités. - Soit X un espace de Banach réel quelconque, et soit k un nom-
bre entier = 0 ou égal 3 + », On se propose de définir en dimension infinie 1'ana-
logue de 1l'espace sﬂ'k(x) des distributions intégrables d'ordre k. La premiére
question qui se pose est le choix d'un calcul différentiel sur X pour définir les
fonctions d'épreuve, le calcul différentiel de Fréchet ne pouvant d'ailleurs conve-
nir, vues certaines pathologies existant, méme si X est un "bor'espace de Banach.
La meilleure solution consiste évidemment a ne privilégier aucun calcul différen-
tiel particulier (Fréchet, Gateaux, Gross...). Il est donc naturel de prendre des
fonctions d'épreuve cylindriques. On suppose donnée, pour tout £ = O, une norme

sur ©x'C s l'espace de Banach complété est noté EN . On pose Eg =C ; et la famil-
2

L

N 2 . ~ ‘2 . . .
le (El)g est notée N. A toute famille N, vont €tre associées une notion de distri-
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butions et urenotion duale de fonctions différentiables. On pourrait d'ailleurs
c .
remplacer les normes sur les espaces OX' par des topologies localement convexes,

ce qui multiplie encore les possibilités [25] .

(28) N.B. Une telle procédure peut sembler surprenante, car en dimension finie, il
y a peu de rapports entre les distributions et le calcul différentiel des fone-
tions. En fait, il n'y a rien de surprenant, car si X est de dimension finie, deux
topologies localement convexes sur © X'¢ sont toujours équivalentes, et c'est la
raison pour laquelle, il n'y a en d%mension finie qu'un seul calcul différentiel
celui de Leibnitz et de Newton ! Le cas de la dimension finie est donc extréme-

ment singulier par sa simplicité.
(29) Topologie ek sur a* (X)
N cyl ™™

Soit @ € 93 ( ). I1 ex1ste i€ I et (P € @k(xi) tels que P = tpi o 8. Pour
tout & fini < k la dérivée p* P est une fonction cylindrique continue bornée

admettant une factorisation

pte .
X ————— O X'
2
(30) s, J os!¢
i N i
D ‘Di c
X ,——— O X!
i i
2
L'ensemble de ces fonctions est noté .@ (X L) = y (X OX' ) Vu le lemme

de densité de [19], c'est un sous-espace dense de 1'espace #° (X BN ) des fonc-

N 2
tions continues bornées X - E, , cet espace &tant muni de la topologle stricte T, .

2 N
La topologie e; est définie comme la trace de la topologie produit Tye VU le
=0
plongement canonique
k

k N

B X) — 1 %°K, E,)

cyl 2=o L

@3n

P r— (‘P’ D®,..., Dk"’P)

(32) Définition de ga'lg(x).

L 'espace QZ’ (x) des N-distributions bornées d'ordre k sur X est défini comme

étant le dual de .% (X) muni de la topologtie e;

(33) Plongements canoniques.

Comme 611\; est moins fine que lim ek, on obtient par transposition de 1'applica-
> i
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tion identique de QZEYI(X) une injection canonique de éﬁﬁk(x) dans BBéil(X). Pour
k=0, on retrouve ainsi l'injection canonique des probabilités de Radon sur X dans
les probabilités cylindriques. L'espace 5%§R(X) est une fonction croissante de k,
et 1'espace 5%§m(x) est noté é?ﬁ(x). On peut aussi définir pour tout m 1'espace

des tenseurs distributions contravariants d'ordre k et de degré m, et cet espace

se plonge canoniquement dans les protenseurs distributions.

En dimension finie, la théorie des distributions est un prolongement de la théo-
rie de la mesure sur les espaces compacts, car localement, toute distribution
est somme finie de mesures de Radon 3 support compact. De méme, la théorie des N-
distributions prolonge la théorie des mesures de Radon vectorielles sur les espa-

ces complétement réguliers ([19]) :

(34) PROPOSITION. - Toute N-distribution est somme finie de divergences (au sens
de la théorie des prodistributions) de mesures de Radon vectorielles & variation

bornées, 4 valeurs dans les espaces (Eg)'

L .. N
(35) T =f (-1)7 divou, avec u, € M(Y, (E))")

Les opérations sur les N-distributions sont &tudiées dans [21], en utilisant en

particulier (33) et (34).

4.B Calcul N-différentiel.

(36) DEFINITION. - Il est supposé pour simplifier k=1. L'opération triviale de dé&-
rivation

1 D

o 1 C
€ B ® —— B2 ,K 0K

est linéaire continue pour les topologies 6; et Té.
cation fournit un prolongement non trivial de D. En effet [21], en restreignant

La bitransposée de cette appli-

cette bitransposée aux fonctions universellement.mesurables bornées g sur X, on est
o s qs . . . _ N
amené & dire que la fonction h universellement Lusin-mesurable bornée X -+ (El)"

est la N-dérivée de g si Vu € M(X, (EE)') telle que div u € M(X)
(38) <divyu, g>+<uy, h >=0.

Cette N-dérivée est unique. L'ensemble des fonctions N-dérivables sur X est noté
.@I}I(X). On définit de méme @§(X).

(39) Dualité entre EQE(X) et ga&k(x).

Vus (34) et (35), on est amené 3 poser pour toute @ € Q?E(X) et pour toute
T E:@'k(x) admettant la représentation (35)
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<T,9>=2<yu,d'¢>=32| tema, x.
L L 2 /X L

Cette dualité ne dépend pas de la représentation (34) de T car E = 5zty1(x) est

dense dans son bidual E" muni de la topologie faible o (E",E).

(40) Exemples [211].

a) Supposons X reflex1f separable ayant la propriété d' approx1mat10n metrlque et
posons pour tout & : l C)X' . Alors vu [14], il vient (E y' = o x© ; et (E )"
zoincide avec 1'espace P(X ) des polynomes homogénes de degre %. On retrouve le

calcul différentiel de Fréchet.

b) Soit (H,L,X) un triplet de Wiener simple. Si 1l'on prend pour tout £, EE = GHC,

on obtient un calcul différentiel correspondant a celui de L. GROSS.

4.C Probléme de 1'approximation cylindrique dans BZR(X). - Dans ce sous paragra-

phe, on fait 1l'hypothése (38.a). Soit £@k(X) 1'espace des fonctions k fois conti-
nlment dérivables sur X, dont toute dérivée d'ordre < k est uniformément majorée
sur X. Soit 6 une topologie localement convexe sur é? (X) compatlble avec la
duallte avec QB'k(X) Comme toute T € & %X) agit suryle complété 9? de
(5? (X) 6), et comme il est commode de travailler avec des limites de foncticns
cy11ndr1ques, il se pose le probléme de trouver des topologies 6 non triviales
telles que 9? X) C 5? eyl Soit donc t, une topologie localement convexe sur

= AB°(X, P(X)), soit B la boule unité de E Soit 6 la topologie induite sur

52 (X) par %o e en utlllsant un plongement canonique analogue a (31). On prend

pour t, la topologie localement convexe la plus fine qui c01nc1de sur B avec la

2
trace de la topologle (sur 1'espace des applications X = P(X)) de la convergence
uniforme sur une famille % de parties de la source X, le but P(X) étant muni

d'une certaine topologie T.
Or si X est de dimension infinie :

- la famille % des bornés de X est trop grande car en général, une fonction con-
tinue sur X, est mal approchable, par des fonctions cylindriques, uniformément

sur des boules de X.

- la topologie de la norme sur 2P(x) est trop fine en général car tout opérateur
linéaire continu n'est pas limite uniforme d'opérateurs de rang fini.

Par conséquent, on ne peut pas prendre 6 = e;. Cependant le théoréme 2 de [19]
permet de montrer qu'on peut prendre pour ¥ la famille des compacts de X et par
G la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de X : voir [21].

serait intéressant d'étudier le probléme de 1'approximation cylindrique dans d'au-
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tres espaces de fonctions dérivables.

4.D Remarques sur les opérateurs pseudo-différentiels. - Soit (H,L,X) un triplet

de Wiener simple. La décomposition polaire U|L| de L fournit une base orthonormée
€rs€yees de H formée par des vecteurs propres de IL]. L'espace X est muni de la

bonne famille F = (HN) ol HN est engendré par e Pour tout £ = 0,

N N>1 %7 N N1ttt T
El désigne le complété de % X'" pour la norme projective m. Soit oy la topologie
N° 3 ceci prés que la topologie de la conver-
gence compacte sur X est remplacée par la topologie de la convergence uniforme

sur les bornés de X. M.I. VISHIK, P.M. BLEHER et A.V. MARTCHENKO [ 1], [37] munis-

sur g?-cyl (X) qui se définit comme ek

sent sﬁ?_cyl(x) d'une topologie présentant une analogie avec Eg, mais qui en dif-
fére. L'opérateur de convolution typique dans leur théorie est la convolution avec
G, = L((I-A)SGO) ol pour tout réel s, A désigne le laplacien de H, Dans [21], il
est montré au point (4.7.c) que Gs est une N-distribution sur X ; et au point
(3.12) que les N-distributions définissent par convolution des opérateurs continus
entre espaces :%Eyl(x). Tout ceci est encore vrai ieci si ES =0 x'C est remplacé
pour tout £ = O'par 6 Hc, oli le triangle symbolise la complétioi par rapport au
produit tensoriel hilbertien. La théorie des N-distributions fournit donc un cadre.
pour étudier des variantes de [1], [37]. La formulation en termes de distributions
de [13] nécessiterait 1'utilisation de N-distributions non bornées, car la mesure

de Green de L(A) est une mesure positive de masse infinie sur X.

V. CONCLUSION.

1. La notion usuelle de distribution se diversifie en dimension infinie en plu-
sieurs notions :

A. les prodistributions

B. les protenseurs distributions.

C. les classes de Sobolev scalaires

D. les classes de Sobolev vectorielles

E. les distributions appelées parfois les vraies distributions

F. les tenseurs distributions.

Les notions voisines suivantes peuvent aussi €tre signalées :
G. les fonctionnelles analytiques

H. les profonctionnelles analytiques

I. les tenseurs fonctionnelles analytiques.

cee

P . c .
De plus, vu la non équivalence des topologies localement convexes sur © X'~ si

. . . .4 .
X est de dimension infinie, il y a une infinité de type§ de distributions, une in-
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finité de types d'espaces de Sobolev...

2. Voici les applications de la théorie connues en avril 1976 alors que la deuxié-

me rédaction de ce texte est effectuée :

- applications en dimension infinie des méthodes connues en, théorie des e.d.p.
sous le nom de "méthodes d'énergie, de majorations a priori, de compacitéd". Réso-
lution d'e.d.f. non linéaires et d'inédquations. Ceci utilise A, B, C et D, [18],
[20].

- Résolution du probléme posé par J.L. LIONS du contrSle optimal des systémes

gouvernés par des e.d.f. Voir [18], [R4]. Ceci utilise A, B, C et D.

- Etablissement d'une régle de quantification et de composition des opérateurs

en dimension infinie [23], [26].

La régle proposée ne coincide pas avec la régle de Weyl en dimension finie, mais
coincide en dimension infinie avec des régles utilis@es par les physiciens en se-
conde quantification. La loi de composition coincide avec les produits de Wick.
Possibilité d'écriture rigoureuse de la partie de 1'électrodynamique quantique ap-
pelée théorie des états cohérents. Méme pour les modéles connus de dimension finie,
les résultats sont nouveaux. Ceci utilise A et H.

- Majorations elliptiques du type L% en dimension infinie [29] . Opérateurs pseu-

do-différentiels. Restreints d la dimension finie, certains de ces résultats sont

nouveaux. Ceci utilise A, B, C et D.

- Extension au groupe additif d'un Hilbert réel de la transformation métaplecti-
que de A. WEIL et I. SEGAL - voir [23]. Ceci utilise A et les polynSmes de HERMITE
complexes de [29].

- Définition de nouveaux calculs différentiels et nouvelles définitions de 1'ho-
lomorphie [20], [25] . Ceci utilise A, B, E et F.
- Résolution de problémes de Cauchy & coefficients constants. Ceci utilise selon

les cas E, G ou H. Une extension & certains opérateurs a coefficients polyndmes

est possible.

-"Radonification" de la pseudo-mesure de FEYNMAN [22]. Ceci utilise G et H.

3. Il apparait ainsi, au moins en ce qui concerne les distributions, que 1l'analyse
en dimension infinie ne se réduit pas & une extension formelle de la dimension
finie ; il s'y passe des phénoménes nouveaux marquant une discontinuité par rapport

’

a la dimension finie.

Dans ces conditions, il est raisonnable de penser que 'la" bonne notion de dis-
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tributions n'existe pas en dimension infinie. En effet, la notion usuelle de dis-
tribution se diversifie en des concepts si différents, applicables dans des condi-
tions si différentes qu'il semble impossible (en tout cas inutile) de les réunir

en un seul. On peut aussi noter que 1'étude de fonctions trés particuliéres d'une
infinité de variables réelles ou complexes UjsUy... est intimement liée a 1l'origi-
ne méme de 1'analyse mathématique ... Et il a fallu de nombreuses années pour re-

n
connaitre que la notion de série y u, n'est pas seulement une extension formelle

n k=1
de la notion de somme X U
k=1

k
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