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STRUCTURES SYMPLECTIQUES FAIBLES ET INTEGRABILITE GLOBALE

DE CERTAINS SYSTEMES HAMILTONIENS

par René OUZILOU

Le physicien a 3 coeur de croire que les champs de vecteurs qu'il rencontre sont
compiets ; & charge au mathématicien de montrer que c'est vrai. La méthode la plus
souvent utilis@e pour cela est celle de 1l'énergie, ce qui convient tout particu-
liérement aux systémes hyperboliques ; ceux-ci sont en effet déterminés 3 partir
de leur énergie par 1'intermédiaire d'une forme symplectique qui présente 1'incon-
vénient de n'€tre que faiblement non dégénérée, inconvénient d'ailleurs inhérent
4 la nature de tels systémes, lesquels ne sont pas partout définis sur 1'espace de

phases.

Le résultat principal de cet exposé consiste & étendre aux variétés de Sobolev un
résultat de P. Chernoff et J. Marsden concernant un hamiltonien de la forme K+V sur
un espace de Hilbert J#(, le "potentiel' V étant positif et 1'"énergie cinétique' K
étant une forme quadratique minorée par celle de H. Le modéle global correspondant
ici 8 K est une fonction dont le hessien posséde cette propriété par rapport a la
métrique de Sobolev. Le principe essentiel permettant cette généralisation est un
résultat de J.P. Penot qui assure que deux points d'une variété de Sobolev ¥  peu-
vent €tre joints par une géodésique minimisante dés qu'ils séﬁt dans la méme compo-

sante connexe de ¥~ [5].

Au préalable, des précisions sur le cas:linéaire sont apportées pour essayer de
montrer que les méthodes symplectiques sont plus agréables que les méthodes tra-
ditionnelles de 1l'analyse fonctionnelle ([6] et[7], par exemple) quand il s'agit

de résoudre le probléme de Cauchy dans le cas hyperbolique.

1. STRUCTURES SYMPLECTIQUES LINEAIRES.

1.1. GENERALITES. - Pour tout espace de Banach &, on désignera par &' le dual to-
pologique fort de &, par Ce 1'injection canonique de & dans &". Pour toute applica-
tion linéaire continue L : & - % portant sur des espaces de Banach, on notera L'
la transposée topologique %' = &' de L. Pour tout sous-espace vectoriel & de &,

on notera {27 1'injection canonique de &/ dans &.

Rappelons que 1'identité :



P(x,y) = (@.x).y H X,y € &

définit une correspondance biunivoque entre les formes bilinéaires continues
&x& + R sur un espace de Banach réel § et les applications linéaires continues

tp : & &'. Une telle forme P est symétrique (resp. antisymétrique) si, et seule-

ment si, alecg = ;5 (resp. $'OC& = —$). Pour tout sous—espace vectoriel fermé &
de &, la restriction kpg'. de § & F correspond & l'application linéaire continue

I"O; BTN Ig'o' ; de fagon plus générale, pour toute application linéaire continue

L: &> &, 1l'image réciproque Ly de @ par L est définie par l'application li-
P i P

)

~
néaire continue L'o® o L : ¥ > ¥'.

Une forme bilinaire continue ¢ : &&x& > R, symétrique ou antisymétrique, est
dite faiblement (resp. fortement) non dégénérée lorsque @ : & > &' est injective
(resp. bijective). Notons que, gradce a& Hahn-Banach, si ¢ est faiblement non dégé-

nérée et si & est réflexif, alors 1'image de t~p est dense dans &'.

Par forme symplectique faible (resp. forte) sur un espace de Banach réel &, on
entendra une forme bilinéaire continue, antisymétrique @ : P x P> R, faiblement

(resp. fortement) non dégénérée.

Soit h : && > € une forme hermitienne continue sur un espace de Banach complexe
& 5 alors Re. h (resp. Im.h) est une forme R-bilinéaire symétrique (resp. anti-
gymétrique). Inversement, une forme bilinéaire symétrique continue o et une forme
bilinéaire antisymétrique continue w, sur un méme espace de Banach réel B, sont
dites compatibles s'il existe une structure complexe J sur B (i.e. J2=-I) telle
qu‘e otiw : B xPB > € soit une forme J-hermitienne, ce qui a lieu si, et seulement
si,70 = WoJ ; dans ces conditions, si l'une des deux formes 0 ou w est faiblement
(resp. fortement) non dégénérée, il en est de méme de l'autre et ces deux formes

sont invariantes par J. On peut donc affirmer que :

PROPOSITION 1. - Etant donnée sur un espace de Banach réel I une forme bilinéaire
continue, symétrique, o : B x B+ R, faiblement (resp. fortement) non dégénérée,.
1l existe une correspondance biunivoque canonique entre les formes symplectiques
faibles (resp. fortes) w : Bx I~ R compatibles avec o et les structures complexes

J sur B qui laissent o invariante.

Dans le cas d'un espace de Hilbert réel ¥, de produit scalaire o, ce résultat se
compléte par le théoréme de structure que voici, qui précise un résultat connu ([3]

p. 7).



PROPOSITION 2. - Sur un espace de Hilbert réel (H,0), les formes symplectiques fai-
bles se présentent canoniquement sous la forme P*w, w étant une forme symplectique
(forte !) compatible avec o et P un opérateur auto-adjoint >0 commutant avec la
structure complexe J définie par w sur ¥. Une telle forme symplectique Py est

forte s, et seulement si P est bijectif.

Preuve. — Tout d'abord il est clair que, pour toute forme symplectique w sur { et
tout opérateur symétrique injectif S, partout défini sur ¥, S*m est faiblement
non dégénérée du fait que 1'image de S est dense dans ¥. Si, de plus, w est compa-
Eikle avec ¢ et si S commute avec 1l'opérateur complexe J défini par w, alors

S*w = JoS2 = SzoJ et ceci est une décomposition polaire, ce qui détermine J et S

lorsque cet opérateur symétrique est positif.

Réciproquement, si A est un opérateur antisymétrique injectif, partout défini
sur #, 1'image de A est dense dans #, ce qui fait que, dans la décomposition po-

laire :
A= Jo|A|

(commutative du fait que A est normal), J est un opérateur orthogonal et, de :
*
|alod = Jofa] = -[a] o

PY * . ¢ o1z
on déduit J = -J, ce qui assure que J est une structure complexe sur # qui déter-

. . . 1 .
mine une forme sympleectique w compatible avec ¢ et, en posant P = A /2, on voit

. : . P TP - s ¥
bien alors aue la forme symplectique déterminée par A est égale a P w.

q.e.d.

Exemples classiques. — Soit ¥ un espace -de Hilbert réel ; la forme symplectique ca-

nonique sur J&¥ est définie par 1'opérateur canonique de complexification

¥

De fagon plus générale, pour tout espace de Banach réel $, on a sur oxR' une

forme symplectique faible définie par

Cette forme symplectique est forte si, et seulement si # est réflexif.



1.2. ORTHOGONALITE. - Soit w : H x F > R une forme symplectique faible sur un es—
pace de Banach . Pour toute partie (€ de ¢ 1'orthogonal de w(Ct), au sens de la
dualité entre J9 et D', est appelé 1l'orthogonal de €C suivant w ; c'est un sous-
espace vectoriel fermé de 9 qu'on note “&. Si & C Y& (resp. & D “&), on dit
que & est w-isotrope (resp. w-corlsotrope). Si ces deux conditions sont réunies,

ie. @ =“@, alors (@ est un sous-espace vectoriel fermé de % qu'on dira w-bi-

sotrope.

Notons que, lorsque w est fortement non dégénérée et que & est un sous—espace

vectoriel de B, le biorthogonal ““€ s'identifie 2 1'adhérence de & dans P.

La notion d'orthogonalité relative & la 2-forme canonique w d'un produit hilber-
tien ¥ x ¥ permet de "raffraichir" la théorie de 1'adjonction dans le cas rdel. En
effet, le graphe de l'adjoint A* d'un opérateur R-linéaire A défini sur un sous-
espace dense de ¥ et i valeurs dans ¥ est identique i 1l'orthogonal suivant w du
graphe de A, de sorte qu'on peut dire que A est symétrique (resp. auto—adjoint) si,
et seulement si, son graphe est w-isotrope (resp. w-bisotrope). Avec cette fagon
de voir, on peut aussi retrouver aisément le fait qu'un opérateur A sur J est

. . . ape s *
fermable si, et seulement si, le domaine de définition de A est dense dans #(.

DEFINITION. - Un sous—espace vectoriel fermé ¥ d'un espace de Banach symplectique'
(Po,w) est dit w-lagrangien s'il est w-isotrope et s'il admet un supplémentaire
fermé w-isotrope W .

La décomposition en somme directe topologique : -
P=vVeowW

ainst définie est dite w-lagrangienne.

Exemple. - La décomposition canonique de BxP' est lagrangienne pour la forme sym-

plectique canonique de BxP'.

PROPOSITION. - Considérons pour un sous-espace vectoriel fermé ¥ de P les asser-
tions suivantes relatives d une forme symplectique faible w sur P :
Z) a) ¥ est lagrangien ;
b) ¥ est un sous-espace isotrope maximal ;
c) ¥ est bisotrope.
Alors a) => b) => c).
i1) Si P est un espace de Hilbert réel et si w est fortement non dégénérée, alors

c) = a).

Preuve :

i) a) = b). Soient # un supplémentaire lagrangien de ¥ et ¥'' un sous-espace
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isotrope contenant ¥. Alors, pour tout x€ ¥ la projection de x sur ¥ parallé-

lement 3 ¥ est orthogonale 3 ¥ et, comme elle est. orthogonale 2 ¥, elle est

forcément nulle.

b) = c¢). Pour tout x€ &H, orthogonal 3 ¥, le sous-espace ¥+ Rx est évidem-

ment isotrope ce qui, par hypoth&se, donne x € ¥

ii) Sous réserve de prendre 1'image réciproque de w par un opérateur symétrique
bijectif P de %, conformément & (l.1., prop. 2), on peut supposer que W est dé-
finie par une structure complexe J compatible avec le produit scalaire de ¥ et
alors 1'hypothése se traduit par le fait que J¥ est orthogonal & ¥ et que tout
x € & orthogonal a3 J¥ est dans ¥. Mais alors tout vecteur orthogonal 3

¥ @® JV est nul et, puisque ¥ et J¥ sont orthogonaux, ceci donne :

P =veiv

En application de ceci, on retrouve aisément un résultat trés classique :

COROLLAIRE. - Les opérateurs auto-adjoints d'un espace de Hilbert réel I sont

exactement les opérateurs symétriques maximaux de ¥.

Preuve. - Le fait qu'un opérateur auto-adjoint sur ¥ soit symétrique maximal ré-
sulte de ¢) = b). La réciproque résulte du fait que, si on prolonge R-linéaire-

2 . *
ment un opérateur A sur J en un point X, € @ % Par la valeur A x_, en x,, on ob=-
’ A

tient, si A est symétrique, un opérateur symétrique A.

Remarque. - L'équivalence de a) et b) dans le cas hilbertien a &té signalée pour

la premiére fois par A. WEINSTEIN ([8], § 5).

2, SYSTEMES HAMILTONIENS LINEAIRES.

2.1. SUR UN CHAINON DE DENSITE. - Un chalnon d'espaces de Banach (r8els) consiste

en un couple (‘@"’@1) d'espaces de Banach tels que fbl soit un sous-espace vecto-—
riel de P, et que 1l'injection canonique s@l > @oisoit continue. Si de plus @]
est dense dans PH,, on dit alors que (9«)],%0) est un chalnon de densité dans la
catégorie des espaces de Banach (réels). Voici, en dehors des exemples classiques

Lo s I
constitués par les espaces H , un exemple intéressant :

Considérons un opérateur linéaire A : 2 -~ ¢ défini sur un sous—espace dense
d'un espace de Banach % et munissons 2 de la topologie du graphe de A, i.e. la
topologie la moins fine qui rende A continu ainsi que 1'injection canonique I@.
On fait ainsi de & un e.v.t. normable par x -~ JA.x| + lIxl (= Ixl,). (Lorsque

A: D > P est bijectif et A-] : B > P continu, cet e.v.t. est normable par



x — lA.xl). Cet espace normable & est complet si, et seulement si, A est fermé
(i.e., rappelons-le, le graphe de A est fermé 'dans % x H). De fagon plus généra-
le, 1'injection canonique % -~ % induit une application linéaire du complété 24
de (9, '"A) dans b ; cette application linéaire est injective si, et seulement

si, 1'opérateur A est fermable ; on a alors une chalne de densité :
2> 2% B
et le prolongement canonique de A 3 QA s'identifie 3 la fermeture de A.
I1 est bon de noter que, &tant donnés un chainon de densité (ffbo“ﬁ]) et une
forme symplectique forte w sur ., la restriction de v 2 33)] est toujours une
forme symplectique fatble si ?o] n'est pas identique & &, . De la sorte, on a sur

. + . . . .
tout produit i 1(Rn) x H® (Rn) une forme symplectique faible canonique par restric-

tion de la forme symplectique canonique de Hs(!Rn) x HS(IRn).

Soient (%o,ﬂbl) un chainon d'espaces de Banach, A : C(b] - %o un opérateur li-
néaire continu et w : 5’00 x &, > R une forme antisymétrique continue. Comme il est

d'usage, notons iAw la 1-forme antisymétrique définie sur .%] par :
i .h=w@xh) 5 xhebd

et.posons

(1) H(x) = w(A.x,%)

1
2
(C'est ce qu'on appelle l'énergie de A suivant w).

Alors, le calcul différentiel sur 1'espace de Banach %1 donne :

diAw(x).(h,k) (D(iAw)(x).h).k - (D(iAw).k).h

2

‘ (w(A. (x+th),k) - w(A.(x+tk),h))
t=0

w(A.h3k) - w(A.k,h).

De méme, on obtient facilement

). =S | HGeth) =4 WA,y + w(ah,x)
dt 2
t=o
d'ol il résulte que :
PROPOSITION 1. -~ Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) i,u est une forme différentielle fermée sur %l 3

i11) L'opérateur A est antisymétrique par rapport d la restriction de w sur 3’&].



777) dH = iAw.

DEFINITION. - In abstracto, nous dirons qu'un op;érateur linéaire A + 9D ~ 4.%0 défi-
ni sur un sous—espace vectoriel dense @ d'un espace de Banach &3, est hamiltonien
s'i1 existe une forme symplectique faible w sur %, telle que A soit antisymétri-
que par rapport d w. Dans ces conditions, A est fermable (ce que nous verrons en
(2.2) au moyen de l'adjonction symplectique), ce qui permet d'appliquer la proposi-
tion 1 4 la fermeture A 5’0] > 53)0 de A.

COROLLAIRE. - Soit A : @ - P, un opérateur linéaire w-hamiltonien, alors son éner-

gie H est Giteaux-différentiable sur 9 pour la topologie de $o_.

Preuve. — D'aprés la proposition 1, H est Fréchet-différentiable sur & pour la to-
pologie de 551 et comme celle-ci est plus forte que celle de Jo. sur 9 et que
iAw(x) =3 (A.x) €%,, H reste Giteaux-différentiable pour 350 avec la méme diffé-

rentielle.

PROPOSITION 2 (Principe de conservation de 1'énergie). - Soit A : 2 - Fo un opé-
rateur linéaire hamiltonien. Si l'énergie H de A est continue sur Bo, clest une
intégrale premiére de A (Z.e. H reste constant au cours de tout mouvement dans ¥,

tangent & A au sens de Po).

Preuve. - Ceci résulte de la régle de dérivation des applications composées, compte
tenu de (prop. 1, 1ii), compte tenu du fait (qui résulte du précédent corollaire)
que H est Fréchet-différentiable pour la topologie de b si, et seulement si, elle

est continue pour cette topologie.

Exemple hilbertien. — Soit B un opérateur antisymétrique partiellement défini sur

un espace de Hilbert réel ¥ . Alors, 1'opérateur :

¥

o
B Y

est antisymétrique par rapport & la 2-forme canonique de ¥ x ¥ et 1'énergie de

cet opérateur est :
1 2
y) 5 Uyl” - < Bx|x >).

On peut affirmer cet exemple en considérant une chaine hilbertienne de densité

J%
Mé x ﬂ} de 1l'opérateur précédent est antisymétrique par rapport d la structure

- H} + ¥, en supposant que B est défini sur Wa. Alors, la restriction a
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symplectique faible induite sur J{l x I par la 2-forme canonique de ¥ x ¥(,.

C'est exactement ce qui se passe pour :

L’éqyation des ondes d'une particule libre. - Considérons, pour tout entier s = 0,
1'espace HS(Rn) des fonctions R™ » R dont toutes les dérivées distributiomnelles

jusqu'a 1'ordre s sont de carré intégrable. Le laplacien A est un opérateur liné-
! dans Hs“l et, en intégrant par parties on obtient, pour tout

couple (f,g) de fonctions de 2 ®R™)

. . s+
aire continu de H

< Af.g>s = -<Vf.Vg >s =< f.\g >s ;
n S N . oz . s+l
comme 2 (R ) est dense dans H (R) cette double identité reste vraie dans H ,
+ - . P . .
ce qui assure que A ¢ us ! > B® ! est symétrique et que 1l'opérateur hamiltonien :
0 I

s+1 s-1

: H x B® x B® x H
admet pour énergie :
1 2 2
(f,8) — 5 (||Vflfs_‘ + IIgIIS_l)
' s—1

P . s
laquelle est évidemment continue sur H™ x H .

Cette fagon de voir les choses permet d'obtenir tout de suite le principe de

conservation de 1'énergie :
3( el ffz " J 1vel?)

le long de toute solution f € Hz(an) de 1'équation de Klein-Gordon pour une parti-

cule libre de massé m :
" 2
y =4y - my.

2.2. ADJONCTION SYMPLECTIQUE. - Soit w : Jox 0+ R une forme symplectique faible.

On peut entreprendre, par rapport 3 w, une théorie de 1'adjonction analogue & celle

qu'on fait sur les espaces hilbertiens.

Un opérateur linéaire A : QA + Jb &tant donné sur un sous-espace dense de b,

on considére 1'ensemble des couples (x,x)€ B x 3 tels que, pour tout y € @A :
w(x,A.y) + w(fc,y) =0 ;

c'est un sous—espace vectoriel fermé de Pox B fonetionmel en x.
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L'opérateur A 52(0 + %o ainsi défini s'appelle 1'adjoint de A par rapport i w
A
(ou 1'adjoint symplectique de A lorsqu'on ne juge pas utile de rappeler w).

Cette &tude prend un aspect plus géométrique lorsqu'on munit Bx3ID de la forme

symplectique @ définie par :

~
w

o

w 0]

le graphe de A” est alors 1'orthogonal de celui de A par rapport 3 Q.

Notons que A est w—hamiltonien si, et seulement si, A C Am. Lorsque A = Am, on
dit que A est symplectiquement auto-adjoint (skew-adjoint chez [3]). Ceci a lieu
si, et seulement si, le graphe de A est bisotrope pour Q. Il est donc clair que
tout opérateur symplectiquement auto-adjoint est fermé et que tout opérateur hamil-

tonien est fermable.

La symétrie canonique (x,y) — (y,x) de PxJ préservent &videmment la forme Q,
on peut affirmer que, pour tout opérateur linéaire injectif A, & image dense, dé-

fini sur un sous-espace dense de % :

(A—])w - (Am)-].

Notons que, lorsque A est antisymétrique par rapport 3 w, il suffit que son ima-

ge soit dense pour qu'il soit injectif.
De ces deux derniéres remarques on déduit que

PROPOSITION. - Tout opérateur lindaire surjectif A : @ + P, w-antisymétrique est

bijectif et symplectiquement auto-adjoint. De plus A—] : B> est continu.

(La dernidre assertion résulte du théoréme du graphe fermé).

Exemple canonique. = Soit J(, -~ H} + ¥, une chalne de densité hilbertienne. Sur

ﬂa x J muni de la structure symplectique faible induite par la structure symplec-

tique forte canonique de X x X on a, pour tout opérateur linéaire B : m% > ¥

B 0 B 0

On peut donc affirmer que, sur B x HS—] 1'opérateur des ondes (pour une parti-
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cule de masse m)

A-mZI (0]

est symplectiquement auto-adjoint, compte tenu du fait bien connu que

s+1 s=1 s-1
>

A H H est auto-adjoint sur 1l'espace de Hilbert H™ .

2.3, FLOTS HAMILTONIENS. - Etant donné un champ de vecteurs A : £ - TJb sur une

partie % d'une variété banachique b, rappelons qu'un flot global (de classe C°)
pour A sur Jd consiste en un groupe Ft 3 un paramétre d'homéomorphismes de ) lais-
sant % invariante, tel que, en tout x € 9, Ft(x) soit une fonction de t dériva-

ble en O et que :
Fo(x) = Ax)
Dans ces conditions, Ft(x) est une fonction dérivable de t et :
Ft(x) = A.Ft(x) s XxXE 9D

A fortiori, le champ de vecteurs A est intégrable ; on dit méme dans ce cas qu'il

est globalement intégrable.

*
Si J9 est un espace de Banach et A : 2 % un opérateur linéaire admettant un
flot global linéaire Ft’ alors A commute avec tous les Ft ; c'est ce qui se passe

notamment pour un opérateur hamiltonien A.

PROPOSITION. - Soient (B,w) un espace de Banach symplectique et A : D + P un opé-

rateur linéaire hamiltonien admettant un flot global Ft sur . Alors

1) Les F, sont linéaires et préservent sur 9 la forme w et 1'énergie de A.

i7) F_ est un groupe d un paramétre fortement continu dont le générateur infinité-
simal est identique d la fermeture de A.

11%) A est essentiellementuwrauto-adjoint (Z.e. la fermeture A de A est un opé}ateur

w=auto-adjoint).

Prewve :
i) L'identité w(Ft.x,Ft.y) = w(x,y) s'obtient par dérivation par rapport i t, compte
tenu de la continuité de w et de ce que A est w-antisymétrique ; la linarité des

Ft résulte alors de l'identité w(Ft.x,y) = w(x,F_t.y).

La préservation de 1'énergie s'obtient elle aussi par dérivation par rapport i t,

compte tenu de la commutativité de A et de Ft.
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ii) Ceci est une propriété générale valable pour tout opérateur linéaire

B: @ ~+% admettant sur Jo un flot global lindaire ([3], p. 53-54 ; remarque 4).

iii) De la formule évidente :

t
F.x=x+J AFS(x).ds ;. XE9D
o

on déduit aisément que le générateur infinitésimal d'un groupe & 1 paramétre d'au-

tomorphismes de (,w) est symplectiquement auto-adjoint (1 3], p. 31).

2.4. CAS D'UNE ENERGIE STRICTEMENT POSITIVE. - Considérons sur un espace de Hilbert
réel J( un opérateur linéaire A : %9 - J(, antisymétrique et surjectif. Alors, onA
sait que A est bijectif, antiadjoint et que A_] : H > ¥ est continu ; de la sor-
te : (x.y) +— < A-l.x,y > est une forme symplectique faible qui fait de A un opé-

. . 2 . 2
rateur hamiltonien d'énergie x > [x||°.

Examinons la réciproque de cette situation et considérons, de fagon un peu plus
générale, un espace de Banach symplectique ($,w) et un opérateur linéaire hamil-
tonien A : 2 » P dont l'énergie est strictement positive, i.e. il existe une

constante ¢ > o telle que
2
w(A.x,x) = clxh H xe 9

1/2
Alors, "x"z = w(A.x,x) est une norme préhilbertienne sur % rendant continue
1'injection canonique 2 + %, de sorte que, si on désigne par X 1'espace de Hil-

bert obtenu en complétant £, on a une application linaire canonique H - %b.

PROPOSITION 1 :
2) L'application canonique ¥ +JId est injective.

27) L'adjoint symplectique de A est surjectif.

Preuve :
i) Il suffit de montrer que, si une suite X € 9 converge vers x dans { et vers O

dans $, alors x=0 ; or, sous ces hypothé&ses, on a, pour tout y € 92 :

<y, x>= 1lim <y,x >= 1lim w(A.y,x ) =w(A.y,0) =0
n-> + o n n >+ o n

et, puisque % est dense dans ¥, on a bien x = O.

ii) Pour tout b € Jb, considérons la forme linéaire continue sur
H c 9 : yr—> w(b,y). L'identification canonique J(' = ¥ assure l'existence

d'un vecteur b € H tel que :

wb,y) + w(b,A.y) =0
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Mais alors b € .@m et b = A°.b.

A
COROLLAIRE. - S7 A est globalement intégrable, alors O est une valeur réguliére de
A.

Preuve. - Ceci résulte de ii), compte tenu de ce que, d'aprés (2.3., prop.), '

est identique 3 la fermeture A de A.
Réciproquement, on a la condition suffisante que voici :

PROPOSITION 2. - SZ A : @ - P est un opérateur symplectiquement auto-adjoint d
énergie continue et strictement positive sur B, alors Io est hilbertisable par

cette énergie et A est globalement intégrable.

Preuve. - La premiére assertion est évidente. La seconde assertion résulte de ce
que A est évidemment antisymétrique pour le produit scalaire défini sur 9D par son
énergie, et qu'il est surjectif d'aprés (prop. 1,ii)) ; ces deux raisons font que
A est anti-auto-adjoint pour cet espace de HilEert B et, par conséquent, le théo-
réme de Stone pour les espaces de Hilbert réel assure alors que A est le générateur
infinitésimal d'un groupe & un paramdtre d'isométries linéaires de 1'espace de
Hilbert 5.

Retour 4 l'exemple fondamental. - L'opérateur des ondes :
0 I
A = Hs+1 x 1S » HS x Hs—~1
A—mZI (0]

pour une particule libre de masse m > O vérifie les hypothéses de cette derniére

proposition du fait que, pour x = (f,f), 1'énergie H(x) vaut :
~ ~ 2 2, 2 ")
H(x) = V(A.x,x) = | st_] +m IIfHS_1 + "f"s_],
ce qui donne les inégalités :
inf (1,n%) (£12 + 1812 ) < GO < swp(1,n). Ael? + 1812 )

et on retrouve au passage, en parfaite conformité avec la théorie des semi-groupes
d'opérateurs, que tous les nombres strictement positifs sont des valeurs régulidres

du laplacien.

3. SYSTEMES HAMILTONIENS SUR LES VARIETES DE DIMENSION INFINIE.

3.1. STRUCTURES SYMPLECTIQUES FAIBLES. - Sur une variété banachique réelle ¥  une
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structure symplectique faible (resp. forte) consiste en une forme différentielle

de degré 2, fermée (i.e. d2 = 0) et telle que, pour tout vE& ¥,

Q, ’I‘V“V X TVV + R soit faiblement (resp. fortement) non dégénérée. Le premier
exemple d'une telle structure est fourni par la 2-forme canonique d'un fibré cotan-
gent T'# ; cette 2-forme est obtenue par recollement compte tenu du fait que,

pour tout isomorphisme f : ffbl > %2 d'espaces de Banach, f x (f')“1 est un iso-
morphisme ibl x 55; > CQE x 555 d'espaces de Banach symplectiques. Rappelons aussi
que @ = -dA, ) étant la l-forme canonique de Liouville i.e. la 1-forme sur T'W’

P * PR, .
caractérisée par w () = w pour toute l-forme différentielle w sur #.

A partir de la 2-forme canonique Q sur T'% et d'un 2-tenseur symétrique
g:TW x TW > R, on obtient sur T# une forme symplectique faible (resp. forte)
E* Q si g est faiblement (resp. fortement) non dégénéré.

Soit (7, ‘V]) un chainon dans la catégorie des variétés, i.e. la variété ‘Vl

est une partie de la variété ¥ et l'injection canonique ‘Vl + ¥ est une quasi-
immersion (cf. [1]). Si T“I/‘] est une partie dense de TVO (on dit alors que

(7,, 1]) est un chainon de densité), alors la restriction a 73 d'une structure
symplectique forte sur ‘/fo est une structure symplectique faible. En particulier,
on gbtient sur la restriction de T'Y: au-dessus de 11 une structure symplectique

faible canonique.

Etant donnée une structure symplectique faible @ sur une variété ¥, on convient
. . 1
de dire qu'une fonction H : ¥ - R de classe C et un champ de vecteurs X sur ¥,
" partiellement défini sur une partie dense QX de ¥ sont en correspondance hamil-

tonienne si on a sur @X :

Dans une telle correspondance, la donnée de H caractérise X et inversement la
donnée de X caractérise H 3 une constante additive prés si ¥ est connexe ; de fa-
gon précise, on a (localement) sur tout ouvert % &toilé, d'un espace de Banach

1

H(x) = H(a) + f < iXQ((l-t)a + tx), x —a)> dt

o
Mais la différence essentielle avec le cas de la dimension finie, c'est que la
donnée de H n'entraine pas l'existence de X. Lorsque X existe, il convient encore
de ne pas généraliser trop vite les résultats connus en la matiére en dimension
finie : X peut, par exemple, n'é€tre méme pas localement intégrable. Signalons toute-
fois une condition suffisante d'intégrabilité locale de X ; si 1'application
fibrée :

5:T"V >y



26

est transversale 4 1'image de dH, alors 1'image de X est une sous-variété de T%"
ce qui permet de faire de EDX une variété immergée dans Y qui fait de
X : QZX

localement.

+ TY un relévement de classe C1 ([11, § 8.6) qu'on peut donc intégrer

Le formalisme hamiltonien permet de définir tré&s simplement le "spray" géodési-
que d'un tenseur symétrique faiblement non dégénéré g : T x TV -+ R par la

formule :
. * 1 .~
1X(§ Q) =5 dg

en designant par g la forme quadratique définie par g sur TY . Ebin et Marsden ont
montré l'existence de ce spray sur la variété tangente 3 1'espace Z%J automorphis-

mes d'une variété compacte M munie d'un &lément de volume u.

Si H et K sont deux fonctions de classe C] sur UVlQ) en correspondance hamilto-
nienne avec respectivement deux champs de vecteurs X et Y définis sur la méme par-
tie dense % de ¥ alors on peut définir sur % le crochet de Poisson de H et K

par :
{H,K} = 2(X,Y)

et il est alors aisé de montrer le résultat suivant qui généralise le principe de

conservation de 1'énergie :

PROPOSITION. - Le long de toute intégrale . de X on a :

d
5 (Rec) = {K,H} o ¢

(La démonstration de ([3], p. 82) reste encore valable sous les hypothéses adoptées

ici).

3.2. SUR LES VARIETES DE SOBOLEV. - Soit (.,g) une variété riemannienne modelée

sur un espace de Hilbert (e.g. la variété Hs(g) de sections H® d'une submersion
riemannienne £ & base compacte de dimension n < 2s). Supposons de plus que deux
points d'une méme composante connexe de .4 peuvent &tre toujours jointes par une
géodésique minimisante, ce qui est justement le cas de # = Hs(ﬁ), d'aprés [ 5],

alors :

2
LEMME. - Soit K : M + R une fonction de classe C admettant un point critique a et
telle que VdK (le hessien de K) soilt uniformément strictement positif par rapport
a g(t.e., 1l existe une constante c > 0 telle que, en tout point de M, la forme

quadratique définie par VdK soit supérieure 4 c.g). Alors, pour tout point x de la
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composante connexe de a, on a :
c d2 <
7 d7(a,%) + K(a) < K(x)

d étant la distance définie canoniquement sur M par la structure riemannienne g.

Preyve. - Soit y une géodésique minimisante de a & x telle que Y(0) = a et y(1) = x.
De 1l'hypothése faite sur K et de 1'identité :
2

d B .o
;:2 (Koy) = (VdK)Yt(Yt,YT)

on déduit, pour tout t € [0,1]

cdz(a,X)t < (Koy)

4
dt
du fait que a est un point critique de K, d'oil :
c ,2 -l e=t
3 d“(a,x) < Koy
t=o
DEFINITION. - Par chatnon de Rellich riemannien nous entendrons un chatnon (/Zo,//%])

de variétés riemanniennes tel que tout borné de M, soit relativement compact dans

1
/ﬂo. C'est notamment le cas d'un chainon (Hs(g), HS+](.§)) constitué par une sub-

mersion riemannienne (pour le détail, voir [5]).

Notation. ~ & : P » S &tant une submersion riemannienne, pour tout couple (r,s)
d'entiers = 0 tels que r > s, nous désignerons par HY x H%(¢) -l1a restriction a
Hr(g) du fibré tangent THS(E). De la sorte on définit des chalnons de Rellich de

densité :

1w w% ) > S (e) - S x 1),

. . . . s+ s . .
ce qui fournit en particulier sur tout H x H”(£) une structure symplectique fai-

ble & partir de la métrique riemannienne canonique de HS(E).

THEOREME. ~ Soit K (resp. V) une fonction de classe C2 (resp. Cl) définie sur un

s

espace ms = H” x HS_] (£). On suppose que K+V est en correspondance hamiltonienne

avec un champ de vecteurs X : /%SH > T./it,s localement intégrable. St V =0, si K
admet un point critique a et si son hessien est uniformément strictement positif
par rapport d la métrique canonique de ./fts, alors X est globalement intégrable sur

toute la composante connexe de a.

Preuve, - Le lemme précédent assure que les trajectoires de X sont bornées dans
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M s+l donc relativement compactes dans J%S, compte tenu aussi du principe de pré-
servation de 1'énergie K+V. Mais grdce 4 un résultat général concernant les pseudo-
groupes & un paramétre d'un espace topologique (cf. [1], par exemple), on peut dire

alors que les trajectoires de X sont paramétrées de —» & + o,

Remarque. — Ce résultat généralise le fait que 1'équation de Klein-Gordon d'une

particule en interaction mésonique avec le champ ambiant :
. 2 3
Y=A4¢ -my - k¢
est globalement intégrable dans les espaces u® pour s assez grand (cf. [3], p. 96).

Pour un traitement en profondeur de 1'&quation de Klein-Gordon (sans interaction)

sur un espace-temps stationnaire, on pourra consulter la th&se de C. MORENO [4].
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