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Journées Géom. anaiyt. [l972. Poitiers 1 ^
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 38, 1974, p. 107-119.

"VANISHING THEORÈM"

POUR UN FIBRE VECTORIEL HOLOMORPHE POSITIF

DE RANG QUELCONQUE.

par Joseph LE POTIER

0. INTRODUCTION.

0. 1 Le principal résultat

Soit M une variété complexe compacte de dimension n et E -»• M un fibre

vectoriel holomorphe de rang 1 sur M .. On connaît le "précise, vanishing theorem"

dû à KODAIRA et NAKANO [7] : si E est un fibre positif, on a alors pour la coho-
mologie de type (p ,q) à valeurs dans E :

H^^M.E) = 0 dès que p+q ^ n+1 .

Le but de ce travail est de généraliser ce théorème au cas des fibres de rang

r quelconque ; de façon précise, le résultat que nous obtenons est le suivant :

THEOREME 1. Soit E un fibre vectoriel holomorphe positif de rang r au-dessus

d'une variété M complexe compacte de dimension n . Alors

H^^M.E) = 0 dès pue p+q >, n+r.

Dans le cas où p = n , ce résultat était conjecturé par P.A. GRIFFITHS dans

]. La notion de fibre positif, que nous allons maintenant rappeler, est exacte-

ment la même que celle qui est définie dans cet article.

[4],

La notion de fibre positif

Soit E un fibre vectoriel holomorphe au-dessus d'une variété complexe M

et soit une structure hermitienne sur E . Désignons par T le fibre tangent à

M , End(E) le fibre des endomorphismes de Ë , et par ;A_(E) le R-sous-fibré

de End(E) formé des endomorphismes auto-adjoints relativement à la structure her-

mitienne. Le fibre J3nd.(E) s'identifie au complexifié de ,A.(E) , la conjugaison
devenant le morphisme "adjoint" :

a »-»> a*.

IA forme de courbure [2] de la structure hermitienne est un élément

Q € A^^M^CE)).
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II existe alors une et une seule forme hermitienne

B : T x T ->jM (E)

dont la partie imaginaire soit - Q . Soit Q la forme quadratique associée :

T -..A. (E)

dite forme quadratique de courbure.

En coordonnées, la forme de courbure associée à une structure hermitienne

peut s'écrire, si (z ,...,z ) sont-des coordonnées au-dessus d'un ouvert U de
M :

Q|U = i Z Q dz" A dî^
a 6 a>pa,p

où les Q € (f^Em^E)) vérifient
a,(3 ——

Q* = Q
a,P p,a

La forme quadratique de courbure est donnée par :

Q(Z u" ô/ôz") = 2Z Q u" ̂
a a^

DEFINITION. Un fibre vectoriel holomorphe E au-dessus d'une variété M est dit

positif s'il existe sur E une structure hermitienne dont la forme quadratique de
courbure vérifie :

Pour tout vecteur u € T non nul d'origine m € M , l'oljé râleur

Q(u) C ^(E)

est positif non dégénéré.

Lorsque le f ibre ' ,E est de rang 1, cette notion de fibre positif coïncide
avec celle qui a été donnée par KODAIRA.

Exemples. a) Soit M = P^(c) = P^^1) l'espace projectif des hyperplans de C^ ,
et soit Q le fibre de rang 1 canonique sur P (c) , quotient du fibre trivial
P (C) x C^1 : pour h ç P (c) on a :n n

. ^c^A
La structure hermitienne -triviale sur le fibre P (c) x C1^1 induit une dé-

composition en somme directe (c00) de fibres vectoriels :

P^(C) x C11^ = Se Q

On peut alors vérifier que la structure hermitienne induite sur Q a sa forme
quadratique de courbure positive.
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La cohomologie H (P ,Q) est bien connue ;

C si p = q = 0
H^P ,Q) ^

0 si ( p , q ) ̂  ( 0 , 0 )

C'est un résultat dû à KODAIRA, SERRE et FRENKEL dans le cas où p = 0 ; à BOTT

dans le cas où p > 0 [1].

b) Le fibre tangent T = T ( p ( ( t ) ) à P (c) est positif. Le théorème 1 montren n
que 1 * on a :

H^P^T) = 0

Le théorème de dualité de SERRE permet d'obtenir dans cet exemple un résultat plus
précis : en effet

(H^P^T))^ H0'11-^,^)

^H^^P^C)

et donc :

0 si q ^ n-1
^(P ,T) =

n
i C si q = n-1

On voit que ï T * ^ ( ' P 9 ' ! ) ^ 0 : ainsi on ne peut espérer améliorer le théorème

1 en abaissant le nombre n+r au-delà duquel la cohomologie s'annule. Cet exemple

est dû à GRIFFITHS.

c) Le fibre normal de toute variété complexe plongée dans l'espace projectif

est positif : ainsi nous disposons de beaucoup d'exemples de fibres positifs de
rang > 1 .

0. 2 Le théorème d'isomorphisme : réduction au cas d'un fibre de rang 1.

Soit E un fibre vectoriel holomorphe au-dessus d'une variété complexe M ,

et soit P(E) le fibre en espaces projectifs associé à E de la manière suivante :

le fibre de P(E) au-dessus du point m . € M est l'espace projectif P(E ) des hy-

perplans de E . Soit II : P(E) -»• M la projection canonique et II* E l'image

réciproque de E par n

Sur chaque fibre P(E ) , nous avons un fibre vectoriel de rang 1 canonique,

Q , quotient du fibre trivial P(E ) x E , décrit dans l'exemple a). Q = i / Q
m€M

peut alors être muni d'une structure naturelle d'espace fibre vectoriel holomorphe
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de rang 1 sur P(E) , quotient du fibre n* E

En cohomologie, nous aurons un morphisme "image réciproque" :

H^O^E) -. H^^E) , n^ E)

et un morphisme induit par la projection :

n^ E - Q
d'où par composition, un morphisme :

H^OM) -^^(E), Q)

Nous allons démontrer le résultat suivant :

THEOREME 2. Pour tout (p,q) , le morphisme canonJQue :

H^^E) -H^^E), Q)

est un isomor'phisme.

Le théorème 2 implique le théorème 1. En effet si M est compacte de dimension

n , et si E est de rang r , P(E) est une variété compacte de dimension n+r-1 .

Il suffit alors d'appliquer au fibre-quotient Q le théorème d'annulation de- KO-

DAIRA - NAKANO et d'utiliser là proposition suivante due à GRIFFITHS :

PROPOSITION 1. ̂ . E est un fibre positif, il en est de même de Q. .

Pour démontrer le théorème 2, ,la suite spectrale de Leray est insuffisante :

elle donne ce résultat seulement dans le cas où p = 0 [l]. Il apparaît ainsi né-

cessaire d'introduire une généralisation d'une suite spectrale due à A. BOREL.
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1. ACTION DU GROUPE DE LIE Qfc(E) SUR

LA COHOMOLOGIE DE TYPE (p,q) A VALEURS DANS E .

1 . 1 Dérivées de Lie sur E

Soit E un fibre vectoriel holomorphe au-dessus d'une variété complexe M ,

et soit L un opérateur différentiel holomorphe d'ordre 1 de E dans E

Son symbole a(L) est un élément de HomÇT^End (E)) . Remarquons que ce der-

nier espace contient l'espace Hon^T*,®) = ^(M) , espace des champs de vecteurs

holomorphes sur M

DEFINITION. On appelle dérivée de Lie sûr E un opérateur différentiel holomorphe

d'ordre 1 de E dans E dont le symbole est un champ de vecteurs sur M

Si X est un champ de vecteurs holomorphe les dérivées de Lie de symbole X

sont exactement les morphismes C-linéaires de faisceaux :

L : (9- (E) -» O-(E)

vérifiant au-dessus d'un ouvert U de M :

L(fs) = (-e(x)f) . s + f L(s)

pour f € <y(u) , fonction holomorphe au-dessus de U , s ç. T^Uy^E)) , section

de E au-dessus de U.e(x) désigne la dérivée de Lie habituelle :

e(x) = i(x) . d

Exemples : a ) s i E = M x C , toute dérivée de Lie de symbole X est de la forme

f ^ e(x) f + \ f

où \ ç. <9'(M) est une fonction holomorphe sur M

b) Plus généralement, si D est une connexion holomorphe sur E ,

i(x) D est une dérivée de Lie sur E de symbole X

c) L'espace des dérivées de Lie sur E forme une algèbre de Lie o2§(E)

et le morphisme

a ;oïê(E) - €(M)

est un morphisme d'algèbre de Lie. Ce morphisme n'est en général ni injectif, ni

surjectif. Plus précisément, on a le résultat suivant :
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PROPOSITION 2. On a une suite exacte

0 -L(E) -o^(E) i ^(M) ^^(M.EndCE))

^ L(E) désigne l'espace vectoriel H ' (M.End(E)) des endomorphismes de il; ,

et ô l'application

X -^2 i TC i'(x)K

ou i ' (x) désigne l'application induite 'en cohomologie par la partie de type

(-1,0) de_ i(x) , et K la classe de cohomologie € H f (M,End(E)) de la forme

de courbure d'une structure hermitienne arbitraire sur E .

Remarquons que sur n'importe quel fibre vectoriel holomorphe i '(x) induit

bien un morphisme en d"-cohomologie, car on peut vérifier que

[i'(x),d"] = 0

On peut construire des exemples explicites pour lesquels 0 ^ 0

1.2 Le groupe de Lie Q^(E) .

Reprenons les notations du § 1.1 et supposons de plus M compacte. Dans ce

cas le groupe Diff (M) des difféomorphismes de M possède une structure naturelle

iu groupe de Lie dont ^algèbre de Lie s'identifie à l'algèbre de Lie ^é(M) des

champs de vecteurs holomorphes sur M ;

Soit y(E) l'ensemble des couples (a ,{3) où (3 € Diff (M) , et a est un

automorphisme de E au-dessus de (3 • d^.(E) est un groupe.

IROPOSITION 5. Le groupe Û£(E) peut être muni d'une structure naturelle de groupe

de Lie opérant sur E , dont l'algèbre de Lie s'identifie à <,3§(E) .

DEMONSTRATION. La construction de la structure de groupe de Lie sur Q£.(E) se fait

suivant les étapes ci-dessous :

1°) l'image Z du morphisme de groupes

QA(E) -» Diff M

est un sous-groupe de Lie de Diff M

2°) Q^(E) -r Z est -un fibre principal de groupe structural G L (E) , groupe

de Lie des automorphismes de E au-dessus de 1 ,M
5°) la structure de variété ainsi obtenue sur Qt(E) est compatible avec la

structure de groupe.
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Reste à identifier l'algèbre de Lie L(Q£(E)) du groupe G!L (E) avec oâ(E) .

Soit u ç. L(Œ(E)) et g € Ol(E) défini par :

g^ = exp (t u)

Posons pour s section holomorphe de E au-dessus d'un ouvert U :

L^(s) =d/dt (g^s)|^

On peut vérifier que cette formule a bien un sens et définit un élément

L^ £ ^(E) .

De plus u »-*• L est un morphisme d'algèbres de Lie rendant commutatif le diagramme

0 —*. L(E) —» .ê(E) —». €(M)

" î î
0 —^ L(E) —> L(û£ (E) ) —^ L(Diff (M»

Les lignes de ce diagramme étant exactes, ce morphisme est injectif ; pour montrer

qu'il est surjectif, on doit utiliser la suite exacte de la proposition 2.

Remarque. En général, le morphisme canonique : Q£(E) -» Diff M n'est pas surjectif ;

ceci résulte de la proposition 2.

1.5 Action de G^(E) sur la cohomologie H (E)

Dans ce paragraphe, M sera toujours supposée compacte. Soit g = ( a , p )€Q£(E) :

a définit donc un isomorphisme : E -> p^-E . Soit a) € A^^E) une forme différen-

tielle de type (p,q) à valeurs dans E

Posons g^o) = a"" P^O) . g* définit un isomorphisme de complexes :

A ^ - C E ) - A ^ - C E )

d'où en passant à la cohomologie un automorphisme H (g^) de H (E)

PROPOSITION 4. L'homomorphisme naturel :

^(E) -.G Ldî^E))

est holomorphe.

Démonstration. Remarquons tout d'abord que si L Ceê(E) est une dérivée de Lie sur

E , L se prolonge de façon unique aux formes différentielles de types (p,q) à

valeurs dans E :

1 : A^E) -.A^E)
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de façon à vérifier la propriété évidente de dérivation. Ce prolongement vérifiant

[_^,d"J = 0 est un endomorphisme pour le complexe A^^E) ; il induit donc en co-

homologie un endomorphisme

H^C^) : H^^E) -H^^E).

Pour vérifier que l'homomorphisme

g-H?^)

est (P-dérivable, il suffit de vérifier qu'il est (C-dérivable au point g = 1
E

On peut démontrer facilement qu'il est R-dérivable en ce point et de dérivée l'ap-

plication linéaire :

A(E) -Enddî^^E))

L-^^)

Reste à démontrer que cette application est C-linéaire. Soit i"(x) la partie de

hidegré (o,-l) de l'opérateur i(x) . Alors l'application

jS(E) - E n d ( A P ? • ( E ) )

définie par

L -^- [i"(x), d"]

est C-linéaire et l'on a

H^^) == H15'^- [i"(x), d"])

ce qui termine la démonstration de la proposition 4.

Exemple. Supposons M compacte Kaihérienne et E = M x C

Alors ût(E) = (C^ x Diff M et ^ê(E) = C x €(M) . La dérivée en 1 du morphis-

me Qt(E) ^ G. L (H^^M,®) est donnée par

(\,x) -e(x) + \

Chaque classe [œ] € HP > q(M,c) admet un représentant œ harmonique. e(x)œ = di(x)o)

est alors de partie harmonique nulle. La dérivée précédente est donc :

(\,X) - ([œ] -\[o)])

II en résulte que le morphisme : Diff M -* G L (^^(M,^)

p -H^^d,?)*)
est de dérivée nulle et donc localement constant. Ceci peut se voir aussi [5] en

utilisant l* isomorphisme : ® H^^M^) = ifCM,^) et l'homotopie.
p+q=r
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2. LA. SUITE SPECTRALE

2.1 Notations

Considérons un diagramme

E —> X

I n
S

où II désigne un fibre en variétés complexes compactes et E un fibre vectoriel

holomorphe sur X . Posons pour s e S , X = II" (s) , E = E | x . Nous ferons

l'hypothèse que la famille (E ) est localement triviale c'est-à-dire :s s ç S
Pour tout s 6 S , il existe un voisinage ouvert IT de s et un isomorphis-

me de fibres :

Ellf1^) —> U x Es
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Elir^U) —» U x E^

U

Exemple. Avec les notations du § 0, 2, le diagramme

Q-» P(E)i
M

vérifie la condition de locale trivialité.

2.2 Cohomologie relative

Considérons la famille d'espaces vectoriels ;

tî^E) = U H^^E )
ses s

II résulte de l'hypothèse de locale trivialité et des considérations du § 1 que

H ' (E.) peut être muni d'une structure naturelle de fibre vectoriel holomorphe au-

dessus de S .

Considérons d'autre part la cohomologie relative de type (p,q) à valeurs dans

E . Celle-ci peut être définie de la manière suivante : soit i^^E) l'espace

des formes de type (p,q) sur X verticales et à valeurs dans E : c'est l'espace



116

des sections C du fibre :

^ <€ 0 A^^ E

où "€ est le fibre tangent vertical sur X

On définit de manière évidente une différentielle verticale :

d" ^^(E) -.^'^(E)

vérifiant d" = = 0 , ce qui nous donne un complexe ^ (E) dont les groupes de

cohomologie sont appelés groupes de cohomologie relative à valeurs dans E , et

notés ^^(E) .

Ce sont des C (s)—modules. La proposition suivante donne la relation qui ex-

iste entre ^^(E) et Eî^^E) .

PROPOSITION 5. On a des isomorphismes canoniques :

A^CS) 0 ^^(E) .= A^^S^^E))
.("(S)

2.5. Relations entre H (E) et la cohomologie de S à valeurs dans E^^E)

Le but de ce paragraphe est de donner une généralisation de la suite spectrale

de [5].

PROPOSITION 6. Dans les, notations du § 2 . 1 il existe pour chaque entier p une
r t

suite spectrale dont le terme E ' est donné par

E^^H1'1'-1 (S^'^E))

et qui a pour aboutissement, en degré q , H^^E)

Démonstration. Considérons la filtration de A (E) obtenue de la manière suivante

F^A ^(E)) est le sous-espace de A^^E) engendré par les formes différen-

tielles s'écrivant

z n^(u^)v^
i

où u^ e A^-^S) , v^ £ A^'Î-^^E) .

Cette filtration est décroissante, e+ le gradué associé s'écrit :

gW^E)) ̂ A^S)^ ^W^E)
i ' C^S)

Cette filtration est compatible avec la différentielle d" ; on peut donc écrire

en tant que complexes :
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S^^'-W) ^A1 '3-1^)® ^'-^(E)
C°°(S)

Le théorème de la suite spectrale d'un complexe filtré [5] nous dit qu'il existe

une suite spectrale d'aboutissement en degré q , H^^(E) , et dont le terme E

est donné par :

^•^^(gW'-CE)))

On a donc

E^.OH^YA1'1-^)® ^'-^(E))
1 i \ C°°(S) ^

Or, le C (s)-module A ' (s) étant projectif [6], le fondeur

A^S)
C (S)

est exact. On a donc :

E^^A1'1'-^)® ^'^(E)
1 C°°(S)

et d'après la proposition 5 :

E^^eA^^O^-^CE))
' i

Pour calculer E f , il faut expliciter le morphisme d f . O n peut montrer

qu'il est donné, sur chaque facteur de la somme directe précédente, par la diffé-

rentielle d" associée au fibre vectoriel holomorphe E y + (E) . Il en résulte :

E^.eH^-^S.H^^E))
i

ce qui termine la démonstration de la proposition 6.

5. Démonstration du théorème 2

Reprenons la situation décrite au § 0.2 •:

Q——> P(E)[
M

et appliquons-lui la suite spectrale de la proposition 6. Il résulte de ce qui a

été dit au § 0.1, (Exemple a ) ) , que l'on a

^•"(Q^E

(c^Q) = 0 si (p,q) ^ (0,0).
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le terme Ê  de la suite spectrale relative à l'entier p

^0 si t ̂  - p

Ainsi, pour le terme E;

^t

H^-^M^) si t = - p

^ P+q .̂

On voit donc que sur la diagonale r+t = q , le seul ternie non nul correspond
à r = p+q , t = - p , e t o n a alors :

E^ = H^^M^)

II en résulte que morphisme canonique

E^'-P , H^CM.E) ^^^Wî),^

est un isomornhisme, ce qui ilémontre le théorème 2.
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