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PROBLEMES RELATIFS AUX €-CLASSES D'IDEAUX

DANS LES EXTENSIONS CYCLIQUES RELATIVES DE DEGRE PREMIER Z

par

Georges GRAS

I. Introduction.

Etant donné une extension de corps de nombres K/k à groupe de Galois

H cyclique d'ordre premier ^ , on peut se poser la question : que signifie

l'expression "étude du ^-groupe des classes d'idéaux îl(K) ", d'une telle ex-

tension ?

Cela peut vouloir dire :

i) donner des contraintes sur les H-module s qui réalisent le ^-groupe des

classes de K ;

ii) trouver des algorithmes de calcul du nombre de ^-classe s d'une exten-

sion K/k ;

iii) donner des expressions du €-rang ou simplement des majorations ;

iv) caractériser l'existence de ^-classes non invariantes par H , etc...

On se propose de décrire ici une méthode d'attaque susceptible d'englober

une grande partie de ces différents aspects : certains d'entre eux ont déjà été

étudiés mais en général par des méthodes sans lien commun les unes avec les

autres (consulter la bibliographie donnée dans [4]). Nous retrouverons aussi

des études générales dues principalement à Inaba [8] et Frohiich [2] .

Donnons d'abord les six résultats suivants comme "échantillonnage" (pour

une idée plus complète des applications possibles, se reporter à [4] et [5]) :
2 2

Résultat I . (Hasse [6], Kaplan [9]). Soit p = 1 mod 8 (alors p = 2x -y ,

x,y ç ^ ) . Si |x| £ 1^4) alors 8 divise le nombre de classes de QC/-p)

(cf. [4] chap.V, [7] et [9] pour d'autres résultats analogues).

Résultat 2 . (Damey et Payan [l]). Les 4-rangs des groupes des classes de

Q(ym) et QC/^m) diffèrent d'une unité au plus (le plus grand rang étant pour
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le corps imaginaire).

Résultat 3. ([4]) . Les 2 corps cubiques dont le conducteur p p . . . p - est

produit de t nombres premiers donnés (en convenant que p = 9 si 3 est ra-

mifié) ont un 3-rang égal à 2(t-l) si et seulement si p. est reste cubique

modulo p pour tout i j , i^j (cf [4] chap.VI pour des résultats plus précis
concernant les corps cubiques).

Résultat 4. ([4]) . Parmi les deux corps cubiques de conducteur p p , si l 'un

a une classe d'ordre 9, il en est de même pour l'autre.

Résultat 5. ([5] et [10]). Soit K/Q une extension à groupe de Galois diédral

d'ordre 6 et soit L l 'un des corps cubiques non galoisien contenus dans K ;
faisons les hypothèses :

(i) les t nombres premiers totalement ramifiés dans L/Q ne sont pas dé-

composés dans le sous-corps quadratique k de K ;

(ii) 3 ne divise pas le nombre de classes de k ;

alors le 3-rang du groupe des classes de L est égal à t-l-a et celui de K

à 2 (t-l-a) , 3 étant l'indice, dans le groupe des unités de k , du sous-

groupe de celles qui sont normes d'un élément de K (ce résultat, (cf. [5]),

est la généralisation d'un résultat de Kobayashi [10] ; depuis, Kobayashi a éten-

du ce type de résultat à d'autres sortes d'extensions de degré ^ non cycliques

([11])).

Résultat 6. Soient K et K les 2 corps cubiques cycliques de conducteur

37-991 ; alors y(K) et -H(K) sont respectivement isomorphes à Z/3Z x Z/9^'
et ^/9Z x Z/27Z .

. Nous allons voir comment on peut rendre un peu plus systématique la dé-

monstration de ces divers types de résultats.

II. Etude générale.

Soient K/k une extension cyclique de degré premier ^ , à groupe de

Galois H , A^ et A^ les anneaux d'entiers de K et k , ^(K) et ^(k) (resp.

^(K) et f^W) les groupes d'idéaux fractionnaires (resp. principaux au sens

restreint) de K et k , E^ et E les groupes des unités et enfin y(K) et

M(k) les €-groupes des classes au sens restreint de K et k . On considère la
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filtration suivante : ^, = Ker(o-l)1 où a est un générateur de H ; (cf. tra-

vaux antérieurs de Inaba / Frôhlich, Leopoldt..., où l'on étudiait aussi cette

filtration ou encore la filtration des ^(K) qui 'est "duale" de la précéden-
te).

Le premier "stade", M- , est bien connu grâce à la théorie des genres et

à la formule de Chevalley que l'on peut transformer dans le cas restreint ([4]) :

, ^u^L
(E^nNK^)

où t est le nombre d'idéaux premiers ramifiés dans K/k et E le sous-

groupe de E formé par les unités totalement positives dans k .

Il est donc naturel d'étudier les quotients M. -,/M. puisque pour i = 0

on a une "formule". La connaissance des ordres \^, ./H.| et de celle de
P —1l'action de la norme \) = I+CT+. . .+O . entra fne la connaissance de la struc-

ture de tl(K) . Par exemple, si 3i(K)^ = j l ) , le ^-rang R de il(K) est
q(€-l)- l q

R - E dim (M.,,A.) (cf. [4] et [12]).
q i=(q-l)(e-l) "^ 1+1 1

II suffit alors d'avoir un moyen pour déterminer :

(i) M. -, à partir de y, par un groupe d'idéaux convenable noté ^.
(M. étant défini par ^ . ) ,

(ii) | M . . . / M . | de façon directe à partir de M , par une formule du style
de celle de Chevalley.

1) Premier problème : détermination de M. -, . On a le théorème suivant
qui en donne une solution :

Théorème 1. Soit ît un sous-H-module de ^(K) et soit 5 = jhçM(K) .h0"^^ j .

Pour tout sous-H-module ^ de ^(K) dont l'image dans y(K) est M et qui

est tel que

9 n ^(K)°-1 = y0-1 ,
on a la suite exacte :

1 - N^/I6 - WnN^(K)/^ ï S/^ -* 1 /

o^ ^ = ^n^(K) et I = N^-l^(k). .

L'homomorphisme $ permet, de construire S à partir de M (si M = it. /
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M = M^) : 'Etant donné a ç N^nN^ (K) , on peut écrire, d'une part, Q = N81

SJ ç ^ / et, d'autre part, a = N(aA ) , a ç K^- ; ^ est de norme (1) donc
CT-I vou

9J = (aA^S ) , avec % ç ^(K) ; par définition cp(o) est l'image dans M/MM

de la classe de % .

Ce théorème ne donne pas '|M/M| directement.

2) Deuxième problème : Calcul de | M . i/^.| • Soit î. un groupe d'i-

déaux représentant M. . On considère la suite exacte :

1 - ^+ - k^ Ï ^ (k) -. 1 ,k °o
et on pose /^ = '^(I.) (I. = N^.n^ (k)) .

proposition- ̂  IW^I =-^ (T^niK?-) •
Cette formule se déduit de la suite exacte du théorème 1 ; elle réalise

une généralisation de la formule de Chevalley (pour M = (1) on a A = Eo o k
et on retrouve cette dernière).

Reste à trouver un moyen systématique pour déterminer ( A . : A . n N K ) .

Le problème n'est pas très difficile car il se traite localement (par le théorème
des normes de Hasse).

On procède par adjonction des racines ^e de l'unité.

Application de la théorie de Kummer. On a la situation suivante :

d f p ) f p )K — — — — K - Soient K' = KQ"7 et k' = kQ— ; il existe a ç k"

tel que K' = k'^a) .
€ Z

k—————k'

La ramification dans K'/k' se déduit de celle de K/k et inversement,

de façon triviale. De plus un nombre a ç k est norme dans K/k si et seule-

ment s'il est norme dans K'/k" , ce qui fait que l'indice (A. : A.dNK*) peut

se calculer à l'aide du symbole de Hilbert dans k1 : on aura a ç_ NK^ si et

seulement si { a / a ) = 1 pour toute place p dans k1 . Or, par suite du

fait que a ç k et que K'/k est abélienne, le symbole (a,a) ne dépend
P

que de la place ^ de k au-dessous de p ([4]) . On peut alors énoncer :
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Théorème 2. Soit q(a ) / . . . , q(a ) une base de A. /A^ (a, ç A . ) ; alors
1 tl(k) 1 n i i k i

IM.^.- .A. | == , 1 i 1 8 t ~ l ~ r / où r est le rang du système linéaire

-JL- x^
| | (ex /a i ) = 1 / les 'p étant les idéaux premiers ramifiés. En outre, on a
k=l k ^j J ————— ———

r <; t-1 ( ^ i t > l ) e t r = 0 ^ i t = 0 .

Remarquons que :

(i) on se limite aux ^>, ramifiés car les éléments de A. sont déjà des

normes d'idéaux, il n'y a donc pas de conditions locales pour les places inertes

ou décomposées ;

(ii) le fait que r <. t-1 (r = 0 si t = 0) provient de la formule du

produit : | | (a / a ) = 1 / qui donne ici ~ ] | ~ ( a / a ) ' = 1 , où rL- est le nom-
P p T •

bre de places p divisant ^ dans K/k ; d'où une relation non triviale, car

les n sont premiers à € .J?

III'. Conséquences.

A partir de ce qui précède, on peut déduire des résultats de deux sortes :'

(i) Calculs numériques de nombres de ^-classes. (Résultat 6 par exemple,

tables numériques de [4]),

(ii) Des énoncés généraux du style de ceux mentionnés au début (Résul-

tats 1 à 5).

1) Algorithmes numériques. En pratique, on utilise l'algorithme général

figuré par le schéma ci-dessous (et qui peut être utile aussi dans un cas "non

numérique") :
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Recherche de ^

(on suppose connus ^(k) et E ) si SJ ç ^ ,
1 -i-

w° = oA. , avec NCL ç E on est donc

ramené à chercher les unités qui sont nor-

puis à adjoindre des idéaux a de k étendus

à K représentant' le groupe }l(k) . D'où ^ ,

A et NîL . De plus, si k = Q ,

A = ( D D )n! ^ '•••^ •

^A^ ,

, l ^(k)!^"1

^ l l + +(E :E ,nNK^)

i: = 1

(A^A^UNK^)Calcul de

détermination d'une famille d'éléments

a € A.nNK^ permettent d'engendrer

A^nNK^/A?

a ç A.HNK*
t-1

,. /. i , |M(k)|^"1

l^+l^il | N M . | ( A . : A . n N K ^ )^ixn^n^

fin si |M^/^| = 1

A partir des a ç A.nNK^ on résoud

effectivement les équations a = NCL
o-la ç Y^ , on écrit SI = aA^S d'où

^i+l = <^i

A partir de ^ -, on déduit

N^ qui conduit à NM

dans ît(k)

à ^+1

et à ^l donc
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Remarque : II ne faut pas oublier de vérifier la condition ^.D^K)0"1^0"1;

cette contrainte n'est pas trop grande en pratique : il suffit de résoudre les

équations No, = a de telle manière que SB soit par exemple premier (infinité
de solutions).

Exemple : On considère l'extension cubique cyclique de k = Qt/^"3) /

K = QCy-3,^182) . On vérifie facilement que 3 est ramifié dans K/k , que 2

est inerte dans k/Q , que 7 et 13 sont décomposés dans k/Q et que si ç
est une racine cubique de l'unité, primitive, alors Ç, - ç k et n'est pas norme3
dans K/k . On note T l'élément d'ordre 2 de Gal(k/Q) prolongé à K . "

On notera <^ = 2A^ , <^ = /^ , ^ = (2+,/r3)A^ , ^ = (2-/^3)A^ ,

^ = (1+^3)A^ et ^ == (1-Z/^3)A les idéaux premiers de k ramifiés
dans K/k .

3t-l 4
D'après la formule de Chevalley, on a | y | = . —Mvin = 3 et,

i v * v •""• /
d'après [4] , toute classe invariante est, ici, classe d'un idéal invariant ; par

conséquent, il existe deux relations indépendantes non triviales entre les classes
des six idéaux premiers de K : y , <? , y , ^T , y et y7 ramifiés
dans K/k et qui engendrent par définition le groupe ^ .

Nous allons rechercher ces relations (ceci n'est nullement nécessaire pour
déterminer A nNK* et ^ ; c'est seulement un renseignement supplémentaire) :

•L Z s

La première est donnée par ^2.7.13 A = ^ y ^'Ti^ ; la seconde s'ob-
tient à partir d'une unité du corps (via le théorème 90 de Hilbert) : on trouve

que r\ = -17 + 3^/182 est une unité de K de norme relative 1 . On a donc

T] = (^ avec, par exemple, cp = 1 + n + r\r}° ; on vérifie facilement que ^
est encore un entier et que sa norme relative est

^/k^ = " ^^-^V33) = - 7.13(2-^3)(1+^3) ;

il en résulte que "̂  A = <? «p . On en déduit qu'une 1F-base de îi
o lv / 1 o 'j i.

serait

°W ' °W • °W et ^K^ •
Le groupe A associé à ^ est donc A = < Ç , 2 ,3 ,a ,a7 ,8 / B ' > avec

a = 2V-3 , a7 = 2-/^i , p = 1+2^3 , p7 = i-2^3 : le calcul des symboles

de Hilbert (182,u) , u ç A, / p idéal premier de k ramifié dans K/k ,
conduit à la matrice suivante (en notation additive) à coefficients dans F :

o
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2 0 0 0 0 - 0 0 ^
1 0 0 1 2 1 2
1 1 2 0 2 2 1
1 2 1 1 0 2 1
2 1 1 0 2 2 1
2 2 2 1 0 2 I/

chaque ligne étant formée des symboles (182, Ç ) , (182,2) , (182,3)3 p p p
(182,0.) , (182, a L , (182, f3) et ( 1 8 2 , p ' ) où p parcourt l'ensemble

' T T p p
I p ^ ̂  , ? „ / ? „ / ? < . , , p ' j . Le rang de cette matrice est 4 ; les trois solutions
indépendantes du système sont, par exemple :

2cx l+Te l+T = 182 ç NK^ ,

^l+2Tp2+T ^ 7,13(8+3^) ç NK^ ,

^l+r = 13 ç NK^ ;

les deux premières provenant des relations entre les "classes ambiges" trouvées
plus haut.

On aura donc (théorème 2) : |M«/Mj = 3 soit I M | = 3 ; c'est-à-dire

que le 3-rang de M(K) est égal à 5 .

Déterminons alors M . Pour trouver un H-module ^ associé à ii , ilz z z
suffit de résoudre l'équation N / (n) = 13 , K ç K* (les deux autres relations

indépendantes trouvées devraient être considérées si l'on ne savait déjà qu'elles

proviennent de la principalité d'idéaux : autrement dit, chaque fois que l'on a

une égalité de la forme ÎI = (a) / 31 ç g par exemple, la relation associée

SI = aA^B0" conduit ici à 39 = A ) .
3 __ 3 __ o

Pour N / H = 13 , on trouve K = 5.13 + 9 7182 + 5(7182) qui a pour

polynôme irréductible :

X3 - 3.5.13X2 - 3.5.13.61X - 13.6l3 ;

on en déduit que xA_ = ^ + T^' '1" aMl+T) , où •P-, est un idéal premier au-1s. 13 61 bl
dessus de 61 (61 est totalement décomposé dans K/Q) . Comme Ji- est de

norme 13 , on écrit — A - T1^0"1 / soit, ici S? = ^+'T+or ; d'où61 K '13 " / ——' -" " ^61

P^'•61h = ^2l^7^7t^3t^31^+lr+07f''ï) et ^2 = <e3,2,3,cc,aT^,BT ,61^F>.

Enfin, le calcul des symboles (182,61—-L—} montre que la matrice
2 P

associée à A^ se déduit de la précédente en rajoutant la colonne
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1\ ce qui. fait que le rang de cette nouvelle matrice est 5 , donc que

^ |M3/Î^| = 1 donc que M(K) ^ ^/3Z)5 •
2

^
2) Résultats généraux. Pour les démonstrations des résultats 1 à 5 se re-

porter à [4] et [5] ; on peut remarquer que ces démonstrations sont basées sur

le fait que, lorsque k = Q , le groupe A est particulièrement simple : c'est

le groupe (p , . . . , p ) engendré par les nombres premiers ramifiés. De toute

façon, si k est différent de Q , le groupe A est canonique et ne dépend

que de la ramification dans K/k , des unités de k et des classes dans k .
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