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INTRODUCTION

La théorie des espaces d'interpolation dans les espaces de Banach a donné lieu à
de multiples développements depuis son introduction. Certaines méthodes d'interpo-
lation sont maintenant utilisées de façon classique (citons par exemple [ 4 ] , [13],
[15]» [23], [24], [25], [ 3 3 ] ) . Si une méthode telle que la méthode dite holomorphe
se généralise sans difficulté au cas des espaces vectoriels topologiques quelcon-
ques, les autres se révèlent inadaptables ou inefficaces. Il nous est apparu alors
nécessaire de poser en termes généraux le problème de l'interpolation dans les es-
paces localement convexes et de définir à partir de là des méthodes plus adaptées
à des problèmes tels que ceux de l'interpolation d'espaces de fonctions holomorphes
que nous nous proposions de résoudre.
Nous nous sommes donc attachée, dans un premier chapitre, à développer une théo-

rie générale de l'interpolation. On munit pour cela la classe des couples d'inter-
polation d'une structure de catégorie, ce qui permet de définir les "méthodes d'in-
terpolation" comme une certaine famille de fondeurs de cette catégorie dans la ca-
tégorie des espaces localement convexes. Une méthode très générale de construction
de tels fondeurs se dégage de cette étude. Parmi les fondeurs mis ainsi en évi-
dence, les plus naturels sont ceux qui dépendent d'une certaine classe d'endomor-
phismes. Ceci nous a conduite à introduire les espaces L^(a;X,&) étudiés dans le
paragraphe 5. Quelques propriétés générales des espaces d'interpolation sont ainsi
mises en évidence : en particulier les espaces I^(a;&,&) permettent d'atteindre
algébriquement tous les espaces d'interpolation pour un couple donné. Pour comparer
les topologies d'espaces intermédiaires, on introduit la notion d'espacer-intermé-
diaire (cf. § 6 ) .

Le problème d'existence d'espaces intermédiaires pour un couple d'interpolation
donné £ est donc théoriquemen-tt résolu par la connaissance des espaces Le(a;£',&).
Ces derniers, étant en général difficiles à caractériser, on aborde le problème en
étudiant leurs espaces duaux. Ceci nous porte à définir des méthodes duales d'in-
terpolation (chapitre II, § 1) qui, sous certaines hypothèses d'approximation, sont
mises en dualité avec les méthodes définies dans le chapitre précédent. C'est ainsi
qu'on définit les espaces î^g(a;ï,£) et on établit des théorèmes de dualité entre
les espaces N^a;^,^) et Ifc(a;3E,fi) quand des conditions d'équiapproximation sont
vérifiées (cf. § 7) (cette notion généralise la notion d'approximation pour des es-
paces localement convexes).

Lorsque l'on fait des hypothèses d'équiapproximation, on montre dans le paragra-
phe 9 , de quelle manière la connaissance des espaces °N (a ; & , & ) permet de conclu-
re à l'existence ou à la non existence d'espaces intermédiaires algébriquement ou



topologiquement non triviaux pour le couple d'interpolation &.
La détermination des espaces Lç;(a;ï,&) dépend de celle d'espaces d'endomorphis-

mes qui sous des hypothèses d'approximation s'expriment comme produits tensoriels
£, ou TT, si on y ajoute des conditions de nucléarité. Les espaces N(c(a;ï,&)
se caractérisent alors à partir d'espaces d'applications bilinéaires ou continues
dont la connaissance, dans les cas particuliers d'espaces de K'ôthe, d'espaces de
fonctions holomorphes ou de certains espaces de distributions, nous a conduite aux
applications exposées dans les chapitres III et IV,
Dans le troisième chapitre, nous démontrons qu'il existe une infinité d'espaces

d'interpolation pour le couple ( ( s ) , ( s ' ) ) , où ( s ) désigne l'espace des suites
à décroissance rapide, ( s ' ) celui des suites à croissance lente. On caractérise
complètement ces espaces et on en déduit qu'il existe une infinité d'espaces inter-
médiaires pour des couples d'espaces de distributions ( t , ^ ' ) , ( & » & ' ) , ( ^ , ^ ' ) ( ) .
Il apparaît alors que les seuls espaces intermédiaires usuels de l'analyse fonc-
tionnelle pour le couple @,<2î') sont &, £' et £+&'.
On montre dans le paragraphe 4, à l'aide d'inégalités élémentaires dans des espa-

ces de suites bornées, que, sous des hypothèses convenables de croissance, les es-
paces de Kothe définis par les suites (c/"^. (c/1^)1"^, 0 < p. < 1, sont des
espaces intermédiaires pour les couples d'espaces de K'ôthe définis par les suites
^ et ^ ( n ).
Dans le dernier, et quatrième chapitre, sont abordés les problèmes de l'interpo-

lation pour des couples d'espaces de fonctions holomorphes et pour des couples
d'espaces de fonctionnelles analytiques définies sur une variété analytique comple-
xe V. On établit qu'une solution du premier problème dépend de la détermination
d'une certaine enveloppe d'holomorphie. On transpose ces résultats à l'aide du théo-
rème de dualité, ce qui apporte une solution au second problème. Lorsque l'on sup-
pose que la variété V est de Stein, une étude directe à l'aide de méthodes déve-
loppées dans [29] permet d'obtenir des espaces de fonctionnelles analytiques défi-
nies sur des ouverts de V comme espaces intermédiaires pour ces mêmes couples
d'espaces de fonctionnelles analytiques. Ces différents résultats sont explicités
dans les cas particuliers de polydisques de tubes, de domaines de Reinhardt de C".
Le dernier paragraphe applique ces résultats à des espaces de fonctions holomor-

phes à valeurs vectorielles.

Les idées essentielles de ce travail ont été annoncées en [ 7 ] , [ 8 ] , [ 9 ] , [10],
[ 1 1 ] , [12].

( ) £ , , fi',^,^^^ désignent les espaces de distribution de M. L.Schwartz [36].
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Signalons que pour lire le chapitre IV et le paragraphe du chapitre III il suffit
de lire:

1) la définition des espaces L (a;ï,f i ) (ch.I, § 3 et 5)
2) la définition des espaces N ( a ; 3 6 , & ) (ch. II, § 2 et 6 )c
3) la définition de la propriété d ' équiapproximation (ch.II, § 7)
4) le théorème de dualité (ch, II, théorème 2 , 1 , p,52) ; les propositions 2,30

et 2,32 du paragraphe 10, chapitre II, sont à joindre en ce qui concerne le
chapitre IV,
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Notre reconnaissance va tout particulièrement à M, A.Martineau pour la stimula-
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ques et l'aide qu'il nous a apportée tout au long de l'élaboration de ce travail
nous ont été d'un grand prix,
Nous avons beaucoup appris auprès de M, M.Zerner, dans ses groupes de travail

comme dans tous les entretiens que nous avons eus avec lui. Ses conseils et ses di-
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théorie. Nous lui exprimons tous nos remerciements,
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CHAPITRE 1

§ 1, Notations générales,'N̂ ŝ ŝ̂ ŝ '̂ ŝ ŝ '̂ rŝ sî ŝ̂ ŝ N̂ ^̂ ^̂ -̂'

Nous utiliserons dans ce travail les notations et résultats de la théorie des
espaces vectoriels topologiques localement convexes, en suivant [3] et [18]« Nous
nous référerons en ce qui concerne la théorie des produits tensoriels topologiques
à [19l» [^0] et [3?]. Signalons cependant que, comme en [3] et non [19] ou [20],
nous appellerons espace réflexif un espace E qui est isomorphe au dual fort de
son dual fort. Un espace (£ ̂ ) sera pour nous un espace localement convexe limite
inductive d'une suite d'espaces de Fréchet. Nous désignerons par espace du type
(3^), le dual d'un espace du type (^) , réservant l'appellation (DF) aux espaces
définis dans [18], par (,W) un espace de Fréchet du type (îf) et enfin par
(^Sf) le dual fort d'un tel espace.
Soit ( E , E ' ) un couple d'espaces localement convexes, mis en dualité par une

forme bilinéaire ; si A est une partie de E , nous noterons A0/,-, , - , , \ , ou A ° ,
\^9^ )le polaire de A pour cette dualité.

Si E et F sont deux espaces localement convexes, £(E,F) désignera l'espace
des applications linéaires continues de E dans F et, © étant un ensemble de
parties bornées de E, on notera ^(E,F) l'espace .£(E,F) muni de la topologie
de la ©-convergence. Par © = c on représentera les parties compactes équilibrées
de E, par b les bornés de E, par s les points de E. Par ^ on entendra
l'une quelconque de ces trois classes d'ensembles de E. Nous noterons E' le
dual fort de E, E'ç l'espace .E^(E,C) ; £ ( E ' . F ) sera alors l'espace des appli-
cations linéaires continues de E' dans F muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les parties équicontinues de E' •
On notera Oà(E,F) l'espace des formes bilinéaires séparément continues sur

E y F muni de la topologie de dual fort de E ®. F , le produit tensoriel induc-
tif de E et de F, B ( E , F ) l'espace des formes bilinéaires continues sur E x F
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les produits de parties bornées
de E x F .
Tous les espaces localement convexes intervenant comme données dans la suite se-

ront supposés séparés, sauf mention expresse du contraire.
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§ 2. ôup;l̂ j3̂ r̂ ^

On peut noter en utilisant les propriétés classiques des espaces localement con-
vexes, qu'un espace localement convexe E peut être décrit de la façon suivante :
On considère un espace localement convexe X, a un vecteur de X, a ̂  0 , l'i-
mage de l'application L : u »-» u(a) de £(X,E) dans E n'est autre que l'espace
E ^ et si © est un ensemble de parties bornées de X recouvrant X , on obtient
une topologie isomorphe à celle de E , en munissant cette image de la topologie
quotient de .Cp,(X,E) par le noyau de L .
On obtiendra de même E en considérant l'image de sous-classes de .C(X.E) par

l'application L par exemple en prenant les applications de rang fini, ou nuclé-
aires, ou compactes,
Dans la suite nous nous intéresserons à l'étude de certains couples d'espaces lo-

calement convexes, auxquels nous attacherons un objet semblable aux applications
linéaires continues, et nous examinerons le résultat d'une construction analogue à
celle décrite ci-dessus,
Donnons tout d'abord quelques définitions :

DEFINITION 1.1.- Un couple d'interpolation & sera la donnée d'un couple de deux
espaces localement convexes (E ,E ) et de deux injections j et j respecti-

3. S 3. 3
vement de E ̂  E dans un espace localement convexe E • Par "plongement" de
(E ,E ) dans E nous entendrons le couple des injections (j ,j ) , nous le no-
terons parfois (E ,E ; E ) .
On peut alors définir "la somme" et "l'intersection" de E et E relativement

au plongement (j , j ) de la façon suivante :
1 2

L'espace localement convexe intersection, noté E ' , ou parfois E U E , ou
E U E désignera le noyau de l'application j -j ^ E x E dans E muni de
la topologie induite par celle de E , .

L'espace localement convexe somme, noté E , ou encore E + E , o u E + E———c—————————————————————i———— —————— i E 2 ' — i g
désignera le sous-espace de E image de E ® E par l'application j + j ^
E ® E dans E muni de la topologie quotient de E © E par le noyau de
V j. 2
Les espaces E et E sont séparés si E et E le sont. On a alors deuxp i 2

injections naturelles i et i de E dans E et E respectivement, et le
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diagramme suivant est commutatif :

Nous identifierons l'espace E à un sous-espace vectoriel de Ei et de Es »
Ei et E;g étant eux-mêmes considérés comme des sous-espaces de E . Nous pour-
rons alors parler de la restriction à E d'une application définie sur E.

v U 1
( i = l , 2 ) , et éventuellement de son prolongement à E .
On identifie alors un espace localement convexe au couple d'interpolation

(E , E ; E ) , les injections étant alors égales à l'identité î , de E. Nous allons
maintenant définir les "applications linéaires continues" d'un couple d'interpola-
tion £ dans un couple d'interpolation "f- • Cette notion généralisera la notion
classique quand & et y seront des espaces localement convexes.

DÉFINITION 1.2.- Q^ & ̂  y sont deux couples d'interpolation. on désigne par
£(fi,y) le sous-espace de £(Ei,Fi) x £(E2,Fg) formé des couples d'applications
linéaires u = (ui,us) dont les restrictions à E considérées comme applications
à valeurs dans F coïncident ( ) u€«£(&,y) est dite application linéaire continue
^ £ dans °f- .
Il est clair qu'une telle restriction envoie E dans F et définit un élément

de £(E ,F ) . Il existe donc une application naturelle, dite de restriction à E ,
de £(&,y) dans ^(E^F0) .
Soit u un élément de ^(6.,^) • Si a est un vecteur de E » a = ai+ ag

(i = 2 ) , a.çE. (i = 1 » 2 ) , le vecteur u(a) = Ui(ai) + UsCas) ne dépend pas de
la décomposition du vecteur a. L'application a -̂» u(a) ainsi définie est conti-
nue de E dans F et sa restriction à E. coïncide avec u . • On peut donc dé-

3- D U ^~finir une application naturelle de £(&,^) dans £(E ,F ) dite de prolongement à
^.
Lorsque nous munirons £(£,30 de la topologie induite par J^. (Ei,S îxJ^CEs^Fs),

où ^ =(^.^2) désigne un couple d'ensembles de parties bornées respectivement de
Ei et de Es, nous noterons ^(E,F) l'espace localement convexe correspondant.
Il est alors clair que l'application de prolongement définie ci-dessus est continue

p
( ) Nous noterons parfois £(Ei ,Fi ) n -^(EgïFg) pour £(& , y ) .
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de ^(&,30 dans .^(E11^) .

DEFINITION 1»3,- £-' 0 ^ désigne le sous-espace de £(&,SO formé des applica-
tions (ui,Ug) telles que u. soit de rang fini ( i = l , 2 ) ; muni de la topolo-
•"~—"—~ — Q
gie induite par «^;(£,^)» nous le noterons &' 0 y, muni de la topologie induite

par (E; (g). Fi) x (ES* 0j_ Fg) [resp.(Ei' 0^ Fi ) x (Eg' 0^ Fg)], nous le noterons
&' 0. ^ (resp. &' 0 3Q .

REMARQUE 1.1.- L'espace £(E ,F ) s'identifie de façon naturelle à un sous-espace
de .£(6,SO. On pourra alors parler de l'espace (E )' 0 F comme du sous-espace
de £(&,90 des applications de rang fini de E. dans F (i = 1,2).

D'après une remarque de Schapira ([3^])» on voit facilement que si E est dense
dans E. (i = 1,2), &' 0 ^ s'identifie à l'espace (E0) ' 0 F^3) •

On notera par E* l'espace J'v(£,C) et par E* le sous-espace de (E/.) ' des
applications qui sont la somme d'un élément de E]* et d'un élément de E^ muni de
la topologie localement convexe la plus fine rendant continues les applications na-
turelles de EI' et de E^ dans E ... On définit de façon analogue les espaces
E'© p. = £,g(e,C) et E'(g . , = (Ei) '^+ (Eg ) 'g que nous noterons encore (E*^)0

et (E^)0.

Exemples de couples d'interpolation,-
1) Couple d'espaces de distributions. Conformément aux notations de [40] et

[36] nous appellerons espace de distributions sur IR , un espace vectoriel topolo-
gique A tel que A C ^ > » ^ l'injection étant continue : nous supposerons dans la
suite que les espaces de distributions considérés sont localement convexes séparés,

Soient Ei et Eg deux espaces de distributions sur (R , si nous plongeons
(Ei.Eg) dans 3> ', nous obtenons un couple d'interpolation dit "couple (Ei,Eg)

d'espaces de distributions sur R11",
2) Si on considère deux espaces vectoriels Ei, Eig de suites multiples d'or-

dre p de nombres complexes munis de topologies localement convexes plus fines que
celle de C (c'est-à-dire que chaque composante d'un élément de E. dépend con-

«J
tinuellement de cet élément), nous parlerons du couple d'espaces de suites multi-
ples d'ordre p, (E^.Eg), en plongeant (Ei,Eg) de façon naturelle dans C" •

3) Etant donnés deux espaces localement convexes EL et Eg et une injection

o
(-) En effet une application de rang fini de E. dans F. (i = 1,2) est de

rang fini de E° dans FÏÏ, elle est continue de1 E. dans1 F. 9 son image est de
rang fini donc fermée dans F. , elle envoie donc continuement1 E. dans
Fiï (i = 1,2). z z
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continue i de Ei dans Eg, on leur associe le couple d'interpolation formé du
couple d'espaces (Ei ,Eg ) plongé dans Eg. Les espaces ̂  et E0 sont alors
identifiés par Ji = i, jg = Identité de Eg, respectivement à Eg et Ei.

4) Couple dual. Soit & un couple d'interpolation tel que E0 soit dense
dans EI et Eg. Les applications naturelles de Ei1 et Eg* dans (EFl) ' sont
alors injectives. On pourra parler du couple d'interpolation e' en plongeant
(Bi'ïEj) dans (E0)^ , ce couple sera dit couple dual de &. On définira de façon
analogue les couples e@ en plongeant ( ( E ^ ) g , (Eg )ç ) dans (E0)^ , <5. dési-
gnant un ensemble de parties bornées de E. recouvrant2 E. (i=l,2).
Remarquons qu'alors les espaces ( E ' ) 0 et ( E ' ) U coïncident avec les espaces

E' et E'^, définis plus haut.

Supposons maintenant E0 dense dans E. (i=l,2), alors ( E ' ) 0 est dense dans
î̂ c (i=l»2)' En ef̂ et nous verrons plus loin (cf. proposition 1 . 1 . ) que ( E ' ) n

s'identifie algébriquement à (E^'. Les espaces ( E . ) ' et (E^ ' sont semi-ré-
flexifs, l'application naturelle de (E 1 1)' dans ( E . ) ' a donc pour transposée
l'application d'injection de Ê  dans E11, son image est donc dense dans ( E . ) '
(i=l,2). C.Q.F.D. 1 c

Propriétés des espaces E1"1 et E^.-
Notons quelques propriétés essentielles :

1) L'espace E est complet, si Ê  et Eg le sont comme sous-espace fermé de
EI x Eg, du type (^) si Ei et Eg le sont. Si Ei et Eg sont du type (y),
tout produit et tout sous-espace d'un espace du type ( Â ^ ) étant du même type,
E est encore un espace de Schwartz. Si Ê  et Eg sont du type (5>^), nous
verrons plus loin que E0 est encore un espace (^>^). Par contre E et Ê
étant du type (DF), EÏÏ peut ne pas être du type DF. Si Ê  et E sont nu-
cléaires E" est nucléaire comme sous-espace du produit de deux espaces nucléaires
( [ 4 ] ; ch.2 ; § 2 n° 2 ; t h . 9 ) .

Si Ê  et Eg sont deux espaces de Banach, nous munirons E1"1 de la norme :
| | x | | ^=Sup ( | | x | | ^ , | ! x | | ^ ) ,

c'est alors un espace de Banach.
2) L'espace E11 est nucléaire si Ei et Eg le sont comme quotient séparé d'un
espace nucléaire ([19] ; ch.2 ; § 2 n°2 ; t h . 9 ) , du type (3Q si Ei et Eg le
sont, du type (DF) si les Ê  (i=l,2) le sont comme isomorphe au quotient d'un
produit de deux espaces du type (DF) par un sous-espace fermé, du type (î/) si
les Ê  le sont comme quotient séparé d'un produit d'espaces du type (^ ) [18] ;
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Si E^ et Kg sont des espaces de Banach, nous munirons E' de la norme:

||x|| = inf ( ||xi IL + ||x,|| ) .
E X=Xi+Xg ^ "3

î
C'est alors un espace de Banach,

Nous allons maintenant relier les espaces (E11)* et E' d'une part, E* et
(E11)' d'autre part. On a la

PROPOSITION 1.1.-

S^ & est un couple d'interpolation, (E^)' s'identifie algébriquement et topo-
logiquement à (E')0, ^ (E0) ' ^ (E*)11. Dans le cas où Ei e^ Eg sont du
type (y^r) (resp <â^), ou encore si ce sont des espaces normes (E^)' est iso-
morphe à E^)H ^ (E0)^ s. (E^)1' •

Démonstration :

L'espace E1-1 est défini comme le quotient de l'espace Ei ® Eg par le sous-es-
pace A des (ei.êg) tels que ji (ei ) + jg(es) = 0, avec les notations du § 2,
Le dual faible de E11 s'identifie au polaire de A, pour la dualité
(EI © Eg, E^ x Es') "rani de la topologie induite par (E^ 0 Eg) ' = (Ei ) ' x (Eg) ' .
Dans le cas où Ei et E3g sont du type (9^) (resp (<^^)) ou encore dans le cas
des espaces normes, si on munit ce polaire de la topologie induite par
(EI)^ X Eg)^ et (E^) de la topologie de dual fort, cette identification respec-
te les topologies. L'ensemble A est formé des e = e^ ® êg tels que (e^, -êg)
soit dans E11, son polaire pour la dualité considérée est donc formé des couples
(e^, e^) de E^ y E^ tels que ê ' et e^ coïncident sur E0 , c'est-à-dire de
(E')n par définition, ce qu'il fallait démontrer.

On voit de même que l'espace (E0)* s'identifie au quotient des

(E^^^s^ x^s

par le polaire de E° pour la dualité (Ei x Kg, E^ ® Eg') , l'identification res-
pectant les topologies fortes dans le cas d'espaces (W), (<& S )̂ ou dans celui
d'espaces normes. Il suffit alors pour achever la démonstration de remarquer que
(E0)0 est défini comme l'ensemble des e* de Ê 1 © Eg tels que pour tout (e, ,e )
de E0 on ait :

< e^ e! ^EÎ.E,)"^ e. >(B^,E, ) = ° 9

et que ceci n'est autre que le noyau de l'application e' ® e* •-* e* + e' de
• • 0 A 3 1 S

E^ ® Eg dans (E1 )'. Le quotient de E '̂ @ Eg* par ce noyau définissant (E ' )U,
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on a le résultat cherché.

COROLLAIRE 1.- Soit &cg. ^ E^ ^ Eg sont du type (^), alors

(E^ .̂n
Démonstration :

D'après la proposition, on a (S,)' f E1 . La topologie de (E,,) ' est mani-u c alg o» H u c
festement plus fine que celle de la convergence uniforme sur les sommes de compacts

équilibrés convexes de E^ et Es qui est celle de E* . Elle est aussi moins

fine. En effet, l'espace Ei x Eg est du type (^). Il est bien connu que toute

partie compacte convexe équilibrée dans un espace quotient d'un espace E du type

(^) est contenue dans l'image canonique d'une partie compacte de E qu'on peut

supposer convexe équilibrée. C'est-à-dire que tout compact convexe équilibré de

E^ est contenu dans la somme de deux parties convexes équilibrées compactes de E.

et de Eg respectivement, c'est-à-dire la topologie de E* est plus fine que

celle de (E,j)\ C.Q.F.D.

REMARQUE 2.-

Supposons que E soit dense dans E^ et Eg. La topologie de (EU) * est la

topologie de la convergence uniforme sur tout borné de EU , celle de E'p , l'es-

pace E ^ étant identifié algébriquement à (E11) , est la topologie de la conver-

gence uniforme sur toute somme d'un borné de E^ et d'un borné de Eg. On a donc

( E U ) ' ^ E ^ (4)
on a de même :

E'u ^ (EÏÏ)'

Mais E0, étant dense dans E^ (i=l,2), est manifestement dense dans E11. On a
donc le

COROLLAIRE 2.- Soit & un couple d'interpolation. Si E0 est dense dans Ei et
Eg , on a :

(EU)' ^ E^ ^ E^ E^ ^ (EÏÏ)', (i=l,2).

Propriétés des espaces .^(fi,^)

Soient 6 et ^ deux couples d'interpolation, quand Q^ et ©g sont des par-

ties totales de E^ et Eg respectivement, .̂ (fi.̂ ) est séparé.

Si & et y sont des couples d'espaces de Banach, on peut munir £(&,y) de la

structure d'espace de Banach définie par la norme :

___________ M^) = ̂  ^11^(E,,F,)' IM.̂ ,F,)3 •

( ) On note A ^ B. A et B étant deux espaces topologiques si A c B et si
l'application d'injection est continue.
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Si EI et Eg sont du type (DF) , F̂  et Fg du type ( ^ ) , .^(E^ ,Fj_) est
du type ( y ) , donc aussi •£.( & , y ) . Si Ei et Eg sont des espaces de .Banach,
si Fj_ (i=l,2) est réunion d'une suite croissante de sous-espaces vectoriels
F̂  ( j = l , 2 , . . . ) , les F̂  étant du type ( ^ ) , la topologie de Fj_ étant moins
fine que celle de limite inductive des espaces F̂  , alors ([ 2 0 ] , ch.l, p . 1 6 , th.A)

£(E^) = ^ £(E^,F^) .
<J i

L'application naturelle de
^(Ei,Fî3) n ^(E^rf)

dans ^(&,^) est continue pour tout j et tout j ' , on en déduit que £ , ( f i , ^ )
a une topologie moins fine qu'une topologie d'espace ( . C y ) . Nous utiliserons cette
propriété à plusieurs reprises pour appliquer le théorème du graphe fermé de Gro-
thendieck ( [ 1 9 ] , ch.l, p . l ? , th.B).

Supposons que ̂  et ©g recouvrent respectivement Ê  et Eg que E. et Eg
ont la topologie de Mackey, alors si (E. )^ et F. (i=l,2) sont complets,
•^.(E^,F^) est complet ([40], Intr.IIl) et il en est de même en conséquence
de1 ^(&,y) .
Si & vérifie la propriété que Ê  est dense dans Ê  et Eg » on peut alors

considérer l'espace ^(&^). Il est séparé si les E. et F. le sont (i=l,2),
complet si les Ê  et F̂  sont complets ( [ 4 0 ] ) . Supposons maintenant E. et F.
complets (i=l,2), si Ê  et Eg possèdent la propriété d'approximation ([i ç l . c h . l
§ 5 , n ° l ) , en particulier s'ils sont nucléaires, £ ( ( E . ) ' , F . ) s'identifie à l'es-
pace Ê  ̂ F^ (cf. [ 3 ? ] ) ; on en déduit que si Ê  et F. sont du type ( 3 ? ) ,
Ê  nucléaires (i=l,2), ^(^^) est du type ( ^ ) . Si Ê  et F̂  sont des es-
paces nucléaires, £ ( & ' , y ) est nucléaire.£ C

Si Ê  et F̂  (i=l,2) sont des espaces de Banach, Ê  et î^ réflexifs,
(i= l , 2 ) , ^(^ï^) est l'espace des applications de &' dans ^ formé des cou-
ples (u i , U g ) tels que u. soit compacte de E* dans F. . Il est alors muni de
la norme induite par celle de ^(fi',^) . Nous le désignerons par : espace des ap-
plications compactes de &' dans ^, noté rCfi'.^)

Supposons maintenant Ê  nucléaire, tonnelé, complet, E* du type (^) et com-
plet (i=l,2). On a alors

On a par suite
E! = ^Wc et ^ = î): •

î^^ = £s(((Ei^):.Ei) •

Si Ê  possède la propriété d'approximation de Grothendieck ( c f . [ 1 9 ] , ch.l, §5,n°l),
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(E^)^ possède cette même propriété. En effet supposons ±v adhérent à E.' ® E.
dans -^(S^^) • La transposition u •-» u définit un isomorphisme algébrique et
topologique de J^(E^E^) sur ^((Siîc»^)^) > puisque E. possède la topolo-
gie y ( ) • Cette application u »-* "^u applique E? ® E. sur E. (g) EÎ et ig.
sur IE.' • L'espace ( E _ ) ' possède donc la propriété d'approximation. On en déduit
que

^(E^) = (E^ ̂  ̂  = E[ ̂  ̂  .

Puisque E. est supposé nucléaire et EÎ du type (i^), E. à E. est du type (î^)
( [ 1 9 ] » ch.2, § 3, n ° 2 ) , et par suite (E^ ê̂  Ê  ) x (Eg* ̂  Eg ) est du même type,
donc aussi son sous-espace £ ( & , & ) .
Catégorie des couples d'interpolation.
En ce qui concerne l'utilisation des catégories, nous nous limiterons à quelques

définitions élémentaires de cette théorie dans le seul but de simplifier la formu-
lation des propriétés dites "d'interpolation" que nous étudierons (cf. [ 1 6 ] ) .
Nous utiliserons la catégorie ^ des espaces localement convexes dont les morphis-

mes sont définis par les applications linéaires continues, la sous-catégorie ^t°
des espaces convexes normables complets, dits Banachisables. Par catégorie des es-
paces de Banaeh, nous entendrons celle dont les objets sont les espaces de Banach
et les morphismes les applications de norme inférieure a i .
Nous dirons qu'un espace localement convexe Ê  majore un espace localement con-

vexe Eg, si E - E- , c'est-à-dire selon des conventions déjà introduites si
Ŝ  ̂  E, et si l'application d'injection est continue. On définit alors de façon
évidente la notion de stricte majoration. On notera Ê  = Eg , s'il existe un iso-
morphisme vectoriel topologique de Ê  sur Eg , et on précisera Ê  - Eg
lorsqu'il s'agira d'un isomorphisme d'espaces vectoriels non nécessairement continu.
Etant donnés deux fondeurs

T : A ̂  T ' ( A ) et T' : A ̂  T ' ( A ) ,
définis sur une catégorie ^t à valeurs dans j^, nous dirons que T majore T'
et nous écrirons T' ̂  T , si pour tout A de" J^ T ' ( A ) ̂  T(A) et si l'applica-
tion cy»t de T'( A ) dans T(A) , définit une transformation naturelle du fonc-
teur T dans T ' , c'est-à-dire si pour tout u dans Hom(A.B) y A et B€*̂

( ) Suivant la notation de L. Sehwartz, la topologie y sur E. est celle
de ^c^ (cf. [40], ch.l)
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le diagramme suivant commute :

^A
T'(A) ____> T(A)

T'(u) 1 [ T(u)

T'(B) ____^ T(B) (6)

^B

Nous écrirons T=T', s'il existe une transformation naturelle a de T dans T',

telle que pour tout A de A, a,, définisse un isomorphisme de T'(A) sur T(A).

Si on considère JL comme sous-catégorie de celle des espaces vectoriels, et s'il

existe une transformation naturelle a dans cette dernière catégorie, a défi-

nissant pour tout A un isomorphisme (algébrique) de T'(A) sur T(A), nous pré-
ciserons T' = T .

alg
Nous allons maintenant définir la catégorie ^ des couples d'interpolation. Les

objets de cette catégorie seront les couples eux-mêmes. Si fi et î? sont deux

objets de cette catégorie, nous posons Hom(fi,90 = £(&,SO , un élément de £(fi,y)

est donc un morphisme. La composition de deux morphismes u et v sera le mor-

phisme v o u = (v^ o u, Vg o Ug) de £(fi,9) . Nous noterons i le morphisme
&

identité de fi dans fi dont on vérifie qu'il est égal à (i- , i- ) .

Nous aurons à considérer diverses autres catégories :

1) La sous-catégorie JS° de ^ des couples fi tels que E^ est dense

dans E. (i=l,2).

2) La sous-catégorie (B° de ^ dont les objets sont les couples de fi tels que

\ et Ejg soient Banachisables, avec Hom(fi,y) = £(fi,90 si fi et ^ sont deux

objets de (B°.

3) La catégorie © des couples d'interpolation fi tels que E^ et K^ soient

des espaces de Banach, où Hom(fi.y) est l'ensemble des applications bornées de fi

dans y dont la norme dans JL(fi,y) est inférieure à 1.

Notons deux propositions relatives à la composition des morphismes de la catégo-

rie ^, on a la :

PROPOSITION 1.2.- Soient fi,y,8 trois couples de ^, ^ u€£(fi,g) ^ vç£(g,y),

l'application u <-* v o u est continue de .E,g(fi»s) dans .̂ (fi.̂ ) quel que

soit ®. Si u(6) c: ̂  , l'application v >-* v o u est continue de ^ (9»^)

dans .̂ (fi,y) .

( ) On notera T(u) ou T.u , l'image de u par le fondeur T .
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COROLLAIRE.- Soient t ^ ^ deux couples de j^°, Û un couple de ^. Si toute
partie convexe équilibrée compacte de ( F . ) ' (i=l,2) est équicontinue (en parti-
culier si les E. sent tonnelés), l'application v »-* v o u est continue de
^(^,9) âans. ^(^,9) •
La proposition est évidente.-Pour démontrer le corollaire, il suffit de se rappe-

ler que l'espace S, ( ( E . ) ' , ( F . ) ' ) peut être considéré comme l'espace des appli-
cations linéaires faiblement continues de E.' dans (F^)^ qui transforment toute
partie équicontinue de ( E . ) ' en une partie relativement compacte de ( F _ ) ' ^ donc
en une partie équicontinue de F. ? ^ d'après l'hypothèse. On applique alors la pro-
position et on obtient le corollaire.
Fondeur d'interpolation.
Notons si uç£(ï,fi) par û sa restriction élément de ^(X^E0) et u son

prolongement élément de £(XU,EU) . On a deux fondeurs naturellement définis, le
fondeur

avec, n.u = u,, si u€£(ï,&), et le fondeur

n : e - E° ,
et le fonde

U î & *•" E11 ,

avec, ju = u , si u€^(ï,&)
le fondeur U majore le fondeur Fl de façon naturelle. On donne alors la défini-
tion suivante :
DÉFINITION 1.4.- Un fondeur covariant T : &-* T(&) ^e, ̂  dans Ĵ  sera dit
d'interpolation si ^ ̂  T ̂  U .
Si nous nous reportons à nos définitions, ceci signifie qu'à tout couple &

de ̂  , on associe un espace localement convexe T(&) tel que
IQ) Ê  ̂  T(&) ̂  E11
2°) Identifiant T(&) à un sous-espace de E11 et Ê  à un sous-espace de

T(fi) , la restriction de u à T(&) est l'application T(u) de T(&) dans
1(9 ) et celle de T(u) à E° coïncide avec pu .
Précisons encore quelques notions. Soient & et î? deux couples de ̂ , A et

B deux espaces localement convexes, © un couple d'ensembles de parties bornées
de EI et Eg ,
DÉFINITION 1.5.- On dira que ( A , B ) possède la propriété d'interpolation par rap-
port à (&,^) ^ :

1 ° ) 1) E° ̂  A ̂  EU
2) F0 ̂  B ̂  F̂
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2°) Le prolongement à EU d'une application u de £(&,^) définit par restric-
tion à A un élément de .C(A.B) . '•

REMARQUE 1.3.-

Si, à tout couple £ de '€ , on associe un espace localement convexe T(£) tel

que E0 ^ T(fi) ^ EU , pour vérifier qu'on a ainsi défini un fondeur d'interpola-

tion il suffira de vérifier que si £ et ^c^ , le couple (T(£),T(y)) possède la

propriété d'interpolation par rapport à (fi,^) .

DEFINITION 1.6.- On dira que A est un espace intermédiaire pour £ ^ (A,A)

possède la propriété d'interpolation par rapport à (&,&)

DEFINITION 1.7.- (A,B) possède la propriété de înterpolation par rapport

S. (^ï^) s'il possède la propriété d'interpolation et si l'application naturelle
de ^(fi,^) dans ^(A,B) est continue.

DEFINITION 1.8.- A .est un 6-espace intermédiaire pour &, si c'est un espace

intermédiaire tel que l'application naturelle de ^(&,&) dans £ (A,A) est con-
tinue .

On définit de façon analogue un fondeur d'interpolation de la catégorie des

couples d'espaces de Banach à valeurs dans la catégorie des espaces de Banach,

c'est-à-dire un fondeur T de © dans ^ tel que :

n ^ T ^ u .
On peut encore, avec des définitions évidentes, introduire des fondeurs d'in-

terpolation de la catégorie ^° des couples d'espaces Banachisables dans celle
des espaces Banachisables ^°.

On distingue alors les fondeurs d'interpolation de ®° dans ^° qui se prolon-

gent en des fondeurs d'interpolation de ^ dans ^ . Citons par exemple la "mé-

thode d'interpolation holomorphe qui définit un tel fondeur.

REMARQUE.-

Si on construit un fondeur d'interpolation T de (B° dans ^° et si, en outre»

à tout couple & de © on fait correspondre une norme sur T(&) définissant la

topologie de T(&), on aura défini ce qu'on appalle maintenant de façon classique

une "méthode d'interpolation" pour les espaces de Banach. (cf. A.P. Calderon [4] ;

J. Lions [24], [25] ; S.G. Krein [23] ; G. Foias [13] ; J. Peetre [33] ; Qagliar-
do [15]).

Nous allons donner maintenant quelques constructions très générales de fondeurs
d'interpolation.



21

§ 3. Définition d'un fondeur d'interpolation.
'̂ '̂̂ ^^^ '̂'̂ ^ '̂̂ ^^^^^^ '̂̂ ^^^ t̂̂ 'rf̂ '̂krf̂ ^ .̂̂ ^^^^sr̂ '̂̂ rs^^ '̂t̂ r̂s^^^A^^

Considérons deux couples d'interpolation 3£ et 4 et un fondeur T de la caté-
gorie ^ dans ^ . et supposons que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) XU ^ YU

(2) ^' (g) ^ T ^ ̂  ,

où ''̂  ' 0 et £ désignent respectivement les fondeurs & «-» ^ ' (g). £ et
&»-4 £ (36,fi), avecs

Cy <g) )(u) = i (g)u
«y

(^)(u) = (v- v o ,ju) si uç£(&,30, ^ç^ .

Alors à tout vecteur a de X^, nous allons associer un fondeur d'interpolation,
noté T , de la façon suivante :

Soit &ç^, notons j l'application naturelle de T(&) dans £ (ï,&) . L'es-"— c- s
pace T(e,) s'identifie par l'application j à un sous-espace vectoriel de
.CCX^E11) ; c'est-à-dire que si u est un élément de T(fi) il définit de façon
unique une application u de £(X^,E^) .

On désigne alors par T(a;fi) l'espace image de T(&) par l'application
J p s u i-» ,,u(a) ^ T(&) dans EU ^ espace que l'on munit de la topologie quo-
tient de T(&) par le noyau de l'application J Si Jçj^ et u€.£(&,^) on'—''—"—"^—"— a.c' *
désigne par T .u la restriction de . ,u à T(a;fi) , On a alors la :

PROPOSITION 1.3.- & » - » T ( a ; & ) définit un fondeur d'interpolation.

Démonstration :

Soit &çj[ .

1) T(a;&) ^ E^ puisque l'application J est continue comme composée des^ a y c'
applications j et u »-* u(a) de £ (XM,EU) dans EU& s •
2) Tsf^ ^ T(a;g,) 9 car en effet, soit e un vecteur de E*^ 9 a' un vecteur de
(Y11)' ST Y'n 9 tel que a'(a) = 1 (un tel choix est possible, puisque Y11 est sé-a-Lg 1 1
paré). Posons

u = (|̂  0 e, |1 ® e)

l'application u définit un élément de u de T(&) et d'après l'hypothèse (2),

,ju(a) = e. L'application e •-» u est continue de E^ dans •> ' ®. & ^ e *-» u est
continue de E dans T(&), e »-* ,,u(a) est alors continue de E° dans T(a;&)

3) Soit ^ un deuxième couple de ^ , nous devons montrer que (T(a;&), T(a;^))
possède la propriété d'interpolation pour (&,^) • Soit donc v un élément de
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•£(fi,y), T.v applique continuement T(&) dans T(^) et on vérifie aisément
qu'elle envoie le noyau de l'application J y dans le noyau de J <y, c'est-à
dire que l'application

^ /^^^(T.vKu)]CL yO CL ̂ "

est continue de T(a;&) dans T(a;y) . Cette application n'est autre que la res-
triction à T(a;&) de l'application x »-» v(x) de E0 dans FU , ce qui signifie
que (T(a;&),T(a;y)) possède la propriété d'interpolation par rapport à (&,y) .

REMARQUE 1.4.-

Dans le cas particulier où ï est un couple de S°, nous avons vu que ï' (g) fi
s'identifiait algébriquement à XÂ <2> E*̂  . L'application e »-* a' <g> e y pour tout
a'çX' 9 est continue de E^ dans X' (g). E^ qui a manifestement une topologie plus
fine que celle de ï' (g). & . Il suffit pour effectuer la construction précédente de
supposer que :

(&•-* X^ (g>. &) ^ T ^

REMARQUE 1.5.-

Si 3E est un couple d'interpolation de © (resp. de (B°) nous pouvons limiter
la construction précédente à des couples t de © (resp. CB°). Alors pour © = b,
si le fondeur T opère de ® dans ïft (resp. de ®° dans c^°), l'espace
T(a;&) est un espace de Banach (resp. Banachisable) lorsqu'on le monit de la nor-
me quotient de T(&) par le noyau de J . C'est-à-dire qu'on définit une métho-a,c'
de d'interpolation pour les couples d'interpolation d'espaces de Banach (resp. Bana-
chisables) en construisant un fondeur de la catégorie © dans ^ (resp. de (B°
dans <^°) tel que ;

(&- V ^ &) ^ T ^ (&- ^(XU,EU)) .

REMARQUE 1.5'.-

Nous avons imposé ici la condition que l'application naturelle j de T(&)&
dans i (ï»6-) était injedive pour tout & de '€ , On se convaincra aiséments *""*
qu'elle n'est nullement nécessaire (nous en verrons plus loin un exemple) mais
permet de simplifier le schéma que nous avons décrit.

Nous allons maintenant voir rapidement que la plupart des méthodes d'interpola-
tion utilisées en analyse sont du type que nous venons d'analyser. On peut citer
en exemple les théories suivantes :

'I) Méthode des moyennes (cf. [24])

Soient p^ et pg deux nombres finis, supérieurs à 1, un couple (Ç^Çg) de
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p-
nombres réels tels que Ç^ Çg < 0. On désigne par A (i=l,2) l'espace des sui-

tes (u ) „ de puissance p81116 sommable,n nçA i

Soit X. (i=l,2) l'espace des suites (u ) telles que

(^e-^1))^, où ^ + ^ - = 1 . 1=1.2,

muni de la norme naturelle. On note ï le couple d'espaces de suites (X-,Xg) .

Pour tout couple d'interpolation & d'espaces de Banach, on définit T(&) comme

l'ensemble des suites à valeurs dans E *̂ telles que

U l̂çA^ (E,) , U^-^ç^ (^) .

muni de la norme évidente,

Si on pose ^= (T((C))', on a :

^' ̂  & ^ T(e) < .^(ï,fi) ^ ^(X^,EU) (7).

La suite (u ) définie par u =1, pour tout nç2 définit un élément de X^* .

En posant a=(u ) , il vient, avec les notations de J.L, Lions :

T(a;£) = s(ç,,p,,E,;ç3,p3,î;3) = S(^,p,,E,;^,p3,Eg) .

II) Méthode holomorphe (cf. [4], [23], [24])

Notons Q l'ouvert du plan complexe des z défini par 0 < Re(z) < 1, par

H(0) l'espace des fonctions holomorphes sur Q , muni de'^la topologie de la conver-

gence uniforme sur les parties compactes de Q ,

Posons ï = (H(Q)) et ^= (H (0))' .Q r c

Notons H (Q) l'espace des fonctions de H(0) , continues et bornées sur la
frontière p de Q .

Si 6-€(B 9 on désigne par T(fi) l'espace des fonctions de HCOîE^) continues

bornées à valeurs dans E, sur la droite ÇRe z = 0} , continues bornées à valeurs

dans Eg sur la droite {Re z = 1} » muni de la norme

Hfll^) = Sup (||f(it)|i ; ||f(l+it)|| ) .
L (R;E,) L (iRsEg)

(7) On a en effet T((C) ̂  E0 ^ T(&) , et ((T(C))^)' ^ T((C)
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qui en fait un espace de Banach,
On pose alors :

H^(Q) = T((C) ,

et on a :

T((C) ̂  E0 ^ T(e) ^ TCE0) ^ H^E0) = .^(H'CO.E0) ,

les propriétés fonctorielles étant respectées ; car en effet si A est un espace
de Banach

T(A) ̂  H(Q;A)
en vertu du théorème des trois droites,
On désigne alors par a la fonctionnelle analytique représentée par la masse de

Dirac au point z = 6 , 0 < 6 < 1 , et on a alors
T(a;fi) = [e;Ei,E^ .

III) On peut construire une méthode analogue en considérant comme ouvert Ci la
couronne du plan complexe des z définie par :

0 < X < | z | < 1 ,
\ nombre réel positif donné, et en prenant des conditions au bord dans L2 au
lieu de les prendre dans un espace des fonctions continues et bornées.
En désignant par H,g(Q) l'espace des fonctions holomorphes dans 0 ayant des

valeurs dans L2 à la frontière, on pose y = H-gÇQ) , On désigne par T(6)
l'espace des fonctions holomorphes dans 0 à valeurs dans Ê -* qui pour | z | = 1
sont dans I^CE^) et pour | z | = \ dans I^CEg) ^ muni de la norme projective
de I^CE^) et L^Eg) . Si A est un espace de Banach, on a :

T(A) ̂  H(Q;A) ,
en vertu d'un théorème analogue au théorème des trois cercles» Posons ï = H'(Q)
il vient alors

T(Œ) ̂  E° ̂  T(Ç) ̂  TÇE^ ̂  HCOsE11) = ^(H'(n),E 1 1) ,

les propriétés fonctorielles étant respectées,
On peut encore choisir a = ô 9 où Zç est un point de 0 .

^o

IV) Méthode des traces (cf. [24])
Si p^ et pg sont deux nombres s 1, ô  et a? deux nombres tels que

0 < - + ĉ  < 1 et 0 < - + Q g < l . On désigne par T(fi) , 6ç® , l'espace, noté
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par J.L. Lions W(p^,o^ ,E^;pg.Œg,Eg ), des classes de fonctions t *-* u(t) telles
que :

t^cL^O,"^)

^ cë^0^)
muni de la nonne projective des espaces L^CO,»^) et L^ÇO.o^E ) .

On montre alors que

T((C) 0 E° ^ WCp^Q^E^p^Q^) = TCE^ ^ ^[O.œCîE^ (8) .

les propriétés fonctionnelles étant respectées. Il existe donc une transformation
naturelle j (définie par l'application trace u •-» u(0) de T(&) dans

^([O»!];^)) 9 transformation non injective (cf. remarque 1.5').

Mais, E11 étant complet, on a

^([0,1]^) =^([0,1] &^ = ^((^[O,!])^) .

En posant X = %[0,1])'

^'= T(C) .

et en choisissant pour a la distribution de Dirac à l'origine, on a alors avec
les notations de J.L. Lions :

T(a;£) = T(p,,^,E,;p3,Œ3,Eg) .

REMARQUE.-

Dans tous les cas que nous venons d'énumérer en nous restreignant à des couples
d'espaces de Banach, on peut étendre la méthode à des espaces du type (^), mais
les propriétés c^es espaces T(é) si on maintient ces définitions d'espaces de

fonctions à valeurs dans E^ deviennent mauvaises dès qu'on sort de ce cadre, sur-
tout si on ne considère pas des espaces complets,

Regardons par exemple comment, en modifiant la définition III et en s'inspirant
de la méthode de définition des distributions à valeurs vectorielles donnée ^ar
L. Schwartz, [40], on peut donner une définition valable pour tous les coup4es
de ^ .

Soient H et H les espaces de fonctions définies respectivement sur les
1 2

ensembles du plan complexe des z, X < | z | ^ l et X ^ | z | < l , holomorphes dans
l'ouvert Q = [z;\ < |z| < l}, et respectivement dans

Q

( ) ^([O^^E1-1) espace des fonctions continues sur [0,»[, à valeurs dans E^ .
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
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^(l^l) et ^(Izl^)

et munis des topologies limites projedives respectivement de H(Ci) et L 2 /1 i . . \

et de H(0) et I2^!^.

On pose alors pour tout couple fi de ^ :

T(&) = H^e E,) n (H^E E^) = ^((H^)^E,) n ^((H^)^Eg) .

On a alors :

T(e) ^ .^(H'(n).E^) n ^(H'(n),Eg) ^ ^(^(o)^) .

On vérifie aussitôt que :

H(C) ®. E ^ H(C) ® E0 ^ £ (H'CC^E0) à T(fi) .

Les propriétés fonctorielles sont toutes respectées, et on peut encore définir

T(a;£) en choisissant pour a la distribution de Dirac en un point Zç, de 0 .

Si nous posons ï = ( H ,H ; H ( Q ) ) , Ï€^°, on est ramené à l'étude du cas géné-
îi Fg

rai où le fondeur T est de la forme

e ^ ^(^,e) ,

ce qui justifie déjà l'étude que nous allons entreprendre des fondeurs d'interpo-

lation construits à partir de tels fondeurs,

S 4« Généralisation de la précédente définition,

Reprenons la construction décrite au précédent paragraphe. Au lieu de considérer

l'image par les applications de T(6) d'un vecteur de X^ 9 on peut considérer le

sous-espace vectoriel de E^ engendré par l'image d'une partie ou ce qui revient

au même ici, d'un sous-espace vectoriel de X- • Nous allons voir que, pour une

topologie convenable, on obtient encore un fondeur d'interpolation,

Montrons d'abord qu'à partir d'une famille de fondeurs d'interpolation, on peut

définir un fondeur "limite indudive" de cette famille qui est encore d'interpola-

tion, Soient donc un ensemble 1 et une famille T., ici, de fondeurs d'interpo-

lation. A tout couple 6. de ^, associons le sous-espace de E^ formé des sommes

finies d'éléments de T. (fi), ici. Nous le noterons T^fi) ou encore S T.(&) ,
1 i€l z

et nous le munirons de la topologie localement convexe la plus fine rendant conti-

nues les applications canoniques de T.(6) dans T (&) , topologie séparée, car

pour chaque i l'application naturelle de T. (&) dans E^ est continue^ Alors

on a le
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LEMME.- fi »-» T^fi) définit un fondeur d'interpolation.

Démonstration :

Chaque fondeur T. étant un fondeur d'interpolation, on a pour tout £ de ^:

E0 ^ T.(e) ^ E11

donc encore en passant à la limite inductive des injections écrites ci-dessus

E° ^ T^G) ^ E0 .

Soit y un autre couple de ^, (T (£),T (^)) possède la propriété d'interpo-
lation par rapport à (6,^) • En effet prenons u dans £(&,?) , son prolongement
à E^ applique continuement T. (£) dans T.C^) pour tout i de I, donc aussi
la limite inductive des espaces T. (&) dans la limite inductive des espaces
T. W ce que nous voulions démontrer.

Soit T un fondeur du type décrit dans le paragraphe 3» nous nous limiterons
ici au cas où 36 = % . Si A est un sous-espace vectoriel de X^ , nous pouvons
appliquer le procédé décrit ci-dessus, en prenant A comme ensemble d'indices, et
les fondeurs T. devenant les fondeurs T : 6 »-4 T(a,&). Notons T(A;fi) le
sous-espace vectoriel de E^ engendré par les vecteurs u(a), où U€T(£.) et açA,
le lemme précédent conduit alors à la :

PROPOSITION 1.4.-
& »-* T(A;fi) définit un fondeur d'interpolation.

§ 5. Définition et propriétés générales des espaces Ite(a;36,£) .

Soit ï un couple d'interpolation de ^ . Nous nous proposons d'étudier la cons-
truction du paragraphe 3 quand on choisit pour fondeur T 9 le fondeur

£ ̂  ^(ï,e) ,

® étant fixé. Ce choix est naturel dans la mesure où on désire obtenir une étude
générale du problème d'interpolation à partir de la donnée de ï •Soit açX^ 9 nous
noterons Iç(a;ï,6) l'espace T(a;fi) correspondant à ce fondeur. C'est l'espace
des vecteurs b à^ E^* qui peuvent s'écrire sous la forme b = u(a) ^ oà,
uç£(ï,fi) , muni de la topologie quotient de celle de .Ls(ï,6) par le noyau de
1 ' application u 1-* u(a) Nous noterons Ly c- l® fondeur & ^ Ite(a;ï,fi) .

Des propriétés générales des espaces ^(ï.fi) (cf. § 2),on déduit les propriétés
suivantes des espaces Lg(a;ï,fi), quand on fait varier à la fois ï, G et fi :

1) Nous avons déjà vu que l'espace L,(a;ï,fi) peut être muni d'une structure d'es-
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pace de Banach (définie par la nonne quotient de £,(ï,£)) quand ï et £ sont
dans © (cf. § 2). L'espace L (a;ï',fi) , si on suppose que 36 est dans <éo et
dans ®, peut être muni de la norme quotient de celle de £ (3E',fi) . C'est encore
un espace de Banach, Si on suppose X^ et Xg réflexifs, l'espace L (a;3E',fi)

£ C
est l'image de l'application u ^ u(a) quand u décrit l'espace des applications
compactes de X.' dans E. (i=l,2). Ces espaces ont été utilisés dans [12],(7).

2) Si ï est dans ^°, L (a;î',&) est séparé puisque X. et E. le sont
(i=l,2). Si X. et E. sont du type (3Q, E. nucléaires (i=l,2), L (a;ï',&)
est du type (^). Si X. et E. sont complets nucléaires, L (a;ï',6) est nu-
cléaire.

3) Soit ï€jg0. Notons encore que si X^ et Xg sont du type (î/) quasi-complets,
tonnelés, (X. ) ' est isomorphe à (X. )' (i=l,2). Les espaces L (a;36',6) et
L.(a ;X' , f i ) sont alors isomorphes «

4) Supposons E^ et Eg nucléaires tonnelés complets, E '̂ et Eg' du type (8')
et complets, alors L (a;£,fi) est du type W)•

Variation des espaces Le(a;3£,£) avec a •

Soient ï un couple de ^ , a un vecteur de X^. • Nous allons tout d'abord

faire varier le vecteur a, nous étudierons plus loin la variation de ]^g(a;ï,£.)

avec ï et a •

Nous supposerons dans ce paragraphe que © est stable par les applications de
£(ï,ï).. On a alors la

PROPOSITION 1.5.-

JS3_ a'çL^(a;î,ï) pour tout couple g de ^

I^(a'5ï,e) ^Iç(a;ï,6) .

La démonstration est évidente. Il suffit d'écrire a' sous la forme a' = u(a) ,
ou u€£(ï,X) et de noter que l'application v -+ v o u est continue de £p;(ï,&)
dans ^(ï,fi) (cf. proposition 1.2). On en déduit les :

(^) Si on veut retrouver les espaces utilisés dans [12] en supprimant l'hypothèse
de réflexivité de X^ et de X^ , il faut supposer que 36 et X' sont dans
^°, (î€(B) , et considérer l'espace L (a;^,£) ou y = ï' .

On sait en effet que £ ((X.)",E.) = r(X^,E^) (espace des applications compactes

de X. dans E.) . On a de même £ ((X0)"^) = r^X^E^) . On voit facilement en

utilisant le corollaire 1 de la proposition 1.1 que (X0)" = Y' . Il en résulte
que r(ï,e) = ^(y)-. ° ^
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COROLLAIRE 1.- S^ a'cL (a;36,ï) :

L^a»;ï,e) ^ L (a;ï,£) , (10)

pour tout g de ^ .

COROLLAIRE 2.- Soit 36 un couple de ^°, X^ ^ Xg étant supposés tonnelés.

alors si a'çL (a;36',ï') :~~~———"——" £ c e

L^a';^,0 ^(a;^,&) ,

pour tout couple g. de ^ .

En écrivant a sous la forme iy(a) y on obtient le

COROLLAIRE 3.- Pour qu'un vecteur b ^ ^ soit dans Ite(a;ï,ï) il faut et il

suffit que pour tout couple de fi :

I^(b;ï,&) ̂  Iç(a;ï,£) .
On a encore les

COROLLAIRE 4.- Pour que Ite(b;3£,ï) ^ Ite(a;î,36) ^ il faut et il suffit que l'équa-

tion b = u(a) admette au moins une solution u dans ,C(ï,ï) .

COROLLAIRE 5.- Soit A un espace intermédiaire pour un couple d'interpolation ^,

Pour qu'il n'existe pas de sous-espace de A distinct de A et de 'E? , qui soit

un espace intermédiaire pour fi, il faut et il suffit que pour tout couple

(a,b)çA x A, (a,b)^ x EÏÏ ,

on ait l'égalité

Lg(a;&,£) ^ L^b;£,&) .

REMARQUE 1.6.-

Si e est dans X 1 1 , on a : Ife(e;ï,ï) = X" • En effet nous savons déjà que

X0 ^ Iç(e;ï,ï) , mais si u est dans £(ï,ï) ^ par définition u(a) est dans X0

pour tout a de X 1 1 , donc L(e;ï,ï) c X 1 1 . L'isomorphisme vectoriel topologique

de I^(e;ï,ï) et de X*^ résultera alors de considérations générales qui seront

établies dans le prochain paragraphe,

On retrouve là le fait que lorsque 36 est un espace localement convexe la topo-

logie de I^(a;ï,3£) est indépendante des ensembles €?. (i=l,2). Nous verrons dans

le prochain chapitre qu'en général, si Iç(a;3E,3E) est distinc'fe de X^ et de X^ ,

sa topologie varie avec 6 ,

( ) D'après nos définitions \> = b, c ou s (cf. § 1)
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§ 6. Espaces intermédiaires.

Nous allons voir que tout espace intermédiaire (cf. définition 1.6) pour un cou-
ple fi peut être obtenu au moins algébriquement à l'aide d'un fondeur d'interpo-
lation, et topologiquement quand fi est un couple d'espaces de Banach et que l'es-
pace intermédiaire est Banachisable.

Soit donc fi un couple d'interpolation, A un sous-espace vectoriel de E11

Nous allons appliquer le procédé décrit au § 4, en prenant A pour ensemble d'in-
dices et pour fondeurs T les fondeursa

^a s y " I^^) .

Nous noterons I^(A;fi,30 l'espace Z I^(a;fi,30 . De la proposition 1.4 on dé-
duit alors la a€A

PROPOSITION 1.6.-

y •-4 Iç(A;fi,y) définit un fondeur d'interpolation.

Nous nous proposons de démontrer le

THEOREME 1,1.- Soit A un espace intermédiaire pour le couple d'interpolation fi

alors Iç(A;fi,fi) - A. La topologie de Iç(A;fi,fi) est la plus fine parmi les topo-

logies d'espaces vectoriels localement convexes pour lesquelles A est un ©-espace
intermédiaire.

Démonstration :

Démontrons tout d'abord l'égalité algébrique des espaces A et Le/A;fi,fi) . Pour
tout a dans E11 , a est un vecteur de Itea;fi,fi) , c'est-à.-dire que A est un
sous-espace vectoriel de I^Aîfi.fi) . Pour montrer l'inclusion inverse, il suffit
d'établir le

LEMME.- Soient ï ^ fi deux couples de g , (Y,A) un couple de deux espaces lo-
calement convexes possédant la propriété de ©-interpolation (resp. d'interpolation)
par rapport à (ï.fi) , alors :

Iç(Y;ï,fi) ^ A (resp. I^(ï;ï,fi) ^ A) .

Démonstration :

L'espace 1^(1,36,36) est défini comme limite inductive des espaces Ite(a;ï,fi)
quand a parcourt Y . Il suffit de montrer que pour tout a de Y on a :

Iç(a;ï,fi) ^ Y (resp. I^(a;3E,fi) £ A) .

Par hypothèse (Y,A) possède la propriété de ©^interpolation (resp. d'interpola-
tion) par rapport à (36, fi) , c'est-à-dire que .E.c(36,fi) s'envoie canoniquement dans
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£g(Y,A) et continuement dans le premier cas. Cette application de .(^(ï,£) dans
£ (Y,A) envoie l'ensemble des éléments de £(ï,fi) qui s'annulent au point a
dans l'ensemble des éléments de £(ï,A) qui s'annulent en ce même point, ou en-
core, par passage au quotient, envoie (continuement dans le premier cas) Ite(a;ï,fi)
dans A , ce qu'il fallait démontrer.
Pour achever la démonstration du théorème, il suffit de montrer que LK(A;6,6)

•est un G-espace intermédiaire, c'est-à-dire que l'application de £p.(fi,&) dans
S, (lte(A;fi,fi), Ite(A;e,fi)) est continue.
Il suffit donc de montrer que pour tout açLp/A^.fi) , l'application u »-• u(a)

est continue de .^(fi,6) dans I^A;^,^) . Cette application est continue de
jç(fi,e) dans Iç(a;fi,fi) par définition même, mais

i^(a;&,e) ̂  i^(A;&,e) ,
ce qui achève la démonstration.

ÎŒMARQUE 1.7.-
Cette condition de continuité de .Ec(fi,fi) dans £ (A,A) lorsque A est un es-

pace intermédiaire pour 6 paraît a priori peu forte. Elle n'est cependant pas
toujours réalisée, nous en donnerons des exemples pour les couples d'espaces de
distributions. On peut cependant conclure dans d'autres cas usuels. Par exemple
on a :
COROLLAIRE 1.- Soit & un couple d'interpolation de ^ tel que Jç-(&,£) soit
ultrabomologique ( [ 2 0 ] ) . Q^ A est un espace intermédiaire pour fi tel que A
^ £ (A, A ) aient une topologie moins fine qu'une topologie d'espace ( £ y ) , alors
la topologie de A est moins fine que celle de Ite(A;fi,e) y et A est un espace
SLjntermédiaire pour £ . ( )
Démonstration :
1) Supposons que £ (A, A ) ait une topologie moins fine qu'une topologie d'espace
(j y ) . Pour aboutir aux conclusions du théorème il suffit d'après le théorème de
montrer que l'application canonique de . ( ' , ( £ , £ ) dans £ ( A , A ) est continue.

( ) D'après une note récente de M. L.Schwartz et A.Martineau (cf. comptes ren-
dus Ac. Se. Paris, t. 263, lç66, p. 602 et 870), on peut remplacer l'hypothèse sur
A (ou £^(A,A)) par : A (ou £ g ( A , A ) ) est K- analytique pour sa topologie
faible, ou encore : A (ou £ ^ ( A , A ) ) est muni d'une topologie moins fine qu'une
topologie accessible par une infinité transfinie dénombrable d'opérations de limi-
tes projectives dénombrables, limites inductives dénombrables à partir d'espacesdu type ( y ) .
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Je(6,fi) est supposé ultrabomologique, .Cg(A,A) a une topologie moins fine

qu'une topologie d'espace (j^), on peut appliquer le théorème déjà cité du gra-

phe fermé de A.Qrothendieck. L'injection sera continue si elle l'est pour une to-

pologie séparée sur £(A,A) moins fine que celle de £g(A,A) . Notons A l'espace

A muni de la topologie induite par celle de E^+ Eg. La topologie de £ (A,A)

est séparée moins fine que celle de £g(A,A) , l'application canonique de .£?.(£,£)

dans £g(A,A) est trivialement continue donc aussi celle de £c(&,£) dans
^(A,A) .

2) Supposons que A ait une topologie moins fine qu'une topologie d'espace (j^).
Le théorème du graphe fermé montre que la topologie de A est moins fine que celle
de I^(A,£,fi) . Alors A est un espace 6-intermédiaire pour le couple & . Il
suffit en effet de remarquer que l'application naturelle de £c(6,fi) dans £(A,A)
est continue quand on munit j'(A,A) de la topologie induite par celle de

^(l^(A;£,fi),A) ,

c'est-à-dire pour celle de £ (A,A) , c.q.f.d.s

On peut, si fi est un couple d'interpolation d'espaces de Banach et A du type
Banachisable, reprendre le raisonnement en l'appliquant à l'espace Banachisable
^(A,A) au lieu de j^(A,A) on obtient alors que L(A;&,&) = A et on voit de
plus que l'application canonique de J^(e,fi) dans J.(A,A) est continue, on a
donc le

COROLLAIRE 2.- Soit £ un couple d'interpolation d'espaces de Banach. Si A est
un espace intermédiaire pour & , du type Banachisable. L(A;£ ,&) = A; l'applica-
tion canonique de ^(fi,fi) dans ^(A,A) est continue.

COROLLAIRE 3.- Soient £ ^ ^ deux couples d'interpolation. E^ ^ Eg à^
.t̂ pe, (DF) , F^ ^ Fg du type W , X un espace de Banach. Y un espace li-

mite inductive d'une suite croissante de sous-espaces vectoriels Y. du type (y)
Si le couple (X,Y) a la propriété d'interpolation par rapport à f&^\ . alors

I^(X;£,y) ^ Y ,

et l'application canonique de ^(C,^) dans £.(X,Y) est continue.

Démonstration :

Notons tout d'abord que ^(6,^) est d'après les hypothèses, du type (^)

(cf. § 2). L'espace J^(X,Y) d'après un théorème de A.Grothehdieck([l9] ; th A,

introduction) s'identifie algébriquement à l'espace DI £(X,Yj_) . Il est clair que

la topologie limite inductive des espaces ^(X,Y^) définit sur £(X,Y) une to-

pologie plus fine que celle de £(X,Y) , c'est-à-dire que £.(X,Y) a une topolo-
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gie moins fine qu'une topologie d'espace (^) . On achève alors la démonstration
comme on l'a fait pour le corollaire 1 en appliquant le théorème du graphe fermé.
Nous allons maintenant pouvoir préciser comment varient les espaces Ite.(a;ï,£)

en fonction du couple ï et du vecteur a. Considérons un deuxième couple de
^, ^.et <5'^ (i=l,2), un ensemble de parties bornées de Y. recouvrant Y. , on
a alors la
PROPOSITION 1.7.-

Supposons que pour tout élément v ̂  £(^,ï), v(<5') c <5, alors si bçY11 ,
pour tout a à^ I^,(b;^,ï) on a ;

Iç(a;ï,£) ̂  I^,(b;y,&)

quel que soit & dans ^ .
Démonstration :
D'après le lemme du théorème 1 , 1 , il suffit de montrer que

(Iç.(b^,ï),lç.(b;^,&))

possède la propriété de 6-interpolation pour ( ï , & ) . On doit donc voir que toute
application de J^(ï,Ê.) se prolonge canoniquement en une application de

^(I^(b5^30,^.(b;^fi))

et que l'application ainsi définie est continue. Le premier point découle du fait
que y*-* I^,(b;^,y) est un fondeur d'interpolation, le deuxième du fait que
l'application u»-* u o v est continue de J^(ï,e) dans ^c,(y,&) (cf. proposi-
tion 1 . 2 ) .

COROLLAIRE.- La relation a€l(g,(b;^3£) ̂  bçl^(a;ï^) entraîne ;

I^(a;ï,£) = Iç,(b;^,e) ,

pour tout couple £ de V •

§ ?• N-uplets d'interpolation.

Tous les raisonnements que nous avons faits s'appliquent sans aucune modifica-
tion à des "n-uplets d'interpolation" 6 , c'est-à-dire à des ensembles de
n-espaces localement convexes plongés dans un espace localement convexe. On défi-
nirait de façon semblable les espaces Ê  , Ê  , des n-foncteurs d'interpolation,
des n-espaces intermédiaires, e t c . . .
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Problème :
On a vu que si A était un espace intermédiaire pour le couple & de ^ , la

plus fine des topologies localement convexes faisant de A un €5-espace intermé-
diaire était celle de I^g(A;£,6) 9 la moins fine est celle induite par la topolo-
gie de E*-' • On peut se poser le problème de déterminer les topologies sur A
moins fines que celle de Ite(A;&,&) et plus fines que celle induite par EU , pour
lesquelles A est un ç-espace intermédiaire.

Rectificatif F 91 ( p . ( l ) lignes 8 à 1 à partir du bas) :
Signalons que, dans le second cas particulier figurant dans [ 9 ] (Cf. p ( 1 ) , 2 ° ) a.
et b « ) , contrairement à notre affirmation, les hypothèses du théorème 1 ne sont pas
toujours réalisées et que la conclusion est malheureusement inexacte. Nous en ver-
rons plus loin un contre-exemple^ en choisissant pour couple d'interpolation le cou-
ple d'espaces de distributions ( • 5 ? ( R ) , ^ ' ( R , ) ) , et pour espace intermédiaire l'es-
pace fi(R) des fonctions indéfiniment dérivables sur la droite réelle (Cf. p. 132
note (48))
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CHAPITRE U

§ 1. Introduction.

Au chapitre précédent nous avons introduit la notion de fondeur d'interpolation.

Dans ce chapitre nous allons étudier un nouveau type de fondeur de î?° dans J?-

qui sera, contrairement au cas précédent, contravariant. Nous serons amenés alors

à introduire une méthode générale de construction de tels fondeurs en un certain

sens duale des méthodes précédentes,

Les définitions qui suivent vont préciser notre propos :

DEFINITION 2. P.- Nous désignerons par fondeur dual d'interpolation un fondeur

contravariant de la catégorie ^° dans É" minoré par le fondeur & h* E' et ma-

.tore par le fondeur fi •-» E' .

Ceci signifie qu'à tout couple d'interpolation 6 de ^° , on associe un espace

localement convexe T'(fi) tel que :

1) (E^)' ^E'^ T'(£) ^E '^ ^ (E^)'

2) Soit y un autre couple de î$°, si u est dans ^(fi,^),

l'application u = ( u^, Ug) qui est un élément de £(?',£') se prolonge eano-

niquement en un élément de £(T'(y),T'(&)) .

DEFINITION 2,2.- Un couple de deux espaces localement convexes (A,B) possède la

propriété d'interpolation duale par rapport à (fi,y) , £ ^ y couples de ïêo s :̂

1) E ' n^A .E ' ^

F'̂  B ^ F'^

2) Pour tout élément u à^ £(&,y) , l'application \ défi-
nit par prolongement un élément de £(B,A)

On définit alors la propriété de 6-interpolation duale. celle de S-espace inter-

médiaire dual. en analogie avec les définitions du chapitre 1 (§ 2).

Soit T un fondeur d'interpolation. On peut lui associer un fondeur contrava-

riant T* de la catégorie ^ dans % défini par

T*(S) = (T(e))'

pour fiç(?, et :

T*.u = ^T.u) ,
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si uçJC(fi,y)9 ^ appartenant à ^ .

Soit T' un fondeur dual d'interpolation, 3C une classe d'éléments de î?°.

DEFINITION 2.3.- On dit que T JB^ T' sont en dualité algébrique sur K , ̂

qu'on écrit % ̂  ̂  , si :

Pour tout 6 appartenant à 5C 9 il existe un isomorphisme d'espace vectoriel

oi à^ T*(fi) sur T'(fi) tel que pour tout u ^ .C(&>30» y€'é°, le diagramme

suivant commate :
cy

(E0)' ^ T*(fi) ——L-> T'(fi) ^ (E°)'

+ ^ ^ ^ ^ +

> [ 1 ^ |T:u | >
(pU). ^ T#(y) . ^ T'W S (F")'

0?

SI en outre, pour tout 6 de K, j ota est un isomorphisme vectoriel topologique

ââ (T(£)); (resp. (T(&))') sur T*(fi) (resp. T*(£) Muni de sa topologie affai-

blie). on dira que T ^ T* sont en dualité faible (resp. forte) ce qu'on

^™ 'î^=^ ^P- % ̂  •

§ 2. Construction d'un fondeur dual.

Soit ï un élément de 1ê^, supposons qu'on ait construit un fondeur T du
1 ?

type décrit au paragraphe 3 chapitre 1 ( ), vérifiant la condition que ;

X' 0̂  E0 ̂  T(£) ^ £ç(ï,S) ,

pour tout fi de '6°.

Nous allons lui associer un fondeur dual d'interpolation qui sur une certaine

classe d'éléments de ^ sera en dualité avec T ( ), açX11 •

Fixons un vecteur a de X- • Soit b un vecteur de E' y le vecteur a <3> b

définit de façon naturelle une forme linéaire sur X' 0 E^ continue pour la topo-
m II

logie de produit tensoriel indudif. Notons ï' 0 fi, l'espace ï' <g) fi muni de la
topologie induite par T(fi) .

1 ?
( ) T n'est pas ici un fondeur d'interpolation, mais sert à le construire!

4'3

( ') On note T le fondeur fi ̂  T(a;fi) .
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DÉFINITION 2.4.- On désigne par T^(a;£) le sous-espace de E' , des vecteurs

b tels que a 0 b se prolonge en une forme linéaire continue sur T(&) , muni de

la topclogie localement convexe la moins fine rendant continues l'in.iection cano-

nique de T^(a;£) dans E.' et l'application b i-4 a 0 b d^ T^ (a;&) dans
ï' S fi .

On a alors la :

PROPOSITION 2.1.-

eHT^(a;fi) définit un fondeur dual d'interpolation.

Démonstration :

1) T^(a;£) ^ E' , par définition.

2) E^ ^ T;(a;£).

Pour tout élément b de E' , nous allons montrer que a 0 b se prolonge en

une forme linéaire continue L , sur T(fi), et que la fonction b •-» L , ainsi
O-yU — a, D

définie, est injective et continue de E' dans ï' 0 £.

Posons L^(u) = < b,u(a) > ç J) ,

pour tout u dans T(&). L'application J : u *-» u(a) étant continue de T(&)

dans EU, L , appartient à (T(fi))', sa restriction à 36« 0 & coïncide aveca^u
a 0 b, c'est donc le prolongement cherché. Si L , = 0 y b s'annule sura • b
T(a;fi), donc sur E0; E0 est dense dans EU , puisque, par hypothèse, e est

dans €°, donc b = 0 .

Reste la continuité. On a :

^b = b ° ,̂6 »

où J . est l'application continue u »-» u(a) de T(&) dans EU . Puisque

T(&) ^ ^g(ï»fi) 9 l'image d'un borné de T(e) est contenue dans la somme d'un borné

de E^ et d'un borné de î^ . La topologie de E(̂  - (E..)' est celle de la con-

vergence uniforme sur les sommes de bornés de E^ et E^ 9 l'application

b •-* b o J .a.t,

est donc continue de E' dans (T(fi))' et a fortiori dans (ï' £ £)' .

3) Soit y un deuxième couple de ^. (T^(â;e),T'(a;y)) possède la

propriété d'interpolation duale (cf. définition 2.2) par rapport à (£,y) .C'est

à-dire que pour tout u de £(e,y) , \ applique continuement T^(a;y) dans

T^(a;e) .

Interprétons la définition de l'espace T'(a;fi) .
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Notons Gp l'application d'injection de X-', <2>. E^ dans T(e), J l'applica-
tion u ^ ï i ( a ) de T(&) dans T(a;fi), Lp l'application b »-» a ® b de E,'
dans (X^ 0. E0) ' . On a alors

T;(a;e) =L^[\[(T(£))']] .

Notons iy, l'identité de X' , i-, (g) u envoie continuement X' ^. El^ dans
A^ | 1 Ap 1 1 l

X' <g) F' ' ^ et les deux diagrammes suivants commutent :

\ ^ L,
(A) T'(fi) ———> (X^^E 0 ) ' -̂e- E^

t t
^ î-, 0 u) pu

1 ^ |

T'(y) -̂ -> (X^F^)' ^—— F^

En effet celui de gauche est transposé du diagramme commutatif :

Gp
X» 0 E0————> T(£)

iy» ^> U ^ ^ U

n
^^—Ç^^)-

v^

quant à celui de droite, il commute pour les raisons qui suivent : l'espace
(X' 0 F11)' est par définition l'espace des formes bilinéaires séparément continues
sur X' x F° • Si L est une telle forme, ^iy, ® u)(L) est un élément de

[ 1 — pi
(B(X' x E") ^ qui, lorsque a' est dans XÂ et " e dans E0 , prend la valeur
L(a',u(e)) . On en déduit que si Z est dans F' :

[ (î  0 u)(l^(Z))](a',e) = < a'.a > ̂ ^ < YZ)^ > ̂ .^ = L^Z)) .r^i- ® u)(l^(Z))](a',e) = < a',a > ̂ ^ < ^(Z) ,e > ^. ̂  = ^(^

Ceci démontre que u envoie T'(a^) dans T'(a;C) continuement. La réunion
des propriétés 1, 2 et 3, établies ci-dessus, achève la démonstration.

REMARQUE 2.1.-

Notons oi^ l'injection canonique de T'(a,&) dans E' . Dans une première défi-
nition nous avons muni T'(a,fi) de la topologie localement convexe la moins fine
rendant continues les applications L : b •-» a 0 b et cy- . On a le schéma :c c-
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(B) r(a;6) b '" a ® b, (X^En).

" IT*^
ttinissons l'espace ^[(TCE))'] de la topologie quotient de (T(£))* par le

noyau de G ; appelons g,, l'injection canonique de G,,[(T(£))*1 dans
C/ t- C'

(ï* ®. £)' . Le diagramme suivant est counnutatif

L : b -* a i» b
(C) T^(a;e) 1————————^ \[(T(e))«]

Y ^
^^. ^(^.^

^
On peut alors munir T^(a,£) de la topologie localement convexe la moins fine ren-

dant continues les applications b *-» a ® b de T'(a;e) dans G[(T(£))'] et o?
de T'Ca^) dans E' .

DÉFINITION 2.4.- On désigne par T'(a;£) l'espace localement convexe ainsi obtenu

^1 Tt le fondeur £ H T'(a;£) .

Le diagramme (A) étant formé d'applications continues, on a clairement la :

PROPOSITION 2.3.-

fi »-» T'(a;&) définit un fondeur dual d'interpolation.

REMARQUE 2.2.-

Dans le cas où X' (g) E0 est dense dans T(fi) , l'application ^p est injective,

nous plongerons alors (T(£))' dans (X^ 0. E0)' . L'espace T'(a;6) apparaît

alors comme le sous-espace de E' des vecteurs b tels que a <8> b appartienne

2. (T(£))' ^ muni de la topologie localement convexe rendant continues les deux

applications écrites ci-dessous
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REMARQUE 2.3.-

Supposons comme nous l'avons déjà fait au premier chapitre que le couple ï soit

de la forme -u' » ou V es^ un couple de ^°, Donnons-nous un fondeur T de la
catégorie ^ dans ^ vérifiant :

(0 ^ Y^ 0^ E^) ^ T ^ (fi^ ^(^^)) ,

(cf. ch,l § 3)« A l'aide de la construction faite ci-dessus associons lui le fonc-

teur dual d'interpolation T' . Soit fi un couple de <^0, l'espace T'(a;£) est

alors le sous-espace de E,' des vecteurs b tels que la forme linéaire continue

a ® b sur (ï')^ 1^)• E^ se prolonge en une forme linéaire continue sur T(fi) .Nous

allons en donner une définition plus simple et équivalente» Nous avons déjà noté

que (Y')' (g). E° ^ Y° 0 E0 . Mais si a est dans (Y,.)' = Y' et si b est dans

(E0) ' = E' a ® b définit une forme linéaire continue sur Y^ (g) EU • On peut
alg U '

donc définir T'(a;fi) comme le sous-espace de E,' des éléments b tels que la

forme linéaire continue a 0 b sur Y1"1 (g). E^ se prolonge en une forme linéaire

continue sur T(fi) .

Notons Î3p l'injection de Y^ (g). îP dans T(fi) • On munit alors T'(a;£) de la

topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applications

bHb de T'(a;fi) dans E^ et b »-» a ® b de T'(a;£) dans ^[(TCfi))'] » ce

dernier espace étant muni de la topologie quotient de (T(£))' par le noyau de
•irf̂ »

l'application G . On obtient manifestement sur T'(a;&) une topologie isomorphe
&

à celle définie précédemment,

§ 3. Dualité des fondeurs T et T' .

Soit ï un couple d'interpolation de €°, A tout fondeur T de ^ dans ^ 9

satisfaisant aux conditions du chapitre I, § 3» et à tout vecteur a de X^ » on

attache la classe îCp des couples d'interpolation & de ^° vérifiant les con-i,a —
ditions suivantes :

1) X^ ^> E° est dense dans T(fi)

2) L'ensemble L des u à^ X ' ® E ^ tels que u(a) = 0 est dense dans—i^————— a^o —— — 1 1 —^—^— •̂̂ ^ •̂̂ •̂ ^^—M»
l'ensemble ÎÏ „ des u à^ T(e) tels que u(a) = 0 pour la topologie in-" a^c ———
duite par celle de T(£) .

On a la :

^PROPOSITION 2.4.-

Supposons que XÀ 0 E^ soit dense dans T(fi) 9 alors on a les inclusions :

(T(a;£))' ^ (E^)' et (T(a;&))' c T'(a;&) ,
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T
l'application b »-* a 0 b est continue de (T(a;fi)) ' dans ( ï ' ( g ) £ ) ' et dans
(T(6))'

Notons tout de suite que si les espaces (E-)' et E' sont isomorphes, en par-
ticulier (cf. proposition 1,1) si Eg = E^ ou si E^ et Eg sont du type (W)
ou (2»^), on a le :

COROLLAIRE.- ̂  X» <8) E0 est dense dans T(fi) et si (Ep)' = E'

(T(a;6))^ ^ T'(a;fi) .

Démonstration de la proposition :

Si XA 0 E^* est dense dans T(ç) 9 (T(a;fi)) ' est un sous-espace vectoriel de
E' c'est-à-dire de (En)' . En effet on a le :

LEMME.- ̂  ÏX ® E1"1 est dense dans T(fi), E1"1 est dense dans T(a;fi) .

Démonstration :

Notons (y l'injection canonique de E1 ' dans T(a;&) •

G.
X' ® E0 __-^ T(fi)

u | | u
T T

u(a) ^ 4 u(a)

Eïï ___> T(a;£)

L'application u*-*u(a) est continue et surjective de T(fi) dans T(a$fi) ;
G (X' ® E^) est dense dans T(e) donc cy(Eri) est dense dans T(a;6) , ce qui dé-
montre le lemme,

Si b est dans (T(a;f i)) ' , L^(b) est dans ^[(TÇs)) '] . En effet, l'applica-
tion b '-* b o Jp 9 où Jp désigne l'application u ^ u(a) de T(fi) sur T(a;e) 9c' c^
envoie continuement CT(a;6))' dans (T(6))' , et le diagramme suivant commute :

On a donc l'inclusion (T(a;&))' <= T'(a;&) . L'application L, : b *-» a ® b est
+ ~~continue de (T(a;£))' dans G [(T(&)) '] . On voit de même, en considérant l'ap-

Tplication continue b •-* b o J o G de (T(a;&))' dans (36' è f i ) ' 9 que l'appli-
C' C" m

cation b »-» a (S) b est continue de (T(a$fi)) ' dans (ï' è fi)' 9 ce qui démontre la
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proposition.

On a enfin la

PROPOSITION 2.5.-

Les fondeurs T^ et T' sont en dualité algébrique sur K

Démonstration :

H s'agit de montrer que pour tout 6 de K m » on peut définir un isomorphisme

d'espace vectoriel ^ de (T(a;£))' sur T'(a;fi) , en sorbe que, pour tout

^^a T et tout ^^^ï^) > le diagramme suivant commute ;

OtP
(T(a,C))' ______^ T'(a;£)

4 A

^T.u) [ [ T.u

(T(a;y))' ——^———^ T'(a;30 .
y

D'après l'hypothèse de densité de X' <g) EÏÏ dans T(&) , T'(a;£) s'identifie à

un sous-espace vectoriel de (T(fi))' (cf. remarque 2.2) à l'aide de l'application

^ ° ̂  • Dtautre Pa1"1» l'application ^ de (T(a;fi))' dans (T(6))' identi-
fie, puisque Jg est un homorphisme surjectif, (T(a;fi))' au polaire du noyau
M^ de Jç pour la dualité (T(£),(T(fi))') .

D'après la proposition 2.4 :

( M j 0 cG;1 o L.(T'(a;&)) .
a>fi (T(£),(T(&))') e £

On peut donc définir l'application

/„-! - ^-1 t-
^ = ^e 0 ^^ ° ̂

de (T(a;&))' dans T'(a;&) .Elle est injective. Pour montrer que cyp est un iso-
morphisme, il reste à montrer que

G^ o L (T'(a;£)) c (M )°
a?& (T(C),(T(£))')

Mais par hypothèse, M^.^ est dense dans M pour la topologie de T(fi) donc

encore pour la topologie affaiblie de T(6) , i{ suffit alors de montrer que :

Vn.). w. ̂ «i.i. y^, ̂  ̂  ̂ \^.^ -
ou encore qu'on a l'inclusion :
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({a} ® E ' ) ° C M , .
u (B(X^ y E^ ̂  E0) ~ a^

Le premier ensemble n'est autre que celui des éléments u de ï' (g) & tels que
< u(a),y' > ^n g») = ° P01111 tout y' de Eltj. » c'est-à-dire, puisque E^ est

séparé, tels que u(a) = 0 . Les propriétés fonctorielles sont vérifiées par les
applications J^, G^ et Lç (cf. diagramme A.) donc aussi par o/p ; ce qui achève
la démonstration.

REMARQUE 2.4.-

On aurait pu examiner un problème plus général, considérer les couples duaux
S' ( ), &' , ou &' au lieu de &„ définir les T-toneteurs, e-foncteurs ou
s-foncteurs duaux d'interpolation, (les b-foncteurs étant ceux définis ci-dessus)
comme des fondeurs contravariants de ^f° dans ^ tels qu'on ait :

(& ^ Ejg ) ^ T ^ (£ •-» Eç ) , © = T,C ou s respectivement.

On aurait vu que 6 •-» T'(a;fi) définit un T c , ou s-foncteur dual d'interpo-
lation quand on munit T'(a;fi) de la topologie localement convexe la moins fine
rendant continues l'injection canonique de T'(a;fi) dans (E') (resp. ^'^(E')1"1)
et l'application b ^ a ® b de T'(a;&) dans

^[(TOO)^] (resp. ^[(T^))^,^^))^) .

Notons ^'(a;^), °T'(a;e), ^'(a.^) les espaces correspondants. On a les

PROPOSITION 2.6.-

^' : fi*-4 ^'(a;^) définit un s-foncteur dual d'interpolation.

^ : C^ ^'(a;^) un c-foncteur dual d'interpolation.

6^-* ^'(a;^) un ï-foncteur dual d'interpolation.

En vertu de la proposition 1.1, (E' = (E )' et E' - = (E ,) ' . Il est clairs,u l i s s,11 [j s
que l'application b »-» b o J de (T(a;&))' dans (T(e))' , définie dans la dé-c/ s s
monstration de la proposition 2.4, est un homorpnisme sur son image, on a donc la

PROPOSITION 2.?.-

^ X^ ® E^ est dense dans T(&) ^ alors (T(a;&))^ ^ ^(a;^) ^ l'application
d'in.1ection définit un isomorphisme de (T(a;&))' sur son image.

COROLLAIRE 1.- Si fi est dans la classe K î ^'(a;^) = (T(a;£))' on en déduita, l s

( ) T désigne ici la topologie de Mackey.
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le

COROLLAIRE 2.- ̂  £ est dans la classe K^ et si (E^ = E^ , on a les iné-
galites : • ' »

(T(a;&))^ ^ ^'(a-^) ^ (T(a;£))^ .

(c'est-à-dire que la topologie de ^'(a;^) est compatible avec la dualité
(T(a;&),T'(a5£)) .

On aurait un corollaire analogue si on remplaçait c par T •

REMARQUE 2.5.-

Nous avons choisi ici les topologies de convergence simple ou de convergence uni-

forme sur les parties bornées ou compactes, ce choix n'est pas limité par des con-

sidérations générales, mais ce sont là les topologies les plus utilisées dans la

théorie des espaces localement convexes dont nous appliquons ici la théorie.

§ 4. Propriétés des espaces T'(a;&)

Soit £ un couple de (^0.

PROPOSITION 2.8.-

Supposons E^ complet, si ^[(T^))'] est complet, alors T'(a;&) l'est
aussi.

Démonstration :

Reportons-nous au diagramme (C) de la remarque 2.1. Les espaces tG [(T(fi))'] et
E^ sont plongés dans (3E' ®^ fi)' à l'aide des applications p et L . Par défi-

nition l'espace T'(a,6) est isomorphe au noyau de l'application

^ - L^ de ^[(TÇfi))'] x E^ dans (ï' (̂  fi)'

application qui est continue (en effet l'application b. •-» a 0 b. est continue de
E' dans (X^ 0 E0)' (j = 1,2), comme transposée de l'application

(x ' ,e)^x '(a) de X^ <^ E° dans E . ) .

Il en résulte que T'(a;6) est complet si ^[(TÇfi))'] et E.' le sont.

De cette caractérisation on peut déduire d'autres propriétés des espaces T'(a;&)«

1) Supposons par exemple que T(&) et EU soient des espaces Banachisables,

alors ^[(TCfi))'] et E^ le sont aussi et par suite T'(a;fi) est un espace
normable et complet.

2) Supposons maintenant que T(&) et E0 soient du type (3 )̂ (resp.(A^)),
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alors ^[(TCe))'-] et E' sont du type (2> )̂ (resp. (W)) et par suite aussi
T'(a;Q' .

§ 5. Generalisatijonde^^ Définition des fondeurs, T' .

Reprenons la construction décrite au précédent paragraphe. Comme nous l'avons

fait au précédent chapitre (cf. § 4, ch. I), remplaçons le vecteur a de X^ par
un sous-espace vectoriel A de X^ . Désignons par T^(A;6) le sous-espace de

E* des vecteurs b tels que a 0 b se prolonge en une forme linéaire continue

sur T(&) , pour tout vecteur a de A . Nous désignerons par T'(A;fi) cet espace

vectoriel muni de la topologie de limite projective des espaces T'(a,C) et par

T'(A,fi) la limite projective des espaces T(a;fi) , acA . On a alors les :

PROPOSITION 2.9.- 6 -" T'(A,£) ^ 6 - T^(A;fi) définissent deux fondeurs duaux
d'interpolation.

Démonstration :

C'est une conséquence immédiate du

LEMME.- Soit t^ » ici 9 une famille de fondeurs duaux d'interpolation, le fonc-
teur tïï défini par £ - ̂  t^(e) , ou l'espace ^ t^(fi) = tn(e) est nmni de

la topologie limite pro.iective des espaces t. (e) ^ est un fondeur dual d'inter-
polation.

Démonstration :

Pour tout 6 de ^% on a par définition

E' ^ t^(e) ^ E' quel que soit i dans 1 .

On a donc encore en passant à la limite projective de ces injections :

E' ^ t0^) ^ E' .

La propriété duale d'interpolation d'un couple (t0^),!0^)), yç^, est évidente.
Nous noterons T^ le fondeur & »-* T'(A,£) .

Nous allons maintenant étudier la dualité des fondeurs T' et T
A A

Notons tout d'abord le

LEMME.- (T(A,&)) '= Lim (T(a;C))'.(15)
s a?A s

Démonstration :

L'espace T(A,fi) (cf. ch. I § 4) est défini comme limite inductive des espaces

( ) Le symbole Ujn désigne la limite projeetive dans la catégorie des espaces
localement convexes.
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T(a,fi), acA, ou encore comme le quotient de ® T(a,£) par le sous-espace formé

des vecteurs ® u^(a^) tels que 2 u^(a^) = 0. Son dual faible s'identifie donc

au polaire de ce sous-espace pour la dualité ( ® T(a;fi),n(T(a,fi))') muni de la

topologie induite par ^ (T(a,C))^ ou encore à ^ (T(a;&))' , muni de la to-

pologie de limite projective des espaces (T(a,e))' ; ce qui démontre le lemme.

En utilisant les propositions 2.4 et 2.5 on obtient alors les

PROPOSITION 2.10.- Supposons que X^ ® E0 est dense dans T(fi), on a alors :

(T(A,£))' ^ (E^)' et (T(A;&))' ^ T'(A,&) ;

les applications b •-» a ® b, acA, sont continues de (T(A,C))' dans (T(&))'

COROLLAIRE.- Si en outre (Ep)' = E' on a l'inégalité :

(T(A,£))^ ÉE T'(A,&)

PROPOSITION 2.10.- Les foncteurs T^ et T^ sont en dualité algébrique sur

a^a.T -

REMARQUE.- Dans le cas particulier où A était réduit à une droite nous avons

défini (cf. remarque 2.3) les fondeurs ^ , ̂  , TTt . Nous allons pouvoir

définir à partir de ceux-ci d'autres fondeurs ^ , °T' , TT' par passage à la

limite projective comme nous l'avons fait ci-dessus ^T'CA^), (<5 = s,T,c) appa-

raît ici comme muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant conti-

nue les applications b*-»b de T'(A,6) dans E' et b •-* a (g) b, (acA) de
T'(A,6) dans ^(ï,&) . On obtient ainsi un ©-fondeur dual d'interpolation
(<5 = s,T,c)

De la conjonction de la proposition 2.7 et du lemme figurant ci-dessus, on dé-
duit aussitôt la :

PROPOSITION 2.11.- ^ X ^ ® E ° est dense dans T(fi),

(T(A,fi))^ ^ ^'(A^) ,

l'application d'in.-iedion définit un isomorphisme de (T(A,e))' sur son image.
Du même lemme et du corollaire 1 de la proposition 2.7, on déduit le

COROLLAIRE 1.- ^ 6 appartient à la classe H y „ , alors :açA a,x ——^

^•(A^) = (T(A,fi))^ .

Du corollaire 2 de la proposition 2.7 découle alors le
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COROLLAIRE 2.- .̂ & appartient à la classe n :K" m 9 et si en outre

E^ = ̂ c - ̂  :

(T(A,£))^ ^ ^'(A^) ^ (T(A;6))^

(c'est-à-dire que la topologie de ^'(A;^) est compatible avec la dualité

(T(A,£),T'(A,£))) .

§ 6, Définition et propriétés générales des espaces N^(a,3Ê,£)

Nous allons maintenant, comme nous l'avons fait au chapitre précédent, regarder

les cas extrêmes où le fondeur T de la construction du paragraphe 5 est de la

forme & •-» J'g(ï,£), ï couple d'interpolation de ^° donné.

Soit açX1-1 , nous noterons N-(a;ï,£) l'espace T'(a,£) correspondant à ce fonc-

teur. C'est alors l'espace des vecteurs b d^ E', tels que la forme linéaire

a <2> b sur X' ® E^ se prolonge en une forme linéaire continue sur £c:(ï,£), muni

de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applications

b»-»b et b ^ a ® b , respectivement dans E' e^ ^((^ï.^))') (cf. défini-

tion 2.4').

Nous noterons Ny c. le fondeur dual d'interpolation fi •-» N^(a;ï,fi) •x,'&,a ®

Faisons varier ï dans ^° • On a alors les propriétés suivantes des espaces

a;ï,C) :¥
Si ï est un élément de (B n Ç° 9 pour tout £ appartenant à (B n Ç°» on mu-

nit l'espace N,(a;ï,6) de la norme :

IM ,̂..̂ ) = ̂  [IMÎ  ^t, ̂ "lf),,, Jl^.bllcxcx..)).]ï»-1»^-' "^1 ^r, CT. '>=» ffi K a,u"^^,^.
,,t•fî a.b'-'1

L'espace N (a;ï',£) est nluni de la norae :

IM'N^a;̂ ,.) = ̂  CIHÎ  ̂  ̂  \\\AW^
c a, b

Les espaces ^ [(£(ï,e)) '] et ^[(.C (ï',£))''] sont complets comme quotients
C^ C- £ C

d'espaces de Banach par des sous-espaces fermés, il résulte alors de la proposi-

tion 2.8 la :

PROPOSITION 2.12.- Soient ï e^ 6 deux éléments de (B n î?°» les espaces

N (a;ï',£) et N,(a;ï,£) sont des espaces de Banach pour les normes définies

ci-dessus.

On a encore la :
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PROPOSITION 2.13.- S^ î ^ y, sont des couples d'espaces (^Y) (resp. (2^))
et s'il existe i ^ j (i=l ou 2 ; j=l ou 2) tels que X. ^ E. soient nu-
cléaires^ alors N (a;ï',£) est du type (^^) (resp. (y^5) • Si en outre tous
les espaces X. ^ E. sont nucléaires^ N (a;3E',&) est nucléaire.

Démonstration :

En appliquant les résultats du paragraphe 4, il suffit de montrer que £ (ï '>^)
est du type (yy) (resp. @«^)) dans les hypothèses de la proposition. Ceci résulte
alors de A. Grothendieck (cf. précisément ch.I § 2).

§ 7- Dualité des fondeurs Ny g et Ly g • Equiapproximation.

En nous reportant aux propriétés générales établies au paragraphe 3» nous allons
pouvoir donner quelques critères pour que les fondeurs N pr et Ly p. soient

Y Ï9-99- X9<'9a•
en dualité. Nous noterons 3C p- la classe K m (cf. § J propriété (I)), lorsquea y" a^ J-
T est le fondeur g. ̂  •S^3^) . On a la :

PROPOSITION 2.14.- ^ X ' ® E^ est dense dans .fe(ï,£) ^ alors

%(a;ï,C) ^ (E^)« et (Ie(a;ï,&))' ^ ]%(a;ï,ç) ,

l'application b »-* a ® b est continue de (^(a;^,6-)) ' dans (J(^(36,&))' .

En particulier si ï = ^' , où ^ est dans <(^0, on a le

COROLLAIRE.- ^ Y0 0 E0 est dense dans £ (y^) , alors ;
«^——— ——————•^-————^•l—————.^.^———^—————^^ g Q .____————————_——

^(a;^,6) S (E^)' et (L^(a;^,6))' ^ N^(a;^,&) ,

1 * application b *-* a (g) b est continue de L (a;i^',£) dans (X (^ t»^'))' •
""'̂ —"̂ "™ "̂™M"M "̂'™^̂ —™^— £ ^C ^— î̂ «» ç vC

PROPOSITION 2.15.- Les fondeurs Ly Q ^ Ny <& sont en dualité sur 5C Q .
A» Ï3- x» 9^ a•9

Nous allons maintenant étudier une classe remarquable de couples d'interpolation
pour laquelle la dualité des fondeurs L- et N.c est réalisée. Nous intro-

>39a• >:>9Q•
duirons pour cela la notion d'équiapproximation qui généralise la notion d'approxi-
mation de Grothendieck ([19] ch. I § 5 n° 1).

DEFINITION 2.5.- Un élément & ^ ^ vérifie la propriété d'équiapproximation
si l'identité de 6 , i^ est adhérente à EÂ (g) E0 pour la topologie induite par

V6.6) •
Ceci signifie que pour tout compact K. de tout voisinage V. de 0 de E.
(i=l,2), il existe uçE' 0 E° tel que :

u. x. - x.çV ,
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pour tout x. de K. , (i=l,2).

DÉFINITION 2.6.- Un élément £ ^ ^° vérifie la propriété de s-équiapproxima-
tion si i^ est adhérent à E^ 0 E0 dans £ (&»&) .
En analogie avec une "proposition" de A. Grothendieck (cf. [19] eh. 1 § 5 n° 1), il
vient la

PROPOSITION 2.16.- Soit ^ un couple d'interpolation de ^° , les hypothèses sui-
vantes sont équivalentes :
(A^) condition d'équiaT^oximation.
(A^) E' (g> E0 est dense dans £ (£»£) •
(A^) Pour tout y ^ g% E^ ® F^ est dense dans £ (e,y) .
(A^) Pour tout y ^ ^°, F^E0 est dense dans £ (y,fi) .
(A(_) Pour tout couple d'interpolation ^ ^ ^°, E1'1 (g> F1"1 est dense dans

^,y).
(A,) Pour tout couple d'interpolation ^ ^Ê. ^°» F^ (g) E^ est dense dans

^,fi) .

(A-) Pour tout couple d'interpolation ^ âê. ^°» et tout ensemble de parties
convexes équilibrées ©^ ^ F. (i=l,2), ^ u transforme toute partie
de F^ appartenant à G en une partie relativement compacte de E. , alors
u est adhérente à F^ (g) E0 dans .^(^fi) .

Démonstration :

De façon triviale (A ) et (A.) impliquent (Ag) qui implique (A.) . Mon-brons
que (A.) entraîne (A^) . Soit donc uç£(y,fi) , l'application v »-» v o u est
continue de £ (^e) dans £ (^e) (cf. proposition 1.2), ip est adhérente àc e c»'
E^ 0 E^ dans £ (&»£) 9 donc u est adhérente à son image par l'application
v »-» v o u dans £ (y,£) 9 laquelle image est contenue dans F ' ® E ^ •

Onwit de même que (A.) entraîne (A^) . La propriété (A^) est une conséquence
de (A-) en vertu du théorème de caractérisation des applications de .C(y,£)
(cf. [19] ch. 1 proposition 5).

Les propriétés (A-) et (A/,) sont équivalentes. En effet, l'application u >-» u
définit un isomorphisme de £ (&',30 sur £ (y',&) ; il suffit alors de remarquer

_ £ C £ C
qu'elle applique E0 <g) F" sur F^ (g) E0 ,

Maintenant (A.) entraîne (A ) . En effet, soit uç£(îF,6) . Supposons que
u _ ( K _ ) soit relativement compact dans E. , pour tout K. de 6. (i=l,2). L'ap-
plication v *-* v o u est alors continue de £ (£,&) dans S^{?^) et u est
adhérente dans .^(^.fi) à l'image de E^ ® E0 par cette application. Cette image
est contenue dans F^ 0 E° ce qui démontre (A-) .
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II suffit pour achever la démonstration de montrer que (A/) implique (Ai ) •
Appliquons (A^) à 9 = ̂  ( 1 6 ) . Alors 9^ = ( y 1 ) ' ^ ̂  . On a donc

£(3s&) c £(^,&) , '
£ ( 9 ' , 6 ) induit sur £(y,fi) la topologie £ (^,e) . D'après ( A . ) , (F'^ (g) E1̂
est dense dans £ ( g * , f i ) , donc à fortiori dans £ ( ^ , 6 ) • II suffit alors pour
achever la démonstration de noter que

(F^ aîg ̂  •
Nous avons remarqué ici que si & est dans ^°, £' est aussi dans ^° , On

a la :
PROPOSITION 2.1?.- Soit & un couple d'interpolation de ^° vérifiant la pro-
priété d'équiapproximation. alors £' est dans ê° et vérifie lui aussi la pro-
priété d'équiapproximation, quand Ei ê b Eg ont la topologie Y re spe ctivement
^ «Kl^c » ̂ -̂  W^C •

Démonstration :
La transposition u »-» u définit manifestement un isomorphisme algébrique de

£ (&,£) sur £ ( 6 ' , & ' ) si £ = ( £ ' ) ' . Cet isomorphisme est un isomorphisme to-
pologique (cf. [^0]; p. 10), II applique ±p sur ip, et E' ® Ê  sur Ê  (g) EA ,
Mais les espaces ( E ' ) Â et E11 sont algébriquement isomorphes comme nous l'avons
déjà remarqué. On en déduit que si C possède la propriété d'équiapproximation
t^' possède cette même propriété. On a encore la :
PROPOSITION 2.18.- Soit fi un couple d'interpolation de t^° , les trois proprié-
tés suivantes sont équivalentes
(i) & vérifie la propriété de s-équiapproximation
(ii) pour tout ^c^, E' <S> FÏÏ est dense dans £ (&,y)
(iii) . pour tout S 0̂, F'^E^ est dense dans £ (y,&)'^ 1 1 •̂ ———™—̂ ^̂ —̂ ^̂ »« g
Démonstration :
Supposons que fi vérifie la propriété de s-équiapproximation. Soit ^ un couple

de Ç^, u un élément de £(£,y) . L'application v *-* v o u est continue de
£g(£,&) dans £g(e,y) , il résulte que u est adhérent à l'image de E' 8) E0 ,
par cette application, laquelle est contenue dans E ' ( g > F ^ . La propriété (ii)

( ) y; est dans ̂  , puisque E. ^ E0 implique que (E^) ' est dense dans
( E _ ) ' pour toute topologie compatible avec la dualité ( E . , E . ) en particulier
pour celle de ( E . ) ' (i=l,2).



est donc réalisée. On voit de même en considérant l'application continue

vt-» u o v de S, (&,&) dans £ (&,y)s s

que (i) est une conséquence de la propriété de s-équiapproximation. Réciproque-

ment (i) et (ii) impliquent la propriété de s-équiapproximation (il suffit de

remplacer ^ par &) •

On a alors les

PROPOSITION 2.19.- Soit ï un couple d'interpolation de ^0 vérifiant la pro-

priété d'équiapproximation. Pour tout g de ^° :

1) (L/a;ï;,e))' ^ (E^)' et (L^(a;ï^e)) • ^ N^a;ï^fi)

L'application b ̂  a ® b est continue de (L(a;ï',&))' dans (^(^ç»^))'

2) (L/a;ï,6))' ^(E^)' et (L^a;^))' £ N^(a,ï,e)

L'application b »-» a €> b est continue de L^(a;ï,&) dans (^(ï,&))* .

COROLLAIRE.- ^ & est tel que (Ep)' = E^ on a les inégalités :

(L^a;3^))' ^N^(a;ï^£)

(L^(a;ï,£))' ^N^(a; ï ,£)

PROPOSITION 2.20.- Soit ï un élément de ^° vérifiant la propriété de s-équi-

approximation> alors pour tout & ââ ^° :

(Lg(a;ï,£))'^ (E^)' et (Lg(a;ï,&))' ^ Ng(a;ï,&)

L'application b »-» a ® b est continue de (L(a;ï,&))' dans (^(ï^))' •

COROLLAIRE.- ^ £ est tel que (E(^) ' = E^ on a l'inégalité

(Lg(a;ï,£))' ^N^a;ï,£) .

Démonstration des propositions :

Ces deux propositions résultent des propositions 2.4, 2.5» 2,16 et 2,18.

Démontrons maintenant les

LEMME 1.- Soient î un couple d'interpolation de ^° , a un vecteur de X1' .

K c .̂ IsC ( ) contiennent tous les couples de t10 vérifiant la propriétéa,e a,c ^_.--—__-—----—--—-^—----—h————. —

d ' équiapproximation.

( 1 7) cf. définition § ? , p. 40.
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LEMME 2.- Soient ï un couple d'interpolation de 'é° , a un vecteur de X̂  ,

contient tous les couples de ^° vérifiant la propriété de s-équiapproxima-â,s
tion»

Démonstration :

Les deux démonstrations sont semblables. Démontrons par exemple, l'affirmation

relative à la classe 50 e . Si nous nous reportons à la définition des classes
ïç ^

K nous voyons qu'il suffit de montrer que si uç£(ï',6.) et si u(a) = 0 , ua, c c
est adhérent pour la topologie de £ (Ï*^) au sous-ensemble de X ' 1 ® E 1 1 des

fonctions s'annulant au point a • Mais l'application v •r-» v o u est continue de

£ (&,£) dans £ (ï',&) (cf. proposition 1.2), i est adhérent à E' 0 E.s dans

«C (&,£) , u est donc adhérent à l'ensemble des v o u où v parcourt El 0 E^ ,

ensemble d'applications appartenant à X )̂ E" et s'annulant au point a ; ce

qu'il fallait démontrer.

Appliquons alors les propositions 2,4 et 2,5» on a le

THÉORÈME 2,1.- Soit ï un couple d'interpolation de ^° . S^ £ est un éléments

àS. (êo vérifiant la propriété d'équiapproximation^ alors^

1) pour tout a' de X') :

N.(a'53^e) aîg ̂ 'î^))' s W

2) pour tout a de• ^ t

^^ aîg ^^'^'"W •

Les applications b ' - » a ' ® b e^ b * - » a 0 b sont respectivement continues de

(L (a';36',&))' dans (£ (ï'.fi))' et de (LCa;3E,e)) ' dans (£ (ï,&))'£ Q ^———» ç o "™^—— (j i——^— Q

Dû corollaire de la proposition 2,4 découle alors le :

COROLLAIRE 1.- ^ fi vérifie la propriété d'équiapproximation et si (E^) ' = E^ ,

la topologie de (L (a';ï',&))' est plus fine que celle de N (a';3£',fi) , celle de

(L (a;3E,£))' est plus fine que la topologie de N (a;ï,fi) .c c

COROLLAIRE 2.- Si fi vérifie la propriété d'équiapproximation, si X. et E.

(i=l,2) sont du type (<2 )̂ , et s'il existe i ̂  j (i=l ou 2), (j=l ou 2),

tels que X. et E. soient nucléaires^ alors

N^(a;x',&) == (L^(a;ï',£))' .

Démonstration :

D'après le corollaire 1 l'injection de (L,(a;ï',fi))' dans N (a;ï',&) est con-
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tinue, elle est surjective d'après le théorème 2.1. Mais dans nos hypothèses
L^(a;ï',&) est du type (y^) (cf. ch. 1 ; § 5) et N^(a;ï',&) du type (3^)
(cf. § 4). Le corollaire résulte alors de l'application du théorème des homomor-
phismes de Banach.
L'application de ce même théorème des homomorphismes conduit au :

COROLLAIRE 3.- Soit fi un couple d'interpolation de © n ^° 9 vérifiant la pro-
priété d'équiapproximation. Pour tout 9E à^ (B n ^° 9 on a :

N,(a;3^&) = L^(a;^,fi) .

La conjonction des propositions 2,18 et 2.5 donne le :

THÉORÈME 2.2.- Soit 36 un couple d'interpolation de ^° . ̂  £ est un élément
^ ^° vérifiant la propriété de s-équiapproximation, alors, pour tout açX^ :

N^a;Ï,&)) ̂  (L^(a;ï,e))' ^ (E^) ' ,

l'application b *-* a 0 b est continue de (L(a ; ï ,&) ) ' dans (£ ( ï ,&) ) ' .——^—>—————_ g ——— g
On en déduit le

COROLLAIRE.- ^ & vérifie la propriété de s-équiapproximation et si (Ep) '=E) ' j ,
la topologie de (L (a;3£,£))' est plus fine que celle de N (a;'i,&)s s
Posons maintenant la

DÉFINITION 2.7.- On désigne par ^^(aîï,^) , l'espace ^'(a;^) , ou T est
le fondeur fi •-» .Eg(36,fi) (cf. § 5).

Si A est un sous-espace vectoriel de xM contenant X1 1 , on définit avec des
définitions évidentes (cf. § 5) les espaces ^(A;^) , °Ng(A;ï,e) , ^(AÎÏ^) ,
auxquels on associe des fondeurs duaux d'interpolation.

On a alors des théorèmes de dualité analogue à ceux écrits ci-dessus. Contentons
nous de noter que la réunion des propositions 2.10' et 2.16 donne le

THEOREME 2.3«- Soit & un couple d'interpolation de ^° y vérifiant la propriété
d'équiapproximation. Si A ^ A' sont des sous-espaces vectoriels de X'- ^

respectivement, on a :%
N^A;Ï,6) ̂  (L^(A;ï,&))'

'̂̂  aîg ̂ 'S^6»' •

Si en outre î^ = (E11) ' ^ on a les inégalités :

(L^(A;Ï,&))' ^ N^(A;36,£)

(L (A';^,^)) ' ^ N (A^'^) .
£ C E C
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Des propositions 2,18 et 2,10, on déduit en analogie avec le théorème 2,2 le

THEOREME 2.4.- Soient £ un couple d'interpolation de ^ vérifiant l'hypothèse
d ' équiapproximation. A ^ A' deux sous-espaces vectoriels de X~ et XQ res-
pectivement. On a alors :

^(A;^) = (L/A;Ï,£))^

\(A';^,e) = (L^A';^,e)^ .

Si en outre (E0) ' = E ' , , , la topologie de °N (A;ï,&) (resp. de °N (A;ï',fi))
•^^—^——^™—^—^ C C,U C E C

est compatible avec la dualité

(N^(A;ï,£) , L^(A;ï,e)) [resp. (N^(A';3E^&) , L^(A';ï^))] .

§ 8. Équiapproximation,

Nous allons examiner quelques exemples de couples d'interpolation vérifiant la

propriété d'équiapproximation•

Soit £€^° ; soit A. un ensemble de X(£,&) défini par des éléments de

E' (g) E^ .On suppose que la projection À.. de A. sur £(E_,E.) (i=l,2) est
équicontinue dans £(E. ,E. ) . Pour que & vérifie les propriétés d'équiapproxi-

mation il suffit qu'il vérifie la propriété suivante :

i est adhérente à A. pour la topologie de Jc(&,fi) , où S. désigne 1.'ensem-

ble des points d'un sous-ensemble dense de À. •

En utilisant cette remarque on a alors les ;

PROPOSITION 2.21.- Soit X un espace localement compact, p. une mesure positive
sur X , 1 $ p. ^ °° (i=l,2) , L131 l'espace des classes de fonctions de puis-
sance p? - \i sommable sur X , alors le couple d'espaces de distributions

(L^1• L^2) vérifie la propriété d'équiapproximation.

Démonstration :

II suffit de reprendre la démonstration de la propriété d'approximation pour les
espaces îf (cf. [4] ch. I § 5, n° 3, proposition 4.1.) Soit (Ki,..., K^, H)
une partition de X , chaque X. étant relativement compact dans X , |j(K_) > 0
(j=l,..., n). Soit $. la fonction caractéristique de K , . Considérons l'opéra-
teur continu Ury i de L131 dans iP1 Ç\ L332 défini par :[Kjl

n f f-i.^-i dx
ur. .(f) = S ——s———— . $, .^y j=i ^) 3
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Dans £(L 1, L 1) , la norme de u^ ^ est inférieure à 1, donc si 9" désigne
*J

l'ensemble de ces opérateurs u,,, ^ î et ^g sont des ensembles équicontinus

de ^(L331, L^) et de ^(L^, Î s) respectivement. Il suffit en conséquence de

montrer que si fi,...,f, sont des fonctions continues à support compact, pour

tout e > 0 il existe u dans y telle que :

||u f^ - fj|| p. ^ £ 5 ^^ 5 J=L,.-^ .
L i

Soit K un compact contenant le support des f.,- H = CK. Par {K.} désignons

une partition finie de K telle que les oscillations des f. sur chaque K,,
e e ^soient majorées par inf (————n— , —————i— . Soit u.y •» -,, ,. ,.

(^K))1^1 (nOO)17^ tKj} l'application

définie ci-dessus. Pour tout x de K , on a
Jo

lu.y ..fT-Cx) - f,Xx)| < inf (———TT— » ——£ i/^ ) »
t^} k k (^K))17151 (^K))1^

ceci pour tout A=l,2,,,,,k 9 donc pour tout x de X , ce qui achève la démons-

tration.

Considérons maintenant un couple d'espaces de distributions ( § 2 , ch. I) que nous

supposerons être dans ^° ; Les propriétés de régularisation et de troncature dé-

finies dans L, Schwartz vont nous permettre de fournir des exemples de couples de

^ vérifiant la propriété d'équiapproximation,

En analogie avec les définitions de L. Schwartz, [40], nous poserons la :

DEFINITION 2.8.- Un couple d'espaces de distributions % sera dit normal si Hi

et Hg sont des espaces normaux de distributions et si en outre ^ est dense dans

un .
Si on considère un couple d'espaces normaux de distributions ï= (H i ,Hp) ,on

peut alors considérer le couple des espaces de distributions (H{ , H.') ou encore

celui des espaces ((H^) ' ,(Hg)') • Nous les noterons respectivement <^' et ^' •

Si le couple % est normal, il est clair que « '̂ = ^C' et <^%' ==<^' .- ' - c e

DEFINITION 2,9.- On dit qu'un couple d'espaces de distributions <% a la propriété

d'approximation par troncature si pour toute a de S , la multiplication

[a] s 01 •-» (yT est une opération de £(< ,̂̂ S») , et si, lorsque a converge vers 1

dans l'espace ^ ( ) en restant bornée dans OB ( ) , l'opérateur [<y] converge

i ft
( ) ^ = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R11

( ) ^ = espace des fonctions bornées de £
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vers i,, dans S, (< ,̂<î) .c» c
On dit qu'un couple d'espaces de distributions % a la propriété d'approximation
par régularisation, si, pour toute fonction p de S^ , la régularisation

{p} s T - T * p ,

est une opération de £0î,%) , et si, lorsque le support de p s 0 converge vers
l'origine en même temps que .LnP )̂ ^x ^^d vers l»[oî t,®^d vers i dans
^M .

On obtient alors, en analogie avec une proposition de [40] (proposition 3 ; p.9)
la :

PROPOSITION 2.22.- S^ % est un couple d'espaces normaux de distributions ayant
la propriété d'approximation par troncature et régularisation» il a la propriété
d'équiapproximation.

Démonstration :

II suffit de transcrire la démonstration donnée dans le cas des espaces de dis-
tributions (cf. [40] préliminaires ; proposition 3)« On montre qu'avec les hypo-
thèses de la proposition, i^g est adhérente dans S, Ç^,^) à £0',^') , et on
achève la démonstration en démontrant le

LEMME.- Soit ^6 un couple d'interpolation de 'é_° , G^ e^ Gg deux sous-es-
paces localement convexes respectivement de Hi et IL • Désignons par 9 le^
couple d'interpolation 8 = (Gi,Gg;HU) . Si dans £ C%,^ , iw est adhérent à
£(%,9) , et si 8 a la propriété d'équiapproximation, il en est de même de ^ .

Démonstration :

C'est une adaptation de la démonstration donnée dans [40] (préliminaires p. 7),
Pour la commodité du lecteur, nous allons la donner.

Appliquons la proposition 2.16. Elle montre que H' 0 G^ est dense dans £ (-^g)
donc a fortiori dans £(^,9) muni de la topologie induite par £ î^,%) , et l ' y
est adhérente à £(<^,g) dans i (^»^9 9 d'où le résultat.

COROLLAIRE 1.- Les couples d'espaces de distributions formés de deux quelconques
des espaces suivants possèdent la propriété d'équiapproximation : â>m, fi,111 (m fini

ou non), <^', i',̂ » Lp»^ 1 ^ P < 0 0 , ®, ^c^^^M» ^c» ̂ r) ( c f -^3 1 ]
préliminaires proposition 3 corollaire).

De la proposition 4 de [40] (p.10), on déduit encore le :

COROLLAIRE 2.- Si H est un espace de distribution normal ayant la topologie y
de (H')' et possédant la propriété d'approximation par troncature et régularisa-
tion « le couple (H,H') a la propriété d'équiapproximation.
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De [40] (préliminaires proposition 4), on déduit enfin le :
COROLLAIRE 3«- Soit ̂  un couple d'espaces de distributions normal, tel que Ĥ
jâÏ. ̂  aient la topologie y • S'il possède la propriété d'approximation par
troncature et régularisation, le couple ^ est normal et possède la propriété
d * équiapproximation.

§ 9. Conditions d'existence d'un espace intermédiaire.

Nous allons voir quelles conclusions on peut tirer de l'étude des espaces
N^(a;fi,6) pour l'étude des espaces intermédiaires pour le couple £ . Bien enten-
du le problème de savoir s'il existe des espaces intermédiaires pour un couple
& 9 distincts de E0 et de Eu , n'offre d'intérêt que lorsque Ei et Eg sont
respectivement isomorphes à chacun de ces espaces. Nous ferons donc dans ce para-
graphe l'hypothèse suivante :

EI = EÏÏ et Eg = EU .

Donnons les
/

DEFINITION 2.10.- Nous dirons qu'un espace intermédiaire pour le couple d'interpo-
lation & est topologiquement trivial s'il a la topologie induite par celle de
Eu 5 qu'il est faiblement topologiquement trivial si sa topologie est celle indui-
te par la topologie faible de E11 ; qu'il est algébriquement trivial s'il est al-
gébriquement égal à E0 ou à E11 ; qu'il est non trivial s'il est algébriquement
et topologiquement non trivial.
On a tout d'abord la
PROPOSITION 2.23.- Soit & un couple d'interpolation de ^° vérifiant la pro-
priété d'équiapproximation. Une condition nécessaire et suffisante pour que tout
c-espace intermédiaire pour fi , distinct de Ê  , soit faiblement topologique-
ment trivial, est que pour tout a à^ EU n'appartenant pas à Ê  :

^•^ aîg ̂  •

Démonstration :
Pour tout a de -Ê  , â Ê  , on a :

El̂  ̂  L^(a;£,fi) ̂  E11 .

Pour que l'application de L^(a;£,fi) dans E11 soit un homomorphisme faible, il
faut et il suffit que l'image de sa transposée soit faiblement fermée dans
(L^(a;£,&))^ donc encore dans (L^(a;£,fi))^ . Puisque L (a ; £ , & ) ̂  EU est injec-
tive, (E U ) ' est faiblement dense dans (L ( a ; £ , £ ) ) ' . Donc il faut et il suffit__________________________________ c s
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que (E^) ' - (L ( a ; £ , f i ) ' , ou encore, en utilisant le théorème de dualité, que
N (a;6,&) = EA , Donc pour que tout c-espace intermédiaire H définisse un ho-
momorphisme faible de H dans Ê  » il est nécessaire que pour tout a de EM ,
Ên . N/^6^ Jg ̂  •
Réciproquement, supposons que pour tout a de E" , a n'appartenant pas à

Ê * , N ( a ; & , 6 ) - EÂ « L e raisonnement fait ci-dessus, nous montre que pour tout
a de Ê * n'appartenant pas à E , l'injection de L (a;&,&) dans E est un
homomorphisme faible. II en est de même pour tout c-espace intermédiaire distinct
de Ê  • En effet, soit H un tel espace intermédiaire, on a les inégalités :

E° ̂  L^(H;£,&) ̂  H ̂  Eu ,

et L ( H ; £ , 6 ) = H • De plus, l'injection de L ( H ; 6 . , £ ) dans S^ est encore unc aïs ^
homomorphisme faible puisque

(L^H;&.£)). ̂  ̂  N/a;6,e) = (EU).

(cf. proposition 2.10). On en déduit que l'application naturelle de H dans Ê
est encore un homomorphisme faible ; ce qu'il fallait démontrer.
COROLLAIRE 1.- Si la condition de la proposition est réalisée pour tout c-espace
intermédiaire. H ̂  Ê  , on a H' - E' .

REMARQUE.- Notons que si H est un c-espace intermédiaire pour le couple £ ,
E est faiblement dense dans L (H;£,fi) , puisque & vérifie la propriété d'équi-
approximation (cf. lemme de la proposition 2,4) , donc aussi dans H qui a une to-
pologie moins fine (cf. théorème 1 . 1 ) . Il en résulte que H' est toujours im es-
pace intermédiaire dual (cf. définition 2.2).
COROLLAIRE 2.- Supposons que Ê  a la topologie de Mackey. Si la condition de la
proposition est réalisée, tout c-espace intermédiaire semi-réflexif distinct de
E*̂  , est topologiquement trivial.
En particulier si Ê  est complet, il n'existe pas d'espace c-intermédiaire

semi-réflexif complet algébriquement distinct de Ê  ̂  Ê  .
Démonstration :
Soit H un c-espace intermédiaire semi-réflexif distinct de E si la condition

de la proposition est réalisée, l'application de H dans Ê  est un homomorphisme
faible donc un homomorphisme de H muni de la topologie de Mackey dans E1-1 ,
puisque, par hypothèse, celui-ci est muni de la topologie de Mackey, L'espace H
étant semi-réflexif a une topologie moins fine que celle de Mackey, d'où résulte
la première assertion du corollaire.
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La topologie de H est, dans ces conditions, isomorphe à la topologie induite

par E^ , Puisque par hypothèse & appartient à ^° , H est dense dans E^ ,

si donc H et E^ sont complets, H = E^ .C.Q.F.D.

COROLLAIRE 3«- Supposons que Ei et Eg sont nucléaires tonnelés complets Ef

gt E^ étant du type (î ) et complets, et que la condition de la proposition soit

réalisée. Si L (A;fi,fi) est quasi-complet. A ^ E0 , L (A;fi,fi) est topologique-

ment trivial.

Démonstration :

C'est une conséquence du corollaire 2, En effet avec les hypothèses de la propo-

sition, les espaces L (a;fi,fi) sont tous du type (^f) (cf. propriétés des espaces

•L(£,91) ; ch. 1 § 2), donc aussi les espaces L (A;fi,fi) • Ces espaces sont quasi

complets du type (ïf) donc semi-réflexifs [18].

On applique alors le corollaire 2.

Supposons maintenant que E], et Eg ont la topologie y a-® (?1)')' et

( (Eg ) ' ) * respectivement et que fi soit dans •é0 . Alors il est clair que dans

le cadre où nous nous sommes placés (Ei = E^ , Eg = E1-1) , on a fi = (fi»)'

Pour un tel couple on a la :

PROPOSITION 2.24,- Supposons que fi vérifie l'hypothèse d'équiapproximation.

EI j^ Eg ayant la topologie Y ; alors les quatre propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) Pour tout a à^ E11 , a^E° , N^(a;&,&) - E(̂  .

(ii) Pour tout b ^ ^ , WE^ , ^(b;^;£^ ^g Eu .
(iii) Tout o-espace intermédiaire H pour le couple ^ , distinct de E 1 1 , est

topologiquement faiblement trivial.

(iv) Tout c-espace intermédiaire H pour le couple £' , distinct de E' , est

topologiquement faiblement trivial.

Démonstration :

D'après la proposition 2.23, les propriétés (i) et (iii) sont équivalentes. Puis-

que £' vérifie la propriété d'équiapproximation si fi la vérifie (cf. proposi-

tion 2.17) et puisque fi =(& ' ) ' , les propriétés (ii) et (iv) sont équivalentes.

Montrons que (i) implique (ii) et réciproquement. Puisque fi = (& ' ) ' , la trans-c c
position, comme nous l'avons déjà noté (cf. proposition 2.17)» définit un isomor-

phisme algébrique et topologique de £ (^»^) sur £ (fi',fi') , elle applique

E^ ® E° sur E0 ® E' . On en déduit le :

LEMME.- Supposons que fi = (fi')' , fi vérifiant en outre la propriété d'équi-

spproximation. Pour que açN (b;^,fi) il faut et il suffit que b€N(a;fi',fi') .
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Reprenons la démonstration de la proposition et supposons que (i) soit réalisé,
Soit bcE^ , b^ . D'après le lemme, pour que acN ( b ; f i ' , 8 ' ) il faut et il
suffit que bçN ( a ; £ , e ) . Supposons que â Ê  , alors N (a;&,&) = E' , donc
bcE^ , ce qui contredit l'hypothèse. Ceci signifie que N ( b ; & ' , 6 ' ) = Ê  pour
tout bçE0 , b^E° . On a donc (ii). Puisque £ = ( & ' ) ' , on en déduit l'équiva-
lence de (ii) et de ( i ) .

COROLLAIRE.- Si l'une des conditions de la proposition est réalisée, tout c-espace
intermédiaire H pour £ , H = Ê  , s'identifie algébriquement au dual de Ê
rmmi d'une topologie de c-espace intermédiaire pour &' ; tout c-espace intermé-
diaire pour 6' y s'identifie algébriquement au dual de Ê  y muni d'une topolo-
gie de c-espace intermédiaire pour le couple £ .
Démonstration :
Démontrons par exemple le premier point. La propriété (iii) étant réalisée, si

H est un c-espace intermédiaire pour & , H ̂  E- , H' = E' ^ .Ona d'autre' c alg c»"
part H - ( H ' ) ' . Donc H est le dual de E' muni d'une topologie moins fine
que celle de E' ^ 9 H étant c-intermédiaire pour le couple 6 , H' est unc, i < c
espace intermédiaire pour le couple &' ; il induit sur E' une topologie de
c-espace intermédiaire, puisque manifestement toute topologie d'espace intermédiai-
re moins fine qu'une topologie de c-espace intermédiaire (ici celle de E' ) est
encore c-intermédiaire, C.Q.F.D.
Donnons maintenant une condition pour que tout espace intermédiaire pour un cou-

ple d'interpolation & soit algébriquement trivial. On a la
PROPOSITION 2.25.- Soit & un couple d'interpolation de ^° vérifiant la pro-
priété d'équiapproximation. Pour qu'il n'existe pas d'espace intermédiaire pour
£ algébriquement non trivial, il faut et il suffit que pour tout a à^ Ê  n'ap-
partenant pas à E*̂  , l'injection de E' ^ dans N (a;&,&) soit un homomorphis-
me faible.
Démonstration :
Appliquons le théorème 1.1. Pour qu'il n'existe pas d'espace intermédiaire diffé-

rent de EI ou Eg , il faut et il suffit que pour tout a de E^ , n'apparte-
nant pas à E0 , L (a;&,&) = E11 . Puisque & vérifie l'hypothèse d'équiappro-n c ^ximation, E est faiblement dense dans L (a;^,^) • Cette condition équivautc
donc à dire que L (a;^,fi) est faiblement fermé dans Ê  y ou encore puisque
L (a;&,fi) - (^ ( a ; £ , & ) ) ' (cf. corollaire 2, proposition 2 . 7 ) , que

^c1'0̂ ^
est un homomorphisme faible. C.Q.F.D.
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Supposons à nouveau que le couple d'interpolation fi est tel que E^ , E ,
ont la topologie y , alors N (a;&,&) est un espace intermédiaire pour le cou-
ple ^ puisque ^(£,fi) = ^(^,^) (cf. [31]).
Donc pour que la condition de la proposition soit réalisée, il est nécessaire que
N^(a;e,6) = ̂  . C.Q.F.D.

On en déduit le :

COROLLAIRE.- On suppose que Ei et Eg ont la topologie y • On suppose en ou-
tre que N^(a;£,&) ^ E^ pour tout acE' ,

1) si pour tout acE^ , a^ , ^ (a;&,&) ^ (E,,) ' , tout espace intermédiaire
pour & coïncide algébriquement avec E ou E*^ .

2) s'il existe a^Ep tel que ^(a;^ ^ (E,j)^ , L^(a;e,C) est distinct de
E11 et l'in.tection L (a;&,&) *-» E^ est un homomorphisme faible.

REMARQUE 2,6.- Plaçons-nous encore dans le cadre décrit ci-dessus ou. £• = ( f i*) 'c e
Supposons que N (a;&,&) soit distinct de E' pour un vecteur a n'appartenant
pas à E° , alors N (b;^^') est différent de E° . N (b;^^') est un es-
pace intermédiaire pour le couple fi , Dans la pratique, nous verrons que la con-
dition suivante est souvent réalisée :

Pour tout b de Eu n'appartenant pas à E° , N (b;£',fi') ^ E11 .Si cette
condition est réalisée, on déduira de l'existence d'un espace N (a;fi,£) distinct
de E' , pour un vecteur de E11 n'appartenant pas à E0 , l'existence d'un es-
pace intermédiaire pour le couple d'interpolation & , distinct de E^ et de
EU .

§ 10. Quelques exemples.

I. Interpolation pour des couples d'espaces de suites.

Nous nous proposerons de regarder ce que deviennent les définitions des espaces
N(a,36,£) quand ï et & sont des couples d'espaces de suites multiples d'ordre
p et q respectivement (cf. définition 1.3).

DEFINITION 2.11.- Nous dirons qu'un couple d'espaces de suites multiples d'ordre
p , £ , est normal si :

1) l'espace des suites finies ® Œ est contenu dans E ,

2) ® C est dense dans E1^ , Ei et E- .
N? —————————— — 2

Toute application linéaire de ® Œ dans un espace localement convexe étant
Wcontinue, on a les inégalités :
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©p C =s E° ̂  Ê  ̂  E0 ̂  ̂ (i=l,2).

Et en transposant ces inégalités, on voit que :

^
C ^ E^ E^ E^ (EU)' ^ C^ (i=l,2).

C'est-à-dire que le couple £' est un couple d'espaces de suites multiples d'or-
dre p . On verrait, par un raisonnement analogue à celui fait dans le cas des
couples normaux d'espaces de distributions (cf. proposition 2.22, corollaire 3 ) ,
que &' est encore un couple normal d'espaces de suites multiples d'ordre p .
Soient ï et fi deux couples normaux d'espaces de suites multiples d'ordres

respectifs p et q . Alors on a manifestement l'inégalité :

x/x^) . ^( ©p c, (C )̂ = ̂ p x Nq .^
On appellera matrice de Ae£ (X.,E.) , la suite de ^ x qui lui est asso-
ciée dans cet isomorphisme.

En identifiant un élément de £ (X. ,E. ) avec la matrice qu'il représente, on

peut donc considérer le couple d'interpolation formé des espaces de suites multi-

ples d'ordre (p+q) , (^(Xi.Ei) , ^(Xg.Eg)) . Puisque l'espace des suites fi-

nies © C est dense dans X° , dire que deux applications linéaires continues

de X^ dans E^ , i=l,2 respectivement, coïncident sur X0 , équivaut à dire

qu'elles coïncident sur © (C , donc que leurs matrices sont égales. En d'autres

termes, l'injection de £ (X.,E.) , qui à un élément associe sa matrice, applique

biunivoquement £ (ï.fi) sur l'espace intersection du couple d'espaces de suites

(^(Xi.Ei) , £ (Xg,Eg)) . Nous identifierons ces deux espaces. Alors l'espace

des suites multiples finies d'ordre (p+q) apparaît comme un sous-espace de

£ (ï.fi) • On. peut faire alors l'hypothèse suivante :

AI(ï»fi) s Le couple d'espaces de suites multiples d'ordre (p+q)

(.^(Xi.Ei) , ^(Xg.Eg)) est normal.

Alors d'après les remarques faites ci-dessus, l'espace (£ (ï.fi))' s'identifie à

un espace de suites multiples d'ordre (p+q) . Et en utilisant la proposition 1.1

on en déduit aussitôt que c'est l'ensemble des suites multiples d'ordre p+q qui

peuvent s'écrire comme la somme de deux suites multiples du même ordre appartenant

respectivement à (^(Xi.Ei))' et à (^(Xg.Eg))' . On en déduit en se rapportant

aux définitions du § 8, la :
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PROPOSITION 2.26.- Soient ï ej^ g, deux couples normaux d'espaces de suites,
vérifiant l'hypothèse Ag(ï,£) • Soit a un vecteur de X̂ * , L'espace
N (a;ï,fi) est l'espace des suites b = ( b . ) , jç^ 9 telles que la suite d'or-
dre (p+q) 9 ( a . b . ) puisse s'écrire comme somme d'une suite appartenant à l'es-
pace de suites (£ ( X i . E i ) ) ' et d'une suite de (£ ( X g , E g ) ) ' , muni de la topo-
logie localement convexe la moins fine rendant continues les applications b -4 b
et ( b . ) »-» ( a . b . ) dans E,', et (£ ( ï , & ) ) ' respectivement.

3 ± 3 u c

En notant que ï' est normal si ï l'est, on peut introduire l'hypothèse :
Ag(ï,&) : Le couple d'espaces de suites multiples d'ordre (p+q)
(^((Xi)^Ei) , ^((Xg)^)) est normal.

Il vient la
PROPOSITION 2.27.- Soient ï ̂  & deux couples normaux d'espaces de suites vé-
rifiant l'hypothèse Ag(ï,&) . Soit a un vecteur de X̂  . L'espace N ( a ; ï ' , & )
est l'espace des suites b = ( b . ) , jdN- , telles que la suite multiple d'ordre
(p+q) , ( a . b . ) puisse s'écrire comme somme d'une suite appartenant à l'espace
de suites (£ ( ( X i ) ' , E i ) ) ' et d'une suite de (.^((Xg^Eg)) ' , muni de la topo-
logie localement convexe la moins fine rendant continues les applications b *-» b
je^ ( b . ) •-» ( a . b . ) dans E'j ̂  (£ ( ï , f i ) ) ' respectivement.

REMARQUE 2.?.- Supposons, les hypothèses de la proposition 2.27 étant réalisées,
que Xi , Xg , EI et Eg sont complets et qu'il existe i et j (i=l ou 2,
j= 1 ou 2) tels que X, et E. soient nucléaires. Alors (cf. propriétés des es-
paces .^(fi,SQ ; ch. I ; § 2 ) , ^((\)^) = X̂  (^ Ê  , (k=l,2), et son dual
fort est l'espace des formes bilinéaires continues sur X. y E, , que nous note-
rons B ( X , , E . ) , et qu'on identifiera à l'espace des applications linéaires e-bor-
nées ( ) de X. dans E, , qui apparaît comme un sous-espace de

£( e c/) = ĉ x Nq ;
Np

c'est-à-dire qu'on peut identifier B ( X , , E , ) à un espace de suites multiples
d'ordre (p+q) (l'application associée à la forme bilinéaire).

On en déduit le corollaire suivant de la proposition 2.2? :
COROLLAIRE.- Supposons que les hypothèses AgÇï.fi) soient réalisées, que Xi ,

( ) On dit qu'une application u de A dans B' est e-bomée s'il existe
un voisinage W de 0 dans A dont l'image par u est une partie équicontinue
de B' .
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Xg » EI ^ Eg soient complets et qu'il existe i et j ,(i=l ou 2, j=l ou 2)
tels ^e \ ̂  ^ soient nucléaires. Alors N(a;3^,e) est l'ensemble des sui-'
-t^ b telles que la suite (a^ b ) s'écrive comme somme d'une suite de
B(XI,E^) et d'une suite de B(Xg,Eg) .

Voici maintenant un critère sur le couple 6 assurant que les hypothèses

Ai(ï,fi) et Ag(x,£) sont vérifiées pour tout couple normal d'espaces de suites
ï .

PROPOSITION 2.28.- Soit g, un couple normal d'espaces de suites multiples d'or-

dre, p . Si le couple £ vérifie l'hypothèse d'équiapproximation. Cen particulier

si l'espace des suites finies est dense dans £ (&,&) (2i), et si Ei ^ E vé-

rifient l'hypothèse d'approximation de Grothendieck,) alors pour tout couple normal

d'espaces de suites ï , les hypothèses Ai(ï,&) ^ A^^e) sont réalisées.

Démonstration :

Soit ï un couple normal d'espaces de suites d'ordre q . On vérifie aisément
que :

J.q ̂  ̂ n ̂  En ̂ .W ,

<C ^ XÏÏ ̂  E0 ^ £ (î',6) .

Puisque ï , 3£' , et & sont des couples normaux, 9 C est dense dans X'c KP c,n
et X11, C C est dense dans E" . On en déduit que ® (D est dense dans

^ n (g) En et xn ^TT En » donc aussi dans cnacun de ces espaces munis des topolo-
gies induites respectivement par ^(ï,C) et ^(ï^fi) . Mais le couple fi véri-

fie l'hypothèse d'équiapproximation, donc X' ^ EÏÏ est dense dans S, (ï,fi) et

X0 (g) Eïï dans ^(^,&) (cf. proposition 2.1o). On en déduit que © Œ est dense

dans ^(3£,&) et £g(^»&) . D'autre part en reprenant le même raisonnement appli-

qué aux espaces J^(X^E^) (i=l,2) et en utilisant la propriété d'approximation de

Grothendieck, on voit que <_^ C est dense dans £ (X. ,E. ) et £ ((X.)',E.)

(i=l,2) ; ce qui démontre que les couples

(^(Xi.Ei). t^W et (^((Xi)^E,), ^((^);,E^)

sont normaux.

/2l
( ) Oh a en effet : © C s EA gi E0 s S, (£,e) .
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On démontrerait de la même manière la

PROPOSITION 2.29.- Soit X un couple normal d'espaces de suites Multiples d'or-

dre p . Si le couple ï vérifie l'hypothèse d'équiapproxiroation, et si Xi ^

Xg vérifient l'hypothèse d'approximation de Grothendieck. alors pour tout couple

normal d'espaces de suites & , les hypothèses Ai (ï,&) ^ ^(ï»^) sont
OÛÛOoooo •

REMARQUE 2.8.- Si on suppose que l'espace ® <C est dense dans £ (ï,&) , sans

être dense dans chacun des espaces £ (X.,E.) , il faut écrire que la suite

(a^.b ) est dans l'espace de suites (£ (ï.fi))' , en faisant attention que l'es-

pace (^(ïi,Ei))' + (^(Xg,Eg))' n'est pas défini comme espace de suites. On fe-

rait la même remarque concernant les espaces N (a;ï',&) •
£ C

II. Interpolation pour des couples d'espaces de distributions.

Explicitons maintenant les définitions des espaces N (a;ï,£) quand ï et 6

sont des couples normaux d'espaces de distributions respectivement sur t? et sur

Rq (cf. définition 2.8).

Notant x le point courant de iP , y celui de ïfl , nous indexerons par x

ou par y les espaces de distributions sur K? ou sur ffl respectivement.

On a manifestement :

^W ï ̂ W •
Donc, par le théorème des noyaux de L. Schwartz (cf, [40] ; ch. 1 ; § 4)

VW^y •

(l'élément de -3' associé par cet isomorphisme à Aç.C (X. ,E. ) est la "matrice"

de cette application linéaire, le noyau de A) .On peut donc considérer le couple

d'interpolation formé des espaces de distributions sur

Rî 'xd1 1 , (^(Xi,E,) , ̂ (X,,Eg)) .

On voit, en raisonnant comme on l'a fait pour les couples d'espaces de suites, que

l'espace "intersection" pour un tel couple est l'espace des distributions noyaux

des éléments de £ (X,S) . Toute fonction $(x,y) de ^ (<3 ) = S , définit^ y ^?y
une application linéaire continue de â1' dans <3 , (par T ^ [* $(x,y)T(x) dx)x y x ^p

donc un élément de JC(ï,e) .On peut alors faire l'hypothèse suivante :

B^ï.e) : Le couple d'espaces de distributions sur

R P y t ^ , (^(Xi,E,) , ̂ (X^))
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est normal.

Alors l'espace (^(3E,£))' s'identifie à l'espace des distributions sur

R X tî. qui peuvent s'écrire comme la somme d'une distribution de £ (X- ,E ))'
et d'une distribution de (.C (Xg,Eg))' .

On en déduit, en se reportant à la définition des espaces N (a;^,^) , la :
c

PROPOSITION 2.30.- Soient ï ^ £, deux couples normaux de distributions véri-

fiant l'hypothèse B^(x,&) . Soit T une distribution de X11 . L'espace

^(^X^) est l'espace des distributions S telles que la distribution T 0 S

s^r ^ X ^q 9 puisse s'écrire comme somme d'une distribution appartenant à l'es-

pace des distributions (^(}q,E^)' et d'une distribution de .(£ (X^Eg))' , ̂ -

ni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applica-
tions ^y-^y ^ Sy-T^^y ^ ^îï^) dans £y ^ (^(ï,£))1 respec-
tivement .

Démonstration :

Grâce à l'isomorphisme du théorème des noyaux, on a :

^^y^.n^^c^^.y

et

^.y^xVy^c^^y •

Par définition pour qu'une distribution T soit dans N(S;x,£) il faut et il

suffit que la forme linéaire S (g> T sur X' p 0 E° se prolonge en une forme li-c, ' '
néaire continue sur ^(ï,S) . Mais ^ (<2) ) est dense dans £ (ï,&) d'après l'hy-

pothèse (A^) et \®^ est dense dans â^ (cf. (3) ; VI ch. III ; § 2). Il

en résulte que â^ ®<^ est dense dans £ (^e) L'espace N(S;x,£) est donc

celui des distributions T de E11 telles que la forme bilinéaire

(^t) - < S^$(x) > ̂ .^ . < T^(y) > ̂ .^

soit continue pour la topologie induite par celle de S, (x,£) , ou encore telles

que la distribution T^ ^ S soit dans l'espace de distributions (£ (ï,&))' .

Notant que le couple 3^ est normal si x l'est, on peut encore faire l'hypo-
thèse suivante :

Bg(ï»^) s Le couple d'espaces de distributions sur

R^^ , d^W , ̂ ((X^,E,))

est normal.
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On en déduit de la même manière la :
PROPOSITION 2.31«- Soient 3E ̂  e deux couples normaux d'espaces de distribu-
tions sur K~ ^ (R- respectivement, vérifiant l'hypothèse Bg(î,e.) • Soit T
une distribution de X'. •

L'espace N ( T ; ï ' , f i ) est l'espace des distributions S sur (R- , telles que£ c y y
la distribution T ® S puisse d'écrire comme somme d'une distribution apparie»——_^^__———————————_^^——— ^ y

nant à l'espace des distributions (£ ( ( X ^ ) ' , E ^ ) ) ' et d'une distribution de
(£ ( ( X g ) ' , E ) ) ' 9 Muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant
continues les applications S <-» S ^e, N ( a ; ï ' , & ) dans E') et S ,-> T 0 S
dans (^(î^G))' .
Voici maintenant un critère sur le couple g, , assurant que les hypothèses

B - ( y , £ ) et Bg(y,£) sont vérifiées pour tout couple normal v d'espaces de dis-
tributions •
PROPOSITION 2,32,- Soit £ un couple normal d'espaces de distributions sur R^ •
Si le couple £ vérifie l'hypothèse d'équiapproximation» et si E. ̂  Eg véri-
fient l'hypothèse d'approximation de Grothendieck^ alors pour tout couple normal
d'espaces de distribution ï , les hypothèses B^(3E,&) ̂  Bg(x,&) sont véri-
fiées.
Démonstration :
Par un raisonnement analogue à celui fait au cours de la démonstration de la pro-

position 2.30, on montre que c2 <S> 5) est dense dans £ (x»&) 9 •£ ( ï ' » ^ ) »
£ ( X . , E ^ ) et £ ((X^)^E^) , (i=l,2). Pour terminer, on note les inégalités :

^x,y ' ̂ } et \y " W^

et l'égalité :

^ ®S -2 . C.Q.F.D.
-x- J -'-ïj

REMARQUE.- Supposant, les hypothèses de la proposition 2.32 étant réalisées, que

X^, Xg , E^ et Eg sont complets, et qu'il existe i et j (i=l ou 2, j=l ou 2)

tels que X. et E. soient nucléaires, alors, (cf. ch. I § 2), £ ( ( X ) ' , E , )i j ^ e K c K
(k=l,2) s'identifie à l'espace X. <S> E, , et son dual fort, noté B ( X , E , ) ,
à l'espace des formes bilinéaires continues sur X. x ET- 9 espace qu'on identifie
à l'espace des applications linéaires e-bornées de X dans E, , qui apparaît,
grâce au théorème des noyaux, comme un espace de distributions sur IR13 x ^q •
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§ 1. Interpolation entre un espace échelonné et un espace de K'dthe.

N° 1 : Notations.

Soit <y / une suite croissante de suites de nombres positifs telle que pour

tout i de IN on puisse déterminer un entier n tel que o^ ^ 0 •

On désigne par E(a /) l'espace des suites de nombres complexes qui peuvent

s'écrire, pour au moins une valeur de mcN , comme produit de a } et d'une sui-
/ \ 90

te somroable. On note a 'A1 , mçlî , l'espace des produits de suites de S1( ) ,

par la suite cy 9 muni de la topologie quotient de la topologie de s1 par

l'application de multiplication a -* a '.a de f1 sur a £1 • On a pour tout

m : c/"1^1 ^ c/"14"1^1 , et la réunion des espaces c/111^1 est l'espace E(c/1^).

On munit alors E(cy ;) de la topologie de limite inductive des espaces a A1 .

On sait alors, (cf. [19] ; ch. II ; § 4 n° 3)» que ECc/^) limite inductive
d'une suite d'espaces normes est un espace tonnelé, bomologique, séparé du type
(<®7) et complet. Nous dirons que c'est l'espace de K'ôthe associé à la suite o? •

Suivant A. Grothendieck, nous appellerons espace échelonné défini par suite

(Y / 9 l'espace des suites ç = (ç.) dont le produit par tout a ', mciN , est

sommable, muni de la topologie définie par la famille de semi-normes

P^5) = ll̂ çll̂  . ̂  •

Nous noterons cet espace F(<y ) .

On a le critère de nucléarité suivant ([19] chap, U ; § 2) :

THEOREME. Une condition nécessaire et suffisante pour que E(a ) soit nucléaire

est que pour tout m il existe un entier n tel que la suite o/ / <y soit
sommable.( ')

Si une suite vérifie la condition énoncée dans ce théorème, nous dirons qu'elle
vérifie la condition (IP) .

Si la condition (Hi) est vérifiée le dual fort de F(c/1^) est EÇc/^) ,et

99
( ) On désigne par j^1 l'espace des suites sommables.
V\

( ) On fera la convention <y/P = 0 si a et p sont nuls simultanément.
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le dual fort de E(c/1^) s'identifie à l'espace F(c/1^) .

Dans un espace F(cy /) ou E(fT ) , l'espace des suites finies est dense. Un
couple d'interpolation formé de deux quelconques espaces de. ces types est toujours
normal (cf. déf. 2.11).

Considérons un couple d'espaces de suites formé d'un espace de KSthe et d'un es-
pace échelonné, fi = (F(cy /), E(p /) . L'espace des suites finies est dense dans
FCc/—) et ECp^Q , et en outre le couple £ est normal (cf. déf. 2.11).

Rappelons quelques propriétés des produits tensoriels projectifs de tels espaces
F(cy ) et E((3 ) • Suivant nos conventions, étant donnés deux espaces de sui-
tes E, et Eg , on identifiera un élément de E- ç?» Eg à sa matrice, c'est-à-dire
à une suite double (u. . ) , où i représente la variable muette du premier espace,
j celle du second. On montre alors que l'application u •-» (u. .) de E(cy ) (g) f1

dans C x se prolonge continuement en une injection continue de E(o? ) à f1

dans C11 x N . On a la :

PROPOSITION . (Cf. [19]; ch. II, § 3). L'espace E(c/1^) S> F(^) s'identifie
à l'espace des suites doubles (u. .) telles que pour tout n , il existe un en-
tier m tel que :

(2) E P^ |u |̂ /c^ <« ,
i,J J J

muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les appli-
cations (u^.) ^ B^ u, de ECc/^) ̂  F(B (n)) dans EÇ^) ̂  ^ .

Posons ï = (F(c/'), E C o ^ ' ) , et supposons que les suites Q w et a9^
vérifient la condition (H1 ) . Nous avons alors le

LEMME. Le couple ï vérifie l'hypothèse d'équiapproximation.

Démonstration :

Les espaces F((Y ) et E((Y' ) sont nucléaires et complets. On en déduit les
inégalités

® C ^ ^(FG/10), FCc/^)) H .C (ECo^), E^»^)) =
|Nx(N c c

(E^) ̂  FG^)) n (FG^) ̂  EG^)) . ̂  .

En utilisant la proposition 3.1, on voit facilement (cf. [19] ; ch. II, § 3 n° 3)
que l'espace des suites doubles finies est dense dans

(EC^) ,̂ F(^)) n (F )̂ ̂  E^))
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et dans chacun des deux espaces composant cette intersection • C.Q.F.D.

En utilisant le corollaire de la proposition 2.27» on a alors la :

PROPOSITION 3.1.- Soit fi un couple normal d'espaces de suites^ a une suite

^ ^ • L'espace N (a;3[,^) est l'espace des suites b = (b.) telles que lac 3
suite (a. b.) s'écrive comme somme d'une suite appartenant à l'espace de suites

BCECc/^), E^) et d'une suite de B(F((y'^), E ^ ) . muni de la topologie locale-

ment convexe la moins fine rendant continues les applications

b ^ b ej, b - (a^) fiLans E^ e^ (EÇc/^) ̂  E, ) n (F^'^) à Eg)

respectivement.

Posons 6 = F(p^), E(p'^)) . En considérant. B(E(c/1^), F(p^)) comme

l'espace des applications linéaires de E(<y ;) dans ^ ( p ) ( ) dont les res-

trictions à chaque sous-espace o/ f1 sont continues, on obtient la

PROPOSITION 3.2.- [19] ; ch. II, § 3, n° 3). B(E(c/1^), F(p^)) s'identifie à

l'espace des suites doubles (v..) telles que, pour un entier n ^ 0 convenable «

on ait pour tout mdN :

Sup^ Ivy!/ f^^" •

On en déduit aussitôt la :

PROPOSITION 3.3- L'espace N^(a; (FCo^). E^'^)), (F^10), E^'^))) ^

l'espace des suites b = (b.) telles que la suite (a. b.) s'écrive comme somme
3 — 3 "1™™"™"

d'une suite u = (u. .) , telle que pour un entier m ç^ et pour tout mdN la

J^.
suite double 1 .> ^ soit bornée, et d'une suite v = (v..) telle que pour un

^ p.(n,)
entier n^çN , et pour tout nçU la suite double '̂  / \ v. . soit bornée.

i

COROLLAIRE.- L'espace NÇa^F^^), ECo' '1 ' ) ) ) s'identifie algébriquement au

dual de L(a;(F(c/ )), E^^^))) (25) pour la dualité

c = (c^€L(a;(F(^n)), E^'^)))

>~A cj j b = (b^çNCa^F^), E^'^))) .

(24) On note par ^ l'espace norme engendré par B^ , ou B^ désigne un

borné convexe équilibré de F» , muni de la norme jauge de B^ (cf. [3] ) .

f25) Si &€^° , "ous noterons N(a;&) et L(a;&) respectivement pour
N^(a;e,fi) et L^(a;fi,£) .
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Démonstration :

Posons C^asCF^), E^'^))) , B = ̂ (F^), E^'^))) .
Le couple & = (FCc/^), E C c Y * — ^ ) ) vérifie l'hypothèse d'équiapproximation. Donc
B s'identifie algébriquement au dual de C pour la dualité

< c , b > = < u , a ^ b > ( (^ £ ( £ , £ ) ) . )
c ' ' 7 c '

où u est un élément quelconque de £(£,£) tel que u(a) = c (cf. th. 2,1,
ch. 2, § 7). D'après la proposition a ® b = H + G , o ù HçB(E(c/3^), F((y'^)) et
GçB(F(cy ' k n / ) , E^'^')) . Si on représente H , G et u par leurs matrices res-
pectives dont les caractérisations ont été rappelées ci-dessus (cf. proposition
3.2), on peut écrire :

< c , b > = Z^ (H^+G^)
-ïJ

la série du second membre étant absolument sommable. On a alors

< c,b > = z (Z u_ a )b = Z c b .
j j _ - L J i J j J J C.Q.F.D.

?11 : Conditions d'existence d'un espace intermédiaire entre un espace de K'dthe
nucléaire et son dual.

Nous supposerons dans ce paragraphe que la suite cy vérifie les conditions sui-
vantes :

1) Condition de nucléarité (fli) (cf. § 1)
2) Condition (H2) : II existe un entier t positif tel que inf a ° > 0 ,

Dans l'hypothèse (H2) , on a <y ° !1 ^ f1 et F(cy ) ^ S1 9 donc a fortiori
F(<y ) ^ E(a /) . O n peut alors appliquer les propositions du paragraphe 9 du
chapitre 2, qui vont nous conduire à des conditions d'existence d'un espace inter-

médiaire non trivial pour le couple (F^^), E(a ')) .

Soit a un vecteur de E(o? ) n'appartenant pas à F(<y ) . D'après la pro-
position 3.1, l'espace î^a^F^1^), E(c/1^))) est l'espace des suites b = (b.)
telles que la suite double (a. b.) puisse se décomposer sous la forme v + w ,
où les suites v = (v..) , w = (w. . ) sont telles que pour un couple d'entiers
(m ,n )çK x N convenable, et pour tout couple d'entiers (m,n)çN y. U , les suites

(̂  ̂ n)) et ̂  w^)

soient bornées, H en résulte la :
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PROPOSITION 3.^.- Pour qu'il existe un b-espace intermédiaire faiblement topolo-

fiiquement non trivial pour le couple (F(ç^), E^)) , il est nécessaire
la condition suivante soit réalisée :

On peut trouver deux applications strictement croissantes k ̂  i, et k' -. j
ââ. <N ^ans. (N , deux entiers (m^ , no)elî x K , et deux entiers

^r' > (r,r')ç!N x U ,

tels que :

Pour tout (m,n)çK x N , il existe une constante c^ > 0 , telle au» on ait
pour tout (k^'îçW y K :

(I)

(m,) (n,)
/ ^ l^-î1 1 ^ ^k'^y^Ty^nn ^r'^r

^ -'k* \ •'k* '-k

Démonstration :

D'après la proposition 2.23, pour qu'il existe un b-espace intermédiaire faible-

ment topologiquement non trivial pour le couple (F(c/1^), .E(y^"^)) il est né-

cessaire (et suffisant) qu'il existe une suite a de E^^) n'appartenant pas
à FCo^O telle que

NCaîF^), E^^)) + F^) ,

puisque le couple (F^^), E^^)) vérifie la propriété d'équiapproximation.

Supposons donc l'existence d'une telle suite a = (ai.) . Soit b = (b.) une suite

de NCa^»^) , E^^)) qui ne soit pas dans F(c/")) . Dire que a et b ne

sont pas dans FCc/")) signifie qu'on peut trouver deux entiers r et r' , deux
applications de W dans IK , k ̂  î  et k« - j^, strictement croissantes, et

une constante y, strictement positive telles qu'on ait pour tout entier k :

!°'i ^ 1 s u st \ar b. \ S a .
k k -'k' ^k'

Mais la suite b est dans iKasFCc/^), ECc/^)) . Utilisons la décomposition de

^ b^ explicitée dans la proposition 3.3. Il existe deux entiers ^ et n po-
sitifs tels que pour tout (m,n)?IK x ti , il existe une constante strictement posi-
4..Î —- . -. -.tive c telle que

^.(r) (r') ^ (r) (r')
\ a\a^ . "Jk. ^ "Jk.% % "Jk. + a i - - a- a

,<") [^îî———— s "mn
^-s ^'.

-'k- ^k
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ce qui démontre la proposition.

Introduisons maintenant une nouvelle condition (H3) sur les suites a ;

1) Pour tout couple d'entiers ^ (m',111")^ y IN 9 il existe mçN tel que la

suite o^ fy(m") / ^(m) soit bornée.

2) Pour tout n entier assez grand on peut déterminer une constante

c > 0 telle que

c^ ^ c^ CY^ » pour tout (i,j) tel que i ^ j .

Si les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont réalisées, on peut mettre le cri-

tère (I) de la proposition 3.4 sous une forme (II) plus maniable qui apparaît

comme une condition suffisante d'existence d'espaces intermédiaires non triviaux

pour le couple (F(<y ), E((y )) , On a de façon précise la

PROPOSITION 3.5.- Supposons que les hypothèses (H1), (H2) ^ (H3) soient réa-

lisées par les suites <y • Considérons les propriétés suivantes

(i ) Condition (l)(26)

(ii ) Condition (II) :

II existe un couple d'entiers (m'.n'îcl1! x ^ 9 un couple d'entiers (r,r')€<Nx (N

et deux applications strictement croissantes de N dans IN , k -* i, ^ k'«-» j,,

tels que pour tout entier mçlN soient réalisées les deux inégalités

^ (r) ^ (r')

%• \ % ^k'
(II) ^^ (^) > 0 et Mm („) > 0

^k'^k \ ^k'^k °/j„
k - O O K k - 4 0 0 K

k' -» » k' -4 »

(iii) H existe açE(^n^) tel que N(a;(F(c/1^), E((y^^))) soit un espace in-

termédiaire algébriquement et topQlogiauement non trivial pour le couple

(Fîc/10), E^^)) et que l'in-îection naturelle de LC^W^^ ^(^n)^ dans

E((y ) ne soit pas un homomorphisme faible.

On a les implications (i) => (ii) » (iii) .

Démonstration :

Supposons les hypothèses (H1), (H2) et (H3) réalisées.

1) On a manifestement (i) => (ii) .

( ) cf. proposition 3.4
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Si les inégalités (l) sont vérifiées, pour tout couple d'entiers (m ,n ) , on

peut déterminer un couple d'entiers (m',n') tel que

L^^.\^(1) ^ (..), ̂
^ Cf CY =? A Q'

où A désigne une constante strictement positive. On suppose m' et n' assez

grands pour que les suites 1/c/1^ et 1/c/11^ soient bornées°(conditLn (H2))

et que les suites a <) et a 0) vérifient le second point de la condition (H3).a

On a alors en portant ( 1 ) dans (I)

^ (r.) ^ (r)
c^ a- 01. Œ.

K "k* ^k' k0 < v < —-—} i ,— + " _ K

' ^m.n < C^ + ^~ '
Q'-, Œ-

^k' ^

avec y = 1/c A ."m^n / m,n •
(m') (n»)

D'après la condition de croissance imposée aux suites a ° et o/ ° on

peut déterminer deux constantes C et C» strictement positives telles que

(m^) (m^)

°'± ^ c ^1 » pour J s i

(n^ (n^)
Q'-, ^ ^c^, , pour j'^ i* .

On aura donc pour j^, ^ i , l'inégalité

^ (r) ^ (r)
o'-j cy- <y- Œ-
-k' "k' ^k' kn .̂ .̂ p "• "• , Jv____K

^ ^ n ^ C Ï Ï 5 — + ———1^— •
^-i ^n

^k* \

On vérifie que la réunion des hypothèses (H1) et (H3) entraîne la propriété

que : quel que soit .̂e couple (m^r') d'entiers, il existe un entier n pour

lequel la suite ^(ms) c/11^ / c/^ tend vers 0 à l'infini. Donc pour que y
soit strictement positive, il faut que

m,n

(n^ w
CY-, (Y-

(2) ^ kt ̂  > 0 .
-î > -t <^

^k' ^ \ ^
k -. co k
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On aura de façon symétrique, en intervertissant les rôles de i, et j,, la con-

dition

^ (r)
î ^j

(3) î  —TÏ^O ;
^' " ̂  °-j
k -^ oo K

k' -. co

ce qui montre que (il) est vérifié si (I) l'est et établit l'équivalence de (i)

et (ii).

2) Montrons que (ii) ^ (iii)

Supposons que la condition (II) soit vérifiée pour deux suites (ii-)» (j^») don-

nées, deux entiers r,r' , (r,r')dN x N , et un couple (m', n^) de (N x IN •

Nous allons construire un espace î^a^F^"), £((/'))) distinct de F(o^) et

de E^) .

Il est toujours possible de supposer r et r' supérieurs à l'entier t donné

dans l'hypothèse (H2) .

Posons :

0 , si i ^ î  0 , si j i j^,

a! =i 1 ^ =^ 1
1—G7 9 s± i = ^k ~^) , si J = Jk'

cy- Œ-,
nc ^k1

k K \ K

Posons encore :

Vy = \ b si i > j , v = 0 , si i ^ j

w^ = 0 si i > j , w^ = a^ b^ , si i ^ j .

On a alors pour tout (i,j)çlN x IN : a. b. = v. . + w. .

Les suites a = (a.) et b = (b.) ainsi construites sont dans E(cy ;)

En effet nous avons supposé la suite f, \ bornée, r ^ t et r' s t ,

II en résulte que les suites (cy )"" et Ç<y /)"'1 sont majorées à une constan-
(r) f r '^te près respectivement par les suites cy et cy • Ces suites ne sont pas

dans F(o/ /) , puisque a.cy et cf •b ne sont pas sommables,

D'autre part les inégalités (2) et (3) montrent que pour tout m et tout n ,

les suites
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^ \ / ̂

^ vi^ et ^ wij

^ / \ "i

sont bornées. C'est-à-dire d'après la proposition 3.3, que b est dans

^(FCc/^), EQ/^))) .

Il reste à montrer que NÇa^FÇc/115), EÇc/^))) est distinct de E^^) et
que sa topologie n'est pas celle induite par la topologie de E(c/1^) . Ceci va
résulter du lemme suivant :

LEMME.- Si la suite (c/^) vérifie la condition (H3) , la propriété

NCa^F^), ECc/^))) = E^)
alg

équivaut à la propriété : a appartient à FÇc/^) .

Démonstration :

Si a est dans F^), LCa^o^), E^))) = F^) (cf. ch. 1 ; § 5,

remarque 1.6). D'autre part, en vertu du théorème de dualité (th. 2.1.), son dual

s'identifie algébriquement à N(a; (F(c/n)), EÇc/^))) , donc

^(F^), E(o^))) = E^^) .
alg

Réciproquement, soit a un vecteur de ECc/^) n'appartenant pas à F(c/1^)

a n'appartient pas à NCa^ECc/^), F^^))) . En effet supposons le contraire,
alors la suite (a^ a^) vérifiera les conditions (I). On pourra donc trouver deux

entiers r et r' , (r,r')dN x N , un couple (m^,n^)çftî x K , une application

de IN dans K strictement croissante k -» î  , et pour tout m et n une cons-
tante strictement positive c telle que :mn

(»J (" )0 (r) (r*) ° (r) (r*)
% % % % \ %c < —-——————&- +

mn - (n)
Q^ a

^^——cnî— + ——OT
% %

pour tout kçN . Ou encore, en utilisant la condition (H3) , il existera un cou-
ple (m'.n')çN x K et une constante c' > 0 , tels que :u u mî  ' •*•

^ (»o)
a.

\ ^
m ^ ~TnT + —G7 » P0^ tout k^ »^ - W ^m

^ %(Y-s /V.
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ce qui est absurde, car lorsque k tend vers l'infini l'expression de droite tend

vers zéro. Ceci achève la démonstration du lemme et de la proposition 3»5»

Dans notre construction des suites v et w , telles que a 0 b = v + w y nous

avons posé v . . = a . b . si i s j , v . . = 0 si i < j y et w _ _ = a_ b_ si

i< j 9 w . . = 0 si i ^ j • Cette construction est générale comme le montre la
—J

PROPOSITION 3.6.- Supposons que la suite <y vérifie la condition (H3) . Pour

gué les suites a = (a.) , b = (b.) soient telles que açNO^ECc/-), E^"))

il faut et il suffit que la suite double

f a b si i ^ j
— J

iJ
[ 0 si i < j

soit dans (E(c/1^) § F(c/1^))' et que la suite

si i s j

'iJ
[ a^ b^ si i < j

soit dans (FCc/^) <^ E^^))' .
(c'est-à-dire qu'il existe (m ,n )çK x W tel que pour tout (m,n)çK x K les

suites

f £"u-^ et

(m)
"l

'y"^)]

soient bornées.)

Démonstration :
( n ) . ( n ) . ( n ) ,Soient a et b deux suites de E(ow) telles que beNCa^FCt/1'17), ECcY'11 '))).

On a :

aj_ b^ = v^ + w^ , (i,j)€lî x N ,

et on peut déterminer deux entiers m et n tels que pour tout mçN les suites

rteij (n
et

(n)
"i

"ij-TO

soient bornées.

On a donc pour tout (m,n)çlN x IN î
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(m)

^ 'J ̂ )

"j

(1^

< c ^ ,~ mn (m )
0

"j

(m)
cyi + c .

(n) " '
°'J

(i,j)çN x ^ ,

où c et c' sont des constantes indépendantes de i et jm n - -

^ (m)
Q/! îSi j ̂  i , pour n assez grand —7—\—T—N tend vers 0 uniformément par rap-

°'j °'j
port à j quand i — co . L a suite

(m)

^
"'J

est donc bornée. On verrait de même que la suite

(n)^
est dans ĵ oo , La condition de la proposition 3.6 est donc nécessaire.

Réciproquement si a = (a.) et b = (b.) sont deux suites vérifiant cette même

condition, elles sont manifestement dans ECc/^) et bcN(a; (FÇc/^), E^^)))

d'après la proposition 3.3 ce qui achève la démonstration.

Soit A un sous-ensemble infini de IN , Notons c&(A) = ($.(A)). -, , la fonc-

tion caractéristique de A . Soit r un entier positif tel que

inf ^r) > 0

(il suffit de choisir r s t ) on a la
(n)PROPOSITION 3.7.- On suppose que la suite ^ vérifie la condition (H 3) .

Alors l'espace

N( ĵ ; (F^), E^)))
CY

est l'espace des suites b = (b.) telles que pour un entier n dN , les suites

b et b ("o) _ b

vérifient les conditions suivantes :
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1) Pour tout rncSN : Sup | /Sup [b. ° L . cy"1 < + " ,
içA L 'j^i J / 1 J

2) II existe m çiN , tel que pour tout mdN , on ait :

r ( \ (m )-i
SU? /SU? |b CY"»^/^ ° <+ œ .

içA l 'jsa 3 J / 1 J

Démonstration :

Soit b = (b.) une suite de N(^j ; (F^^). ECc/^))) .
cy

Diaprés la proposition 3«6, il existe un couple d'entiers (m^n^cIN x (N , tels
que pour tout m'çiN 9 on puisse trouver une constante strictement positive c ,
telle que :

^ (r)
Cf, cr-

1) I b . l s c , -*•—7—yr— , pour tout j & i et tout içA ,j m ^m

^ (r)
î î2) |b.,! ^ c , t ,\ , pour tout içA et tout j ^ i ,

' J m o/^

(mo) (r) ^o^
On doit donc, en majorant (y a par une suite 0' convenable, détermi-

ner une constante y , > 0 telle que

(m,)
îIb.l ï= y , —7—f\ , pour tout içA et tout j ^ i •

01
J

On a donc la condition 2) de l'énoncé,

Soit mçtî . Il existe d'après (H3) un entier positif m' tel que la suite
^\r) ^T(l} y ^v111 / soit bornée par une constante strictement positive finie, que

nous désignerons par K . En majorant o/ / a ) par K / a dans (1), on
obtient la condition 1) de l'énoncé,

Réciproquement, supposons les conditions 1) et 2) de l'énoncé réalisées. Soit
mçN , on a pour tout iç"A :

„ ,^o\ °m °m aw

^ ^J ! Ê -TO a Tr) -^, •J&l cr^ o'^ a^
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ou c désigne une constante strictement positive. La suite (o» )~1 est bornéem
par hypothèse, on en déduit la condition (1),

On détermine d'autre part, une constante c' > 0 , telle que pour tout içA :

Supl^^l.c.^. f-^.L^^) .
j^i J 3 m 1 ^ Inf a^ 1

La condition (2) est donc réalisée. Ceci achève la démonstration.

COROLLAIRE 1.- Supposons que la condition (H3) est réalisée et qu'en outre pour

tout ncK , a' tend vers l'infini avec i .

Soit açE((y / . Une condition nécessaire pour que l'espace

NÇa^F^), ECo^)))

soit algébriquement non trivial, est qu'il existe un sous-ensemble infini A de

N , un entier n çN , tels que pour tout mçH on ait :

Sup [/Su? |a no | \. 1 Sup (a ̂  | ) 1 < oo .
i€A [\^i ! J \ ) [3^ 1 3 3 ' ^ J

Démonstration :

Soit a€E(cy ) . Nous avons vu (cf. prop. 3.5») que pour qu'il existe

bçNCa^c/10), E^))) ,

b n'appartenant pas à F((y ;) , il est nécessaire qu'il existe reN , un sous

ensemble infini A de N , tels que la suite c = $(A) / a appartienne à

NCa^o/^), EG^))) .

Mais pour que c soit dans N(a;(F(cy^^), E(c/1^))) , il faut et il suffit que

a appartienne à NCesCFCc/10), ECc/^))) (cf. ch. H ; § 9, prop. 2.24.)

Appliquons la proposition 3.7- Les suites a et c vérifient les inégalités 1)
et 2) formulées dans cette proposition. On obtient alors le corollaire en rappro-

chant ces inégalités.

Notation :
Si A est un sous-ensemble de IN on pose pour tout i^fî :

i~(A) = Sup {jçA ; j < i } ,

i^A) = Inf (jeA ; j ^ i } .

On peut alors énoncer le

COROLLAIRE 2.- Supposons^ les conditions du coroll^re 1 étant réalisées, que les
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suites a soient toutes croissantes à partir d'un certain rang. Pour qu'il

existe un espace NCa^FCcY 'Q , E(cy '))) algébriquement non trivial, il faut

qu'on puisse déterminer deux sous-ensembles infinis B ^ C ^ I N , C ç: B et
un entier m dN 9 tels que pour tout mdN , on ait :

i€C

Démonstration :

S'il existe un espace NCaîÇFCc/ - ) , ECo/—))) algébriquement non trivial, on

pourra trouver un sous-ensemble infini B de IN , et un entier rdN tel que l'es-
pace

<^g ; W^\ E(c^)))

soit algébriquement non trivial. On doit donc trouver, d'après le corollaire l, un
sous-ensemble infini C' de M , et un entier n fK tels que pour tout mdN :

(1) Sup 1[ Sup -7—y
iîC'1 jsi '•V (r)

(m)
0'-,

Sup -12-
J^ (r)

L< + 00

J€B ^

Soit nJcK tel que cy ° minore (y 0 • o/ • Pour tout ndN , il existe
un entier m tel que la suite c ^ 7 soit majorée par la suiten,r

'<,.'
^'L'inégalité (1) est vérifiée pour m = m , on aura encore pour tout nçK :n,r

Sup / ( Snp / ,v ,
ieC^I jj^

^ j ç B

Sup a
J^- '
JCB

(n)
\< +

En particulier, il vient

W l ^a 1 ci .
\"W î B)

(2) Sup c/"0

icC' ^(

Pour içC' , on a :

< + 00

(i+(B))+(B) = i+(B)

(i'^Bn-CB) = i-(B) .
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Posons C = (j i (B) , la condition (2) s'écrit encore
i€C'

sup / ^ i ^ i < + c o .
içC \ ±"W z j

Ceci doit avoir lieu pour tout mçN . Puisque la condition (H3) est réalisée et

que les suites ^ tendent vers l'infini on a encore

( ^ (nt)
Lim (/m/ / Œ ° = 0 , C.Q.F.D.
i -* oo i~(B) 1

içC

REMARQUE 3.1«- On peut encore écrire cette condition : il existe une application

de ïî dans IN strictement croissante k -* u, , et un entier m çN , tels que
pour tout mç-IN on ait :

(m.)( / \ <m ; \
Lin ^m) /.,° = 0 .

k -. co ^k-l ^k /

N° III : Application

Espaces intermédiaires entre un espace de Fréchet nucléaire possédant une bas
et son dual.

Rappelons un résultat de Mitiagin ( [ 3 1 ] ) qui va nous permettre d'associer à tout
espace de Fréchet nucléaire possédant une base un couple d'interpolation.
On dit qu'un espace localement convexe F possède une base de Schauder s'il

existe une suite (x^) de F telle que pour tout x de F , il existe une suite
de nombres ( c , ) unique vérifiant

00x = ^ ^ \ '
série convergente mais non nécessairement sommable. Une suite ( x ' ) de vecteurs
de F' forme par définition un système orthogonal à ( x . ) , si pour tout

( j , k ) ç ( N x l N ,

on a : x'(x^) = ô.^ , où ô _^ désigne l'indice de Kroneeker. Un tel système or-
thogonal existe toujours lorsque F est du type (SQ . On a alors le

THEOREME (cf. Mtiagin [31]) Soit F un espace de Fréchet nucléaire possédant
une base (x^) • Désignons par (p^) une suite croissante de semi-normes définis-
sant sa topologie et par (x^) un système orthogonal à ( x . ) . L'application
x(-* ̂ k̂ k̂çlN ' est un isomorphisme de F sur l'espace échelonné Ffrv^^, où
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pour tout n la suite a est. définie par :

(1) c^P^) .k^ .

Si donc F est un espace de Fréehet nucléaire possédant une base ( x . ) , on
peut, compte tenu de ce résultat, plonger F et F' dans C à l'aide des injec-
tions respectives

f\ : x- (x^(x)) et fs : y- (y(x^))k •
On désigne alors par ^ = ( F , F ' ; ( x , ) ; î ! ) le couple d'interpolation correspon-

dant. On obtient alors à l'aide des résultats qui précèdent des conditions d'exis-
tence d'un espace intermédiaire quand on fait l'hypothèse que F" = F c'est-à-dire
que F(ow) ^ E(ow) , où cy et la suite définie en ( 1 ) .

§ 2, Interpolation entre un espace de K'ôthe nucléaire défini par une suite de puis-
sances et son dual.

N° 1 : Préliminaires :
Soit (3 une suite positive croissante, tendant vers l'infini, telle que pour un

nombre positif t , la suite (3~ ° soit sommable. Nous noterons E( p ) , F ( p )
respectivement l'espace de Kothe et l'espace échelonné associés à la suite a
des puissances de la suite p . Une telle suite a vérifie les conditions
(H 1 ) , (H 2) et (H 3) définies dans le précédent paragraphe. On en déduit que
les espaces E(g) et F(fi) sont nucléaires et que F ( p ) ̂  E((3) . On a la

PROPOSITION 3.8.- Il existe des espaces non triviaux N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) , pour
le couple ( F ( p ) , E ( p ) ) .
Démonstrati on :
Soit k »-» u, une application strictement croissante de N dans IN , telle que

(V 97pour tout a > 0 , la suite (3 |3 tende vers l'infini( ) .
\ • Vi

On pose : î  = û  , ^ = û  , A = u_{u^) , B = U^{u } .
keN kçlN

On vérifie immédiatement à l'aide de la proposition 3.5» que les suites $(A) et
$(B) sont dans E(^) , sans appartenir à F(p) , et que

( ' ) II suffit par exemple de considérer une application croissante de ^ dans
(R , x i-* f(x) , telle que pour tout cy > 0 , f(x) X-0' tende vers l'infini avec
x . On définit par récurrence sur k , p^ comme le plus petit des p. , içïN ,
majorant f(p^ ) et on pose p^ = p

K—1 0
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$(B)cN($(A);(F(p), E(p) ) ) .
t'.W.r «JJ.

REMARQUE 3.1.- On pourrait de façon analogue, envisager le cas du centre d'une
échelle de Riesz nucléaire (cf. [ 3 1 ] ) , c'est-à-dire considérer non plus toutes les
puissances d'une suite p , mais choisir c/̂  = p ̂  , ou ^ est une suite
strictement croissante tendant vers l'infini. Nous ne nous y intéresserons pas ici,
bien que cette étude ne présente aucune difficulté supplémentaire, (sinon une dif-
ficulté d'écriture) par rapport au cas que nous étudierons.
Nous nous proposons de déterminer tous les vecteurs a pour lesquels les espaces

N ^ ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) sont non triviaux, et de caractériser algébriquement les espa-
ces N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) correspondants.
On introduit les
Notations :

Soit a une suite de E(p) , A un sous-ensemble de (N .
1) On note $(A) la suite caractéristique de A , et (i^(A))^ ̂  la suite ordon-
née des points de A .
On appelle support de a , noté K(a) , le plus grand sous-ensemble de N en

dehors duquel la suite a est nulle.
On désigne par E^(p) l'espace des suites b de E( p ) dont le support est con-

tenu dans A , muni de la topologie induite par celle de E(p)
2) On note a^ la suite a . $(A) . On pose | a | = ( | a | ) , et pour tout
yZ , a^o) = (a, . p^o)^ .

On dira qu'une suite b = (b^) domine a , ce qu'on écrira | b | ^ | a | s'il exis-
te une constante k > 0 telle que pour tout içN on ait | b . [ ^ k [ a . |
On notera a" la suite définie par

i î-(K(a))
a. =•:ï——— , ( 2 8 ) .i a. ïv /*

On désigne alors par E^(p) le sous-ensemble de E(e) (noter que cet ensemble
n'est pas un espace vectoriel) des suites a telles que a'^E^) (Ceci signifie
qu'on peut déterminer qçE et une constante e > 0 tels que | b . | ̂  e^.)' 1 pour
tout jçK(a)). 3 3

3) Pour tout r entier, on notera K^(p;a) l'ensemble des entiers i de » tels

C ) On fait ici encore la convention ^, = 0 si <y et cy' sont nuls.
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que

(^r S |aJ

Supposons que a^F(p) . On note R(p,a) le plus grand des entiers tels que
l'ensemble K .(a) soit infini.

Si açE^(p) , on pose R'(p,a) = R(p;a~1) . C'est le plus grand des entiers
rçi tels que pour tout r' ^ r , r'çZ , il n'existe qu'un nombre fini d'entiers
appartenant à K ,(a) sans appartenir à K .(a) •

Si a^(p) on posera R'(p,a) = - œ . O n notera K(p,a) la réunion des en-
sembles K^(p,a) , rçZ , R'^a) < r < R(p,a) . Si açFCç) , on posera

K((3,a) = 0 .

On dira que K(^,a) est le B-support essentiel de a •

4) On a déjà défini pour tout sous-ensemble A de N les deux applications
k •-» k (A) et k »-» k~(A) suivantes :

(k^A) = Inf {k 'çA ; k' s k}

k~(A) = Sup {k"€A ; k" < k) (cf. § 1) .

Soient A et B deux sous-ensembles de IN . Pour tout o/ > 0 , on pose

fd;(p.,A,B) = Inf (log ̂  - „ log p^-(g))
/ KçA

^(p;A,B) = Inf (log p^-^ - (Y log p^)
KçA

On pose alors la

DÉFINITION 3.1.-

1) On dira que l'ensemble A est dans la classe '%°(B) » si on peut trouver un
sous-ensemble infini B de A tel que pour tout y > 0 , on ait

d~(p;B,A) > - œ

2) On dira qu'un sous-ensemble B ^ IN appartient à la classe e(B;A) si pour
tout a > 0 , on a ;

i) d"(p;A,B) > - œ

ii) d^^B) > - œ

1) On peut exprimer le fait que A€^°(p) sous la forme suivante : il existe une
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application de IN dans ^ , strictement croissante, cr ̂  k , telle que pour
tout cy > ° » on puisse trouver une constante strictement positive c telle que

\ (A) ̂  ̂  (^ (A)^ '
o" 0'-^

pour tout o-çlN .
2) Dans le cas particulier où p, est la suite i .-» i , nous omettrons dans tou-
tes les notations qui précèdent d'écrire p . On aura, par exemple,

d^A.B) , •%° , R(a) e t c . . .

Nous écrirons ( s ' ) pour E , ( s ' ) pour E. .
Nous allons maintenant caractériser les espaces N ( a ; ( F ( s ) , E ( p ) ) ) non triviaux.

Nous effectuerons totalement les calculs dans le cas particulier de la suite
g : i .-» i et nous nous contenterons d'énoncer les résultats dans le cas général,
laissant au lecteur le soin de vérifier que toutes les démonstrations s'adaptent
par un simple changement d'écriture.

N° II : Interpolation pour le couple ( s , s ' ) .
En choisissant pour 8 la suite i »-* i , on obtient pour F(e) l'espace ( s )

des suites à décroissance rapide. Son dual fort, noté ( s ' ) , est alors l'espace
de Kothe des suites à croissance lente. Nous noterons ( s , s ' ) le couple corres-
pondant d'espaces de suites.
1) Propriétés des espaces N ( a ; ( s , s ' ) )
Soit a une suite de ( s ' ) . Appliquons la proposition 3. 6 ( § 1 n° II). Elle

permet de caractériser les éléments de N ( a ; ( s , s ' ) ) •
Critère (I) : Pour qu'une suite b = ( b . ) appartienne à N ( a ; ( s , s ' ) ) , il faut et
il suffit qu'on puisse déterminer (m ,n )€'N y IN tel qu'il existe pour tout mçtN
une constante strictement positive c telle que

m
| ( i ) la^ b . l <s ĉ  i ° j " " 1 , pour tout i >j , ( i , j ) ç N y N ,

(I) < n
[(ii) [a^ b^[ ? ĉ  j ° i" , , pour tout i ̂  j , (i,j)<rtï x «N . ( 2 9)

On a les
PROPOSITION 3.9«- Pour que N ( a ; ( s , s ' ) ) soit algébriquement non triviale il faut
et il suffit que

(29) cf. note (33).



1) aç(s)

2) NCa^s^')) ^ (s) .

Démonstration :

Ceci est un cas particulier du lemme de la proposition 3.5 (§ 1 n° II). On en

déduit le

COROLLAIRE.- Soit aç(s') . S^ açN(a;(s,s')) , alors aç(s) .

PROPOSITION 3.10.- Soient a , a^ ^ âg trois suites de (s») . On a les

propriétés suivantes :

(1) N(a;(s,s')) = N(lal;(s,s')) .

(2) si |%H j31!' » N(|aJ;(s,s»)) cN([aJ;(s,s')) .
(3) .2l a = a^ + âg , .̂ ag€(s) . alors NCaîÇs^ ' ) ) = N(a^ ;(s,s')) .

(4) ^ âg = m.a^ , ̂ . mçCs') . alors N(|aJ ;(s,s')) c N( jâg | ;(s,s'))

(5) N(a;(s ,s»)) =N(a ( K ( a ) ) ; ( s , s • ) ) =N(a ( K ( a ) ) 5(s , s • ) ) .

(6) N($(K<a));(s,s ')) cN(a;(s ,s ' ) ) .

Si ac(s;) ,(30)

N(a;(s,s ' )) = NCa-'-^s^s ')) = N($(K(a));(s ,s ' )) .

(?) si ae(s^) , a = a^ + ag

N(a,;(s,s ')) n NCa^-^s^')) = NUa^+laJsCs^ ' ) ) .

Démonstration :

Les points (1) et (2) se déduisent immédiatement du critère (I).

-Démontrons le point (4). Soit mçCs') . Soient qçZ et K une constante

strictement positive tels que fm. | ^ K 1e1 , pour tout içtî . Si

b = (b )€N(a;(s ,s ' )) ,

le critère (I) sera vérifié par cette suite, pour un couple d'entiers

(m ,n )çN x N , et des constantes c > 0 , mç(N •

On aura

m

l̂ i bjI ^ "m i ° j"m 9 pour i > j

m +q
\^^ b^] ^ (K c^) i ° j"111 , pour i > j

Et pour i ^ j 9

_______k,i ̂  o )̂ i-̂  j"0 »____________
OQ

( ) On note (s;) pour Eo(i) (cf. définition 3.1)
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ce qui signifie d'après ce même critère (I) que bçN(lâg[;(s,s')) •

-Démontrons le point (3). Soit bç(s') . Pour que bcN(a;(s,s ')) , il faut et

il suffit que acN(b;(s,s')) (cf, ch. II § 6), donc que a-agçN(b;(s,s')) ou en-

core que bçN(a^;(s,s ')) . C.Q.F.D.

-Démontrons le point (5). La relation N(a;(s,s')) = NCa^^^Cs.s')) , appa-

raît clairement d'après le critère (I).

La relation N(a;(s,s')) = NÇa—^^s^s')) est une conséquence de (3). En ef-

fet, écrivons a sous la forme

a = a . $(K(a)) + a . $([;K(a)) .

La suite a , <^((^K(a)) est à décroissance rapide. En effet l'ensemble des indices

appartenant au support de a sans appartenir à K (a) , pour une valeur de

r < R(a) , est fini par définition. Donc il suffit de voir que si

B = u K(a) ,
r ^ R ' C a ) r

f-D\

la suite a / est dans (s) , c'est-à-dire que pour tout <y > 0 , la suite

(î (B) aj)^

est bornée. Ceci est clair puisqu'il n'existe par définition, qu'un nombre fini

d'indices i dans B tels que |a. . $. (B) ( soit minoré par i""̂  . Donc

S^\w
et d'après (3) :

N(a;(s.s')) =N(a ( K ( a ) ) ; (s , s ' ) ) ;

ce qui établit (5).

-Démontrons le point (6). Nous venons de voir que

N(a;(s,s ' )) = N(a.$(K(a));(s;s ')) .

Appliquons (4), il vient

N($(K(a));(s ,s ' )) cN(a;(s ,s ' ) ) .

Supposons maintenant que ac(s') (c'est-à-dire que a-^eCs')) . Posons

^la^l .

Par hypothèse la suite cT^-çCs') et on a

Œ • oT1 = ^>(K(a)) .
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II vient d'après (4) t

N(c,;(s,s')) c NCcr1^^')) = N($(K(a);(s,s ' )) .

D'autre part on a :

(Y = C Y • $(K(a)) ,

et en appliquant à nouveau (4), on obtient l'inclusion :

N($(K(a));(s,s ')) cN((y;(s,s ' )) .

D'où il suit que

N(<y;(s,s ' )) = N(<î>(K(a)) ; (s ,s ' ) ) .

Appliquons (1) et (5)» on obtient alors que

N(a;(s,s ')) = N($(K(a));(s ,s ' ) ) .

Mais on a K(a) = K(a-1) , puisque R'(a) = R(a-1) par définition . Les égalités
suivantes s'en déduisent :

N(a;(s,s ' )) = NCa-^Cs^s ' ) ) = N($(K(a));(s ,s ' ) ) ;

ce qui achève la démonstration de (6),

-Démontrons le point (?). Posons A^ = K(a^) et Ag = K(a^) . D'après les i-
négalités (I), on a :

N($(A^ u A^);(s ,s ' ) ) = N($(A^);(s ,s ' ) ) n N($(Ag);(s ,s ' ) ) .

La suite [aj + |aç| appartient à (s^) et K( |aJ + [54, î ) = A^ u Ag .
La propriété (6) conduit alors aux égalités

N(|aJ+|aJ;(s,s')) = N($(A, u A^);(s ,s ' ) ) = N(a^(s,s')) n N(a^;(s,s ')) .

Ce qui termine la démonstration de la proposition,

Pour qu'une suite b de (s') appartienne à N(a;(s,s ' )) nous avons déjà noté
qu'il est nécessaire et suffisant que a appartienne à N(b;(s,s ')) . Appliquons

cette remarque aux espaces décrits dans la proposition 3.10, on obtient une forme
équivalente de la proposition 3•10 sous la forme de la

PROPOSITION 3.10'.- Soient a , a^ , âg trois suites de (s') . On a les
propriétés suivantes :

(1)' Pour que a^çN(a;(s,s ')) il faut et il suffit que |ajçN(a;(s,s')) .
(2)' ^ laj < |aJ et si a^çN(a;(s,s ')) , alors a^çN(a;(s,s ' ))
(4)' ^ a^çN(a;(s,s ')) , pour tout mç(s') , on a :

a^. mçN(a;(s,s')) .
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(5)' Pour que a €N(a;(s,s')) , il faut et il suffit que

a,.<i>(K(a^))€N(a;(s,s»)) .

(6)' ^ a^çÇs ' ) , les propriétés suivantes sont équivalentes

a) a^çN(a;(s,s'))

b) asCKÇa^çNÇa^s^'))

c) a^€N(a;(s,s')) .

Appliquons (6)' et (4)', on obtient le

COROLLAIRE 1.- On suppose que a cCs ' ) . Si a^çN(a;(s,s'))

^(a ^ cN(a;(s,s')) (31)

COROLLAIRE 2.- On suppose que a^(s) et que aç(s') , alors si

K(a^ ) cK(a) ,

on a :
a^N(a;(s,s')) .

Démonstration ;

Appliquons la propriété (6) on a :

N(a;(s,s')) = N($(K(a));(s,s'))

Puisque K(a^) c K(a) on peut écrire :

N($(K(a));(s,s')) cN($(K(a,));(s,s')) c N(a^(s,s'))

(cf. propriétés (2) et (6)).

Par conséquent si la suite a appartient à NCa^SçS 1 ) ) , o n a aussi

a^çN(a^;(s,s ' )) ,

d'où une contradiction puisque cette dernière condition impose que a^ç(s) (cf,

lemme de la proposition 3.5). Donc a^Ca^s^s')) . C.Q.F.D.

2) Caractérisation des espaces N(a;(s,s')) .

Nous allons maintenant donner des critères équivalents au critère (I), On a la

PROPOSITION 3.11.- Soient a = (a^) , b = (b.) deux suites de (s») . Les

cinq conditions suivantes sont équivalentes :

( J ) Si A c: N on note (s') pour E.(i) , c'est-à-dire l'ensemble des suites

de (s') à support dans A .(cf. définition 3.1 § 2).
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1) bçN(a;(s,s')) .

2) Critère (I).

3) Critère (il) :

II existe un couple d'entiers (m ,n )elN x IN , m > R(a) , n > R(b) , ^

pour tout mçIN , une constante -y > 0 , tels que pour tout rçî. compris entre

R'(a) ej^ R(a) et tout r'çZ compris entre R'(b) ^ R(b) on ait les inéga-

lités : ^ _
——————— m^~r »n4-T.»

(i) i ° ^ Y^ J » Pour j < i , icK^(a) , JçK^(b)

n -r'
(ii) j ° î̂  , pour j ^ i , içK^(a) , J€K^.(b) .

4) Critère (III) :

II existe un couple d'entiers (m ,n )ç(N x iN » m > R(a) , n > R(b) , tel

que pour tout (r^r^çZ y Z , vérifiant R'(a) < r < R(a) ^ R'(b) < r1 < R(b),

on puisse déterminer, pour chaque cy > 0 9 des constantes strictement positives

c ' ^ c / telles que pour tout içK (a) , on ait :

( m -r / ,\
] (i) i ° . (i-CK^Cb))-" > c^ )

. n -r' / \
- 5 [ r T ^ (Y.\'\\ 0 -s-CY . ^r)\ (ii) ( i (K.(b))) 0 . i-Q />c^

l °

5) Critère (IV) :

II existe un couple d'entiers (m ,n^)€N y (N , m > R(a) , n > R(b) , tel

que pour tout (r^r'îcê x & « vérifiant R'(a) < r < R(a) ^ R'(b) < r' < R(b) ,

on puisse déterminer pour chaque 0' > 0 des constantes finies }f" , k ; en^

sorte qu'on ait :
(y a

(i) (a^0 | . (i-dC^b)))^^1^ , içK(a) ,

(n ) Q/ .
(ii) [bj ° | . (j-dC^a)))^ <kw , jçK(b) ,

1(iii) a . bç(s) .

Démonstration :

-Les critères (I) et (U) sont équivalents. En effet, d'après les propriétés (5)

et (5)' des propositions 3.10 et 3.10', on obtient des conditions (I)' équivalen-

tes aux conditions (i), en limitant les valeurs des indices i et j à K(a) et

K(b) respectivement. Substituons dans les inégalités ainsi obtenues i1' à a.
r ' ~^-

et j à b. , on obtient alors le critère (II).
«J
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Réciproquement supposons que (11) est réalisé. Alors pour içK (a) n |j (a)
et pour jcK^.(b) n K^(b) , on a s r r+1

.̂  m +1

'^'^T''1'^1^ ^ow ^ < 1 .

% m +^

'ai^ !<t l~• i• j<:tt^" •POTO i s j •
Ceci ayant lieu pour tout r et tout r« , on obtient les inégalités (!)• donc
aussi (I). Ce qui prouve l'équivalence de (I) et (II).

-Les critères (II) et (m) sont équivalents.

Supposons que (II) (l) soit réalisé. Il l'est en particulier pour irf (a) et
J = i"(K^.,(b))) , ce qui donne r

±mo~r . (i-O^b)))-^*) ^ ̂  .

Si a > r* , on a :

m -r
i ° . (i-(K (b)))-°' e c^^ ,

r a

ou "a = Ya-r* • Si o' £ r' , on pose c^'L ̂  . On obtient ainsi (III) (i)
pour toute valeur de a > 0 ,

On obtient de la mène manière l'équivalence de (II) (ii) et (II) (iii), en posant

pour tout » > r : f = ̂  et pour tout a - r > 0 : c^ = y,

Le critère (II) entraîne donc (III).

Réciproquement supposons les conditions (HI) réalisées. Pour tout couple
(m,n)çH x K tel que î r* s 0 et n+r s 0 , les inégalités (II) (i) et (H)(ii)

sont trivialement vérifiées pour toutes constantes y , y supérieures à 1 ,
puisqu'on a supposé m^ > R(a) , n > R(b) .

(§ "Tr^ ° et (^ > °(,5 on pose Q = n+rt • 6 = m.r . H vient en posant
^ °wr» et Vp = ̂ r '•

(r*) B ~r

^ . J" ë i , si i > j , ic^(a) , jç^.(b) .

Yg1' . 1' g j ° , si i ^ j , î (a) , j^.(b) .

On obtient alors les inégalités (H) en posant
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Y_ = Inf (1- v^) •
Inf (R'(a),R'(b)) ^ a ^ Sup (R(a),R(b)) m

Ceci montre l'équivalence des critères (II) et (III).

-Le critère (I) implique (IV),

En effet, il suffit d'écrire (l:)(i) pour tout idN , jçK ,(b) , R'(b) <r'<R(b)

et de substituer j1* à b. dans ces inégalités. On obtient (IV) (i) en faisant

alors varier r' . On aura (IV) (iii) en limitant (I) (ii) aux indices içK (a)

et en substituant i1* à a^ , pour tout r compris entre R'(a) et R(a) ,
(IV) (iii) en écrivant (I) pour i=j .

-Montrons enfin, pour achever la démonstration de la proposition que le critère

(IV) implique (lu). Soit rcî , R'(a) < r < R(a) . On limite les inégalités

(IV) (i) aux indices içK^(a) et on minore a^^ par i1'-1"^ pour de tels entara
En faisant varier, on obtient (III) (i).

La restriction de (IV) (iii) aux entiers jçK ,(b) , R'(b) < r < R(b) donne,
si on minore b—^ par j110"3^ :

J

r ' " ' . i'.^>
pour tout içK^(a) tel que i < j , jçK ,(b) .

On peut d'autre part d'après (IV) (iii) déterminer une constante finie k'^
telle que :

-n +r' / ^
j ° . i^k^ ,

pour tout i = j , içK^(a) , jçK^,(b) .

En joignant les deux inégalités écrites ci-dessus, on a :

-n +r* „, / » , .
j ° . i% Sup (k^ , k^) ,

pour jçK^,(b) , içK^(a) , i ^ j , en particulier pour j = î K ,(b)) avec
i€K^(a) , ce qui conduit à (HI) (ii) et achève la démonstration.

Dans le cas ou on suppose que la suite aç(s^) , cette caractérisation se simpIL

fie. D'après la propriété (6) de la proposition 3.10 on est ramené au cas d'une sui-

te caractéristique d'un sous-ensemble de (N . On peut alors énoncer le

THÉORÈME 3.1- ̂  a€(s^) . Posons A = K(a) . Pour qu'une suit. b = (b.)

appartienne à N(a;(s,s')) , il faut et il suffit nue les deux éditions suL.r̂
soient réalisées : " " ^ — —
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(i) II existe m -̂N , tel que la suite b^ = (b.-j^o)... , vérifie

la condition : pour tout <y > 0 on a

(V)

(m )
o n ^[ ^m ; -i

Lim ( Sup |b. ° |) . l0' = 0 .
i -* " j s i J -J

» co - J S

içA

(ii) Pour tout rç2 y R ' ( b ) < r < R(b) , et pour tout Œ > 0

d" (A, K^(b)) > - <» . ( 3 2)

Démonstration :
Notons tout d'abord que la condition (i) implique que la suite b est dans ( s ' )

et qu'on peut alors supposer m > R(b) . Il suffit donc, en vertu de la proposi-
tion 3.1l» de montrer l'équivalence des conditions écrites ci-dessus et des condi-
tions exprimées dans le critère (IV). On obtient immédiatement une telle équivalen-
ce en écrivant (IV) pour r = 0
COROLLAIRE 1.- Une condition nécessaire pour b = ( b . ) f N ( a ; ( s , s ' ) ) est que pour<j
tout r'cS? 9 K , ( b ) appartienne à la classe ©(A)
Démonstration :
II suffit de remarquer que la condition (i) du théorème 3*1 implique que pour

tout oi > 0 et tout r' compris entre R ' ( b ) et R(b) on doit avoir

d̂  ( A , K ^ , ( b ) ) > -œ .

Cette condition jointe à la condition (ii) traduit, par définition même, que
K , ( b ) appartient à la classe <5(A) . Pour les autres valeurs entières de r' ,
K , ( b ) est un ensemble fini, la condition est encore trivialement vérifiée.

COROLLAIRE 2.- Soit b c ( s ' ) . Pour que b ç N ( a ; ( s , s ' ) ) , il faut et il suffit que
K(b) appartienne à la classe 6(A)
Démonstration :
Les conditions (i) et (ii) du théorème 3.1 peuvent s'énoncer sous la forme suivari-

te :
1 ° ) Pour tout Tç'Z , R ' ( b ) < r < R(b) , K (b)c©(A) ,
2 ° ) II existe m €JN tel que pour tout a > 0

0 / \
// 4- \m0-r \Inf cr ( A» K ^ ) ) > -» .

R ' ( b ) < r < R ( b ) \ \ ——— r / '\ ^o-

(32) cf. note ( 3 3)
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Puisque b c ( s ' ) , R(b) < + co et R ' ( b ) > - œ ; donc le 2 ° ) est une conséquence
du premier point. Mais la classe ©(A) est stable par réunion finie donc 1 ° ) s'é-
nonce : K(b) appartient à la classe ©(A) . C . Q . F . D .

3) Conditions de non-trivialité des espaces N ( a ; ( s , s ' ) )
Nous allons maintenant, utilisant la caractérisation des espaces N ( a ; ( s , s ' ) ) dé-

crite dans les propositions qui précèdent, déterminer tous les vecteurs a de ( s ' )
pour lesquels N ( a ; ( s , s ' ) ) est non trivial.
En utilisant les résultats généraux du § 1, on obtient la

PROPOSITION 3.11.- Soit a c ( s ' ) , a^(s) . Une condition nécessaire et suffisan-
te pour que N ( a ; ( s , s ' ) ) soit algébriquement non trivial est qu'il existe un sous-
ensemble infini A ̂  IN tel que $ ( A ) € N ( a ; ( s , s ' ) ) .
Démonstration :
Pour que N ( a ; ( s , s ' ) ) soit algébriquement non trivial, il faut et il suffit qu'-

il existe reS? et un sous-ensemble infini A de K tels que
cKA) . i-^cNÇaîCs.s'))

(cf. corollaire 1 proposition 3 . 7 ) . Mais $(A) . i'^Çs') , il est donc nécessai-
re et suffisant (cf. proposition 3.10) que $ ( A ) ç N ( a ; ( s , s ' ) ) . C . Q . F . D
Utilisons maintenant le corollaire 1 de la proposition 3 . 1 0 ' , il vient le

COROLLAIRE.- Soit a ç ( s ' ) , a^s . Pour que N ( a ; ( s , s ' ) ) soit un espace inter-
médiaire non trivial pour ( s , s ' ) , il faut (et il suffit) qu'il existe un sous-en.
semble infini A ̂  N tel que :

(s^) c N ( a ; ( s , s ' ) ) .
Nous allons maintenant pouvoir démontrer le
THÉORÈME 3.2.- Soit a ç ( s ' ) , a^(s) .
Pour que N ( a ; ( s , s ' ) ) soit algébriquement non trivial, il faut et il suffit qu'-

il existe un entier m > R(a) , un sous-ensemble infini B de M tel que pour
tout cy > 0 , on ait quel que soit r entier compris entre R ' ( a ) et R(a) :

[ (m ) -,
Lim (Sup |a ° [ ) . (i^KCa)))^ = 0 . (33)

(V ) i -» » jsi J r j
icB

Démonstration :
a) la (condition est nécessaire.

( ) Signalons une erreur dans les inégalités du lemme 1 de [12], leur formula-
tion correcte figure dans le critère 1 de la page 81. En conséquence les énoncés de
la proposition et du théorème de la page 2 de [12] doivent être remplacés par ceux
des th. 3.1 et th. 3.2.
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Si N(a;(s,s')) est algébriquement non trivial, il existera un sous-ensemble infi-

ni A de N , tel que le critère (IV) de la proposition 3.11 soit réalisé. Ecri-

vons ces conditions. On aura pour tout a > 0 :

(m^) ^ ^
l3! 1 • ^ ^ k^ 9 pour tout jçB , i s j

et J no • (rO^a)))0^^ , pour tout j<rB

pour au moins un couple (m^)dN x IN , ^r) désignant des constantes finies.
On aura donc pour tout jçB :

( S u F f a ^ O . (j-OîCa)))0^^ k^) .
i s J r ^o 0/

Ceci ayant lieu pour tout a > 0 , on en déduit que

r (m î
Lim ( Sup |a ° |) . (j-(K (a)))0'] = 0 (V)

J - ^ œ ' - i ^ j - 1 - r J

JCB

Ce qui démontre la nécessité de la condition.

b) la condition est suffisante.

Soient m^ un entier positif et B un sous-ensemble infini de IN tels que la con-
dition (V) soit réalisée.

Notons (î )^ la suite ordonnée des points de B et posons pour tout ^ :

(m ) i^=(^p |a^° |r1

~ CT

et pour tout rçZ compris entre R'(a) et R(a)

^r = V^^

^r = ̂ ^

L'hypothèse (V) s'écrit encore : Pour tout rçZ , R'(a) < r < R(a) et tout (y>0

Lim (u . (v )-Q/) = + co .
a -. œ ° °^

Nous allons montrer qu'il existe un sous-ensemble infini A de N tel que

$(A)eN(a;(s,s'))

la suffisance résultera alors de la proposition 3.11. Nous allons pour cela déter-



miner une suite à valeurs dans N strictement croissante (j ) ., telle que
0 (7fV*

(1) Pour tout a > 0 : Lim f( Sup |a. °|) . 3 \ = 0
C T - o ^ i ^ J 1 aj

(2) Pour tout a > 0 et tout R'(a) < r < R(a) :

Lim [j . ((j niCCa)))-^ = + »
a-»^ a J

La suite caractéristique de l'ensemble A = „ {j } sera un élément de

N(a;(s ,s ' ) )

d'après la proposition 3»H» c® qui démontrera notre assertion.

Démontrons tout d'abord le

LEMME.- Il existe une suite à valeurs entières (j^) „ vérifiant les deux condi-

tions suivantes :

(i) Pour tout a > 0 , u^ . j^ -» 0 quand a -* oo ,
J _o "CT -'——— ' y j

(ii) Pour tout a > 0 et tout rçJ , R'(a) < r < R(a) , —"——
(v ^a -» » . CT,r

quand

Démonstration ;
Pour tout cf > 0 et pour tout R(a) < r < R(a) ,

(v ^
CT»r

quand o -» oo , c'est-à-dire que quel que soit M > 0 ,

u
> M

(v ^a,r

pour a assez grand, ou encore log u - a log v > log M , soit
<7 CT»^*

log u - log M
——a———— ^ „ .

logvo,r

pour a assez grand.
Donc chaque suite

log u - log Mo"
log va»r

tend vers +00 . O n peut se contenter de donner à M des valeurs entières, ces
suites sont alors en infinité dénombrable. Il existe donc, par le lemme classique
de Dubois Reymond, une suite (<y ) tendant vers + oo , telle que



98 CHAPITRE III

log Uy - log M
>^ »log v^

pour a assez grand, c'est-à-dire
u

^->11 .
^ CT

pour o- assez grand, ce qui signifie que la suite

u

a
(v ) CT

cr,r

Choisissons maintenant une suite (g ) positive tendant vers l'infini, telle que
CT

pour tout ot > 0 , la suite

___^

^

tende vers 0 quand a tend vers l'infini. Pour cela il suffit (et il faut) que

(? croisse moins vite que chaque suite -^ , ce qui est toujours possible, grâce

encore au lemme de Dubois Reymond. Alors pour tout çy > 0 la suite

u____n_____
os . p

^ °
tend vers l'infini avec a

Posons j = ([u ] + 1) ^o- » où [u 1 désigne la partie entière de u « O n
cr o" o" o"

voit alors, pour tout Œ > 0 et tout rçZ" , R'(a) < r < R(a) , que

J
— — / y -* + oo/ \cr(v )

cr»r

La condition (ii) est donc vérifiée pour une telle suite.

Vérifions la condition (i).

Soit a > 0 , on a pour tout <j l'égalité

« ./•..""V îiiu .
0 0 C \ U /

\ cr /
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/ (m )\. m - R(a)
Mais u = ( Sup [a. ° \Vi ^ i ° ,

0 \± ^ i / CT
0 '

donc u -» oo quand o -» œ , puisque m > R(a) . Il en résulte que u . ^o- o o- CT
tend vers zéro quand <j -» œ , ce qui démontre (i). Le lemme en résulte.

Considérons une suite (j ) du type décrit dans le lemme.
(7

Alors pour tout R*(a) < r < R(a) et tout a > 0 :

((^"(^(a)))- a . J^+co ,

quand o -» + œ

En effet puisque pour tout a > 0 , la suite u~ . ^ -» 0 lorsque o -* + » 9 la
suite

[(i Î^KCa)))]1'0"1' . j^
u •'• O'

tend vers l'infini. On en déduit que pour tout r , (i ^(K (a)) / j -» + œ quand
o- -» + œ . Donc pour cr assez grand, on a :

V (ia)+^a»=v^ •

Puisqu'on peut réaliser J > v p Pour o assez grand, on a

(^)-(^(a)) = v^,

à partir d'une certaine valeur de <j

Donc pour tout <y > 0 et tout r entier R'(a) < r < R(a) ,

((^n^(a)]) . ^-.oo ,

quand <j -» co

La suite (j ) vérifie donc la condition (2) énoncée ci-dessus.

Pour achever la démonstration il suffit de montrer qu'il existe une sous-suite in-
finie de la suite (j ) vérifiant la condition (1).

Supposons qu'il existe une fonction strictement croissante k -» o, de N dans N
telle que pour tout kçN on ait

i ^ J
°k °k

Alors

( m )

^ ^0^<-\
°k K
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On a donc d'après la condition (i) du lemme

(m )
Lim ( Sup | a ° [ ) . f = 0

k -. oo i ^ j •L °k
~ ^k

ce qui prouve que si A = ̂  [j ) , $(A)cN(a;(s,s'))
le

Si I) n'est pas vérifié alors dès que <j est assez grand, on a

i > j 9 pour tout <j€N .a o"

Alors, puisque pour tout a > 0

, (m)
( Sup la ° |) . f
i ̂  i x a

CT

tend vers 0 quand <j -» + o» , il suffit pour montrer que la condition (1) est ré-

alisée par la suite (j ) de prouver que pour tout <y > 0 , il existe c > 0 ,
o oi

tel que

^P la^D . j;«, .

a ~ o

II est clair qu'on peut se limiter aux valeurs entières positives de a . Soit

i suiter çfî , r > ot - m . Puisque la suite

J,

^o

pour a assez grand, on aura v < j , c'est-à-dire, puisque j < i , qu'il
o»1' o CT o"

n'existe pas d'indice i compris entre j et i pour lesquels
o" o"

-r
a^ ^ i ° .

Donc on peut réaliser pour <j assez grand :

(m) - r - m - r - m
a. ° ^ i ° ° s j ° ° ,
l CT

dès que j ^ i < i •cr o
On a donc

(m) „ - ç r o + ̂
(Sup |a ° |) . j^j0

\> l ^^ CT
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D'après le choix de r , cette quantité tend vers 0 quand o- -» + œ . L a con-
dition ( 1 ) est par conséquent réalisée et si

A=^ {j^} , $ ( A ) ç N ( a ; ( s , s ' ) ) .

Ceci achève la démonstration du théorème.
COROLLAIRE.- ^^ aç(s^) . Pour que N ( a ; ( s , s ' ) ) soit algébriquement non tri-
vial, il faut et il suffit que K(a) appartienne à la classe -^° ^ ^ .

^) Propriétés des espaces intermédiaires pour le couple ( s , s * )
PROPOSITION 3.13.- Soient A^ ̂  Ag deux ensembles de ^° ; posons

â  = <i>(A^) , ag = $(Ag) .
p<mr que (s^) n N ( a ^ ; ( s , s ' ) ) / = (s^) n N ( a g ; ( s , s ' ) ) . il faut et il suffit qu'il
existe un sous-ensemble infini propre B ̂  A- (j Ag tel que

^(B^a^s^s')) u N ( a g ; ( s , s ' ) ) .

Démonstration :
a) la condition est suffisante.

En effet, supposons par exemple que $ ( B ) c N ( a ^ ; ( s , s ' ) ) . D'après le corollaire 2
de la proposition 3.10' , $(B) n'appartient pas à N($(A^ \j A g ) ; ( s , s ' ) ) , puis-
que B c A^ (j Ag . Mais

(s^) n N($(A^ u A g î î C s ^ s ' ) ) = (s^) n N ( a i ; ( s , s ' ) ) n N ( a 3 ; ( s , s ' ) )

(cf. proposition 3.10) . On a donc

N ( a , ; ( s , s ' ) ) n N ( a g ; ( s , s ' ) ) n (s^) + N ( a , ( s , s ' ) ) n (s^) . C . Q . F . D .

b) la condition est nécessaire.
Supposons que (s^) n N ( a ^ ; ( s , s ' ) ) soit distinct de ( s ' ) n N ( a g ; ( s , s ' ) ) .
On aura encore, soit

N ( a , ; ( s , s ' ) ) n N ( a g ; ( s , s ' ) ) n (s^) ̂  N ( a , ; ( s , s ' ) ) n (s^) ,
soit

N ( a , ; ( s , s ' ) ) n N ( a ^ ; ( s , s ' ) ) n (s^) ̂  NCa^-^s^s')) n ( s ' ) .

Supposons par exemple que la première condition est réalisée. Posons
As = Ai u Ag , âg = ̂ (as) .

Soit D un sous-ensemble infini de (N tel que

(34) cf. définition 3.1 ; § 2 n° 1 .
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$(D)çN(a;(s,s')) et ïWW^ ;(s,s')) .

Un tel ensemble existe d'après la proposition 3.10' . Appliquons le critère IV de

la proposition 3.11 à la suite C . Pour tout (m,n)ç(N x N 9 on a

(i) Sup (i- . (i-CA,))11) < + »
içD

(ii) Sup (i" . (i^A,))-1) < + » .
ifD

On a

(i-ÇA^ . i-1 = (i-1 .(l-CA,))^) . ((i^A,))^ . ±~W .

Puisque $(D)çN(a^;(s,s')) , le premier facteur du produit du second nombre reste
borné quand i parcourt D (critère IV). S'il existait une valeur de o? telle

que (i'^A^))"0' . i"(A ) reste borné, on aurait, pour tout netN ;

Sup (i-1 . (i-CA,))11) < + œ (1* ) .
içD

On voit de même que si, pour une valeur positive de (3 , i (A-).(i (A ^"'^ res-
tait borné, on aurait pour tout nçN ;

SupCd^A,))""10 . î  < + » (2') .
içD

Par hypothèse $(D) n'est pas dans N(a^;(s,s')) . L'une des deux conditions (1 ' )

ou (2') n'est pas réalisée. On pourra donc trouver un sous-ensemble infini D' de

D tel que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

1) Pour tout a > 0 :

Inf (i-ÇA^) . (l-CA,))-^ > 0 (3)
içD'

2) Pour tout a > 0 :
. + / A \ / . + / A ^-0^Inf ( iCA,) . ( iCA))-0 - )^ (4)

ieD* 3

Posons B,=^[i-(A,)} et B, = ̂ .[i^A,)} .

On a, puisque A^ c A :

(i-ÇA^nA^) = i-CAg) ,

et

(î ))^) =1"^) ,
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pour tout icD' . Les conditions (3) et (4) donnent alors

Inf (i . (i-ÇA,))-0') > 0 (3«)
icB!

Inf (î ) . i-0') > 0 (4-) .
î

On a d'autre part pour tout 1 de D' :

i-(A^) . ((i-CA,))^))-0'^! . (î ))-0'

(î ))-0' . (i^))^) si-"' . (i-(Aj) .

Puisque la suite $(D) appartient à N(a^;(s,s')) , $(D') lui appartient et le
critère IV de la proposition 3.11 est vérifié. On en déduit que pour tout a > 0

Sup (i . (i^A,))-0) < + „ (5)
.î --ni€B,

et
Sup (i- . (i~(A,))) < + oo (4)
^

Ces conditions jointes aux conditions ( 3 * ) ou ( 4 ' ) montrent (cf. proposition 3.11)
que l'une des deux suites <ï>(B^ ) ou $(Bg) est dans l'espace N ( a ^ ; ( s , s ' ) ) .

C . Q . F . D .
COROLLAIRE.- Supposons que Ag c A^ . ^ N ( a ^ ; ( s , s ' ) ) ^ N ( a g ; ( s , s ' ) ) il existe
un sous-ensemble; infini B appartenant à la classe /%0 tel. que

1) Ag c B c A^
2) (sg) c N ( a 3 ; ( s , s ' ) )
3) (sg) n N ( a , ; ( s , s ' ) ) = ( s ) n (sg) .

Nous allons alors pouvoir énoncer le
THÉORÈME 3.3.- Il existe une infinité d'espaces intermédiaires algébriquement et
topologiquement non triviaux pour le couple ( s , s ' ) , dont les intersections avec
( s ' ) sont deux à deux distinctes.o ———————————————-.
Démonstration :
D'après la proposition 3.13» il suffit de construire une famille d'ensembles de

^° ' ĉ̂  ' ŒÇI ' telle q^® P0^ tout couple ( a , a ' ) € l x I » ou bien A con
tienne un sous-ensemble infini appartenant à la classe ©(A , ) , ou bien A
contienne un sous-ensemble infini appartenant à la classe ©(A )Œ
En notant que, pour a fixé, la classe ©(A ) est stable par réunion, on peut

procéder de la façon suivante.
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Soit A^ un ensemble de la classe ^° ; il existe A^° tel que A^ soit
dans la class-e (?(A^) (cf. corollaire 1, théorème 3 . 1 ) . On construit alors parré-
currence des ensembles A de ^° définis par A çe(A (j • • • U A )
Les ensembles Bp = A^ j . . . j A répondent alors à la question. En modifiant

A^ , on obtiendra de nouvelles familles d'ensembles.
Nous allons voir maintenant que tous les espaces intermédiaires "raisonnablesr

sont formés de suites du type décrit dans la
DÉFINITION 3.2.- On désigne par ç ( s ' ) l'ensemble des suites vérifiant la condi-
tion (V) (cf. théorème 3.2 ; n° 11-3).
THEOREME 3.^.- Tout b-espace intermédiaire pour le couple ( s , s ' ) distinct de
( s ) 9 faiblement topologiquement non trivial est contenu dans © ( s ' ) .
Démonstration :
Soit F un b-espace intermédiaire pour le couple ( s , s ' ) . Supposons qu'il

existe a dans F n'appartenant pas à 6 ( s ' ) . On a :
( s ) ̂  L ( a ; ( s , s ' ) ) ̂  F ̂  ( s ' ) .

Le théorème de dualité (cf. ch. II ; § ?) dorme
( s ) SE F' c N ( a ; ( s , s ' ) ) c ( s » )

Si a n'est pas dans © ( s ' ) , N ( a ; ( s , s ' ) ) j (s ) (cf. théorème 3.2 ; n° 11-3).
Donc l'injection de F dans ( s ' ) est un homomorphisme faible, ce qui contredit

l'hypothèse.

5) Exemples d'ensembles de n° .
A toute suite a = (a^) de ( s ) , â  > 0 pour tout i , on peut associer un

ensemble de la classe ^î° .
On pose î  = [a^] + 1 et on définit par récurrence :

^E l(^
On a alors pour tout a > 0

T^'sL • ̂ -^
cette expression tend vers l'infini puisque at(s) , ce qui signifie que l'ensem-
ble A = ̂  (i^} est dans ?L° .

REMARQUE.- Soit a une suite de ( s « ) dont le support essentiel appartienne à
%° . Nous avons vu que tous les espaces (s^) ou Bt®[K(a)] étaient des sous-es-
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paces de N ( a ; ( s , s ' ) ) . Ce sont des espaces de suites lacunaires. Mais il ne fau-
drait pas croire que tous les éléments de N ( a ; ( s , s ' ) ) sont des suites dont le sup-
port essentiel est lacunaire, c'est-à-dire d'une suite pouvant s'écrire comme somme
d'une suite de (s) et d'une suite lacunaire. Au contraire, nous allons montrer
que pour toute suite caractéristique d'un ensemble A = LL {i^.} 9 où ( i , ) est
une suite strictement croissante d'entiers tels que pour tout a > 0 ,

—a
\+1 • \

tend vers l'infini avec k , l'espace N ( $ ( A ) ; ( s , s ' ) ) contient des suites dont le
support essentiel est (N tout entier.
Soit ( o , ) une suite d'entiers positifs tendant vers l'infini, telle que pour

tout k :

\ < ̂ ak < w
^ket que l'ensemble U ( i , ) soit dans la classe Ç(A)kçN K

(Une telle suite existe d'après la proposition 3.8 ; § 2 ; n° I). Soit R un entier
quelconque. Posons u, = ( i . ) , et définissons une suite b = ( b . ) comme suit :

\=(V

\+p= ̂ p5 p •s i p s w^^p
R-rp,k , si p < u -̂î  ,Vp = ̂Ufc-P

où

=_^-L
''p.k log(u^-p)

On a :
,E-p

(R+11 ("k+P) p i
. ^ 1^ ^^P——^—— ̂  •
^l^^ y \

D'autre part, on a pour p < u. - i, s

,(R+1) ^ ___1.,(,R+1; 1______ 1 -1\-p =-—r^i=^7^<\ •
(U^-P) p*(yp)
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On en déduit que

Sup Ib^l^1 .
^Y

Œ 1
Par définition même de la suite (u,) 9 pour tout 0' > 0 » la suite i, . IL
tend vers 0 , c'est-à-dire que Sup j l^ 4 " / ] . i^ tend vers 0.

i i^ 1 K

D'autre part, pour r ^ R , on a pour tout kç(N

(i^r(K^(b)) = u^ + R - r .

Mais pour tout X > 0 ,

\
———— -» + oo quand k -» + oo ,
(yx^

\+ipuisque la suite ———— , et u, tendent vers l'infini.
(u^1 k

La suite b = (b.) remplit donc les deux conditions de la proposition 3.11 (§ 2;
n° 11-2) et bçN(<î<A);(s,s ')) .

Montrons maintenant que K(b) = IN .

Soit a un entier positif quelconque

1) y = - n + p ^ pour une valeur k entière, avec p < i,^_. - u^
Alors a appartient à K,, (b) , et puisque i, . - u, tend vers l'infini avec
k , K (b) contient une infinité de nombres pour tout r ^ R .

2) CT = u,- p , pour une valeur k entière, avec p > u, - i,
Alors a est dans K,,

^k

Soit Œ > 1 , pour P > u î - u k 9 r ^^ et P^-3^ u^ - \ -» °° avec k 9
on voit que chaque ensemble K (b) a une infinité de tels nombres.

Le support essentiel de b est donc bien (N tout entier.'— C.Q.F.D.

6) Remarques sur les espaces intermédiaires pour le couple (s,s')

Nous avons vu (cf. proposition 3.11 et corollaire) que tout espace N(a;(s ,s ' ) )
algébriquement non trivial possède des sous-espaces du type (sp , A sous-ensem-
ble infini de U . Cette propriété suggère la

PROPOSITION 3.14.- Soit F un espace intermédiaire pour le couple (s,s') (non

QC

(" ) Remarquons que R'(b) = - oo ,
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nécessairement b-intermédiaire), alors pour tout açF , on a quel que soit r en-
tier fini : (s^ / J c F .

r
Démonstration :
Soit F un espace intermédiaire distinct de ( s ) . Soit a une suite de F

n'appartenant pas à ( s ) , r un entier compris entre R ' ( a ) et R(a) . L a nial-
tiplication par $(K ( b ) ) est un morphisme de ( s , s ' ) dans lui-même. Donc

a.$(K^(a)) = ̂

est dans F . On a le
LEMME.- Soit c une suite telle que [ c | ^ [ a [ , alors cçF .
Démonstration :
II suffit de montrer que c ç L ( a ; ( s , s ' ) ) c'est-à-dire qu'il existe u ç £ ( ( s , s ' ) )

tel que u(a) = c .
On a pour tout jcN :

°j = s ̂ ij ̂  ̂  »j c-
ou 5. . désigne l'indice de Kronecker. Posons u^_ = ôj- — 9 (i»j)clN x •N .

J
On vérifie, grâce à la proposition 3.3» que (u. . ) est la matrice associée à un--J
morptiisme de ( s , s ' ) dans lui-même. Donc

ceLCa^s^s'))^ C . Q . F . D .
On a a = $(K ( a ) ) . a ç L ( a ; ( s , s ' ) ) . Donc en utilisant le lemme

f . $ ( K ^ ( a ) ) e L ( a ; ( s , s ' ) ) .
•n

La multiplication par j , R entier fini, est un morphisme de ( s , s ' ) , donc

^ . $ ( K ^ ( a ) ) € L ( a ; ( s , s ' ) )
pour tout RçZ , et en appliquant à nouveau le lemme, on voit que toute suite de
( s ' ) dont le support est contenu dans K (a) appartient à L ( a ; ( s , s ' ) ) . Autre-
ment dit (s» / J c L ( a ; ( s , s ' ) ) c F ; C . Q . F . D .

REMARQUE.- On pourrait directement étudier les espaces L ( a ; ( s , s ' ) ) comme l'a sug-
géré M. Zemer. Mais ces espaces sont plus difficiles à caractériser. On obtient ce-
pendant assez facilement en étudiant des séries

A \n a! ' où ( u ^ ) e £ ( ( s , s ' ) ) , ( a ^ ) ç ( s ' )

,36( ) Avec toujours la convention ^•=0 si c_ et aj sont nuls simultanément.
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des propriétés de lacunarité des suites de ( s ' ) qui appartiennent à un espace in-
termédiaire pour le couple ( s , s 1 )

N° III : Cas général de 1'interpolation d'un couple ( F ( p ) , E ( p ) ) .
Comme nous l'avons énoncé au début de ce paragraphe, on obtient dans le cas géné-

ral de l'interpolation d'un couple ( F ( p ) , E ( p ) ) des résultats semblables à ceux
décrits dans le cas de ( s , s ' ) , en remplaçant partout la suite p : i »-» i par
une suite p arbitraire. Notons par exemple en analogie avec le théorème 3.1 ( § 2
n° II), le
THÉORÈME 3.5— Soit açE^(p) . Pour que b = (b ) ç N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) il faut et il
suffit que (^ ) ^
(i) II existe un entier m çN , tel que la suite b ° = ( b . p . ° ) jcN vérifie
la condition :

Pour tout Œ > 0
( m ) ,/ (m ) cy \

Lim / (Sup b ° ) . (^f )= 0
içK(p;a) \3 ^i 3 x /
•î . -1- - \i -» + oo

(ii) Pour tout r entier tel que R ' ( p ; b ) < r<R(@,b) , K ( p , b ) appartienne à la
classe ©(^(a))075

COROLLAIRE.- Soit b = (b . ) ç E ^ ( p ) . Pour que b c N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) , il faut et
il suffit que K ( p ; b ) appartienne à la classe 6 ( p ; K ( a ) ) .
En adaptant la démonstration du théorème 3.2 ( § 2 ; n° II) on obtient aussitôt le
THÉORÈME 3 . 6 . - Soit açE(p) , ayF(3) . Pour que N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) soit algébri-
quement non triviale il faut et il suffit qu'il existe un entier m > R ( p ; a ) , un
sous-ensemble infini A ̂  K tel que pour tout a > 0 et tout r entier compris
entre R ' ( a ) ̂  R(a) , on ait-;

( 1 (m ) i \(m,)

.um ^p h0 1 ) • ^w^ rw 3 eÊ " : ' = 0

COROLLAIRE 1.- Soit açE (p) . Pour que N(a;(F(p) , E(p))) soit algébriquement

non trivial, il faut et il suffit que son support soit dans la classe ^ (p) .

On obtient enfin de fa.çon analogue au théorème 3*3» le

THÉORÈME 3.7.- Il existe une infinité d'espaces N(a;(F(p) , E(p))) algébriquement

et topologiquement non triviaux pour le couple (F(p) , E(p)) dont les intersec-

tions avec E (p) soient deux à deux distinctes.

(37) cf. définition § 3 ; n° I.
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En transcrivant dans le cas d'une suite p générale la proposition 3.14, on éta-
blit la

PROPOSITION 3.15.- Tout espace intermédiaire pour le couple ( F ( p ) , E ( p ) ) dis-
tinct de F(P) , contient un espace E . ( P ) , A sous-ensemble infini de IN .
N° IV : Problèmes des topologies

Tous les résultats que nous avons explicités jusqu'ici ne font pas intervenir les
topologies des espaces N ( a ; ( F ( P ) , E ( p ) ) ) . On sait seulement que ces topologies
ne sont pas des topologies faiblement triviales d'espaces intermédiaires. Mais on
peut se poser à ce sujet quelques questions fondamentales dont nous n'aborderons
pas ici la discussion.
1) N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) est-il quasi-complet? Ici, on est amené de façon naturelle
à se demander si l'espace ( £ ( ( F ( p ) , E ( p ) ) ) ) ' est quasi-complet, ce qui serait vrai
si £ ( ( F ( p ) , E ( p ) ) ) était quasi-tonnelé ( [ 2 l ] ) .
Il serait intéressant de décider si £ ( ( F ( p ) , E ( p ) ) ) est bomologique, car on

saurait alors en particulier que N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) est complet.
2) N ( a ; ( F ( p ) , E ( P ) ) ) est-il bomologique? C'est un sous-espace fermé de l'espace
ultrabomologique ( £ ( ( F ( P ) , E ( p ) ) ) ) ' (dual d'un espace W complet). S'il est
bomologique, on pourra expliciter sa topologie, et, caractérisant l'espace des for-
mes linéaires bornées sur ses parties bornées en tant qu'espace de suites, on en dé-
duira une caractérisation algébrique de tous les espaces intermédiaires pour le cou-
ple (F(j3) , E ( j 3 ) ) .
3) L ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) est-il quasi-complet? Si cela était, N ( a ; ( F ( p ) , E ( p ) ) ) mu-
ni de la topologie de dual fort de L ( a ; ( F ( P ) , E ( P ) ) ) (qui est une topologie d'es-
pace intermédiaire pour ( F ( p ) , E ( P ) ) ) serait bomologique. Ceci permettrait de
résoudre le problème de savoir s'il existe des espaces intermédiaires non triviaux
pour le couple (F(P) , E ( p ) ) qui soient bomologique s.

§ 3. Interpolation pour des couples d'espaces de distributions.

?1.1 : Quelques exemples.
Si on peut définir un isomorphisme du couple ( s , s ' ) sur un couple d'interpola -

tion y , appliquant les calculs effectués dans le cas de ( s , s ' ) on obtiendra via
cet isomorphisme des espaces intermédiaires pour le couple ^ •
Rappelons quelques isomorphismes connus :

a) Si p est un entier, p > 1 , nous noterons (s/ ^) l'espace des suites
multiples d'ordre p , (a ) , ( i . , . . . , i )€iN13 , à décroissance rapide,i^...ip i p
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(s* / ^) l'espace des suites multiples d'ordre p à croissance lente, (s,s') le

couple d'espaces de suites formé de ( s / \ ) et ( s ' / \ ) • (s»S') désignera le

couple d'espaces de suites formé des couples d'espaces de suites multiples d'ordre

p d'indices positifs ou négatifs S/ \ ®'b S'/ \ 9 respectivement à décroissance
rapide et à croissance lente.

Considérons l'ensemble des suites multiples d'ordre p ,

.̂..i ) ' (̂ ...ip)̂  .

On peut transformer un tel espace en fabriquant une fonction biunivoque a de N

sur IN̂  , j •-* o (j) = (i,»j»...»i .) qui satisfasse aux propriétés suivantes :
J~ S~ 9 <J

L'image réciproque de

A^= {(ii +is + • • • +ip) | ii + ... +ip="]

est un intervalle J de iN et J, < J, , c'est-à-dire que tout a de J, estn K K"T"I K
inférieur à tout p de J,

Alors à a = (a. . ) , on associe la suite (a.). ,, y définie par
:L!•*'^p ^ ^

^'^(j) ' j€M •
Dans ces conditions l'application 5' ; a »-* S , établit un isomorphisme entre

( s / 0 et (s) d'une part, entre (s ' / \ ) et (s') d'autre part, qui conserve

l'inclusion naturelle et le produit scalaire. Autrement dit, elle établit un iso-

morphisme de (s,s') sur le couple (s,s') , Nous noterons encore o cet iso-

morphisme .

Par une méthode analogue, on établira un isomorphisme entre les couples d'inter-

polation (z»s') e^ C 3 » 3 1 ) •
b) Nous considérons maintenant T/ ^ , le tore à p dimensions, et son groupe

dual (Z/ ^) , l'ensemble des systèmes de n entiers (n-,...,n ) . Alors (cf.

[36 ], tome II), la transformation de Fourier établit un isomorphisme entre le couple

d'espaces de distributions (ç (T/ \ ) , &'(T/ \ ) ) des fonctions indéfiniment déri-

vables et des distributions sur le tore à p dimensions, et le couple (s,S')

(La conservation du produit scalaire est la formule de Plancherel).

c) Considérons maintenant le système des fonctions de Hermite sur (R soient :

^1/4-n /^p^
^(x) = exp (- n x^) S——— Q ( ^ x)13^

_________________"_______________^n! n ^____________

^ ̂ - ̂ ^ m%ëâ - ^ = ̂ tie entière de t •
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(avec les notations de L. Schwartz), base orthonormée de L^IR) . On montre que
( [ 3 6 ] , tome II ; p. 11?) fç^(lR) équivaut à

a^(f) = J f(x) ,^(x) dx , nç(N ,

est une suite à décroissance rapide. Pour tout Tçy(iR) , posant T(^ ) = a (T) ,
on en déduit que T ̂  a(T) = a ( T ) ) , établit un isomorphisme de ^' ( ( R ) sur ( s ' ) .
Il vient en outre T(f) = S s (T) a (f) . Donc le développement suivant les fonc-
tions d'Hermite, établit un isomorphisme du couple ( s , s ' ) sur le couple (^,^)
d'espaces de distributions sur R .
Dans ̂  , les systèmes J?. . (x) = Ï. (x- ) ® . . . ® Ï. (x ) forment un sys-i ^ . . . i p î  ip p

tèxne orthonormé de L^iR-) , on en déduit de la même manière un isomorphisme entre
le couple ( s , s ' ) et le couple d'interpolation que nous noterons (^V) formé
des espaces de distributions ^/(tî?) et ^'(iR?) . D'après ce qui précède, on a
donc un isomorphisme de (^,^') sur ( s , s ' ) . Nous le désignerons par o

N° 1.2 : Interpolation pour le couple (H ( C ) , H ( f 0 } ) ) .
Soit (D un ouvert du plan complexe, nous désignerons par H((A)) l'espace des

fonctions entières sur le plan complexe, muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur les compacts de u) . Si W est un ensemble quelconque du plan complexe,
nous noterons ici H(W) l'espace des fonctions holomorphes sur V muni de la topo-
logie de limite induotive des H((I)) quand ^ parcourt la famille des voisinages
ouverts de W .
On désigne par % le couple d'interpolation formé des espaces de distributions
H(C) et H ( Ç O } ) . On peut établir un isomorphisme de % sur un couple

(F(P) , E(?))

comme suit

Posons p_ = k3 , jç|N , où k est un nombre positif quelconque supérieur à 1.
L'espace F(@) ne dépend pas de la valeur choisie pour k . C'est l'espace des
coefficients de Taylor à l'origine des fonctions entières sur C . On peut l'iden-
tifier à l'espace des fonctions entières muni de la convergence uniforme sur tout
compact, à l'aide de l'isomorphisme (a ) .-» (Z -» s a Z") . Cet isomorphisme sen n n
prolonge en un isomorphisme de l'espace E ( p ) des coefficients de Taylor qui sont
dominés par une suite (R' 3) pour R > 0 , sur l'espace H ( { 0 } ) des fonctions ho-
lomorphes à l'origine. Cet isomorphisme respecte l'inclusion naturelle et le produit
scalaire. On a donc un isomorphisme h de <̂  sur le couple ( F ( p ) , E ( p ) )
On peut alors utiliser les résultats généraux énoncés dans le paragraphe 2 n° III.
On sait donc qu'il existe une infinité d'espaces intermédiaires qu'on peut caracté-
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viser comme espaces de coefficients de Taylor à l'origine.

Les espaces N(f;^ )

Reportons-nous aux résultats généraux du paragraphe 2 n° in.

-La classe U °(p) s'explicite comme suit :
A€Ji°(p) équivaut à :

II existe un sous-ensemble infini ,B de A , tel que pour tout a > 0

d^p^B) = Inf (i - ai"(A)) > - œ
a i€B

-Bç©(p;A) si et seulement si, pour tout a > 0

d^B.A) = Inf (i - cyi"(B)) > - oo
i€A

d~(p;B,A) = Inf (î B) - <yi) > - »
01 ifA

Soit (lL.)l,̂ AJ » une suit® d'entiers positifs, qui vérifie la condition :
Pour tout cy > 0 , i,„ - (yii- tend vers l'infini avec k
Soit

, ( Z ) ^ /39)
kV

THÉORèME 3.8.- L'espace N(a;^S ) est algébriquement et topologiquement non tri-

vial.

Pour qu'une fonction f ^ H({0}) , f(Z) = s c (f) Z11 , appartienne à

N(a;^) .o

il faut et il suffit que

(i) il existe R supérieur au rayon de convergence de f tel que

Z (Sup 'if ') Z\H(C) ,
k i.i^ ^

(ii) Pour tout R > 0 ,

i \S (Sup |a R1)) Z ^({0}) .
k i<i,

(39) i~(A) = Sup {jeA; j < i} ; i^A) = Inf {jçA; j ^ i}
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On en déduit le
COROLLAIRE.- S^ (c(f))~ 1 = ((Oi^))" 1)!^ appartient à E(p) , la condition du
théorème équivaut à la suivante ; le support K(c(f)) appartient à la classe
©( ( 3 ; A ) , ̂  A = ̂ {i^} .

REMARQUE 3«^«- Les espaces apparaissent comme peu naturels pour des analystes. Ici
encore on peut justifier le résultat. On peut opérer comme on l'a fait dans le cas
( s , s ' ) , en montrant que dans tout espace intermédiaire pour le couple

(F ( P ) , E ( p ) )
il existe un sous-espace du type E . ( p ) , A sous-ensemble "lacunaire" infini de
N (cf. § 2 n° II, 5) ; proposition 3.1^). On en déduit que si un espace intermédi-
aire pour ̂  était contenu dans un espace (.C?) on aurait E . ( p ) $ F( ) . (Ceci
grâce au théorème du graphe fermé ( [ 1 9 ] î préliminaires)). On voit ainsi qu'un es-
pace intermédiaire pour JS n® peut pas être contenu dans un espace de fonctions
holomorphes sur un compact de C distinct de (0) . (En effet ceci signifierait
que pour toute suite c = ( c . ) de E(e) , la série s a Z" serait convergenten^A ^en un point Z distinct de l'origine).
On peut opérer également de façon directe pour montrer qu'un espace intermédiaire

pour jC ne contient pas un espace de fonctions holomorphes sur un ensemble V de
Runge du plan complexe distinct de {0} ou de C . E n effet, pour tout XcC ,
et pour tout fçH({0)) , posons f (Z) = f(\Z) . L'application u : f »-» f estA. À
un morphisme du couple c€ sur lui-même. Si F est un espace intermédiaire tel
que H(V) $ F , u se prolonge en une application continue de F dans F . Grâ-
ce à la propriété que V est de Runge, on peut affirmer que le prolongement de u
^ H(V) est encore l'opérateur de changement de variable Z •-» \Z . Donc F devra
contenir U. H(xV) = H ( { 0 ) ) C . Q . F . D .\€C

N° II : Interpolation pour le couple (^,^')
Nous nous plaçons maintenant sur R . Nous allons examiner plus en détail le

cas de l'interpolation pour le couple (V,y) . Nous avons dit dans le N° 1 de ce
paragraphe qu'on obtenait une infinité d'espaces intermédiaires pour (^,y) à
partir des calculs effectués dans le cas ( s , s ' ) . Les espaces N(T;(if,c^') ) qu'-
on obtient ainsi n'entrent pas dans le cadre classique des espaces de distributions
utilisés en analyse (espaces de fonctions différentiables, duaux de tels espaces,
espaces de fonctions sommables e t c . . . ) Nous allons justifier ce résultat en démon-
trant une proposition sur la structure locale des distributions d'un espace inter-
médiaire pour (^,V)

( ) Sous-espace des suites-à support contenu dans A .
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PROPOSITION 3.16.- Soit F un espace intermédiaire pour C^,^') ,

1) Si la restriction de F à un ouvert Q d^ ^1 non vide est formée de distri-

butions d'ordre uniformémen'fc borné, alors F = ^(R11)
—————————————————————————1———— alg
2) Si la restriction de F à un ouvert contient une mesure de Dirac, alors

F = ^•(IR11) .
alg

Démonstration du premier point ;

On se ramène aussitôt au cas où Q est un voisinage ouvert borné de l'origine,

puisque les translations et les homothéties sont des isomorphismes du couple

C^»^') sur lui-même.

Soit 0 un tel ouvert. La dérivation envoie F dans F . Donc si @çF , tou-

tes ses dérivées sont dans l'ouvert ^ des distributions d'ordre uniformément bor-

né, par suite @ est indéfiniment dérivable sur cet ouvert.

Supposons que F soit distinct de ^'(R11) . Alors o (F) ( ) est un espace in-

termédiaire pour (s,s') distinct de (s) . Donc, il existe un sous-ensemble in-

fini A de N tel que (sp c a (F) , ou encore CT^CS ' ) c F , (§ 2 n° 11.5 ;

proposition 3•14)•

L'espace (s') muni de la topologie induite par (s') est du type (JE^) parce

que (s') est un (2^)) , donc aussi a"1 (s') muni de la topologie induite par

celle de ^'(R") . Par hypothèse l'application de restriction de ^'OR11) à l'ou-

vert Q envoie a"1(s') dans fi(o) • Les applications de restriction de

^(s^) dans Q'(Q)

et de fi(Q) dans 6'(0) , qui est séparé, sont continues. Donc l'application de

a"1(s') dans £(o) est continue d'après le théorème du graphe fermé ([20], préli-

minaires).

Une distribution S de o^Cs') est somme de sa série d'Hermiten A

S = S a ^ 0 . . . ® ^ ,
(P^.-.^WA) PI—PU Pi PU

où Jt. désigne la fonction d'Hermite d'ordre k . Donc, pour toute suite

.̂..P^ de ^'(n))

la série écrite ci-dessus devrait converger dans £(o) et en particulier à l'ori-
gine.

(41) 0^ est l'isomorphisme de (S^'')^ sur (s,s') (cf. § 3, 1/1).
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Posons a^^p =p^...p^ .Quand k tend vers l'infini ^(0) se cohorte

comme k" / . O n peut supposer que a(A) contient une infinité de termes de la

forme (2k^,...,2k^) . La série considérée n'est alors pas convergente, ce qui
contredit l'hypothèse et achève la démonstration de 1).

Démonstration du 2ème point :

On suppose là encore que Q est un voisinage borné de l'origine, et on se ramè-
ne au cas où la restriction de F à Q contient la distribution de Dirac à l'ori-

gine, Démontrons tout d'abord le

LEMME.- Soient T^,..., T , n distributions tempérées sur R .

S^. aç(s') .^ T, <g) ... 0T^L(a;(s,s');(y,^)^) , T^L(a;(s,s') ; (^'), ) ,
pour i = 1,2,...,n .

Démonstrati on :

Soient $i,...,$^ , n fonctions de ^"(R) telles que pour tout i = 1,...,
on ait :

< \ , ̂  > (y.^ = 1 .

Les applications u^ : @ ^ ^ ® ... <g> $^ 0 © ® $.^ 0 ... 0 $ sont des mor-

phismes de (^,^'\ dans C^')^ , donc les ^ définissent des morphismes de

(y»^')^ dans (^,i/')^ . En appliquant la propriété d'interpolation on sait donc
que si T^ ® ... <g) T^ est dans L(a; (s,s');(î^,^')^) , T^ = ^(T^) est dans

L(a;(s,s');(^')^) C.Q.F.D.

Ceci permet d'affirmer que des espaces de fonctions m fois continuement différen-

fiables distincts de «^(R") ne sont pas intermédiaires pour le couple .-(^,y')

En notant qu'un espace intermédiaire est stable par dérivation et par transforma-

tion de Fourier, on en déduit qu'un espace intermédiaire qui contient une fonction

constante ou une distribution de Dirac n'est pas intermédiaire. Ceci permet par

exemple d'affirmer que o^p , (B , ̂  + ̂  , (^) (42) etc... ne sont pas in-
termédiaires.

Les espaces N(T:Çy.^') )

DÉFINITION 3.3.- On pose 6&^) = o^feCs)) (cf. définition 3.2 ; § 2 n° 1 1 - 4 ) .

C'est l'ensemble des distributions tempérées sur JR11 , T , telles que

^(T;^,^")^) soit distinct de ^((R3'1) .

42( ) cf. définitions dans [36] et [40].
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C'est encore l'espace des distributions T de y'(R11) dont la suite des coeffi-

cients du développement suivant les fonctions d'Hermite, a(T) = (a.(T)) . p ,

est tel que la suite <j (a(T)) (43) vérifie le critère (V) (cf. § 2 ; n̂ II - 4).

THfeORÈME 3.9.-

1) Tout b-espace intermédiaire faiblement topologiquement non trivial pour

(Y,y') distinct de ^(R11) , est contenu dans ©(^ ) .

2) ̂  Tç6(^) , T^CR") les espaces L(T;(y,^')^) e^ N(T;(^')^) sont

algébriquement et topologiquement faiblement non triviaux.

Démonstration :

Le premier point est une transcription du théorème 3 •4. (§ 2, n° II - 4) à partir

de l'isomorphisme a de W,^) sur (s,s')

On sait que si N(T;(ï^') ) est algébriquement non trivial, L(T;(^,^)) est

topologiquement non trivial (cf. chapitre II ; § 9 ; proposition 2.23), ce dernier

est donc contenu dans ©(^ ) donc distinct de ï/'dR") , il contient la distribu-

tion T et est donc algébriquement non trivial. Rappelons que N(T ;(,/,;/'') ) n'est

jamais faiblement topologiquement trivial si T^(R11) , sinon ^(T;^,^') ) le

serait aussi, ce qui contredit les relations

(^(T;^*)^))' ̂  L(T;(^')^) ^(H11) .

Ceci achève la démonstration du théorème.

COROLLAIRE.- Soit Tç©y ) , n'appartenant pas à ^(R11) , alors

N(T;(^)^) n^^)

est distinct de S'CR") .

Démonstration :

D'après le théorème N(T;(y,a7') ) est algébriquement non trivial donc ne conti-

ent pas de distribution de Dirac en un point (prop. 3.16) C.Q.F.D.

Nous allons maintenant établir un théorème d'existence d'une infinité d'espaces

intermédiaires algébriquement et topologiquement non triviaux pour (i^,/')

Soit ̂  une famille de suites de (s') telle que pour tout

(a^ ,ag)€^x ,̂ a^ âg ,

on ait :

(43) On a : o^a(T)) = a^ ^(T) , j^ (cf. § 3 ; 1 - 1).
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N(a,;(s,s')) n (s^) ^ N(a^;(s,s ')) n (s^) . (44)

Posons 3k = <j"1 ( ) . On a len

THÉORÈME 3.10.- Les espaces N(T;(^,^) ) , T€^ sont non triviaux. Ils vérifient
les propriétés suivantes :

1) Pour tout mcK , les espaces N(T;(^,^')^) nâ'^Ol") , Tçjé , sont deux à
deux distincts.

2) (Propriété de quasi-anaXycité) Pour que deux espaces N(T;(S^,^') ) , TçJt ,

coïncident, il faut et il suffit qu'il existe un ouvert non vide de il" tel que

leurs restrictions à n coïncident.

3) Pour que deux espaces NÇT;^,^') ) coïncident, il faut et il suffit qu'il exis-
n ZLC

te un ouvert non vide de R tel que leurs intersections avec £'(n)( ) coïnci-

dent.

Démonstration du premier point :

Supposons que le résultat est acquis pour n = 1 . Posons pour tout aç(s')

^(a) =N(a;(s,s t)•,(y,^),) ^ ̂ (R"-1) + ^(R) ® N(a;(s,s');(^),) ®W-1) +

... +^(tRn"l) ®N(a;(s,s');(^,^)i) .

Soient meN , T^ et Tg deux distributions de Jt , on pose a^ = <j (T^) ,

% = ^(T,) .

Si N(T,;y.y')^ n^'^^R") J NCTgîCy,^)^) n^'^^R11) . alors toute distribu-

tion de ^(a^) nâ^OR1'1) est une distribution de ^(âg) nS^^CR") . Mais on
a le

LEMME.- Soient S^ ,... ,S '̂(R) tels que S^ ® ... 0 S^N(a^ ;(s,s');(y,y)^) ,

alors S^N(a^;(s,s');y,y)^) , pour i=l,2,...,n .

Démonstration :

Elle est analogue à celle du lerome de la proposition 3.16.

Appliquons ce lemme. On a alors :

N(a,;(s,s');(y,^),) na'^do =N(a^(s,st);(^),) na'^w ,
soit encore :

44
( ) L'existence d'une telle famille a été prouvée dans le théorème 3.3 ( § 2

n° 1 1 - 4 ) .

( ) ^(o) = Espace des distributions à support compact dans Q .
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N(T,;(^),) n ^'^(R) = N(T^(^'),) n^^W ,

ce qui contredit l'hypothèse.

Reste le cas de n = 1 . Appliquons le corollaire de la proposition 3.13 (§ 2
n° 11-4). Il existe B c K(a^) u K(a^) tel que (sg) soit un sous-espace de
N(a^ ; ( s , s ' ) ) ou de N(âg;(s ,s ' ) ) et que

(sg) n N ( ( a J + |a,|;(s,s')) = (s? n (s) .

Nous avons vu que ^(sg) contient des distributions d'ordre arbitrairement
grand (cf. proposition 3.16). Et puisque

N(a , ; ( s , s ' ) ) n N(a3;(s ,s ' ) ) n (Sg) = (sp n N([aJ + |aJ;(s,s')) ,

il existe des distributions d'ordre arbitrairement grand dans ^(s') qui ne sont
pas dans N(T^y,y"),) n N(T^;(y',^), ; ce qui démontre 1).

Mais la multiplication par une fonction de ^(R") est un morphisme de (^,^')
Donc si ^X^) , on a : a . c^1 (s? c N(T, ; W\ ) j N(^;(^,/'),) .

Soit Q un ouvert quelconque de R11 (non vide). D'après la proposition 3.16, il

existe Q.€S(O) et une distribution Sça^(sg) tels que cyS ne soit pas dans
^OR ) . Alors <yS n'appartient pas à

N(T,;(^')^) nN(T,;(y7,^) .
En effet si cela était, on aurait ;

a^S)çN(a,;(s,s')) n N(a^ ;(s,s ')) = N ( [ a J + [ ag [ ; ( s , s ' ) )

(cf. § 2 ; n° II ; proposition 3.10).

Puisque BcK( |aJ + |aJ) . N( [aj + |a, | ;(s.s')) c: N($(B) ; (s,s')) (§ 2 ; n° II ;
proposition 3.10). D'autre part, comme c^(S)çSg , on a par la même proposition que

N(<î>(B) ; ( s , s ' ) ) cN(a (S^s.s»)) .

Il vient donc :

o^(aS)çN(c^(S);(s,s')) ,

soit

(ySçN(S;ç/,^) .

La multiplication par a est un morphisme de (V^') . On en déduit que :

SçN(cyS;(y,./')^) ,
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qui impose que aSç^(R ) (cf. proposition 3.9) ; § 2 ; n° II - 1), ce qui est ab-

surde,

Autrement dit, si T^ ^ "L, , T^ et T^ç^ , pour tout ouvert 0 de R" , il
existe une distribution à support compact contenu dans Q , appartenant à

N(T,;(y,^) u NCTgîCy,^')^)
sans appartenir à N(T^;(y,î/') ) H N(Tg;(^,^1) ) . Ceci démontre le trosième point,
le deuxième en est une conséquence,
On peut établir de façon analogue la

PROPOSITION 3.1?.- Il existe une famille infinie $ de distributions à support
compact telle que les espaces NÇT;^,^') p| £' , Tç<i> soient deux à deux dis-
tincts .

Démonstrati on :

Soit (A.). », une suite d'ensembles infinis de IN , tels que A. . c: A. , pour

tout i et tels que

N($(A^^);(s,s')) n (s^) ^ N(<î>(A^);(s ,s ' ) ) n (s^) .

Alors, d'après la proposition 3 «13 (§ 2 ; n° II - 4), on peut trouver des sous-en-

sembles infinis B. de A. , içIN , tels que :

N($(A^);(s,s')) n (s^ ) = (s) H (SB ) > et ^B îe^^A i) î (s»s') ) .
i i i

Ensuite, on détermine des distributions T de cT^s' ) et les fonctions 01
P n B P

de ^(R") telles que (Y T soit un élément de N($(A ) ;(s ,s ' )) , sans être
dans 5)((R11) .

Alors les espaces fi'CR11) n N(0 T ^y^') ) sont deux à deux distincts. En effet
puisque

"p ̂ s v^'v •
11 suffit de montrer que a T ç N ( a , T^.l,;(y»t/'') » PO'111" tovLt k s i .

Or, on a les inclusions (déjà justifiées dans le théorème 3-10) :

"n^p^^B ) c N^A^);(s,s•)) c N($(A^);(s,s')) c N($(B );(s,s')) ,

^^^'^r} - ̂ Vk^'V c ̂ Vk Vkî^^^n) •

ce qui montre que
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apTp appartient à N(o^ T^;(^.)^) c.Q.F.D.

N0 III - Interpolation pour le couple (£,6.')

Nous désignerons par (e,̂  le couple d'interpolation f orné des espaces de dis-
tributions e(R ) et e'(R11) . Si x désigne le point courant de R11

x=(x,,...,x^) .

nous préciserons parfois (6 ,e-») .
x x

Nous allons voir de quelle manière on peut ramener l'étude de l'interpolation

pour (£,&')^ à celle de y,y')^ . Nous allons pour cela démontrer le

THEOREME 3.11.-

1) SI x est un espace intermédiaire pour le couple (&,£•) . il existe un espa-

ce intermédiaire Y pour (^t)^ tel qu'on ait soit. X = "Y n ^(IR11) , soit

x = e(R11) + Y n e'CR") .
2) a- X est un espace intermédiaire pour le îpl. V,^)^ . il existe un e^-
ce intermédiaire Y pour le couple (&,£') tel que

Y ^ X n & ' C R 1 1 ) .

Nous allons tout d'abord établir quelques propositions.

PROPOSITION 3.18.- ̂  X un espace intermédiaire pour le couple (e,e«) . on
^ n ' —

x j x n eCR") + x n ^(R11) .

Démonstration :

L'espace X étant intermédiaire pour (S,^)^ , les espaces X^ = X n CCR") et
Xg = X n fi'CR") sont encore intermédiaires pour ce même couple. On a (cf th 1 1 -
ch. 1 ; § 6) • • »

^1) X = L(X,;(e,e')^) + L(X^(fi,&')^ + ̂  2 L(T;(fi,&')^)

^UX,

Soit T une distribution de X , de la forme T, + Tg , où T ç^) . et
Tg€fi'(R ) , T^ n'étant pas à support compact.

Soit c^OR") tel que a-T, = T, . Alors (l-a)T = (l-a)T, est une fonction indé-

finiment différentiable. 1^ multiplication par une fonction de ^R") est un mor-
phisme du couple (£,C.)^ . donc (l-a)TcX, et ̂  . n ̂  ̂  l.égalité (1)
que
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L((l-Q')T;(e,e')n) + L((YT;(£,£')^) c X .

On a l'égalité T = aï + (I-Q-)'T , donc

L(T;(e,&')^) c L(aT;(£,&')^) + L((l-a)T;(^')^)

et

L(X;(e.^) ̂  L(X,;(£,£')^) + L(X,;(£,e')^ .

Les espaces X^ et Xg sont intermédiaires pour le couple (&,&') , ce qui si-
gnifie que X, = L(X,;(&,e')^) et ^ = L(^(e,£')^) . Ceci démontre la proposi-
tion.

PROPOSITION 3.19- â2â£ x un espace intermédiaire pour (£,£') , contenu dans
fi'(R11) . alors n

x^L(x;(^y)^) n^ffô

Démonstrati on :

On a le

LEMME.- S^ T€£'(R11) , T n'appartenant pas à 3^ , on a

L(T;(^e')^ ^ L(T;(^,^)^ n fi'^) .

Démonstrati on :

Soit u une application continue de âCR") dans SS'ÇR") .

Supposons que ud^Ê'dR11) . Il existe alors o'c^R1'1) et prôdR") , tels que
P.u(cyT) = u(T) . Désignons par [cy] et [p] les opérations de multiplication par

d et p respectivement. On a ([-p] ^ u <, [Q-])(T) = u(T) , et on vérifie aisément
que si uç£((y,^')^) , [p] o u ^ [a] appartient à £((£,&')^) , tandis que si

uç£((e,£')^) , [@] o u o [(y] est dans ^W,^)^) . On en déduit aussitôt le
lemme.

Soit maintenant X un espace intermédiaire quelconque pour (^t^') . On a

x aÏg W^'V •= ̂ ^'V .

d'où encore d'après le lemme :

^2) x . s [L(T;(y.^) ) n e'^)] c L(X;(^') ) n e'^) .a-l-g TeX n

Réciproquement, si Tçfi'CR11) s'écrit sous la forme T^ + ... T pour k fini,

avec T^L(S^(î^)^) , S^çX . (i=l,...,k) , il s'écrit encore

(aT^) + ... + (ŒT^) ,
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pour toute fonction de ^(R") telle que o'T = T . Mais aT^çL(S^; (V,^')^) puis-
que la multiplication par a est un morphisme de (^>,^)^ . Autrement dit T
appartient à l'espace S (L(S;(^,y') ) n ^(i^)) , donc à X , d'après (2). Et

SçX "on a :

X = L(X;OW ) n ^OR") ; C.Q.F.D.alg n

PROPOSITION 3.20.- Soit X un espace intermédiaire pour (fi»^')^ » contenu dans
fiCR11) , distinct de ^(R") , alors X ^ ^t?) .

Démonstration :
Démontrons tout d'abord le

LEMME 1.- Si X contient une fonction strictement positive en dehors d'une boule
de rayon fini. alors X -= ^R") .

Démonstration :
Soit f une fonction de X strictement positive en dehors de la boule de rayon

R . Pour tout (c^pîç^R11) xS^) , of + P est encore dans X . En choisis-
sant convenablement (Y et p , on voit donc que X contient des fonctions stric-
tement positives sur R11 . Pour tout gc^CR") la multiplication par gh-1 est un
morphisme de (&,&') , donc

g = (gh-i)(h)çL(h;(£,fi')^) , et X ^ £(E11) , C.Q.F.D.

L'espace X contient au moins une fonction non négative invariante par rotation
à support non compact. H contient une fonction non négative à support non compact,
puisque X est distinct de ^(R11) et que fîcX chaque fois que f est dans X .
D'autre part, considérons l'application T »-» T , avec

T- J, („,<»•" ̂

où Gf \ désigne le groupe des rotations de (R11 , et où la distribution p.T est
définie par

< p.T,$ > = < T,?-1.^ > , (̂(R") ,

avec

p-'.^x) =^(p.x) .(^)

Cette application définit un morphisme du couple (£ £') et on sait (cf. r38]»
exposé n° ?) que si f est une fonction indéfiniment différentiable, on a

( ) Ceci a un sens puisque ^/ \ est compact et que la fonrrbion p i-> p'T est
continue à valeurs dans ^(|R ) .
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f^(x) =————^ F f(y) dS ,
^n r Ix^ly^r

ou o désigne l'aire de la sphère unité de R11 . Autrement dit f est avari-

ante par rotation et d'après la propriété d'interpolation, f^ est dans X quand

f lui appartient.

Donc l'espace X contient une fonction F non négative invariante par rotation

à support non compact. Pour montrer que X = ^(IR11) il suffit alors de montrer,
alg

d'après le lemme, qu'il existe uç£((&,&') ) tel que u(F) soit strictement posi-
tive en dehors d'une boule de rayon fini.

On peut alors trouver une suite (a. ,b.) d'intervalles de IR , a. -» + oo ,
tels que F soit strictement positive sur la couronne

K^ = {a^ < |x| < b^}

Nous allons choisir la suite des K. de la façon suivante. On fixe (a ,b ) arbi-

trairement. On choisit ensuite a. > Sup (l,b + a ) , puis par récurrence

^1+1 ^ sup (i+l>bi+(ai-bi_l)) » P0^ i ^ 1 •

Posons s,. = a. . - b. , la suite i = (j^.) est alors croissante.

1°) La suite i est bornée supérieurement.

Soit M une borne supérieure de t , $ une fonction de ^(R11) strictement po-

sitive sur la boule de rayon M . L'application v : T ̂  T ^ $ définit unmorphis-

me du couple (^y^') , donc v(F)çX . Mais v(f) est strictement positive sur
R" , donc X = ^R11) , d'après le lemme.

alg
2°) La suite A tend vers l'infini.

Choisissons pour chaque içiN deux fonctions a. et p. de ^(R11) , strictement

positives à l'intérieur de leur support, le support de a. étant égal à K. , ce-

lui de 6. étant une boule de rayon £. , e. > 0 , la suite des e. étant choi-
sie comme il suit : on prend e = a et on impose aux e. les conditions récur-

rentes suivantes :

| "i+l < ^+1 - b!
W l

| ^+1 > ^+1 - î-^

Dans ces conditions, pour toute distribution T de ^'(R") , le support de
T* = p. iv <y. T est contenu dans la couronne

q = {a^-e^ ^ |x[ ^ b^} ,
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T* étant une fonction strictement positive à l'intérieur dq cette couronne.

D'après les inégalités (1), F -» 2 p. * <y.F est une application de SÛR") dans^ i j.
&(P, ) (sur tout compact on a une somme finie) qui est continue. L'application
T (-* S P. * o'.T est manifestement continue de ^'. dans fi '(R ) , pour tout com-

pact K de IR" , elle est donc continue de ^'(R1'1) dans e'CR11) . Donc

v : T .-* ç p^ * Q^T

est un morphisme de (&,£') sur lui-même. D'après la propriété d'interpolation

v(F) appartient à X . Mais v(F) = E F* est strictement positive sur

U^=C^{0)

donc X = fiCR1'1) , par le lemme 1 . C.Q.F.D.
alg

Démonstration du théorème :

Soit X un espace intermédiaire pour (&,£') . Posons X^ = X n fi(R ) ©t

X^ = X n e'CR11) • D'après la proposition 3.20, X^ est algébriquement égal soit
à (R11) , soit à e(R1'1) . D'après la proposition 3.19, il existe un espace in-

termédiaire pour ( '̂)^ . soit Y , tel que Y n fi'^) ^ Xg . En appliquant
la proposition 3•18» on obtient alors le premier point du théorème.

Soit X un espace intermédiaire pour le couple (^,* '̂) on a

x aîg W^r} '

Puisque la multiplication par une fonction de «^((R11) est un morphisme de (i^')^
on a :

"^""'.î.^n^.^^^''»'08''6'" •

Par le lemme de la proposition 3.19» on a :

x n e'CR") • s L(b;(e,e'L) = L(X n ̂ (^(e.&'L) •
^g bçXn&'CR1 1 ) n n

ce qui démontre le deuxième point du théorème.

COROLLAIRE.- Soit X un espace intermédiaire pour le couple (&,&') . ̂  X

contient une distribution à support non compact, il contient fi(R ) tout entier.

REMARQUE 3.5.- Grâce à ce théorème et au théorème 3.10 ( § 3 n° II), on peut affir-

mer qu'il existe une famille infinie d'espaces intermédiaires pour le couple

(£,6')^ du type N(T;(e,e')^) , où Tçe'CR") . Mais on ne sait pas a priori s'il
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existe des espaces intermédiaires topologiquement non triviaux. L'étude des espaces
N ( T ; ( ç , ç ' ) ) va nous permettre de répondre à cette question.
Les espaces N ( T ; ( £ , e ' ) ^ )
Nous allons maintenant étudier les espaces N ( T ; ( e ; 6 ' ) ) . LBS espaces cCd11)

et &'(iR ) vérifient l'hypothèse d'approximation de Grothendiec k, le couple
( & , £ ' ) est normal (cf. définition 2.8 ; § 8) et vérifie l'hypothèse d'équiap-
proximation (cf. ch. II ; § 8). Il en résulte par la proposition 2.32 (ch. II ;
§ 10, n° 2) qu'étant donnée une distribution T de ^(R11) + ^'(R11) , l'espace
N ( T ; ( e , e ' ) ) est celui des distributions S de (fi+e'KR11) , telles que S ® T
puisse s'écrire comme somme d'une distribution de B(& , & ' ) et d'une distribution
de B(^ ,£y) .
Nous allons ramener la caractérisation des espaces N ( T ; ( £ , & ' ) ) , à celle des

espaces intermédiaires pour le couple (^,^') précédemment étudiés en démontrant
le :
THÉORÈME 3.12.- Soit Tçâ'R") , de la forme T̂  + Tg , ̂ _ T^e'di") et ou
Tg€6(R ) , Tg n'étant pas à support compact. Alors :
1 ° ) si T̂  = 0 , N ( T ; ( 6 , e ' ) ^ ) J fi'OR") ,

2 °) si T̂  0 et Tg = 0 ,
N ( T ; ( e , £ ' ^ ) ̂  edR11) + (N(T,;(^')^) n e^R")) ,

3 ° ) si \ ̂  0 et Tg ̂  0 ,
N(T; (e , e ' ) ) - N(T,;«y')) ne'^) .n alg n

Démonstrati on :

Nous allons tout d'abord établir les

LEMME 1.- Soit Hçâ' . ̂  HçB(ç' ,e ) , son support est contenu dans un en-^ ^»y """" ^ y
semble de la forme

C Ç x K ,

^ K est un compact de ÏR" .y
Démonstration :

Si T est une forme bilinéaire continue sur 6' x fi , elle définit une appli-x y
cation linéaire u : 9 ^ (f -* T(e ,f )) de &' dans £' bornée. Nos espaces•x y x y x y
étant nucléaires complets, l'application u est nucléaire (cf. [21] ; ch. II ;

P. 39) , c'est-à-dire définie par un noyau :

H(x,y) = S X $ (x) ® Y (y)
M V V \)
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ou (y )ÇJ^ , ($ (x)) borné de f^ , (Y (y)) borné de &• .
Un borné de fi' est contenu dans un espace ç' , K compact de R ,(cf.[36]).

La distribution H s'annule donc sur e^ ^S^rr » donc par continuité sur

R11 x ÇK C.Q.F.D.

(cf. [36] ; ch. IV ; § 3 ; "th. 3)« Autrement dit, H a son support contenu dans
t ^ x K .(^)

En raisonnant par symétrie sur x et y , on obtient le

LEMME 2.- Soit H une distribution sur (R11 x ̂  • Pour que HçB(C .£') il fautx y n
que son support soit contenu dans le produit d'un compact de (R par (R^ •

LEMME 3.- ^ SçN(T;(^,&') ) , l'une des distributions S ou, T est à support
compact.

Démonstration :
Si SçN(T;(&,£') ) , la distribution S (g> T s'écrit, d'après les lemmes 1 etn x y

2, comme la somme d'une distribution H à support compact K' en x et d'une dis-

tribution G à support compact K en y .Si T n'est pas un support compact,

il existe $ç2ï , à support dans (^K et telle que < T ,(y) > /^, g \ = 1 .On
J J > -y 9 </ /

a donc

S - < G(x,y),$(y) > ^. ^\ .
y 'V

c'est une distribution à support compact.

Mais les relations TçN(S;(ç,s') ) et S€N(T;£,&') ) sont équivalentes. Donc si

S n'est pas à support compact, T doit être à support compact.

LEMME 4.- î Tce'CR") , N(T; (fi,e')^) ^(R") .

Démonstrati on :

Soit S(x) une fonction de S , T une distribution de &'

L'application (^ ,f) - < 9, A > ̂  ^ < Ty ,f(y) > ( y ^ ^ ̂ ^
x x y y

bilinéaire continue sur &' x & • Doncx y
S ® T € B ( £ ' , f i ) et S ç N ( T ; ( & , £ ' ) ) . C.Q.F.D.x y .A. jf n

On aura de façon analogue le

LEMME 5.- î TefidR") , N(T;(&,fi')^) ^ fi'OR11) .

JljO

( ') Notons que H est une fonction indéfiniment différentiable en x à valeurs
dans fi' .

«y
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LEMME 6.- Si Tc&'CR11) , e'CR11) H N(T;(^')^) = Ê'OR") n N(T; (£,fi')^) .

Démonstration :

Soient Sç&' , Tefi' . Il existe açâ et pcfi) tels que (yS = S et pT=T.x y x y

Si SçN(T;(.y^') ) , puisque la multiplication par a définit un morphisme de

(^ Y') dans (£- .£ ' ) , S = Q?S€N(T; (Y,^) , ( & , & • ) ) .Doncx x x x n n

T€N(S;(&,&')^;(y,y')^) .

La multiplication par (? ôst un morphisme de (V ,̂ ') dans £ ,&') , alors«y j «y «y
T = f3T€N(S;(fi ,e ')^) .

Si SçN(T;(&,£') ) , on déduit de façon analogue que SçN(T;(y,y) ) du fait

que la multiplication par une fonction de o?(R ) est un morphisme de (&,&')

dans (Y, Y*) . Ceci achève la démonstration du lemme.

Démonstration du théorème :

1) soit Tç& , T n'étant pas à support compact. D'après le lemme 5 on a ;

S'GR") c N(T; (&,&') ) , par le lemme 3, N(T;(fi,fi') ) c: ^'(R11) . On en déduit l'é-

galité fi'CR11) ^ îi(T;(e,&')^) .

2) Soit Tes' . D'après les lemmes 4 et 6 , on a l'inclusion :

N(T;(£,e')^ ^ sCR11) + e'^) n NCT;^')^) .

Réciproquement si ScN(T;(&,£') ) , S est de la forme S^ + Sg ou

^^x » ^x •

Par le lemme 4 , Sg = S - S^cN(T;(£,&') ) , alors d'après le lemme 6 ,

Sg cN(T;(^,y')^) ,

autrement dit S appartient à l'espace fiCR") + e'CR") n N(T;(^,y') ) , donc

N(T;(e,s')^ = fidR3") + fi'^) n N(T;(^,y')^) .

3) Soit Tç^' de la forme T^ + ^ , ou T^gy , TgÇ^ , ^ n'étant pas à support

compact. D'après le lemme 3 » N(T;(£,e') ) c fi'CiR11) . Le lemme 6 montre alors que

N(T;(fi,fi')^) ^ e'OE^) n N(T;^,^)^) .

Ceci achève la démonstration du théorème.

On en déduit le
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COROLLAIRE.- Il existe une infinité d'espaces intermédiaires N(T;(^,fi') ) con-

tenus dans 6'(R ) deux à deux distincts.

Démonstration :

II suffit de considérer les espaces N(1+S;(£,&') ) , où S parcourt une fa-

mille $ de distributions à support compact telle qu'on l'a décrite dans la propo-

sition 3.1? (§ 3» n° II). Les espaces N(l+S;(s,Ç') ) sont alors deux à deux dis-

tincts d'après le théorème d-dessus et la proposition 3-1-7»

On obtient en corollaire le

THÉORÈME 3.13.-

1-a) Soit A un espace b-intermédiaire pour le couple (&,£') , faiblement

topologiquement non trivial, distinct de Sî(IR ) , contenant une fonction indéfi-

niment différentiable à support non borné, alors A c ^CR") + ©Ç^') n &'(R11) •

1-b) Soit A un espace b-intermédiaire pour le couple (6,fi*) , distinct de

Û(R ) et tel que A ^ fi'CR11) , l'injection n'étant pas un homomorphisme faible.

alors Ac6^) n £'(1^) .

2) Supposons que Tçç(^') n fi'OR") , T n'appartenant pas à SdR") , alors

L(T;(fi,e')^) ^ fi'CR") ,

il est distinct de ç'(R ) , algébriquement et faiblement topologiquement non tri-

vial ; N(T;(6,£') ) est algébriquement non trivial, distinct de eCR") et de

e'O^) .
Démonstration :

1-a) La démonstration de ce premier point est calquée sur celle du théorème 3«9

(§ 3 î n° II). Si A est un espace intermédiaire vérifiant les conditions requises

pour tout TeA n £'(R ) 9 n'appartenant pas à <3(R ) , on a

Ld+T;^,^) ^ A ,

d'où on déduit par dualité que

A. ̂  N(l+T;(6,e.),) ̂  N(TW)^) n S-dÔ ^5)(R») .

si T n'est pas dans ç(t^') • Ceci implique que A soit topologiquement faible-

ment trivial et contredit l'hypothèse.

Pour démontrer b), on procède de façon semblable en utilisant la propriété que

N(T;(e,e'),) ̂  e(R") .

si T est à support compact sans être dans ^(R11) .
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2) Soit T€(?(^ ) 0 e'OR") , T n'appartenant pas à ^(R") , alors

N(T;(&,e') ) = eCR") + ^(R") n N(T;(^,y) )n alg n

d'après le théorème ci-dessus. Mais e'ÇR") n N(T;(y,^') ) est distinct de e'ÛR11)

et de ed^) (cf. corollaire du th. 3.9). Ceci montre que N(T;(fi,e') ) est algé-

briquement non trivial et distinct de (̂R") et de C'OR") .

On a d'autre part .L(T;(6,e')^) ̂  L(T;(^,^')^) n G'OR") et

L(T;(e.e')^) ^'(R") ,

puisque fi'CR11) est un espace b-intermédiaire pour (e,ô') (cf. ch. 1 ; § 6 ;

th. 1.1). Puisque N(T; (&,&') ) est distinct de eC^) , I-(T; (fi^')^) est fai-

blement topologiquement non trivial, et par 1-b) est contenu dans (^Q/') H ç'C^)

donc distinct de 6'(R11) , ce qui achève la démonstration.

N° ~SN - Interpolation pour le couple (<0,^')

Nous désignerons par (<0,<Â') le couple d'interpolation formé des espaces de

distributions S (R11) et «^'(R11) ; nous préciserons parfois («̂  ,3') comme dans

le cas de (^fi')^ •

On peut ici encore ramener l'étude (algébrique) des espaces intermédiaires pour

le couple (0,<3') à celle des espaces intermédiaires pour (à^V') . On remarque

tout d'abord comme l'a fait L. Schwartz, que g(R ) et £'(R ) sont des espaces

intermédiaires pour le couple (<0,< )̂ . On a en fait la propriété plus générale

suivante :

THEOREME 3.1^.-

1) Soit A un espace intermédiaire pour le couple (fi, ç') , il existe un es-

pace intermédiaire B pour le couple (<^,Q') tel que A = B .c.———————————————— e.—————————e—— n ————-'—— alg

2) Soit A un espace intermédiaire pour le couple (<^, '̂) contenu dans

(fi + C'KIR") , il existe un espace intermédiaire B pour le couple (£,£') tel

que A = B .
•a— alg
Démonstration :

Soit A un espace de distributions sur R11 . Si A est intermédiaire pour

(fi»fi'L » on a A = L(A; (& ,£ ' ) ) = s LÇT;^,^), ; s'il est intermédiaire pour
^ ^ n n T<-A nTçAw, .

A=L(A;(^,a«L) = s L(T;(o3,3») ) .
n TeA »
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Les deux points du théorème seront donc établis si on montre que pour tout

TîCe+e'KR") , L(T;(&,£'^ ^ L(T;(S),3'^ ,

ou encore si on établit le

LEMME.- ^,^)^) ^g ^((fi,^)^) .

Démonstration :
1) Soit u une application de .C(o^' ,3') • Elle définit par restriction un élé-

" '

ment de £(fi ,-^') et de .£(&' ,5)') . Le noyau associé à u est donc par défini-x y x y
tion même (cf. [40] ; ch. 1 ; p. 99 et 100) semi-compact et semi-régulier en x .

Soit u une application de £(^ ,-2' ) , sa transposée définit un élément dex y
•̂  ' »2'*) » le noyau associé à u est donc semi-régulier et semi-compact en y •y x

Donc si uç^CC^,^') ) , le noyau associé est un noyau régulier et compact, il

appartient donc à (& ê e ) n (&' à £ ) d'après (cf. [40] ; ch. 1 ; p. 102 ;x y x y
prop. 31) » ce qui établit que

uç£((e,fi')^) .

2) Soit maintenant uç£( (&,&') ) , T le noyau associé à u . Alors

U€£(câ' ,3') .x y

En effet, il suffit de montrer d'après le théorème des noyaux que TçSî ê 3' , ou. x y
encore, puisque •^ vérifie la propriété de L. Schwartz (cf. 40 ; ch. 1 ; p. 55)x
que, pour toute $ dans 3f , la fonction T.$ = (x .-* < T ,$(y) > ̂ , ^O

appartient à Ï . On a T.$ = ̂ (i)) , et l'application "̂  est dans y y

£(£., ,£„) H £(£' .&') ,j •K- <y -x-

par suite T.$ee n 6' = •̂  . Ceci montre que Tç<2 0^' .

Pour voir que •aç£,(-3 ^t) ) il suffit de raisonner par symétrie sur x et y .
~ +

D'après le raisonnement fait ci-dessus on voit que uç.C(<2*' ,<î ') , donc que

wiÇ^ ,'̂ ) .

Ceci achève la démonstration du lemme, et par suite celle du théorème,

COROLLAIRE.- Soit X un espace intermédiaire pour (o?,2^') distinct de ^(R") .

Sa. X est contenu dans ^R") alors X - fiCR") .

REMARQUE 3.6.- Comme dans le cas de (î^,y") , on va résoudre le problème de sa-

voir s'il existe des espaces intermédiaires topologiquement non triviaux en étu-

diant les espaces N(T;(3,A') ) .
n



131

Les espaces N(T;(<^,^') ) .

THEOREME 3.15.-

1) Soit T une distribution sur R" à support non compact, on a :

N(T;(^')^) ^ W) .

2) Soit T une distribution de fi'CR11) , n'appartenant pas à JCR11) , on a ;

N(T;(^,3.) ) - ^((R11) n N(T;(£,&') ) = s^) n N(T;(V^') ) .
ii a-Lg •'-1 n

Démonstration :

1°) On raisonne comme on l'a fait dans le cas de (&,£')

Soit S une distribution de N(T;(<2,^«) ) . S (g) T est la somme d'une fonction— " y
F indéfiniment dérivable en x à valeurs dans •21 et à support compact et d'une

fonction G indéfiniment dérivable en y à valeurs dans o^' et à support compact.

Donc si T n'est pas à support compact, il existe $ç<»2 tel que

< T .^ > (^ ,^)= 1

et tel que le support de $ ne rencontre pas celui de G , On a alors :

s ^ = < s x ® ï y ' $(y) > (À. , î ) = < ̂ .y). ^y) > (̂ . ,3 ) •y y y y
C'est une fonction indéfiniment dérivable à support compact. C.Q.F.D.

2) Soit Tç&'CR11) , n'appartenant pas à ^((R") . S'il existe S à support non

compact dans N(T;(^')^) .puisque SçN(T;(3,<5)')^) équivaut à T€N(S;(o2),<2') ) ,

on déduit du premier point ce théorème que T est dans (̂IR") , ce qui est absur-
de. On a donc :

N(T;(<W^) CC'CEÔ .

Pour achever la démonstration, il suffit d'établir le

LEMME.- Soit Tçfi'dR") , on a les égalités :

NCT;^'))^^) = N(T;(£,£ ' ) ) n fi'OR") = N(T;(y,y') ) n e'^) .11 alg n alg n

Démonstrati on :

On raisonne comme dans le cas de (6,fi') (cf. th. 3.12). On choisit a et p

dans âdR") tels que (yS = S et pT = T .La multiplication par une fonction de

<2)(IR ) est un morphisme de (e,fi') dans (< ,̂< '̂) et de (<^2') dans (e,&') .
On en déduit que

s'(R1'1) n N(T;(,3,3-)^ ^ &.(R11) n N(T;(e,&')^ .
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Et en utilisant le lemme 6 du théorème 3.12, on obtient l'égalité :

e'CR") nN(T; (<3 .^ ) ) = ^(R") nN(T;(^') ) . C.Q.F.D.11 alg n

Le couple ^ = (<2,â') est tel que (^ = y (cf. ch. II ; § 9), donc en utilisant
le fait que la topologie de ^(T;®^)') ) est compatible avec la dualité

(N(T;^')^) , L(T;(^')^))

(cf. proposition 2.24; ch. II ; § 9) on aura établi comme on l'a fait dans le cas
de GÎ^,^') en corollaire les

THÉORÈME 3.16.- Il existe une infinité d'espaces intermédiaires N(T;(<5^') ) pour

le couple (c3,^')^ , algébriquement et topologiquement non triviaux.

Démonstration :

II suffit de considérer les espaces N(T;((2),5") ) , Tç$ , $ désignant une fa-
mille du type décrit dans la proposition 3.1? (§ 3 ; n° II).

THÉORÈME 3.17.-

1) Soit X un espace b-intermédiaire pour le couple (<^),o0') , distinct de
/ n» ^ ——^———i—^—
^R ) » topologiquement faiblement non trivial, alors X est contenu dans

^) n fi'OR") .

2)^, Tç<p(j^) n fi'OR") , T n'appartenant pas à JO^) , L(T;(^')^) ^
N(T;(^,<3') ) sont algébriquement et topologiquement non triviaux.

COROLLAIRE.- Les espaces eCR") ^ S'^) ne sont pas b-intermédiaires pour le

couple (<^,<2)') (c'est-à-dire que l'injection de (S e <3') n (^t e ^ ) dans"«—^•^^—^^ ^ ^—^———^^—————————.^——— x y x y ''̂ ^—'̂ —

(e, . 6y ) n (^ e cy)
JliQ

n'est pas continue).( )

Problème :

Existe-t-il des espaces intermédiaires distincts de ^'((R") pour le couple

(^»^')^ q111 contiennent edR") + fi'CR1'1) sans lui être égaux algébriquement? Autre-
ment dit si T est une distribution à support non borné, T^CIR") + fi'dR1'1) , a-t-

on toujours L(T; (£,£') - ^' OR") ? (On sait seulement que la topologie faible

de L(T;(£,&') ) est la topologie induite par la topologie faible de ^'(fR1^n / / •

1,0
( ) On peut ajouter en utilisant le théorème du graphe borélien déjà cité (cf.

note 11) que la topologie de eÇtR") est strictement plus fine que celle de

(L(£;(c2),<2)')^) . (En effet L(£;(^,^)^) est sousiinien , ^(R11) est du type (y)

et le graphe de l'injection canonique de ^(R11) dans L(e; (^,*2»')n) est fermé).
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§ 4. Inte rpolation de deux duaux d'espaces échelonnés et de deux espaces de K'dthe
nucléaires.

N° 1 - Interpolation de deux duaux d'espaces échelonnés.

On se propose maintenant de caractériser quelques espaces N(a-,^,£) quand £,
est un couple d'espaces échelonnés (F(p ^), F(p'^)) .

Donnons-nous deux espaces échelonnés FCp^) , FÇp '^ ) quelconques. On véri-
fie aisément que le couple £ = (FÇp"), FCp '^ ) ) est un couple normal d'espaces
de suites. Nous allons faire sur ce couple une hypothèse dont le seul but est sim-
plifier les énoncés des résultats qui vont suivre.

(H4) : Soit (m,n)çlN x N , alors l'une des deux hypothèses suivantes est vérifiée:

(i) p'^/p^ est bornée.

(ii) p'/1^/^ tend vers l'infini avec j .J j

On supposera en outre que les suites p ; et p'^' sont strictement positives.

Soit [j, un entier tel que 0 ^ ^ -^ 1 . O n pose la

DÉFINITION.- L'espace E^p^) (resp. E^'^) est l'espace des suites
D = (b-) qui peuvent s'écrire comme le produit d'une suite bornée (resp. sommable)
et d'une suite R ^ » 3 ^ ^ ^

^ = (^-V^ ,
muni de la topologie localement convexe la plus fine rendant continues les applica-
tions b^b.pW ^e, ^ (resp. /) dans E (p^) .

(J, —————— 00 ^

L'espace E^11153^) est alors un espace de K'dthe.

Supposons que les suites ^w et p ' ^ — vérifient la condition de nucléarité
(Hl). Alors, pour une valeur donnée de jj, , les suites p^111»11^ ^ (m,n)ç(N x (N
vérifient cette même condition, l'espace E (p î n /) est alors nucléaire et s'iden-

00 U,

fcifie au dual fort de l'espace échelonné

F(gM) .

Donnons-nous deux suites a et Q ' définies par :

^^-^ > ^-^-^ , ^ ,
où R et R' dont deux constantes telles que 1 < R' < R .
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On vérifie aisément que les suites (y et a' vérifient la condition (Hl)

de nucléarité, le couple î = (ECo^), E^'^)) est alors un couple normal d'es-

paces de suites, E(cy /) et ECo?'—) vérifient rhypothèse d'approximation de

Grothendieck. On établit comme pour le couple (F(cy ), E Ç c ^ 7 ) ) (cf. § 1, n° I)

que ï vérifie la propriété d'équiapproximation. On en déduit, en appliquant la

proposition 2.28 (cf. ch. II, § 10), que si a est un vecteur de

E^) +E(a•(n)) =E(a(n)) ,

pour tout couple normal d'espaces de suites £ , l'espace N (a^î,&) est celui des

suites b = (b.) telles que la suite double (a. b.) soit dans l'espace
J 1 J

(^,£))' ,
c'est-à-dire dans l'espace B(F(c/1^), E^) + B(F(a'^), Eg) .

Nous allons déduire de cette caractérisation le ;

THÉORÈME 3.18- Soit a = (x1) , XC]R',R[ . Soit £ = (F^^), F^'^)) , un

couple d'espaces échelonnés vérifiant l'hypothèse (H4) , alors :

1) N (a;x,e) - ,,U E (p (m'n)) ,c alg o^(j,<n oo ^ »

ss. , =^^Ù .
0 log R/R*

2) si l'hypothèse FCp'^) s FCp^) est réalisée. B^ ^ P'^ > 0 , la

topoloto-e de N (a;ï,e) est moins fine que celle de la limite inductive des espaces

ÏV^)^<^ •
Supposons que F^'^) ^ F(p^n;) . Alors pour tout entier neU , il existe un

entier meK tel que la suite p'^/p" tende vers l'infini. Soient

(m,n)çN x N , 0 ^ ,j, < 1 ,

la suite p mïn est dominée par toutes les suites p^"1»11^ ^ y. ^ \; < 1 . On en
déduit les inégalités

E^»^) . ̂ p^)
Ui (Ji

F(pM) ^ FÇp^)

dès que 1 > y/ > ^ .

Pour tout 0 ^ \ ^ 1 , posons
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g<X^(m,n)^ ^ g^(m,n)^ ^ ^(m,n)^ ^
ul |j. < x ^ u.T\ ^

(m,n)çN x N

F< V^) = Lim FCe^)
11 ^"TX ^

On a le

COROLLAIRE.- Les notations ont la même signification que dans le théorème 3.6.

Supposons que la condition 2) du théorème soit réalisée. Si FCp^) ^ F(p'^)

sont des espaces nucléaires, alors

1) N/a;3E.C) = E< ̂ (B^)

2) L(a;î,&) = F< ̂ (p^^)
c IJ'

Démonstration du théorème :

Soit b = (b^) une suite de E^P^^) + Ej^1'1'10) . Pour que b appartienne

à N(a;ï ,&) , il faut et il suffit que la suite double (a.b.) puisse se décompo-

ser comme somme d'un élément de l'espace de suites doubles B(F(cy "), F Ç p — ) ) et

d'un élément de l'espace de suites doubles B(F(a' ), F(p'^)) .

LEMME 1.-

1) FCc/»5) ̂  FCp^) = F(a(») ® p^^ , ou ^w ® ̂ w)

désigne l'espace échelonné de suites doubles associé à la famille des suites dou-

î^ (o^ ^m)) ' (m?n)ÇN x IN •

2) BCrÇc/^), FCp^)) + BCFCa'^), F^'^)) ,

est l'espace des suites doubles (u..) pour lesquelles on peut déterminer deux

couples d'entiers (m,n)ç(N x N , (m' ,n ' )€NxN . et une constante C stricte-

ment positive telles que :

lu 1 < C r/v^ ft^ + ^'(mt) ft'^'^ m1 ij 1 = L i P-] i ^1 - l ï ' /

pour tout (i,j)clN x N

Démonstration :

1) Si on identifie FCc/^) 0 FCp^) de façon naturelle à un espace de suites

doubles, c'est encore l'espace limite projective des espaces

49
( ) Le symbole Lim désigne la limite inductive dans la catégorie des espaces

localement convexes, Lim désigne la limite projective dans cette même catégorie.
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(^n)) • (eS^) . (^ à ,i)
<J TT

d'après la propriété de commutation du produit tensoriel et de la limite projective
(cf. exposé n° ?, prop. 5), par les applications

(u^ - ̂  ̂  ̂  .
Mais on a / ê ̂  = ̂  (ch. I; § 2, p.6l); l'espace F^) ® FÇs^) est

donc un sous-espace vectoriel topologique de F(c/"^ ® g^) . Mais

FCo^ 8 p^)

est complet et l'espace des suites doubles finies est manifestement dense dans

FCc/"^^). On en déduit que FÇc/"0) «FCp^) est dense dans FG/^B^)

et par suite que F^^) »̂  FÇp^) = F(o(n) ® e^5) , ce qui établit 1).

2) En appliquant ce résultat, on voit alors que l'espace t (•»;,&) est la limite

projective des deux espaces échelonnés associés respectivement aux deux familles de
suites ^^W ^ ^(m)^,(n) ^ ^^ ̂  . Son dual s'identifie alors

(cf. § 2, n° 1) à l'espace des suites v^ + w^ , ou (v^) est majorée à une

constante près par une suite (^m) . ̂ ) et w^. par une suite

^(ml). B;"'))

convenable ce qui établit la deuxième partie du leimne. La dualité

(^(s,6), (;!:(ï,e))')

est donc de la forme < u,v > = ̂  u^ v^ , ueJ:(î,e) , veO (ï,fi))'
^-»<3 *

Reprenons la démonstration du théorème. Supposons les inégalités (1) du lemme 1

réalisées. Elles s'écrivent : 11 existe (m,n,m',n')cH x N x H x N tel que

,,i,cp-iL^.^_iL,^]
pour tout couple d'entiers (i,j)çN x N , ou encore : il existe deux nombres A
et B , avec

^—^f s—'^,
et un couple d'entiers (m,n) tels que

Ibj l .CCAS^+BS'^) , (1.)
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pour tout couple d'entiers (i,j)çlN x (N

D'après le choix de \ , B est inférieur à 1 . Supposons A < 1 . Faisant
tendre i vers l'infini pour j fixé, on trouve b. = 0 . O n peut donc ajouter
aux conditions (1') la condition A s 1 . Nous écarterons pour l'instant le cas
A = 1

Fixons A e t B , A > 1 , B < 1 . Pour réaliserai'), il suffit de le réaliser

pour tout jcN et pour la valeur i. de l'entier i qui rend minimum le second

membre de (!'), c'est-à-dire que (1') équivaut à

|b.| g C [A1-1 p^ +B^ p'^]
J *J »J

pour tout jçN .

Remarquons que si i. = i'. + i" , où i' est une suite de tR , (i") une
_L J J J J J

suite bornée de R , l'inégalité (1') est équivalente à la suivante :

II existe C' strictement positif, tel que

!^| ^ C - [^n) A^ + p^ B1^ (2)

Soit j une valeur entière positive quelconque. La fonction

f(t) = p;») At + p.^ Bt , UR
J J

atteint son minimum pour la seule valeur

' ç = i o g (L^L)/iog^
•i

e'=i°et
On a alors en remplaçant t. par sa valeur dans f

J

f^Ct,) - ̂ W (p(»))1 - ^
<J «J <j

^ = îïgT7B
Notons encore que lorsque A et B prennent toutes les valeurs dénotées ci-dessus
y, varie de 0 à (^ bornes exclues ; (^ = ( log R/x) / ( log R/R') .
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1) Supposons que la suite p ' — /B soit bornée. Alors si on pose

ij = (Sup t^ ,0) .

la suite i. - i'. est bornée et d'après ce qui précède on peut remplacer i. par

i', dans l'inégalité (!'). On a donc
J

|bjj . C [^") + ̂ (n'^ . C. [p^] . C. [g^ + p^"')] (3)

où on a posé

p.^)
C' = C(l + sup p (^ ) .

f3

C'est-à-dire que si pour un entier n il existe au moins un entier n' tel que

6 /(3 soit borné, alors toute suite majorée à une constante près par p

est dans N(a-,î,£) .

2) Supposons maintenant que la suite p /(B tende vers l'infini. Si on

pose i. = t. + i" , il est clair que (i':) est une suite bornée. La condition
û 3 ^ 0 5

(2) est donc équivalente à la suivante :

II existe y, , 0 < y, < y, , un couple d'entiers (n,n')çlN x N et une constan-

te C strictement positive, tels que

jb.j ëCCp'^'h^ (P^) - t t , JCN . W
J J J

Nous allons maintenant pouvoir conclure :

Soit une suite b dominée par une suite 8 . Oj bien il existe n' tel que

@ 1 /Ç ÇjT et d'après 1) b est dans N(a;ï,e) , ou bien il existe n' tel

que |3'<- /^' ' tende vers l'infini, auquel cas 3'" / •3st dominée par toute sui-

te ^<m 'n; , 0 < ^ < 1 , et b est dans N(a;3P,6) d'après 2), (on retrouve

ici les conditions données par le cas A = 1 que nous avions écarté).

Soit b u-ne suite dominée par -une suite p/^»^ , 0 < y, < y, .Si B'^/e^
Ub 0 / \ ' \

tend vers l'infini b est dans N(a;ï,ô) d'après 2) , sinon p'^/p^' est bor-

née d'après (H4) donc ^m»3^ dominée par p^ , et b est dans N(a;ï,&)

d'après 1).

Il en résulte que pour que bçN(a;X,e) , il faut et il suffit qu'elle soit domi-

née par une suite p ' , 0 ^ y, < y, , ce qui démontre la partie algébrique du

théorème.

2) Comparons maintenant les topologies de N (a;X,fi) et celle de limite inductive

des espaces Ea^^"1'1^] , quand on suppose que F(p'—) ^ F(p^^) . Si & dési-

gne le couple
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(FCp^, FCp^)) ,

on a alors (E ) ' = E' , et puisque X vérifie la propriété d'équiapproximation,

on en déduit (cf. proposition 2.19, ch. 2 ; § ?) que

(L^(a;î,&))' ^(a;î,&) .(50)

II suffit de montrer pour établir le deuxième point du théorème que pour tout

0 ^ y, < y, , on a :

R, [p^] ^(a;ï,£))' .

Nous allons maintenant majorer L (a; 36,6.) . D'après le lemme 1c

Vx.e) = F^ ® p^) n FC»'^ ® p'^) .

En écrivant pour tout couple (m,n)c IN x »N et tout couple (m',n')ç(N x IN les iné-

galités

((^(c^)1"9) ((p^)6^)1"9) |uy|

.e^^^l+d-e)^'^^'5^] , (5 1 )

où (u .)eC x , 0 < 9 < 1 .On en déduit aussitôt que pour tout 0 compris

entre 0 et 1

F^ ^ e^) n F^.^ « g^) , F[(.(m)e(.•(m'))l"e ® (^"^'(p^"'^1"9] ,
ou encore d'après le lemme 1 du théorème 3.1-8» que :

( \ 9 i • 's ^--® y ^ 6 / • 's ^--6
^(ï,^) ^ FC^) (c^ )) ) ̂  FCCe^) (B^ )) ] ,

soit £/^) . FC.̂ ^^ê, FC.g^) .

Mais a = (x1) est dans le dual de l'espace FCc/1 1 1 '1 ' ) , pour tout 0 ^ y, < ^ .

En effet, il suffit de vérifier que pour tout 0 $ y, < ^ , la suite a est domi-/ \ o
née par une suite <y convenable, ou encore qu'il existe m et n tels que :

(- ) On aura la même propriété si F(p /) et F(p' /) sont nucléaires car on
a encore (E,) ' = EA comme espaces •3^- (cf. proposition 1.1)

( ) Ceci résultant immédiatement de l'inégalité
ft 1 fl

x y ~ ^ 6x + (l-e)y si x,y ^ 0 , 0 •£. e ^ 1 , dite inégalité de Young.
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-l "̂"Ui A UL
X<(R4) (R.-^ ,

ce qui peut toujours être réalisé si

-, Rlog -

^o=———^ '
log^

On en déduit aussitôt le

I™E.- L^(a;x,£) ^ FO^)^ (p'^) , pour tout 0 ̂  < ^ .

En transposant cette injection d'image dense, on a la relation

(F(p^)). .(L/a;ï,£)). .

D'autre part (FÎp^'") )). ̂  ̂ (p^'")) , et on vérifie aisément que l'applica-

tion b^b/e^'^ est continue de F dans (FÇp^'^)) ' , c'est-à-dire que

^(g^'^) ï-FCp^'^))' .

On a donc

^(^n)) . N,(a;^) ,

pour tout 0 ^ y, < y,^ . D'où en passant à la limite inductive

I^VP^) ^(a;x,fi) ,

ce qu'il fallait démontrer.

Démonstration du corollaire :

1) Supposons les conditions 2) du théorème 3.6 réalisées. Alors on a :

U VR^) = N,(a;ï,e) .
o < n < u, tj' ^g -

la topologie du premier espace étant plus fine que celle de N (a;$,e) . D'après

l'hypothèse de nucléarité, les espaces E^p^'^) (0 £ ^ s 1^ sont nucléaires.

du type W et isomorphes à ECp^'»5) . On en déduit que

U Ejp^) = Li» EÇp^) = E^p '̂"))

° < ^ < ^ ^ ^ Ho-q

L'espace E^p^'»)) est du type (jy) .L'espace N/a;î,&) est du type
(.î-aO (cf. ch. II, S 4, prop. 2.8). En appliquant le théorème des hpmomorphismes à
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<M- / ^
l'application continue de E °(6 în/) dans N (a;X,£) on a donc :

^(a;ï,fi) = E^p^) . C.Q.F.D.

2) L'espace L^(a;ï,£) est du type (^Y) (cf. ch. I, § 5). L'espace

"(&)
est du type (y) et nucléaire, donc du type (S^) , quand on le munit de la topo-

logie de limite projective des espaces

F i R ^ ' ^ , }
^o-^ / •

Nous avons vu que L^(a;ï,fi) ^ n ̂  P^^j/ ) (cf- lemme). D'autre part les sui-

tes finies dont denses dans

s :̂'"'̂  •
On sait que

^ ̂ '̂ 4' ̂  ^ ̂ ^l/J et ^o^^^))' = N,(a;.,.)

d'après le théorème de dualité. On en déduit que :

(L^..)).^fn^(^^))- .

Mais si E ^ F , E dense dans F , E et F du type (yy) , pour que E = F

il faut et il suffit que E' = F' (cf. ch. II, § 9). Il en résulte aussitôt que
alg -

L/a;ï,e) = n F fp0"'?!/.) = F^ ̂  ) . C.Q.F.D
q \ PO /ly M<

REMARQUE 3.7.- Pour tout nombre p > 0 , notons H(D ) l'espace des fonctions
p

holomorphes sur le disque de centre 0 , de rayon p , muni de la topologie de

la convergence uniforme sur les compacts de D . O n désignera par H'(D ) le

dual fort de H(D ) , espace des fonctionnelles analytiques sur D
P p

Puisqu'on a supposé que 0 < R' < R , on a H'(D^,) ^ H'(D^) . On peut donc,

en plongeant H'(D^.) dans H'(D^) considérer le coupke d'interpolation des fonc-

tionnelles analytiques sur D^ et D ,̂ , que nous noterons = H'
f^R'^R'-f
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Le développement de Taylor à l'origine, permet d'identifier les espaces locale-

ment convexes E(o^) et H'(D^) d'une part, E(cy'^) et H'(D^,) d'autre

part. Cette identification respecte les inégalités

E^'^) ^ECc/10) et H'(D^) ^ H'(D^) .

Autrement dit le couple d'interpolation ï = ECc/'), E Ç ^ ' — ) ) est isomorphe au

couple d'interpolation y = H',.,. ~ , •. On a donc pour tout couple d'interpola-
0 ^R^R'^tion £

]\(a;ï,£) =L^b;y.e)

t^(aîî,£) =N^b^,£)

où a = (x1) et b = ô » ô désignant la fonctionnelle analytique f »-* f(x)
A. À

sur D^ .

On peut alors remplacer dans tous les résultats de ce paragraphe le couple ï
par "U . On en déduira des propriétés d'interpolation entre les espaces

^(a;x,&) et L^(a;î,&)

et les espaces N (b;ï,fi) et L (b;î,&)c c

qui font l'objet de l'étude du prochain chapitre.

Applications :

1 - Supposons que les suites 0 et B soient de la forme

(n) ^ / )J ,(n) , )J
Pj ^ » Pj ^ »

où (3 et 3' sont deux suites strictement positives croissantes et telles que

pour tout (m,n)cN x N , la suite p'/B tende vers l'infini. L'hypothèse de nu-
cléarité est alors vérifiée. Si on suppose en outre que pour tout nçN , il existe

q et p entiers tels que g < B , et B* < 0'. les hypothèses du corollaire•l " •l -n "n+p -n "n+q *'-
sont vérifiées. Donnons quelques exemples :

/ \ 4 / \ 4
I) Posons @ / = Q . — , p» ^p ' - —— , où p et o* sont deux nom-n • n-t-ç • ^

bres tels que 0 < o < p ' < o o , ç un nombre positif tel que n < o* - """TT •

F(B ) et F C p ' — ) s'identifient alors respectivement aux espaces H(D ) et

H(D ,) à l'aide du développement en série de Taylor, où D et D , désignent
P ' , P P

les disques du plan complexe centré à l'origine de rayons respectifs p et p'

On retrouve alors un résultat connu ( ) que nous généraliserons dans le chapitre

( ) Cf. M. Mascart [30] et J. Lions [26]. Ce résultat a également été établi par
M. Zemer (non publié).
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suivant sous la forme du

THEOREME 3.19.- Soient 0 < R' < \ < R , 0 < p < p' , z un nombre complexe

de module égal à X , alors :

1) ^•^{D^.^WpWp.» = ̂ p^o p.̂

où U - log X/R

^o log R'/R •

2) ^^[^^•'^^^^^'^^o^ •

Démonstration :

En appliquant le corollaire du théorème on voit qu'il suffit de montrer le

LEMME.- H ^(P^)13) = H H(D 1-M. .P. \

^ < ^o v ' ^ < ̂  v p p ^

Démonstrati on :

Soit p, < |Jl . L'espace Hp 1-^ ,y.) s'identifie par développement de Taylor
/ \ ^ ^ P /

à l'espace FI^Y—] où y désigne la suite définie par

Y^ -Cp^ p^-l/m)1 , idN .

Pour montrer que les espaces F [ tx-^] et FCCp1"^ P'^')'3] coïncident, il suffit

de remarquer ([19] ; ch. II, p. 1 1 1 ) , que pour tout m il existe p et q tels

que

1-M. ^ . ip p • - 1/m

(p'-^Ap-l/q)1-'

et que pour tout (p,q)cN x IN , on peut trouver m tel que

1 ^ 1-^
(p* -^) (H' -1 /q)

^ ^ - l / . < 1 •p'^ ̂  - 1/m

Ceci achève la démonstration du théorème,

II) Etudions maintenant le cas oùou
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1
~T

.(n) , ̂
^ = ̂

.(n)/ .P-^
^J ~ 'V

où p et p' sont deux nombres réels positifs donnés (0 < p < p') et où (y.)

désigne une suite strictement positive, y ^ 1 pour tout j , la suite y . 3

étant supposée monotone décroissante tendant vers 0 quand j tend vers l'infini.

Soit |j, un nombre tel que 0 < p. < 1 . L'expression des suites g^11'1^ est
donnée par :

^(B^) = ( y ) ' n
p J J

En étudiant la variation de m et de n , on obtient le
THÉORÈME 3.20.- On a les égalités :

1)

avec

__

X-^x ^^^D-.D ^W^^))) = u E^)^) .^.Ffo'^
L R R J n < ̂  J

X = 1^ + ̂ . ^ ^ = (log X/R)/(log R'/R) .
P P

2) LJCX1);^ J;(F(p^),F(B•(n))))= n ^(y-)^) .
\ (- R» R'-' / |Jb < 11 J

Exemple : Posons y • = —.«J J •
D'après le théorème de Hadamard (cf. [ 1 ] ) l'espace E^10) s'identifie à l'es-
pace des fonctions entières d'ordre < p , (muni de la topologie de limite induc-
tive des espaces de fonctions entières d'ordre k , k < p) que nous noterons
^< P . L'espace des fonctions entières d'ordre ^ p est alors isomorphe à l'es-
pace des fonctions entières d'ordre ^ p que nous noterons ̂  ̂  P .Qn obtient le
THÉORÈME 3.21.- ̂  ï = (H'(D^) , H ' ( D ^ . ) ) , 0 < R ' < R < co , a = (x1)
R' < X < R .Pour tout p < p' < oo on a les égalités :
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'L/a;^3 P,^ P')) =^X

\(a;ï,(^ P,^ P')) = ^ < X ,

1 "' ^M.

. âï2£ x = 7 + ~ ' ^0 = ̂  VP)/log R'/R)) .

No II ~ Interpolation de deux duaux d'espaces de Kothe.

Tout en conservant le même foncteur £. i-. N (a;ï,e) où
c

•S. = (H'(Dg),H'(D^,)) , 0 < R ' < R < « ,

a = (X1) , -R' < X < R ,

nous allons étudier les espaces N(a;ï,6) quand e est un couple d'espaces de
Kothe (ECp'^^.ECp^)) .

Nous supposerons comme nous l'avons fait dans le N° 1 de ce paragraphe, que les

suites g "•' et p'""7 vérifient l'hypothèse (H4) (cf. § 4 , n° 1),

Pour tout ^ , 0 < ui < 1 , définissons l'espace F» '̂̂ ) comme l'espace des

suites dont le produit par toute suite p '̂̂  , (B,n)cM , est sommable, aunide

la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applications
b^bp^») de F^pM) dans F .
On a alors le

THEOEEME 3.22.- ̂  S = (E^'^) ̂ (p^)) un couple d'espaces de K-rith. ̂ ^-
fiant l'hypothèse (H4) , alors :

1) ^^^^^iW^) ,^ .^fèj^ ,
2)^ E(g ) ë E(g' " ) , les deux espaces étant nucléaires, alors la topologie

de limite inductive des esn .̂. F(^m)n^ est une topologie d'espaces (^ et
est plus fine que celle de N (a;ï,6)

Démonstration :

Par définition N/a;3£,6) est l'espace des suites b = (b.) telles que a ® b

soit dans (^(ï,e))« . Comme on l'a fait dans le cas des espaces de KBthe on mon-

tre alors que ceci équivaut à dire que la suite double (a^ b.) peut se décomposer

comme somme de deux suites doubles appartenant respectivement aux espaces de suites

doubles p(F(,W),E(^»)) et B(F(,.(»)) ,E(p^)) (cf. ch. II. § 10, prop.2.28)

Nous avons déjà décrit la caractérisation de ces espaces (cf. § 1, n° I). Il en
résulte le

10
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LEMME 1.- Pour que b€N(a;x,&) il faut qu'on puisse déterminer deux entiers m
et n tels que pour tout couple d'entiers (m,n)çN x N , il existe une constante
C positive telle qu'on ait pour tout i et tout j entiers positifs

^ ^Q- Q\
a. b.| 5= C - / k + " / s (1)1 i jl - mn ,(n) (m) ^

^ ^

On est ramené pour étudier de telles inégalités à étudier des inégalités du type

-s ( m ) . (n )
!bj| S C^ (A^ ° )-x+ B^ °)-i) ,

ou A = X"1 (R - - ) , B = x-i (R' - - ) . Nous avons déjà étudié de telles inéga-nio HQ
lités (cf. démonstration du théorème 3.18). On obtient alors le

LEMME 2.- Pour que bçN(a;^,&) il faut qu'on puisse déterminer ^ < ^ < 1 , tel
que pour tout couple (m,n)cN x N la suite p ' ^ ' b soit bornée.

Pour achever la démonstration de la partie algébrique du théorème il faut encore

montrer que pour tout ^ < y, < 1 , F^Cp^'1'17 c N (a;ï,fi) . Mais puisque % vé-

rifie l'hypothèse d'équiapproximation, on a :

(L^(a;ï,fi))' c N^(a;ï,&) , (cf. proposition 2.19)

II suffit de montrer que

FjpM)c:(L^(a;ï,e))'

Mais il est clair que F^R^'^) s'identifie au dual de EC^"1'2^) (pour la dua-
lité ul ^

<u .v>= E u v , U^R^) . vcFjR^)) .
ij -J •L^ ^ P.

Il suffit donc .de montrer le

LEMME.- L^(a;ï,£) ^ E^1'1'1^) pour tout ^ < ^ ^ 1 .

Démonstration :
Nous aurons démontré le lemme si nous montrons que

^(x,&) ̂ (E^y0)^^))
pour tout u.1 < UL ^ 1 et que a€E(c^m,n)) pour ces mêmes valeurs de ^ . Nous
avons déjà établi le deuxième point.

Montrons le premier :
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Soit u = (u—) une suite double définissant un élément de X^(ï,&) . Ceci si-

gnifie (cf. [19], ch. H, § 4, n° 3) que pour tout (m,n)€(N x <N , il existe

(m^n^cN x K tel que les suites :

-w K.K^
^ l^jl-^)^ et ^ ».(n.)
^J P, •L»J Pj

< »

On déduit donc que pour tout 0 < 9 < 1

/aw \6 f^ V
^'^'(-OT-) [p7 <00
i..) \Pj / \Bj

et en particulier que

(.M)1-" (..•<°')1'
^^l^-')»^')1-'-^' • ?"-'1 •

J J

pour tout 0 ^ (A < yk .La suite (u. .) définit donc un élément de• ~ o ij

FtaM) ̂  ECp^'^) .

Le premier espace de ce produit tensoriel étant nucléaire, le deuxième étant com-
plet, c'est donc encore l'espace .^(c^"1^)^/"1»1^)) .L'application est conti-
nue car si (a,̂ 110 u, .) tend vers 0 dans A1 §» ^w et (o.̂  u ) dans

1 IJ TT ^ JL —J

jt1 ® ECe'^) , pour tout 0<e< l , la suite Ka^)9 (a^)1"9 u^') tand

vers 0 dans t1 ® (E (B^)9^^1'0)1"9 ) . En effet nous savons que
•n\ /

ff- ® ECp^5) =E((fi(n)))
TT •LJ

^ ^ ECp'^^ECCB^))

^ â^E((p(»))9(B•^)l-9)=E((^)9(p•(Bhl-9) ,

où p^ = p^ , ^^ = ̂ n) (cf. [21] déjà cité au § 1).

Donc ces trois espaces sont définis respectivement comme limites inductives de

^ 4 , , ^n) ̂  , et (Wd,^)1-6 ̂  . .
1, J -L ,.J 1, J

Mais l'injection de

(^.A^) n (P'^.A^j) d^ (^"^'.(p'^)1-'.^^
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est continue, ce qui achève la démonstration du lemme et du théorème.
On a alors la

PROPOSITION 3.21- Soient y^ ^ Y'^ deux suites vérifiant (Hl) , p^

et B* deux suites quelconques, alors pour tout 0 < e < 1 , le couple

EaY^V^V-'We^)9^'^)1-9)
possède la propriété d'interpolation par rapport aux couples

(EÎY^),^'^)) ^ (ECB^W^)) .

Si @(n) et p'^ vérifient (Hl) (condition de nucléarité) ou si

F^) ^(e.^) ,

^(B^) . (EÎB^))' . (L^(a;9^)). . ^(a;3.,£) ,

alors LimFJp^] ^N^a;ï,£) .

Problèmes ; Les deux espaces sont-ils isomorphes? Dans le cas où les espaces

F(p ) et F(e' ) sont nucléaires, on se ramène pour le premier espace à une

limite inductive d'une suite d'espaces FCp—»1'1^ -^) , c'est-à-dire à un espace
(.Cy) . Le graphe de l'application

^^^^(a;^)

est fermé, et l'application est surjective ; mais on ne sait malheureusement pas

démontrer que N (a;ï,fi) est bornologique (c'est un sous-espace fermé de

(^(ï^)) 'c

espace ultrabornologique puisque dual d'un espace du type (^) et complet).

31 ^^î^ï^) n'est pas bornologique, on peut néanmoins espérer que

(l^(a;X.£))'

soit bornologique (cf. problème des topologies, § 2, n° IV).
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CHAPITRE IV

§ 1. Préliminaires.

N° 1 : Notations.
m

V étant une variété analytique complexe dénombrable à l'infini ( ) , on désigne
toujours dans la suite par H(V) l'espace des fonctions holomorphes sur V , muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de V . C'est un espace
(^/) nucléaire ( [ 1 9 ] ) ; ch. II, § 1 , n° 3 ) . A partir de la donnée d'une telle va-
riété V , utilisant les notations de A. Martineau [ 2 9 ] , on pose les définitions
suivantes :

H ' ( V ) est l'espace dual de H(V) , espace des fonctionnelles analytiques défi-
nies sur V
Si (D est une partie de V , on note H ^(V) l'espace des fonctions holomorpheseu

sur (A) , muni de la topologie de limite inductive des H(U) , U parcourant la
famille des voisinages ouverts relativement compacts de (D . O n sait alors que si
w est un ouvert de V on a : H ( V ) = H(oo) , et H ( V ) est donc du type (3^)œ œ
nucléaire, tandis que si (D est compact, ce même espace est du type (^) nuclé-
aire. Un élément du dual topologique de H ( V ) , noté H ' ( V ) , sera dit fonction-

U) U) ————————
nelle analytique locale définie sur ^ dans V
Si (y. et (D^ sont deux compacts, ou ouverts de V , œ-i c œo , on désignera

par t! l'application de restriction de H ( V ) dans H (V ) , et parUL»œ^ ' ^ œ!
U). , u ) ^ l'application transposée qui applique continuement H' ( V ) dans H' ( V )l ^ oo- œ^

Etant donné une sous-variété fermée W de V , A un ouvert (ou un compact) de
W , B un ouvert (ou un compact de V tel que A c B , on désignera par

t
^A.W^B.V)

l'application de restriction de Hp(V) dans H . ( W ) et par p / . , , \ /p , , . \ sa
transposée qui va dé H ' ( W ) dans H-(V) .
On dira qu'une fonctionnelle analytique définie sur V , est portable par B ,

( ) Toutes les variétés analytiques complexes intervenant dans la suite seront
implicitement suposées dénombrables à l'infini. On ne fait pas d'hypothèse de con-
nexité sur V »
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si elle provient d'une fonctionnelle analytique locale définie sur B , c'est-à-
dire si elle appartient à l'espace ig y(Hg(V)) . On dira qu'une fonctionnelle a-
nalytique définie sur B dans V est strictement portable par A dans W , si
elle provient d'une fonctionnelle analytique locale définie dans W sur A , c'est
à-dire si elle appartient à l'espace ^ ̂  ^ V^A^ •
Généralisation des notations :

Considérons deux variétés analytiques complexes V et W , un étalement cp de
V dans W , c'est-à-dire une application analytique qui soit un homéomorphisme
local ( [ 6 ] ; [28] ; [ 2 2 ] ) . L'application f ̂  f^cp envoie continuement H(W) dans
H(V) , nous la noterons tiy ̂  ̂  , et désignerons par iy „ sa transposée, qui
va de H ' ( V ) dans H ' ( W ) . On'pose alors la
DÉFINITION 4.1.- Une fonctionnelle analytique définie sur W , sera dite cp-por-
table par V si elle appartient à l'espace i» „ ( H ' ( V ) ) .V »W,Cp
Soit (V , c p ) une variété analytique complexe étalée dans C" , où cp désigne

l'étalement de la variété analytique complexe V dans C" . Supposons V connexe
et considérons le prolongement analytique maximum au-dessus de C" de toutes les
fonctions holomorphes de V relativement à cp (cf. [28] et [ 2 2 ] ) . On a un domaine
étalé dans C11 , ( r ( V ) , Ï ) et un étalement Y de V dans r(V) , avec

cp = ÎJ ,
dont la donnée constitue l'enveloppe d'holomorphie de (V,cp) et que nous noterons
( r ( V ) , î , y ) .On sait alors d'après un théorème d'Oka ([ 3 4 ] , [22]) que r(V) est
une variété de Stein et que l'application ti,, /„.'. ^ est un isomorphisme d'espa-
ces vectoriels topologiques.
Tout ouvert de (D sera muni canoniquement d'une structure de variété étalée dans

C . Si ^ est un tel ouvert, nous noterons i _/ \ pour i / ^ ~ .œ , r ( œ ) r œ , r ( u ) ) , Y
Notons enfin que par abus de langage, si A est un sous-ensemble d'un espace to-

pologique B , on appellera composante connexe de A dans B , la réunion des
composantes connexes des points de A relativement à B

N° II : p-uplets d'espaces de fonctions holomorphes sur { œ . . , . . . , ( j u }
Soit V une variété analytique complexe. Considérons p-ouverts (ou compacts),

œ ^ , . . . , œ de V d'intersection non vide.
Nous noterons

Pu) = U œ.j = 1 J »

œ- , = u). n . . . n œ. ,
^ • • • ^ :L! \
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pour tout système d'indice (i.,...,i,) k ^ p .

On dira que le système ( u ^ , . . . , U } ) vérifie l'hypothèse de connexité (C) , ̂
la composante connexe de œ^ dans chacun des U)_ est égale à

^ , J = 1,...,P •

On peut alors, sous cette hypothèse plonger à l'aide des applications de restric-
tion t! , les espaces H^ (V) dans H^ (V) , j=l,...,p .

j* 1...P J !•••?
On définit ainsi un p-uplet d'interpolation

^UD 0) I00 ' ou (H!) W» - - - ' ^ (v)) . ou enfin (H(^),...,H(Up))^
*- l* * * * ' p- 1 P

s'il s'agit d'ouverts de V . Un tel objet sera dit p-uplet des fonctions holomor-

phes sur U L , . . . ,(JD .

L'espace somme H (V)+...+H (V) relatif à ce p-uplet d'interpolation est alors
1 ^P

l'espace des fonctions holomorphes sur UL qui sont la somme des restrictions
à œ, de fonctions holomorphes sur u ï . , . . . ,œ , muïii de la topologie quotient

1.. .p 1 P
de

^ (V)x.- .xH^ (V) .
1 P

L'espace intersection H^ (V) 0 ... n H (V) s'identifie grâce à l'hypothèse

(C) , à l'espace H^(V) .1 p

III : •p-u-plets d'espaces de fonctionnelles analytiques locales définies sur
(œ^,.. . ,u)) dans V .

Soit V une variété analytique complexe ; si u^ et œ^ sont deux ouverts (ou
compacts) de V , w. c œ? , on dira que ^ possède la propriété de Runge par
rapport à u)- , si l'image de H (V) par l'application ^ est dense dans

H (V) . Alors l'application i est une injection et toute fonctionnelle
œ! l'"2

analytique locale définie sur UL peut être identifiée à une fonctionnelle analy-

bique locale définie sur u^ .

DEFINITION 4.2.- Soit [ œ . i , . . . , œ 5 un système de p-ouverts (ou compacts de V) .
On dira qu'il vérifie la propriété (ft) si : pour tout j = l,2,...,p , œ_ esj^

de Runge par rapport à u) .

On dira qu'il vérifie la propriété (R') , si pour tout j ^ l,...,p , œ-«j
est de Runge par rapport à V et si (D est de Runge par rapport à V .

Sous l'une de ces deux hypothèses, on peut plonger les espaces H' (V) dans
J
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H'(V) à l'aide des injections i , et on obtient ainsi un p-uplet d'interpo-
lation noté : J

^...^p}00 . ̂ ncore ^/^•••y" '

ou enfin parfois s'il s'agit d'ouverts (H ' (o^) , . . . ,H ' (œ ))y . Un tel objet sera
dit p-uplet des espaces de fonctionnelles analytiques locales définies sur

{u)^...,^} ââî^ v •

L'espace intersection H' (V) n • • • 0 H' (V) , s'identifie alors à l'espace des
œ! ^

fonctionnelles analitiques locales définies sur (JD qui sont représentables par
des fonctionnelles analytiques locales sur <JD. à l'aide des applications i

J (A)j»U)

On a iirmiédiatement le

LEMME 1.- Soit {^ » • • . ,UD ) un système de p-ouverts ou compacts de V , si les
hypothèses ((î) gt (C) sont réalisées, alors

(H, , (V) ) ' = H» .(V) .
{^,. . . ,u)p] { (^ • • •»œp}

IV : Propriété (H)

DEFINITION 4.3.- On dira qu'un système de p-ouverts (ou compacts) de

V » { u ^ » . . . , O D }

vérifie la propriété (H) , si toute fonction holomorphe sur UL , peut s'é-

crire comme la somme de p-fonctions holomorphes sur UL,...,U) respectivement.

Supposons la propriété (C) réalisée par un système { œ . i » . . . , œ } d'ouverts (ou
de compacts) de V . Alors la propriété (H) signifie que les espaces

H (V)+...+H (V) et H (V)
u)! "p ^...p

sont égaux et isomorphes. Si en outre le système considéré vérifie (R) , alors
la propriété de dualité énoncée dans la proposition, signifie que l'espace

^ W n ... n H^ (v) ,
i P

identifié à un sous-espace de H'(V) , est l'image de H' (V) dans H'(V)
par l'application i . • • • P

^...p^

En particulier si U) = V , il résulte des propriétés (H) , (C) et (R) que

toute fonctionnelle analytique définie sur V portable par UL,...,O) est porta-
ble par ULi.. ,p
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Remarques sur la propriété (H)

On suppose maintenant que V est une variété de Stein.
Nous noterons 0- le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur V

Un système de p-ouverts (ou compacts) de V , { u ) ^ , . . . , ( « } , forme un recouvre-
ment ^ de (A) . On désigne par H^,®^) , le k^® groupe de cohomologie du re-
couvrement U à valeurs dans CL .

Cas de deux ouverts ou compacts

Soit t^»^?} un système de deux ouverts ou compacts de V . Dire qu'un tel
système vérifie la propriété (H) signifie par définition même que :

AU;̂ ) = 0 .

Notons ir(œ,ÔTr) le k6111® groupe de cohomologie de œ à valeurs dans ©„. ,
1 1k > 0 . O n sait qu'il existe une injection de H (U;^) dans H (œ,(5,,) , on a

par suite le

LEMME 3.- Soit ['JD..»^} un système de deux ouverts (ou compacts) de V , pour
que {u^,(j^} vérifie la propriété (H) , il suffit que

AU),®^) = 0 .

Si UL et uj? sont soit des ouverts de Stein. soit des compacts H(V)-convexes,

la condition est nécessaire.

Démonstration :
Nous venons de voir la suffisance de cette condition. Elle est nécessaire. En ef-

fet si œ. et (j^ sont des compacts H(V)-convexes on a H (u).,Q,r) = 0 ([6])
D'autre part on sait que UL p est encore H(V)-convexe, on a donc

H1^^) = 0 .

En appliquant le théorème de Leray sur les recouvrements acycliques ( [ 1 6 ] ; ch. II,
§ 5 ) » on en déduit que

H1^;^) = H1^,^) = 0 .

On ferait le même raisonnement dans le cas d'ouverts de Stein en notant qu'une in-
tersection de deux ouverts de Stein est un ouvert de Stein (cf. [ 5 ] ) .

Cas de p-ouverts ou p-compacts

Introduisons une propriété plus faible que la propriété (H) .
Nous dirons qu'un système { œ ^ , . . . œ ^ } de p-ouverts ou compacts de V vérifie la
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propriété (H') si la condition (H) est vérifiée par le système des ouverts (ou
compacts) {œ', . .• ,œ') avec

^ = œl...(j-l)(j+l)....p

Notons encore U le recouvrement de œ par {(u..,...,œ } . La condition (H')
signifie que H^1^;^) = 0 .

En appliquant à nouveau le théorème de Leray on obtient le

LEMME 4.- Pour qu'un système de p-ouverts de Stein (ou de p-compacts H(V) con-

vexes) , { ^»« . .œ } 9 vérifie la propriété (H) il est nécessaire que

H1'-1^;^) = 0 (54) .

Supposons les conditions du lemme réalisées. Si chaque système

{œ^,...,œ^^,œ^,...,Uîp5 , j = l,...,p ,

satisfait à la propriété (H) , la propriété (H) sera vraie pour le système

{^,...,œ } .En effet, soit

f€H (V) .
"'1...?

Puisque H^ (U;Q») = 0 , la propriété (H') est donc réalisée. La fonction f

peut donc se décomposer comme la somme des restrictions de p-fonctions holomorphes

sur œ! , j = l,...,p .11 suffit alors d'appliquer la propriété (H) aux sys-
J

ternes fœ.1 » • • • ,œ. 4 »œ.,. i » • • • , w ] pour démontrer notre assertion.

On en déduit par exemple le

LEMME 5«- Soit V une variété de Stein connexe de dimension n , non compacte»

pour que le système de Réouverts ou compacts (u).,... ,œ } satisfasse à la proprié-

If (H) .

Démonstrati on :

On sait que H-(u);©,,) = 0 pour q s n + 1

La variété V étant supposée connexe non compacte, d'après un théorème de B. Mal-

grange H^œ;®^) = 0 ([2?]). Donc toute fonction f de H (V) est dans
v ^...p

Z H (V) .
j wl...(j-.l)(j+l)...p

On applique le même raisonnement aux fonctions de

H (V) , pour j = l,...,p .
_____________œl...(j-l)(j+l)...p_______________________________

54
( ) Cette condition est vide si p > n
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En itérant le procédé on décompose f en une somme de restrictions à l̂ • • •p
de fonctions de H (V) . On applique alors l'hypothèse, d'où on déduit
le lemme. :Lo"*:Ln-2

COROLLAIRE.- ^ V = Œ , l'hypothèse (H) est vérifiée pour tout système d'ou-
verts Çu^, . . .œ_) . ( )

§ 2. Interpolation pour un p-uplet d'espaces de fonctions holomorphes sur des
ouverts d'une variété analytique complexe étalée dans C •

Soit (V,çp) une variété analytique complexe étalée dans C
Considérons un système de p-ouverts {w-i » • • • »Uî-} de V vérifiant l'hypothèse de
connexité (C) . Nous allons caractériser les espaces

Le(a^•H(^...^}(v)) (56) •
quand ï et a sont les objets suivants :

^(D,,...,^ . ^••'"p

désignant p disques ouverts du plan complexe d'intersection non vide, et a = 6
P ^nla fonctionnelle analytique définie sur D = {} D. :
1 3

f"f(^) .
57où z est un point de D . ( )

On a le
LEMME 1.- £ (î^H. , (V)) = H (CxV) ,e c ' [œ^, . . . ,ua_j n

où on a posé

0 = (D^xw^) u (^x^ u • • • u ^P^T^ •

Démonstration :
Par définition £ ( X ' , H , . - > ( V ) ) est l'espace de p-uplets d'applications

linéaires continues de
H ' ( D . ) dans H (V) , j = l , . . . , pJ ^

(55) Cf. Zelazko [41]

(5 ) Cf. chapitre I.
57( ) Une telle fonctionnelle est un élément de H'(C) donc encore de

H f i ( C ) +... + H]*) (<C) .
1 P
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dont les restrictions à H'(D^) n ... n H'(Dp) = H'(D^ ) considérées comme ap-
plications à valeurs dans • • • P

\ W ,
1...P

coïncident.

Mais on sait d'après A. Grothendieck ([18]) que :

^'^.•^'Y.^'V.x^ (CxV) (58)

Ce même isomorphisme applique ^(H'(D) ,H^ (V)) sur l'espace IL. (ŒxV) .L'es-
pace j "j^j

^(H^,...^^-H^,...^(V))

peut donc être identifié à l'espace des p-uplets de fonctions holomorphes sur

D^,...,DpXU)p , qui coïncident sur I\_^ , c'est-à-dire à l'espace
des fonctions holomorphes sur Q . " * * " * C Q F D

Introduisons les notations suivantes :

Soit (W,$) une variété analytique complexe étalée dans (C^1

Si z^ désigne un point de (C , on notera W^ la sous-variété de W :
o

\ = ̂ ({z } x C")
0

et par <3^ l'application (po $)/W^ , où p désigne la projection de C"4'1

sur (C" . La variété W^ est alors étalée dans ^ par $
0 ^

Nous noterons r^ (W) à la place de (r(W))
0 zo

A la donnée d'une variété analytique complexe dans C" , (V,îp) , et d'un systè-

me d'ouverts (o^. ̂ } de V nous allons associer les objets suivants :

10) La variété analytique complexe étalée dans ^n+l (^) ^ dite associée ^
(î7»^)^^!,...^ }) , où

0=J^x^ ,

ê ôù $ désigne la restriction à Q de l'application id̂  x $ de D x V dans
€ .

( ) Cet isomorphisme peut être .défini par
^- ^x,y) -(u(ôx))(y)) , u ç ^(H'(DI J H (v)) .

-1...P
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2°) L'étalement cp' â^ œ- dans r (û) , associé à cp , construit de la
——••————'——^— Z "̂ ~ x • • • ]p '"^"'—^—— Z "̂ """'''''''""'""'""''̂

façon suivante : ° °

Si (r(o)»$,î) désigne l'enveloppe d'holomorphie de (o,$) et si on note o-
l'étalement naturel de H), dans Q on pose

<.~-\00 •
C'est un étalement de UL dans F (o) tel que le diagramme suivant commute :

• • * r ^

DEFINITION 4.4.- On dira qu'une fonction f ^ H (V) est cp' prolongeable
^—" CD-< "—"—" Z

1. . •P 0

à. 1" (û) » s'il existe une fonction î holomorphe sur r (o) telle que :
^ '^o

f = f o Cp^ .

0

(ceci signifie encore d'après nos notations qu'elle appartient à l'espace

t.
1 r (Q) en* wr. (0))) •^...p^z < ^^z ^-o ^o °

On peut alors énoncer le :

THÉORÈME 4.1.-. Soit (V,çp) une variété analytique complexe étalée dans C" ,
[u) j_ f .»œ} un système de p-ouvert s de V vérifiant l'hypothèse de connexité (C).
Alors

LA^....,D^C).V...^W) ''^V ̂ .....Dp)-." .̂..̂

s'identifie à l'espace des fonctions de H((JD. ) , çp' -prolongeables à r (o).
* * o o \

L'application g »-» g o cp' définit un homomorphisme de H(r (o)) sur
o zo

^ .̂..D/̂ V...̂ )) •

Démonstration :
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_ t
Q'1 - PPosons

'"1...P'"

a2~ \...p'\^'^
î

^^^ (n),r(n)
0

Qï^= ^.r^)^ •
Le diagraiBtte suivant est coiimutatif :

H(n) "S..̂
"4

H(r(n)) H(r (n)) .&
o

II résulte de la définition et du leimne 1 du § 2, que l'espace

L,(ô, ;H; (C),H, i (V))J \ 0,7 î^rn n l^ '1 ' /»1 1^ i6 •o l D l » • • • > D p 5 { ( y i » - - - » ^ }

est le sous-espace de H((J^ ),û?^(H(o)) , mum. de la topologie quotient de
H(Q) P^ le noyau de a. .

Mais cyj^ est un isomorphisme vectoriel topologique par combinaison de la défini-

tion de l'enveloppe d'holomorphie qui par le théorème classique de Poincaré-Volterra

est dénombrable à l'infini, et du théorème du graphe fermé (cf. [32] et [22]). .

D'autre part d'après H. Cartan ([5]), o^ est un homomorphisme surjectif( ). En

appliquant la commutativité du diagramme écrit ci-dessus on voit donc que

^(^^.....D^W.11^,...^^) ̂ H(r^)) .

et que o^ est continue de H(r (o)) dans
o

^z ^H) D l^'11^ œ ^v)) •e o ^• i ; l»•••» l /pJ t("l » • • • > - ? ;

Mais ces deux espaces sont du type (y) (cf. resp. [20] et ch. I, § 2) <y? est
donc un homomorphisme d'après le théorème des homomorphismes de Banach ; ce qui achè-
ve la démonstration.

CQ

( ) Comme nous l'avons rappelé plus haut (après la définition 4.1) r(o) est
une variété de Stein, d'après le théorème d'Oka.
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Nous allons maintenant choisir pour fonctionnelle analytique de H',. .(C)
i^». - - ,^pj

la fonctionnelle c ô + ... + c,& , où z ,...,z, sont (k+1) points de
0 Z K, 2, 0 Jf

0 Jf
D , c ,...,c, , k + l constantes complexes non nulles.

PROPOSITION 4.1.- Soit (V,cp) une variété analytique complexe étalée dans C11 ,

tuDi » • • • >(JD-} un système de p-ouverts de V vérifiant (C) . Alors

k
L^ s ^z î^D D ^^^fm m ^(v))

8 C T = O a ̂  ^'•••'V lœi,...,^}

est l'espace

k
z ^z î^D D •\W9Î[^ u) ^v))

^ = 0 e \ l13 !»---»^} (("i»---»^}

des fonctions holomorphes sur oï^ qui peuvent s'écrire comme la somme de

k + 1 fonctions de H((JD. ) qui soient respectivement cp* -prolongeables à
p (Q) : CT = 0,...,k . L'application (J

o

k
(g.,...,gl.) - ^ g o c p '

0 • k a = 0 CT ^

définit un homomorphisme de

J^H(r^)) su. LJj^^;H^^,^).H^,,.^(V)) .

Démonstration :

La nécessité résulte aussitôt du théorème 4.1. Réciproquement, soit f une

fonction de

E L (ô ;H'_ - , ( Œ ) , H - - (V) ) .
CT = o £ \ (^'•••^p) (œi,...,U)p}

Par définition, il existe (f ,...,f,) holomorphes sur ^ appartenant res-
0 K. J. • • • p

pectivement à L (5 îH ' - , (Œ) ,H. , (V)) , a = l,...,k , tellese z^ [D^,. . . ,UpJ l^,...,œpj

que f = S c f
a = 0 a a

D'après le théorème 4.1, puisque c f définit une fonction de
o o"

^VtD,,...̂ ).11 .̂...,»/̂  .

elle est çp' ^prolongeable à r (o) ; c'est-à-dire qu'il existe (f ,...,?,)
Z Z 0 K

0" 0-
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dans © H(r^ (n)) telle que ^ c f = ^ f » „• .
CT = ° " o = 0 ' ^ ^ O ^a

La fonction (f „,...,f^ définit une fonction holomorphe sur la sous-variété ré-
gulière de r(n)

k
u r (n) .0 = 0 ^

C'est donc, d'après un théorème de H. Cartan déjà cité, la restriction à

T^

u r (Q)
o = 0 \

d'une fonction holomorphe sur r(Q) ; et on a pour tout ^ :

^o^^rCQ)^^^' ^ . ^ ^ ( ^ ^ ( ç ) .
o" — u <j

Ce qui montre que f appartient à l'espace

^ z ^ ^fD D l^^r ^ ( V ) ) .o - = 0 a ^ • l ' - - - » 1 ^ i œ l , . • . , u ) p } v / /

La partie topologique de l'énoncé résulte encore une fois du théorème de l'homomor-
phisme.

C.Q.F.D.

Notons Crô^,...,ôJ1 le sous-espace vectoriel de H^((T) engendré par

On déduit aussitôt de la proposition 4.1 le :

wœ- ^V-STÎ •̂ ,...,0 ,̂°̂ ,...,.̂ '))

•L.(Jo',"•(»„...^)(«',H(„...^)(»)).

^ ^ ~ Î̂Ŝ SiSÎ,1;0" d Espaces de fonctionnelles analytiques locales.

No J- : Cas de p-ouverts d'une variété étalée dans C"

Nous allons ici utiliser les propriétés de dualité (généralisées au cas des p u

plets d'interpolation) établies au chapitre II . Les résultats du paragraphe précé-
dent vont alors nous permettre de caractériser certains espaces

Ne\^,.,D/^H^.,^(V)) .
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Soit donc [^ , . . . , m } , un système de p-ouverts d'une variété analytique complexe
(V,<P) étalée dans (C" . On suppose que ce système vérifie les propriétés (C) et
(p) . D'après le paragraphe 2, posant

X = H- .(C) et fi = IL ,(V) ,[D^,. . . ,D ) i . u )p . . . ,< j a ]

on a
X' â^ fi = H(D) ê^ H(o)) = H(D x œ)

^(^,£) = H(o) ,

et l'injection de 3^' 0 fi dans £ (3E '» f i ) devient l'application de restriction des
A E C

fonctions de H(D) 0 H(u)) à l'ouvert Q .

Voici d'abord une condition nécessaire et suffisante pour que le p-uplet

H. .(V){(j^,...,o)p}

appartienne à la classe K rr , (ou H désigne le fondeur fi »-» £ (ï'»fi)) »5^ »n £ C

classe pour laquelle les fondeurs £ .-» L (ô^ ;ï^»fi) d £ -» N^(5^ ;3^»fi) sont en
dualité (cf. ch. II, § 3,(l)) . On a le :

- e - Z o C ^ -e-Zo'-c

LEMME.- Pour que H. ,(V) appartienne à la classe K cr , il faut et1.0)^» • • • »(jupj ôz »n ———————
il suffit que Q soit de Range par rapport à D y u) ,

Démonstration :
La condition est nécessaire en vertu des identifications faites ci-dessus. Elle

est suffisante. En effet, notons W la sous-variété de D X U ) , [ z } x u ) • Nous
devons montrer que toute fonction holomorphe sur 0 dont la restriction à

^oî x ^...p

est nulle, est limite dans H(Q) de fondions de H(D x œ) nulles sur W .
Soit f une fonction de H(Q) , nulle sur { z } x u?i . L a variété Q n Wo i • • .p
est isomorphe à un espace (D. U • • • U u)« pour un ensemble d'indices (i ,,.i.)
(par projection sur V ). En vertu de l'hypothèse (C) , f est donc nulle sur
Q H W . Elle peut donc s'écrire sous la forme

f = (z-z )g , zcC , où gçH(Q) .

L'ouvert Q étant de Runge par rapport à D x œ » g est adhérente à

^Dxu.W1^»

dans H(Q) , donc encore à
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^O.Dxu/"^ 8 ̂

puisque H(D) 0 H((A))) est dense dans H(DXU)) . La multiplication par (z-z )
opère continuement de H(o) dans lui-même, donc f est adhérente à

^o^n.Dxu01^®11^ •
Les fonctions de (z-z )• i^ r» (H(D) ® H((I))) s'annulent sur W , ce qui achève
la démonstration.

Supposons les hypothèses du lemme réalisées et interprétons le théorème de dua-
lité.

Posons X = H,.,. ,. .((C) , ^ = H- ,(V) , et choisissons encore pour[ j j^ , . . . , i J} i^»"*»œ J
a la fonctionnelle 5

On sait alors que N ( a ; î ' , £ ) est l'image de ( L C a ; ^ ^ ) ) ' dans H'(V) , par
£ C £ C H)

l'application transposée de l'application d'injection de H (V) dans L (a;î ' ,fi)
(JD £ C

(cf. proposition 2.5) •

Avec les notations introduites dans le précédent paragraphe, notons r (o) la
composante connexe de çp' (^ ) dans r (o) •

o * * * o
Si çp' désigne l'étalement naturel de Q dans D x ^ » il existe un étalement

$* de r(o) dans D x r(œ) tel que le diagramme suivant commute

$'0 „ D x Uî

î id^ x Y
' 4/

r(o) ___,, D x r(œ)

Nous dirons que <|&' est le prolongement de $ ^ r(û)

Alors $' est un étalement de r,, (o) dans r(^) » et l'injection de H (V)
dans L (a; ï ' ,&) se factorise de la façon suivante :

\
-yv) ———'"l^P'—————> L,(aiï^,£)

1 1 i " " t

\,r(») , S...?'^^.^
0 0

H(r(u))) __________> H(r^ (o))
^'^(QÎ^Cœ)^



163

ou i / \ et p ~ / N , sont des isomorphismes d'espaces vectoriels
w,i^o)/ œ.i ,1 <u/»tpn,

topologiques. • • •P -o ^

On en déduit que l'image de (L^(a ; ï ' ,&)) ' dans H'(V) par l'application

S >œ est égale à :

\^°^W^^\W
o o

C'est-à-dire que pour qu'une fonctionnelle analytique locale définie sur (A) dans
V appartienne à N (a ; ï '£ ) , il faut et il suffit que son image dans H'(r(o)))

~ ^ »»-
soit $' -quasi portable par r (û)

^o ^o
La topologie de H(u)) étant isomorphe à celle de H(r(œ)) l'application

T" iœ,r(a)) 0 Pr (O).^),^ (T) f
•U JU

û 0

définit un isomorphisme de H'(r (o)) sur N ( a ; 3 £ ' , e ) . O n en déduit le

THÉORÈME 4.2.- Soient (V,cp) une variété analytique complexe étalée dans C" ,

{u^»««* »(JUL5 un système de p-ouverts de V vérifiant les hypothèses (C) e^

W (60).
On suppose que la variété Q associée à ((V,cp) ,[^,... ,œ }) est un ouvert de

Runge de D x œ .

Alors l'espace N (5 ;H' -»(C),H, .(V)) est formé des fonction-6 ^o i^i»*" ï^pJ iœ l>•••>^pj ————————————————
nelles analytiques locales sur (A) dont l'image dans r(œ) sont des fonctionnelles
^ -Portables par f^ (o) , (^ $' est le prolongement à r(0) de l'étalement
naturel $' ^ Q dans D x u))

La topologie de N ^ ( ô ^ ;H'^ ^ ^ ^ - > ( C ) , H - .(V)) , est la topologie lo-

calement convexe la moins fine rendant continue l'injection

^\W^W^ ^w.r^)^ ̂  H.(r (n)) .
0 0

N0 II ' : Cas d'un système d'ouverts sur une variété de Stein.

Nous allons maintenant utiliser des résultats généraux sur les porteurs des fonc-
tionnelles analytiques définies sur une variété de Stein, pour donner un résultat
dans un cadre légèrement différent.

( ) ^ (R) signifie que œ est de Runge par rapport ) œ , (j = l,...,p) ,
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On suppose que V est une variété de Stein, Ç(A) ,.,. ,(u) un système de p-ou-
verts de V vérifiant la propriété (C) de connexité et la propriété (R,') ( ) •

Alors l'espace N (a;$',H, -» (V) ) est formé de fonctionnelles analytiques£ c [(JD^, . . . ,(D-}
locales sur w et s'identifie donc par l'application i „. à un espace de fonc-
tionnelles analytiques définies sur V . C'est cet espace que nous nous proposons
de caractériser.

On a le schéma suivant :

H'(n) "n.Dxti) , H'fDv,^ '•DXW.DXV^ H'fDvVl

1

< y

°œ,Dxœ

H'(m) ^ F

s

^DxV

i'CV)

(I)

œ,V

en identifiant œ à la sous-variété {z } x œ de D x œ et V à la sous-variété
{z^} x V de D x V .

Par définition l'espace N ( a ; ï ' H ' i (V)) est formé des vecteurs T dec { ( j ^ , . . . , m )
H'(u,) tels que - p

^.wç±^^^ •

Mais l'application i,. ^ „. est injective en vertu du :

LEMME.- D x u) est de Runge par rapport à D x V

Démonstration :
Ceci résulte immédiatement du fait que

H(Dxœ) = H(D) ê H((A))
TT

H(DxV) = H(D) à H(V) ,
TT

(cf. [19]) , et de la densité de H(V) dans H(œ) , C.Q.F.D.

Donc, pour que TçN(a;%' ,H' i (V) ) , il faut et il suffit que lafonction-c i u ^ » * « - » < J D p j
nelle T = i ,.(T) soit telle que p,, - (Ï) soit portable dans D x V par l'ou-

(A) f • V y •L'X •
vert Q . Pour qu'il en soit ainsi d'après un théorème de A. Martineau ([29] ;
ch.I, th. 1.1) il faut et il suffit que p». „ „.(?) soit portable par l'enveloppe
H(DxV)-convexe de 0 , Q- „. . Mais pour que p,,. „ „.(¥) soit portable par l'ou-
vert H(DxV)-convexe ?L , il faut et il suffit' (cf. [29]; ch. I, th. 2.6) que

( ) C'est-à-dire qu'on suppose œ. et œ de Runge (cf. § 1) dans V
J
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T soit portable dans V par V p Qp y c'est-à-dire d'après nos définitions par

«W^ .
Notons uo la projection de (CL v sur la variété V . On a le

ZQ DXV;ZO
LEMME.- S est de Runge par rapport à V

o
Démonstration :

^°D V^z est une sous-variété régulière de D x V la variété de Stein Q,.-, .

Donc toute fonction holomorphe sur (^ „.) se relève en une fonction holomorphe
sur QQ y . Mais Q^ ^ est de Runge par rapport à D x V , d'où on déduit le
lemme •
II s'ensuit que

U^ '̂̂ ,...../̂ ) =\^\^ .
ou encore

N^•H^,...,«/V" aîgV^^

Comparons les topologies de ces deux espaces.
La topologie de N (a;9E',H- i(V)) est définie comme la topologie localement

e c i^,...,œ-j

convexe la moins fine rendant continues les applications T r-» T et T •-» p „ ^(T)
dans H^(V) et i,. „ (H'(Q)) respectivement, ce dernier espace étant muni de la
topologie quotient de celle de H'(Q) par le noyau de i „

Pour montrer l'égalité des topologies des espaces N (a ;X 'Hr i(V)) et
e c t^»...»o^j

H^ (V) H H'(V) , il suffit donc d'établir que les deux conditions suivantes sont
, ̂  u}

équivalentes :
a) ^^w-0 dans w^^ • ^v^,...,^ •

A 4 ^

b) î  „. o i -ir(T) = î  v(^) ï^'î111 uniquement déterminé pour T dans
œ^, , œ^^,

^^'^•V,...^)^» •
tend vers 0 dans H.I (V)) .

^o

Utilisons la commutativité du diagramme (I) et l'injectivité de l'application

^DXU) DxV • on peu'b alors "lettre a) sous la forme

at) ^DxV^ tend vers 0 dans î  ^^(H'Co)) moni de la topologie quotient
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de H ' ( Q ) .

On a le schéma suivant :

°^xV

n,Dxv

oîl '̂O Bn est uïl homomorPhism® surjectif comme application transposée d'une in-

jection d'image fermée d'un espace W) dans un espace (^) . D'autre part,

^TL DxV est ^J®01^®- II en résulte que H'(Q)/ker i.. est isomorphe àDxV* ••»-L'xv

^w •

C'est-à-dire que a') équivaut à :

all) PV.DXV^ ^"dvsrs 0 dans i^ (H'(^y)) .

Mais le diagramme suivant commute :

H.(̂ ) i(WDXV - H.CD.V.
/

p(t". ^."DxV
0

H'(S
i- ' "
^^V

AV ^

^ .

) . . H .

^DXV

(V)

p(ui ,V),(T est un iso"lorphisme de H'(œ^ ) sur son image, toujours d'après
ZQ JJXV o

le théorème de H. Cartan cité. Donc a") s'écrit :

^ V^ tend vers 0 dans ^"S ) soit b) • C.Q.F.D.

THEOREME 4.3.- Soient V une variété de Stein. {^,...,œ} un système de D-QU-
verts de V vérifiant (C) ^ (R<) . p

Alors, si on note ^ la projection de (O^y)^ sur la variété V , on a :

^^l^.^^,...,^ = ̂ W n ̂  (v) .
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COROLLAIRE 1.- Dans les hypothèses du théorème, si le système [w,Z ) vérifie
2 ^•™——i™—

la propriété (H) , (en particulier si V = C) , alors °
N (^ î^n n l^^ r ,00) = H ' ~ (V) .e z^ (D^,... ,Dp) ' (œi....,(i)p) œ n u^

Démonstration :
Ceci est une conséquence immédiate des résultats du § 1.

On a en particulier le :

COROLLAIRE 2.- j3^ œ est H(V)-convexe. alors on a :

\\^,...,^^,...^--\w .

Ceci nous conduit à poser la définition suivante :

DÉFINITION 4.5.- Etant donné un recouvrement ouvert fini {(A). ,... ,w } d'un ouvert
H(V)-convexe œ à^ V , on dira qu'un ouvert U ^ V est intermédiaire pour le
système d'ouverts {(AL ,... ,(JD } sj^ :

1) u)^^ c U c V

2) H'(V) est un espace intermédiaire pour H; .(V)u ——————————————————-—— (mif*»^}

On aura par exemple le :

COROLLAIRE 2'.- ^ ^ est H(V)-convexe. pour tout z , l'ouvert î est un——— "^—1— o " z —i——^—
ouvert intermédiaire pour le p-uplet d'interpolation H; « .———————————————————"-£————————c————— (w^,. . . ,u)p)
Considérons maintenant deux points z , z' de D , on obtient le

THÉORÈME 4.4.- Soient V une variété de Stein. {u).,...,u)) un système de p-ou-
verts de V vérifiant (C) e^ (p') , alors

^([[ô^ > Ô ^ . ] ] , H Î ^^r,, ,, iW) = H'W n HI (v) n HI (v)o o i1'!'"*»^} iœi». . . ,ojpj œ (JD^ u)^,

En particulier si œ est pseudo-convexe et si H(iii U œ » ) = 0 , S n î »
o o zo zo

est un ouvert intermédiaire pour le système [^ ,^}

N° III : Cas d'un système de compacts sur une variété de Stein.

Soit (u )^» . . . ,U) } un système de p-compacts de V , V variété de Stein. On sup-
pose que ce système vérifie les propriétés (C) et (R ' ) .

On choisit maintenant comme fondeur d'interpolation le fondeur f i^N (5 , ' £)
ou ° c
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H = H g g .(c) ,J i^i»*-*»^?}

5.,...,5 désignant p-disques fermés du plan complexe, d'intersection non vide.

On a alors si £• désigne le p-uplet d'interpolation H- -»(V) , letu^ï. • • »œ j

IEMME.- ^=H^ (C)0H^_^(V)

^(^,&) = H-((DxV) , ou 5 = U D^ X U)̂

Dans ce cas N(§ î^'^r i(V)) apparaît comme l'espace des fonctionnelles

analytiques définies sur U) dans V , dont l'image dans H- (CxV) est quasi-por-
^ DXtJU

table par Q .

Rappelons la définition suivante [29] : on dit qu'un compact K de V est un

"bon compactt: si H~ (V) s'identifie à un sous-espace fermé de H-(V) (parl'homo-
JYy A.

morphisme de restriction). On démontre qu'une condition suivante pour que K soit

un bon compact de V est qu'il vérifie la condition suivante :

y) II existe une famille équicontinue F d'applications de [0,1] dans S-,

telle que pour tout yçKy , il existe fçF , vérifiant f(0) = y , f(l)€K .
(On voit alors que si V est de dimension égale à 1 , tout compact de V est un

bon compact, que cette condition est remplie par un polyèdre analytique de C ,

d'un compact convexe, de l'enveloppe de deux polydisques etc...)

c) Alors si K est un bon compact de V , pour qu'une fonctionnelle analyti-

que définie sur V soit quasi-portable par K il faut et il suffit qu'elle soit

quasi-portable par K,, ([29]» ch.I, prop. 1,10).

On peut alors énoncer le

THÉORÈME 4.5.- Soient V une variété de Stein. [ ^ - | » * * - » Œ L } un système de p-com-

pacts de V vérifiant (C) o^ (R') . Alors si Q est un bon compact de (C x V»
on a :

^Z ^H) D T^^fm m ^(v)) = ̂  n H-t (v) •e ^ ^i»"*»^) l<^,...,œpi œ œ^

Nous n'écrirons pas la démonstration qui suit en tout point celle faite dans le cas

d'un système d'ouverts. L'hypothèse que 0 est un bon compact de C x V est néces-

saire à cette démonstration. En effet, contrairement au cas ouvert, on ne sait pas

si une fonctionnelle définie sur C x V est quasi-portable par un compact si et

seulement si elle l'est par son enveloppe H(CxV)-convexe.
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§ 4. Exemples.

N° I : Cas des domaines étoiles de C" .

Supposons maintenant que V = (C" . Considérons un ouvert de V étoile par rap-
port à un de ses points (c'est-à-dire stable pour les homothéties réelles positives
ayant pour centre ce point, de rapport X , 0 ̂  \ ̂  1) . O n obtient alors le
LEMME.- Soit Q un ouvert de C11 étoile par rapport à un de ses points. r(o)
est un ouvert de Œ11 étoile par rapport à ce point.
Démonstration :
Donnons ici quelques indications de la démonstration suggérée par H. Cartan.
Notons ^ l'étalement canonique de Q dans (C11 , ( r ( o ) , ^ , î ) l'enveloppe d'ho-

lomorphie de ( o , ^ ) . Appelons $ l'homothétie de rapport X , xç[0»l] •
C'est une application analytique de Q dans lui-même dépendant continuement du pa-
ramètre X . On sait alors qu'il existe une famille d'applications $ analytique
de r(o) dans lui-même, telle que le diagramme suivant commute :

On en déduit alors que ^ est injective. En effet, soient ç. et ^ deux points

à-e r(o) de même projection sur C" c'est-à-dire tels que ï(Çi) = ï(Ço) . On a

î(^(q)) = yd^)) , pour tout X€[0,i] .

^ est un homéomorphisme local, donc l'ensemble des x tels que 5 (ç.) = $ (r )
X ^•— X —

est ouvert ; il est fermé puisque Ç dépend continuement de X • Mais $ est
X o

une application constante, on a donc ^ ( ç ^ ) = Ï./Ç^ pour x = ° ' donc pour

tout Xe[0,l] ; en particulier pour X = 1 d'où il découle que

e i - ^ 2 C.Q.F.D.

Soit [^,...,œ } un système de p-ouverts de C" étoiles par rapport à un même
point de œ^ . Alors n est un ouvert de C^ étoile par rapport à un de
ses points, donc aussi son enveloppe d'holomorphie r(o) • Notons p (o) la com-

z
0
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posante connexe de ^ (^^ ) dans ^ (o) (avec les notations du paragraphe 2)

et appelons ob^ la protection de ?^ (o) sur C" ; on a alors en corollaire du

théorème 4.1 , le

THÉORÈME 4.6.- Soit {(j^,...,œj un système de p-ouverts de C11 . qu'on suppose

étoiles par rapport à un même point de œ. , Alors
1.. «p ———

^ \\^,...,^^...,^--^ .
2) §i ^'••'^k sont ^k+l^ Points de D , c^,...,c, (k+1) constantes non
nulles, on a

^Joc- ^;H^.....Iy(<;)•H{v...^cn» = H(̂ ).....H(̂ ) .

= L.("\••••.^3.HtD,,...,D^^.H^....^^)) C62)

On en déduit le

COROLLAIRE 1.- §3; n = 1

L^^...^;H^^^^(C);H^^^^W) = (H(^ n ... n ̂ ) .

On a de façon plus générale (cf. § 1 - 4 )

COROLLAIRE 2.- Si le système (î^ ,...,^ } vérifie la propriété (H) , alors :
o k

^•^[^..^^..^W) = (H(^ n ... n ̂ ) .

REMARQUE.- Les ouverts œ sont pseudo-convexes, puisque toute sous-variété ré-
j

gulière d'une variété de Stein, ici r(0) , est de Stein ([15]) .On peut alors

appliquer les remarques faites sur la propriété (H) dans le § 1. En particulier

si k = 1 , une condition nécessaire et suffisante pour que le corollaire 2 soit

vérifié est que

A^ u <î^;<y = o .
Méthode duale :

Soit {œ^,...,o) } un système d'ouverts étoiles de Œ" .

^?
( Y [[Sg ,...,6 ]] désigne le sous-espace vectoriel engendré par 5 ». . . ,6

0 o ^ ^
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On sait d'après un résultat de Behnke (cf. [5]) que tout ouvert pseudo-convexe

étoile de C est régulièrement étendable à Ç et que tout domaine régulièrement

étendable à C11 est polynomialement convexe. Il en est donc ainsi de l'enveloppe

d'holomorphie d'un ouvert étoile de C , d'après le lemme. Mais puisque pour tout

j » H((U.) = H(r(u).)) » o" a H(œ) = H(r(u))) . On en déduit que le système
J J

[(J^»...»U)pî

considéré vérifie la propriété (ft')

Posons V = r(u)) . C'est un ouvert pseudo-convexe de C et r(o) d'après le

lemme qui précède, est un ouvert étoile pseudo-convexe de V . Nous venons de voir

qu'il est polynomialement convexe, on a donc le

LEMME.- 0 est de Runge par rapport à V

On peut alors appliquer le théorème à un tel système d'ouverts. On obtient le

THEOREME 4.?.- Soit {(D..,...»W } un système d'ouverts étoiles par rapport à un

même point de C11 , alors

1) ^\^,...,^W^..,^=K'\)

2) ^ z ,...,z, sont (k+1) points de D :

N([ [ô- , . . . .ô - ] ] ;Hî D^^O) ^((cn))=H: (^n.-.nîu ((c11).£ ^ k t1'!'---»1?! IV •••'V ^z ^
- 0 0

COROLLAIRE.- Si le système (fi ,...,o) 5 vérifie la propriété (H) , ou encore

^ n = 1 on a : ° k

^(C^,...,S^];H^^. W.H^^^ (C»)) =H^ , ... ̂  (C») .

" " o k

N0 II : Application au cas de deux polydisques de (C •

Considérons sur Œ11 le système d'ouverts (<jDj»œo} » ou

n
œ = n ^x) , ^ = ̂ 2^
x 0-=!

désignant des disques du plan complexe, tels que pour tout a = l,...,n ,

'̂ " V"' i » .

Soit D^ = Y^ } et D^ = ̂ w deux disques de Œ , d'intersection non vide.

Nous noterons ôy 151 frontière de y'^ ; y = 1,2 ; a = l,...,n .
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Alors ^ et o>g sont des ouverts étoiles et on peut appliquer les résultats

des théorèmes 4.6 et 4.7 à un tel système d'ouverts si on connaît l'enveloppe

d'holomorphie de la réunion 0 des deux polydisques de C""1"1

" d^ " !')>n v'1' et n y' / .
o=0 a o=0 °

Celle-ci a été détermnée par M.M. Bros et Glaser (63). Rappelons leur résultat.

n / »
Soit (D^ = H Y^X ^ x= l , 2 les polydisques de £» considérés ci-dessus.

(7 ~ U

On note i , j , k , respectivement les indices des variables relatives à
chacune des configurations (i) , (ii) , (m) ^ ̂  ̂  ̂ ^ ̂ ^ ^

(i) ^ et ÔY^ se coupent en deux points ^ et ^ distincts, on peut

alors définir les disques y^ , X = 1,2 par :

V^^e^Ar.^^)^ ,

(^\

où 0 < e^ / < n ; X = 1,2 .

(ii) L'un des disques est strictement intérieur à l'autre, par exemple

,S"c^> .

Si (y- et p désignent les points de base du faisceau défini par Y^ et y^ »
en appelant a celui des deux points tel que Q'.€Y^ î ° J

" J J

Y?' • ty^ 1%1 < '?"! , "«"«t , X . 1 , 2 .
«J J

(iii) Y^ c Y^ , ôv^ et ôy^ ont un point commun a , on notera z^

le centre et d^7 le diamètre de Y^ (x =1 ,2 ) .

- Pour tout X tel que 0 ^ \ ^ 1 , on définit ;

yq
( ) Ce résultat est exposé dans un travail dactylographié intitulé

" Enveloppe d'holomorphie de la réunion de deux polydisques "
par M.M. Bros et Glaser ( C . E . R . N . Genève).
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Y^x) = {z^c ; (i-x) e^ + xe^ < Arg ̂  < (i-x ^i) + xe^ + rr)

^^^^"^K^^1-^^^

( 1 2 1Yk(x) ^ ̂  •' IY^I < i^^^^i ;zk(x) = "k+ ^^ ^r1' ]\Y(i-x)z^^J

/ .\ n / »
Nous poserons u)' / = II y (\) , X€[0,l] . Un tel ouvert ^w sera désigné

CT = 1 CT .,
par "polydisque intérieur du polyfaisceau déterminé par H), et œ^ .'; ( ; II

vient alors, en appliquant les théorèmes 4.6 et 4.7 , le

THEOREME 4.8.-

1) Soit z çD. . On a les égalités :

L C ô - î H * D l^^f 1 ( C n ) ) = H ( U a)^^ .£ ^ ^-^ {œ^^ l^ow y
N ( 6 .H' D,(C),H JŒn))=H•f U ^} .

e ^ ^1^ ^1^ [^^ I

^à M'i est donné par la relation

(zo) ^ZQ ^^o
^ = -^—— . avec e, = Arg ^—— .

QO-^ ° ° 0

2) Soit z'cD^ . On a les égalités :

^V^r^)^.^")) = H^^^^ «(x) ^ ,

^(^H^^W.H^^^))^/ U ( X ) \

Vo^x^'"0'' /

64( ) Dans le cas où n = 1 on retrouve ainsi les disques du faisceau de cercles
déterminé par ^ et ̂  , qui sont intérieurs à ̂  u (j^ = 0) •
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.2à ^ est donnée par la relation :

2
( _ » \ ©^"TT-ez» z'-a

^o) . ____o , ̂  = A^ ̂  .

9o - ^ ° ° °

THEOREME 4.9.- Soient z^ , z^eDg , on suppose e ë n-9 . , alors ;
o ^

^^V^H^^(C).^^^)=H(^^^

^([[ô^.yi.H^^^COîH^^^C11)) .

2) N ( [ [ô^ ,ô^ , ] ] ;H - DI^Î"^ nt^^11! U œ^^ .
\ \ ("l.^î Î"1^2Î \,;z°5^z°)

2à U'i 0 êî. ^9ZO sont les constantes définies dans le théorème 4.8.

Démonstration :

1) Appliquons le théorème 4.6 , il vient :

^^ .̂D .̂̂ .̂ ")) - ̂ ^•^"^.D^.V.^)) -

^^ .̂D^) .̂̂ ")) + ̂ ^z^11^,^}^)'^^}^")) •

D'après le théorème qui précède, c'est encore l'espace

nf u cu^W u ^} .
V,;2")̂ ! / Vo^^o) /'

Le système des deux ouverts

f u «(x) , u ^)]
^zo)^l o^^) ^

vérifie la propriété (H) . En effet, puisque nous avons supposé

9, . n - e,. , ̂  . ̂
0 0

et la réunion des deux ouverts considérés est un ouvert pseudo-convexe, d'après le

théorème de Bros et Glaser.
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On a donc

H^ u o^ ; oy = o .ô l

et la propriété (H) est vérifiée (cf. § 1) . 1 1 suffit alors d'appliquer le co-
rollaire 2 du théorème 4.6 pour obtenir la première partie du théorème. La deu-
xième partie est une conséquence du théorème 4.7 et de la propriété (H) (cf.
corollaire 2)

On aura en particulier les

COROLLAIRE 1.- Supposons 9 = n - 9 ' .
o o

^(^.^H^^^'H^^^))^^20^)

^([[ô^.ô^];»^^^^;^^^^^) ̂ .(̂ N)) .
On en déduit que tout polydisque intérieur du polyfaisceau déterminé par ^ et

(j^ est •un ouvert intermédiaire au sens donné dans le paragraphe 3 , pour le sys-
tème des polydisques (u).i»uïo}

Ce résultat généralise celui donné au chapitre 3 dans le cas de deux polydisque s
concentriques. Enonçons de façon précise ce qu'on obtient dans ce cas.

COROLLAIRE 2.- ^ (D. ^ <ĵ  sont deux polydisques concentriques de C ^
rayons respectifs

R\>X) D^^ ( — -t r>'\
1 '•••^n (tx ~ î / '

alors si aeD^ et si R^ ^ ̂ w pour j = l,2,...,n :—————" <- ———•• J J

L^^zo^Hp,,D,5^•H^,^(cn»= H^'o))
(\ \

où (A) est le polydisque de même centre que ^ et ^ , de rayons

R (^ - (R^V'^0 (^Y° 1 - 1W ~ Y J / YJ / ' J ~ '"••

, Qz, + TT - ezo
^""-S——î—

6 0 - QO
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N° 3 î Cas des tubes de C" .

Considérons dans ^ le système d'ouverts {u^,u^5 , où u). et (ĵ  désignent

deux tubes de (C ayant pour bases respectives deux domaines S. et S^ de R11 .

On voit facilement à l'aide du théorème du tube (cf. [2] ; p, 92) que les espaces

intermédiaires pour le couple

H. .(C")
[œ^»u^}

obtenus par les méthodes précédemment décrites, sont des espaces de fonctions holo-

morphes sur des tubes de (C11 . Nous allons expliciter ce résultat dans le cas où

S^ ^ S^ sont des domaines convexes de R11 d'intersection non vide. On obtient

alors, en désignant par ^'u le tube de Œ" de base s(^) = \S, + (1-\) S,, le

THÉORÈME 4.10.- Soit z^ , z^çD^ , on a les égalités

^ ̂ ^^^-^ (^œ(x)) •

2) L.(^'H{D,,D,5W^^,^^))=H(/ U ^\ ,
\ o^X<^^o^

3) ^^l^^^i^^^^^ œ(^ •
\M.l 0 <^1

^ ^ .̂D,) '̂̂ ,̂ ^")) -H'} U «^^ ,
Vo^X^^o^

^à ^Alzo ^î. ^A2ZO sont les constantes définies dans le précédent numéro (cf.
théorème 4.8) .

Démonstrati on :

On se trouve dans le cadre d'applications des théorèmes 4.6 et 4.7 . Il suffit
donc de caractériser les ensembles

\ et ^ •
On transforme comme dans le cas des polydisques concentriques, D. et D^ en deux

tubes de bases réelles et on applique alors le théorème du tube ([2] ; p. 92) .

Un calcul aisé conduit aussitôt au résultat.

On aurait un théorème analogue au théorème 4.9 en choisissant

^ ^ n " QZ' 'o o
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en particulier si on a le

COROLLAIRE.- Supposons que 9 = n - e*. » alors
^o ^o

^+ ̂  ̂ D,)̂ .̂̂ "" = H ^zo))

N,([[6^,Ô^];H^^^(C).H^^^(C»))=H. (^zo)) .

Ce corollaire exprime que tout tube de base S^ = \S, + (l-\)S^ est un ouvert

intermédiaire (au sens du § 3) pour le système de tubes { CD, ,0)0}

N° IV : Cas des domaines de Reinhardt de (E" .

Rappelons qu'un ouvert de Œ" est dit domaine de Reinhardt, si pour tout
(z^, . . . ,z^) de Q , le point

191 ^n(e z^,...,e z^)

appartient à 0 , quelque soit (e^, . . . ̂ ÇR" (c^. [28], [22]) . Si 0 est
un domaine de Reinhardt connexe contenant l'origine, toute fonction f holomorphe
sur Q peut s'écrire d'une manière et d'une seule, sous la forme

f(z) = E n a. ZŒ *açl̂  Œ

la série converge normalement dans Q . On montre que pour que Q connexe conte-
nant l'origine soit un domaine d'holomorphie, il faut et il suffit que l'ensemble

^= {ç;ç€Rn;(eçl,...,eS€Q5

soit un ouvert connexe de IR" , tel que si ççQ* , 'qçQ* dès que T]. ^ ç.
. J J

J = l,.. . ,n .

Considérons un système (u)ji»u)o} de deux domaines de Reinhardt connexes, conte-
nant l'origine. On peut supposer sans restreindre la généralité du problème d'in-
terpolation, que OD^ et ^ sont des domaines d'holomorphie (puisque l'enveloppe
d'holomorphie de tels domaines, est univalente).

Soient D^ et D^ deux disques de C , centrés à l'origine de rayons respec-
tifs R^ et R^ , R^ < R^ . Les ouverts ^ = D^ x (J^ et ^ = D^ x œ sont
manifestement des domaines de Reinhardt de

C^ 1

leur enveloppe d'holomorphie est un domaine de Reinhardt univalent de (C" + 1 et
12
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on tombe alors dans le cadre d'application des théorèmes 4.1 et 4.2 ( § 3
resp. A et B)

Pour tout \ réel, 0 ^ \ $ 1 , posons

œ(x) = (zçC" ; z = (z^^")^ , z'ç^ , z"ç{^} .

Il vient alors, en utilisant l'expression du domaine d'holomorphie d'un domaine de
Reinhardt (ici 0^ u Og) rappelée ci-dessus, le

THEOREME 4.11.- Soit fœ^,œ^) un système de deux domaines pseudo-convexes de

Reinhardt de C" , connexes, contenant l'origine. Si z çD^ , z /D. , on a les
égalités :

^(V^^W^^^^nf^^^

^z ;H^ Dl^^f , ( ^ ) ) = H { U (X)£ "o i13!»^ {("l»^) Vx^l 1 "-^- œ /
•0-— /\ o ^

log(|zJ/R^)
avec. ^^ =-o log(R^/R^) •

REMARQUES.-

1) On retrouve ici les résultats du paragraphe n° 2 dans le cas particulier des
polydisques concentriques.

2) En intervertissant les rôles de D. et D,. sans modifier la valeur de \
( \ \ oon en déduit que les ouverts ^ sont pour tout X compris entre 0 et 1 don en déduit que les ouverts ^ sont pour tout X compris entre 0 et 1 des

ouverts intermédiaires pour le système {u)i»u>o} , (cf. déf. 4.5) .

§ 5 - P^upletsd'espacesde^^ holomorphes à valeurs vectorielles.

Rappelons brièvement quelques notions connues (cf. [21]) .
Soit E un espace localement convexe quasi-complet. V une variété analytique

complexe. Une fonction f définie sur V à valeurs dans E est dite holomorphe
sur V à valeurs dans E , si elle est scalairement holomorphe sur V à valeurs
dans E , c'est-à-dire si, pour tout e'çE' , la fonction

z ^ < ? ( z ) , e' > ̂ ^ . zcV .

est holomorphe sur V .

L'application qui à une telle fonction f associe l'application e' -» < ? , e ' >
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de E' dans H(V) , définit un isomorphisme de l'espace vectoriel H(V , E ) des
fonctions holomorphes sur V muni de la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de V sur l'espace

H(V)eE == £ ( E ' , H ( V ) ) = £ ( H ' ( V ) , E ) .
£ C £

Nous identifierons indifféremment H(V,E) à l'un de ces deux espaces.
Supposons que V est étalée dans C , par un étalement çp . De l'isomorphisme

de H(V) sur H ( r ( V ) ) et des égalités rappelées ci-dessus, on déduit un isomor-
phisme de H ( V , E ) sur H ( r ( V ) , E ) . Si fçH(V,E) nous noterons f son prolonge-
ment à H ( F ( V ) , E ) .
Par extension, on dit qu'une fonction f définie sur une variété analytique eom-

plexe V à valeurs dans un espace localement convexe F non nécessairement quasi-
complet est holomorphe à valeurs dans F si elle est holomorphe à valeurs dans le
quasi-complète T de F .
Soient E et F deux espaces localement convexes, j/_, ,iv une injection conti-( , J i i , 1 1 ;

nue de E dans F
Soient V et W deux variétés analytiques complexes, çp un étalement de V

dans ¥ . On pose alors la :
DÉFINITION.- Une fonction fçH(V.F) est çp-prolongeable à H(W,E) s'il existe
f'çH(W,E) telle que :

f = ^(E.F) ° ft ° <P •

Si f'çH(W,E) nous appellerons cp-restriction de f à V l'élément f de
H( V , F ) défini par f = f o cp .
- Considérons une variété analytique complexe V , un système d'ouverts

{ ( ^ • • • , U D p 5

de V vérifiant les hypothèses ( C ) et ( f ô ' )
Soit £ un p-uplet d'interpolation de ̂  ? ^ ( ) . Pour simplifier, nous suppo-

serons que les espaces E ^ , . . . , E et E' sont quasi-complets et que £ = ( £ ' ) '

Soit f une fonction de H^E^) dont la restriction à ( D . , notée f . , dé-J 3finit une fonction holomorphe à valeurs dans E. , j = i , . . . , p .j
Par principe du prolongement analytique, puisque la propriété ( C ) est vérifiée,

( ) C'est-à-dire tel que E est faiblement dense dans chacun des E
J = l . . . . , P . ^
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ceci équivaut à la donnée de p-fonctions holomorphes f.,...,f respectivement sur

œi,...,mp à valeurs dans E^,...,E , dont les restrictions à ^ définissent
une même fonction holomorphe à valeurs dans E^ .

Considérons pour tout j=l,...,p l'application v. de (E.)' dans H (V)
définie par e* -. < ?.,e' > . J J c ^

«J
Pour tout e'çE^ n ... n E_ = (E11)' , on a, si zç^ ;

<f^(z) .e ' >»< f^ . ( z ) .e ' > , (j,j')c(l,...,p} x {!,...,?} .

Donc v = (v.,...,v) définit un élément de £ (£' ,H. ,(V))
p £ c iœ^»...»uL^]

Appliquons la propriété duale d'interpolation. Elle montre que \ applique conti-
nuement

^z î^D D l^î^f • iW)£ ^o ^i»---»^} {œi,...,uîp)

dans
V\;H^....,D}(C).^) ,

et le diagramme suivant est commutatif :

H^(V) n ... n H^(V) -^(^;H^^,^(.);H^^,^(V)) ̂ W

(D ^

n ^
>N.(\îH{D,....,D5W^

^

^EU

Nous allons interpréter ce diagramme dans chacun des différents cas étudiés dans
le paragraphe 3 s

1°) Cas d'une variété étalée dans C" .

On a le

THÉORÈME 4.12.- Soient (V,cp) une variété analytique complexe étalée dans C"

{œ^,...,uL5 un système d'ouverts vérifiant (ft) , (C) et (H) .

êi. ^H^E11) , et si sa restriction à (JD. est dans H(a,.,E.) , j = l,...,p

alors il existe fçH'(^ (o),0!̂  ;H^ ^^^ j(Œ),^)) LlJe que :

1) f est un cp^ -prolongement de la restriction de f ^ œi ^ (qui est un
élément de °

1 ^...P

H(œi ^))(66).
_______________________ • ' • • • • P »

( ) cp^ est l'étalement de ^i...p dans rz^CO) associée (p (cf. § 2 ) .



181

2) Le prolongement 'f d^ f à^ HÇrCw)»^) » est un $' -prolongement de f s.

F^)(67) .
o

Démonstration :

1) Puisque la propriété (H) est vérifiée, on a :

H' (V) n ... H H' (V) = H1 (V)
œ! ^ ^...p

L'injection de H' (V) dans N (5 ;H'
^...p c z

, (C),H,
{D^...^}^»11^,...^)

(V)) n'est

autre que la transposée i de l'application de restriction à m.œ^^ »œ w l . . . p
L'injection de

^^ ^în n i^^r iW)c ^ { D l > • • • > D p î {(!)!»• •• ,(Dp)

est l'injection canonique que nous noterons o . Nous noterons o,. l'isomorphisme
de H ' ( r ( o ) ) sur N ( 5 , ; H ' ^ ( V ) ) défini dans le théo- ( Œ ) , H ,-.^o- ï^r-n n T^/»1^ i

^s o ^D l ï • • • Î Dp-^ (œi,...,uip)
rème 4.2 (cf. § 3) . ( )

Alors le diagramme (I) peut se compléter de la façon suivante :

^...p^

\ (").r(œ).^
o 0__^ H'(r(<u))H'(r^ (o)

^

!-i i-1

I w>r(<B)

_> N (s. ;H« Q ->(C) ,H, ,
" e zo ("l'V {«i,•••,«?}

(v)) _, H'(V)
a w

^
E0

-^\\^,^-'^

\f
^ EU

r\*7
( ) $' est l'étalement de r (o) dans f(u)) construit à partir de l'étale-

o zo
ment de Q dans D x œ (cf. § 3 ) •

^ - -1
' / oil ~ p^ (o),r(^),^ ° ^^(œ) .
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On obtient à nouveau un diagramme commutatif, et on a :

t . tv o l = v o a o i ~ , v
(DI n»œ 1 ODi ^»r W»^,,•L • • •p j. • • »p /j '£1

0-' o V o (y. = V o l / x o i~ / \ f \ ^,1 œ»T\u)-/ F^ \.C^» Wt'î'
o o

Ceci s'écrit encore, en désignant par f l'application holomorphe

z ^ (\ o Q^) (ô^) , de ^ (o) dans ^(ô^ ;H» ^ l^)^^ •
o o l- r " * ' p-'

^i...?'^0^
f = î o ^ .

0

Ceci démontre les deux affirmations du théorème.

- Dans le cas particulier où. cp' et $' sont des isomorphismes, l'énoncé se sim-z z
plifie. On aura par exemple le °

THEOREME 4.13.- Soient [ œ i » " - * » a ) } P ouverts étoiles de (C" , ̂  p domaines de

Reinhardt.

On suppose que le système { u ) i » * " * » U ) 5 vérifie la propriété (H)

Soit fçH(u),E^) , ï son prolongement à HCrCu))^) . Alors la restriction de f à

(i)̂  est prolongeable en une fonction holomorphe sur l'ouvert £ de (C11 à

valeurs dans

\(\îH^,....D}(c)^

qui coïncide avec la restriction de f à ^z
0

2°) Cas d'une variété de Stein.

On a une interprétation immédiate du diagramme (I) sous la forme du

THEOREME 4.14.- Soient V une variété de Stein, { { JD I» - .»^ } un système d'ouverts
vérifiant (fô) , (c) ^ (H) . On suppose que (A) est H(V)-convexe.
soit ^eHC^E11) . Si sa restriction f a_ ^. est dans H((A).,E.) , j = l,...,p
la restriction de f g. i est holomorphe à valeurs dans

o

\\^,...,^w.^ •
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Applications :

En choisissant pour D^ et D^ deux disques concentriques de rayons respectifs
R et R' , et pour z^ le nombre réel X , R < \ < R' , on pourra appliquer
ces résultats quand le couple fi est un couple d'espaces de K'dthe, nucléaires

(EÇB^LECP^))

tel que E^5) ^ E^'^)

Nous avons remarqué (cf. ch. III, § 4, remarque 3.7) qu'on avait

^ .̂D,}̂ ^ = ̂ (E^.E^)).^)

ou a = (x1) , c^ = (R-^)1 , ^ = (R'-^ , içN .

En appliquant les résultats du précédent chapitre (cf. corollaire th. 3.18) on au-
ra par exemple, le

THÉORÈME 4.15.- Soient F^^) et F(p t w) deux espaces échelonnés nucléaires.
F ( p ' ) ^ F(pw) , ^w je^ ^'w étant supposés strictement positifs.

Soient ^ e^ ^p deux ouverts étoiles par rapport à un même point de C11 ,
z un point de D, |j D^ . On pose X = |z [ .
0 ——————^——————————————— 1 ^ ^^——*———————— 1 Q 1

Alors, toute fonction holomorphe sur (D. à valeurs dans E(B ) et sur y^
à valeurs dans E(p' ) est holomorphe sur S à valeurs dans

o

E^B^) ,

avec il - log X/R (^avec ^o ~ log R'/R ' ; •

REMARQUES.- On pourra, par exemple, expliciter ces résultats dans le cas ou
E(B ) désigne l'espace des fonctions entières d'ordre < p , E(p' ' ) l'espa-
ce des fonctions entières d'ordre < p' , p < p' < œ

Ceci donne l'énoncé suivant :

Une fonction holomorphe de ^ à valeurs dans l'espace des fonctions entières
d'ordre < p. , de ^ à valeurs dans l'espace des fonctions entières d'ordre
< p? , est holomorphe de ^ a. valeurs dans l'espace des fonctions entières

o
d'ordre < ï , où î est donné par :

(69) ^ ̂ (m.n)) , ^,W^W^\ ̂  ̂ ^ g ^ ̂  ̂

•* u^uo v y
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1 -^4.1—Ï2. r70^
?" P' P • v /

Pour u)^ et (i)g on pourra, par exemple, considérer des tubes, des polydisques
de Œ ou des domaines de Reinhardt, cas dans lesquels nous avons défini explici-
tement les ensembles ^ ,

o

(70) (cf. ch. III, § 4, th. 3.21)
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