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FONCTIONNELLES ADDITIVES ET SYSTEMES DE LEVY DES PRODUITS

SEMI-DIRECTS DE PROCESSUS DE MARKOV

par Jean JACOD
(Ecole des Mines, Fontainebleau)

RESUME.- Soit ̂  = ( n , ( X ,Y )^ x î y) un processus de Markov à valeurs dans le pro-
duit E^E de deux espaces localement compacts de type dénombrable. Soit (Q )
son semi-groupe. Si Q ( x , y ; A x E ) est indépendant de y , on dit que X est un pro-
duit semi-direct de processus de Markov. ^
On remarque que les restrictions des probabilités ̂ f^ à la tribu f engendrée

par les (X^, t^O) ont une valeur commune V^ indépendante de y , et que le proces-
sus X = (îî,X . y P ^ ^ ) est lui-même markovien. On étudie alors les propriétés du pro-
cessus ( Y ^ ) , conditionnellement par rapport à la tribu T, en montrant en parti-
culier que c'est un processus de Markov non homogène. Puis on étudie les projec-
tions sur r des fonctionnelles additives de JX, et enfin les systèmes de Lévy.
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INTRODUCTION

Cet article est la suite de [.63, où nous avons défini les "noyaux multiplicatifs"

d'un processus de Markov, Si X = (?î,9 ,X .P^ est un processus de Markov à valeurs

dans un espace localement compact de type dénombrable (E ,? ) et si (E ,ï ) est un
espace du même type, on appelle ainsi une famille q = (q ( y » . ) » t^O, o)e^, yeE )

t y Cû Z

de mesures sur E telle que pour tous s, t>0, yeE , on ait: q ( y > . ) =

/q^jy,dy')q^ (^y'..) PS en œ. •

Soit X = (îî ,6 , (X ,Y ) ï^'7) un processus de Markov à valeurs dans le produit
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E xE , de semi-groupe (Q ) . ̂  est un produit semi-direct de processus de Markov
(en abrégé: PSD) si Q ( x , y ; A x E ) est indépendant de y. f étant la tribu engendrée
par les (X , t ^ O ) , on vérifie aisément que cette condition équivaut au fait que
les restrictions des ̂  à f ne dépendent pas de y , et on note alors P3̂  leur va-
leur commune. Le processus X = ( î î , 6 , X , P ) est lui-même markovien.

Il est intuitif que la seconde composante (Y ) est, condittonnellement au fait
que la trajectoire de (X ) est connue, un processus de Markov non homogène, du
moins en un sens faible que nous préciserons. L'objet essentiel de ce travail est
l'étude de ce processus conditionnel (sous-entendu: par rapport à T ) .

Dans la partie II nous montrons l'existence d'un noyau multiplicatif q de X , tel
que q ( y , A ) = ̂ ^{Y e A . \ f } . Ceci implique que le processus conditionnel (Y ) ad-
met (q ) pour noyaux de transition.t , 0 S,t^O

Les parties III et IV concernent les fonctionnelles additives (FA) de X. Si (A )
est une FA de X , on montre l'existence d'une famille (A ; yeE-) de processus crois-
sants, telle que A^ = A^ + /q^ ( y , d y ' ) A ^ , 9 ^ ps. et A^ = ̂ ^J^} . (A^)^
s'appelle la y-projection de (^ ) sur T. On étudie ensuite la continuité des y-
projections des FA>de ^.

Enfin la dernière partie est consacrée à l'étude du système de Lévy de X, lors-
que ce processus est de Hunt. On montre en particulier que le noyau de Lévy N se
met sous la forme:

; N ( x , y ; d x ' , d y ' ) = N ( x , y ; d y ' ) e ( d x ' ) + f ( x , y ) N ( x , d x ' ) K ( x , y , x ' ; d y ' ) ,

ou N est le noyau de Lévy de X , K une probabilité de transition de E xE xE dans
E , N une mesure de transition de E xE dans E telle que N ( x , y ; { y } ) = 0, et
e ( . ) la mesure de Dirac en x . Cette formule a une interprétation simple, en fonc-
tion de la propriété de Markov non homogène du processus conditionnel (Y ) :
N (X ( a ) ) , . ; . ) est le noyau de Lévy (dépendant du temps t) de ce processus;
K(X , y , X . . ) est la loi de Y lorsque Y = y, quand T est un "temps de disconti-
nuité fixe" de ce processus (et un temps d'arrêt pour X ) .

Ce résultat s'applique en particulier aux processus à accroissements semi-marko-
viens C 5 J , c'est-à-dire aux PSD sur E xR11 tels que Q ( x , 0 ; . , . ) = Q ( x , y ; . , y + . ) .
Ils permettent de montrer très simplement les résultats obtenus par ÇINLAR C33.

NOTATIONS.- D'une manière générale, on utilise les notations de BLUMENTHAL et GE-
TOOR C 2 ] . E et E sont deux espaces localement compacts de type dénombrable, et
E_ = E xE . Pour i = 1 , 2 , 3 , on adjoint à E. un point à l'infini A . (un point iso-
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lé si E. est compact). S. désigne la tribu des boréliens de E . ; C ( E . ) désigne
l'espace des fonctions continues sur E . , limitées à l'infini.

(A,^) étant un espace mesurable quelconque, on note b^ (resp ftr ) l'ensemble des
fonctions réelles mesurables sur (A,^-) , bornées (resp positives). Si a^A, e est
la probabilité sur A concentrée en a ; si B c A , 1_ est la fonction indicatrice de

D
B . fi~ désigne la complétée universelle de ̂  et 'R. la tribu des boréliens de C O » ° ° C '
Pour tout ce qui concerne la "théorie générale des processus" (tribus et projec-
tions bien-mesurables fit prévisibles, e t c . . . ) , nous renvoyons à [ 6 ] e t à DELLACHE-
RIE t4 ] .

I- DEFINITION DES PRODUITS SEMI-DIRECTS

1- Définitions.- Soit X = ( ^ , 9 , X , P ) un processus de Markov à valeurs dans
(E , S ) , de temps de mort ç . Si t < ç ( œ ) , X̂ ( œ ) est constitué des deux composantes
X (œ)eE et Y ( œ ) € E ; si t ^ ç ( œ ) , on a X̂ ( œ ) = A , et on pose X ( œ ) = A et Y (oo) =
A . . Soient les tribus ?° = a(X ; s$t) , f0 = f ° , 'P0 = o(X ; s^t) et f0 = /r o.^ t S °° ^ t "^S /N/ 'v oo

DEFINITION.- X est un produit semi-direct de processus de Markov (en abrégé: PSD)
si les restrictions des P a_ Y sont indépendantes de y .

On note P la valeur commune de ces restrictions. Il est immédiat que X =
( ^ , 9 , X , P ) est un processus de Markov à valeurs dans (E , t ) , de temps de mort
ç , appelé la première composante de X . Les semi-groupes * ? = ( ? ) de X et Q. =

(Q ) de X vérifient la relation:t tïo ~

( 1 ) Q ( x , y ; A x E ^ ) = P ^ ( x , A ) .

PROPOSITION 1 . - Le processus de Markov X est un PSD si et seulement si pour tous
t^O, xeE , les mesures Q ( x , y ; . , E ) ne dépendent pas de y . .

Démonstration.- La nécessité de la condition découle de ( 1 ) . Réciproquement suppo-
sons la condition de l'énoncé vérifiée. La formule ( 1 ) définit sans ambiguïté une
transition P sur E , . Si t < . . . < t , f . e b ï ? , , on a :t 1 1 n i 1

Ê I îî f^(X ) } = /Q ( x . y ; d x ^ d y ^ ) . . . Q _^ (x^ ,y^ ;dx^,dy^) R f^(x^)
i=l i 1 n n-1 i=l
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= / P ^ ( x , d x ^ ) . . . P ^ _^ (x^.dx^) n f ^ ( x ^ ) ,
1 n n-1 i=l

ce qui prouve bien que les restrictions des p^7 à f° ne dépendent pas de y . •

Comme d'habitude, (? (resp ^f) est la complétée de 'F0 J^resp T0) par rapport à la

famille (P ; p probabilité sur E ) (resp (P^; p probabilité sur E ) ) ; T (resp 'T )
o o ~ Af t ^t

est la tribu engendrée par f (resp ^ ) et les ensembles négligeables de ^ (resp

^). Les rapports entre ces diverses tribus sont fixés dans la proposition suivante:

PROPOSITION 2.- T est la complétée de T0 par rapport à la famille (P11; p probabi-

lité sur E^) , et_ f^ = J^D^' .§1 S613^ ^-resp.r^ » on a pour toute probabilité ^
sur E :

(2)- Ê^l^ = ^Sl^-

Démonstration.- Soit r* la complétée de f° par rapport à la famille (P^) . Pour

toute probabilité p sur E , P11 est la restriction à T^ d'une probabilité^ (fi-

xer y et prendre p(AxB) = p ( A ) l (y ) ) , donc f 'c^. Inversement soit p une probabi-
"/ D ^

lité sur E , et p la probabilité sur E définie par p(A) = p(AxE ) . Si Ae?, il

existe A^A'^T0 tels que A * < = A c = A " et PP{A"-A'} = 0. Mais PP{A"-A Î } = ^{A11-^} =

0, et on en déduit que Aey . Donc T = f* .

Soit une probabilité ^ sur E . Si ^ebj°, Z.ebf0 , Z eb'F0, on a:

X ,Y X
E^Z^Z^e^} = ^ { Z , Z E t t { Z ^ } ^ E ^ Z ^ E ^Z^E^I^}} = ^{Z ̂ .e^Z |^}} .

Comme f est engendrée par les variables Z Z o9 , on a E^-C^lT0} = E^{z[T'°}. On en

déduit immédiatement qu'on a (2) pour tout Zebf , et une démonstration analogue

montre qu'on a également (2) pour tout ZeT .

Enf inT <=y Pf , donc d'après la première partie de la démonstration, on a

T e ^..n^. Inversement si ZébC^ fl 'F), d'après (2) on a E^zl^ } = Z pour toutet ^ t ^t ^ ^ t
probabilité p sur E^, donc Z^bf et T = ^ \}^ . •

Tout ce qui précède est valable sans aucune condition de régularité sur X. A

partir de maintenant nous supposerons au contraire que X est un processus droit:

cela signifie que X est normal, fortement markovien, à trajectoires continues à

droite, et que les fonctions À-excessives (À^O) pour Ç sont presque-boréliennes.

Il est très facile de vérifier que la première composante X est également un pro-

cessus droit. Ces hypothèses ne seront pas répétées dans la suite.
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Pour simplifier l'écriture, nous noterons î (resp Q la famille des temps d'ar-

ret relatif s a (^)^ (resp (F )̂ .

2- Projection de processus sur ^ . - Cette section est consacrée à des résultats à
caractère techniques. Voici d'abord trois lemmes, démontrés dans 0^3;

LEMME 1 .- Si Te^ et si Zéb(^ ®^)^, Z(.,y) est T_-mesurable pour tout y.

LEMME 2.- Si féb(S^f )^ et si s$t, la fonction f(X ((jû),y,o)) est (^ ® ? ) -mesura-—'— j t —'—'—— —'——~~~~———— s ——— t 2. —————
blé en (œ,y).

LEMME 3.- Soient T<^ et r un noyau de (^xE- , ( î ' S^J^) dans (E - , ^ ) . Si Zéb(Ç6»^)^,
— - —— ———•—-~-—-— Z T 2. —'—'— 2. 2. —'— 2.

X -(.)
E^/r^ .yîdy^ZO^.y^l^K.) = / r ( . , y ;dy ' )E T { Z ( œ , y ' ) } .

Précisons d'autre part que deux processus J^-mesurables (Z ) et (Z') (resp '?-

mesurables (Z ) et (Z ' ) ) sont indistinguables si pour toute probabilité p sur E-

(resp p sur E ^ ) , ^{3t; ̂  ^ g,} = 0 (resp P^ ^ t; Z ^ Z,} = 0). Un processus

(Z ) est dit croissant si chaque trajectoire est croissante, continue à droite,~t ———————
et si Z = 0.~o

PROPOSITION 3.- Soit (^ ) un processus (^ )-bien-mesurable, borné ou croissant.

Pour tout y^E^ il existe un processus (Z') , unique à l'indistinction près, ('F )-

bien-mesurable, tel que pour tout Te^, Z'((jû) soit (^ ®^-) -Tnesurable en (a)»y) e^

vérifie pour tout x:

(3) Z^ = jf^l^} = ^^{Z^I'F}.

De plus; (i) S^_ (^ ) est ps continu à droite et limité à gauche (resp croissant,

resp continu), on peut choisir les (Z ) à trajectoires continues à droite et limi-

tées à gauche (resp croissantes, resp continues).

(ii)- S^_ (^ ) est ps continu à droite, chaque processus (Z ) est ps continu à

droite «

(iii)- S^ (^ ) est (^f )-prévisible, chaque (Z7) est CÇ )-prévisible.

•y

D'après le lemme 1 , Z_ est ^--mesurable, donc la formule (3) a un sens. Soit Z
T T ^

une variable T -mesurable, bornée ou positive. Appliquant le résultat précédent
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au processus ^g^l^g, on voit qu'il existe une fonction Z^oi) sur (îîxE ), (T®? )t
mesurable, telle que 2

^-^^l^} -È^ln.
La variable Z7 s'appelle la y-projection de ^^T. De même en revenant à l'énoncé

de là proposition, le processus (Z^) s'appelle la y-projection (sous-entendu: bien-

mesurable) du processus (Z ) sur f.

Démonstration.- L'unicité n'est autre que l'unicité de la projection bien-mesurable

d'un processus. Quant à l'existence, il suffit d'après un argument de classe mono-

tone de la prouver pour tout processus adapté à ( -F ) , continu à droite et limitéfw t
à gauche (car la tribu des bien-mesurables est engendrée par ces processus). Soit

(Z^) un tel processus, et (A^) une version de sa projection bien-mesurable, rela-

tivement à la famille (^) et à la probabilité J^7. par définition on a pour tout

TÊ^ A^7 =^{^1^}, et d'après MERTENS (C8], p.60), (A^7) est ^-ps continu
à droite et limité à gauche.

Pour tout Z^, ^{ZA^7} = E^Z^} est ^-mesurable. ̂  étant séparable, il

existe une variable B^^œ), T^^-mesurable en (œ,x,y), telle que P^^A^7 ^
x v t - j . t

B^' } = 0. Soient Cg = { (œ,x,y) ; Bx*y(œ) est limité à droite et à gauche le long

de çF|CO,s]} et C^'7 la section de C en (x,y). On pose:

X^(o)),y
( lim B (œ) si (oo.X (oO ,y)elim C

^ , ) s.t.seÇ 0 s^t s .

^ 0 sinon.

Comme C^®^ et comme f^c T^, il est clair que z[(o)) est C? ®^)^-mesurable en

(œ,y) (cf lemme 2). Par construction, Z^Lû) est continu à droite et limité à gauche

pour tous œc^, yeE^: on en déduit que si TÉ^, Z^Oo) est (î" ^^^-mesurable. La ré-

gularité de (A^7) entraine que P^C^} = 1 . donc ^{Z^ ^ A^7} = 0 et à cause

de la continuité à droite, les processus (Z^) et (A^7) sont P^indistinguables :

par suite (Z^) vérifie la première partie de (3) pour tout Tel. Enfin la seconde

partie de (3) découle de (2), valable également lorsqu'on remplace t par Teîf (même

démonstration, utilisant la propriété forte de Markov pour X) . Par suite le proces-
sus (Z') répond à la question.

On a déjà montré le début de (i.) . Si (Z^) est ps croissant, on définit C par

Cg = { ( o ) , x , y ) ; B^7^) est croissant le long de Ç^)[0,s]}, ce qui conduit à des

processus (Z^) croissants. Supposons maintenant (^ ) ps continu, et fixons y.

D'après ce qui précède, (Z^) est continu à droite et limité à gauche, et on consi-

dère un temps de discontinuité T de (Z^) (TeÏ, T > 0 ) . On pose S = h/211 si T €L n
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^^.(h+l)/^11], S^ = n si T = °°. On a Z^_ = lim Z7 ^ - ^ = lim ^Z ps . Mais
(n) n " (n) '" n

S est r-mesurable et ne prend qu'une infinité dénombrable de valeurs, donc d'a-

près (3) on a: Z^ ^^'^g |î^}. En passant à la limite dans cette égalité, ce
n ' n ^

qui est possible car la suite (Z ) est bornée ou croissante, on obtient:
n

Z^E^I^,}^ ^'y-ps. •
Donc le processus (Z^) est ps continu. Si T7(œ) = inf(t; Z7_(io) ^ Zy(a))), il

est clair que {(œ,y) ; T^œ^tîeCî' ®^ )^ . Posons:

( Z^(o)) si t<Ty(a})
Z^Co)) =

y

Z (o)) sinon.
T'-

Les processus (Z ' ) vérifient les conditions requises de mesurabilité et toutes

leurs trajectoires sont continues. Enfin P^T^oo} = 0, donc les processus (zY) et
v v ^(Z' ) sont indistinguables et (Z' ) vérifie (3).

La démonstration de (i) est achevée, (ii) découle de [8"]. (iii) découle de (i)

et d 'un argument de classe monotone, car la tribu des prévisibles est engendrée

par les processus adaptés, continus et bornés. •

On a montré en passant le corollaire suivant:

COROLLAIRE.- Soit (^Z ) un processus continu à droite et limité à gauche, borné

ou croissant. Pour tout Teîf on a alors:

W .AZ^ = ^{AZ^} = E^A^}.

II- LA SECONDE COMPOSANTE D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT

1- Rappels: les noyaux multiplicatifs d 'un processus de Markov ^6 3.

DEFINITION.- Une famille q = (q (y , . ) ; t^O, œc^, yeE«) de mesures positives sur

E s'appelle un noyau multiplicatif (NM) de X si:

N- l . Pour tous t>0, Aç?, q (y,A) est (^ ®^-)* -mesurable.—— i t, œ 1 2 .
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N^. Pour tous s , t>0, yéE^ et tout œ n'appartenant pas à un ensemble négligeable
(dépendant de s,t et y) , on a:

- r5) ^s,.^0 '^.^^s.ô^'^-

N-3. Pour tous t^O, yeE-, on a q (y,E.) = 1 - . . .
^ t ,œ 2 t<ç(tj i))

Lorsqu'il n 'y a pas d'ambiguïté, on écrit q au lieu de q . Deux NM q et r

sont équivalents si P^q^y,.) ^ r (y , . )} = 0 pour tout (x,y)'6E , t>0. Un NM q est

continu à droite et limité à gauche (resp ps-continu à droite) si pour tous féC(E )

y^E , la fonction q (y , f ) possède ces propriétés pour tout a) (resp pour presque

tout œ ) . Un NM q est fort si dans N-l et N-2 on peut rempacer t par un temps d'ar-
rêt quelconque TeT. Enfin la formule

Q^(x ,y ;AxB) = E^l^X^q^y.B)}

définit un semi-groupe Q. sur (E ,1 ) , appelé le semi-groupe engendré par q.

2- La seconde composante d 'un PSD.- Rappelons que X est un PSD "droit", de semi-
groupe Q, de première composante X.

THEOREME 1.- II existe un NM q d^ X, unique à une équivalence près, ps-continu à

droite, fort , engendrant (j, tel que pour tous (x,y)€E , fêb? , T^f, on ait;
- - ^ " - 3 2. '—"——"—'—'—

(6) q^(y,f) =E x ï y { f (Y^) |^} = ^ * y { f ( Y ^ ) | T } .

Si de plus les trajectoires de (Y ) sont ps limitées à gauche, on peut choisir pour

q un NM continu à droite et limité à gauche.

Démonstration.- ^vérif ie ( 1 ) , donc le théorème 1 de 1:6-1 entraine l 'existence d ' u n

NM q de X, unique à une équivalence près, engendrant (z. Par ailleurs il est clair

que (^ est un semi-groupe mesurable C i . e . : si feb^, Q f (x ,y ) est ^(g^-mesurable en

( t .x .y ) ) , et si l^ï décroit vers T et f & C ( E ) , on a lim Q l<2?f = Q 10f (continui-
• ^ n

té à droite de (Y ) ) : d 'après la proposition 6 de C6j , on peut choisir pour q un

NM ps-continu à droite. Si de plus (Y ) est ps limité à gauche, pour tout f êC(E )

et toute suite T^e^ croissant vers T, 0 l<S>f converge vers une limite: on peut

alors choisir pour q un NM continu à droite et limité à gauche. Enfin d 'après

la remarque qui suit la proposition 12 de [_6~\, ce NM est for t .

Montrons maintenant que q vérifie (6) lorsque T = t. Compte tenu de ( 2 ) , il suf-
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fi t de prouver que si t < . . . < t , f .ebî , on a:1 n i 1

n n
(7) E;̂  n f ^ ( X ^ ) f ( Y ^ )} = E^I n f ^ ( X )q ( y , f ) } .

i=l i n i=l i n

Pour n = 1, cette formule exprime simplement que q engendre (^. Supposons (7) véri-

fiée pour n-1 et tous t < . . . < t , f.çbf . D'après le lemme 3, on a:

n n-1 X^ _ ,Y^
jf^ n f ^ ( X ^ ) f ( Y ^ )} = ^'^ n f ^ ( X ^ )^ n ^V^ -t ^^t -t )}}

i= 1 i n i=l i n n-1 n n-1
n-1 ^ -

= Ex{ n f^ )/q^ (y .dy ' )E n { f ^ ( X )q^ _^ ( y ' . f ) } }
i=l i n-1 n n-1 n n-1

-E^f^X );q (y.dy-)q ^ (.)(y ' ' f)}
1=1 i n-1 n n-1 t ,

n-1

= E^ n f . ( X )q (y , f )} ,
i=l -i 'n

et (7) est vérifié pour n. Ceci achève la démonstration de (6) pour T = t. Enfin

pour Teîf, on montre (6) pour feC(E ) en utilisant la continuité à droite de f ( Y )

et de q ( y , f ) , puis pour fêb? par un argument de classe monotone. •

Remarques.- 1) Si Q, est borélien, on montre qu'on peut choisir un NM q vérifiant

en outre: pour tout A É ^ , q (y,A) est '5.®'^ -mesurable en (œ,y) . De même si Q. est
2. t ) (ji) t Z

un semi-groupe sur (E.,,S*®^)» on peut choisir un NM q vérifiant: pour tout Aeî ,

q (y,A) est <? ®S -mesurable en (œ,y) .
t ,0) t Z

2) On peut montrer ce théorème sans utiliser [6"]: si feC(E ) , on appel-

le q (y , f ) une y-projection de ( f ( Y )) sur ^\ on montre alors qu'on peut modifier

ces projections de sorte que f ^r->q ( y » f ) soit la restriction à C ( E ^ ) d'une mesure

q (y , . ) sur E , vérifiant les propriétés requises (démonstration due à MEYER).

Dans toute la suite, on désignera par q le NM de X ayant les propriétés ci-dessus.

En utilisant (6), il est facile de vérifier que si ^€b^ , on a:

(8) E^^fCY^I'n ^^rzq^ ^(Y^f) |n,

formule qui a une signification intuitive claire: conditionnellement par rapport à

la tribu '?, le processus (Y ) est markovien non homogène, et admet la famille

(q n / \ ) pour probabilités de transition.

Bien entendu cette famille n 'est pas en général un "semi-groupe non homogène",

puisque (5) n'est vérifié que ps. D'autre part le terme "processus de Markov non
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homogène" doit être pris en un sens faible» car il n'existe pas en général de pro-
babilités conditionnelles régulières par rapport à T, ce qui ne permet pas de don-
ner au terme précédent sa signification habituelle.

Cependant dans C.6 ] , nous avons donné deux conditions suffisantes, permettant de
construire un système (P^ ) de probabilités sur Q , tel que: a) P est une pro-t,^ . o»o) ^
habilité conditionnelle régulière par rapport à T pour chaque (^ ; xeE ) ;

V V X Vb) P û ( \ = p p "P8 en ^î c) P°ur chaque a ) , le processus ( ! ^ ! , Y , P ) est un0 , 0 \^) t ,0) t t ,LO
processus de Markov non homogène au sens de Dynkin (dans [ 6 1 , ces probabilités

[0 ° ° Csont construites sur l'espace canonique ^* = E ' ; on se ramène à la situation
présente par une méthode classique, utilisant les images réciproques de probabi-
lité par rapport à l'application canonique de ̂  dans ^ ' . Nous n'écrivons pas le
détail i c i ) . L'une de ces deux conditions s'énonce ainsi: le NM q est parfait, ce
qui signifie que l'ensemble exceptionnel de N-2 est indépendant de s , t et y.

III- FONCTIONNELLES ADDITIVES D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT

Rappelons d'abord [6] qu'une famille ( ( A ' ) ; yeE ) de processus croissants (cons-

tants pour t^ç) sur ^2 est une fonctionnelle additive. (FA) de (X,q) si

(i)- A^œ) est (^ ®ï ^-mesurable en (œ,y);

(ii)- pour tous s,t>0, yeE et œ n'appartenant pas à un ensemble négligeable (dé-

pendant de s ,t et y) , on a:

(9) A7 (u) = A^œ) + /q, (y.dy^A7* 06 (a)) .
t ' S L L , LO S I,

A cause de la continuité à droite, l'ensemble exceptionnel de (ii) ne dépend

pas en réalité de s. Deux FA A et B sont équivalentes si'P^A7 ^ B7} = 0 pour tous

t>0, (x ,y )€E^ . Une FA A est prévisible (resp continue) si pout tout y, le proces-

sus (A ) est prévisible (resp continu). Enfin une FA est forte si dans (ii), on

peut remplacer t par un temps d'arrêt quelconque 1e.ï (à cause de la continuité à

droite, on peut toujours remplacer t par TéÇ dans ( i ) ) .

THEOREME 2.- Soit A une FA de X. Il existe une FA forte de ( X , q ) , unique à l'équi-
valence près, vérifiant pour tout Tel?:

00) . A ^ = if'^A^} ' E^A^}:
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si de plus ^ est prévisible (resp continue), A est prévisible (resp on peut choi-
sir A continue).

Démonstration.- Pour chaque y, on prend pour (A7) la y-projection de (̂  ) sur T'.

( 1 0 ) est la transcription de (3). Si ^ est prévisible (resp continue), on sait

d'après la proposition 3 que chaque (A7) est prévisible (resp peut être choisi

continu). Il nous reste à prouver que la famille A == ((A7); y&E ) est une FA forte
de (X,q).

Par construction, A vérifie la condition (i). Chaque processus (A7) est crois-

sant et continu à droite, et on a

A^.E^A^In^^^l.^A^,

ce qui montre que (A^) est constant pour t>ç . Enfin si Tef, Z eT4', Z cT^, on a:

ÏX{^Z20QT}= È'^Wl^V ' ̂ ^AT + ̂ V^Z^}

= E^A^Z^} + E^Z^/q^y.dy^E ^A^}}

= E^ÇA^ + /qT(y,dy t)A^oe^z^z^e^},

en utilisant le lemme 3 pour obtenir la dernière égalité. Par suite-(9) est ps

vérifiée, et A est une FA forte de (X,q). •

Le À-potentiel de la FA ^ de ^C est le noyau U^ sur (E ^y défini par
^ ^ S J J ~

U^(x,y;f ) = jf^/e'^X^Y^dA^.

On écrit u^ au lieu de U^l . De même le X-potentiel de la FA A de (X,q) est la me-

sure de transition U^ de"(E ,^) sur (E, ,<^) définie par:

U^(x.y;f) = E^/e'^fÇX^dA^},

et on écrit u^ au lieu de U l̂ . Enfin si T&f, le noyau Q^ sur (E^.^) est défini par

Q^(x.y;f) ^^{e^f^.Y^,)}.

PROPOSITION 5.- Sous les hypothèses du théorème 2, on a u^ = u^; Si ^ est fini,
+ A A ~~—~ A —

pour tout fe(î ) on a;

'0 U^yî f . l ) = U^x .y î f ) .
ô "
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Démonstration.- On peut écrire:

u^x.y) . JE^Um . ^exp(-À^)(A^ - ̂ ) ).

211 211

et une égalité analogue pour u^. L'égalité u = » découle alors de ce que
y -v v \r A A

È^^} = E^A^}. . -

Supposons que u^ soit fini. Pour terminer, il suffit de montrer ( 1 1 ) pour tout

f€C(Ep. La fonction g définie par g (t) = f(X )exp(-Àhtl) lorsque te.
fh4-1 ^ / 9^ 0 '̂

[h^.Oi+l)^11!:, tend vers g(t) = f(X Je"^ lorsque n^œ, et est majorée par Hflle"^

Cette dernière fonction étant ps intégrable par rapport aux processus croissants

(^) et (A^), on a ps:

'n = ̂ ^-^^^ ~ -V ———- /e-^fCX^dA^

211 2n 211

zny = i-^-^^^^^l - ̂  ———— ^^(X,)^.

2" 2n 2"

Mais ^ (resp Z^) est majoré par .^ftt/e''ÀtdA^ (resp HO/e^dA^), qui est P3'»7-

intégrable. Comme E^C^} = EX{Z^} d'après (10), le résultat découle de l'appli-
cation du théorème de Lebesgue. •

Rappelons d'autre part la définition suivante [6]:

DEFINITION.- Une fonction f sur E est un À-potentiel (resp X-potentiel régulier)

pour (X»(^) si elle est finie, (X,(})-excessive, et si pour toute suite (T ) d'élé-
' ^ ' — — - - - - - - - - - - — - n ———•—

ménts de V croissant vers +°° (resp T), Q f décroit vers 0 (resp vers Q f).
n

La définition donnée dans C ô J est un peu différente. Cependant, si on se rap-

pelle que toute fonction (À,Q,)-excessive est presque-borélienne (car X est un pro-

cessus droit), et par suite est "fortement" excessive, on voit que les deux défi-
nitions coïncident.

On sait que le À-potentiel u d'une FA de (X,q), s'il est fini, est un À-poten-

tiel pour (X,Q), régulier si la FA est continue. Réciproquement on a montré

que tout À-potentiel (pesp À-potentiel régulier) pour (X,Ç) est le À-potentiel

d'une FA prévisible (resp continue) de (X,q), unique à une équivalence près.

Remarquons que la définition précédente est exactement la définition des À-poten-
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tiels et Xrpotentiels réguliers pour X, à ceci près que les suites (T ) sont choi-/v n
sies dans ̂ . 1 1 y a donc a-priori plus de ^-potentiels pour ( X , 6 ) que pour X.

IV- CONTINUITE DES PROJECTIONS D'UNE FONCTIONNELLE ADDITIVE

1- Classification des temps d'arrêt de ^.- Nous allons examiner en premier lieu
la continuité de la y-projection d'un processus croissant (^ ) adapté à (î )
On peut toujours mettre (g ) sous la forme Z = U + ^ 1 ^Zrp > ou ( u ) est ̂ a

(n) n̂  n
partie continue de (^ ) et (T ) la suite de ses temps de discontinuité. On sait
que les projections de (1g ) sont continues, et nous sommes amenés à étudier la
continuité des projections des processus croissants élémentaires JZ = 1 , où
Tcf. A cet effet» introduisons la classification suivante des temps d'arrêt de Ï:

DEFINITION.- TeT est y-totalement étranger à f(on écrit Têt7) si pour tous Sef,

xeE , on a j^'^S = T<»}= 0.
T6y est y-étranger à Ï s'il existe SeÏ7 e_C_ xeE tels que ^^{S = T<°°}>0.

Tcï est y-compris dans V (on écrit Téf^) s^_ T n'est pas y-étranger à ZT.

Notre objectif est de montrer que la y-projection de (^ ) est continue si et
seulement si tous les temps de discontinuité de ce processus sont dans € . Com-
mençons par quelques remarques faciles. Si TeV et si AéT , on note T le temps

A A ^ cd'arrêt défini par T = T sur A et T = +°° sur A .

PROPOSITION 6.- Sj_ Tfcjf7 (resp f7) et si Ae^ , alors T^7 (resp jf^) .

Démonstration.- Supposons d'abord que Té?^, et soit Sef. On a:

^x,y^A ^ g^ ^ ^^{T = S<°°, A} $ ^^{T = S<«>} = 0,

donc T fef7. Si maintenant T est y-étranger à Ï, il existe xeE et SeJ tels que

pX,y^A ^ s<°°}>0. Mais a-fortiori on'a ^^{T = S<oo}>0, et T est y-étranger à Ç.

On en déduit que si T^-S7 9 alors T e^7. •

PROPOSITION 7.- Soit Téf. Pour tout yeE il existe une partition f -mesurable de
{T<°°} en deux parties A e^_ A' (dépendant de y) telles que T G.Ç7 et que T e.^ .
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Pour tout xeE., cette partition est î^'^-essentiellement unique.

Démonstration.- Appelons CZ ) le processus croissant adapté à ("T ) , défini par

^ = îm...» et (Z ) son y-projection sur ^ . y étant fixé, on appelle (S ) 4 la

suite des temps de discontinuité de (Z'): chaque S est dans ?, et les graphes

des S sont disjoints. On va vérifier que les ensembles A = {T=0}U(U {T=ïs <00})

et A* = {T<°o} - A, qui appartiennent clairement à ? , sont les ensem^bles cherchés.

Soit Réf. On pose B = (IJ^5 ^R^})0 et S = R^F. Par définition de B, AZ7 = 0

et d'après (4) on a AZ =^0 ps, donc P^^S^T^} = 0. Mais par définition de
A' ^ A' yA ' , on a {R=T <m} = {S=T<00}, d'où il résulte que T 6.Ï . Supposons maintenant

que Ref7 vérifie ^xfy{R^^A<oo}>0, -Par définition de A, J^^IR^^O, ou
x v ^P {R=S <<»}>0 pour une valeur de n; ceci contredit le fait que R appartient à

f7. Par suite T^^.

Enfin supposons que (B,B') soit un couple vérifiant les mêmes propriétés que

(A,A'). Soit C = B'-A'DB' s A-AFiB. D'après la proposition 6, T° = (T3)^7, et

Ie = (T^)0^. Donc I^'.^T^œ} = ̂ ^{C} = 0 pour tout x. On montre de même que

B-ApB est ^^-négligeable pour tout x, d'où l'unicité. •

On a montré en passant le corollaire suivant:

COROLLAIRE.- Pour que TfeJT7, il faut et il suffit'qu'il existe une suite (S ) d'é-

léments de f<fe graphes disjoints, telle que pour tout x on ait:

^^{^oo} = Z ^^{T = S < °°}.
(n)

Soit (^ ) un processus croissant adapté à (F ); soient QJ ) sa partie continue

et (T ) la suite de ses temps de discontinuité, y étant fixé, on appelle T * et T"n , n n
les parties y-comprise dans Ï et y-totalement étrangère à. f de T , et on pose:

X t ,y° /'T'^ST-(n) n n

i? = s i ^
t ïy (n) V1' 'n

On a évidemment Z == U + V + W .. ^t "t "t,y ^t,y

PROPOSITION 8.- Avec les notations précédentes, les y-projections de (U ) e^_ (W . )

sont continues; la y-projection de (y ) est purement discontinue.
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' Démonstration,- On a déjà vu l'assertion concernant (U ). Notons (V^ ) et (W7 )/%'- ^ » y t ,y
les y-projections de (V ) e t ( W ). Soit Set. Comme chaque T" appartient à

^, pour tout x on a ^ '^{AWg >0/S<°°} = z ^^{S = T"<°°} = 0. D'après (4) il
x y * v ^vient P {AW- >0, S<oo} = 0, et (W ) n'admet pas de temps de discontinuité. D'au-°»y t,y

tre part chaque T' appartient à f , donc d'après le corollaire précédent il

existe une suite (S ) d'éléments de î, de graphes disjoints, telle que pour tous

xéE , n^l» on ait:

^^{T^o} = Z ^^{T^ = S <~}. '

Par suite si V = A^Z , on a

^-àV'-
•y

Si V est la y-projection de y , il vient alors:

•L-^'v^. '-
pour tout x, ce .qui montre que (V ) est purement discontinu. •t »y

COROLLAIRE.- Soit (Z ) un processus croissant adapté à (^ ) .
————_ <w^ ————•——————————————————————————————————————— '"t tïO

(i)- Pour que sa y-projection soit continue, il faut et il suffit que ses temps de

discontinuité soient y-totalement étrangers à .̂

(ii)- Pour que sa y-projection soit purement discontinue, il faut et il suffit qu'

il soit purement discontinu et que ses temps de discontinuité soient y-compris

dans Y.

On peut appliquer ce résultat lorsque (^ ) est une FA de X. Il faut prendre gar-
de toutefois que si (U ) est une FA, il n'en est pas de même des processus (y )
et (W ) , qui de plus dépendent de y. En vue d'une étude plus fine de la projec-
tion des FA de X, il faut distinguer les FA quasi-continues à gauche des FA prévi-
sibles. Auparavant nous allons compléter les résultats de cette section, et les
étendre aux ensembles bien-mesurables à coupes dénombrables.

2-Application aux ensembles bien-mesurables.- Si T est un temps d'arrêt, on note

CT] son graphe, et 71 désigne la projection de ['O^Ccû sur H.

PROPOSITION 9 . - Soient vcE^ t̂. ̂  un ensemble (r^)-bien-mesurable, à coupes dénom-
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brables, il existe un ensemble aléatoire r7, (^)-bien-mesurable et à coupes dé-

nombrables, unique à une evanescence près, tel que pour tous Sef, xeE , on ait

l'équivalence: ^^{^([S]^)} = 0 <É=» P^TTdTSjnr7)} = 0. 1

On dit que Y7 est la_ y-projection de F sur T (nous employons la même terminolo-

gie que pour les processus, car il-n'y a pas de confusion possible).

Démonstration.- On sait [4] que J est somme disjointe des graphes d'une suite (T )

d'éléments de ^. Soit le processus croissant borné J = E -[— 1 , et (Z7) son

y-projection. On pose r7 = {(t,(,); Z^(œ) ^ Z^(o))}. (n) 2n Tn$t si Se^ on a

les équivalences suivantes: P^^ir^SjOp} = 0 4"» ^^{AZ >0} = 0 -. ^

P^AZ^O} = 0 (d'après (4))^——^ P^TT^S:] Hr7) } = 0. Enfin ^unicité est évidente..

Remarques.- 1 ) Si J = E [TJ. on appelle T^ et T" les parties y-comprise dans <T
(n) n

et y-totalement étrangère à Ï de T . Soient F- = Z [T'] et r7 = Z CT"I: on a
y y n ~'c , v n ^e , ~ n

^ = J- + j;', et on vérifie que: w (n)

(i)- Si SfeT, xeE , on a ^^{•ndS'f}^)} = 0.

(i^)- F est le plus petit ensemble CF )-bien-mesurable et à coupes dénombrables
yqui contienne J^. Cette décomposition de j; est essentiellement unique, et bien-

entendu si j ;= [T] on retrouve la décomposition J7 = CT^ et T7 = CT^ de la
proposition 8.

2) II y a une autre interprétation de f7: considérons le processus

^Z = Ij, (ce n'est pas un processus croissant), et (Z7) son y-projection. On véri-

fie aisément à l'aide de (3) que F7 = {(t,û)); Z^(o))>0} (à une evanescence près).

3-Fonctionnelles additives quasi-continues à gauche.- On appelle ainsi les FA A
telles que pour toute suite (T ) de V croissant vers T, ̂  croit ps vers A . Pour
cela, il faut et il suffit que les temps de saut de ^ soient totalement inaccessi-
bles.

Comme X est un processus droit, on sait [ 1 , 9 ] qu'il existe un ensemble aléatoire
X» (r^ -bien-mesurable, à coupes dénombrables, unique à une evanescence près,
jouissant de la propriété suivante: pour que Tê  soit j^^-totalement inaccessible,
il faut et il suffit que [T] <=V à un ensemble j^-évanescent près; de plus si
( t , œ ) é V , X^_(œ) existe, et ̂ _(œ) ^ X ^ ( œ ) . X étant un processus droit, il existe
de même un ensemble aléatoire V jouissant des mêmes propriétés que V , relativement
a la famille ( ? ) et au processus X.
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LEMME 4.- Pour tout y&E , JLja^ y-projection V7 de_ V est contenue dans V.

Démonstration.- Supposons que Se? vérifie P {'n"(^s3n Vj } = 0. S est accessible
pour la famille (T ) , donc a-fortiori pour la famille (?' ) , et on a

^^MLSiny)} = 0. Par suite P^Tr^D V7)} = 0 d'après la proposition 9, et on
•y

en déduit que V c, V (théorème de section des ensembles bien-mesurables). •

^
Remarques.- 1) Si ^X est un processus de Hunt, on sait que { ( t , o ) ) ; X _(œ) ^ X (œ) }
est une version de ^V; de plus la première composante X est également de Hunt, donc
on a aussi V = { ( t , ( j û ) ; X _(cj) ^ X (œ) } . Mais alors si SeT vérifie ['Sif^V = ^, on a
X = X , donc X = X et [Sjf^V = ^. On en déduit que sj_ ^ est un processus de
Hunt, on a V = V pour tout y, et d'autre part Vc-V.

2) Plus généralement on a le même résultat si la famille (f ) est<s/1 t^o
quasi-continue à gauche (en effet si Téf est (T )-accessible, donc (T )-prévisible,
la projection (Z ' ) de Z - 1 est (T.)-prévisible d'après la proposition 3, et on
a Z7 = 1 ; donc T est (Ç' )-prévisible).

THEOREME 3.- Soit A une FA de X quasi-continue à gauche. Il existe une décomposi-.
tion unique (à une équivalence près) ^A. = JB + ̂  , telle que :

( i ) - B est une FA dont toutes les projections sont continues.

(ii)- C est une FA dont toutes les projections sont purement discontinues.

Démonstration.- Soient (U ) la partie continue de A ,

jg^(œ) = E l ^ ( s , œ ) A A g ( o ) )
s$t

D (œ) = Z 1 ( s , œ ) A A (a))s<t xnv'
et B = Ĵ + g. Comme V et ̂  sont des ensembles aléatoires "homogènes", ^C, D̂ et g
sont des FA de X. Comme A est quasi continue à gauche, ses temps de saut ont leurs
graphes contenus dans V , donc A est équivalente à B + C ; quitte à changer U (par
exemple) sur un ensemble de mesure nulle, ce qui ne change pas ses projections» on
peut supposer qu'on a identiquement Â = j8 + j^.

Il existe une suite S eîT de graphes disjoints, telle que V = E [S ] . Si AA7n , s n S
est la y-projection de AA , on a: ' n

n
c? " z 'T ̂1 •(n) n n

qui est purement discontinue. Par ailleurs on sait (proposition 3) que (U^) est



136 J. JACOD

continue. Enfin d'après le lemme 4, on a AD - 0 pour tout Se?, donc AD7 = 0 et
(D^) est ps continu. On peut alors modifier les processus (D7) defaçon à les
rendre continus, de la même manière qu'à la proposition 3 . «

4-Fonctionnelles additives prévisibles.- Pour étudier la continuité des projec-
tions d'une FA naturelle, nous utilisons une méthode de théorie du potentiel. Les
résultats obtenus sont moins forts que ceux qui précèdent, et ils supposent de
plus l'hypothèse (L) ( c f . C ? ] ) .

Rappelons d'abord que si f et g sont deux fonctions (À,(^-excessives, on dit
que f majore g au sens de l'ordre fort si f-g est (À,(^-excessive. Si A et B sont<\/ ^
deux FA prévisibles dé À-potentiels respectifs f et g , A majore B ( i . e . ; A ^B
pour tout t , ce qui équivaut au fait que ^A-B est une FA) si et seulement si f ma-
jore fortement g .

THEOREME 4.- Supposons que ̂  vérifie l'hypothèse ( L ) , et soit f un_ À-potentiel de
X. Il existe une décomposition unique f = f + f + f telle que:

( i ) - f , est un À-potentiel régulier pour X.

(ii)- f^ est un À-potentiel régulier pour ( X , Q ) , qui n'est minoré (au sens fort)
par aucun À-potentiel régulier pour X . ,

(iii)- f^ est un À-potentiel pour X , qui n'est minoré (au sens fort) par aucun
À-potentiel régulier pour ( X , ( t ) .

Démonstration.- Considérons l'ensemble^ des À-potentiels réguliers pour ( X , ^ ) ,
qui sont fortement majorés par f . D'après l'hypothèse ( L ) , ̂  admet une borne supé-
rieure u pour l'ordre fort ( [ 7 J , p . 1 6 9 ) , et nous allons montrer que ué^. D'abord
u est fortement majoré par f , donc c'est le À-potentiel d'une FA prévisible A .
Soit T un temps de discontinuité de (A^) , et r = { ( t + T o 6 ( œ ) , œ ) ; t ^ O } : comme T>0,
F est à coupes dénombrables, et il existe une suite T ef, de graphes disjoints,
telle que F = Z ̂ T^* comme r est un ensemble aléatoire homogène,

(n)
5t = z 'T ̂(n) n n

est une FA (prévisible), ainsi que g = A - B . On a:

B^ = \ 'T ̂ '^T 1^-(n) n^ n
qui est purement discontinue. Soit v le À-potentiel de 5. Si gérf-, c'est le À-poten-
tiel -d'une FA prévisible D , majorée par ^A, et dont les projections sont continues:
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on en déduit que les projections de D sont majorées par celles de C , donc g est
fortement majorée par v (car f-v est le À-potentiel de la FA de ( X , q ) définie par
v vC - D ) . Comme u-est la borne supérieure de î/r, u = v et B = 0. Cela implique que
T = +00 ps, donc les projections (A7) de Â sont continues, et ue^r.

La fonction f- = f - u satisfait la condition (iii) de Dénoncé, et la décompo-
sition f = f- + u , où f satisfait (iii) et ue^ est clairement unique. Enfin on
décompose u de manière classique [ 2 ] en u = f + f , où f est régulier pour X,
et où f- n'est minoré par aucun À-potentiel régulier pour X. •

Le résultat suivant, immédiat, résoud le problème de la continuité des projec-
tions d'une FA prévisible de X; comme toute FA est la somme d'une FA prévisible
et d'une FA quasi-continue à gauche, on achève ainsi la résolution du problème
posé, du moins lorsque la FA est de À-potentiel fini.

COROLLAIRE.- Supposons que X vérifie l'hypothèse ( L ) , et soit ^ une FA prévisible
de X, de À-potentiel fini. Il existe une décomposition, unique à une équivalence
près, A = A + A + A , telle que:
* ' t^/ /^ />J /V • — — . 1.

( i ) - A est une FA continue.
(ii)- A est une FA purement discontinue, prévisible, dont les projections sont
continues.
(iii)- A est une FA purement discontinue, prévisible, qui n'est minorée par aucune
FA prévisible dont les projections soient continues.

Remarque.- Dans cette décomposition, les projections de Â ne sont pas forcément
purement discontinues. On peut seulement dire qu'il existe ( x , y ) e E tel que
x 3 vP {A 9 - n'est pas continu}>0.

V- SYSTEME DE LEVY D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT

1-Forme du système de Lévy.- Nous supposerons dans tout ce paragraphe que X est
un PSD de Hunt. On sait (BENVENISTE, JACOD [ 1 ] ) qu'il admet un système de Lévy
( N , A ) : on appelle ainsi la donnée d'un noyau positif N sur ( E , , , ^ ) (on pourrait
rafiner sur les questions de mesurabilité, mais nous ne le ferons pas ici) tel
que N ( x , y ; { x , y } ) = 0, et d'une FA comtinue A , le couple ( N , A ) vérifiant pour toute
fc(? e>t ) nulle sur la diagonale:
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( 1 2 ) jf'^ t f(X^_,Y^_;X^)} 'E^/dA^NCX^Y^dx'.dy^fCX^îx'.y')}.
s$ t o

THEOREME 5.- Soit X un PSD de Hunt. Il existe un système de Lëvy (N,A) pour X

(resp (N,A) pour X) , une fonction fe(^) , un noyau positif N d^ (E ,î^) dans

(E^,î? et un noyau positif K de (E xE , &»T ) dans (E ,î ) , tels que:

(13) A, = / t f ( X ,Y )dA pst "o s s ^s lo s s ^s
(14) N(x ,y ;dx ' , dy ' ) = N ^ ( x , y ; d y ' ) e ^ ( d x ' ) + f ( x , y ) N ( x , d x ' ) K ( x , y , x ' ; d y ' )

( 1 5 ) K(x.y.x';^) - 1^.

( 1 6 ) N^(x ,y ; {y} ) = 0.

Nous verrons dans la section 3 ci-dessous une interprétation des noyaux N et K.

Démonstration.- Si ^X est de Hunt, il est très facile de vérifier qu' i l en est de

même de X. On sait que X et X admettent des systèmes de Lévy, notés respectivement

(N ,^) et (N,A) . Rappelons une méthode de construction de A: on choisit une FA F,

purement discontinue, de À-potentiel fini, telle que AF (œ)>0 si et seulement si

X _(oi) ^ X (œ) ;on prend alors pour A la projection duale prévisible de F. De -même

on choisit une FA F de X, purement discontinue, telle que AF >0 si et seulement si

X _ ^ X ; A est la projection duale prévisible (relativement à l 'une des familles

0 - ) .> ou (£^),.> » ce qui revient au même) de F. Comme F est absolument continue

par rapport à ^F, A est absolument continue par rapport à A; les FA A et A étant

continues, on en déduit [ 1 ] l'existence de fc^^) , vérifiant (13) .

Posons P(x,y;dx ') = g (x ,y ;dx ' ,E^) . Soit (g ) une suite de fonctions positives

de C(E ) , engendrant un sous-espace vectoriel dense dans cet espace; soient D ( p , q )

= { x ; Ng (x)<q}, etW l'ensemble des fonctions suivantes sur E xE : h (x ,x ' ) =
1 P 1 1 P » q

~}T)( \Wë' ( x î ) ! ^ » • h étant fixée dans à*C, on considère les FA suivantes:
t

. G^ = / d^/P(X^;dx')h(X^,x')
o

t
H = / dA JN(X , d x ' ) f ( X ,Y )h(X ,x ' ) ,

o

de À-potentiels respectifs u et u . Par définition de j^°, N et f , on a:
-V ^

u^x^) = gKfy{ 7: e'^MX ,X )} = E^/e^dA /N(X ,dx ' )h(X ,x ' )}}
(s) s s t s s

^^{/e'^dA^.Y^/Î^X dx ' )h (X x ' )} = u^x.y).À .
^s'^s^s^-^s'"" /"^s'- ^ - V

Les deux FA continues g et H ont même À-potentipi, et comme heM» on a G <A , donc ce
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À-potentiel est fini; Jg et H sont donc équivalentes. Par suite si H. = { ( x , y ) ;

^ (x .y îdx^hÇx .x ' ) ^ f ( x , y ) / N ( x , d x ' ) h ( x , x ' ) } , H est de ^-potentiel nul. Il en
est évidemment de même de H = I ) H .

hea-f "

Comme U^P»^) = E , et comme la suite (g ) engendre C(E ) , les mesures P(x,y; .)
(a ) r

e^ f ( x , y ) N ( x , . ) coïncident si (x,y)^H. On pose:

N C x ^ î d x ^ d y ' ) = ^ (x^fCx^NCx^x^e (dy') + 1 (x ,y)N°(x,y;dx ' ,dy' ) .
• H° '"

Comme N et ^N ne diffèrent que sur un ensemble de ^-potentiel nul, (N,A) est encore
un système de Lévy de X. ï étant séparable, il existe un noyau markovien L de
(E^Ej ,^^) dans (E^ , î^ ) ; tel que

;N(x,y;dx' ,dy ') l^ . = JN(x,y;dx ' ,E^)L(x ,y ,x ' ;dy') 1 .̂ .

-On termine alors la démonstration en posant:

N^x.y^y') = N(x ,y ;{x} ,dy ' ) ,

K(x ,y ,x 1 ; . ) = LCx.y^*;.)!^^.. •

Remarques. 1 ) Si (? est un semi-groupe borélien (resp sur (E ,f*®î. ) ) , on peut choi-
sir pour N̂ un noyau borélien (resp de (E , ^ ® ? ) dans (E /î: ) ) [l ] .

2) Si ̂  est simplement un processus droit, il possède également un sys-
tème de Lévy ( N , A ) , qui vérifie:

Ê t ï ly(s)f(X^,Y^_;X^)} = , E X • y { / d^/N(X^;dx',dy')f(X^;x',y')}
s$t -s/ o

au lieu de ( 1 2 ) . Lorsque la famille (f ) est quasi-continue à gauche, le théo-
rème reste valable. En effet la démonstration précédente repose sur le fait que F
est absolument continue par rapport à J, ce qui équivaut à " V c V " ; or cette inclu-
sion est vérifiée sous l'hypothèse de quasi-continuité à gauche de (y ) (remar-<w t t^o
que 2 suivant le leimne 4) .

Avant dtétudier la signification des noyaux N. et K, appliquons ce qui précède
à l'étude des projections d'une FA quasi-continue à gauche. Rappelons d'abord que
comme X̂ est de Hunt, le NM q est continu à droite et limité à gauche. D'autre part
toute FA quasi-continue à gauche est équivalente à une FA de la forme ci-dessous.

PROPOSITION 10.- Soient X un PSD de Hunt, g une fonction positive universellement
mesurable sur E xE , nulle sur la diagonale, et B la FA définie par
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(17) B = £ g(X ,Y ;X ,Y ) .
L s<t s' s" s s

son y-projection sur T est donnée par:
t '

(18) B^ -^{f dA^N^X^îdy^gCX^îX^y^lr} +
o

+ E ^ ( y ^ y ^ K C X .y ' .X îdy")g(X , y ' ' , X ,y") .
s^t s , s- s s- s

Démonstration»- II suffi t de montrer la proposition pour les fonctions g telles
que B soit de À-potentiel fini, ce que nous supposerons. Considérons les FA

S t - ^s'^Wx =X
sït s- s

C[ = / d^/M^(X^.Y^dy')g(X^,Y^X^y')

fit ^^s-'V'W'X^'
•y

et appelons (D ) le dernier terme du second membre de (18). Il suffi t de prouver

d'une part que j^ et j^' ont mêmes projections, d*autre part que (D ) est la y-pro-
jection de D.

D^prês (12) et (14) , les deux FA g et jg* ont même X-potentiel, qui est aussi le

X-potentiel de leurs projections C = (C^) et C1 •" (C*^). C1 est continue, donc C't t ^
aussi. Les temps de discontinuité de C ont leurs graphes contenus dans vp)V » donc

ils sont y-totalement étrangers à Ï (lemme 4) pour tout y, et on en déduit que C
est continu (corollaire de la proposition 8). C et C* sont deux FA de (X,q) ayant
même À-potentiel fini, donc elles sont équivalentes.

y

II est très facile de vérifier que D* SB (D* ) est une FA de (X,q) (pour la mesu-

rabilité, utiliser une extension évidente du lemme 2 et le lemme 3)• Cherchons son
X-potentiel U^, . Comme q _(y,A) » ^^{Y .eA]?}, il vient:

U ^ M x . y ) » E^ Z e'^/q . (y^WX^.y* .X ;dy")h(X )g(X _.y' ;X ,y") }u / \ s • s s s s ~ s

» E^^ Z e " x s / K ( X _ , Y _ , X ; d y t ) h ( X )g(X _,Y ;X .y*)}
f N S - S S S S S S

- ^x > y{/e"x sd^/N(X^Y^dx î ,dy•)h(x î)K(X^Y^.x t ;dy")g(X^Y^x î ,y")}

" E X > y { / e " ' x s f ( X . Y ) d A / N ( X , d x t ) h ( x t ) K ( X ,Y .x^dy^X ,Y .x^dy")
— S S i i S S S S S

g(X^Y^;x t .y")}

» ^^{^"^(X ,Y )<1A /N(X .dx•)h(x î )K(X ,Y ,x t ; dy • )g (X ,Y .x^y')}.
'>' o o a o a a a a
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D'autre part le X-potentiel U de J ) est:

U^x.y îh . l ) = E^ S e'^hCX )g(X ,Y ;X ,Y )1 , }
B ~ (s) s s- s- s s Xg_fX^

= jE x ï y {/e ' ' x s dA^/N(X^Y^dx t .dy î )h(x t )g(Xg,Y^x t ,y t ) l^ ^,)
\ s

= U^h(x.y).

Comme d'après (11 ) le ^-potentiel U de la projection D de J) égale U ,, les FA D
et D' de (X,q) sont équivalentes [6], et on en déduit le résultat.!

Remarque.- Toutes les y-projections de j^ (resp D) sont continues (resp purement
discontinues): on retrouve les résultats du théorème 4.

2~Discontinuités f-ixes de la seconde composante.- Pour donner une interprétation
des noyaux N, et K, nous devons introduire la notion de "discontinuités fixes de
(Y ) conditionnellement par rapport à ?"'. Précisons ce que ce que nous entendons

par là:

DEFINITION.- On appelle ensemble des y-discontinuités fixes de (Y ) (sous-entendu:
. V —

conditionnellement par rapport à 'F) la y-projection D- de l'ensemble aléatoire

D = { ( t . œ ) ; Y^_(œ) ^ Y^(o))} .

La terminologie se- justifie ainsi: le processus conditionnel (Y ) étant markovien

non homogène, admet éventuellement des temps de discontinuité fixes; en gros, t
x v i vest un tel temps pour la probabilité conditionnelle ^ ( . K ) ( œ ) si (t,o))eD . Pour

rendre les choses plus précises, nous allons supposer qu' i l existe un système de
probabilités conditionnelles régulières (P ; y^E^, (A)€^) par rapport à T, ce qui

(ji) 2
signifie que

^{A^K.) » P^A} ^-ps.

pour tout Aef . On a alors: .1 ^t

PROPOSITION 11.- Sous les hypothèses précédentes, pour tout (x,y)éE , D7 est P^
indistinguable de Fy = { ( t , œ ) ; P^Y ^ Y }>0}.

Démonstration.- Montrons d'abord que F^ est (T )-bien-mesurable. Soit H une suite

dense de C ( E - ) . Si f,geH, on pose pour y fixé:

Z^)=E^f(Y^)g(Y^)}.



142 J. JACOD.

Z^(o)) = E^{f(Y^)g(Y^)}.

Z^(U)) = E^{f (Y^g(Y^)} .

(Z11) et (Z') sont continus à droite et adaptés à (^), donc (^-bien-mesurables;

comme Z^W converge vers Z^(œ), il en est de même de (Z^) . ainsi que de l'ensem-

ble F7 t s { ( t ,œ); Z (a)) ^ Z ' ( œ ) } . Il est clair que F7 CF^ et réciproquement
f»g t » v ^ - të

supposons que (t,o))< U F^ g5 on a alors.œ^ U ^f g»
f.g^H r ï g

E^hCY .Y )} = E^hCY ,Y )}
(l) t~ t 0) t t

pour toute fonction h sur E^xE^ de la forme My.y') = f(y)g(y'). où f,geH, donc

pour tout f€b(^<y; en prenant h(y,y') = ly^y. on voit que (t^F7, et finale-

ment F7 = ( 1 Fy » donc Fy est CF.)-bien-mesurable.
f ïgéH x Y

Soit maintenant S^€. tel que P^îrC 1:8:10^)} = 0. P^ps en œ, on a P ^3(0))-^8(0))}

= 0, donc ^{YgjéYg} = 0 et ^^{irC [Sjn^) ) =s 0. Inversement si Sef vérifie

P^^TrCrsin1^ =: 0» le meme raisonnement en sens inverse conduit à P {îr([S](|F )}

= 0. D'après la proposition 9, F7 et D7 sont donc indistinguables. •

Revenons maintenant au cas général. Soit 6(x.y,x') = K(x,y,x';E^-{y)). On peut
•y

donner la caractérisation suivante de D :

PROPOSITION 12.- Soit X un PSD de Hunt. Pour tout (x,y)eE^. D7 ̂  P^indistin^ua-

blé de Gy = { ( t . o ) ) ; /q^_^(y,dy ' )e(X^(œ).y ' ,X^œ))>0}.

Démonstration.- Soit (g^) une suite de fonctions de Œ^^\ croissant vers

g(x,y;x',y') = l^.ly^y. et telle-que la FA B11 définie par ( 1 7 ) à partir de g^

soit de X-potentiel fini; la projection de B est:

B^Y = S /qg_(y.dy ')K(X^.y ' ,X^dy")g^(X^,y ' ;X^y") .

Elle est de X-potentiel fini, donc pour tout t, B^7 est ps fini, et G^ = ( ( t ,œ);

ABn>y(a))>0} croit vers G7 (à un ensemble évanescent près) Comme G^ est (T^)-bien-
t y

mesurable, il en est de même de G .
r-

Soit maintenant une fonction ge^^)"", nulle sur la diagonale, telle que la FA

B définie par ( 1 7 ) soit de À-potentiel fini. Si T^, on a AB^ = ^^{AB^IH. donc:

( 1 9 ) ^^(X^.Y^îX^Y^Ir} = /q^dy'WX^.y'.X^dy'^X^.y'îX^y").

Cette égalité est vraie (par un argument de classe monotone) pour toute fonction
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ge(tJSÏ. ) nulle sur la diagonale, et en particulier pour g C X t y î x ^ y * ) = 1 , , .

Il vient alors:

^{Y^, ^ Y^[T} = /q^(y,dy')e(X^,y'.X^).

Donc P^TrC^nG7)} = 0 si et seulement si JP^^Y ^Y |7} = 0 j^-ps, donc si et

seulement si ^^{Y^Y^,} = 0, soit S^^^^W^S^} ss °- on termine en utilisant
la proposition 9. •

Etant donné ( 1 5 ) , le résultat précédent implique en particulier que D7 est con-

tenu dans V = {(t»a)); X _(œ) ^ X (œ) } . Cela peut se voir directement en utilisant

la remarque 1 qui suit le lemme 4: on a V^ = V et ^ = V(JD, donc D^ V.

Soit enfin D7 = { ( t ,œ); q. (y».) ^ q (y».)) . D^ est (^ )-bien-mesurable, et
y y 1 x 9UÏ 9W t

D'^D à un ensemble P -évanescent près pour tout x (en effet, si Te? vérifie

PX{^T([T3nDy)} = 0, on a^'^Y^Y^Ir} = 0 P^ps, donc q^_(y, . ) = q^(y, . ) P^ps).

3-Interprétation des noyaux N et K.-

PROPOSITION 13. - Soient ^ un PSD de Hunt, Tef e^ heb(? ®Ç-) .

(i)- Sj_ [Tjc.Dy. ^xïy{h(Y^.Y^)|r} = jq^y.dy'WX^y'^îdy^My^y").

(ii)- S^ FTjnDy =0, ^^{MY^.Y^m = ^(y^dy^hÇy'.y').

Démonstration.- Si [TjczD7, on a X ^ X ps d'après la fin de la section 2. (i)

découle alors de ( 1 9 ) , appliquée à la fonction g(x,y ;x î ,y î ) = 1 ^ tMyyY ' ) . Si

[T]f)D^ = 0, on sait que Y = Y P^^-ps (par définition de D7) , et (ii) n'est

autre que la formule (6). g

Appliquons la proposition 1 0 à une fonction geb(? ®? ) , nulle sur la diagonale:

t
(20) ^'^ Z g(Y^.Yg)|r} -^{f d^JN^(X^;dy t)g(Y^y t) |^} +

s$t o
+ ^ /q^y.dy'mx ^'^^'^(y^y").

s<t s

La proposition 1 3 et la formule (20) ont une signification intuitive claire, en

fonction de la propriété de Markov non homogène de (Y ), condittonnellement par

rapport à T. En effet un processus de Markov non homogène admet éventuellement des

discontinuités fixes (nous l'avons déjà vu) et, sous certaines hypothèses, un sys-

tème de Lévy représentant les discontinuités "mobiles"; de plus le noyau de Lévy
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dépend (en général) du temps. On peut dire que:

- D'une part K ( î L , _ , y , X ; . ) est la loi de Y lorsque Y = y» au temps de disconti-
nuité fixe T d̂  (Y ) .

- D'autre part N. (X , . ; . ) est un noyau de Lévy, dépendant du temps t , pour le pro-
cessus (Y ) .-——— ^
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