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FONCTIONNELLES ADDITIVES ET SYSTEMES DE LEVY DES PRODUITS

SEMI-DIRECTS DE PROCESSUS DE MARKOV

par Jean JACOD

(Ecole des Mines, Fontainebleau)

RESUME.- Soit X = (2,(X ,Y )”gx’y) un processus de Markov 3 valeurs dans le pro-
duit E xE_ de deux espacCes localement compacts de type dénombrable. Soit (Q ')
son semi-groupe. Si Q (x,y;AxE ) est indépendant de y, on dit que X est un pro-
duit semi-direct de processus “de Markov.

o s c1se s pXsY o . P
On remarque que les restrictions des probabilités P Y 3 1a tribu ¥ engendrée

par les (Xg, t>0) ont une valeur commune PX jindépendante de y, et que le proces-—
sus X = (Q,X_,P¥) est lui-méme markovien. On &tudie alors les propriétés du pro-
cessus (Yy), conditionnellement par rapport i la tribu ¥, en montrant en parti-
culier que c'est un processus de Markov non homogéne. Puis on &tudie les projec-—

tions sur ¥ des fonctionnelles additives de X, et enfin les systémes de Lévy.
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INTRODUCTION -

Cet article est la suite de [6], ol nous avons défini les '"noyaux multiplicatifs"
d'un processus de Markov. Si X = (Q,et,Xt,Px) est un processus de Markov d valeurs
dans un espace localement compact de type dénombrable (E],tl) et si (EZ,EZ) est un
espace du méme type, on appelle ainsi une famille q = (qt’w(y,.), t20, weQ, yeEz)

de mesures sur E2 telle que pour tous s,t30, yeEz, on ait: qt+s,w(y") =

1 L
fa, ,05dy )qs’et(w)ﬂy ,») Ps en w.

Soit X = (Q’St’(xt’Yt)nfx’y) un processus de Markov 3 valeurs dans le produit
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EXXEZ’ de semi-groupe (Qt)° X est un produit semi-direct de processus de Markov

~

(en abrégé: PSD) si Qt(x,y;Asz) est indépendant dé y. ¥ étant la tribu engendrée
par les (Xt, t>0), on vérifie aisément que cette condition équivaut au fait que

X,y

les restrictions des P 3 f ne dépendent pas de y, et on note alors p* leur va-

X PN .
leur commune. Le processus X = (Q,et,Xt,P ) est lui-méme markovien.

Il est intuitif que la seconde composante (Yt) est, conditionnellement au fait
que la trajectoire de (Xt) est connue, un processus de Markov non homogéne, du
moins en un sens faible que nous préciserons. L'objet essentiel de ce travail est

1'étude de ce processus conditionnel (sous-entendu: par rapport i ).

Dans la partie II nous montrons l'existence d'un noyau multiplicatif q de X, tel
que qt(y,A) = Ex’y{YtEA[F}. Ceci implique que le processus conditionnel (Yt) ad-

met (qt,e )
S

pour noyaux de transition.
s,t20

Les parties III et IV concernent les fonctionnelles additives (FA) de X. Si (ét)
est une FA de X, on montre 1'existence d'une famille (AZ; yeEz) de processus crois-—
VAR 4 Y ¥ _ X,y y
sants, telle que At+s At + fqt(y,dy )AS oet ps, et At E (étlft}. (At)t>o
s'appelle la y-projection de (At) sur ¥. On étudie ensuite la continuité des y-

projections des FA.de X.

Enfin la dernidre partie est consacrée i 1'étude du systéme de Lévy de X, lors-
que ce processus est de Hunt. On montre en particulier que le noyau de Lévy N se

met sous la forme:
E(ng;dx' »dy') = N] (X,y;dY')ex(dX') + f(x,Y)N(X,dX')K(X,y,X';dY'),

ol' N est le noyau de Lévy de X, K une probabilité de transition de EIXE ><El dans

E., N, une mesure de transition de E]XE2 dans E2 telle que Nl(x,y;(y}) = 0, et

2’ 7

ex(.) la mesure de Dirac en x. Cette formule a une interprétation simple, en fonc-
tion de la propriété de Markov non homogéne du processus conditionnel (Yt):
Nl(Xt(m),.;.) est le noyau de Lévy (dépendant du temps t) de ce processus;

K(XT_,y,XT;.) est la loi de YT lorsque YT

nuité fixe" de ce processus (et un temps d'arrét pour X).

_ =1y, quand T est un "temps de disconti-

Ce résultat s'applique en particulier aux processus a accroissements semi-marko-
. o . n
viens [5], c'est-d-dire aux PSD sur E]xR tels que Qt(x,O;.,.) = Qt(x,y;.,y+.).

Ils permettent de montrer trés simplement les résultats obtenus par GINLAR [3].

NOTATIONS.- D'une maniére générale, on utilise les notations de BLUMENTHAL et GE-
TOOR [2]. E] et E2 sont deux espaces localement compacts de type dénombrable, et
E3 = EIXEZ. Pour i = 1,2,3, on adjoint 3 Ei un point 3 1'infini Ai (un point iso-

\



Fonctionnelles additives 121

1é si Ei est compact). Ei désigne la tribu des boréliens de Ei; C(Ei) désigne

1'espace des fonctions continues sur Ei’ limitées a 1'infini.

(A,#) étant un espace mesurable quelconque, on note bRt (resp ﬂf) 1'ensemble des
fonctions réelles mesurables sur (A,#), bornées (resp positives). Si aeA, €, est
la probabilité sur A concentrée en a; si BcA, ]B est la fonction indicatrice de
B. ﬂﬁ'désigne la complétée universelle de #, et R la tribu des boréliensvde [0,=[.
Pour tout ce qui concerne la "théorie générale des prdcessus' (tribus et projec-
tions bien-mesurables et prévisibles, etc...), nous renvoyons i [6]et & DELLACHE-

RIE {4].

I- DEFINITION DES PRODUITS SEMI-DIRECTS

1- Définitions.—- Soit X = (Q,et,Xt,EX’y) un processus de Markov d valeurs dans
(E3,£§), de temps de mort z. Si t<z(w), zt(w) est constitué des deux composantes
Y E
Xt(w)EE] et t(w)e 2 o w .
A,. Soient les tribus §° = o(X ; sst), F° =F°, £ = 5(X ; sst) et F° =5°.
2 t s o’ At ~g ~ ~ ®

; si tz(w), on a gt(w) = A_, et on pose Xt(w) = A et Yt(w) =

DEFINITION.- X est un produit semi-direct de processus de Markov (en abrégé: PSD)

. o s X,¥ s o g
si les restrictions des P 24 E_FD sont indépendantes de y.

b S PP
On note P” la valeur commune de ces restrictions. Il est immédiat que X =

(Q,et,xt,PX) est un processus de Markov 3 valeurs dans (E],ET), de temps de mort

r, appelé la premiére composante de X. Les semi-groupes 9 = (Pt)t>o de X et @ =

Q) de X vérifient la relation:
t’t2o0 ~

@) Qt(x,y;Asz) = Pt(x,A).
PROPOSITION 1.- Le processus de Markov % est un PSD si et seulement si pour tous
t>0, xeE les mesures Qt(x,y;.,Ez) ne dépendent pas de y.

l’
Démonstration.— La nécessité de la condition découle de (1). Réciproquement suppo-
sons la condition de 1'énoncé vérifiée. La formule (1) définit sans ambiguité une
transition P_ sur E,. Si t <...<t , f.eb¥ , on a:
t 1 1 n i 1

n

mf,(x.
dxn’dyn),_ 1(x1)

n
EC7CT £ (x D)= th](x,y;dxl,dyl)---Q I

. . (Xn—l’y
i=1 i

t -t n-1’
n n-l
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-t

n
= [P, (edx ). B (x _y»dx ) T £, (x)),
1 n n-l i=1

ce qui prouve bien que les restrictions des Bx,y 3 7% ne dépendent pas de y. m
Comme d'habitude, ¥ (resp f) est la complétée de ° {resp To) par rapport a la
famille (P ; u probabilité sur El)(resp (PB, n probabilité sur E )), 7’ (resp F’)

est la tribu engendrée par F (resp £ ) et les ensembles negllgeables de ¥ (resp

2). Les rapports entre ces dlverses tr1bus sont fixés dans la proposition suivante:

PROPOSITION 2.- ¥ est la complétée de ° par rapport 3 la famille (EH; u probabi-

1ité sur EB)’ et Ft = f£fTF. Eivéebfl (resp ?:), on a pour toute probabilité B
, Sur E3:
(2): ERzlF,) = BMzls).

Démonstration.— Soit &' la complétée de F° par rapport 3 la famille (gu). Pour

toute probabilité p sur E P" est la restriction 3 ¥° d'une probabilité EE (fi-

l,
xer y et prendre B(AXB) = p(A)lB(y)), donc F'e ¥. Inversement soit U une probabi-
lité sur E3, et y la probabilité sur El définie par u(A) = E(AXEZ)' Si Aef, il

existe A',A"cF tels que A'c Ac A" et P'{A"-A'} = 0. Mais PY{A"-A"} = PE{A"-A'} =

0, et on en déduit que AeF', Donc ¥ =F'.

Soit une probabilité u sur E3. Si }ebjz, Z]ebfz, A €b7°, on a:

2
X ,Y X,
B4z 2,002} = EMZ 2B ¢ F(z,0) = BMZE Sz )ERz IR0 = EViz,2,00 ERZ|TON.

Comme F° est engendrée par les variables lezoe , on a Eg{ngo} = EE{ZIFO}. On en
déduit immédiatement qu'on a (2) pour tout Zebf , et une démonstration analogue

. montre qu'on a également (2) pour tout ZeT

Enfin cm:fzr)fo, donc d'aprés la premiére partie de la démonstration, on a
ftc ft[)F. Inversement si thCftl)V), d'aprés (2) on a EH{ZIFk} = Z pour toute

probabilité u sur E_., donc Zeb¥ et ¥ = F [)7. [
~ t .t ot

3°

Tout ce qui précé&de est valable sans aucune condition de régularité sur X. A

. partir de maintenant nous supposerons au contraire que X est un processus droit:

cela signifie que X est normal, fortement markovien, 3 trajectoires continues &
droite, et que les fonctions A-excessives (A30) pour @ sont presque-boréliennes.
I1 est trés facile de vérifier que la premidre composante X est également un pro-

cessus droit. Ces hypothé&ses ne seront pas répétées dans la suite.
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Pour simplifier 1'écriture, nous noterons ¥ (resplg) la famille des temps d'ar-

rét relatifs 3 (?t) (resp Cyt)tzo

2- Projection de processus sur ¥.- Cette section est consacrée 3 des résultats a

caractére techniques. Voici d'abord trois lemmes, démontrés dans [6]:

LEMME 1.- Si Tel et si Zeb(fT@fzft, Z(.,y) est T;-mesurable pour tout y.

: ¥ . . »*
LEMME 2.- Si feb(23®fl) et si sgt, la fonction f(Xs(m),y,w) est (fggfz) -mesura-
ble en (w,y).

LEMME 3.- Soient Te¢f et r un noyau de'(QXEz,(7T®fzf*) dans (EZ,E;). Si Zeb(?@fz)*
x . XT(.)
E {fr(m,y;dy')z(eTm,y‘)I?T}(.) = [r(.,y;dy")E {Z(wsy") 3.

Précisons d'autre part que deux processus ¥ -mesurables (%t) et (gé) (resp ¥-
mesurables (Z ) et (Z')) sont indistinguables si pour toute probabilité u sur E
[ = M . =
(resp u sur E ), P 3t, gt vé} 0 (resp P {3 t; Zt # Zé} 0) . Un processus

(Zt) est dit cr01ssant si chaque trajectoire est croissante, continue 3 droite,

3

et si Z = 0.
~0

PROPOSITION 3.— Soit (Z ) un processus (7 )-bien-mesurable, borné ou cr01ssant.

Pour tout yéE il ex1ste un processus (Z ), unique 3 1'indistinction prés, (F )=

2
bien-mesurable, tel que pour tout Te¥, Zy(w) soit (? @f ) -mesurable en (w,y) et

vérifie pour tout x:

Y _ oXY _ pXy
(€)) z = B0z T = B0z I

De plus: (i) Si (gt) est ps continu 3 droite et limité & gauche (resp croissant,

resp continu), on peut choisir les (ZZ) d trajectoires continues 3 droite et limi-

tées 3 gauche (resp croissantes, resp continues).

(ii)- Si (gt) est ps continu a droite, chaque processus (ZZ) est ps continu 3

droite.

(iii)- Si Qgt) est (z;)-prévisible, chaque (ZZ) est (Fk)-prévisible.

D'aprés le lemme 1, Z¥

une variable f&-mesurable, bornée ou positive. Appliquant le résultat précédent

est FT—mesurable, donc la formule (3) a un sens. Soit Z
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au processus ZS=§1 , on voit qu'il existe une fonction Zy(w) sur (QXEz), (Ffafzft

Tss
mesurable, telle que

Y o g%¥ = g%V
27 = EHz|F) = BT glT).

La variable z” s'appelle la y-projection de Z sur ¥. De méme en revenant i 1'énoncé
de la proposition, le processus (ZZ) s'appelle la y-projection (sous-entendu: bien-
mesurable) du processus (gt) sur F.

Démonstration.- L'unicité n'est autre que l'unicité de la projection bien-mesurable

d'un processus. Quant 3 1'existence, il suffit d'aprés un argument de classe mono-
tone de la prouver pour tout processus adapté a (ft), continu 3 droite et limité

34 gauche (car la tribu des bien-mesurables est engendrée par ces processus). Soit
(gt) un tel processus, et (At’y) une version de sa projection bien-mesurable, rela-
tivement a la famille (Fk) et a la probabilité/fx’y. Par définition on a pour tout
Te®, A¥’y = EX’Y{ZT|FT}, et d'aprés MERTENS ([81], p.60), (A:’y) est/gx’y-ps continu

3 droite et limité 3 gauche.

Pour tout zeb?z, Ex’y{zA:’y} = Ex’y[zgt} est E;-mesurable. 73 étant séparable, il
3
existe une variable B:’y(w), 73853—mesurab1e en (w,x,y), telle que Ex’y{At’y #
Bi’y} = 0. Soient Cs = {(w,x,y); B¥>Y(w) est limité & droite et 3 gauche le long
de Q(][O,s]} et Cz’y la section de Cs en (x,y). On pose:
X (w),y
lim B (w) si (w,X (w),y)elim C
y syt,seQ s ° s¥t s
Zt(w) = ’

0 sinon.

* . . *
Comme CSGTZafg et comme 72+C’7£, il est clair que ZZ(w) est (Fg&fz) -mesurable en
(w,y) (cf lemme 2). Par construction, Zy(w) est continu 3 droite et limité 3 gauche

¢ on en déduit que si Te§, Z%(m) est (F.®F f*-mesurable. La ré-

gularité de (A:’y) entraine que Px’y{C:’y} = 1, donc Px’y{Z{ + A:’y} = 0 et 3 cause

~ ~

pour tous wef, yeE

de la continuité 3 droite, les processus (ZZ) et (A:’y) sont PX¥-indistinguables:
par suite (ZZ) vérifie la premiére partie de (3) pour tout Te¥. Enfin la seconde
partie de (3) découle de (2), valable également lorsqu'on remplace t par Te® (méme
démonstration, utilisant la propriété forte de Markov pour 5). Par suite le proces-

sus (ZZ) répond 3 la question.

On a déja montré le début de (i). Si (gt) est ps croissant, on définit Cs par
CS = {(w,x,y); Bf’y(w) est croissant le long de Qf][o,s]}, ce qui conduit 3 des
processus (ZZ) croissants. Supposons maintenant (gt) ps continu, et fixons y.

D'aprés ce qui précéde, (ZZ) est continu 3 droite et limité & gauche, et on consi-

dére un temps de discontinuité T de (ZZ) (Tet, T>0). On pose Sn = h/2n si Te
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In/2%, (h+1)/2"), S =nsiT=w.Onaz) =1limz) ,z =z =1limz, ps. Mais
n Ty S T AT s

Sn est VT-mesurable et ne prend qu'une infinité dénombrable de valeurs, donc d'a-

prés (3) on a: Zg =.Ex,y£gs IF&}. En passant 3 la limite dans cette égalité, ce
n n

qui est possible car la suite (gs ) est bornée ou croissante, on obtient:
n

Yy o g%y = 7Y X>¥_
Zpo = Bz I5) = 2 P -ps.

Donc le processus (ZZ) est ps continu. $i TV(w) = inf(t; Zz_(m) 4 ZZ(w)), i1
est clair que {(w,y); Ty(w)<t}€(7t®fz)*. Posons:

ZZ(w) si t<TY (w)
y
' =
Zt (w)
27 (W sinon,
-

Les processus (Zéy) vérifient les conditions requises de mesurabilité et toutes
. . . . X
leurs trajectoires sont continues. Enfin P {Ty<w} = 0, donc les processus (ZZ) et

(Zéy) sont indistinguables et (Zéy) vérifie (3).

La démonstration de (i) est achevée. (ii) découle de [8). (iii) dé&coule de (i)
et d'un argument de classe monotone, car la tribu des prévisibles est engendrée

par les processus adaptés, continus et bornés. B

On a montré en passant le corollaire suivant:

COROLLAIRE.- Soit (gt) un processus continu 3 droite et limité 3 gauche, borné

ou croissant. Pour tout Te¥ on a alors:

y = X,y + = X,y
(4) 0y = EV7{8z, |F 0} = EV{az |5 ).

II- LA SECONDE COMPOSANTE D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT

1- Rappels: les noyaux multiplicatifs d'un processus de Markov [61].

DEFINITION.- Une famille q = (q (y,.); t20, weQ, yeE,) de mesures positives sur
=pe fami‘le t,w 2

E2 s'appelle un noyau multiplicatif (WM) de X si:

N-1. Pour tous t2>0, A€e¥_, q (y,A) est (¢33 )*—mesurable,
e 2 t,w t. 2
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N-2. Pour tous s,t>0, yeE2 et tout w n'appartenant pas 3 un ensemble négligeable

(dépendant de s,t et y), on a:
(5 D) o= ' 'y
- qt+s,m(y’ ) fqt’w(y,dy )qs,et(w)(y >

N-3. Pour tous t30, yeEz, on a qt,w(y’EZ) = 't<2(w)'

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on &crit q au lieu de q o’ Deux NM q et r
sont équivalents si P {q (y,.) # r (y,. } = 0 pour tout (x,y)eE , t>0., Un MM q est

continu a droite et 11m1te

gauche (resp ps—continu & droite) si pour tous feC(Ez)

yeEz, la fonction q, w(y,f) posséde ces propriétés pour tout w (resp pour presque
’

tout w). Un WM q est fort si dans N-1 et N-2 on peut rempacer t par un temps d'ar-

rét quelconque Te¥. Enfin la formule

. _ X
Qt(X,y,AXB) =E {lA(Xt)qt(y’B)}

définit un semi-groupe @ sur (E3,€;), appelé le semi-groupe engendré par q.

2- La seconde composante d'un PSD.- Rappelons que X est un PSD "droit", de semi-

groupe @, de premiére composante X.

THEOREME 1.- Il existe un NM q de X, unique 3 une &quivalence pré&s, ps-continu a

droite, fort, engendrant (, tel que pour tous (x,y)eE_, feb¥

3 2 Te?, on ait:

(6) 0,0 = EVTEp 5 = B0V [F).

Si de plus les trajectoires de (Yt) sont ps limitées i gauche, on peut choisir pour

q un NM continu 3 droite et limité & gauche.

Démonstration.— @ vérifie (1), donc le théoréme | de [6] entraine 1'existence d'un
MM q de X, unique 3 une équivalence prés, engendrant G. Par ailleurs il est clair
que @ est un semi-groupe mesurable (i.e.: si febE;, Qtf(x’y) est R@E;Lmesurable en

(t,x,y)), et si Tnef décroit vers T et feC(E ), on a lim QT l@f = Q 1®f (continui-
(n) n
té a droite de (Yt)) 4 aprés la proposition 6 de [6], on peut choisir pour q un

MM ps—continu d droite. Si de plus (Yt) est ps limité a gauche, pour tout feC(Ez)
et toute suite Tnef croissant vers T, QT 1®f converge vers une limite: on peut

o s . . N n . TP . N
alors choisir pour q un NM continu a droite et 1imité & gauche. Enfin d'aprés

la remarque qui suit la proposition 12 de [6], ce NM est fort.

Montrons maintenant que q vérifie (6) lorsque T = t. Compte tenu de (2), il suf-



Fonctionnelles additives 127

fit de prouver que si t <...<tn, fiebil, on a:

1
% n % n
€ ECV £ (X )E(Y D} = EPYI T £ (X g, (7,6)}.
. ~ LT, t ~ i e
i=1 i n i=1 1 n
Pour n = I, cette formule exprime simplement que q engendre (. Supposons (7) véri-

fiée pour n-1 et tous t <...<t fiebfl. D'aprés le lemme 3, on a:

1 n-1’
Xy, O X,y n-l th—l’Ytn-l
’ - ’
E {'g fi(xt.)f(Yt )P =ET{ T £ (X IE ESNC N ¢
i=1 i n i=1 i n n-l n n-l
X n-l tn-1 ,
= 1 1
E{ M (X )fq,  (y,dy")E £ &, o e, o, OGO
i=1 i n-1 n n-l n n-l
n
_ X ' '
BN £, (X e, OhdyDa, Lo, 07D)
i=1 i n-1 n n-l" 't
n n-1
X
=E( M £X D 0,03,
i=1 1 n

et (7) est vérifié pour n. Ceci achéve la démonstration de (6) pour T = t., Enfin
pour Te¥f, on montre (6) pour feC(EZ) en utilisant la continuité 3 droite de f(Yt)

et de qt(y,f), puis pour fébfz par un argument de classe monotone. B

Remarques.— 1) Si @ est borélien, on montre qu'on peut choisir un NM q vérifiant

en outre: pour tout Aeiz, q, w(y,A) est ?gﬁfz—mesurable en (w,y). De méme si Q est
’

un semi-groupe sur (EB,ET@EZ), on peut choisir un NM q vérifiant: pour tout Ae!z,

q m(y,A) est ?L@Ez—mesurable en (w,y).

t,

2) On peut montrer ce théoréme sans utiliser [6]: si feC(Ez), on appel-
le qt(y,f) une y-projection de (f(Yt)) sur ¥; on montre alors qu'on peut modifier
ces projections de sorte que fmr>qt(y,f) soit la restriction & C(EZ) d'une mesure

qt(y,.) sur Ez, vérifiant les propriétés requises (démonstration dle & MEYER).

Dans toute la suite, on désignera par q le NM de X ayant les propriétés ci-dessus.

En utilisant (6), il est facile de vérifier que si gebf;, on a:

(8) EV Yz (Y

= XY
t+s)ly} =k {gqs,et(.)(Yt’f)IF}’

formule qui a une signification intuitive claire: conditionnellement par rapport 3

la tribu ¥, le processus (Yt) est markovien non homogéne, et admet la famille

(q pour probabilités de transition.

s,et(m))s,t}o

Bien entendu cette famille n'est pas en général un "semi-gréupe non homogéne",

puisque (5) n'est vérifié que ps. D'autre part le terme 'processus de Markov non
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homogéne" doit &tre pris en un sens faible, car il n'existe pas en général de pro-
babilités conditionnelles réguliéres par rapport a ¥, ce qui ne permet pas de don-

ner au terme précédent sa signification habituelle.

Cependant dans [6], nous avons donné deux conditions suffisantes, permettant de

construire un systéme (PZ w) de probabilités sur Q, tel que: a) P’ est une pro-
’ »

babilité conditionnelle régulidre par rapport i ¥ pour chaque (gx’y; er]);

y - pY y
b) Po,e (w) Pt,w t
processus de Markov non homogéne au sens de Dynkin (dans [67], ces probabilités

. . f0,=C s . .
sont construites sur 1'espace canonique Q' = E2 > 7; on se raméne 3 la situation

Px—ps en w; c) pour chaque w, le processus (Q,Yt,P w) est un
i

présente par une méthode classique, utilisant les images réciproques de probabi-
1ité par rapport & 1l'application canonique de Q dans Q'. Nous n'écrivons pas le
détail ici). L'une de ces deux conditions s'@nonce ainsi: le MM q est parfait, ce

qui signifie que 1l'ensemble exceptionnel de N-2 est indépendant de s,t et y.

III- FONCTIONNELLES ADDITIVES D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT

§

Rappelons d'abord [6) qu'une famille ((AZ); yeEz) de processus croissants (cons-—

tants pour t3%) sur £ est une fonctionnelle additive. (FA) de (X,q) si

(1)- AZ(w) est (7;&?2)*-mesurab1e en (w,y);

(ii)- pour tous s,t>0, yeE, et w n'appartenant pas 3 un ensemble négligeable (dé-

2
pendant de s,t et y), on a:

€ Al @ = Al + o (v,dy")AT 6 ().

A cause de la continuité 3 droite, l'ensemble exceptionnel de (ii) ne dépend
pas en réalité de s. Deux FA A et B sont &quivalentes si*Px{AZ # BZ} = 0 pour tous

t>0, (x,y)eE3. Une FA A est prévisible (resp continue) si pout tout y, le proces-—

sus (AZ) est prévisible (resp continu). Enfin une FA est forte si dans (ii), on
peut remplacer t par un temps d'arr@t quelconque Te% (2 cause de la continuité 2

droite, on peut toujours remplacer t par Te® dans (i)).

THEOREME 2.- Soit A une FA de X. Il existe une FA forte de (X,q), unique & 1'&qui-

~

valence prés, vérifiant pour tout Te®:

Y _ XY = XY .
1oy AL =ETAIT) = E {%'F}f
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"si de plus A est prévisible (resp continue), A est prévisible (resp on peut choi-

sir A continue).

Démonstration.- Pour chaque y, on prend pour (AZ) la y-projection de (ét) sur F.
(10) est la transcription de (3). Si A est prévisible (resp continue), on sait
d'aprés la proposition 3 que chaque (AZ) est prévisible (resp peut &tre choisi
continu). Il nous reste d prouver que la famille A = ((AZ); yeEz) est une FA forte
de (X,q).

Par construction, A vérifie la condition (i). Chaque processus (AZ) est crois-—

sant ét continu & droite, et on a

y = XY ~ wXy &1 = oY
Arpe = E 708 IFY = EV7A 7 = A,
ce qui montre que (AZ) est constant pour t3Z. Enfin si TeT, Z]eT;, ZZ€T+, on a:
X, \= X,y X,y
E{AT, 62129700} BryshiZptp) = (B + Bge802,2500,]

X '
y X vyg ToaY
EX {A72,2,00,) + E {Z]qu(y,dy.)E {ag 2,1}

E () + fa(y,dy)AY 062 2 .6}
Ap + Jap(y,dy DAG 080022, <0 ),

en utilisant le lemme 3 pour obtenir la derniére égalité. Par suite -(9) est ps

vérifiée, et A est une FA forte de (X,q).m

X

Le A-potentiel de la FA A de X est le noyau UA

sur (E3,E;) défini par
X, -\
Ug(x,y;f) = BV e MR, Y )48, )

On écrit uz au lieu de Uzl. De méme le A-potentiel de la FA A de (X,q) est la me-

sure de transition Uz dév(E3,Eg) sur (EI,ET) définie par:
UM(x,y36) = EX{fe ATE(X )daY}
AT t ot
et on écrit uz au lieu de Uzl. Enfin si Te¥, le noyau Q% sur (Ea,i;) est défini par

Ay D) = FY e e, 1)

PROPOSITION 5.- Sous les hypothéses du théoréme 2, on a uz = uﬁ; Si ug est fini,

T
pour tout fe(Z]) on a:

) INCHELII R NCR R
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Démonstration.- On peut &crire:

U (X,Y) = E ’y{llm 4 I exp(—)\b:l) (Ah - A'h )},
n ’ Whtl  ~
(n)  h=o 2 = =
2 2
P PP A 12 Y A B
et une &galité analogue pour u,. L'&galité u, = u, découle alors de ce que

X,y = X, .y ~
EV7{8,) = ENALL. :

b . o s . . .
Supposons que u, soit fini. Pour terminer, il suffit de montrer (11) pour tout

feC(E,). La fonction g_dé&finie par g (t) = £(X )exp(-xhil) lorsque te
! n n (h+l)/2n 2n

¢ - -

[h/Zn,(h+l)/2n[, tend vers g(t) = f(Xt)e At lorsque nt=, et est majorée par [|f|e AE

Cette derniére fonction étant ps intégrable par rapport aux processus croissants
(ét) et (AZ), on a ps:

_ h+1 _ -\t

Z, hioexp( AZ )f(Xh+])(Ah+| A —— fe TERX)AA,
T

y - h+l y -\t y

34 hgoexp( >\2 )f(Xh+l)(Ah+l Ah—) —s fe f(Xt)dAt.
PP

Mais gn (resp Zi) est majoré par “f‘fe-xtiét (resp “fufe_xtdAZ), qui est Ex’y"
intégrable. Comme E?’y{zn} = Ex{Zi} d'aprés (10), le résultat découle de 1'appli-

cation du théoréme de Lebesgue. s

Rappelons d'autre part la définition suivante [6]:

DEFINITION.~- Une fonction f sur E3 est un A-potentiel (resp A-potentiel régulier)

pour (X,Q) si elle est finie, (A,Q)'excesslve, et si pour toute suite (T ) d'élé-

ménts de ¥ croissant vers +« (resp T), Q f décroit vers 0 (resp vers Qxf)
n

La définition donnée dans [6] est un peu différente. Cependant, si on se rap-
pelle que toute fonction (X,§)-excessive est presque-borélienne (car X est un pro-
cessus droit), et par suite est "fortement'" excessive, on voit que les deux défi-

nitions coincident.

. . A . . .
On sait que le \-potentiel u, d'une FA de (X,q), s'il est fini, est un A-poten-
tiel pour (X,Q), régulier si la FA est continue. Réciproquement on a montré
que tout A-potentiel (resp A-potentiel régulier) pour (X,Q) est le A-potentiel

d'une FA prévisible (resp continue) de (X,q), unique & une é&quivalence prés.

Remarquons que la définition précédente est exactement la définition des A-poten-—
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tiels et Arpotentiels réguliers pour X, & ceci pr&s que les suites (Tn) sont choi-

sies dans €. Il y a donc a-priori plus de A-potentiels pour (X,@) que pour X.

IV- CONTINUITE DES PROJECTIONS D'UNE FONCTIONNELLE ADDITIVE

1- Classification des temps d'arrét de g.— Nous allons examiner en premier lieu

la continuité de la y-projection d'un processus croissant (Z ) adapté a
y-proj P ) p (,t)t>°

On peut toujours mettre (g ) sous la forme g = gt + 31 Az, ol (g ) est la
(n) "n
partie continue de (Z ) et (T ) la suite de ses temps de discontinuité. On sait

que les projections de (gt) sont continues, et nous sommes amenés a &tudier la
continuité des projections des processus croissants &lémentaires Z = 1 , ol

~t Tgt
Tel. A cet effet, introduisons la classification suivante des temps d'arr@t de t:

DEFINITION.- Tef est y-totalement Etranger 3 ¥(on écrit Tesz) si pour tous SeT,
x¢E |, on a P’Y(s = T<w}= 0.

Te¥ est y-étranger 3 ¥ s'il existe Seyy et xeE tels que gx’y{s = T<»}>0,

1
Te? est y—-compris dans ¥ (on écrit T€~c) si T n'est pas y-étranger 3 7.

Notre objectif est de montrer que la y-projection de (gt) est continue si et
seulement si tous les temps de discontinuité de ce processus sont dans EZ. Com—
mengons par quelques remarques faciles. Si Tez et si Aef&, on note T  le temps

d'arrét défini par ™= sur A et TA = +o sur AS,

_ i y y ; Ay y
PROPOSITION 6. §1-T€Ie (resgrgc) et si AEET, alors T ege (resp gc).

Démonstration.- Supposons d'abord que TeEZ’ et soit Se?, On a:

PX’Y{TA = S<w} = PY(T = S<o, A} ¢ POOY{T = Sc<w} =

donc T efz Si maintenant TA est y- etranger a¥, il existe erl et Stfy tels que
’y{T = S<w}>0. Mais a-fortiori on a P ¥ Vi1 = S<w}>0, et T est y- etranger act.

On en déduit que si Tegz, alors TAEEZ. .

PROPOSITION 7.- Soit Tef Pour tout yeE, il existe une partltlon F'-mesurable de

2
{T<=} en deux parties A et A' (dépendant de y) telles que T efy t _que TAe.fy
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. s X . :
Pour tout er], cette partition est P ’y-essentlellement unique.

Demonstratlon.- Appelons (Z ) le processus croissant adapté i (F'), défini par
3: = lT<t’ et (Z ) son y-projection sur ¥. y étant fixd, on appelle (S )n>1
suite des temps de discontinuité de (Zy)' chaque S est dans ¥, et les graphes
des S sont disjoints. On va vérifier que les ensembles A = {r=0)Jc {T=5 <w})
et A' = {T<e»} - A, qui appartiennent clairement 3 ? , sont les enseé-gles cherchés.
Soit Ret. On pose B = (|J {5 =R<=))® et s = R Ber. par dsfinition de B, 82y = 0
et d' apres (4) on a AZS (n)O ps, donc P *sY{5=T<w} = 0. Mais par définition de
A', on a {R= TA <w} = {S=T<=}, d'ot il résulte que TAe Ky. Supposons maintenant
que REEZ vérifie P ’y{R=T <=}>0, Par définition de A, o€ P ’y{R=0}>0, ou
Ex’y{R=S <®o}>0 pour une valeur de n; ceci contredit le fait que R appartient i
gz. Par suite TAEEZ.

Enfin supposons que (B,B') soit un couple vérifiant les mémes propriétés que
(A,A'"). Soit C = B'—A‘r]B' = A-A[)B. D'aprés la proposition 6, TC ) ety, et
¢ . (TA)CtEZ. Donc Bxfy{TC<m} = gx’y{c} = 0 pour tout x. On montre de méme que

B-Af]B est Ex’y—négligeable pour tout x, d'od 1'unicité.m

On a montré en passant le corollaire suivant:

_ y . . c s . . ' -
COROLLAIRE.- Pour que TESC, il faut et il suffit.qu'il existe une suite (Sn) dve

léments de¥d graphes disjoints, telle que pour tout x on ait:

EX’Y{T<°°} = T EX,Y{T = Sn < m}.
(n)

Soit (Z ) un processus croissant adapté 3 (F ); soient (U ) sa partie continue
et (T )la suite de ses temps de discontinuité. y étant flxe, on appelle T' et T"

les parties y-comprise dans £ et y- totalement étrangdre 3. ¢ de Tn, et on pose:
Xt,y - (i)]T <tAZT"

v = I 1. AZ.ne
t,y (n) Tnst Tn

i =y +V. o+ .
On a ev1demmenF gt yt e,y Et,y

PROPOSITION 8.- Avec les notations precedentes, les y-projections de (U ) et (w y)

sont continues; la y-projection de (X ) est purement discontinue.
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" Démonstration.- On a déja vu l'assertion concernant (U ). Notons (Vy ) et (Wy )
les y-projections de (V ) et (W y . Soit Set. Comme chaque T" appartlent E

f » pour tout x on a P ’7{Aw >0 S<w} = % P ’y{S = T"<m} 0. D'aprés (4) il
"
vient P {Awy >0, S<o} = 0, et (Wy y) n'admet pas de temps de discontinuité. D'au-

tre part chaque T; appartient 3 EZ, donc d'aprés le corollaire précédent il
existe une suite (Sp) d'éléments de ¥, de graphes disjoints, telle que pour tous
er], n3l, on ait:

gx’y{'r;lm} = (E)Ex’y”ﬂ = 5 <=}

Par suite si V =AZ_ , on a
“p ,.,Sp

vV = 11 v .
Y () Sp‘ P

Si Vz est la y-projection de Vp, il vient alors:

y y

v o=z, WV,
t <t
Y (p) St P

pour tout X, ce .qui montre que (VZ y) est purement discontinu. @
’

Px—ps

COROLLAIRE.- Soit (Zt) un processus croissant adapté i Cft)t>o

(i)- Pour que sa y-projection soit continue, il faut et il suffit que sés temps de

discontinuité soient y-totalement &trangers 3 ¥,

(ii)- Pour que sa y-projection soit purement discontinue, il faut et il suffit qu’

il soit purement discontinu et que ses temps de discontinuité soient y-compris

dans ¥.

On peut appliquer ce résultat lorsque (gt) est une FA de X. Il faut prendre gar-
de toutefois que si (gt) est une FA, il n'en est pas de méme des processus (gt y)
N ,
et (gt y), qui de plus dépendent de y. En vue d'une étude plus fine de la projec-—
i

tion des FA de X, il faut distinguer les FA quasi-continues 3 gauche des FA prévi-
sibles. Auparavant nous allons compléter les résultats de cette section, et les

étendre aux ensembles bien-mesurables @ coupes dénombrables.
=5

2-Application aux ensembles bien-mesurables.- Si T est un temps d'arr@t, on note

[T] son graphe, et n désigne la projection de [0, [« sur f.

PROPOSITION 9.- Soient'ch2 et T un ensemble qgt)—bien-mesurable, 3 coupes dénom-
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brables, il existe un ensemble aléatoire ry, (7 )-bien-mesurable et i coupes dé-

nombrables, unique 3 une &vanescence prés, tel que pour tous Se¥, er], on ait

'équivalence: P ’y{n([s]f\r)} 0 «> P (w([SJ(]Fy)}

On dit que 17 est la y-projection de I sur ¥ (nous employons la méme terminolo-

gie que pour les processus, car il-n'y a pas de confusion possible).

Démonstration.— On sait [4] que T est somme disjointe des graphes d'une suite (Tn)

d' 1ements de 1 Soit le processus croissant borné Z = 1I ln 1T <t’ et (ZZ) son
y-projection. On pose = {(t,w); ZZ (w) # Zy(w)} (n)2 T gi Se?, on a
les équivalences suivantes: ’y{w([S]f]P)} 0 P ’y{AZ >0} =

~

Px{Azg<O} = 0 (d'aprés (4)«——> PX{r([SINI)} = o. Enfln 1' un1c1te est évidente.m

Remarques.- 1) ‘Si I=1x [T ], on appelle T' et T" les parties y-comprise dans [4

(n)
et y-totalement étrangére i ¥ de T - Soient IZ = 3 [T;] et EZ = 3 [T;]: on a
I = Iz + EZ, et on vérifie que: () (m)

(i)- Si Se¥, xeE , on a PV {n(IsIYN} = 0.

1
(ii- ¥ est le plus pet1t ensemble (7’)-b1en-mesurab1e et 3 coupes denombrables
qui contienne Ty. Cette decompos1t10n de T est essentlellement unlque, et blen—
entendu si T = [T] on retrouve la décomposition IZ [T ] et Py = [T ] de la

proposition 8.

2) 11 y a une autre interprétation de ry' considérons le processus

Z = (ce n'est pas un processus croissant); et (Z ) son y—prOJectlon On véri-

~

~

fie a1sement 3 1'aide de (3) que = {(tyw); Zy(m)>0} (3 une évanescence prés).

3-Fonctionnelles additives quasi-continues 3 gauche.- On appelle ainsi les FA A

telles que pour toute suite (Tn) de ¥ croissant vers T, AT croit ps vers AT' Pour
cela, il faut et il suffit que les temps de saut de A soielit totalement inaccessi-
bles.

Comme X est un processus droit, on sait [1,9] qu'il existe un ensemble aléatoire

~

v, (Yt)-bien~mesurab1e, 3 coupes dénombrables, unique & une &vanescence prés,
3 .

jouissant de la propriété suivante: pour que TeZ soit P *Y_totalement inaccessible,
il faut et il suffit que [T]J<V & un ensemble gx’y-evanescent prés; de plus si
(t,w)ey, (w) existe, et X (w) #X (w). X étant un processus droit, il existe
de méme un ensemble aleat01re v Joulssant des mémes propriétés que v, relativement

3 la famille (Ft) et au processus X.
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LEMME 4.- Pour tout yeEz, la y-projection v de V est contenue dans V.

Démonstration.— Supposons que Se¥ vérifie Px{w([S]r\V]} = 0. S est accessible
pzu; la famille crt)t;o’ donc a-iortiori p;ur la famille (st)tZO’ et on a
P {n([S]()X)} = 0. Par suite P {w([S]r\V )} = 0 d'aprés la proposition 9, et on

en déduit que Vev (théoréme de section des ensembles bien-mesurables). B

2
Remarques.- 1) Si X est un processus de Hunt, on sait que {(t,w); gt_(m) # §t(w)}
est une version de V; de plus la premiére composante X est également de Hunt, donc

on a aussi V = {(t,w); Xt_(w) # Xt(m)}. Mais alors si Se¥ vérifie [S](\x =@, on a

= 58’ donc XS_ = XS et {SJ(]V =@. On en déduit que si X est un processus de

3.
Hunt, on a vo=v pour tout y, et d'autre part Vc:x.

2) Plus généralement on a le méme résultat si la famille (Fk)t>o est
~ 2

quasi-continue 3 gauche (en effet si Tel est (ft)-accessible, donc cgt)—prévisible,

la projection (ZZ) de gt = ]Tst est (T})-prévisible d'aprés la proposition 3, et on
y - . NPT
a zy ]Tst’ donc T est (Ft) prévisible).

THEOREME 3.- Soit A une FA de X quasi-continue d gauche. Il existe une décomposi-.

E
tion unique (3 une é&quivalence prés) ét =B +C

B, , telle que:

t

(i)- B est une FA dont toutes les projections sont continues.

(ii)- C est unme FA dont toutes les projections sont purement discontinues.

Démonstration.- Soient (yt) la partie continue de A,

e = T 1,(s,w)08 (w)
sgt
D(w) = ¢ 1 (s,w)0A (w)
t s<t xnvc s
et B=J + D. Comme V et V sont des ensembles aléatoires "homogénes", C, D et B

~

sont des FA de X. Comme A est quasi continue 3 gauche, ses temps de saut ont leurs

graphes contenus dans V, donc A est &quivalente & B + C; quitte & changer U (par
exemple) sur un ensemble de mesure nulle, ce qui ne change pas ses projections, on

1 s 1 =
peut suppoger qu'on a identiquement A = B + C.

I1 existe une suite Snet de graphes disjoints, telle que V = & [Sn]. Si AAg

est la y-projection de Aés , on a: () n
n
g =1 1, Y

’
t (n) Tnst sn

qui est purement discontinue. Par ailleurs.on sait (proposition 3) que (UZ) est
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g ™ 0 pour tout S&f, donc Abg =0 et

(DZ) est ps continu. On peut alors modifier les processus (Dz) de fagon a les

continue. Enfin d'aprés le lemme 4, on a AD

rendre continus, de la méme maniére qu'd la proposition 3.m"

4-Fonctionnelles additives prévisibles.- Pour &tudier 1a continuité des projec-

tions d'une FA naturelle, nous utilisons une méthode de théorie du potentiel. Les
résultats obtenus sont moins forts que ceux qui précédent, et ils supposent de
plus 1'hypothé&se (L) (cf. [7]).

Rappelons d'abord que si f et g sont deux fonctions (\,§)-excessives, on dit
que f méjore g au sens de l'ordre fort si f-g est (1,Q)-excessive. Si A et B sont
deux FA prévisibles dé A-potentiels respectifs f et g, A majore B (i.e.: At>§t
pour tout t, ce qui &quivaut au fait que A-B est une FA) si et seulement si f ma-

jore fortement g.

THEOREME 4.- Supposons que X vérifie 1'hypothése (L), et soit f un \-potentiel de

X. Il existe unme dééomgpsition unique f = fI + f2 + f3 telle que:

(i)- f1 est un A-potentiel régulier pour X.

(ii)- fz est un A-potentiel régulier pour (X,Q), gui n'est minoré (au sens fort)

par_aucun \-potentiel régulier pour X.

(iii)- f3 est un A-potentiel pour X, qui n'est minoré (au sens fort) par aucun

A-potentiel régulier pour (X,Q).

Démonstration.—- Considérons 1'ensemble # des A-potentiels réguliers pour (X,4),
qui sont fortement majorés par f. D'aprés 1'hypothése (L), # admet une borne supé-
rieure u pour l'ordre fort ([7], p.169), et nous allons montrer que uef D'abord

u est fortement majoré par f, donc c'est le A-potentiel d'ume FA prévisible A.
Sdit T un temps de discontinuité de (AZ), et I' = {(t+Tn6t(m),m); t>0}: comme T>O0,

I' est 4 coupes dénombrables, et il existe une suite T“ef, de graphes disjoints,

telle que I' = [Tn]. Comme [' est un ensemble aléatoire homogéne,
(n) '
Be = I Tp (M
(n) n n

est une FA (prévisible), ainsi que C = A - B. On a:

BZ = 5 1
(n)

qui est purement discontinue. Soit v le A-potentiel de C. Si ge#, c'est le A-poten-

X,y -
T <tE {08, [%1,
n n

tiel d'une FA prévisible D, major&e par A, et dont les projections sont continues:



Fonctionnelles additives 137

on en déduit que les projections de D sont majorées par celles de C, donc g est
fortement majorée par v (car f-v est le A-potentiel de la FA de (X,q) définie par
CZ - DZ). Comme u-est la borne supérieure de f#, u = v et B = 0. Cela implique que

T = += ps, donc les projections (AZ) de A sont continues, et uek.

La fonction f3 = f - u satisfait la condition (iii) de 1'énoncé, et la décompo-
sition f = f3 + u, ol f3 satisfait (iii) et ue# est clairement unique. Enfin on

décompose u de manidre classique [2] en u = f + fz, oll f] est régulier pour X,

1
et ot f2 n'est minoré par aucun A-potentiel régulier pour X .

Le résultat suivant, immédiat, résoud le probléme de la continuité des projec-
tions d'une FA prévisible de X; comme toute FA est la somme d'une FA prévisible
et d'une FA quasi-continue 3 gauche, on achéve ainsi la résolution du probléme

posé, du moins lorsque la FA est de A-potentiel fini.

COROLLAIRE.- Supposons que X vérifie 1'hypoth&se (L), et soit A une FA prévisible

de X, de A-potentiel fini. Il existe une décomposition, unique 3 une équivalence

. 1
prés, A= é + 52 + 53, telle que:

(i)- él est une FA continue.

(ii)- A2 est une FA purement discontinue, prévisible, dont les projections sont
~

continues.

PPN 3 . . P . . P
(iii)- é est une FA purement discontinue, prévisible, qui n'est minorée par aucune

FA prévisible dont les projections soient continues.

< - . . 3 ~
Remarque.- Dans cette décomposition, les projections de A” ne sont pas forcément

purement discontinues. On peut seulement dire qu'il existe (x,y)€E, tel que

3
Px{Ai’y n'est pas continu}>0.

V- SYSTEME DE LEVY D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT

1-Forme du systéme de Lévy.— Nous supposerons dans tout ce paragraphe que X est

un PSD de Hunt. On sait (BENVENISTE, JACOD [1]) qu'il admet un systéme de Llévy

(N,A): on appelle ainsi la donnée d'un noyau positif N sur (E3,E;) (on pourrait
rafiner sur les questions de mesurabilité, mais nous ne le ferons pas ici) tel
que E(x,y;{x,y}) = 0, et d'une FA continue A, le couple (N,A) vérifiant pour toute

fe(53033)+ nulle sur la diagonale:
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t
X,y . = pXoY edw! ' el !
(12) E {sitf(xs_,Ys_,Xs,Ys)} E {£ dp N(X_,Y _sdx',dy" VE(X,Y 5x',y")).

THEOREME 5.- Soit X un PSD de Hunt. Il existe un systéme de Lévy (N,é) pour X
| de (E3,E;) dans
* ., *

(Ez,iz) et un noyau positif K de (E3XEI,E3®Y]) dans (Ez,iz), tels que:

(resp (N,A) pour X), une fonction fe(i;)+, un noyau positif N

_rt
(13) A= {0 £(X_,Y )dA ps
(14)  N(x,y;dx',dy") = N, (x,y3dy")e (dx") + £(x,y)N(x,dx")K(x,y,x"3dy")

(15) K(x,y,x';Ez) = lx#x

(16) Nl(x,Y;{Y}) =0.

Nous verrons dans la section 3 ci-dessous une interprétation des noyaux N] et K.

Démonstration.— Si X est de Hunt, il est trés facile de vérifier qu'il en est de
méme de X. On sait que XetX admettent des systémes de Lévy, notés respectivement
(yo,é) et (N,A). Rappelons une méthode de construction de A: on choisit une FA F,
purement discontinue, de A-potentiel fini, telle que Afs(w)>0 si et seulement si
53_(w) # §s(w);on prend alors pour A la projection duale prévisible de F. De méme
on choisit une FA F de X, purement discontinue, telle que AFS>O si et seulement si
Xs— # XS; A est la projection duale prévisible (relativement 3 1'une des familles
(%) ou (£.) , ce qui revient au méme) de F. Comme F est absolument continue

t’ t2o ~t t2o
par rapport 4 F, A est absolument continue par rapport a A; les FA A et é étant

~

continues, on en déduit [1] 1'existence de fe(fg)+, vérifiant (13).

Posons P(x,y;dx') = go(x,y;dx',Ez). Soit (gp) une suite de fonctions positives
de C(E]), engendrant un sous-espace vectoriel dense dans cet espace; soient D(p,q)
{x; Ng_(x)<q}, et ¥ 1'ensemble des fonctions suivantes sur E xE : hp q(x,x') =

= | s
%- (x)gp(x')] h étant fixée dans ¥, on considére les FA suivantes:

]D(p,q) x#x'’

t
= P . ' Al
S, fo dA fP(X_,Y_sdx")h(X_,x")

t
= ' 1
B, jo dp_/N(X_,dx")EX LY Ih(X_,x"),
et u;. Par définition de go, N et f, on a:

~

de A-potentiels respectifs ué

A , -A -2 , ,
ug(xy) = E* Y{(i)e *h(X__X)} = E*{fe tdAth(Xs,dx Yh(X_,x')]}

= EVY e ap £ (XY ) NG, dx DR (X ,x)) = ug(x,y).

. (] -~ .
Les deux FA continues G et H ont méme A-potentiel, et comme hed on a gtéét’ donc ce
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A-potentiel est fini; G et H sont donc équivalentes. Par suite si Hh = {(x,¥);
fP(x,y;dx')h(x,x') # f(x,y)fN(x,dx')h(x,x')}, Hh est de A-potentiel nul. Il en

est évidemment de méme de H = LJ H .
hed h

Comme L_’D(p,q) = E et comme la suite (gp) engendre C(EI)’ les mesures P(x,y;.)

1
(q) £(x

et ,y)N(x,.j coincident si (x,y)¢H. On pose:

ﬂ(er;dX',dY') = lH(X,y)f(X,Y)N(X,dX')ey(dY') + 1 C(XsY)E?(X,y;dX',dY').
H
Comme N et ﬂo ne différent que sur un ensemble de A-potentiel nul, (N,A) est encore
un systéme de Lévy de X. E] étant séparable, il existe un noyau markovien L de

»* .
(E3XE1,EBXYI) dans (EZ,EZ), tel que
NGeysdx',dy )1 L0 = NOGY3dx' E LG, y,x"3dy D1y
-On termine alors la démonstration en posant:
N, (x,y3dy") = N(x,y;{x},dy"),

K(x,y,x";.) = L(x:y’x';')lx#xv' L]

Remarques. 1) Si @ est un semi-groupe borélien (resp sur (E3,i:®!2)), on peut choi-

sir pour N un noyau borélien (resp de (E3,!T®¥é) dans (E3,E3)) [13.

2) Si X est simplement un processus droit, il posséde également un sys-—

téme de Lévy (y,é), qui vérifie:

t
X,y X,y ' ' (-
. Y = . .
E {Sitly(s)f(xs_,Ys_,xs, J=E {j'o dA _fN(X_,Y _;dx',dy VEX LY 5xT,y "))

au lieu de (12). Lorsque la famille gft)t>o est quasi-continue & gauche, le théo-

réme reste valable. En effet la démonstration précédente repose sur le fait que F

est absolument continue par rapport & F, ce qui &quivaut 3 "VeV"; or cette inclu-
sion est vérifiée sous 1'hypothése de quasi-continuité 3 gauche de gft)tzo (remar-
" que 2 suivant le lemme 4).

Avant d'étudier la signification des noyaux N, et K, appliquons ce qui précéde

1
3 1'étude des projections d'une FA quasi-continue 3 gauche. Rappelons d'abord que
comme X est de Hunt, le NM q est continu & droite et limit& & gauche. D'autre part

toute FA quasi-continue & gauche est &quivalente 3 une FA de la forme ci-dessous.

PROPOSITION 10.- Soient X un PSD de Hunt, g une fonction positive universellement

mesurable sur E3xE3, nulle sur la diagonale, et B la FA définie par
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an B = rg®X ,Y ;X ,Y).
, t s<t S S S S

son y-projection sur ¥ est donnée par:

t .
(8) B = EVV([ dp N (XY 5dy (X LY X,y [F) +
[e]

1 v . " 1, n
+ sitqu_(y,dy KX _5y'sX 3dyg(X oy X,y .

Démonstration.- Il suffit de montrer la proposition pour les fonctions g telles

que B soit de A-potentiel fini, ce que nous supposerons. Considérons les FA

z g(Xs,Ys_;Xs,YS)IX

vt sgt s-=xs

1 t 1 1
&=/ ab JN) (XY 5y )g(X Y X ,y")
- : g(xs-’Ys-;xs’Ys)]Xs_#xs’

s<t
et appelons (D;y) le dernier terme du second membre de (18). Il suffit de prouver
d'une part que C et C' ont mémes projections, d'autre part que (Déy) est la y-pro-

jection de D.

D'aprés (12) et (14), les deux FA C et C' ont méme A-potentiel, qui est aussi le
A-potentiel de leurs projections C = (CZ) et C' = (Céy). C' est continue, donc C'
aussi. Les temps de discontinuité de C ont leurs graphes contenus dans g[jvc, donc
ils sont y-totalement &trangers 3 ¥ (lemme 4) pour toﬁt y, et on en déduit que C
est continu (corollaire de la proposition 8). C et C' sont deux FA de (X,q) ayant

méme \-potentiel fini, donc elles sont équivalentes.

Il est trés facile de vérifier que D' = (Déy) est une FA de (X,q) (pour la mesu-
rabilité, utiliser une extension &vidente du lemme 2 et le lemme 3). Cherchons son

A-potentiel U;,. Comme qs_(y,A) = gx’y{Ys_eAlf}, il vient:
A X -As ' . ' n ' "
US,h(x,y) = E{ Ze ~fq _(y,dy")K(X__,y',X_;dy")h(X )g(X__,y';X_,y"}
D (s) s . s s s s s

X,y -\s edv! . '
= E {(f)e fx(xs_,xs_,xs,dy’)h(xs)g(xs_,vs_,xs.y )}

-\
= B[ %ap (XY dx,dy DR(IR(X LY ,x ' 5dy") B (K, Y 5x' Y™ )

- Ex’y{fe-uf(xs,Ys)dést(Xs,dx')h(x')K(Xs,Ys,x';dy')K(Xs,Ys,x';dy")
g(Xs.Ys;X'.y")}

EX Y[R, a8 N ax (K IR(R Y %" 3dy DB (X LY x,y D) ]
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D'autre part le A-potentiel U; de D est:

~

A X,y “)s
. T .
UB(x,y,h,l) E {(s)e h(Xs)g(Xs_,Ys_,Xs,Ys)Ixs_*xs}

.

= XY -is e de ! [ [ ep? oyt
EY{fe dgsfy(xs,Ys,dx 2dy " h(x g (X ,Y %',y )1xs,‘x

}

1

A
= leh(x’Y)-

A A
Comme d'aprés (11) le *-potentiel UD de la projection D de D égale UD" les FA D

et D' de (X,q) sont équivalentes [6], et on en déduit le résultat.m

Remarque .~ Toutes les y-projections de C (resp D) sont continues (resp purement

discontinues): on retrouve les résultats du théoréme 4.

2-Discontinuités fixes de la seconde composante.- Pour donner une interprétation

des noyaux N, et K, nous devons introduire la notion de '"discontinuités fixes de
(Yt) conditionnellement par rapport d ¥'". Précisons ce que ce que nous entendons

par la:

DEFINITION.- On appelle ensemble des y-discontinuités fixes de (Yt) (sous—-entendu:

conditionnellement par rapport d ¥) la y-projection D’ de 1'ensemble aléatoire
D= {(t,w); Yt_(m) # Yt(m)}.

La terminologie se justifie ainsi: le processus conditionnel (Yt) étant markovien
non homogéne, admet éventuellement des temps de discontinuité fixes; en gros, t
est un tel temps pour la probabilité conditionnelle gx’y(.IF)(m) si (t,w)eDy. Pour
rendre les choses plus précises, nous allons supposer qu'il existe un systéme de
probabilités conditionnelles réguliéres (PZ; yeEz, weQ) par rapport a3 ¥, ce qui
signifie que Ex,y{A,Ft}(') - PY{A} gx’y-ps,

pour tout Agf;. On a alors:

PROPOSITION 11.- Sous les hypothéses précédentes, pour tout (x,y)eE3, p’ est P~

indistinguable de F° = {(t,w); PZ{Y;_ # Yt}>0}'-

Démonstration.- Montrons d'abord que ) est (FE)-bien—mesurable. Soit H une suite

dense de C(Ez). Si f,geH, on pose pour y fixé:

n,o oLy
Ze(w) = E{ECY 08D,
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=5

z, W Em{f(Yt_)g(Yt)},
-5y

Zé(m) = Ew{f(Yt)g(Yt)}.

(Z ) et (Z ) sont continus 3 droite et adaptés 3 (7 ), done (7 )-bien-mesurables;
comme Zt(w) converge vers Z (w), il en est de méme de (Zc)’ ainsi que de 1l'ensem-
ble Fz g = {(tyw); 2 (m) # Z (m)}. I1 est clair que 24 gc:Fy, et réciproquement

£
supposons que (t,w)¢ U FY
f,geH

£ g’ on a alors

y -
E {h(Yt_.Yt)} = Ew{h(Yt,Yt)}

pour toute fonction h sur EZxE de la forme h(y,y') = £(y)g(y'), ol f,geH, donc

pour tout feb(¥ s!z), en prenant h(y,y') = y%y' on voit que (t,m)¢Fy, et finale-

o= LJ F g’ donc FY est (?£)—b1en—mesurab1e.

,geﬂ
Soit maintenant Se¥, tel que Px{n([S]r)Fy)} = 0. Px-ps en w, on a Py{Ys(w)_#Y
= 0, donc Ex’y{YS_#YS} =0 et Ex’y{ﬂ([S](}B)} = 0. Inversement si Se¥ vérifie
Ex’y{n([S]{]B)} = 0, le méme raisonnement en sens inverse conduit 3 Px{ﬂ([S]()Fy)}

= 0. D'aprés la proposition 9, FY et Dy sont donc indistinguables. ®

ment

S(w)}

Revenons maintenant au cas général. Soit B(x,y,x') = K(x,y,x';Ez-{y}). On peut

donner la caractérisation suivante de DV:

PROPOSITION 12.- Soit X un PSD de Hunt. Pour tout (x,y)€E3, DY est Px—indistingua-
ble de 67 = {(t,w); fq Ly DB _(@),y",X (w))>0}.
’

Démonstration.- Soit (g ) une suite de fonccions de (Z ®F )+, croissant vers
g(x,y;x',y") = x#x y# , et telle-que la FA B def1n1e par (17) & partir de -

soit de A-potentiel fini; la projection de B est:

Bt’y = Z fq o= (75dy DR, _.y',X sdy™Me (X _,y'3X ¥ .

Elle est de A—potentlel fini, donc pour tout t, B Y est ps fini, et Gy {(t,w);
AB ’y(m)>0} croit vers GY (3 un ensemble evanescent prés) Comme Gy est (F )-bien-

mesurable, il en est de méme de c¥

o
Soit maintenant une fonction ge(!3953)+, nulle sur la diagonale, telle que la FA
B définie par (17) soit de A-potentiel fini. Si TeZ, on a ABz = Ex’y{AngF}, donc:

Xy
(19 BV g Y

T_;XT,YT)IF} = qu_(y,dy')K(XT_,y',XT;dy")g(XT_,y';XT,y").

Cette égalité est vraie (par un argument de classe monotone) pour toute fonction
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+
36(53853) nulle sur la diagonale, et en particulier pour g(x,y;x',y') =1 ve

3 y#y
I1 vient alors:

BN A YR = fan (v,dyDB(KLy' LX)

Donc Px{n([T]r)Gy)} = 0 si et seulement si Bx’y{YT_#YT|T} =0 Ex’y—ps, donc si et
seulement si gx’y{YT_#YT} = 0, soit Ex’y{n([T]f1B)} = 0. On termine en utilisant

la proposition 9. m

Etant donné (15), le résultat précédent implique en particulier que D7 est con-
tenu dans V = {(t,w); Xt_(m) # Xt(m)}. Cela peut se voir directement en utilisant

la remarque 1 qui suit le lemme 4: on a vWo=vet v = VLlQ, done DYe v,

Soit enfin D’ = {(t,w); q (¥,.) # q (¥yy.)}. D’ est (¥ )-bien-mesurable, et
1 t=,uw thw 1 t

ch:Dy 3 un ensemble PX-&vanescent prés pour tout x (en effet, si Te¥ vérifie
Pn((rINDY)} = 0, on a V(¥ _#Y,[F} = 0 P'ps, donc q;_(v,.) = ay(y,.) P¥-ps).

3-Interprétation des noyaux N et K.-

1

PROPOSITION 13.- Soient X un PSD de Hunt, TeT et hfb(sfbsé)'

(- si [tep’, EVm Y1) IF) = Jo,_(7,dy IREK Ly XpsdyDh(y',y™ .
- si [t =g, EVVhe Y IF) = fo v,y nGyt,y.

Démonstration.- Si [T]c:Dy, on alX, _ # XT ps d'aprés la fin de la section 2. (i)

T

découle alors de (19), appliquée 3 la fonction g(x,y;x',y') = Ix#x,h(y,y'). Si

107 = @, on sait que Y =Y Px’y-ps (par définition de Dy), et (ii) n'est
T- T~

autre que la formule (6). l'

Appliquons la proposition 10 3 une fonction geb(EzeEé)+, nulle sur la diagonale:
X,y » X,y t
= ’ g .
(20) E ’ {sftg(Ys_,Ys)|f} =E {fo 4éstl(XS,YS,dY')g(YS,Y'>IF} +

* o1 fa  (v,dyIRE__,y',X ,dy"Mely’,y" .
sgt

La proposition 13 et la formule (20) ont une signification intuitive claire, en
fonction de la propriété de Markov non homogéne de (Yt)’ conditionnellement par
rapport 4 F. En effet un processus de Markov non homogéne admet éventuellement des
discontinuités fixes (nous 1'avons déja vu) et, sous certaines hypothéses, un sys-—

téme de Lévy représentant les discontinuités '"mobiles'"; de plus le noyau de Lévy
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dépend (en général) du temps. On peut dire que:

- D'une part K(XT_,y,XT;.) est la loi de YT lorsque Y, =y, au temps de disconti-

T

nuité fixe T de (Yt)'

- D'autre part Nl(xt";') est un noyau de Lévy, dépendant du temps t, pour le pro-

cessus (Yt)°

[
[2]

K|
(4
(g

ld

(2
[e]

(4
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