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INTRODUCTION

Etant donné un corps algébriquement clos k, & une variété compldte X
définie sur k, on peut associer un groupe algébrique commutatif connxe P et un
homomorphisme algébrique T de P dans le groupe & des classes de diviseurs
(de Cartier) de X ayant les propriétés suivantes :

1°) Etant donné un groupe algébrique connexe H et un homomorphisme algé-
brique ¢ de H dans ¢ , il existe un homomorphisme de groupes algébriques et
un seul f : H> P telque ¢ = m° f,

2°) Etant donné une variété algébrique T, une application algébrique ¢
de T dans € et un point t & T, il existe un morphisme et un seul f : T > P
tel que 1l'on ait :
¢ -9 (t) =7 o f.

3°) 7 est un isomorphisme de P sur le sous-groupe des éléments de
qui sont algébriquement équivalents & zéro.

Ce résultat, connu depuis longtemps dans le cas ol X est une variété
compléte non singuliére, a été étendu au cas d'une variété compléte quelconque
par C. CHEVALLEY [8] et C.S. SESHADRI [21]. Récemment, ce résultat a été étendu

par J.P. MURRE [14] au cadre des schémas sur un corps de base quelconque.

Il y a une dizaine d'années, P. CARTIER [3] a étendu la notion de diviseur
au cas ol on ne considére plus le groupe multiplicatif Gm, mais un groupe algé-
brique quelconque G ; lorsque G est commutatif, & est encore muni d'une struc-

ture de groupe.

Le but de ce travail est d'étendre le résultat rappelé au début de ce ré-
sumé au cas d'un groupe algébrique lindaire commutatif quelconque G. La méthode
adoptée est trés proche de celle de C. CHEVALLEY et C.S. SESHADRI dans [8]. On
montre aussi que la variété de Picard de type G de X est un foncteur de- - =
la catégorie des groupes algébriques linéaires commutatifs cconnexes dans celle

des groupes algébriques commutatifs connexes.

Lorsque G est le groupe additif Ga, la variété de Picard de X n'est
autre que l'espace affine associé a Hl(X,ex). Lorsque G est une variété abé-
lienne, la variété de Picard de X est le groupe réduit a 1'élément neutre. Lors-
que G est un groupe linéaire commutatif unipotent, la variété de Picard de X

est un groupe linéaire commutatif unipotent connexe.
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Dans le chapitre I, on rappelle, dans le cas ol G est un groupe algébri-
que quelconque, les définitions et les résultats élémentaires concernant les di-

viseurs de type G, et on étudie les effets d'un changement de groupes.

Le chapitre II est consacré & la comparaison de l'ensemble de définition
d'une application rationnelle f d'un produit X X T de variétés dans un groupe
algébrique G, aux ensembles de définition des applications rationnelles f @ Jj,,
ol Jt : X+ X xT est le morphisme x w>(x,t). On en déduit le théoréme de co;-
tinuité pour les familles algébriques de diviseurs.

Au chapitre II, on étend au cas d'un groupe algébrique commutatif la notion
de diviseur infinitésimal associé & une famille alcébrique de diviseurs et & un

vecteur tangent 4 la variété de paramétres.

Dans le chapitre IV, on généralise au cas oi G est le grouve des élémerts
inversibles d'une sous-algébre commutative de 1l'algébre des matrices d'ordre r 3
coefficients dans k la correspondance entre diviseurs, idéaux fractionnaires et

fibrés localement triviaux.

.Au chapitre V est démontré le théoréme fondamental de continuité des fa-
milles algébriques de classes de diviseurs dans le cas o X est une variété
semi-compléte, et o G est un groupe algébrique linédaire commutatif : 1'ensem-
ble des zéros d'une famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X
paramétrées par une variété T est un sous-ensemble fermé de T. Ensuite, on étu-
die 1l'ensemble des familles algébriques de classes de diviseurs de type G sur X
paramétrées par une variété donnée T et on définit la notion de classe de divi-
seurs infinitésimale associée & une famille algébrique de classes de diviseurs et
4 un vecteur tangent & la variété de paramétres.

Le chapitre VI est consacré 4 deux thorémes techniques de descente relatifs

aux familles algébriques de classes de diviseurs.

Au chapitre VII, on montre 1l'existence du corps de rationalité d'une clas-

se de diviseurs de type G sur X, dans le cas ou G est le groupe algébrique Gj.

Au chapitre VIII, on définit la variété de Picard de type G de X comme
solution du probléme universel suivant : la variété X et le groupe algébrique
commutatif G étant donnés, on cherche un groupe algékrique commutatif connexe
P et un homomorphisme algébrique =« de P dans le groupe ¢ des classes de
diviseurs de type G de X tels qu'étant donné un groupe algébrique connexe H
et un homomorphisme algébrique ¢ de H dans €, 11 existe un homomorphisme de
groupes algébriques et un seul f : H> P tel que ¢ = 7o f. On établit ensui-
te 1l'existence de la variété de Picard (P,n) de type G de X dans le cas ol
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G est un groupe algébrique linéaire commutatif, et ou X est une variété semi-
compléte telle que Hl(X,OX) soit un espace vectoriel de dimension finie sur k.
On montre aussi que 1 est injectif, et que ™ définit un homomorphisme algébri-
que injectif de 1l'espace tangent & P en 1'élément neutre dans le groupe des

classes de diviseurs sur X de type l'espace tangent 2 G en 1'élément neutre.

Enfin, au chapitre IX, on généralise au cas d'un groupe algébrique commu-
tatif les notions d'equivalence algébrique entre diviseurs et entre classes de
diviseurs, On montre que, dans le cas ol X est une variété compléte, et G un
groupe algébrique lineaire cormutatif la variété de Picard (P,m) de type G de

X posséde les proprictés suivantes :

a) Etant donné une variété algébrique T, une application algébrique ¢
de T dans € et un point t € T, il existe un morphisme et un seul f:T~>P
tel que 1l'on ait :

¢ -¢ (t) = To f.

b) ™ est un isomorphisme de P sur le sous-groupe de ¥ formé des clas-
ses de diviseurs de type G sur X algébriquement équivalentes & zéro.

c¢) m définit un homomorphisme algébrique injectif de 1'espace tangent 2
P en 1'élément neutre dans le grouve des classes de diviseurs sur X de type

1l'espace tangent & G en 1'élément neutre.

On rontre enfin yue ces résultats ne s'ctendent pas au cas ou G est un

groupe algebrique commutatif quelconque.

Je suis heureux d'avoir ici 1l'occasion d'exprimer ma vive reconnaissance
4 1'égard de M. Pierre SAMUEL dornt la grande compétence et la btienveillance m'ont
été précieuses.

Qu'il me soit permis d'exprimer également ma gratitude envers M. Claude
CHEVALLEY qui m'a fait 1'honneur de présider mon jury, et & M, Michel HERVE qui a

bien voulu me dorner le sujet de ma seconde theése.

Je tiens & remercier enfin mon camarade et ami Michel RAYNAUD pour 1'in-
térét qu'il a apporté a mon travail et les conversations fructueuses que J'ai
tenues avec lui, ainsi que Madame ROBIN et Mademoiselle HOFMAN qui ont acceppé
la tfche ingratede polycopier cette thése.



CHAPITRE I. DIVISEURS DE TYPE G

Ce chapitre rappelle les définiticns et les résultats élémentaires concer-
nant les diviseurs de type un groupe algébrique quelconque sur une variété algébri-
que ([3], (8], [9]). Les variétés considérées seront des variétés algébriques
(irréductibles) sur un corps algébriquement clos K. En revanche, les groupes algé-

briques cons idérés ne seront pas nécessairement connexes.

1.0. Notations.- Soient X une variété, G un groupe algébrique ; on notera ?g, ou
simplement 7)(’ le faisceau de groupes des germes d'applications rationnelles de
X dans G, et ?)'(G , ou simplement 2‘7'x, le sous-faisceau de groupes de 7x des

germes d'applications régulitres de X dans G.

Définitions 1.1. ([3]).- Soient X une variété, G un groupe algébrique ; on appelle

diviseur de type G sur X une section sur X du faisceau d'espaces homogénes “7)(/7)'(

obtenu en faisant opérer 7)'( 3 gauche sur 7)(‘

L'ensemble T(X, (7)(/'7)'() des diviseurs de type G sur X se note £ (X,G).

L'image dans < (X,G) de la section unité de 7)( s'appelle diviseur neutre
et se note O.

La donnée d'un élément D de 2 (X,G) équivaut ([3]) & la donnée d'un recou-
vrement ouvert (Ui)ieI de X et d'une famille d'applic;tions rationnelles (fi)ieI
:‘..fJ soit défini en tout point
de Uin UJ. L'application fi sera alors appelée une application de définition de D

de X dans G telle que, quels que soilent 1,jeI, f

dans 1'ouvert Ui ; s1 x est un point de Ui’ on dira aussi que fi est une applica-
tion de définition de D au point x.

D'autre part, les groupes G et I‘(X,:7x) opérent a droite sur '7x de
fagon compatible avec 1l'opération & gauche de ':7)’( sur ?x, done ils opérent aussi
sur L (X,G).

Définitions 1.2. ([3]).- Deux diviseurs de type G sur X sont dits linéairement
équivalents ou, plus simplement, équivalents s'ils appartiennent 3 une méme orbite
du groupe I(X, 7x) dans £ (X,G).

Un diviseur de type G sur X est dit principal s'il est équivalent a 0. Il
revient au méme de dire qu'un élément D de -5 (X,G) est principal ou qu'il existe
une application ratiohnelle f de X cdans G qui soit une application dé définition

de D dans X ; dans ce cas, on écrira D = diva.
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On note P (X,G) 1le sous-ensemble de Z (X,G) formé des diviseurs princi-
paux ; il contient le diviseur neutre. Il est clair que P (X,G) est 1'image de
r(x, }x) dans r(x, .7x/ :7f'x) par 1l'application canonique.

L'ensemble des classes d'équivalence de diviseurs (appelées par la suite
classes de diviseurs) de type G sur X sera noté € (X,G).

Cas particulier 1.3.~- Lorsque G est commutatif, 2 (X,G) est muni naturellement

d'une structure de groupe dont 1'élément neutre est le diviseur neutre, 2 (X,G)
est un sous-groupe de < (X,G), et ¥ (X,G) est le groupe quotient < (X,G)/P(X,0)

Lorsque G = (G‘)n, nous pouvons associer &4 A € K et &4 D ed (X,G:) un
diviseur X D de la manidre suivante : soient x € X, f et g deux applica-
tions de définition de D en x ; alors f - g est régulidre en x, donc aussi
Af - Ag = A(f - g). Donc, si D est défini par un systeme d'ouverts (Ui)ieI , et
d'applications <fi)ieI’ le systeme d'ouverts (Ui)iaI et d'applications
(M\i)iel définit un diviseur AD de type G;l sur X. On vérifie aisément que
L (X,Gg) est ainsi muni d'une structure d'espace vectoriel sur K. Alors ?(X,G:)
est un sous-espace vectoriel de -& (X,G:), et ¢ (X,G:) est canoniquement iso-

morphe au sous-espace vectoriel quotient oL (X,G:)/-? (X,G:).

1.4, Point de vue des fibrés ([23]).- Un élément D de D (X,G) définit & iso-
morphisme prés un fibré localement trivial de groupe G sur X ; deux fibrés dé-

finis par les diviseurs D et D' sont isomorphes si et seulement si D et D'
sont équivalents ; enfin, & tout fibré localement trivial ¢ de groupe G sur X,
on peut faire correspondre une classe d'équivalence A de diviseurs de type G
sur X telle que tout diviseur D de A définisse ¢ . On dirsa que ¢ et A

sont associés.

1.5. Point de vue cohomologique.- D'aprés ([10]), on a une suite exacte de coho-

mologie : s
1> 0K, F'y) > IX, ) » T(X, F/F'y) > H(X, 2')) > 1,

étant donné que Hl(x, 7x) =1 ([3]), ce qui permet d'identifier au moyen de §
l'ensemble € (X,6) & H'(X,Z',).

Remarque 1.6.- Dans le cas ol X est une variété non singulidre, et ol G est
une variété abélienne, toute application rationnelle de X dans G est partout
régulidre ([24]), done .2 (X,G) = O.

Lemme 1.7.- Soient X et T deux variétés, U et V deux ouverts de X x T,
et p: Xx T->X la projection canonique. Alors, p(UaV) = p(U)n p(V).
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Il suffit de montrer que p(U)ap(V)cp(UnV). Soit x € p(U)anp(V).
Posons T' =T x {x} . Par hypothése les ouverts UnT' et VnT' de T sont
non vides, donc leur intersection UnVAaT' est non vide, si bien que
x € p(UnV), c.q.f.d.

Proposition 1.8.~ Soient X et T deux variétés, A une variété abélienne ;
alors 0 (X x T, A) est isomorphe & 0 (X,A) x < (T,A), et ‘K(X x T,A) est
isomorphe & € (X,A)x ¥(T,A).

Soit D eg4(X x T,A), (Ui)ieI et (fi)isI un systéme d'ouverts et d'ap-
plications de définition de D. D'aprés un thdoréme de A. Weil ([8], exp 9 th 2),
chacune des fi est de la forme 8 + hi’ ou 8 est une application ration-

nelle de X dans A, et h:l une application rationnelle de T dans A,

Soient 1,J €I, et (x, t )eUu 10Uy
Jection de U, sur X [resp. sur T] ; alors g - g - by (t ) - hy (t ) est

; notons  V, [resp. W ] la pro-

régulidre en tout point x tel que (x,t )eU,n UJ ; on en déduit que g, - 33

i

est régulidre en tout point de la proJection de Uin U g s X, qui n'est autre
40 V:j (1.7); de méme, hy - h‘5 est régulidre sur w o W,. Donc le systéme
et

\}
d'ouverts (Vi)iel et d' applications (gi 1e1 [resp. d' ouverts (wi):leI
d'applications (hi) ] aéfinitun diviseur D, [resp. 2] de type A sur X

[resp. T], et 11 est clair que D =D, +D,.

On en déduit que 0 (X x T,A) = 4(X,A) x ©(T,A). Si D est principal,
il est de la forme Dl +D,, ou Dl et D, sont principaux, d'od P (X x T,A) =
P (X,A) x P(T,A), si bien que ¢ (X x T,A) est isomorphe & < (X,A) x % (T,A).

que V

2,- Image réciprogue ([8] ou [9]).

Définition 2.1.- Soit D wun diviseur de type G sur X. On appelle support de D
et on note supp D 1'ensemble des x € X tels que D(x) ne soit pas 1l'image de

1 s - 1 ol ’
1'é1ément neutre de 7X,x dans ?X,x /F X,x 3 ° est un fermé de X.
Définition 2.2.- Soit ¢ : Y > X un morphisme de variétés. Supposons que

¢(Y) ¢ Supp D. Soit y € Y et soit f une application de définition de D au
point ¢(y) ; notons D( ¢(y)) ©% 1'image dans 3‘ /]' de £ Q¢ ; cette
image ne dépend pas du choix de 1' application de définition f de D en ¢(y)
et 1'application y w— D( ¢(y)) 0 ¢ définit une section de F Y/]'Y sur Y
notée ¢*(D) ou D G ¢ , et appelée image réciproque de D par ¢ .

Soit ¥ : Z > Y un morphisme de variétés tel que (¢ ° ¥) (Z) ¢¢ Supp D ;
alors y*( ¢*(D)) est défini et égal & (¢ o ¥)* (D).
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Proposition 2.3.- Soient ¢ : Y * X un morphisme de variétés, G un groupe al-
gébrique, C un élément de €€ (X,G) ; elors il existe un diviseur D e.2(X,G)
appartenant & la classe C tel que ¢*(D) soit défini, et la classe de ¢*(D)
de dépend pas du choix de D & C tel que ¢*(D) soit défini. On la note ¢*(C)
ou CG 9%, et on l'appelle image réciproque de C par ¢ .

En effet, soit x & ¢(y), et soit f une application de définition en
x d'un diviseur D' appartenant & C. Posons D = D' f-l. Il est clair que
x £ Supp D, ce qui montre que ¢*(D) est défini. Les autres assertions sont

triviales.

Remarque 2.4.- Sous les hypothtses de (2.3), soit C 1le fibré sur X de groupe
G associé & C (1.5) ; alors ¢ '1(5) est le fibré sur Y de groupe G associé
a ¢*(C).

Remarque 2.5.- Etant donné un groupe algébrique G (resp. un groupe algébrique
commutatif G), on définit ainsi un foncteur contravariant X w—%(X,G) de la
catézorie des variétés algébriques sur K dans celle des ensembles pointés (resp.
des groupes abéliens).

Cas particulier 2.6.- Soient X,T deux variétés, G un groupe algébrique ; étant

donné t € T, notons Jt : X>Xx T le morphisme xw>(x,t). Soit A une classe
de diviseurs de type G sur X X T. Quel que soit to € T, 1l existe un ouvert
To de T contenant tO et un élément D de A tel que pour tout t € T0 ,
Jt*(D) soit défini.

Cela résulte de (2.3), car l'ensemble des t € T tels que D @ Jy soit

défini est la projection du complémentaire de Supp D, donc est un ouvert (2.1).
2.z Familles algébrigues de diviseurs ([8] ou [9])

Définition 3.1.- Une application f : T - .b(X,G) d'une variété T dans 1l'ensem-
ble des diviseurs de type G sur une variété X est appelée famille algé€brique

de diviseurs de type G sur X paramétrée par T, (et souvent notée

(Dt)teT)
s'1]1 existe un diviseur D de type G sur X x T tel que, quelque soit t e T,
s1 gt X>XxT désigne le morphisme défini par xw-»(x,t), Jt*(D) soit
défini et égal &4 f(t) = D,. On dit alors que D est diviseur de définition de la
famille (D

t°

t)tcT'

Proposition 3.2.- Soient (Dt)teT
sur une variété X paramétrée par une variété T, g : T' > T un morphisme de

une famille algébrique de diviseurs de type G
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variétés et ¢ : X' >~ X un morphisme dominant de variétés : alors 1'application
! ¢*(Dg(t.)) de T' dans < (X',G) est une famille algébrique de diviseurs
de type G sur X' paramétrée par T': si h : X' xT'> X x T est le morphisme
défini par (x',t')~> ( o(x'), g(t')), et si D est un diviseur de définition de
(Dt)tcT , alors h*(D) est défini et est un diviseur de définition de

1
( ¢*(Dg(t')))t'eT" Enfin, la famille algébrique ¢*(Dg(t‘))t'eT' s'appelle
image réciproque de la famille (Dt)teT pour g et ¢ .

Cas particulier 3.3.- Hypothéses de (3.2) dans le cas oi X' =X, ou ¢ : X> X
est 1'identité, o T' est une sous-variété de T, etou g : T' * T est 1l'im-
mersion canonique. La famille (Dg(t'))t'eT' s'appelle restriction & T' de la
famille (Dt)te’l"

4.- Famillesalgébrigues de classes de diviseurs ([9]).

Nous prenons la définition de ([9]), et non celle de ([8]) ; nous verrons
que lorsque X est une variété semi-compléte, et lorsque G est un groupe algé-

brique linéaire commutatif, ces deux définitions co¥ncident.

Définition 4.1.- Une application f : T * ¥ (X,G) d'une variété T dans 1'ensem-
ble des classes de diviseurs de type G (G étant un groupe algébrique) sur une
variété X est appelée famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur

X paramétrée par T, (et souvent notée ( At)teT) s'1l existe une classe de divi-
seurs A de type G sur X x T telle que, quel que soit t € T, f(t) = At
soit égal a Jt*( A), ol Jg # X > X x T est le morphisme défini par x (x,t).
On dit alors que A est une classe de diviseurs de définition de la famille

( 8,)

teT’

Proposition 4.2.- Soient ¢ : X' X et g : T' > T des morphismes de variétés,
G__un groupe algébrique, et ( At)tcT une famille algébrique de classes de divi-
seurs de type G sur X paramétrée par T. Alors la famille o ( Ag(t'))t'eT'
est une famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X' paramétrée
par T', appelée image réciproque de ( At)teT par g et ¢ .

Si h:X' xT' >X xT est le morphisme (x',t')~>( ¢(x'), g(t')) et si A est

une classe de définition de ( At)teT’ alors h*( A) est une classe de définition

de ( ¢*(Ag(t')))t'€T"

Cas particulier 4.3.- Hypothéses de (4.2) dans le cas ou X' =X, ol ¢ : X + X

est 1'identité, o T' est une sous-variété de T et o g : T' > T est 1'immer-

sion canonique ; alors la famille algébrique (Ag(t'))t'eT' s'appelle restriction
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1]
4 T' de la famille (At)ts'r'
§.- Cnggggment de groupes.
Définition 5.1.- Etant donnés une variété X, un homomorphisme ¢ : G' > G de
groupes algébriques, et un diviseur D de type G' sur X défini par un systime
d'ouverts (U et d'applications de définition (f

1)1eI
que le systéme d'ouverts (U

1)151, on vérifie aisément
1]

i) 47 b d'applications de définition (¢ o ri) 1T

définit un diviseur de type G sur X, qu'on note D (X, ¢) (D) ou ¢ o D,

Lorsque ¢ est un homomorphisme de groupes commutatifs, -5 (X, ¢) est un
homomorphisme de groupes de £ (X,G') dans 9 (X,G).

Il est clair que si D & ¥(X,G'), alors ¢ e D e P (X,6), d'ot une applica-
tion P (X,¢) de P(X,G') dans P(X,G), et une application ¥ (X,¢) de €(X,G')
dans ¥ (X,G). On notera souvent, étant donné A € %(X,G'), ¢ o A au lieu de
€(X,4) (a).

Remarque 5.2.- On définit ainsi, étant donnée une variété X, des foncteurs cova-
riants G« 2(X,G), Gw> P (X,G) et G« € (X,G) de la catégorie des groupes
algébriques (resp. des groupes algébriques commutatifs) dans celle des ensembles
pointés (resp. des groupes abéliens).

Proposition 5.3.- Si G' est un sous-groupe a.lgébrigue d'un groupe algébrique G,
et 81 1 est 1'immersion fermée canonique de G' dans G, alors -0 (X,i) et
£(X,1) sont injectifs.

I1 suffit de montrer que si f' est une application rationnelle de X
dans G', les ouverts de définition U' et U de f' et f =1 ° f' sont les
mémes. Or U' = Unf-l(G') ; coome G' est fermé dans G, et que U' est partou*
dense dans U, on a bien U = U',

Proposition 5.4.~ Soient G un groupe algébrique commutatif connexe, G' un sous-
groupe résoluble connexe de G, 1 et p les homomorphismes canoniques G' i ¢ B

G/G'. Alors on a le diagramme commutatif suivant, ol les lignes horizontales et
verticales sont exactes :
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(o] 0 0
v P(x,1) <\ P (X,p) ¥
0+ P(X,G') —— P(X,6) - P(X,6) ——— ?(X,6/G') + 0
> ¥
,,L(x,i) A / -2 (X)p)
0+ .£(X,6') ——> L (X,6) ——> £(X,G/G")
¥ + ¥
£(X,1) % (X,p)
€ (x,6') ———> ¢ (X,6) — ¢(X,6/G")
¥ + v
(o] (0] (o]

(5.4.1.) Montrons que < (X,p) a pour noyau l'image de £ (X,i). Il est clair
que Im.<¢(X,1i) c Ker £(X,p). Soit D € £(X,G) tel que <£(X,p) (D) =0, et soit
f une application de définition de D dans un ouvert U de X : alors p o f
est une application régulitre de U dans G/G'. D'aprés ([16]), il existe une
section rationnelle 0 de p. Soit h & G/G' tel que O soit défini en h et
solt x e U ; il existe g e G tel que p(g) =h - (p o f) (x).

Alors plg + f(x) - 0 (p(g) + (p ° £) (x))] = 0, ce qui montre que si U, est
1'ouvert de définition de o(p(g) + p o f), alors f,=8+f- olp(g) + p o f)
est une application rationnelle de Ux dans G'. Or ¢ x = f est une application
régulidre de 1l'ouvert Ux dans G', et, par construction, x.€ Ux' Considérons
le systéeme d'ouverts (Ux) <eu ¢ d'applications rationnelles (fx)sz ; on véri-
fie que ce systéme définit un diviseur D'U de type G' sur U, et que i o D'U
est égal & la restrictionde D & U, On en déduit l'existence d'un diviseur D'
de type G' sur X tel que i o D' =D,

(5.4.2.) Montrons que JF(X,p) est surjectif, Soit D" & 2 (X,G/G') ; il existe

G/G' " n
f e?x telle que D" = divG/G' £ .

section rationnelle de p [16]. Alors p o D =D" .

Posons D = div

G gdo f" , ol O est une

(5.4.3.) Soit A e €(X,G) tel que ¢ (X,p) (4) = 0. Soit D & A; il existe
" e 7)%/6' telle que p o D = divg o, £" . Posons D) =D - divg(s o £") . Alors
DyeA et poD =0 car pediv G(° o f") =p o D . D'aprés (5.4.1.) 11
existe alors un diviseur Di sur X de type G' tel que D=1, Di . Soit
A' la classe de Di ,onabien 10 A' = A, ce qui montre que Ker ¢ (X,p) ¢
Im € (X,1) . Comme il est clair que Im ¢ (X,1) ¢ Ker €(X,p), 1la démonstration

de (5.4) est compldte.

Corollaire 5.5.- Soient X une variété non singuliére, G un groupe algébrique
commutatif connexe, et L son sous-groupe linéaire connexe maximal. Alors .0 (X,L)
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est canoniquement isomorphe & -£ (X,G) et 1'application canonique % (X,L) -+
€ (X,6) est surjective.

Cela résulte que (5.4), car, puisque G/L est une variété abélienne ([16],
Th. 16), < (X,6/L) = 0 (1.6) et car un groupe linéaire commutatif est résoluble.

Contre-exemple 5.6.- Sous les hypothéses de (5.4), en général la suite :

r(X,1) X,p)
o ~» T2(,6') — ?(X,6) — > F(X,G/G') >0

n'est pas exacte en J(X,G). Soit G 1la jacobienne généralisée d'une courbe
elliptique & point de rebroussement ordinaire ; alors G est commutatif, connexe,
contient un sous-groupe algébrique G' isomorphe A Ga , et G/G' est la jaco-
bienne de la courbe. Alors le morphisme canonique G > G/G' admet une section
rationnelle o ([16]), mais pas de section réguliére ({151). Prenons X = G/G' ;
alors 7P(X,p) (divG o) =0, mais div

de type G' sur X.

G 0 ne provient pas d'un diviseur principal

D'autre part, le diagramme de la proposition 5.4 montre que ¥ (X,1) est
injectif si et seulement si Ker P (X,p) ¢ Im P(X,1). Le contre-exemple précédent
montre donc qu'en général ¢ (X,1) n'est pas injectif.

Remarquons aussi que, dans le contre-exemole précédent, X est une varié-
té non singuliére, et G' est le sous-groupe linéaire connexe maximal ([16]),
remarque suivant le corollaire 5 au théoréme 16) de G ; ce qui précéde montre
alors que, sous les hypotheses de (5.5), ¢ (X,i) n'est pas nécessairement injec-
tif,

Remarque 5.7.- Sous les hypothéses de (5.4), la composition avec p et 1 définit

_ g1 p#G' | G 2P, G L pG/G'
des homomorphismes de faisceaux en groupes ]:X P Ay Fx et x ¢ 'x X .

Montrons qu'on a une suite exacte :

71 2P
¢ X e X e/t
07— FE s P
Il est clair que 7'; est injectif et que Im fi = Ker ,fi . Montrons
que 7'§ est surjectif. Il s'agit de montrer que pour tout x € X, ’f; x est

surjectif. Soit alors f" ¢ ﬁﬂgfi' . D'aprés ([16]), 1l existe une section ration-
nelle g de p. Solt y un point de G/G' tel que o soit défini en y. Il exis-
te z€G tel que p(z) = £"(x) - y. Posons alors f =0 (f +y - £"(x)) + z.

Il est clair que f ¢ :fg,x’ et que po f =1f".

On a donc une suite exacte de cohomologie :
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1 !
0+ r(x, 73"y > 1(x, 7%) » r(x, 79%")

o B .
> 7 (X,0') —L(X,0) —>¥(X,0/G') + HE(X, "z‘g') > aas

On vérifie aisément que o = €(X,1) et B =¢%(X,p).

Proposition 5.8.- Soient G un groupe algébrique, G° sa composante neutre,

i : G° > G 1'immersion canonique et X une variété. On a alors des isomorphismes

(X,1) %(X,1)

L (X,1)
L (X,6°) —> £(X,6), P(X,6°) NX,G) et €(X,G°)

> €(X,G).

D'apreés (5.2), i1 suffit de montrer que < (X,i) et JF(X,i) sont surjec-
tifs. Soit D € «(X,G) ; D peut &tre défini par un systéme d'ouverts (U
et d'applications de définition (f

i)iEI
$)yer -+ Soit x; € X tel que f, soit défini
en X, ; i1 est clair que le systéme d'ouverts (Ui)ieI et d'applications de défi-
nition (f, . f, (xi)'l)i€I définit le diviseur D. Notons V,
définition de g = fi . fi (xi)ml . Puisque X est irréductible, il est clair
que g, est une application réguliére de V1 dans °. Donc le systéme d'ouverts
(Ui)ieI et d'applications de définition (gi)iel définit aussi le diviseur D_
de type G° sur X, et il est manifeste que < (X,i) (D) =D. Donc < (X,1)

est surjectif. Enfin, si nous supposons que D & 2 (X,G), nous pouvons supposer

le domaine de

que I est réduit z un élément, auquel cas D € ?(X,G°), ce qui montre que
7 (X,1) est surjectif.

Proposition 5.9.- Soient G et H deux groupes algébriques, X une variété,

p:GxH->G et q: G xH >H les homomorphismes canoniques., On a alors des

isomorphismes :

("[ (x’p): *C(an))
2 (X,G xH) Z(X,G) x of (X,H)

(?(X,p), 3(X,q))
2 (X,G x H) P(X,G) x P(X,H)

(€(X,p), %(X,q) _
< (X,G xH) ¢(X,6) x < (X,H)

C'est immédiat.

Remarque 5.10.- Nous aurons dans la suite & étudier le cas ou le groupe algébrique
G est un groupe linéaire commutatif. D'aprés (5.8), on est ramené au cas ol G

est un groupe linéaire commutatif connexe ; or, d'aprés un résultat classique ([1])
2
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un tel groupe G est de la forme (Gm)n U, ou Gm est le groupe multiplicatif,
n un entier positif ou nul, et U un groupe algébrique linéaire commutatif con-
nexe unipotent, Le cas ol G = G, est classique ([8] ou [9]). Nous pourrons done
nous borner & étudier le cas oi G est un groupe algébrique lindaire commutatif
connexe unipotent.

Proposition 5.11.~- Sous les hypothéses de (5.4), supposons de plus que p admette
une section régulidre o : G/G' >~ G. Alors ¢ (X,1) est injectif et Ker % (X,p)=

Im 2(X,1).

D'aprés le diagramme de la proposition (5.4) il suffit de montrer que
Ker T (X,p) ¢ Im P(X,1). Soit f wune application rationnelle de X dans G telle
que p o f soit régulitre. Alors p o p o f est une application réguliére de X
dars G et po (fF-popof)=0, donec f -popof estune application
rationnelle de X dans G'. De plus div
Ker $(X,p)cIm (X,1).

c f= divG (f=p o p o f), ce qul montre

Corollaire 5.12,- Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif connexe G'

un sous-groupe connexe de G, G" =G/G' , 1 :G' >G et p: G >G" les mor-

phismes canoniques ; on a une suite exacte de groupes :

€(X,1) €(X,p) *«
0 + ¢(X,6') — €(X,G) > € (X,G") .

Compte tenu de (5.4) et (5.11), 1l suffit de montrer que p admet une
section régulitre, ce qui résulte de ([19], VII n® 6, prop. 7) car, d'aprés le
théortme de Chevalley ([4]), G/G' est un groupe linéaire.

5,13, Produit extérieur de classes de diviseurs. Soient X et X' deux variétés,
G et G' deux groupes algébriques, D & £ (X,6) et D' e £(X,G'). Soient
et (f

un systéme d'ouverts et d'applications de définition de D,
un systéme d'ouverts et d'applications de définition de D'

(Ui)iel 1)151
V)i ot (8),0
on vérifie aisément que le systeéme d'ouverts (U g X

we

]
VJ)(LJ) e 1N et d'applica

(f, xg,) définit un diviseur de type G X G' sur X x X',
i 37 (1,3) € 1IN
indépendant du choix des systemes d'ouverts et d'applications de définition de D

tions

et D', qu'on notera D x D', et qu'on appellera produit extérieur de D et D',

Soient 4 e €(X,G) et A' e%4(X,G'), De A, D' e A', Il est clair que
la classe de D x D' est indépendante du choix de De A et de D'e A'; on
la notera A x A', et on 1'appellera produit extérieur de A et A',

B
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Proposition 5.14.~ Soient X une variété, G et G' deux groupes algébriques,
T et T' deux variétés, f : T > %(X,G) et f' : T' * €(X,G') deux familles
algébriques de classes de diviseurs. Alors 1'application f Xf' : T x T' -
$(X,6) x €(X,6') =%(X,G x G') est une famille algébrique de classes de divi-

seurs.

Soit A (resp. A') une classe de définition de f (resp. f'). Notons
§ : X+X xX 1l'application diagonale. Alors A x A' € (X xT x X xT', G x G')
et (8 x 1dp T.,)* (Ax A')e €(XxTxT', GxG')., On vérifie aisément que
(6 x 14 T,)* (A x A') est une classe de définition de f x f',

Remarque 5.15.- On démontre de méme un énoncé analogue & celui de (1.14) relatif
3 des familles algébriques de diviseurs. Il suffit de voir que si D & ..(X x T,G)
et D' eH(X xT',G), 1l'ensemble des x € X tels qu'il existe t & T [resp. T']
tel que (x,t) £ Supp D [resp. x,t') £ Supp D'] est un ouvert U [resp. V] non
vide de X, donc que Un V £ @ , si bien que (6§ x idT " T,)* (D xD') est
défini.
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CHAPITRE II, CONTINUITE DES FAMILLES ALGEBRIQUES DE DIVISEURS

1,- Une propriété des applications rationnelles d'un produit de variétés dans un

groupe algébrique.

Hypothéses et notation 1,1, - Solent X et T deux variétés, F un fermé de

X xXT et f uie application rationnelle de X X T dans un grdupe algébrique G,
Nous aurons besoin du résultat suivant qui est un critére pour que f soit régu-
liére hors de F et qui généralise un résultat obtenu dans ([8] et [9]) dans le

cas o G=G, etol F=g.

a

Proposition 1,2. - Soient X et T deux variétés, Etant donné t € T, on notera

ug ¢+ X *X xT le morphisme x w— (x,t) et 1, 1 X x {t} > X 1'isomorphisme

canonique., Soit F un fermé de X X T et soit f une application rationnelle

de X X T dans une variété G . On se place dans 1l'un ou l'autre des deux cas

suivants :

a) G est une variété affine :

b) G est un groupe algébrique,

On suppose que, quel que soit te{teT/X x{t} ¢ F} , £ 8 Jy soit dé-
fini, Supposons de plus qu'il existe une partie A de T , partout dense dans T,

telle que, quel que soit teA, f @ jt soit réguliére sur X-it(Fn X % (t}).
Alors f est réguliére sur X x T - F .

Lemme 1.3. - La proposition 1.2, est vrale dans le cas oi G est une variété

quelconque, oli X et T sont des variétés normales, et ol on fait de plus 1'hy-

pothése (H) suivante : (H) toutes les composantes irréductibles de 1'ensemble

S1 de non-définition de la restriction de f é X2« T - F sont de codimension 1,

Soit Ul,...,Up un recouvrement ouvert affine de G . On peut supposer
que Ul""’Un soient ceux des Ui qui rencontrent 1'image de f ., On sait qu'on
peut considérer Ul""'Un comme des sous variétés ouvertes de variétés complétes
Ul""'Un ; on peut prolonger f en une application rationnelle fi de X x T

n

dans ﬁ; . Soient Sé,...,s2 les ensembles de non-définition de E?;...,?; .

Puisque X x T est une variété normale, ces ensembles sont de codimen-
sion au moins égale & 2 ([2], exposé 9, lemme 2 & la proposition 1), Alors
Si =8, - (S;U ...i)Sg) est un ouvert partout dense de S, . Soit (x,t) € 8! ;
alors ?I,...,?; sont définies au point (x,t), mais f n'est pas défini au point
(x,t), done F:(x,t) £ Ui pour 1 <1i<n; done ?; C] Jt(x) £ Uy » ce qul montre
que f O jt n'est pas défini au point x , donc que t g A, Autrement dit, la
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projection P de Si sur T est disjointe de A , donec ne contient aucun ouvert

non vide de T : la projection de Si sur T n'est pas dominante ([5],chap.II

paragraphe V). Puisque Si est un ouvert partout dense dans Sl’ la projection de
S1 sur T n'est pas dominante non plus,

Toutes les composantes de S1 sont de codimension 1 , et puisque f@jt
est définie pour tout te {t € T/X x {t}¢F} , quel que soit te T,
Sl? X x {t} ; done, si S1

nante, ce qui est absurde, Donc S1 =g, C.Q.F.D.

n'est pas vide la projection de Sl sur T est domi-

Remarque 1.!, - L'hypothése (H) du lemme 1,3, est vérifiée dans les cas suivants
a) X et T sont des variétés normales, et G est une variété affine
b) X et T sont des variétés non-singuliéres et G est un groupe al-

gébrique ([8),exposé 9, lemme 1 i la proposition 1),

Lemme 1.5. - LaAproposition 1.2. est vraie dans le cas ol X et T _sont des va-

riétés quelconques, et o G est le groupe additif Ga .

I1 est clair qu'on peut supposer X et T affines, Soit alors
(xo,to) e X xT - F , Il existe une fonction réguliére z sur X x T, nulle sur
F et telle que z(xo,to) # 0, Soient X' et T' 1les normalisées de X et T,
p:X'"+X,q:T >T et r: X' xT" +X xT les morphismes canoniques, Etant
donné t' e T , on note Jt' : X' »X' xT' le morphisme x ' ~w> (x',t') et
i{, : X' x {t'} » X' 1'isomorphisme canonique, Posons A' = q_l(A),F' = r-l(F),
f'=f0@r.

Alors il est clair que X', T', F', f', G et A' vérifient les hypothé-
ses du lemme 1,3, Done, f' est réguliére sur X' x7' - F', Et z2' =2 0 r est
une fonction réguliére nulle sur F', Donc il existe un entier positif n tel que

'

z'" £' soit régulitre sur X'x T'. Posons g =2z"f, g' = (z2"f) e r =2""¢".

La fonction g' régulidre sur le produit X' x T' se met sous la forme
h
g' = 1L e{(t) u{(x) ol les’ e{ [resp. les “i] sont des fonctions réguliéres sur

i=1
T' [resp. sur X']. Ce qui montre que l'espace vectoriel sur le corps de base K

engendré par les fonctions g' @ 3{. pour t' € T' est de dimension finie < h.

orsi t=q(t'), g' o Jg»=80r06Jl, =804 0p. Puisque p et q
sont surjectifs, cela entraine que 1 'espace vectoriel sur K engendré par les
fonctions g @ Jt par t € BcT est de dimension finie é=h, quelle que soit la
partie B de T ,

Puisque (xo,to) eXxT-F, {xo} x T « F est un ouvert non vide de
{xo} xT ; posons C = {t e T/(xo,t)t F} , et B=AnC ; on voit que B = AnC
est partout dense dans T , Puisque 1 'espace vectoriel sur K engendré par les
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fonctions g@® J ~pour t e B est de dimension finie m , il existe une base de

cet espace de la forme : (u; = €@ Jtl,...,um =g0 Jtm). ol ti,..et € B.

Puisque ({x } xB)nF =g, x, £ 1, (Fn(x X {tk})), pour 1 2k Sm,
X
Donc il existe des fonctions réguliéres vl,...,vm sur X , nulles sur

i (Fa(X x {6 D)yeuesiy (Fa(X x {t 1)) respectivement et telles que

71 m

VK(XO) #0 pour 1 <k <m, Et i1l existe des entiers nl,...,nm positifs tels
n

cue les fonctions vkK uy soient réguliéres sur X pour 1l <k <m , puisque

n
BcA , et que rar conséquent u =g 8 Jt =(z @ Jt (£ ® Jt ) est régulieére
k

8 k K
rar hypothése sur X - itk(F-ﬁ(X x {tk})) pour 1 <k <m,
t' T'
fogl
m m "
pour teB, g0, = Kfl ck(t) w  , ol ck(t) € K, si blen que v ,"... Vm(sejt)
est une fonction régulié;e sur X , Soit w1 la foncgion réguliére sur X X T dé-
finie par wi(x,t) = vi(x) , alors la fonetion h = w, ...wmm z" £ est telle que
. n Om ‘ 3 (1)
pour tout t e B, h @ Jg =V e vy (g © Jt) soit réguliére, On sait alors

que la fonction h est réguliére, Mais pour k de 1 & m, wi(xo,to)=vi(x°)£o

et z(xo,to) #0 , donc f est définie au point (xo,to) . C.Q.F.D,

1.5.- Démonstration de la proposition 1.2, dans le cas a).- Plagons-nous dans 1'hy-

pothése a), Soient X' et T' les normalisées de X et T, p: X' X,
qQ:T'> T, r: X'"x T'> X xT les morphismes propres surjectifs canoniques,
Posons f' =f@8r, F' = r-l(F). A' = q-l(A) ; on note jé, : X' > X' x T' le mor-
phisme x'-ww> (x',t') et 1{, : X' x {t'} > X' 1'isomorphisme canonique, Il est
clair qu'alors X', T', F', f', G et A', compte tenu de la remarque (1,4), véri-

fient les hypothéses du lemme 1.3,, Donc f' est réguliére sur X' x T' - F' ,

(1) la démonstration de ce résultat technique figure dans ([8], exposé 5, démons-
tration du théoréme 1, pages 5-05 et 5-06) et dans ([9], chap,I, paragraphe II,
démonstration du théoréme 1, page L446),
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(1.6.1) Premiére étape : Montrons que l'application (ensembliste}
f' : X'x T' - PF' > G se factorise de maniére unique i travers r en
f:XxT-Fs0.

La factorisation, si elle existe, est unique puisque r est surjectif.

Soit (xo,to) e X xT-F, et solent (xi,ti) et (xé,té) e X' xT' - F'
tels que r(xi,ti) = (xo,to) = r(xé,té). Soit Q@ 1l'ouvert de définition de f .,
Pulsque f O j.  est défini, Qa(X x {t }) = v, x {to} # % . Soit alors

o o
x' e p-l(Vt ) ; ona f'(x',ti) = f(p(x'),to) = f'(x',té) . Si on pose
o
f{,(x') = f‘(x',ti) et f{,(x') = f'(x',té), les deux applications rationnelles
1 2

sur X ainsi définies fé, et f{, colncident sur tout leur ouvert de défini-
1 2

tion X' x T' - F', done f'(x',ti) = f'(xi,té) .

D'autre part, pour tout x' e p'l(vt ), ona :

o
f'(x',té)’= f'e jé,(x') =f0J, (p(x')), et puisque les applications rationnelles
2 o
f'e J{, et £@ Jt @ p coIncident sur V% , elles coIncident sur tout leur
2 o o

domaine de définition X' - 1£,(x' x {té} - F') . En particulier, puisque
. 2
] \J ) — 1] 1 1 1 - 1 \} ,
p(x;) = p(x;), £ @ Jto 0 p(x;) =f0 Iy © p(x})) donc f' @ Jté(xe) £' o Jté(xl).
1 1 1] - A 1] Al 1 Al — Al Al
si bien que f (f2’t2) =f (xl't2) . Au total , f(xl,tl) = f(x2,t2) , ce qui montre
l'existence de f ,

(1.,6,2) 2éme étape : Montrons que 1l'application f:XxT-F->G est continue,
C'est un résultat facile de topologie : solent z e XX T - F, g = £(z), V un

voisinage ouvert de g dans G , Posons 2Z' = r-l(z) ; pour tout z' e 2',

£'(z') = g , donc il existé un voisinage ouvert V;, de z' dans X' x T' - F!

tel que f'(U})cV , Posons U' = U Uye et U= (XxT-F) - r(X' x T'-U"),

z' € Z2'
Jéy
t' T X'—— X' x T', £
i qat pY Yr e G 3 G
t e XY -> a
t T X ——— Xx T,

Puisque r est fermée, r(X' x T' - V') est un fermé de X x T contenant F ,
(puisque X' x T' - U':QF'), donc r(X'x T' - U') - F est un fermé de X x T -~ F,
81 bien que U est un ouvert dans X x T - F, Enfin 2z € U, car quel que soit

z' e X'x T' - F' telque r(z') =z, ona 2z' e U' .De plus, puisque r est
surjectif, pour tout t e U, il existe t' € U' tel que r(t') =t , done

Pt) =£'(t") eV, et F(U)cV.
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(1.6.3) 3eme étape : Montrons que quelle que soit la fonction rationnelle ¢ sur
G , le domaine de définition H, ¢ @ f est régulier sur f'l(H).

Posons Q =X xT - £Y(H) ; Q contiemt F .Si Q=XxT, 11 n'y a
rien i démontrer, sinon, posons Tl ={t e T/QpX x {t}} . Soit t ¢ T, . Posons
comme précédemment QN (X x {t}) = v, x {t} . Puisque f @ J  est défini, V.
est un ouvert dense dans X ; alors Q3V, x {t}, et u, = (V£ x {t})n %’l(H)f g,
Soit x e X tel que (x,t)eU, , f est défini en (x,t) et f(x,t) € H, donc

) [f(jt(x))] existe, ce qui montre l'existence de (¢ 8 f) @

dy -
Soit maintenant A, = Ar\Tl . Puisque T, est la projection de f-l(H)
sur T, Tl est ouvert et non vide, done Al est une partie dense de T , Soit

teA alors f @ e est réguliére sur X - it(X x {t}A F) et ¢OFf @ Jt

est défini en x dés que f @ jt(x) € H , donc des que fojt(x) € H car, puisque
p est surjective les deux factorisations f @ jt et ?ojt de f @ Jé, (ou t!'
est un élément de T tel que q(t') =t) & travers p sont égales, Or

Poj (x) = F(x,t) e H dés que (x,t) e X x T - Q, donc dés que

xeX - 1t(x x {t}n Q), ce qui montre que, pour tout t ¢ Aps ¢ @ foj, est
régulidre sur X - it(X x {t}nQ).

Alors X, T, Q, ¢ @ f, Ga et Al vérifient les hypothéses du lemme 1.5.,

si bien que ¢ O f est réguliére sur X X T - Q ,

(1,6,4) heme étape : Montrons gue f est régulidre sur X X T'- F et égale & f,

Puisque p est surjective, les deux factorisations dof et ¢°§ de
¢of' A travers p sont égales (sur X X T - Q) , Donc # est une application
continue de X ~ T - F dans G , telle que pour toute fonction rationnelle
sur G, $of soit réguliére sur ?'1(H) , o H désigne 1l'ouvert de définition
de ¢ , Done f est une application réguliére de X XT - F dans G ,

Enfin, puisque r est surjective, les deux factorisations f et % de
f' & travers r colIncident sur 1l'intersection  de leurs ensembles de défini- .
tion, et puisque les applications rationnelles f et f de X XT dans G coln-

cident sur un ouvert non vide, elles sont égales, C.Q.F.D.

1,7. - Démonstration de la proposition 1,2, dans le cas b) oi G est un groupe

algébrique,

On peut évidemment supposer G connexe,

Soit L 1le plus grand sous-groupe linéaire connexe de G et B la va-
riété abélienne G/L, 1 : L >G et p: G > B les homomorphismes canoniques,
Alors, d'aprés le théoréme de Weil ([8] exp. 9, Th, 2), pef est de la forme
gl + 82 , ol gl est une application rationnelle de X dans B et g, une ap-
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plication rationnelle de T dans R , Soit T° la projection de X x T -« F sur

T ; puisque pour tout t e W, fojt est défini, 8, est défini sur W , Soit Xo

la projection de X X T - F sur X ; alors étant donné x ¢ X, » 11 existe

t € AnYW tel que fOJt soit réguliére en x , donc g est définie sur XO .

D'apres ([16]), il existe une section rationnelle o de p ; soit

(x ,t )eXxT-F,alors x €¢X et t €T , Quitte 4 translater ¢ , nous
[} o o [) )

pouvons supposer a¢ définie au point gl(xo) + ga(to). Il existe un ouvert T,

de To contenant to tel que pour tout t e T 0 soit définie en

l »
v _ - v t

gl(xo) + 82(t) . Posons f' =°f oo(gl+g2) . Alors peof 0, donc f' est une

application rationnelle de X x T dans L , Quel que soit t e Tl »

f' e I = foj, - oo(gl(t)+ g2) est défini, Soit ¢ 1le fermé de X x T, hors

duquel co(g1+ 32) est défini, et posons F, = (FaX x Tl)» ¢ . Alors

(xo,to)y F, ; et pour tout t e AnTy

X - 1t(Fl.w(X x {t})). Appliquons donc la proposition 1.2.(cas a)) & X, T

f', L et AaT

, f'e Jt est réguliére sur

ll Fll

; on voit que f' est réguliére sur X xT, - F, , donc f' est
1

1 1
réguliére en (xo,to) ; donc f est réguliére en (xo,to). C.0.F.D,

2.- Théoréme de continuité des familles algébriques de diviseurs.

2,0. Notations et hypothéses, - Dans tout ce numéro, nous considérons deux varié-

téds X et T et un groupe algébrique G,

De plus, étant donné t € T , nous noterons Jt : X > X x T le morphisme

x w> (x,t) et 10X x {t} - X 1'isomorphisme canonique,

Théoréme 2,1, - Soit (D,) une famille algébrique de diviseurs de type G sur

1 teT
X paramétrée par T , et soient D et D' deux diviseurs de définition de cette

famille ; alors D =D' ,

Nous dirons alors que D est le diviseur de définition de la famille

(D )iep -

Soit (xo,to) € X X T, il existe un voisinage ouvert X X T - F de (xo,to)
dans X x T et des applications rationnelles f et f' de X xT dans G tels
que f [resp, f'] soit une application de définition de D [resp., D'] dans
X x T - F. Posons To = {t € T/X x {t}¢F} . Puisque pour tout t & T° , Do Jt et
D' @ Jy sont définis, il en est de méme de f @ J, et f'e J¢ . D'autre part,
£ Jt et f' @ Jt sont des applications de définition de D @ Jt et D' @ Jt
dans X - 1 (X x {t}nF), Comme D ® Jj =D'® Jy aquel que soit teT ,

(f o Jt)(f' ) jt)'l = (ff"l) @ J, est une application régulidre de
X - 1t(x x {t}n F) dans G . Enfin T, » étant la projection sur T de X xT = F

est un ouvert non vide de T , done X, T, F, ff'-l , G et To vérifient les hy-
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-1
pothéses de la proposition (1.2,) , done ff' est réguli¢re sur X xT - F,
donc au point (xo,to), si bien que D(xo,to) = D'(xo,to), C.Q.F.D,

Corollaire 2,2.- (Caractére local des familles algébriques).- Soit f une appli-

cation de T dans -Z (X,G). Supposons que pour tout t & T, il existe un voisina-

ge ouvert T' de t dans T tel que la restrictionde f & T' soit une famil-
le algébrique, Alors f est une famille algébrique,

Par hypothése, il existe un recouvrement ouvert (T de T , et pour

i) iel
tout 1 € I, un diviseur D de type G sur X x T tel que, pour tout t e Ti’
Di (<] Jt existe et soit egal 4 f(t). Montrons que les sections

Di e (X x 1, ] ) se recollent en une section

X xT /7')( X T
De I'(x xT, 7G 1/7'§ N T) . Il suffit de montrer, que, quels que soient 1 et
J appartenant & I , les restrictions de Dy et Dj a(x x Ti)n(x x TJ) =

X x (Tin TJ) coIncident, Or pour tout t & TiﬂTJ sona D (] I = f(t) et

D‘j e iy = f(t). Donc les restrictions de D, et DJ a X x (Tin TJ) sont deux
diviseurs de définition de la restrictionde f a T Ty . D'aprés le théoréme

i
(2.1.), elles sont égales.

Montrons maintenant que D est le diviseur de définition de f , Quel que
soit t T, il existe 1 €I tel que t e Ti ; et alors DiG Jt existe donc
Do J, existe et est égal a D, 0 J = f(t) .

*
Remarque 2,3, - Le théoréme (2.1.) montre que (J 1_') teT est une application bijec-
tive de 1l'ensemble -7 (x x1P, G) des diviseurs D de type G sur X XT tels
que pour tout t e T, Jt(D) soit défini sur 1l'ensemble des familles algébriques

de diviseurs de type G sur X paramétrées par T .

Lorsque G est commutatif, on vérifie aisément que - (X x T,@) est un

sous-groupe de £ (X x T,G) et que est un 1somorphisme de groupes.

() e

Théoréme 2.4,.-(Théoréme de continuité).- Soit (Dt) tep une famille algébrique de
diviseurs de type G sur X paramétrée par T , et supposons qu'il existe une

partie partout dense A de T telle que, quel que soit t e A, on ait Dt =0,
Alors, le diviseur de définition D de

que soit teT,D —0.
Soit (x ,t )eX x T ; il existe un voisinage ouvert X x T - F de (x to)

est nul ; en particulier, quel

(Og)iep

dans X x T et une application rationnelle f de X X T dans G tels que f
soit une application de définition de D dans l'ouvert X x T - F. Posons Ty =
{ter/x x {t}¢F} . Puisque pour tout teT , D @ J est défini, il en est de mé-
me de f O ‘jt ; enfin pour tout teA n’I‘o. fo Jt' étant application de définition
de DO J  dans X - 1.(X x {t}nF} , est réguliére sur :
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X - it(x x {t}n F). Comme TQ est la projection swr T de XX T - F , To est
ouvert, donc An TO est dense dans T , et X,T,F,f, G et AnTo vérifient les
hypothéses de la proposition (1.2,), si bien que f est réguliére sur X x T - F,

done en (xo,to). C.Q.F.D,

Corollaire 2,5, - Soit (Dt)t e
sur X paramétrée par T , Alors l'ensemble H des éléments t de T tels que

Dt =0 est fermé dans T ,

ure famille algébrique de diviseurs de type G

Soit E une composante irréductible de l'adhérence de H dans T ,
Alors EnH est partout dense dans E , et la restriction de (Dt)te'r a E(I.3.3)
est une famille algébrique de diviseurs de type G sur X paramétrée par E ,

telle que pour tout t € EnH, Dt

tout t € E, Dt. =0 ; donc EcH ., Alors H contient toute composante irréducti-

ble de son adhérence ; donc H est fermé,

= 0 ; alors le théoréme (2.4,) montre que pour
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CHAPITRE III. DIVISEUR INFINITESIMAL ASSOCIE A UNE FAMILLE
ALGEBRIQUE DE DIVISEURS ET A UN VECTEUR TANGENT.

Définitions.

i, - Defint

1,0, - Notations et hypothéses. - Nous considérons dans ce numéro deux variétés

X et T et un groupe algébrique commutatif G .

Etant donné t € T, notons 'Wz l'espace tangent a T en t (dual de
1l'espace cotangent de Zariski). Lorsque T est non singuliére, notons TT 1l'es-
pace fibré tangent &4 T , Notons O 1'élément neutre du groupe G , et considé-
rons TG comme muni de sa structure canonique de groupe algébrique isomorphe a
(Ga)n , ou n désigne la dimension de G ,

Etant donné g€ G, notons Y ~> gy : . 2+ "8 1a différentielle du
h gh

morphisme h ~ > g+h: G > G,
Etant donné x & X, notons k s T+ X% T le morphisme t ~— (x,t) ;

étant donné t ¢ T , notons J, : X > X X T le morphisme x »— (x,t).
t

Etant donné un morphisme u : X > G , un point x € X et un vecteur tan-
gent L &4 X en x , u définit un homorphisme d'anneaux eu(x) > C;( et une

2 2 N
application linéaire u 1uu(x)/mu(x) > mx/ s, ol e (resp. mu(x)) est
2 u(x) . 2
néaire sur mx/mx , et nous noterons du (L) la forme linéaire sur “Lu(x)/mu(x)

définie par du(L) = Leu

1'idéal maximal de 1l'anneau local c“x (resp. ( ). Alors L est une forme 1li-

. ®

Soient U un ouvert affine de X contenant x , et tel que u(U) soit
contenu dans un ouvert affine V de G, i : U> A un plongement de U dans un
espace affine A , J : V> B un plongement de V dans un espace affine B , u,
la restrictionde u a U ’ Go un prolongement de u, de A dans B ; notons
duo la différentielle de u, ; nous pouvons considérer L comme un vecteur tan-
gent en x & A ; alors du(L) = dGO(L).

Lorsque x est un point simple de X , la différentielle du est définie
en L et y prend la valeur du(L).

Temme 1,1, - Soient X une variété, G un groupe algébrique commutatif, u et
v deux morphismes de X dans G, xe X et L e‘ri ; alors :

() (x))7 d(uav) (L) = u(x)"t au(r) + v(x)™ av(w).

D'aprés une remarque précédente, pour démontrer cette formule, nous pou-
vons supposer que X est un espace affine, Notons p; et p2 les projections de
GXG sur G, et posons p = P+ Py I1 résulte alors de ([19] III,11, proposi- g

™G X G
I .
tion 17) que pour tout eT(u,v)(x) , ona:

() )™ dp() = u(x)™ apy () + v(0) ™ ap,y(a) .
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Oor u = plo(u,v) , V = pao(u,v) et u+v= po(u,v) , donc en premnt
% = (du(L),dv(L)) on trouve la formule désirée,

1.2, - Construction du diviseur infinitésimal,

Soit (Dt) teT une famille algébrique de diviseurs de type G sur X pa-

ramétrée par T , et soit L ¢ T T un vecteur tangent & T en un point 1'.0
to

de T ; nous nous proposons d'associer a la famille (Dt) et 4 L un divi-
seur de type Tr sur X ,

Soient D 1le diviseur de définition de la famille (Dt) ter (unique
d'aprés (II,2,1.)), X, € X et u une application de définition de D au point

(xo,to) ; puisque u 0 Jt est défini, l'ensemble U des éléments de X tels
o
que u soit défini au point (x,to) est un ouvert non vide, Etant donné x ¢ X,

posons L = dk (L) e T)(( '1‘ )

posons @

« Pour tout x € U , on peut définir
du(L)e uu(xt)’
<wL > = (uxt ) aur) e Ta.

(1.2.1) lére étape : Montrons que 1'application X ~w—~+ < u,Lx > ainsi définie est

une application réguliére de U dans ‘[ g .
Soit x, e U posons P W= - u(xl,t ) +u , D'aprés le lemme (1,1), quel
que soit xe U, (w(x,to))- dw(L ) = u(x,t )" du(Lx). Done, il suffii de mon-

trer que l'appiication X a-> < w,L,. > est réguliére en xl . Soit alors G' un

ouvert affine de G contenant O ; puisque w(xl,to) =0 , 11 existe des ouverts
affines X' et T' de X et T respectivement, tels que w(X' x T'A U).G',
et que (xl,to) e X' xT', Posons U' =X' xT',U .,

Nous pouvons alors considérer G' comme plongé dans un espace affine S ,
et choisir des applications coordonnées de G' , ce qui permet, quel que soit
vl ' T ' -
g € G' , d'identifier canoniquement 'l g a Fg . Alors (w(x,to)) 1 :

TS -T¢

1
w(x t ) 0
tion  x w—> < w,Lx > de U' dans T G est definie en xl , 11 suffit de montrer

que l'application x > dw(Lx) de U’ dans W est définie en xl, ou encore

que, quelle que soit la fonction coordonnée p sur S , l'application

apparait comme un isomorphisme, et pour montrer que l'applica-

x w— dp dw(Lx) est réguliére en x

.
£
Puisque X' et T' sont affines, on peut écrire pow = ?1' , ou fl et
2
f2 sont des fonctions réguliéres sur X X T , telles que :
' £ daf (L )f (x,t_ ) - df (L )f,(x,t )
f.(x.,t ) #0 . Alors dl(L)= 1 x 2 o 2.x1 .,
271 %o ' "x 2
2 f2(x,t°)
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quel que soit x € U' , Pour montrer que l'application x .= dp dw(Lx) est ré-
guliére en X i1 suffit donc de montrer que pour toute fonction réguliére f
sur X x T, l'application x »-»> df(Lx) est réguliére sur X .,
h
Mais alors, on peut écrire f = I ¢i(x) wi(t) , ou les ¢1 [resp. les

i=1
wi] sont des fonctions réguliéres sur X [resp. T], si bien que :

h
ar(L,) = 121 9;(x) ay, (L)
ou les dwi(L) sont des constantes ; donc l'application x w—* df(Lx) est régu-

liére sur X , C.Q.F.D.

G
0
Soit v une autre application de définition de D au point (xo,to) 3

puisque v @ Jt est défini, l'ensemble V des éléments de X tels que v soit
o

défini au point (x,to) est un ouvert non vide, Alors, u-v est une application

1.2.2. - Construction du diviseur < D,L > de type T sur X .

réguliére en (xo,to) , et pour tout x € UnV , u-v est défini au point (x,to).

D'apres (1.2,1), les applications x ..w= < uwl, >, x AN < v,L > et
X > < u-v,Lx > sont réguliéres sur U, V et UnV respectivement, On peut donc

les considérer comme des applications rationnelles de X dans Tﬁg .
D'aprés le lemme (1,1) , quel que soit x e UnV , on a :
-1 -1 -1 .
((uv) (x,8)) 7 Qu=v)(L,) = u(x,t)™ au(L,) - vix,t )™ av(L,)

ce qui montre que les applications rationnelles < u-v.Lx > et < u,Lx> - < v,Lx>

coIncident sur l'ouvert non vide UAV , Elles sont donc égales,

Or d'aprés (1.2,1), puisque u-v est définie en (xo,to) , < u-v,Lx > est

réguliére au point X, il en est donc de méme de < u,Lx > - < v,Lx > W

Par conséquent, si & tout y & X , on associe une application de défini-
tion uy de D au point (y,to), et un ouvert Uy contenant y dans lequel

uy soit une application de définition de D , le systéme d'ouvert (Uy)yex et

d'applications rationnelles (< uy,Lx >)yex de X dans T‘g définit un diviseur
m G '

de type 'l 0 sur X qu'on notera < D,L > , ou < (Dt)tcT

diviseur infinitésimal associé a la famille (Dt)teT et au vecteur tangent L .

,L >, et qu'on appellera

Proposition 1.3, - Hypothéses de (1,2), Si le diviseur de définition D de la fa-
‘mille (D

est principal, il en est de m@me du diviseur < (D

) ter tgerl 7

Soit u une application de définition de D dans X x T , alors
< u,Lx > est une application de définition de < D,L > dans X .
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Proposition 1,4, - Hypothéses de (1.2). - Soit (Et) tep une autre famille algé-
brique de diviseurs de type G sur X paramétrée par T , Alors :
< (De#E ) pgqel > = < (D)yepel > + < (B) ol >

Soit xe X, u [resp.v] une application de définition de D [resp. du

diviseur de définition E de au point (x,to). Puisque u @ ‘jt et

o

ve Jt sont définis, 1l'ensemble A des x € X tels que u et v soient ré-
o

guliéres en (x,to) est un ouvert non vide de X , D'aprés le lemme (1,1), pour

(Ey)gep]

tout xe A, ona:
<udv,L > = <uL >+ < (v,Lx > Or <u#v,L > [resp. < uL >,

resp, < .v,Lx > ] est une application de définition de < D+E,L > [resp, < b,L >,

resp, <E, L > en x , donc < D+E,L > = <D,L >+ <E,L > .

Remarque 1,5, - Hypothe¢ses de (1.2)..-.(1)Soit T' une sous-variété de T qui

soit un voisinage de t, dans T, et soit (Dt)te'l" , la restriction & T' de la

famille (Dt)te'r (I,3.3). Alors < (D ,L > =< (Dt)teT'L > .

sAL > = A < (Dt)tCT'L > .

t)teT'

(i1) Soit » € K, alors < (Dt)te'r
' _ [
ALY > = < (Dp)yeqel >+ < (Dpdy ol > .

Vo T
(i11) st L' e Uto. < (D)o

Cela résulte immédiatement des définitions,

Proposition 1,6, - Hypothéses de (1.,0). - Soit A une classe de diviseurs de
]

type G sur X x T , Soient toeT,Le et soit D e A tel que De“jt
o o

existe (I,2.3), Alors il existe un voisinage ouvert To de to dans T tel que
pour tout t g To , DO Jt existe, Donc D définit une famille algébrique

(Do Jt) tep 4¢ diviseurs de type G sur X paramétrée par T,  Alors la clas-
o]
se d'équivalence(linéaire) du diviseur < (D O ‘jt)teT ,L > de type Tg sur X ne
o

dépend pas du choix d'un ouvert To contenant to et d'un diviseur D apparte-

nant & A tel que D@ ‘jt existe pour tout t ¢ To . On la note < A,L > , et on
l'appelle classe de diviseurs infinitésimale associée i la classe A et au vec-

teur tangent L ,

D'abord, 1'en§emb1e des t e T tels que DO Jt existe est
{t € T/Supp D3X x {t} } , c'est donc la projection du complémentaire de Supp D ;
c'est bien un ouvert, ce qui montre 1'existence d'un voisinage ouvert 'ro de to
dans T tel que , pour tout t e T, DO "jt existe,
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Soit Tl un voisinage ouvert de to dans T et soit Dl un diviseur

appartenant &4 A tel que pour tout t ¢ Tl » Dl eJ t existe, D'aprés la remarque

(1.5) , 11 suffit de montrer que < (D, 0 J )wr oz ,L>et < (D@ .1,0),“:,1,Qn Tl.L>

ont méme classe., Nous pouvons donc supposer que To = Tl =T .

Alors D et Dl 1

P . D'aprés (1.3), < P,L > est principal, et d'aprés (1.4), < P,L > = < D,L > -
L sont équivalents, C.Q.F.D.

sont équivalents, done D-D, est un diviseur principal

l,L >, ce qui montre que D,L et Dl’

Proposition 1,7. - Soient T une variété non singuliére, X une variété, et G
un groupe algébrique commutatif, Soit (Dt) tep une famille algébrique de diviseurs
de type ']]"g sur X paramétrée par T

Notons 1w : TT + T 1la projection canonique, et D le diviseur de défini-
tion de la famille (D) . . Posons ' = idy x 73 X x TT o x x T . Soit
(xo,to) €eX*» T, et solt u une application de définition de D en (xo,to).
Notons U 1'ouvert de définition de u , Montrons d'abord que l'application
(x,L) w— < u,L, > est une application réguliére de w'_l(U) dans Tg . On se
raméne, comme en (1,2,1) , & montrer que, lorsque X et T sont affines, et que
u est une fonction réguliére sur X * T, alors (x,L) w— du(Lx) est une fonc-

tion réguliére sur X X TT .
h
Dans ce cas, u est de la forme I, ¢1(x) wi(t) , ol les 0y [resp. les

wi] sont des fonctions réguliéres sur X ["resp. T] « Alors :
h

du(L ) = ¢ ¢i(x) ¢1(L) , qui est bien une fonction régulidére sur
i=l X x TT
Soit alors v une autre application de définition de D au point (x t )
Alors u-v est réguliére au point (x AN ), et, d'aprés ce qui precéde,<u-v,L >est
réguliére en tout point de {x )xnl(t ). On montre, comme en (1,2,2,), Que les ap-
plications rationnelles < u-v,L > et< u,L > -<v,L >de X x 7T dans 'Fg
égales; donc< u,L >=< V,L > est reguliére en tout point de {xo}XW (t e

sont

Par conséquent, si a tout (y,t)eX x T, on associe une appl:lcation de défi-

nition u, de D en (y,t) et un ouvert U contenant (y,t) dans lequel u

Jt lt
soit une application de définition de D , le systéme d'ouverts (U

Yt

t)y teX x T
de x x TT dans 'ﬁ’g Géfi-

et
1
d'applications rationnellesa( u )(y t)ex x
nit un diviseur de type T sur X x FT, qu'on notera < D,.> ou <(D )tcT' o
Soit maintenant (y.L’)sX x TT , alors < u, n(L°)'L > @ jpo est une ap-
plication de définition de < D,, > @ JL. (o JL° x X+ X x TT est le morphisme
x > (x,L°)). Puisque U w(Le) ] J"(L.) est défini, l'ouvert U formé des €lé-

ments xeX tels que uy 1r(L° soit défini en (x, m(L°)) est non vide , et
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d'aprés (1.2.1), < u 1|(L°)'Lx > JL" est défini, et évidemment égal a

< uy n(L")’L; >, qul est une application de définition de < D,L° > en y, Donc
’

<D,. >0 JL. existe et est égal a <D,L°> , C.Q.F.D.

Corollaire 1,8. - Sous les hypothéses de (1,7), soit .6 une section régulidére de
TT (c'est 4 dire un champ de vecteurs tangents). A la famille (Dt)teT et &

§ , nous pouvons associer la famille algébrique (< (Dt.)te'l" 8(t) >)tsT de divi-
seurs de type T(G) sur X paramétrée par T , On obtient ainsi un homomorphisme
du groupe des familles algébriques de diviseurs sur X de type G paramétrées
par T dans le groupe des familles algébrigues de diviseurs sur X de type T g '

paramétrées par T ,

Le fait que la famille (<'Dt,) & e’I"‘S(t)>)t op SOt algébrique résulte de
(I,3.2). Le fait qu'on obtienne un homomorphisme de groupes résulte immédiatement

des constructions précédentes et du lemme (1l.1l.).

Proposition 1.9. - Solent X , T et G vérifiant les hypotheses de (1,0) et

<Dt) tep une famille algébrique de diviseurs sur X de type G et g : T' =T
1

un morphisme de variétés, Soient t' e T' et L' e Ti‘, . Posons L =dg (L').

Alors :

< (Dg(t'))t'e'r"l" > = S (D) opel >

Soit D le diviseur de définition de la famille (D) ep + Notons
h:XxT +X xT le morphisme (x,t') s (x,2(t')). Alors (I,3.2) h*(D) est
défini, et c'est le diviseur de définition de la famille (Dg(t’))te’.[‘ . Etant don-
né x € X , notons k)’( : ' > X x T' le morphisme t'awws (X,t'), et posons
L = dkx(L) et L)‘( = dk)’((L’) ; alors dh(LJ") = L,. Soit x e X et soit u une
application de définition de D en (xo,g(t')) ; alors U @ h est une applica-
tion de définition de h™¥(D) en (xo,t') ; et puisque dh(L)'c) = Lx , en tout poirt
x e X tel que u soit réguliére en (x,g(t')), on aura d(v @ h)(L;() = dv(Lx).
Mais puisque u @ ‘jg(t') est défini, l'ensemble des x & X tels que u soit ré-
guliére en (x,g(t')) est un ouvert non vide de X , si bien que les applicaiions
rationnelles d(v @ h)(L)'() et dv(Lx) sont égales, Et puisque (v @ h)(x,t') =
v(x,g(t')), on a :

((v o n)(x,t')™ a(v 0 n)(L}) = (v(xe(t')) ™ av(L) |

Iy

a'ol
D ' =
N < ( g(t'))t'eT"L i < (Dt)CGT’L >

Proposition 1.10. - Soient X et T deux variétés, G et H deux groupes algé-

briques commutatifs , ¢ : G -~ H un homomorphisme de groupes algébriques , toeT

et LaTrf
o
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une famille algébrique de diviseurs de type G sur X pa-

Soit (Dt) LeT
ramétrée par T de diviseur de définition D , Alors :

d¢e< D,L > = < ¢oD,L >

Soit A une classe de diviseurs de type G sur X , Alors :

d¢e< A,L > = < ¢ep,L > ,

Il est clair qu'il suffit de démontrer que pour toute application ration-
nelle u de X XT dans G , on a pour tout x € X tel que < u,Lx > soit défi-
ni d¢(< u,Lx >) = < ¢°u,Lx > , ce qui résulte de la commutativité du diagramme
suivant :

Vﬁ(x,to) ——=Tj

a¢ ¥ v odé

H 8 ~TH
T(oou)e) = 1o

ol @ est l'application & ~w> u(x,to)'ll et B 1l'application
2o (dou)(x,t )7L

2, - Familles algébriques de diviseurs infinitésimalement injectives,

Définition 2,1, - Soient X et T deux variétés, et G un groupe algébrique,
Une famille algébrique de diviseurs de type G sur X paramétrée par T est di-
te injective si elle est injective en tant qu'application de T dans 0 (x,G6).

Définition 2,2, - Hypothéses de (1.0), - Une famille algébrique (Dt)ts'r de di-
viseurs de type G sur X paramétrée par T est dite infinitésimalement injec-
tive en un point toe T, si pour tout vecteur non nul L e T%‘ , on a

< (p,) T,L > # 0, Elle est dite infinitésimalement injective 81 elle est infini-

t'te
tésimalement injective en tout point t e T,

Proposition 2,3, - Hypothdses de (1,0). - Soit (Dt)teT
diviseurs de type G sur X paramétrée par T ., Supposons que (Dt) ter soit in-
finitésimalement injective en un point simple t, de T . Alors il existe un voi-
sinage ouvert T, de t dans T tel que la restrictionde (D ), & T, soit
infinitésinalement injective.

une famille algébrique de

~ D'aprés (1,5) nous pouvons supposer que T est une variété non-singulidre,
Le fibré T'T étant localement trivial, nous pouvons trouver un voisinage ouvert
Tl de t‘o dans T et un isomorphisme de la restriction T 1 de r|j"T a Tl
T
sur T, X T to.
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D'aprés (1,7), la famille (< (D,), ,,L >) T‘Tl est une famille algébri-
G t/teT Le T
que de diviseurs de ty T o Swr X paramétrée par T 1 donc (II,2.?). 1l'en-

semble F des Le T 1 tels que < (Dt)teT'L > =0 est fermé dans T 1 ,

Mais (1.5), quel que soit A € K, < (Dt)teT’}‘L > = A< ,L > donc si

(Oy)gep
< (Dt)ts'r’L >=0, 11 en est de méme de < (Dt)tsT,AL > . Ceci montre que si on
note [ 1'espace projectif associé & Ttl set p: Ty ox (']T:f -{0}) + T x P
o o
le morphisme canonique, Fn'l‘l x (T’f - {0}) est de la forme p-1(8), o ¢ est
o

un fermé de T, P . Donec o et FAT, x (Fg - {0}) ont méme projection sur
T1 N
Puisque (Dt) ter est infinitésimalement injective en to ,

Fn({to} xT z - {0}) =g, done @ﬂ({to} x Py = @ , et la projection de ¢ sur

[)
Tl (qui est fermée puisque P  est une variété compléte) ne contient pas to ;
son complémentaire est donc un ouvert To de T contenant to tel que pour tout

teT , Fn({to} x 'U'z - {0}) =@ ; donc pour tout t ¢ T, » et tout vecteur non
o T °
nul Le Wt , on aura < (Dt)teT‘L > £ 0,

Proposition 2.4, - Hypothdses de (1.9). - Soit t' un point de T' tel que
T T
dg : T e > Tg(t') soit injectif. Si la famille (Dt)teT est infinitésimale-

ment injective en g(t'), alors la famille (Dg(t'))t' e T est infinitésimalement
injective en t' ,

C'est une conséquence immédiate de (1,9).

Théoréme 2.5, - Soient G un groupe algébrique commutatif, X, S et T trois va-

riétés. soit (D) .n [resp. (Es)ses] une famille algébrique de diviseurs de type
G sur X paramétrée par T [resp. S ] .Soit p: S xT +T la projection ca-

nonique. Supposons que :

i) La restriction de p 4 l'ensemble F des (s,t) € S x T tels que

p— L]
D, - E, =0 est propre et bijective (d'image T ).

i1) La famille (E ) g est infinitésizalement injective. Alors F est
irréductible et fermé, et il existe un morphisrce AX:T->F tel que (Dt)teT

soit 1'image réciproque de (Es)ses par qeX, o q : S xT +S est la projec-
tion canonique.
D'aprés (I,3.2) la famille (D

o(s,6)) (s,6)es x T IR+ (Bq(g 1)) (s, ¢ )esnr)

image réciproque de (Dt) [resp. (Es)seS] par p [resp. q ] est une famille al-

telT
gébrique de diviseurs de type G sur X paramétrée par S x T , Il en est donc

de méme de la famille (D (D

p(s,t) ~ Eq(s,t){s,t)es xp T Wy T I‘:s)(s,t)a § o » ©8T
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si D' [resp. E' ] est le diviseur de définition de (D

(s,t)) (s,t)es x T
- ' ' .

de (Dt Es)(s,t)es e Alors, d'aprés (II,2.5) l'ensemble F des ' (s,t)eS X T

tels que Dt - Es =0 est fermé dans S X T,

p(s’t))(s,t)es x [resp.

(Eq ], 11 est clair que D' - E' est un diviseur de définition

Puisque p(F) =T , il existe une composante irréductible Fl de F tel-
le que p(Fl) soit dense dans T ; puisque F est fermé, et que p est une ap-
plication fermée, p(Fl) =T ; et puisque p est bijective _p(Fl) = p(F) entrai-
ne F1 = F , donc F est irréductible, Nous pouvons donc considérer F comme

une sous-variété fermée de S X T ,

I1 suffit de montrer que la restriction Py de p a F est un isomor-
phisme car alors le morphisme X : T > F réciproque de Py convient puisque,

pour tout t € T, on aura qux(t) = Dt .

Puisque py est par hypothése un revétement bijectif de F sur T , il
résulte de ([8], exposé 5, Appendice) que pour montrer que py est un isomorphis-
me, il suffit de montrer que pour tout (s,t) e F, dp) : Tﬁ?s,t) > T’E est in-
Jectif,

Soient alors (s,t) e F et L eTS *T

(s,t) tels que dpl(L) = 0, Alors

d'aprés (1.9) on a :
= = . > =
< (ES)SGS’dq(L) > = < Eq(s't)(s,t)eF’L > =< (Dt)tCT'dpl (L)) =0
Alors puisque la famille (Es)ses est infinitésimalement injective, on a

dq(L) = 0 , Mais puisque dq(L) =0 et dp(L) =0,ona L =0 ([5],chap,VI),
C.Q.F.D,
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CHAPITRE IV, DIVISEURS DE TYPE H* , OU H EST UNE SOUS-ALGEERE
COMMUTATIVE DE GL(r).

1, Diviseurs et Idéaux fractionnaires localement principaux inversibles,

1.,0.,Notations, - Notons Mr l'algébre des matrices carrées d'ordre r a coeffi-
cients dans K , Soit H une sous-algébre commutative de Mr , contenant 1'élé-
ment unité, et soit i le groupe des éléments inversibles de H , Considérons
H*® comme un groupe linéaire commutatif. Notons Jix[resp. ‘&+,X] le faisceau
de Cfx-algébres des germes d'applications rationnelles [resp, régulidres] de X
dans H , et }2; [resp. § :,x ] 1le failsceau de groupes abéliens de germes
d'applications rationnelles [resp, régulidres] de X dans H* . Notons que

A est un C_-Module cohérent.
+,X X

Définition 1.1. - On appelle Idéal fractionnaire de -5x un faisceau de sous-
£, -Modules de Jf;, qui est un € -Module cohérent,
+,X X X

Notons que tout faisceau localement principal de sous- }2+ x—modules de
Ll

}}_x est un C'X-Module cohérent ; un tel faisceau sera appelé Idéal fractionnaire

localement principal de sz . Un Idéal fractionnaire localement principal F de
ﬁx sera dit inversible s'il existe un Idéal fractionnaire localement principal

ot . : —_ . . .
%' de fzx tel que 7®-/l'+,x F' ~ jZ+,X . Notons FPTI (ﬁx) 1'ensemble

des Idéaux fractionnaires localement principaux inversibles de fjx .

Lemme 1.2. - Soit % un Idéal fractionnaire localement principal inversible de

'&X . Il existe alors un recouvrement ouvert (Ui) 1ex et une famille d'applica-

* =
tions rationnelles (fi)ieI de X dan’s H* telle que ¥ iel , 7|Ui £, +,x|U1'
Soit F' un Idéal fractionnaire localement principal de }}x tel que
7 ® Fro_ 4
he,x F o= thx . I1 existe alors un recouvrement ouvert (Ui) ieI de X et

une famille (f [resp. (gi) ] d'applications rationnelles de X dans H

i)ieI iel
telle que pour tout 1eI, |y =f §f +,X|Ui (resp. 7'|u, =g, 5 +,X'Ui 1.

A}
On sait qu'il y a un isomorphisme canonique de f, th ® 5+ X g, '5+aX sur
td

f 1 84 i , ce qui montre que fi g est une application réguliére inversible

+,X

de Ui dans H , donc une application réguliére de Ui dans H . Soit alors

\A 1l'ensemble des eri tels que fi(x) et gi(x) soient définis ; Vi est

un ouvert non vide de X , et pour tout x eV, fi(x) € H* , Donc on peut consi-

dérer f‘i comme une application rationnelle de X dans H* , C,Q.F.D.
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1,3, Correspondance entre diviseurs de type H* sur X et Idéaux fractionnaires

localement principaux inversibles de 4 X" Un diviseur D de type H* sur X
est une section du faisceau 4 )’(‘/_;’i*+ x 3 il est donc déterminé par un recouvre-

»
i)isI et une famille (fi)ieI P
dans H* telles que pour tout (1,j) € I « J, £ f
Posons ‘71 = fi )'t X Alors les faisceaux ¥ i et ]J coIncident sur
Xin X

d'applications rationnelles de X
1

ment ouvert (U

soit réguliére sur X, n X,.

17

> -1 p
; de plus, chacun des F est inversible, puisque 71 ® £ f1 fzhx

J i +X

}2+,X . Alors la famille des (71101)151 définit par recollement un Idéal
fractionnaire localement principal inversible 7 D de fi,x , indépendant du sys-
téme ((Ui)ieI’(fi)isI) qul définit D ., Pour vérifier que F est bien inversi-

-1

ble, il suffit de remarquer que si on pose ¥ HEE N fi+ x » la famille
»

(7 i‘Ui) eI définit par recollement un Idéal fractionnaire localement principal
F' de telque F_. ®  F' = . On appelle 7 _ 1'Idéal frac-
7 x tel que F o o 7 % X ppe 5 c

tionnaire (localement principal inversible de Jix) associé 4 D ,

Réciproquement, soit <# un Idéal fractionnaire localement principal in-

versible de j x* D'aprés le lemme (1.2), il existe un recouvrement ouvert (Ui)ieI

de X, et un systéme (f d'applications rationnelles de X dans H* tel

1)1eI
que, pour tout 1iel, F[U;=f; f, o . Puisque £, § . lunuy = £ 9, x10nUp - -
quels que soient 1i,jel, fi f31 est une application réguliére inversible de

Ui“ U‘j dans H , donc une application réguliére de Usn Uj dans H#* , ce qui

1)151 définit un
diviseur D7 de type H* sur X , qu'on appelle diviseur associé & 1'Idéal frac-

montre que le systéme d'ouverts (Ui) eI et d'applications (f

tionnaire inversible F .,
I1 est clair que D_ =D et que ¥ - F
b D?
Proposition 1.4, - La correspondance bijective définie en 1.3, de - (X,H*) sur
FPI (J'ix) définit une loi de groupe o sur F P I (flx) telle que si # et

F' sont deux éléments de F P I (hx), ona: F°F' = F '€+X‘7l , et dont
»

1'élément neutre est ﬁ+ X *
£l
" Cela résulte immédiatement de (1,3,) et du fait que si f et g sont deux

éléments de A x* °onaun isomor:phisme canonique de f ﬁ+,x ® 5 g jz'_;'xsur fg.‘ihx.
Enfin il est clair que 70 = 4/Z+,x. X
Proposition 1.5. - Pour qu'on ait 37D )
principal.

En effet dire que ;D est isomorphe a ﬁ X

. »
te fe fix tel que 7D =f 4 x » done qu'il existe f e fix tel que
<

11 faut et il suffit que D soit

+5X

revient 4 dire qu'il exis-
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D= diVHx f , C.Q.FD.

Corollaire 1.,6. - Solent D et D' deux éléments de L (X,H*), Pour qu'on ait

7D = 7D, , 11 faut et i1 suffit que D et D' soient dquivalents,

= 7 F e 7=l z g =L _ p
En effet, si 7D jD‘ > Ip e ]D' b 65/1,*’ x] ot = fzhx , done
»
D - D' est principal, Réciproquement, si D et D' sont équivalents, D - D'
X -1 ~ } E ~ o ~ 7
est principal, donc 7D ° ]D' =k oy et 7D —5“8}; . Fpr® Tproe
il

2, Diviseurs positifs.
Lemme 2.1, - Soit CL un Idéal fractionnaire de -5 X’
xeX tels que C‘lx ¢ &+.x.x est fermé dans X et distinct de X ; et si &

l'ensemble E des points

désigne le faisceau de définition de E , 11 existe un entier k » O tel que

£ a c hox -

En effet, si une application rationnelle de X dans H est réguliére en

un point x e X , elle est réguliére en tout point d'un voisinage de x ; il est

clair que E est fermé, De plus, C(l est une /z+ x~Module de type fini, Soit
»

(al,....an) un systéme générateur de (1 sur K X 2 dessus d'un ouvert af-
»

fine U de X , Il existe alors x € U tel que al....,an soient toutes régu-

litres en x ; alors xt¢E , ce qui montre que E # X .,

Il existe un recouvrement fini (xi)ie J formé d'ouverts affines, Notons

ai la restriction de 4 a Xi . I1 est clair que d 1 est un Idéal fraction-

naire de 4 BX.* Notons I 1la matrice unité d'ordre r , et posons
L

i
= o ) oL 1446
wn, {ue Xi/(uI)Cli c jlhxi} . Alors ; st un faisceau d idéaux (au sens

ordinaire) de O .
Xi

Etant donné x € X , puisque X, est affine, on vérifie aisément que

i

nn, O ={ue C, /(uI)a, § -~ f }={ueC, Ju)d_ ch }
i xi,x xi,x i +,xi’xg }?+,x1’x Xi,X X +,X,x

n Lo
Donc si xﬁE,miux C bx .
i,x i,x

Notons A1 1'ensemble fermé de xi défini par 1'Idéal , ;ona done

AcE . La restriction fi de & a Xi étant 1'Idéal ae définition du fermé

Er\)(:L de )(:L , le théoréme des zéros de Hilbert montre qu'il existe un entier

ki>o tel que t’;‘i ca ,
Alors pour tout x e X, , ona (¢ i ya = (é’x) o, done

~o
i,x Sl X,x ?
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n

si on pose k = sup ki , on a bien, pour tout x e X , (& i) (L done

By
ied X +5 XX

K
& L c Z+,X.

Définition 2,2, - Soit D e~ (X,H*)., On dit que D est positif en un point xeX
si Dx € J{+ X.x * On dit que D est positif lorsque D est positif en tout poimt
Ny

de X : on éerit alors D >0 ,

Proposition 2,3, - Soient D e £ (X,H*), x €6 X et ]D 1'Idéal fractionnaire de

sz associé & D , Pour que D soit positif [resp. positif au point x 1, il
faut et 11 suffit que J & £ [resp. que ’7D,x ) 1.

+,X,Xx

Cela résulte immédiatement des définitions,

Proposition 2.4, - Soient D e £ (X,H*) et E 1l'ensemple des x € X tels que D

ne soit pas positif en x , Alors E est un fermé de X distinct ie x , et il

existe un entfer k > O tel que pour toute fonction réguliére f sur X non
identiquement nulle et nulle sur E , (divH* f)k + D soit positif, f éEtant con-

sidérée comme une application rationnelle de X dans H* au moyen de 1'immersion

canonique de Grr dans H»*

C'est une traduction immédiate du lemme 2,1,

Proposition 2,5, - Etant donnés deux éléments D et D' de < (X,H*) , si on pose

D >2D' si et seulement si D - D' >0, on définit sur £ (X,H*) une relation

d'ordre compatible avec la loi de groupe,

Il suffit de montrer que la relation 2 est antisymétrique et que la som-
me de deux diviseurs positifs est positive, Cette derniére assertion est évidente

car le prodult de deux applications réguliéres de X dans H est réguliére.

Enfin, supposons que D et - D solent positifs. Solent x &€ X et f

une application de définition de D en x ; puisque D >0, fe }E et

+5X,x ’

puisque -D >0, f-l € 52 , donc f est une application réguliére et inver-

+,X,X
sible de X dans H , donc Dx =0 ,D'ol D=0, C.QF,D,

Lemme 2,6, - Solent X et T deux variétés, A une classe de diviseurs de type

H*sur X xT, to un point de T , Il existe alors un diviseur D appartenant i

A , un volsinage ouvert T ~de t ~dans T et un Idéal fractionnaire QA de

j%x tel que, pour tout t e T, » ch*(D) soit défini (ol Jt : X X xT désigne

le morphisme x w— (x,t)) et que 1'Idéal fractionnaire 8¢ de 5 X défini par
j{(D) soit un sous-falsceau de G ., '
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Il existe, d'aprés (I,2.3) un représentant D,

soit défini, Puisque l'ensemble des t € T tels que J;(Dl) soit défini est la

de A tel que Jj¥ (D,)
Ty 1

projection du complémentaire de Supp(Dl) , c'est un ouvert, donc il existe un voi-

sinage ouvert affine T. ce to dans T tel que, pour tout t e Tt J_:(Dl) soit

1
défini,

Soit U, un ouvert affine de X . Appliquons le lemme (2.1) & 1'Idéal
fractionnaire £, de JZUO 1 associé 3 la restrictionde D, & U x T, :
il existe un Idéal € de (."U x et un entier k > 0 tels que
. ko . 5 o 1 '
< ~ N X .

1 N +,Uo Tl

Puisque j¥ (Dl) est défini, il existe x, €U tel que

o
, ! P . _' 3 3 1 é
< 1(/0,1.0) C é Ty <y ; aone (xo,to) n'appartient pas 4 l'ensemble fermé E

ces (x,t) € U, x T, tels que £ 1 ¢ ';l+,U . - Donmc il existe we &
1

(x,t)

tel que w(xo,to) #0 . Alors, ona : w&.l. c

7 . Posons
1 jl+,U° x Tl

D = Dl + divH* wk (ot wk est considéré comme une application de X dans H*

gréce 4 1'immersion canonique de G dans H*), Alors Ded , J* (D) est défi-
o

ni, et D est positif en tout point de Uo X Tl « I1 existe donc un voisinage

ouvert T de to dans T tel que pour tout teT , J:(D) soit défini, et

pour t e TO , WO .jt est non nulle,

Soit D' 1la restrictionde D & X x T  ; posons F = (x-uo) x T o
Alors D' est positif en tout point de X x To - F , Soit F le faisceau de
définition de F , D'apres le lemme 2,1, , si on note . ' 1'Idéal fractionnaire

de associé = D' , il existe un entier k' > O tel que

k

'}Zxx'r
' o
7 ’L'(‘jz+,XXT .

o]

Soit enfin 7 le faisceau de définition de X-U dans X , et soit a
¢ 1

7 ¢
X et ? sont des X

Modules conérents, il en est ce méme de « , donc (Ll est un Idéal fractionnai-
k!

. ¢ k' -
le transporteur de Y " dans '}2+,X' Puisque 5

2

o k' .
¢e Aoxxmy® P2 g7 Sy ch yool 8, dé-

signe 1'Idéal fractionnaire associé a jz(D) » quel gue soit t e T, , domc

re de Puisque

,'zx,

6y« QA , c.e.F.D,

3. _Diviseurs et fibrés ue fibre H et de groupe H*

3,1, Correspondances entre diviseurs de *ype H* sur X et fibrés localement

triviaux de pase X , de fibre H & groupe d'opérateurs H* ,

Soit D un diviseur de type H* sur X , Soit (Ui) un systéme d'ou-

ieT
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un systeéme d;applications rationnelles de X dans H* définis-
3 définit un fi-
bré localement trivial de base X , de fibre H & groupe d'opérateurs H* opé-

(
verts et ‘fi)ieI

sant D , Il résulte de ([23]) que les systémes des U etdes f

rant de fagon naturelle sur H , et une section rationnelle inversible de ce fibré,
et que deux systémes d'ouverts et d'applications rationnelles qui définissent D
définissent deux fibrés isomorphes de fibre H & groupe d'opérateurs H* , et
deux sections rationnelles inversibles se correspondant dans cet isomorphisme,
Donc, & un isomorphisme prés, D définit un fibré de base X , de fibre H , a

groupe d'opérateurs H* , et une section rationnelle inversible de ce fibré,

Soit maintenant F un fibré localement trivial de base X , de fibre H
a4 groupe d'opérateur H* , et soit 0 une section rationnelle et inversible de
F . Alors o définit un diviseur de type H* sur X de la maniére suivante :
soit (Ui)isI
trictionde F a U

un recouvrement ouvert de X tel que, pour tout 1 € I , la res-

N soit triviale, On a alors un isomorphisme canonique de

F‘lU1 sur U1 x H ; nous identifierons donc Ui XH a FIUi . Notons py :

Ui X H > H la projection canonique, L'hypothése faite sur 0 revient a dire, que

1l'ensemble des x ¢ Ui tels que pioc soit réguliére et inversible en x est un
ouvert non vide de Ui , donc que p, o0 peut 8tre considérée comme une applica-

tion rationnelle de X dans H* , Soit ¢i le changement de cartes faisant pas-

J
ser de U‘j xH a U1 X H ; alors piwo = ¢1J°(pJ°U). Puisque ¢1 est une appli-

cation réguliere de Ugn U‘j dans H*, 11 en est de méme de (pJ°°)-l. (pivo). Ce

qui montre que le systéme d'ouverts (U et d'applications rationnelles

i)ieI
(pioo)1eI de X dans H* définit un diviseur D, de type H* sur X,

Soit maintenant O©' une autre section rationnelle et inversible de F ,
et soit Dj, le diviseur défini par ¢' , Pour tout ie I, pi°c = (pioo').

(0'-1.0) ce qui montre que D =D, + divH* (o"l.o), ol a"l.o s'interpreéte
comme une application rationnelle de X dans H* , ce quli montre que Dc et

Do' sont équivalents,

Enfin, 1l résulte des définitions que F est, a isomorphisme prés le fi-
bré défini par D, .

Lemme 3.2, - Soit D un diviseur de type H* sur X , et soient XyseeesX, uUN

nombre fini de points de X appartenant a4 un méme morceau affine de X , Il exis-

te alors une application rationnelle de X dans H* qui soit application de dé-

finition de D en chacun des x; » pour 1 <1im,

Il est clair qu'on peut supposer X affine, Soit F 1le fibré de base X,
de fibre H a groupe d'opérateurs H* défini (4 isomorphisme présypar D , et
soit F 1le faisceau des germes de sections réguliéres de F , Il est clair que

7 est une ( y - Algébre cohérente, Donc Hl(x, #) =0 ([17], II,parag.3, corol-
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laire 1 & la proposition 7). Soit 9Y le faisceau cohérent d'idéaux de c?x dé-

fini par le fermé Y = {xl,...,xm} . On a une suite exacte :
0 > H(X, 9y F ) ~ H'(X, #) > H(X, / 9y ) 0

puisque H‘l(x, #) = 0, Le faisceau ‘L}/"Y] s'interpréte comme le faisceau des
germes de sections réguliéres du fibré FY induit par F sur Y , Comme Fy est
isomorphe 4 H" , 1l est clair qu'il existe une section régulidre de Fy inversi-
ble en tout point de Y , Cette section correspond & un élément 6 & H°(X, # 7YJ)
qui se reldve en un élément 6 € H°(X, ¥), auquel correspond une section régulié-
re f de F inversible aux points XysesesX o Cette section définit un diviseur
E de type H* sur X équivalent a D, et f est une application de définition
de E en chacun des points XyseeesX o Il existe une application rationnelle g
de X dans H* telle que D =E + (divH* g) et il est clair que f g est une

application de définition de D en chacun des points XyseeesXy s CeQ.FeD,
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CHAPITRE V. CONTINUITE DES FAMIILLES ALGEBRIQUES DE CIASSES DE DIVISEURS.

1.- Familles algébriques de classes de diviseurs paramétrées par un espace vecto-

riel.

1.1. Définition.- Une variété X est dite semi-compléte, si pour tout idéal frac-
tionnaire (1 de Ok, H°(X,A) est un espace vectoriel de dimension finie sur K.

Rappelons ([9] I.1) que toute fonction réguliére sur une variété semi-
compléte est constante, on en déduit immédiatement que toute application réguliére
de X dans une variété affine est constante.

Toute variété compldte est semi-compldte ([18]).

1.2. Notations A, A¥%, A*u

Notons Ar (ou simplement A) la sous-algébre de 1'algébre MP des matri-

ces carrées d'ordre 2 & coefficients dans K formées des matrices de la forme :

/' ao 8.1 8.2 ecsescns ar_a ar_l \\

/ o] ao al 'n‘ ar-2 \
/ 0 0 a ;
[} ., .,

. . 0.. o.. -.. é
. . ... ... ... x
. . .. .. . |
L] . ... .. i
. *e {
. . | /

(e}
O .
o

P R R N I

A est canoniquement isomorphe & (Ga)r, en tant que variété affine.
Notons A*r (ou simplement A*) 1le groupe des éléments inversibles de A, consi-
déré comme groupe linéaire commutatif, et A*u,r (ou simplement A*u) le sous-
groupe de A* formé des éléments unipotents de A¥*,

Etant donné un groupe algébfique G, nous dirons que G est de type A*
(resp. A*u) s'il existe un entier r et un isomorphisme de G sur A*r (resp.

A*u,r)’
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Il est clair que A*r est, en tant que variété, isomorpvhe & G, * ((}a.)r-l

et est muni d'un systéme de coordonnées tel que si on note (ho,..., hr- les

)
1
coordonnées d'un élément h e A* , ona (hh') =h h' e (hh'), =h_h'

r o o o i o

h1 h'i-l + oeee + hi h'o pouwr 1 de 1 &r.

1+

Enfin A*
u,r

s

est formé des h € A*r tels que h0 = 1.

Proposition 1.3.- Soient X une variété semi-compléte, et V un sous-espace vec-

toriel de 1l'espace vectoriel des applications rationnelles de X dans A ; notons

Vi’ pour 1 de O & n , l'espace vectoriel des coordonnées d'indice 1 des
éléments de V, et soit ¢0 une application rationnelle de X dans K* telle
que, quel que soit 1 de O &an, on ait L5 £ VO + V1 . Alors la famille
(divA* (¢OI +0))05V est une famille algébrique de diviseurs de type A* sur X

paramétrée par V injective et infinitésimalement injective, I désignant la

matrice unité d'ordre r.

Il est clair que l'application (x,0) aw—> ¢o(x) I +0(x) est une appli-
cation rationnelle de X X V dans A* et que le diviseur principal défini par
cette application est un diviseur de définition de la famille (divA*( ¢° I +0)3Ev

ce qui montre que cette famille est algébrique.

1.3.1. leére étape. Montrons que cette famille est injective. Soient o et a!
deux éléments de V tels que div, ( 0, I +0) = divA*( ¢o I +0'). Alors
( ¢, I +0) ( L +G')_l est une application réguliére de X dans A*, donc

une constante. Il existe donc h & A* tel que h( ¢°I +0) = ¢° I +0', Montrons

que, quel que soit l'entier k tel que 1<k <n, ona hk = 0. Raisonnons par

récurrence sur k.

Montrons d'abord que ho = 1 ; nous avons :

= ' - = ' -
h (¢° + 00) = ¢° + o', done L (ho 1) =0 0~ % € V. Puisque
¢° £ Vo, on a ho =1.

Supposons maintenant que h1 = eee = hk-l = 0, et montrons que hk = 0O,
Puisque ho =1 et que h1 = el = hk-l =0, ona (h( ¢, I +0 ))k = (¢° +oo)hkf
K’ d'ou :
1
hk ¢o o k Uk hk oo [ Vo + Vk .

Puisque ¢° s Vo + Vk, on a hk = 0. Nous avons donc montré que h est 1'é1é-

ment neutre de A*, donc que o =o', c.q.f.d.

+0y, =o'
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1.3.2. 2¢me étape., Montrons maintenant que la famille (divA* ( ¢, I +0 ))o eV

est infinitesimalement injective. Soit L eTﬁY un vecteur tangent &4 V en un
r-1
*
point T e V. Puisque TYﬁu est canoniquement isomorphe & m‘oa , donc &

- . *
(Ga)r 1, et que qum est canoniquement isomorphe & G, ; ﬂ‘g est canonique-

ment isomorphe & (Ga)r . Notons I le diviseur de définition de la famille

(aiv A% ( o, I+ 0)) et <ZI ,L > la composante d'indice 1 de < I, L ¢

ceV’ i

Supposons que < I, L >= 0, Soit ( ¢11()i eI une base de Vk ; posons
k
0? =d Xi(L), ou Af est la composante d'indice i de V. par rapport a la

k
base ( ¢1k) Montrons par récurrence sur k, que pour tout 1 € Ik’ a§=0

1ieI®
Si k=-1, i1 n'y a rien & démontrer ; supposons qu'on ait a}=0, a§=0,....
af_l = 0 pour tout indice i. Alors, quel que soit 0 g V, d Uq(L) = 0, pour
tout entier q tel que O <q <k-1.

Un calcul facile montre que :

Kk k-1 b Tk~

-1 k
< I,L> = div (¢ + 1) [E af 6,4 L P ( . Yao (L)}
’ * se ’
k WTA o o eI i i qmo qk T°+ $o T°+¢o q
I k
N ' A -1 k kq
ou les qu sont des polyndmes. Donc <I,L> " div A*[(¢o+"63 z oy ¢i] = O.
T iel
I k
' -1 k k
Donc 1l'application ( ¢° + to) z ai ¢i est une application réguliére de X
£
dans Ga’ donc une constante, k puisque X est semi-compléte, Il existe
done 62 € k tel que :
k k k k
o b =-a T+ I oy ¢ eV, +V_ . Pulsque ¢ £ VetV
ieI
k
k k k
ona o =0 et puisque ( ¢,) est une base de V., ona a, =0 quel que
) i 151k k . i
soit 1 ¢ Ik c.q.f.d.

On a montré que toutes les composantes de L sont nulles, donc L=0, ce
qui termine la démonstration de la proposition.

Proposition 1l.4.- Hypothéses de (1.3), V é&tant de plus supposé de dimension
finie. Soient de plus T une variété, w une fonction rationnelle sur X % T

telle que pour tout t & T, 1l'application x -~ w(x,t) soit définie et non nulle,
I la matrice unité d'ordre r, et (D

t) ter une famille algébrique de diviseurs
de type AG paramétrée par T sur X. Notons Jg ¢ X + T 1le morphisme xw—> (x,t)
Supposons qu'il existe une partie partout dense B de T telle que, pour tout

t € B, 1l existe o0 € V tel que (w I) D, = divpx ( 0, I+ o). Alors, 1l'ensemble
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des teT tels qu'il existe 0 eV tel que (w I) Dt = divA* ( ¢° I+ 0) est

un ouvert non vide T' de T, l'ensemble T" des t & T tels que :

= o 2 o 3 '
dimawGJt dima(¢o+ o)’ ol oeVO est égal 2 T',

et 11 existe un morphisme p:T'> V tel que ((w I)Dt)teT' soit 1'image ré-
ciproque par ¢ de la famille (divA* ( ¢o I+ 0)) eV

Posons W = ¢o k@® V ; 1l'espace des droites issues de 1l'origine dans W
est isomorphe & 1l'espace projectif = (V) associé &4 V. Considérons V comme
plongé dans ¥ (V) au moyen de l'application qui & O e V fait correspondre la
droite issue de l'origine dans W passant par ¢0 I+ 0, Notons >\o la coor-
donnée d'homogénisation. Alors V est le complémentaire dans F (V) du fermé
d'équation )‘o = 0,

1.4.1, ldre étape. Montrons que la famille (div,, ( ¢ 'I +°))'((WI)Dt))(0,t)er T

est une famille algébrique. Si on pose D 1le diviseur de définition de (Dt)tsT’
et Icelul de (divy, ( ¢ I +9) gy
T et V respectivement, il est clair que - p*(((wI)D) + q*(z) est un diviseur

et Py et 9 les projections de V*T sur

de définition de la famille (Ac,t)(a,t)ev wp = ((aiv, (o I +c)-((wI)Dt))(0’t)MT
qui est donc algébrique. Nous poserons D' - (wI)Dt et D' = (wI)D.
Notons F 1'ensemble de (o,t) € VxT tels que Acr L = 0. D'apres (II.2.5),

E ]
F est un fermé de VxT. Notons T' la projection de F sur T : c'est bien
l'ensemble des t € T tels qu'il existe o &€ V tel que D't = divy, ( ¢ I+a).
Par construction, BcT', donc T' est une partie dense de T.

1.4,2. 2éme étape. Montrons que F est fermé dans P (V) xT". Soit :

(eht) & (V) - V) x 1",

et supposons que (al,tl) soit adhérent & F. Alors Ao(ol) = 0 puisque altV.
Soit ( Opseees ¢m) une base de V, et ( Ayseces xm) le systéme de coordonnées
de V relatif & cette base. Alors ( Ag? Apseees Am) est un systéme de coordon-
nées homogeénes de F (V). Il existe un indice 1 tel que Ai(ol) # 0. Notons \A
1l'ouvert de P (V) d'équation Ay # 0, et considérons ¢ € V

s’ : X > A* définie par :

1 et 1l'application

m A
X > I = 4 (x).
J=0 A1 1

Il est clair que 1l'application (x,0,t) > sd(x) z(x,t), (ol 2z est une applica-
tion rationnelle de X x T dans A¥*), est une application rationnelle de
X x Uy xT dans A%,
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Soient X, € X ; alors, puisque D est un diviseur de tyre A*u sur
X x T, toute application de définition z' de D en (xo,tl) est telle que
z’o =1, Alors z = ((wI)z').l est une application de définition de (D')"l en
(xo,tl) telle que z, = w.l. Soit ‘F le fermé de X x T hors duguel z est
application de définition de (D')-l. Alors, quels que soit (o0,t) € F n(Uix T),
1'application s°(z@ Jt) est réguliére sur X - 1, (%n xx{t}), puisque
'
x w— (x,t), et it désignant 1'isomorphisme canonique de X x{t} sur X. Mais
d'aprés (II.1.2.), 1l'ensemble des (o0,t) € U, X T tels que so(z €] Jt) soit
réguliére hors de i

= divA*( 0 +0), jt : X >X x T désignant comme toujours le morphisme

+ (Fn X x T) estofermé dans Ul x T ; donc puisque (Ol,tl)

est adhérent & F, si on pose s1 =8 1, s1 (z @ Jt ) est réguliére er X, -

o N 1
Montrons alors, par récurrence sur | de O an, que s ,=0, Tout
v

!
d'abord, si wl,..., wn désigne une base de Vo’ et si ( uo,...,u n) sont les

coordonnées de si relatives & cette base, on a (sl(z e] Iy ))o=(ulwl+..+unwr)
(z ¢ J, ) puisque A (sl) =0, c'est-a-dire : 1
o tl o

1 -1
(s7(z 0 Jtl)o = (g +eeetu v )W ™ 0 Jtl).

Done (sl(z ] Jt ))o ne dépend pas du choix de 1l'application de 4éfinition =z
1
-1 1 .
en (xo,tl) telle que z,=w~, donc (s (z @ g
de x € X. Or a vu que (sl(z Q I ))0 est réguliére en X elle est donc
1
réguliére en tout point de X, donc constante.

))o ne dépend pas du choix
1

Or, puisque tl e T" il existe c'l € V0 telle que divg (w @ e ) =

m 1
aiv,, ( 9 I+ o'l), done, 11 existe une fonction réguliére non nulle sur X,

donc constante Co’ telle que :
- ] 1 .
w(x,t,) =€ [¢ (x)+u 1 Y () + et ' v, (x)]

au total, on a donc montré que 1l'application

Hy b o+ eeet 0¥
17 n_n est constante.

1 1
Ot Wy lJ'1 Feeet W ¥

n

- - 1 - 1]
Il existe donc A o€ K tel que A ¢ =( wom A l) wl+...+( TIPS “n) LICUR

puisque ¢ 4 Vo , cela entratne que A, = 0, donc, puisque ( Yyseees wn) est
1
une base de Vo, que b = ee. = po= 0. Donc s, = 0.
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[ 1 _ =l= ' '
Supposons maintenant qu'on ait s = ... S5 0. Soit (V¥ 1 ) m)

une base de V‘j et soient Hyseees Mo les coordonnées de s par rapport & cette

J

base. On a alors
1 _ ' '
(s (z @ Jtl))J = (ul LARTRIPPPL I m) (zo [} Jtl) ( My Ypte. ot e wm)
-1
(w0 Jt )
1
Done sl( z © j, )., est indépendant du choix de x . On a vu que (sl(z 04, ))
t, o 0
est réguliére en X s elle est donc réguliére en tout point de X, donc constan-
te. On a donc montré que l'application :

1 ]
vy 411 Fteoot U ] n

v est une constante Ao .
O FH'y Vg Feeut tm ym

A = ' cee RN ' . ' +V.
Done °¢o ulwl+ +umwm o (ulw1+ +um)'llmeVJ V0

Or, ¢o ¢v0+vj,

done Ao = 0 ; puisque ( ¢'l,..., W'm) est une base de V
on en déduit que By = eoe = U = 0, donc que s? =0

i’

On a donc démontré que pow tout j de 1 an, s° = 0, ce qui est absur-
de, puisque il existe 1 £ O tel que Xi(sl) # 0. Donc (F(V)-V)XT" ne con-
tient aucun point adhérent & F, ce qui signifie, puisque F est fermé dans
V xT, que F est fermé dans V x T. Comme il est clair que T'c T", nous

avons aussi montré que F est fermé dans V x T',

1.4.3. 3tme étape. Fin de la démonstration. Puisque F est fermé & la fois dans
9(V) xT" et dans V xT, si on note F 1'adnérence de F dans 7 (V) x T,
ona F -Fec(® (V)V) x T-T", Or il est clair que, puisque Fc V XT', on a
ﬁr\[( 2 (V)-V) x T-T'] ¢ F-F ;s en particulier F-F = F -(V x T), si bien que F

est ouvert.dans F .

D'autre part, puisque 7F (V) est une variété compléte et que T' est
dense dans T, la projection de F sur T est égale & T, et par conséquent
T - T' est la projection sur T de F-F , dong T -T' est fermé, ce qui

montre que T' est ouvert dans T, et T -T' =T - T", done T" =T'.

Puisque ¥ (V) est une variété compléte, la projection de F sur T est
un morphisme propre, il en est donc de méme de la projection de F sur T'.
Puisque la famille (divA* ( ¢° I+ 0)17 est injective (1.3), la projective de F
sur T' est injective, donc bijective. Nous sommes alors sous les hypothéses de

(III.2.5). Il existe donc un morphisme A : T'> F tel que soit 1'image

(Dt)tET
réciproque de (divps ( ¢4 I +0))GEV par le morphisme P = qy o A : T >V,
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Cas particulier 1.5.- Soient X wune variété sem{:qgmplé}g, V un sous-espace vec-

toriel de dimension finie de 1'espace vectoriel des fonctions rationnelles sur

X, ( ¢l,..., ¢n) une base de V, ( Al,..., Xn) les coordonnées de V relatives

a4 cette base, ¢° une fonction rationnelle sur X n'appartenant pas a V, % (V)
1'espace projectif associé & V, lo la_coordonnée d'homogénisation ; T une

>

variété, w une fonction rationnelle sur X x T telle que pour tout t & T, 1l'ap-

plication x ~— w(x,t) soit définie ﬂén nulle. Notons jt : X >X XT le mor-

phisme  x ~> (x,t), et supposons qu'il existe une partie dense B de T telle

que pour tout t € B, il existe A;,..., Xz € K tels que :
dv, woJ, =dlv, (¢ + A% ¢ +...+25 ¢).
G, t G, © 1 1 ° n n

Alors pour tout t &€ T, il existe Kz,..., Ag e K tels que :

; t t t
dima (w @ Jt) = dima( Ao b+ A6 ket A ¢n). (ef [8]).

Etant dorné un point de ¥ (V) de coordonnées homogénes ( Ao’ Al""’ Xn),
Ao ¢° + 0. + An ¢n est défini & un facteur constant prés, et définit un divi-
seur principal qu'on notera divG ( Ao ¢o + eeet An ¢n). Montrons d'abord que la
famille (divG ( Xo 9, Hees ¥ Anm¢n)) est une famille algébrique de diviseurs de
type G sur ™ X paramétrée par P(V). Soit Ui 1'ouvert de 9 (V) d'équation
Ay # 0. L'application ¥, de X xU, dans G~ définie par wi(x,( Agseees An))=

m A

pX '12 ¢1(x) est une application rationnelle de X x Ui dans Gm. Etant
J=0 i
(

donné AO,'”, An) 12 Uin Ui" on a wi(x'( )\o,..., )‘n))( Wiv(x,( )‘0)000: An))}
Ai'
N
qui est une application régulitre de X x T (V) dans G, donc le systéme d'ou-
n ' n
verts (X X Ui)i=0 et d'applications rationnelles ( wi)i=0 définit un
diviseur A de type G, sur X x ® (V) qui est diviseur de définition de la fa-

mille (dima( R ¢n))( Agseres An) e P (V).

Si on note p et q les projections de P (V) xT sur T et 2 (V) res-
pectivement, alors - (p*(w))+ q*(A) est un diviseur de définition de la famille
div, (A ¢ 4.0+ 2 ¢ )(w 0O J, )" qui est donc une famille algébrique de divi-

Gm o o n n t

seurs de type Gm sur X paramétrée par P (V) x T. Alors l'ensemble ¢ des
A tels o =
(( ot An),t) e P(V) x T +els que dima( A ¢° Fouot An ¢n) dima weo Iy
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est un fermé ¢ de P (V) xT (II 2.5). Puisque T (V) est une variété compléte,
la projection Tl de ¢ sur T est fermée dans T. Mais, par hypotheése BcT

et B est partout dense dans T, donc Tl =T, c.q.f.d.

1°

2. Théoréme de continuité des familles algébriques de classe de diviseurs.

2.0. Notations et hypotheéses.- Dans ce numéro, nous considérons une variété semi-

compléte X, une variété T quelconque et un groupe algébrique linéaire commu-

tatif G. Nous nous proposons de démontrer le théoréme fordamental suivant.

Théoréme 2.1.~ Soient X une variété semi-compléte, T une variété quelcongue,

G un groupe linéaire commutatif, (D une famille algébrique de diviseurs

t)teT e
de type G sur X pgramétrée par T de diviseur de définition D. Supposons

qu'il existe une partie B de T partout dense dans T telle que, pour tout

t € B, Dt soit principal. Alors, guel que soit to e T, 1l existe un ouvert

To de T contenant to et une application rationnelle ¢ de X X To darns G

telle que la restrictionde D & X X T0 soit égale & divG ¢ . En particulier,

quel que soit t e T, Dt est principal.

Lemme 2.2.- Soient X une variété semi-compléte, T une variété, H un groupe

algébrique connexe linéaire commutatif (noté additivement), G un sous-groupe

connexe de H, D wun diviseur de type G sur X X T, Supposons que pour tout
teT, J:(D) soit défini (ol Jg X > X x T désigne le morphisme xw> (x,t)),
qu'il existe une partie A de T dense dans T telle que pour tout t € A,

j;(D) soit principal, et que i o D soit principal, o i : G *H est 1'immer-

sion canonique. Alors, quel que soit to € T, il existe un voisinage ouvert To

de to dans T, tel que la restriction de D & X x To soit un diviseur prin-
cipal.

Etant donné t € A, 11 existe une application rationnelle ¢t de X
dans G telle que J;(D) = d:lvG ¢t. De méme, il existe une application ration-
nelle f de X dans H telle que 1 o D = divH f. Soit p : H > H/G la projec-
tion canonique : puisque pour tout t ¢ T, J:(D) est défini, il en est de méme
de £ O Jt' Pour tout t € A, posons ht =f @ Jt - ¢t . Alors ht est une appli-

cation réguliére de X dans H, puisque di = 0. Puisque X est une variété

Va By
semi-compléte, et que H est une variété affine, ht est constante. Il en est

donc de méme de po h, =pe° £ 6 donc, quel que soit t € A, po f @ Jt

't t
est constante. On en déduite aisément (en se ramenant par exemple au cas ou X, T
et G/H sont des variétés affines) que p o £ est de la forme Yo m, ol
m: X xT>T est la projection canonique, et ol ¢ est une application ration-

nelle d¢ T dans H/G définie en tout t e T tel que pe f @ J, soit défini ;
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done en fait ¥ est une application réguliére de X dans H/G.

Puisque G est un sous-groupe linéaire, donc résoluble, d'aprés ([16]),
i1l existe une section rationnelle 0 de p. Il existe h € H tel que ¢ soit
réguliére en h, et ge G tgl que p(g) =h -y (to) ;  soit To 1'ouvert de
définition de 1l'application rationnelle o o(p(g) + y) de T dans H . Il est
clair que to € To. De plus po (f+ g -oco(p(g) + Yoo M) =pof-Pom=20
ce qui montre que f + g - oo(p(g) + ¥ o m) est une applicaiion rationnelle de
X dans G. Puisque oo(p(g) + ¥ o m) est réguliére sur X x To' la restriction
de D & X x To est égale & divG(f+g- cgo(p(g)+ Yo 7)), donc est principale,
c.q.f.d.

Proposition 2.3.- Le théoréme 2.1 est vrai pour tout groupe algébrique connexe

linéaire unipotent de type A; .

Un tel groupe G peut €tre considéré comme isomorphe au sous-groupe com-
mutatif des éléments unipotents de A*. Notons Clx[resp. CEqX] le faisceau de
Ck - algébres des germes d'applications rationnelles [resp. réguliéres] de X
dans A et ¥ [resp. vlt’x] le faisceau de groupes abéliens de germes d'appli-
cations rationnelles [resp. réguliéres]de X dans A* ., Notons 1 : AG > A*
1'immersion canonique. Etant donné une application rationnelle f d'une variété
dans A, nous noterons f1 sa coordonnée d'indice i (cf. 1.2.).

Posons Dl =1 o D ; alors, puisque Dl (] Jto est défini, la démonstra-

tion du lemme (IV, 2.6.) montre qu'il existe un ouvert T, de T contenant to

un Idéal fractionnaire A de BLX, et une fonction rationielle nonrulle w sur

X x T telle, si on pose D' = Dl + divA* w, (en considérant w comme une appli-
cation rationnelle de X x T dans A* au moyen de 1l'immersion canonique de Gm
dans A*), que, pour tout t ¢ Tl’
tout t ¢ Tl’ D' Q@ jt soit défini et que 1'Idéal fractionnaire S't de tix

défini par D' O Jg » soit, pour tout t e T

w e Jt existe et ne soit pas nulle, que pour

,» un sous-faisceau de a,
Puisque, pour tout t € Bn T., J*(D) est principal, il en est de méme
1 t
de j:(D') ; donc, pour tout t & Bn Tl il existe une application rationnelle
st de X x T, dans A* telle que J:(D') = div,, st. De plus puisque S't e,

Sy est une section de & sur X.

2.3.1.~- lére étape. Construction d'un espace vectoriel V.

Notons Cli le faisceau sur X dont les sections sur un ouvert U de X

sont les coordonndes d'indice 1 des sections sur U de Q. Il est clair que
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(li est un Idéal fractionnaire de C*x. Puisque X est une variété semi-compléte,

1'espace vectoriel Vi = HO(X, di) est de dimension finie sur K.

' t _ t t
Soit (¢°,¢1,...,¢d) une base de Vo . Posons g = Ao S Feaat Xo %

Puisque st est une application rationnelle de X dans A*, quel que soit
teBn Tl’ i1 existe un indice 1 tel que A # 0. Posons B = {tst\Tl/A: #£ 0}
Puisque B N T {_J B 11 existe un 1ndice, qu'on supposera etre 0, tel que

Bo soit partout dense dans B 0 To’ donc dans T. Notons alors Vo le sous-es-

pace vectoriel de Vé engendré par Gpseens Oge

" [ 1 5 ",
Posons Vi Vo + Vi . Alors ( Ogreees ¢d) est un systéme libre de Vi’

3 "
complétons-le en une base ¢o""’¢d’wd+l""wm de Vi, et notons Vi le sous-

"

. .1 i
espace vectoriel de Vi engendré par ¢1""’¢d’wd+1""wm

Posons enfin V' = @ Vi' Soit alors f € V et notons fi sa composante

dans Vi' Alors 1'application ¢o I + f de composantes ¢° + fo, fl""’ fn est
une application réguliére de X dans A*, puisque, comme ¢° £ Vo, la fonction

rationnelle ¢, * fo sur X est nonmlle.

2.3.2. 2éme étape. Montrons que pour t € Bo’ il existe o e V tel que

ivA*(q;O I +g) = *(D ) ol I est la matrice unité d'ordre r .Remarquons d'abord

ot t v t-1 .t t
que si on pose = (A ) Is, ona s 0= b * (Ao) (Al dpFenatry ¢d)

't 't t 't
donc s’ ~¢, € Vo et divy, s’ = divA* s, done s' e Q.
Considérons la propriété (Pk) suivante : étant donné un entier k com-
pris entre O et n-1, une section st de Q sur X ala propriété (Pk) lorsque

sz - ¢o € Vo’ que, pour toﬁt entier 1 tel que l;i;k, s;' € Vk, et que
t

. q%* 1
vy, s = Jt(D ).

Nous venons de montrer qu'il existe une section st de @ sur X ayant
la propriété (Po). Soit alors st une section de A sur X ayant la propri-
été (Pk_l). Soit p 1le coefficientkde ¢ dans la décomposition de s;
vant la base ¢ sbysecesd sW  jseesyy de Vé + V!, Soit h 1'élément de H*

k
=0 pour J £0, k, h0 =1 et hk = -py. Alors si on pose s't = hst

sui-

tel que hJ
't t t ' N ' N t
ona s k= sk - so . Mais, d'aprés 1l'hypothése de récurrence so- ¢ eV c.V

t 't [
et sk - u¢° € Vk par construction donc sk € Vk' D'autre part div,
t t ¢
donc div,, s'" = J¥(D') donc s'" e é'ycd.

1t
H* —divH*s
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Il existe donc une section s't de (1 ayant la propriété (Pn)’ c'est-
a-dire telle que s't - ¢b IeV, et telle que divA* s't = J:(D‘), c.q.f.d.

Nous sommes alors dans les conditions de la proposition (1.4.), done il
existe un ouvert non vide T' de T et morphisme p de T' »V tel que

D .
( t)teT' soit image réciproque par p de la famille (divA*(¢o I+q))0r€V .

2.3.3. 3&me étape. Montrons que w @ Jto € V; . Etant donné t & T', il existe

g egV' tel que D' 0 Jt = divH* (¢0 I +0), donc si nous considérons le diviseur

multiplicatif divG w associé & w, pour tout t & T', il existe Ai,...,x; € K
'm

= t t '
tels que dima(w [5) jt) = dima(¢° + kl’¢l oot Ay ¢d). Alors, d'aprés (1.5.)
pour tout t e T, dima(w 6 Jt) est de la forme dima(Ao¢o+Al¢1+...+xd ¢d)
o o ) o
donec il existe Ao""’ Ad € k tels que div (w @ Jto) = dima(Ao¢o+...+xd ¢d)

Il existe donc une fonction réguliére non nulle, sur X, donc constante c telle

que w0 J, = c(lz O Heoot kg ¢d) € Vé .
°

Puisque ¢ 4 0, si nous posons ¢é =w e Jt ,» 11 existe une base
o

]
gt [ .
( ¢o,¢l,...,¢d) de V° . Soit o : T > Vc> la composante de ¢ sur Vs et

notons Ki la coordonnée d'indice i de o, * o, par rapport a la base (¢i)i_l
de Vg . Alors, quel que soit t € T', Dé = div,, (¢O 4p(t)) en particulier

1 - 1 1 1 ' .
D; est principal, et dima(w ) Jt) = dima( Ai(t) o Feeet )\d(t) ¢d) ; et si

st est une application de définition de D% sur X, il existe une fonection régu-

t _ 1 [
4 telle que Sy = ct(Ai(t)¢o+...+
Aé(t) ¢é). Puisque cy £ 0, et que Ai : T' >+ k est une fonction continue, 1l'en-
semble Bé des t & T' tels que cy Ai(t) # 0 est un ouvert non vide de T',

donc est dense dans T.

liére non nulle sur X, donc constante ¢

2.3.4.-4&me étape. Fin de la démonstration. Alors, nous pouvons construire comme

en (2.3.1) un espace vectoriel Vl A partir de ¢g, au lieu de ¢° ; et démon-
1

1

ol € V1 est un ouvert de T, qu'il existe un morphisme o1 : T

trer de méme que l'ensemble T! des t & T tels que D'=div,, (¢ '+0.), ol
t A* ¢o 1

1
1+ V1

pour tout t & T!, D% = divy, (¢é +pl(t)) , et que 1l'ensemble T; des teT

tel que

1 1 1 1 1
tels que dima wo J, soit de la forme dima (¢o AL OrFeeet Ay ¢d) est égal
Py 1 Al 1
a Tl' I1 est clair que to € ‘I‘l , donc to € Tl .
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On a donc construit un ouvert Ti de T contenant to et un morphisme
0y ¢ Ti +V tel que pour tout t € Ti , on ait D% = div,, (¢é +pl(t)). Donc la
restrictionde 1 oD & X x Ti est égale & divA*((¢; I +p) (w-l I)),oui:G > B

est 1'immersion canonique ; et 1 o D est principal. On est alors dans les condi-
tions du lemme (2.2) qui nous assure qu'il existe un voisinage ouvert TO de ty
dans Ti , (donc aussi dans T), tel que la restriction & X x T0 de D soit

principale, c.q.f.d.

Lemme 2.4.- Si le théoréme (2.1) est vral pour deux groupes algébriques G et H,

alors il est vral pour leur produit GH.

En effet, D est un diviseur de type GH sur X x T. D'apres (I,6.9),
D= (E,F), ou E est un diviseur de type G sur X x T, et o F est un di-
viseur de type H sur X x T. Alors il existe un ouvert Tl [resp. Té] de T
contenant t = tel que la restriction & X x T, [resp. X x T2] de E [resp. F]
soit prinecipalie. Posons To = Tl fa] Té, il est clair que la restriction & X x To

de D est principale (I,5.9).

Lemme 2.5.- Soit G un groupe algébrique linéaire commutatif connexe ; alors G

est sous-groupe d'un produit de groupes de type A¥*,

En caractéristique O, G est produit d'un tore par un produit de grou-
pes isomorphes & Ga ([1] et [19] VII, corollaire & la proposition 8). Comme Ax
est isomorphe a Gm X Ga’ G est isomorphe & un sous~-groupe d'u: produit de

groupes A5 .

En caractéristique p, G est produit d'un tore par un sous-groupe d'un
produit de groupes de Witt ([1] et [19] III, th. 2). Comme A* est isomorphe &
Gm X AG , 11 suffit de montrer que tout groupe de Witt est sous-groupe d'un grou-
pe de type A; .

or ([19], V n° 7, prop. 9) A: r est produit des groupes de Witt de
Ed i
désignant le plus

dimension ;s pour i de 1 & r-1 et premier & p, s,
petit entier s tel que p{; ? . Soit W 1le groupe de Witt de dimension s, W

est donc sous-groupe de A: p pour r = (p-1) ps .
3

2.6, - Démonstration du Th. 2.1. D'aprés (I,5.8) on peut supposer G connexe.
D'apres (2.3) le théoréme est vrai pour A:, d'apres ([8], exp. 5, Th.3), il est
vrai pour Gm' donc (2.4) 11 est vrai pour A*, donc (2.4) pour tout produit

de groupes de type A*, donc (2.2) pour tout sous-groupe de produit de groupes de
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type A*, donc (2.5) il est vrai pour tout groupe linéaire commutatif G,

Corollaire 2.7.- (continuité des familles algébriques de classes de diviseurs).
Soient G un groupe algébrique lindaire commutatif, X une variété semi-compléte,

(At)teT une famille algébrique de classe de diviseurs de type G sur X paramée-

trée pour une variété T ; alors l'ensemble H des t & T tels que At =0 est
fermé dans T.

Soit t_ & T ; d'aprés (I, 2.3) 11 existe D e 4 tel que 3: (D) soit
o
défini, ou Jt : X »X xT désigne le morphisme x w>(x,t). L'ensemble Tl des
t € T tels que Dt =D @ Jt soit défini est un ouvert de T contenant donc to'
Soit E une composante irréductible de 1'adhérence H de H dans T. Montrons

que EnHn Tl =E n Tl' Si En Tl =@, 11 n'y a rien & démontrer.

Si En Tl £#8, En T, est localement fermé dans T, donc est canoni-

quement muni d'une structure de variété. Alors la famille est une

(Oy)gex , T
famille algébrique définie par la restriction & E n T1 de D, et telle que pour
tout t €e EnHn Tl’ Dt soit principal ; comme E n Hn Tl est dense dans

En Tl’ d'apres (2.1) Dt est principal pour tout t e E n T, ; done (1,2.3)

At =0 quel que soit t € En Tl’ si bien que E n T1 nH=En Tl’

Nous avons montré que quel que soit to € T, i1 existe un voisinage ouvert
Tl de to dans T tel que E nHn T1 =En Tl’ donc EAnH=E ; ce qui signi-
fie que H o E ; donec H contient toute composante irréductible de 31 ; d'ou
H=8, c.q.f.d.

3e= g;gggggble gg§=£g£;;;gggg£gébriques de classes de diviseurs paramétrées par

une variété donnée.

3,0. Hypothéses et notations.- Dans ce numéro, nous considérons un groupe algébri-

que linéaire commutatif G, une variété semi-compléte X et une variété quelcon-
que T. Notons A(T,?(X,G)) 1'ensemble des familles algébriques de classes de di-
viseurs de type G sur X paramétrées par T. Notons 1 1'élément neutre de G,
et notons multiplicativement la loi de groupe sur G.

i 1
Soient (At)teT et (At)teT deux éléments de A(T,¥X,G) et soient A

1 1
et A' des classes de définition de (At)teT et (At)teT respectivement. Il est

clair que A-A' est une classe de définition de la famille (At donc

1
'At)teT’
A(T, ¢ (X,G)) est naturellement muni d'une structure de groupe.



CONTINUITE DES FAMILLES ALGEBRIQUES DE CLASSES DE DIVISEURS 57

Notons p : X xT + T la projection canonique. Etant donné t € T,
notons Jj : X +X xT le morphisme x w(x,t).

Proposition 3.1.- Soit (At)teT un élément de A(T, € (X,G)) et soit _A _une
classe g§_§§finition de (At)teT' Pour que, quel que soit t € T, on ait A{ = 0,
11 faut et il suffit qu'il existe une classe _A _de diviseurs de type G sur T
telle que A = p*(A).

Montrons d'abord que la condition est nécessaire.

Quel que soit tl €T, on sait qu'il existe un élément .D de 4 tel

que DG J soit défini (I,2.3), et que l'ensemble des t € T tels que D O J
tl t

soit défini est un ouvert. Donc il existe un recouvrement ouvert et un

(Ti)iaI

systéme de diviseurs (Di)ieI associé & ce recouvrement tel que : quel que soit

ielI, Di € A et que pour tout t e T

tout te T, A

4 D1 ] Jt soit défini. Puisque, pour
£ = 0, pour tout t ¢ Ti’ Di (€] Jy» qui appartient Y &y (1,2.3)

est principal ; donc d'aprés (2.1), quitte 2 raffiner le recouvrement ouvert
(Ti)isI de T, on peut supposer que la restriction de Di a Xx Ti est un
diviseur principal, donc que la restriction de 4 & X x Ti est nulle.

Donc (I,1.4) le fibré & de base X x T et de groupe G associé & A est tri-
vial au-dessus de X x Ti’ quel que soit i € I. Notons alors gij le changement
de cartes de X x T‘j a4 X x T, de ce fibré ; c'est une application réguliére de

i

X x (Tin TJ) dans G. En particulier, pour tout te T, n T,, gij (] jt est

i J

une application réguliére de X dans G, donc une constante puisque X est
semi-compléte, et que G est affine. Par conséquent, 315 est de la forme fij°p’
ou fij est une application réguliére de Ti n T‘j dans G. De la relation

iy« Byy v By = 1 dans X x (Ti n Tb n Tk)’ on déduit la relation fi . f

J Jk °
(Ti)ieI et de
définit un fibré A de base T et de groupe

- & '
fki =1 dans Ti n T‘j n Tk’ si bien que le systéme d 'ouverts

changements de base (fij)(i,j)eIxI
G, dont 1'image réciproque par p est le fibré § de base Xx T et de grou-
pe G associé & A ; donc, si on note A 1la classe de diviseurs de type G sur
T associée 2 X , ona A = p*(A) (I,2.3).

Montrons maintenant que la condition de 1'énoncé est suffisante. Soit
toujours A 1le fibré de base T et de groupe G associé 2 A (I,1.4), et §
le fibré de base X x T et de groupe G associé & A. On sait que A est loca-

lement trivial, donc il existe un recouvrement ouvert de T tel que,

(Ti)iel 1
pour tout 1 & I, A soit trivial au-dessus de T1 ; alors, puisque A =p (§),

(I,2.3), A est trivial au-dessus de X x T,, pour tout i € I ; donc pour tout
i



58 CHAPITRE V

t €T, 1l existe 1€ I tel que t ¢ Ti’ et i1 est clair que J;l(k) est un
fibré trivial. Mais comme At est associé a j;l(k), on a bien At =0 c.q.f.d.

Corollaire 3.2.- On a une suite exacte de groupes :

* (%)
€(1,0) 5 €(x xm,0) —tlte,

A(T, € (X,G)) > O

D'aprés la définition des familles algébriques de classes de diviseurs,
(J:)teT est une application sucjective de ¥ (X x T,G) sur A(X, €(X,G)) et la

propnsition 3.1 exprime précisément que Im p* = Ker((j{ teT”

Proposition 3.3.~ (Caractére local des familles algébriques de classes de divi-
seurs). Soit f : T ~> € (X,G) une application telle qu'il existe un recouvrement
ouvert (Ti)ieI de T tel que, pour tout i &€ I, la restrictionde f & T1

soit une famille algébrique de classes de diviseurs paramétrée par Ti ; alors f
est une famille algébrique de classes de diviseurs paramétrée par T.

Soit X, € X ; notons kx : T+>X xT le morphisme t<w4(x°,t) étant

o
dorné 1 € I, nous noterons aussi kx , par abus de notation, la restriction
()
de kx a Ti' Par hypothése, pour tout i &€ I, il existe une classe de défini-
(e]

tion 4, de la famille (f‘(t))teTi.

D'aprés (I,2.3), il existe Di € Ai tel que k; (Di) soit défini ; po-

o
sons Ci = k; (Di) et soit Fi la classe d'équivalence de Ci.
o

D'aprés (3.2), Ai = Ai - p*(Fi) est une classe de définition de la

famille algébrique (f(t))teTi ; mais puisque p o kxo = id; ,

* - p* = k* - = ' = - p* !
kxo(Di p(Ci)) kxo(Di) ci 0 et Di Di p(Ci)s Ai .

Nous avons donc montré que pour tout i € I, 1l existe une classe de définition

' [ ' * '
Ai de la famille (f(t))tsTi’ et un diviseur Di € Ai tel que kxo(Di) soit ,

défini et nul.

Alors les restrictions de Ai et A3 a X x (Tin TJ) définissent

toutes deux la méme famille algébrique (f(t))teT aT. donc (3.2) il existe
¢ s 3

15

"2 A = p* * ' A') = k* * = A
on ait a Aj p (Aij). Alors kxo(Ai Aj) kxo p (Aij) 13 dans Tin TJ,

une classe de diviseurs X de type G sur Ti n T‘j telle que, sur XX(Tin Tj)’
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autrement dit A, = 0, et A

a * ' _p') =
et de méme, kx (Di DJ) O donc O ¢ }‘i.j’ 13

o i

et A"j ont méme restriction a T1 n TJ, done Di est équivalent & D3 .

I1 existe donc une application rationnelle fi.j de X x (Ti n TJ) dans

G telle que Di -D! =div, f Puisque k; (Di) est nul dans To’ et que
o

J G "1J°

k; (D‘;) est nul dans T,, f,, © kx est une application réguliére de Ti nNT
o

SR S 3

dans G.

iJ G 1ij G i)
n Tk), on a (Di - Dj) + (D' D' ) + (D'—Di)=

Posons f‘ = ((f ] k ) o p)-l f... Alors div, f', =div, f et
o

fiJkao=l.Dans XX(TinT

J
done, si on pose Bk = f'i.j f',jk f'ki’ &3k

n Tk) dans G telle que By 1k Q kxo= 1. Pour tout t e Ti n TJ n Tk’

est une application réguliére de X dans G, donc une constante puis-

est une application réguliére de

X x (TinTJ

&k @ J¢

que X est semi-compléte, et que G est affine ; donc il existe une application

réguliére h de T,nT,nT dans G telle que gijk =h Alors

1jk A R 1jk © P
- | Y — =
LI Q k x, hi.jk o(p o kxo),- hiJk . D'ol hiJk =1 et 84k = 1, si bien que

£! f' =1 danS‘XX(Tir\T

13 T Tia PR

Soit maintenant i e I ; posons f fii ;3 alors nous pouvons consi-

dérer fi comme une application ratiomelle de X xT dans G, et f‘j f1 =

-1 [ _ et
fji fii "fi,j puisque fii 1J Ji JnT), done

“ \]
auss:l dans X x T, Posons Di = Di - d:l.vG fi dans X xTi' Alors dans XX (TinTJ)

on a D; - D"j' = div, fiJ - divy £, + div, fJ = 0 puisque f;l £, = f:'LJ , done

les diviseurs D; sur X ><T1 se recollent en un diviseur D" de type G sur

X xT. Comme pour tout i e I, D; € Ai, la classe de D"i est une classe de

définition de la famille (f(t)) teT ? la classe de D" est une classe de défini-
i

=1 dans XX(TnT

tion de la famille (f(t))te’l" c.q.f.d.

Lemme 3.4,.- Soit G un groupe algébrique lindaire unipotent commutatif connexe ;

en tant que variété d'apres ([19], VII n°6) G est isomorphe & (Ga)n, ol n=dim

G, et G posséde un systime de coordonnées globales telles que si on note
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hiseeesh les coordonnées cd'un élément h de G suivant ce systéme, on alt

pour r delaéan:
] _ "t . ' 1
(Bh'), = n+hl + P (nl.hl,....hr_l.ur_l)
ou les Pr sont des polynSmes, Alors le sous-ensemble de G forme des éléments

de G dont les n-l premiéres coordonnées sont nulles est un sous-groupe algé-
brique G' de G isomorphe & G, « Notons G" le guotient G/G' , et p: G~ G"

1'homomorphisme canonique, Alors le systéme de coordonnées globales de G définit

par composition avec p un systéme de coordonnées globales de G" +telle que si

on note hl,...,’nn 1 les coordonnées d'un élément h de G" suivant ce systeéme,

on ait pour r de 1 4 n-l,

[} _ ] ' '
(hh )]." = hl" + hI‘ + Pl‘(hl’hl"'.'hl”-l’hl‘-l) .

lemme 3.5, - Solen. G un groupe al.€ébrigue linéaire unipotent commu.atif et T

une variété affine ; alors « (T,G) =0 .

D'apres (I,5.8) on peut supposer G connexe,

Raisonnons par récurrence sur n =dim G , Si n=1 , G est isomorphe
& G, . et (1,1.5) €(1,0) = H'(T, ¢ ) = 0 ([17]I1,2 Th 3). Supposons n» 1 et

la proposition vraie en dimension n-1 , Etant conné G , construisons G' et G"

comme dans (3.4), Alors G" est un groupe linéaire .nipotent commutatif connexe
de dimension n-l , donec € (T,G") = 0 , Il résulte de (I,5.12) qu'on a une suite
exacte :

0= ¢(7,G6') » ¢(T,G) ~ ¢(T,G") =0

Done ¥ (T,G) =0 .
Iemme 3.6. - Solent G et H deux groupes algébriques ¢ : G » H un homomor-
phisme (de groupes algébriques), X et T deux variétés, f e A(T, €(X,G)). Alors

€(X,$) » £ e A(T, % (X,H)) et l'application de A(T, €<(X,G)) dans_A(T, ¢ (X,H))
qui & f e A(T, €(X,G)) fait correspondre €(X,¢) o f est un homomorphisme de

groupes qu'on notera A(T, € (X,9)).

Soit A une classe de définition de f , il est clair que i o A est
une classe de définition ce ¥ (X,¢) o f , ce qui montre que
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¢ (X,9) o £ & A(T, € (X,H)).

Soient f' € A(T, ¥(X,G)), et A' une classe de définition de f' ;
puisque A - A' est une classe de défintion de f - f£' , 1 o (A = A') = joh -foA'
est une classe de défintion de < (X,¢) o (f - £') ce qui montre que

€ (X,9) o (£ - F') = ¥(X,9) ° f -C(X,9) 0 £,

Proposition 3.7.- Soient G un groupe algébrigue linéaire unipotent commutatif,

G' un sous-groupe connexe de G, G"=G/G', 1 : G' G et p : G *G/G' les

‘morphismes canoniques, X une variété semi-complite et T une varidté . Or a

une suite exacte de groupes :

A(T, €(X,1)) A(T, € (X,p))
0 '*A(T’ (g(x:(}’)) e e—— A(T) %(X:G) — A(T! ‘L:(X;G"))-

D'aprés (I,5.9) on peut supposer G connexe.

i) Montrons que A(T, ¥(X,i)) est injectif. Soit f£' e A(T, € (X,G"))
tel que « (X,1) o f' = 0 ; puisque < (X,1) est injectif (I,5.12), ona f'=0,
c.q.f.d.

11) Montrons que Ker A(T, 4 (X,p)) = Im A(T, ¢(X,1)). Il est clair que
Im A(T, < (X,1))c Ker A(T, ¥ (X,p)) puisque Im €¢(X,i) = Ker % (X,p) (I,5.4).
Soit f & A(T,% (X,G)) tel que ¢ (X,p) ° f =0, Puisque Im ¢ (X,i)=Ker € (X,p)
et que € (X,i) est injectif il existe une application et une seule
g: T »%(X,G') telle que ¢ (X,i) o g =f . Il s'agit de montrer que g est
une famille aigébrique de classes de diviseurs. D'aprés (3.3), 11 suffit de
montrer que la restriction de g & tout ouvert affine To de T est une famille

algébrique de classes de diviseurs. Donc nous pouvons supposer T affine.

Soit alors A une classe de définition de f, alors p o8& est une
classe de définition de ¢ (X,p) o £ = 0, donec (3.2), p o4 est de la forme
q*(8 ), ou 8e (T,G") et ol q : X xT »T est la projection canonique.

Mais d'aprés le théoreme de Chevalley [4], G" est un groupe linéaire, donc uni-
potent commutatif et d'aprés (3.5) €(T,G") =0 donc po A=0, Donc (I,5.4) &

est de la forme 1o A" ou A' € ¢ (X xT,G'), et A définit f'eA(T,¢(X,G'))
tel que ¥ (X,1i) o f' = £,

4.- Classe de diviseurs infinitésimale associée & une famille algébrique de

classes de diviseurs et & un vecteur tangent.

Proposition 4.1.- Soient X une variété semi-compléte, T une variété, G un

groupe algébrique linéaire commutatif, t,eT, L ETI R (At)teT € A(T,¥(X,G))
o
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et A et A' deux classes de défintion de (A . Alors <A ,L > =<A',L >

t)tsT
(I11,1.6). On posera < (At)tsT’L > = <AL >, et ondira que <(aA )teT’L >

est la classe de diviseurs infinitésimale associée i la famille et au

(At)teT
vecteur tangent L.

D'aprés (I,2.6) il existe un ouvert To de T contenant T, et
un élément D € A tel que pour tout t € To’ De dt existe. De méme, 11 existe
un ouvert T1 de T contenant to et un élément D' € A' tel que pour tout

te Tl' D' @ Jy existe.

Quel que soit t € T°41 T
tient 2 (A6 4.) - (A" @ ;) =4

(D-D') ¢ y=(@0oy) - (o0 Jt) appar-

1!
e = Ay = 0, donc (D-D') © Jt est principal ;

2

To'\ T1 tel que la restrictionde D - D' & T2 soit un diviseur principal P.

Alors (III,1.6) <A,L>3 < (D@ jt)teTe,L >et <A',L>3<5(D'® Jt)

il résulte alors de 2.1. qu'il existe un voisinage ouvert T, de t dans
o

L
’
t€T2

done (III,1.4) < A',L >=< A,I>3< P,L > , Mais d'apres (III,1.3) < P,L > est
un diviseur principal, done <A',L >=< A,L >, c.q.f.d.

Proposition 4.2.~- Soient X une variété semi-compléte, T une variété non sin-

guliére et G un groupe algébrique linéaire commutatif. Soit

(ag)pep une fa-

mille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X paramétrée par T .
Alors la famille < (A

t)teT’ LE'VT est une famille algébrique de classes de

diviseurs de type ﬂ'? sur X paramétrée par ‘F

D'aprés (I,2.6) il existe un recouvrement ouvert (T,) de T, et une

171el
] 1
famille (Di)ieI d'éléments d'une classe de définition A de la famille (At)teT
tels que Di ] Jt soit défini quel que soit t & T

e Alors (4.1 et III,1.2.6),
, L >3 <D

pour tout L e TTi , ona < (a L > =< (D1 ] Jt)

t)teT i teTi’L >

Or (III,1.7) la famille (< (D () g ) L >)L5'FT1 est une famille algébrique

teT ’
de diviseurs de type WT? sur X paramétrée par T T3 .

Donc la famille (< (At)teT’ >) T1 est une famille algébrique de classes de
Le

diviseurs de type TFf sur X paramétrée par T Ty , et d'aprés (3.3), la famil-
le (< (A,), sl >) est donc une famille algébrique de classes de diviseurs.
t teT LeT‘T

Corollaire 4.3.- Hypothéses de (4.2) ; soit & une section réguliére de 1r'r

(ag)ger de

(c'est-a-dire un champ de vecteurs tangents). Alors & un élément
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A(T,%(X,G6)) et & & , nous pouvons associer 1'élément (< (A

sers 58 )
de A(T,‘((X,Tg)). On obtient ainsi un homomorphisme de groupes de A(T, £ (X,G))

dans  A(T, ¢ (x,T9)).
Le fait que (< (At)teT’G(t) >)te'I'

te de (4.2), et le fait qu'on obtienne un homomorphisme de groupes résulte de
(4.1 et 1I,1.8).

soit élément de A(T,‘é(X,'T(l})) résul-

Proposition 4.4.- Hypothéses de (4.1). Soient T' une variété, g : T' * T un
- Tt
morphisme, (At)tsT un élément de A(T, €(X,G)), ‘t' eT et L'e Tt' . Posons

1 1 '
L = dg(L'). Alors < (8,(t'))giopiol’ > = < (8,)  quL >

C'est une conséquence immédiate de (III1,1.9) (III,1.6) et (4.1).
Remarque lg.ﬁ.- Sous les hypothéses de (4.1). Soient A ¢ K et L'e TE alors

o
T
< (8 et

t =
ttertl P Bl > et < (8] qoIaL! >=< (8 ) ql >+< (8

Cela résulte immédiatement de (4.1) et de (III,1.5).

Proposition 4.6.- Hypothéses de (4.1). Soient H un groupe algébrique lindaire
commutatif, ¢ : G > H un homomorphisme de groupes algébriques, et f & A(T, € (X, G)\
Alors, pour tout t € T et tout L & Tf L, € (X,d¢) (< £,L >) =< €(X,¢) ° £,L > .

Cela résulte immédiatement de (4.1) et de (III,1.10).



CHAPITRE VI, THEOREME DE DESCENTE

1, Descente dans le cas séparable.

lLemme 1,1, - Soient S une variété, (T,h) un rev€tement galoisien non ramifié

de S , G un groupe algébrique, et D un diviseur de type G sur S tel que
h¥D) =0 ; alors D=0,

Puisque n est surjectif, il suffit de montrer que toute application ra-
tionnelle u de S dans G telle que u @ h soit définie et soit réguliére en
un point t de T , est régulidre au point h(t), On peut évidemment supposer G
affine, donc on est ramené au cas o: u est une fonction rationnelle sur S : le

résultat provient alors de ([6]).

Proposition 1,2, - Soient S une variété normale, (T,h) un revétement galoisien

non ramifié de S , X une variété quelconque, G un groupe algébrique linéaire

commutatif, et D un diviseur de type G sur X X T tel que (idx x g)*(D) =D

pour tout automorphisme o du revétement (T,h), Il existe alors un diviseur de

type G et unseul E sur X xS tel que D = (idX x n»(E),

L'unicité de E provient de (1,1) puisque (X x T, idx X h) est un re-

v@tement galoisien non ramifié de X xS ,

Par démontrer l'existence de E , puisqu'on sait que la proposition est
vraie lorsque G = G_ ([8], exposé 5, th.6) , d'apres [1] (I,5.8) et (I,5.9), on
est ramené au cas ol G est unipotent et connexe, Nous pouvons considérer G com-
me un sous-groupe commutatif ynipotent formé de matrices triangulaires supérieures
de 1l'algébre Mr des matrices d'ordre r 4 coefficients dans k , Soit H 1la
sous-algébre de Mr engendrée par G , alors H est commutative, et G est un

sous-groupe de H#* , Supposons la proposition vraie pour le groupe H*

Notons alors 1 : G >H* et p : H*> H*'G les morphismes canoniques,
Posons D' = ieD ; il existe alors un diviseur E' de type H* sur X XS tel
que D' = (1dx xhY(E') ; ona peD' =0 , Le Lemme (1.1) montre alors que
peE' = O, D'aprés (I,5.4), il existe un diviseur E de type G sur X XS tel
que E' = 1oE , On a alors D = (idxx h) *(E), Nous sommes donc ramenés a démontrer

la proposition dans le cas ou G = H* ,

Puisque S est normale, il résulte de ([6]), qu'étant donné s e S ,
h'l(s) est contenu dans un ouvert affine de T , Etant donné (x,s)eX xS, il
existe donc une application rationnelle v de X X T dans G quil soit applica-
tion de définition de D en chacun des points de {x} x h’l(s)(IV.j.e). Notons
I' le groupe des automorphismes du revétement (T,h), puisque n'l(s) est contenu
dans un ouvert affine de T , étant donné t e h—l(s) , i1 existe une fonction ra-
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tionnelle z sur T définie en tout point de h”l(g) et telle que z(t) =1 et
z(9(t)) = 0 pour tout 0 e ' distinet de 1'identité.

Posons alors v' = 056 (idx Xz) V@ (1dx X 0) ; alors vy est dé-
finie en (x,t) et y prend la valeur 1 , done v' est une application de dé-
finition de D en (x,t) , De plus v' @ (:I.dx X 0) =y' pour tout 0 € I'; donc
' est une application de définition de D en tout point de {x} x h-l(s). Puis-
que G est affine, il résulte de [6] que v' est de la forme w @ (1dX x h), ot

w est une application rationnelle de X X 8 dans G .

v

Soit U 1l'ouvert de X x T dans lequel v' est application de défini-
tion de D ; puisque, pour tout oce I, v' @ (1dx xg)=v' et D@ (idX x ¢)=D,
on verifie aisément que (idX x ¢)(U) =U, done U gest de la forme

(id, x h)~ (V), oi V est un ouvert de X x S contepant (x,s),
X

Soit (x',s') € X x S ; 11 existe alors un ouvert V' de X X S et une
application rationnelle w' de X XS dans G telle que w [e) (id x h) soit
application de définition de D en tout point de (1d x h)” (V’) Donc
(! w') 0 (14, % h) est régulidre en tout point de (idxx 1) H(vav'). Puisque
G est affine, on déduit de [6] que w -1 w' est réguliére en tout point de VnV',

Donc, & tout (x,8) € x x S , on peut associer un ouvert V% s de X xS
contenant (x,s) et une application rationnelle ”x B de X xS dans G telle

que w @ (idX x h) soit application de définitisn de D en tout point de
»
-1
(idx x h) (Vi,s)’ et le systéme d'ouverts x,s)(x,s)ex -
(wx s)(x S)eX x S définit un diviseur E de type G sur X x S tel que

(idy = n)x(E). '

et d'applications

Théoréme 1.3, - Solent S une variété, (T,h) un revétement séparable de S , X

une variété semi-compléte, G un groupe algébrique linéaire commutatif et f une

application de S dans ¥ (X,G). Si fc°h est une famille algébrique de classes

de diviseurs de type G sur X paramétrée par T , 1l existe un ouvert non vide
So de S tel que la restriction de f a SO soit une famille algébrique de

classes de diviseurs de type G sur X paramétrée par S, . De plus, s1 S est

normale, et si (T,h) est un revétement non ramifié, on peut supposer gque
So =S .

Il est clair qu'on peut supposer S normale ., D'aprés [1],(I,5.8) et
(I,5.9), puisque la proposition est vraie lorsque G = G, ([8] exp. 5, corollaire

au Th.7), on peut supposer que G est unipotent et connexe,

Puisque il existe un ouvert non vide S, de S tel que la restriction du

1
revétement (T,h) au-dessus de S, solt non-ramifié ([6]), on peut supposer que

(T,h) est non ramifié, Soit (T',h') 1le rev@tement galoisien non ramifié associé

2
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a (T,h) ([6]). Alors h' est de la forme hep , ob (T',p) est un revétement
non ramifié de T .

Puisque foh est algébrique, il en est de m8me de foh' = fohop qui n'
est autre que 1'image réciproque de foh par p( I,4,2). Donc, il suffit de dé-
montrer la proposition dans le cas ol le revétement (T,h) est galoisien non ra-
mifié,

Soit T 1le groupe des automorphismes du revétement (T,h) ; nous pouvons
le considérer comme opérant trivialement sur X , donc comme opérant sur X x T,
L'application foh est définie par une classe A de diviseurs de type G sur
X x T, Etant donné toe T , 11 existe x e X et D e A tels que pour tout oel ,
on ait (x,o(to)) € Supp D (I,2.3)., Pour tout o € T , on a foheq = foh, donc
o*(A) - A est de la forme p*(do), ol p: XxT-+T est la projection canoni-
que, et ou 5, € % (T,6) (v,3,1) ; par conséquent :

* - = *
o*(D) - D divG W, + P (dq),
ol d0 € 50 , et ol wo est une application rationnelle de X x T dans G .

Notons k : T X xT le morphisme t w—r (x,t).

1,3,1, lére étape. - Montrons qu'on peut choisir de fagon unique L tel que
Wc@kx=1.
Puisque {x} x T¢Supp D, ¥(D) est défini ; i1 en est donc de méme de

k;(wc)

divG z

wc [e] kx ; posons 2z = W ] kxop ; alors W [¢] kx =20 kx et

]

p* divG(z ) kx), d'ou :

-1
o*(D) - D = divG(z wc) + p*(divo(wq e kx) + do).

Posons alors w; =z1 W , on aura bien wé 0k =1 et o#(D) - D est

de la forme divG wlo+ p*(dé) ol dé € 5q.

Montrons que wé est unique, 1l s'agit de vérifier que si une application
rationnelle w" de X X T dans G est telle que divG(w“) = p*(d"), o 4" est
un diviseur de type G sur T et que w" @ k =1, alors w" = 1, Pour tout teT
notons Jt : X +X xT le morphisme x ~v> (x,t), Pour t £ Supp d" , J{(divG w")
est défini et nul, done divG(w" @J,) =o0.

Puisque G est affine et que X est semi-compléte, w" @ Jt est constan-
te, Puisque w" @ k =1, w"(t,x) =1, donc w" @ Jg =1 pour tout t £ Supp 4",

donc w" =1,

Nous supposerons dans la suite de la démonstration que L e kx =1,
*
Alors, to £ Supp (D @ kx)L/Supp(U (D) 0 kx)uSupp(divG W, 0 kx) , done t°¢Supp dg.
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1.3.,2, 2eme étape., - Fin de la démonstration,

Quels que soient o,te T, ((w0 ] T)w-r) 0k =1 et
(0o1)*(D) = D = ™(o*D) = D) + (D) - D ;

1l'assertion d'unicité de (1.,3.1) montre donc que L ("o 0 1) W autrement
dit que (wc)ceI‘ est un l-cocycle de I 4 valeurs dans le groupe F)(i x des
applications rationnelles de X X T dans G , D'aprés le lemme (1,4) cl-dessous,
Hl( I‘,Fg 9 T) = 0 ; done (wo)cel“ est un l-cobord de T 4 valeurs dans Fg X T
autrement dit, il existe une application rationnelle w de X xT dans G telle
que w_ = (we o) w-l. On a par conséquent 0*(D) - D = divG( (w@c)w'l)ﬂﬂ*(dc)
pour tout oce T ,

Posons D' =D =~ divG w ; alors D' est un élément de A tel que
o*(D') - D' = p*(d;) pour tout o e I . Posons alors S, =[ ch;/IE h(Supp d.).
Puisque h est propre, So est un ouvert non vide de S tel que si on note D
la restrictionde D' & X XT , oh T = h‘l(so), on ait 0*(Dl) =D, pour
tout oe T, Alors (1.2), D; = (1dX x h)*(Do), ol D, est un diviseur de type G
sur X X S,. Soit Ao la classe de D_ ; si onnote 1 : X X T, >XXT 1'immer-

sion canonique, (idx x (tho))* (Ao) = 1*(4) donc Ao est une classe de défini-

1

'

tion de la restriction a So de f., Enfin, par construction h(to)cSO , et la der-

niére assertion résulte de (V.3.3).

Lemme 1.4, - Soient S une variété, (T,h) un revétement galoisien non ramifié

de S de groupe d'automorphismes T , G un groupe algébrique linéaire commuta-

tif, connexe unipotent, et Fg le groupe des applications rationnelles de T

dans G , Alors H]'( I‘,Fg) =0,

Considérons le groupe H* associé & G comme un début de la démonstra-
tion de (1.2), Notons KXK' [resp. k'] 1le corps des fonctions rationnelles de T
[resp. S] . Alors K' est une extension galoisienne de k' de groupe I , Avec
les notations de (IV,1,0), hT = ES ®k' K' , et F,I;* est le ﬁroupe des éléments
inversibles de FLT , done ([20],X,1,exercice 2) on a Hl( 1",1"‘,11'...i ) =0,

Soit alors ("c)cel‘ un l-cocycle de T a vale’\;lrs dans F,g ,on peut le

considérer comme un l-cocycle de ' 4 valeurs dans F,;{ , donc il existe une ap-
plication rationnelle w' de X XT dans H* telle que W= (w' @ o) wol
pour tout o e I' , Notons p : H* > H*/G 1'application canonique, Puisque

peW; = 0 , on a poe(w'G0) = pow', Puisque H*/G est affine (théoréme de Chevalley
[4]), on en déduit [6] que pew' est de la forme v" @ h , ot v" est une appli-
cation rationnelle de S dans H*/G, D'aprds [16], 11 existe une section ration-
nelle p de p., Il existe a & H*¥/G tel que o soit réguliére en a , et il
existe s € 3 tel que v' soit régulidre en s ; enfin 1l existe b e H tel -

que :
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p(b) = a~t v"(s).

Alors vi =00 (v"(s)-l a v") est défini et on a p-vi = v"(s)-l av";

posons v' =b vi

Posons w = w'(v

, hous avons pov' = v",

1o h) ; puisque pew' =v" @ h = pev' @ h , on voit

que pow =1, donc W est en fait une application rationnelle de T dans G .

Enfin, pour tout 9e I, (v' @h) @9 =v' @ h , done (WO(S)W—]' = (W'OC’)W'-]';W0 R
ce qui montre que ('o)osl‘ est un l-cobord de T & valeurs dans Fg » autrement

dit que Hl(I‘,Fg) =0.

Corollaire 1.5. -: Solent X une variété semi-compléte, H un groupe algébrique
connexe, H' un sous-groupe algébrique invariant de H, h : H > H/H' le morphis-

me canonique, G un groupe algébrique linéaire commutatif, et g un homomorphis-

me (de groupes) de H dans (X,G). Supposons que H' soit contenu dans le

noyau de g , et que g soit une famille algébrique de classes de diviseurs de

type G sur X paramétrée par H ; alors l'application f de H/H' dans

(X,G) telle que foh = g , est une famille algébrique de classes de diviseurs
de type G sur X paramétrée par H/H'.
D'aprés ([6],exp.1,prop.3), le fibré (H,h) est isotrivial sur H/H' .

Donc, quelque soit a" € H/H' , il existe un ouvert V" de H/H' contenant a" ,

et un revétement non ramifié (V‘Yi,pl) de V" , tel que 1'image réciproque (Hl,hl)
du fibré (H,h) par i°p soit triviale au-dessus de V; , 1 désignant 1'immersion
canonique i : V" > H/H', Notons gq : I-I1 +~ H le morphisme canonique, et soit

o s V; +H une section du fibré (Hl,hl). Alors feiop, = geqep . Puisque g est
une famille algébrique, il en est de méme de son image réciproque goQoep par gop
(I,4.2). Puisque f°1°p1 est une famille algébrique, il en est de méme de foi
(1.3). Donc il existe un recouvrement ouvert de H/H' tel que la restriction de

f a chacun des ouverts de ce recouvrement soit une famille algébrique, D'aprés

(V,3.3.) i1 en est de m8me de f , C.Q.F.D.

2, Descente dans le cas radiciel,

2,1, - Rappels sur les fibrés intégrables ([8],exposé 6, parag.3).

Dans ce numéro, nous supposons que K est de caractéristique p > 0, Soit

une variété non singulidre ; notons TT 1'espace fibré des vecteurs tangents

L]

a T , Pour tout point Q@ de T , les germes de sections de T T au voisinage de
Q forment un module libre IQ de rang n = dim T sur C/(T,Q , et IQ posséde
une structure de p-anneau de lie, Soit N un sous-fibré vectoriel de TT , et
soit R q le module des germes de section de N au voisinage de Q , Si pour

tout QeT, est stable par rapport aux opérations de crochet et de pulssan-

Q
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iéme
p

ce dans T qQ’on dit que N est un sous fibré intégrable de TT,

Soient T' wune variété non singuliére et 1 : T' > T un morphisme de
revétement radiciel sur une variété T , Supposons que le noyau de di soit un
sous-fioré N de 'F‘T (condition qui est réalisé pourvu qu'on se restreigne a
un ouvert convenable de T ), alors [N est un sous-fibré intégrable de ]F T. En
particulier, si T et T° sont deux groupes algébriques connexes, et si 1 est
un homomorphisme (de groupes algébriques) radiciel, alors le noyau de di est un
sous-fibré invariant et intégrable de T T.

Théoréme 2.2.([81,exp.6,Th.2). - Soient T' une variété non singulidre et IN
lJ
un sous-fibré intégrable de | T : 11 existe une structure de variété T et une

seule sur l'espace topologique sous-jacent & T' telle que l'application identi-
que 1 : T' > T soit un morphisme de revétement radiciel de hauteur 1 , et que {N

soit le noyau de di ; de plus T est alors une variété non singuliére, Si on sup-

pose de plus que T' est un groupe algébrique connexe et gque lN est un sous-

L
fibré invariant de TT

, alors T est un groupe algébrique connexe et 1 est
un_homomorphisme. Nous appelerons T la variété quotient de T' par [N

Proposition 2.3, - Soient T une variété non singulidre, [N un sous-fibré inté-
grable de T T, i:7> 58 1le morphisme canonique de T sur la variété quotient
S de T par IN , X une variété , G un groupe algébrique linéaire commutatif,
(Dt) teT une famille algebrique de diviseurs de type G sur X telle que pour
tout vecteur tangent L € [N , on ait < (Dt)teT’L >=0 ., Alors la famille

(Dt) teT est image réciproque par 1 d'une famille algébrique de diviseurs sur

X de type G paramdtrée par S ,

(2,3.1) lére étape:réduction au cas oh G est de type R‘u .

D'aprés (I,5.,8) nous pouvons supposer G connexe,
D'aprés le lemme (V,2.5) nous pouvons considérer G comme un Sous-groupe

d'un produit W de groupes de type A* , Supposons la propriété vraie pour W .

Notons J : G W et p : W >W/G les morphismes canoniques, Posons

D' = JoD, ol D est le diviseur de définition de (Dt) teT* Il résulte des défini-

tions de (II,1.2) que < JoD,L > = djo<D,L > pour tout Le T T ; done pour
tout LelN , ona < D',L, >=0, et D' est de la forme f'l(E) , ou E est

un diviseur de type G sur X XS et ou 11 : X XT >X XS est le morphisme

1dx>< 1 .0na peD' =0 ,80it t &S et soit f une application de définition
de poE' en t ; alors fo:ll est une application de définition de peD' en t ,
donc foi, est une application régulidre en t , Or W/G est affine (théordme de
Chevalley [h]), donc pour montrer que f est réguliére en t,il suffit de montrer

que toute
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fonction ¢ sur X x S telle que ¢o11 soit réguliére en t , est réguliére
en t , ce qul résulte de ([8] exp.6, prop.7).

Donc fei, est réguliére en t , si bilen que peE' = 0, Donc E' est de

1
la forme J°E , oi E est un diviseur de type G sur X x S (I,5.4). Alors

D= il(E), et nous sommes ramenés i démontrer la proposition dans le cas ol G=W.

D'aprés (I,5.9), 11 suffit de démontrer la proposition dans le cas ou
G = A* , Comme A* = G X A: , d'aprés (I,5.9), puisque la proposition est vraie
pour G ([8],exp.6,Th.3), 11 suffit de montrer la proposition dans le cas ol
G = Al‘; .

. Nous considérons A; comme muni de son systéme canonique de coordonnées
(v.1.2).

Soient D 1le diviseur de définition de (Dt)te'r’ (xo,to)ex xT ,et f
une application de définition de D en (xo,to). Soient Yyseees¥, un systéme
d'éléments de Uxo. to provenant d'une partie d'un systéme de variables unifor-
misantes de ¢ et qui forment une p-base de (. sur Ux , ol

t
t;o o’ "o 0?50

s = 1(t ) (cf [8],exp.6, prop.7). Soient -i— 1les dérivations de
[] ] 7 x ,t

o% o

nulles sur CXO‘SO telles que -;;y;(yu) = 5:” , et soit '1‘o un ouvert affine

de T sur lequel chacun des ¥y soit régulier, les ':‘i' proviennent alors de

i
sections de N au-dessus de To .

2,3.,2, 2éme étape. - Montrons qu'il existe une application rationnellefde X X T

dans A: , réguliére en (xo,to) » telle que f - & provienne d'une application
rationnelle de X X S dans AS .

< D,2— > est un diviseur de type (G.)® sur X XT_ , ot n =dim A*,

134 i a o u '

dont la restriction a X x {t} , pour tout t e T, » est nulle par hypothése, donc
c'est le diviseur nul (II,2,1) ; donc l'application < f,-é——- > est réguliére en

2y

(xoato)o 1
Notons < f.-éb—y- > 3 la Jjiéme coordonnée de < f,;-;- > . On vérifie ai-
Loty > g
4 < e D = eee—— z U
sément que f, YR + Piq(fl,...,f _1) T ot les Piq sont des
i i q=1 L i
polyndmes, En particulier, si :
> f >t Ty
—-}=...= 9'-1=O,alors <f,-i—->£=é__..,
? yi k) yi 2 yi T yi

Nous allons trouver par récurrence sur n une application 6 = (91,.., ] n)
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de X x T dans Al*;, réguliére en (xo.to) telle que :

<f:9,3—>=0 pour i de 1 ar,

R Yi
Notons C 1'opérateur de Cartier ([3],II, parag.6).
r .
= I < > = $ &

Posons d ST yi dy, ; alors f,d 1 dfl est réguliére en (xo,to)
c(af,) =0 et d(af;) =0, done ([3]11,prop.8 ) 11 existe une fonction e
sur X X T réguliére en (xo,to) telle que del = - df‘l . On aura alors :

< £6 > = =

£6),d > d(fl+61) 0.

Supposons qu'on ait trouvé des fonctions 91, ...,el sur X x T réguliéres
en (xo,to) telles que < f.(el,...,ez,o,....o),d >, =0 pour q £ %, et wontrons

qu'on peut trouver une fonction 6 sur X x T réguliére en (xo,to) telle gue

a+l

< f, (6 200020 1:0)-0030) d >q =0 pour q < jL"'l.

Posons gt = £(6)5000s6,,0,...,0) et g - £(85000s8 150,400,0),

2

Alors < g1+1,d >q = < gl,d >q =0 pour q < % ., Pulsque, lorsque :

d 2

— =0 pour s <

byi Ss p q .,

S L [
on a B = < —— >

7 8933 T’
on voit facilement par récurrence sur q que —;— gq =0 pour tout q < % et

< i

pour tout 1 de 1 a r, Par conséquent :

£+1 £+1

l’
Comme < f,d > est reguliére en (x ,t ) ainsi que 6.,...,8p, il en est
= u(dgv_l) =0, il exis-

d > =< g

< g o+l

) L
= = 8
d > = dl(87.(0,0,4040,8 1150,..2,0)) )] e g+ 0

de méme de < g ,d >, donc de dg e Puisque c(dg o

l
te une fonction +1 sur X x T réguliére en (xo,to) et telle que
2
. R
d°l+1 = - dg oLt On aura alors :

<g®lq g =0 pour q 2,

Nous avons donc montré par récurrence sur n l'existence d'une applica-
tion rationnelle 6 de X XT dans A"u réguliére en (xo,to) telle que
<f,8d >=0 , Alors < (f.e)J,d >=0 pour J de 1an donec f.® provient
d'une application rationnelle ¢ de X XS dans A: et f.0 est aussi applica-
tion de définition de D au point (xo,to).

2.,3.,3. 3tme étape. - Fin de la démonstration.
A tout point (xo,to) € X x T, nous pouvons donc associer une application
de définition fx de D en (xo,to) et une application rationnelle 6 de

t X ,t
o’ o o’ "o
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. . .
£ xT dans AX* telle que exo’to soit réguliére en (xo,to) et que fxo'to

*
exo’ to provienne d'une application ¢ » t de X XS dans Au . Notons Uxo. to

1l'intersection de 1l'ouvert de définition de ex t et de l'ouvert de X x T
o’ o

dans lequel fx t est d'application de définition, On vérifie immédiatement que

o’ ‘o

le systéme d'ouverts Ux t et d'applications rationnelles ¢x t de X XS
£ »
o’ o o’ ‘o
dans A: définit un diviseur E de€ type A: sur X XS tel que D = i*(E).

Done (D,) est 1'image réciproque par 1 de la famille algébrique (Es)ssS’

tteT

Théoréme 2.4, - Soient T,3,1,6 et N comme dans 1'énoncé précédent,

Supposons de plus X semi-gompldte, Soit (At) tep une famille algébri-

que de classes de diviseurs sur X deé type G paramétrée par T telle que pour
tout Le N , onait < (At)teT.L > = Q, Alors (At)mT
i d'une famille a]ﬁ’ébrique de classes de diviseurs de type G sur X parametrde

est image réciproque par

par S ,

2,4,1, lére étape, - Supposons d'abord que G soit du type A: .

Soit A une classe de définition de (At)teT . D'aprés (v,3.3,) 1l suffit
de montrer que pour tout tgeT, 11 existe un ouvert affine To de T contenant
to tel que la restriction de A a X x To provienne d'une classe de diviseurs
sur X x 1(T ). D'aprés (2.3), 11 suffit de montrer qu'il existe un diviseur D de
type G sur X x T0 appartenant a4 la restrictionde A a X x To tel que

<D,L >=0 pour tout Le N,

Etant donné (xo,to)ex x T, et un ouvert affine T, de T contenant o
on choisit les y, comme dans la démonstration de (2.3). Quitte i restreindre le
voisinage ouvert affine ‘1‘0, on peut supposer qu'il existe DoeA_ tel que la res-
triction de D, a x, x T, soit définie et nulle (I,2.3), Notons p : X x TQ > T,
la projection canonique,

Par hypothése la classe de divisewrs < A,f—;; > de type (G y (ol

n=dim @) sur X xT est telle que, pour tout teT o Sa& restriction a Xx x {t}
est nulle ; ‘done (V,3.1), sa restriction a X x T est de la forme p (68), ou
S e Hl(T (G ™ =0 ([17]II,paras 2,Th.3), done est nulle, Par conséquent, les di-

viseurs de type (Ga) sur X x T, définis par la formule < Do’%'?" > peuvent
<
i

8tre définis sur X X T, par des applications rationnelles gi(l 21i 2r) de
n
X xT_  dans (Ga) .
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2.4,2, 2&me étape., - Montrons qu'il existe une application rationnelle
h=(h,...,n) de XxT dans G telle que le diviseur D = D, +div, h ait

au point (xo,to) une application de définition provenant d'une application ra-

tionnelle de X XS dans G , et que <D,-§—-—yi>=o pour i delar.

D'abord, puisque la restriction de D a {x } x T est définie et nulle
chacune des gi est réguliére en tout point de {xo} x T,» donc on peut choisir
gi de sorte que gi soit nulle en tout point de {xo} x To . En effet, il existe
une application réguliére nt de {xo} X T, dans G, telle que gi+ hi soit
nulle en tout point de {x o} x To ; mals hi provient d'une application réguliére
n'l ge T, dans G, alors gl + h'lep est nulle en tout point de {x LS
et définit le méme diviseur que gi . Nous supposerons désormais que g est nulle
en tout point de {xo} x Ty

i

Posons ©, =1 &) dyi . Soit f = (fl,...,f ) une application de défini-
-2
! = = -
tion de Do en (xo,to). Posons wy = B yi f dyi <d,f >l’ chacune des appli
i > .
cations g - 5 fl est régulidre en (xo,to). Posons :

i
"1,1(“’1) 5 (sl) -3 7, (sl)

>"‘1

ot oy = (3PN,

o ! ' .
On définit de méme Aid(»l) et ui(ml). or :

r
o) = 2y T (8] = = £)ary) + Ay (d) = Ay zl(gl--;-;f)dy)

ce qui montre qt:.Lle )‘1.1(“’1) est réguliére en (x ,t ) donc en tout point de X x Td
donc (puisque X est semi-compléte),pour tout te’l‘ Ai (w ) est constante sur

X x {t}.D'aprés le choix des 104y (w ) = 0 sur {x } x T,, donc 13(“’ ) = 0 sur
X x T . De m8me, puisque d(df ) = C(df )

i-.é—-f)dy

1 P i) , si bien que

ona : 1.)(“’1)”0'd°“ “1(“’ ) = El (s

ui(wl) est réguliére sur X x T, donc constante sur X X {t} pour t e T,» et
nulle sur {x } x To , donc nulle sur X x T0 R
o

Puisque )‘ij(wl) =0, pour tout (i,j), on a @, =0 . Pulsque dwy =0
et uw,;) =0, ona Cuy =0 ((8] exp.6, prop.3) . Donc ([3]II, prop.8), il exis-
te une fonction rationnelle h, sur X x T telle que dhl = - dwl « Posons

1
= D, +div (h,0,440,0) &

D,
D'aprés la démonstration de (2,3), puisque pour tout 1 de 1 4 r on a

i
< Dl..f’.y_ > = div (gl + fl) =0, on voit qu'il existe une application de
i

=
1 Ty,
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définition f' de Dl en (x ,t) telle que fl provienne d'une fonction ra-

tionnelle de X x S etona<D =0Opour i delar,

,-_—>

i
Supposons maintenant qu'on ait trouvé des fonctions rationnelles hl'"'hﬂ,
de X x T dans G telles que le diviseur Dy =D + divG(hl""’hR,'o""’o) ait
en (xo,to) une application de définition f telle que fl,...,f proviennent de

1 i

. L
fonctions rationnelles de X x S et que < Dé ,-;‘-y- > =0 pour g< % et i de

i q
lar,
' ]
Posons D2+1 D + div (hl,...,nhl,o,...,o) D'aprés ce qui précéde
<Dy, -T > peut &tre défini par une application rationnelle g' 1 de X x T dans
< 1 .
i i i
] = 1 = !
G , telle que gl = 440 = 89, =0 , et on peut choisir g“_l nul sur {xo} x To .
f
i 241
= ' [
Posons Wy p =T & Wy ot un =T 3 v, i
= = = t = H
Puisque dfl = cee dfl 0O, ona w!ld-l < f,d >2,+1 « Puisque
¢ f . y f
_.’2‘1':.1 = < fymimm > , chacune des applications rationnelles g'i - -;"i-l est
A 2y, el LYy
réguliére au point (xo,to).
On montre comme précédemment que dwh—l 0 et Cwl 1 =0 , donec qu'il
existe une fonction rationnelle h IRy sur X xT telle que dh wl =" dw el *
) _ N _
Alors, pour ce choix de h, ., , ona < Dm-l’ -2 >4l = div(gul"’ - 7 f9,+1) =0

pour tout i de 1 & r puisque gii = yee = gf’ 0 , donec, d'aprés la démonstra-

tion de (2,3), il existe une application de définition f' de D, en (xo,to)

telle que fi,... 'f;b+l proviennent de fonctions rationnelles sur X xS et
Q
——>=O pour <841l et 1 delar,
Ll-l' q e =

Nous avons donc démontré l'assertion (2,4.,2) par récurrence sur £ .,

2,4,3, 3tme étape, - Fin de la démonstration,

Nous avons montré qu'il existe un diviseur D e A tel que < D,-é?— > =0
R
pour 1 de 1 4 r, Alors pour tout LelN , <D,L > =0 . Done (2.3), 11 existe un

diviseur E de type G sur X xS tel que D = i*(E), Soit T 1la classe de E ,
ona A=1*T), et T est la classe de définition d'une famille algébrique (Tg)ges
de classes de diviseurs de type G sur X paramétrée par S dont (At)t er est
1'image réciproque par 1 , ce qui démontre la proposition dans le cas ol G est

du type A\: . Comme la proposition est vraie dans le cas ou G = Gm
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([8],exp.6,TH.4), on déduit de (I,5.9) que la proposition est vraie dans le cas ou
G est isomorphe a G, A¥=A* Il en résulte, toujours d'apres (I,5.9) que la
proposition est vraie dans ile cas ou G est produit de groupes du type A%,
C.Q.F.D.

Dans le cas général, d'aprés (V,2.,5), G peut &tre considéré comme sous-
groupe d'un produit W de groupes du type A* , Notons f' : T ~€(X,G¢) la fa-
mille (At)teT‘ D'aprés (V,3.6), sl onnote j: G>W et p: W >W/G les mor-
phismes canoniques, € (X,J)of'eA(T, €(X,W)). Il résulte de (III,1,10) que si &
est une classe de définition de f' , < JoA,L > = djo<A,L > pour tout L e TT
done < € (X,J)ef',L > = djo< £',L >, ce qui montre que < ¢(X,J)ef',L > =0
pour tout L e N . Donc f = € (X,J)of' se factorise a travers 1 au moyen de
g € A(S, €(X,W), Comme pojod =0 , €(X,p)ef =0 , Comme i est bijectif, et que
f =gol, $(X,p)og = 0, et il résulte de (V,3.7) que g est de la forme
€ (X,1)eg' ou g' € A(S, €(X,G)). Il est clair que iog'= f' , C,Q.F.D.

’
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CHAPITRE VII - CORPS DE RATIONALITE D'UNE CLASSE DE DIVISEURS.

1. Généralités.

1.0. Notations.- Soient K un corps algébriquement clos, Ko un sous-corps algé-
briquement clos de K, X une variété définie sur Ko’ G un groupe algébrique
linéaire commutatif unipotent connexe défini sur Ko’ que nous considérerons comme
isomorphe, en tant que variété, a (Ga)n, a2 1'aide d'un systémg de coordonnées
globales ayant les propriétés décrites dans 1'énoncé du lemme (V,3.4.). Notons U

1'extension de X a K, et KO(X) le corps des fonctions rationnelles sur X.

Définition 1l.1.- Soient D un diviseur de type G sur U, et K' un sous-corps
de K contenant Ko ; nous dirons que D est rationnel sur K' s'il peut &tre
8éfini par un systéme d'ouverts (Ui)ieI rationnels sur K' et d'applications
(fi)iel rationnelles sur KXK' (c'est-a-dire dont toutes les coordonnées sont ra-

tionnelles sur K').

Définition 1.2.- Solent A une classe de diviseurs de type G sur U, et K' un
sous-corpt de K contenant Ko ; nous dirons que A est rationnelle sur K' si
elle contient un diviseur rationnel sur K'. Il revient au méme de dire que A
peut &tre défini par un systéme d'ouverts (Ui)iel rationnels sur K', et d'appli~
cations de transition (eiJ)i,JEI rationnelles sur K' (ef. I,1.4).

1.3.- Correspondance entre classes de diviseurs rationnelles sur Ko(T) et famil-

les algébriques de classes de diviseurs paramétrées par T.

Soient T une variété définie sur Ko telle que K contienne Ko(T)' Soit
f e A(T,¢ (X,G)) et soit A une classe de définition de f. Alors A est définie

par un systéme d'ouverts (V et d'applications de transition (6

1)151 1J)i,jal

de X XT dans G réguliéres sur V, n V..

i J
Au systéme d'ouverts (Vi)ieI recouvrant X X T correspond un systéme

d'ouverts rationnels sur KO(T) et recouvrant U, et au systéme

(eij)i,JEI 1J)ieI
dans G, rationnelles sur KO(T) et régulidres sur Ui AU

(Ui)isI

correspond un systéme (¢ d'applications rationnelles de U

5 Notons K(f) 1la

classe de diviseurs de type G sur U définie par le systéme d'ouverts (Ui)iel

et d'applications de transition (¢1J)1 Je1* On vérifie aisément que K(f) est
»

rationnelle sur KO(T) et ne dépend pas du choix de la classe de définition A
de f.
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Réciproquement, soit ¢ wune classe de diviseurs de type G sur- U ra-
tionnelle sur Ko(T) ; alors & peut €tre définie par un systéme d'ouverts

1
(Ui)ieI rationnels sur KO(T) et d'applications de transition (¢1J)1,J€I ra
tionnelles sur KO(T). Puisque U est quasi-compact, on peut supposer I fini ;
au recouvrement ouvert (Ui)ieI’ correspond un recouvrement ouvert (Vi)ieI de

X x T, et au systéme (¢ correspond un systéme d'applications

0
ij)i,JeI ( iJ)iEI
rationnelles de X x T dans G. Notons T0 le plus grand ouvert de T tel que

pour tout 1,j € I, eiJ soit réguliére sur V1 la) VJ/\ To' Puisque I est fini,

To £ @ . Soit alors f 1'élément de A(TO,Q(X,G)) défini par la classe

AE € (X x TO,G) définie par le systéme d'ouverts (V Ia) T ) et d'applicatias

iel

de transition (eiJ {T . On vérifie aisément que K(f) = S .

o)i,JeI

2. Existence du corps de rationalité d'une classe de diviseurs.gggig;gg.

Proposition 2.1.- Soient K un corps algébriquement clos, K° un_sous=-corps

algébriquement clos de K, X une variété définie sur Ko' U 1l'extension de

X & K, A une classe de diviseurs de type Ga sur U ; alors 1l'ensemble des

sous-corps K' de K contenant Ko sur lesquels A est rationnelles a un plus

petit élément, qui est une extension de type fini de Ko.

Considérons l'espace annelé T' dont les ouverts sont les ouverts de U
rationnels sur K', et dont le faisceau est celui des germes des fonctions régu-
leres sur U rationnelles sur K'. En raisonnant comme dans (I,1.5), on voit que
le groupe des classes de diviseurs de type G sur U rationnelles sur K' est
isomorphe a Ht (T'). D autre part, ona H° (T ) = HO(X, O )O K'. On en déduit
immédiatement que H (T') = H (X,O’ )@ K'. Or étant donné A e Hl(U 0 ), on

sait que 1l'ensemble des sous-corps K' de K contenant Ko et tels que
A g V®K° K' admet un plus petit élément qui est une extension de type fini de
Ko, c.q.f.d.
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CHAPITRE VIII - VARIETE DE PICARD DE TYPE LINEAIRE COMMUTATIF .

L. Généralités.

Définition 1.1.- Soient X une variété, G un groupe algébrique commutatif, H
un groupe algébrique connexe, f une application de H dans ¥ (X,G) ; On dit

que f est un homomorphisme algébrigue (resp. un isomorphisme algébrigue) si f

est une famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X paramétrée

par H et un homomorphisme (resp. un isomorphisme) de groupes.

Définition 1.2.- Soient X wune variété, G un groupe algébrique commutatif. Un
couple (P, ), ou P est un groupe algébrique comnexe et ou w1 : P + € (X,G)
est un homomorphisme algébrique, est appelé variété de Picard de type G de X

si pour tout couple (H, ¢), ol H est un groupe algébrique connexe et ¢ un
homomorphisme algébrique de H dans ¥ (X,G), 11 existe un homomorphisme (de
groupes algébriques) et un seul f : H > P tel que mwe f = ¢.

I1 est clair que le couple (P,m) est unique & isomorphisme preés.

Proposition 1.3.- Soient X une variété semi-compléte, G un groupe algébrique

linéaire commutatif. Si X admet une variété de Picard (P,7) de type G,

alors m est injectif.

Soit N 1le noyau de T ; c'est un sous-groupe distingué de P ; fermé
dans P en vertu de (V,2.7). Donc (VI,1.5). m se factorise 2 travers la projec-
tion p : P+ P/N au noyau d'un homomorphisme algébrique = : P/N > P tel que
"fl = Te 6 , Alors T, e p= Te 6 op= To idG. Puisque P est une variété de
Picard de type G de X, 1'égalité m o 6 o p= me idG entraine que
6 o p= idG, donc p est injectif et N = O.

Corollaire 1.4.- Sous les hypothéses de (1.3) P est un groupe algébrique commu-
tatif.

C'est une conséquence immédiate de (1.3) puisque ¥ (X,G) est un groupe

abélien.

Proposition 1.5.~ Sous les hypothéses de (1.3) pour que la variété de Picard
(P, T de type G de X existe, i1l faut et il suffit que soit vérifiée la con-
dition suivante :

(C) étant donné un diagramme commutatif :
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en en+l

ese > -> H > eee

n n|+l > Hn+2
"n \ Tn+l /nn+2 N
24
)

% (X,G)

les Hi étant des groupes algébriques connexes, les t: des homomorphismes in-

Jjectifs et les n:l des homomorphismes algébrigues injectifs, il existe un entier

n, tel que pour n 2 n., 9n soit un isomorphisme.

Il est clair que la condition est nécessaire,

Montrons qu'elle est suffisante. S1 H et Hl sont des groupes algébri-
ques connexes et ¢,¢l des homomorphismes algébriques injectifs de H et Hl
respectivement dans ¢ (X,G), notons (H,¢) < (Hl,¢l) s'il existe un homomorphis-
me f : H > Hl qui n'est pas un isomorphisme et tel que ¢1 o f = ¢ , Par hypo-
theése, 11 n'existe aucune suite infinie (Hn,¢n) telle que (Hn,¢n) < (Hn+l’¢n+l
pour tout n. Il existe donc un groupe algébrique P et un homomorphisme algé-
brique injectif ®: P > ¥ (X,G) tel qu'il n'existe aucun couple (H,9) tel que
(H,¢) > (P, m).

)

Montrons que (P,T) est une variété de Picard de type G de X. Soit H
un groupe algébrique connexe et ¢ : H *¥(X,G) un homomorphisme algébrique.
Considérons 1'homomorphisme algébrique 6 = ™¢ : P XH *&(X,G).

Soit N le noyaude 6, N est un sous-groupe invarient et fermé (v,2.7) de
P xH, et © se factorise & travers la projection p : P xH +(P x H/N en un
homomorphisme algébrique 8, t (P x N +~ ¥ (X,G). (VI,1.5) soit ulzP +(P x HYN

1'homomorphisme défini par ul(s) = (g,eH) mod N, ou ey est 1'élément neutre

u
(P,7) est maximal pour la relation < , Hy est un 1somo::phisme puisque 61 est
injectif. Soit w, : H +(P x H/N  1'homomorphisme défini par u,(g) = (eG,h) mod N
ol e est 1'élément neutre de G ; posons f = u;l °uy : H > P . C'est un ho-
momorphisme et on a ¢ = m° f. Pulsque 7 est injectif, 1'unicité de 1'homomor-
phisme f tel que ¢ = mo £ est évidente ; donc (P,n1) est la variété de

Picard de type G de X.

de H. On a el °ouy = T puisque 7 est injectif, 1'est aussi. Puisque

Corollaire 1.6.- Sous les hypothéses de (1.3), pour que la variété de Picard
(P;n) de type G de X existe, i1l faut et il suffit qu'il existe un entier n
tel que pour tout groupe algébrique connexe et tout homomorphisme algébrique in-
Jectif f : H » ¢ (X,G), on ait dimH <n.
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D'apreés ([1], 1,1.8, I,1.9, 1.8 et 1.9) on est ramené au cas ou G est
soit. Gm, soit unipotent connexe.

I1 est clair que la condition (C) de (1.5) est conjonction des deux

conditions suivantes :

(Cl) soit f : H > € (X,G) un homomorphisme algébrique injectif d'un
groupe algébrique connexe H dans ¥ (X,G). Alors dim H est majoré par un en-
tier n indépendant de H.

(Ca) pour tout diagramme commutatif ,
6, 6

n n+l
coe > Hn - Hn+l - Hn+2 P theee
™ \ "nt1 / L)
14
¢ (x,G)
ol les Hi sont des groupes algébriques connexes, les ni des homomorphismes
algébriques injectifs, et les 91 des homomorphismes de revétement radiciel, il
existe no tel que pour tout n > n_, en soit un isomorphisme.

La condition (Cl) étant celle de 1'énoncé, il suffit de montrer que la
condition (Cz) est toujours satisfaite ce qui est évident en caractéristique O,
et ce qui résulte de (. 4,5.)) en caractéristique p dans le cas o G est
unipotent connexe, et de ([8], exp. 8 §1 propo.5) dans le cas Qi G = G-

Lemme 1.7.- Soient X une variété semi-compléte, T une variété, G un groupe

algébrique linéaire commutatif, H un groupe algébrique connexe, e 1'élément

neutre de H, a € H, Q'a. : H+>H le morphisme de translation & gauche par a,
Le e"ﬂ"g, La = dﬂ,a(Le) ; alors, pour tout homomorphisme algébrique f:H -+¥(X,G),

on a < f, L >=<f,L >.
’ Ta *“e

1 =
D'aprés (V,4.4) ona < f,dla(Le) > =< 2;(f), Le >,
Or z;(f)(h) = f(h) + f(a), donc (V,4.1) et (III,1.3) on a :
< !L;(f),Le >=<f,L >+ < f(a),Le >= < f,Le > , car, puisque f(a) est cons-

tant on a < f(a.),Le > = 0, ainsi qu'il résulte immédiatement des définitions. Au

total, nous avons bien < f,La > = < f,Le >,

Lemme 1.8.- Etant donnés une variété X et un groupe algébrique commutatif G,
pour que X admette une variété de Picard de type G, il faut et il suffit qu'elle
admette une variété de Picard de type G°, et ces deux variétés de Picard de X
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sont isomorphes.

C'est une conséquence immédiate de (I,5.8).

Lemme 1.9.- Soient Gl et 02 deux groupes algébriques commutatifs, X une va-

riété. Si X admette une variété de Picard P. de type G1 et une variété de

1
Picard Fé de type Gg’ alors Pl x 32 est une variété de Picard de X de type
Gl x 02.

C'est une conséquence immédiate de (I,5.9).

Proposition 1.10.~ Soient X une variété, A une variété abéliernne ; alors X
admet une variété de Picard de type A : c'est le groupe unité.

I1 suffit de montrer que pour tout groupe algébrique connexe H, tout
homomorphisme algébrique ¢ de H dans ¥ (X,A) est nul. Soit & une classe de
définition de ¢ ; d'aprées (1.7) A est de la forme Al + A2, ou Al e €(X,A) et
A2 € €(H,A). Donc, si e désigne 1'élément neutre de H, ¢(e) = 4, =0, done
A g €(H,A), si bien que ¢ = O,

2. Existence en caractéristique O.

Théoréme 2.1.- Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif, et X une

variété semi-compléte définis sur un corps K algébriquement clos de caractéris-

tique 0. Supposons que Hl(X,O ) soit un espace vectoriel de dimension finie
sur K (ce qui est le cas si X est compldte [18]). Alors X admet une variété
de Picard de type G.

Puisque K est de caractéristique O, on peut supposer que k = ¢
D'apres ([1], (1,8 et (1.9), compte tenu de ([8] esp. 8, Th.1), on est ramené au

cas ol G = Ga’ puisque tout groupe unipotent connxe est de la forme (Ga)p.

D'aprés (1.6), 11 suffit de montrer l'existence d'un entier n tel que,
pour tout groupe algébrique connexe H tel qu'il existe un homomorphisme algé-
brique injectif f : H+ €(X,G), on ait dim H< n.

Nous avons vu (V,4.3) que si on note e 1'élément neutre de H, et si
pour tout L 51F , on pose (L) =<f,L >, q estun homomorphisme algé-
brique de 1‘ dans € (X, G ). Or (1,1.5) on a ¥(x, G ) =H (X,O') Posons alors
n = dim ut (x ). Pour démontrer que dimH <n, puisque dim’l"e = dim H, 1l

suffit de montrer que si f est injectif, il en est de méme de . Nous sommes

[o}
f
donc ramenés & montrer la proposition suivante :

N
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Proposition 2.2.- (Cartier) Soient X une variété semi-compléte et H un groupe
algébrique connexedéfinis sur ( , et f:H-~ ‘G(X,Ga) un _homomorphisme algé-

brique injectif. Alors 1'homomorphisme algébrique op :‘Tz > f(X,Ga) défini par
Uf(L) =< f,L>, e désignant 1'élément neutre de H, est injectif.

Soit L € TTE tel que L $0 et < f,L> = 0. Soit A le champ de vecteurs

tangents invariant & gauche sur H tel que A(e) = L. D'aprés (1.7) pour tout
s e H, <f,A(s) >=<7f,x(e) >=0.

Donc 1'application 8 : s ~+< A(s),f > de H dans Yf(X,Ga) est nulle. Nous
avons vu (V,4.3) que cette application est une famille algébrique de diviseurs

de type Ga sur X paramétrée par H., Soit To un ouvert affine de H conte-
nant e ; puisque la restriction § de § & T est nulle, d'apres (V,3.1)
elle est définie par une classe de la forme p*(A), o p : X x To > To est la
projection canonique et ol Ae f(TO,Ga) = Hl(TO,Ga) =0 ([17] 1I, 2, Th.3).

Dene la restriction 60 de 6§ & p'l(To) est nulle.

Notons : X> X xT le morphisme x w—>(x,t). D'aprés (I,2.6) quitte

g, ¢
a restreindre le 3oisinage ouvert affine To de e dans H, nous pouvons suppo-
ser qu'il existe un diviseur D élément d'une classe de définition de f tel
que pour tcut t € TO, Do Jt soit défini. Notons D° la restriction de D &
X x To ; d'aprés ce qui précéde, si on note Ao la restriction de ) 2 To’

< DO,AO >est principal.

Considérons X x To comme un espace analytique compact ; & Do nous pou-
vons associer un diviseur additif analytique Bo sur X x To‘ I1 existe alors un
voisinage ouvert (analytique) Tl de e dans To’ un recouvrement ouvert fini

(Ui)iél de 1'espace analytique X tels que pour chaque 1 € I, le diviseur in-

duit sur Ui X 'I‘l par 50 soit défini par une fonction méromorphe f sur

i
Ui x Tl' Puisque L # 0, Ao # 0, donc on -peut trouver un systéme de coordonnées
(zl,..., zn) sur Tl tel que la restriction ﬁ de Ao a T1 soit le champ

de vecteurs ,;%—, que 1'image de T, rar 1l'application t w> (zl(t),..., zn(t))
“f

soit un connexe de d;n, et que zi(e) =0 pour i1 de 1 & n. Alors gxo,ﬁ°> est
le diviseur analytique associé & Do et au champ de vecteur Ao,il est principal
et représenté par une fonction méromorphe g sur X x To telle que pour 1 de

14 n, b fi
hi -— -
% -
soit holomorphe sur Ui'x Tl' Il existe une fonction holomorphe hi sur U1 X Tl
telle que : n'
¢y
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> £y

Posons f! =f, -h! ; ona -—-3-g sur U, x T. et la restriction de
17T 52, 150

DO Y Ui x ‘I‘l est définie par fi. Posons f'i'(x,t) = fi(x,t)-f‘(x,e). Alors dans

af" Af"
(Uin UJ) x ’I‘l on a B—% =6—zi et f'i'(x,e)=f"(x,e) done si on note s(z) 1'é-

lément (z,0,...,0), pour x & U1 0 UJ et pour z suffisamment voisin de O (en
fait tel que s(z) € Tl)’ ona f;(x,s‘(z)) = f:j'(x,s(Z)).

. " ~ A
I1 est clair que fi définit dans Ui le diviseur Do 5] ‘jt - Do 5} Je

Nous avons donc montré que 130 Q Js(z) - ﬁo ] ‘je est principal ; il en est donec
de méme de Do ) Js(z) - Do e ‘je , donc f(s(z)) = f(e), contrairement i 1'hypo-
thése, c.q.f.d.

Corollaire 2.3.- Hypothéses de (2.1). Soit (P,m) la variété de Picard de type G
de X, alors l'homomorphisme algébrique L < ,L >:'}]"§ > ‘K(X,Tg), o1 o et

e désignent respectivement les éléments neutres de P et G, est injectif.

D'apres [1] (1,5.8) (1,5.9) (1.8) et (1.9), puisque le corollaire est
vrai lorsque G =G ([8] esp. 6, prop. 2 et Th.1), on est ramené au cas ou G=G, .
Dans ce cas, le corollaire résulte de (2.2) et de 1.3).

2 - Cas ou_ G =G

—m—mmm=== g

Proposition 3.1l.- Soient X une variété semi-compléte telle que Hl(X, OX) soit
un K-espacé vectoriel de dimension finie, T une variété affine ; il existe une
bijeetion canonique fonctorielle entre 1'ensemble A(T,¥¢ (X, G )) et celui des
morphismes de T dans 1'espace affine Q associé au K-espa.ce vectoriel H (x, C ).

Considérons X et T comme des K-schémas algébriques intégres, notons
g : T »Spec(K) et f : X » Spec(K) les morphismes structuraux et notons
£f' : X % K T > T la projection canonique. D'aprés ([12] 1I1,1.%4.15) on a

1 | 1.,
R™ fy (Ox x %) = R £ 048 d'ob H(X X o T),Ox « p)=T(T,R£4 (0,8, C))

=r(n,RY £,(0,) @ O) = B (x, ox)@K £,(Op) (). Come H'(X,0,) est de aimen-
N v
sion finte H (X,0,)®, g,(0,) =Hom (8}(X,0,)", g,(0,)) = Hom (7,Q) ([12],

11,1.7.8). D'ot HY(X x _ T, O ) = Hom(T,Q). Or pulsque T est affine,

K X xT

Hl(T,C’T) =0 ([17]) done H*(x * « T Oy x o) = AT, €(X,6)) (I11,3.1).

(1) Autre démonstration : d'aprés la formule de Kinneth ([19] VII, propo. 12), on

1 1
a H (X xT, Ox x T) = H (X, OX)@K HO(T,OT) puisque Hl(T, OT) = 0. Et 11 est

o
clair que H (T, ‘7.1.) =g, (O‘I‘) .
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D'out A(T,@(X,G‘)) = Hom (T,Q ) c.q.f.d.

Corollaire 3.2.- Hypotheses de (2.1!. Il :xiste un _isomorphisme algébrique i de
l'espace affine Q associé 3 H (X, 4 ) sur V(X,Ga), tel que, pour toute

variété T et tout f e A(T, ¢(X, Ga))’ 11 existe un morphisme ¢ : T - Q et un
seul tel que f =10 ¢ .

Si T est un groupe algébrique connexe et si f est un homomorphisme
algébrique, alors ¢ est un homomorphisme. En particulier, (Q,i) est la variété
de Picard de type Ga de X.

Soit i 1l'application de Q dans (X’Ga.) associée au morphisme identi-
que de Q dans Q. Il résulte du caractére fonctoriel de la bijection définie en
(3.1) entre A(T,€ (X, G )) et Hom (T,Q) pour une variété affine T, qu'au
morphisme ¢ T > Q correspond 1'application 1 o ¢ & A(T,€ (X, G, )). Remarquons
que % (X, G, ) =H (x o ) (1,1.5). En prenant T réduite & un point, on voit que
c'est 1' application identique de H (x, e ), donc i est un isomorphisme algé-
brique,

Soit T une variété quelconque, (Ui)iel un recouvrement affine de T.
Notons g; : Uy > T 1'immersion canonique. Soit f € A(T,‘@(X,Ga)) ; alors

fo g € A(Ui’ %'(X,Ga)) donc 11 existe un morphisme ¢, : U, Q tel que

i
f o g = i ¢1. Puisque U, n U‘J est une variété affine, & la restriction &

i
Uin UJ de f o g (qui est un élément de A(Uin UJ,

morphisme et un seul ¢y tel que f o 8 - f o gJ =10y sur Uin UJ. Puisque

fugi:-f‘og‘j sur U, n UJ,w-O, donec 1 ° (¢i-¢J)=O d'ou ¢i_¢.j-o

e(X,Ga) )) correspond un

puisque 1 est injectif. Donc les morphismes N définissent par recollement
un morphisme ¢ : T » Q, tel que f =1 ¢ ¢ . Soit ¢' un morphisme de T dans
Q tel que f=1o0¢', alorsona ¢ =¢' sur chacun des ouverts affines U
d'aprés (3.1), donc ¢ = ¢'.

i
Enfin, si T est un groupe algébrique connexe et f un homomorphisme
algébrique, puisque 1 est un isomorphisme de groupes le morphisme ¢:T > Q tel

que f =1 ¢ ¢ est un homomorphisme, c.q.f.d.

4,- Existence en caurggﬁgristl ue > 0.

Hypothtses et notations 4.0.- Dans ce numéro, nous supposons K de caractéristi-

que p > O. Nous considérons une variété X semi-compléte telle que Hl(x, Ox)
soit un espace vectoriel de dimension finie sur K, et un groupe G algébrique
linéaire commutatif.
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Lemme 4,1.- Soient H un groupe algébrique connexe d'élément neutre e, et

f:t H > €(X,6) un homomorphisme algébrique. Alors les vecteurs L sTH tels
que < f,L > = 0 forment un sous-fibré intégrable et invariant de TH.

Soit L & ’Il"}eI tel que < f,L, = O, D'aprés (1.7), pour tout a ¢ H,
<f,d, (L) > =0, etllensemble des LeT . tels que< f,L> =0 est un
sous-espace vectoriel de TI: (V,4.5) ; on en déduit donc que l'ensemble N des
L € TH tels que < f,L > = 0 est un sous-fibré de T H, invariant & gauche. On
démontre de méme que N est invariant & droite, donc N est un sous-fibré inva-
riant de TH.

Soient L ¢ TH et L'e TH tels que < f,L >= < f,L' >= 0 ; notons )

s

N

et A' les champs de vecteurs invariants a gauche passant par L et L' respec-
tivement. Pour montrer que IN est intégrable (VI,2.1), 11 suffit de montrer que

pour tout ouvert affine T0 de H, 1les restrictions & To de < f,[A A '] > et
< f,AP > sont nulles. )

Notons A [resp X(')] la restriction de A [resp)r'] a T, et f  la
restriction de f a To' Pour tout t ¢ To’ < f(t), A(t) > = 0O d'aprés ce qui
a été vu plus haut, donc (V,3.1) < fo,Ao > est défini par une classe de la forme
p*(M) , o0 p: XX T > T, est la projection canonique, et ol ue @(TO,G’;) =

1 o ~ 1
H (To, To) = 0 ([17] II 2 Th.3), donec < fo’)‘o >= 0. De méme < fo’)‘o‘ >= 0,

Soit alors Ho un champs de vecteurs quelconque sur To, il est clair

que << fo’ Ay >s ug > = 0 est << fo,Lé >u, > = 0. Par conséquent

< A ] = [ - 1 '
fo,[ O,Ao] > = << LA 2aA) > = < 0> A

p
° >=0 et < fo,lo > _=<,<.”'

<<fo,xo> shg > cee > Ag > = 0, c.q.f.d.

Théoréme 4.2.~ (Cartier). Soient H un groupe algébrigue connexe, f : H-> 4 (X,G)

un homomorphisme algébrique : alors il existe un groupe algébrique connexe H'

et un homomorphisme g : H-+ H' de revétement radiciel de hauteur 1 tels que :

1) le noyau de dg se compose exactement des L & TH tels que <f,L ; =0,

2) Il existe un homomorphisme algébrique f' : H' > € (X,G) tel que
f=f"'og.

Compte tenu de (4.1), la premiére assertion est une conséquen ce immédia-
te de (VI,2.2) et la seconde résulte de (VI,2.4).

Corollaire 4.%.- Supposons que X admette une variété de Picard (P,;) de type
G ; alors 1'homomorphisme algébrique 7 ; Lw>< m,L > @ TZ + €(X, Tg) ol o

et e désignent les éléments neutres de G et P respectivement, est injectif.
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Soit N 1le noyau de T s, et soit N 1'ensemble des L ¢ TP tels que
<m,L >=0., D'aprés (1.7) N aTNe, et d'aprées (4.2), il existe un groupe al-
gébrique connexe P', un homomorphisme g :- P > P' tel que le noyau de dg soit
N , et un homomorphisme algébrique 7' de P' dans €(X,G) tel que m =7'o g
Puisque P est la variété de Picard de type G de X, g est un isomorphisme,
done N =0 et N=N =0, c.q.f.q.

Théoreme 4.4.- Soient G un grouse algébrique lindaire commutatif et X une

variété semi-compléte telle que Hl(X, OX) soit un espace vectoriel de dimension
finie sur K, (ce qui est le cas si X est compléte [18]). Alors X admet une
variété de Picard de type G.

D'aprés (1.6), il suffit de montrer qu'il existe un entier n tel que
pour tout groupe algébrique connexe Ho tel qu'il existe un homomorphisme algé-
brique injectif ¢ : H > € (X,G), alors dim H< n.

Soit IN le noyau de 1'homomorphisme algébrique L m>< ¢ L > de T °
dans ¢ (X, TG), ol o désigne 1'élément neutre de G. D'apres (4 2), 11 existe
un groupe algébrique connexe Hl’ et un homomorphisme q, : Ho -+ Hl de revéte-
ment radiciel tels que ¢° se factorise & travers qo au moyen d'un homomorphis
me algébrique ¢l : Hl + ¥ (X,G) et que le noyau de dq soit égal 2 lNo.

Nous pouvons ainsi construire une suite (Hn)ns[N de groupes algébri-
ques connexes, une suite ¢n : Hn + € (X,G) d'homomorphismes algébriques injec-
tifs et une suite qn H Hn hd Hn+l d'homomorphismes de revétement radiciel tels
que ¢n se factorise a travers q, au moyen de ¢n+1 , et que le noyau de <:qu,l

soit égal au noyau [N n de 1'homomorphisme algébrique L w> < ¢n,L > de
Hn G
T dans € (x, T o)’
Nous verrons (4,5) qu'il existe un entier n, tel que pour tout
n ; n, q soit un isomorphisme, donc N n soit nul.

Alors dim Hn < dim‘e(x,rﬂ‘g) = dim f(X,G:), ol m est la dimension de
G. Mais, par construction, dim Ho = dim Hn’ et (I,1.5) dim ?(X,G:) =

aim HY (X, e = m atm wl(x, ).

Done si nous prenons n_ = m dim Hl(X, UX), ou m = dim G, nous avons

dim Hoino, c.q.f.d.
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Lemme 4,5, - Soient X une variété semi-compléte telle que Hl(x,éfx) soit un K-
espace vectoriel de dimension finie, G _un groupe lineéaire unipotent commutatif

connexe, Etant donné un diagramme commutatif :
0

n
> Hn Hn+1

nn\\\\ﬁ l nn41////// Mn42

€ (%,6)

6
n+l
—-———+-Hn+2 > e

ou les H

4 sont des groupes algébriques connexes, les ny des homomorphismes

algébriques injectifs et les ei des homomorphismes de revétement radiciel, il

existe un entier no tel que pour tout n ;:no , les en solent des isomorphis-

mes,

Raisonnons par récurrence sur d =dim G , Dans le cas ou d =1, G est
isomorphe a Ga , et la conclusion résulte de l'existence de la variété de Picard

de X de type G, (3.2).

Supposons 1'assertion vraie pour tout groupe linéaire unipotent commutatif
connexe G" de dimension d-1,

Munissons G d'un systéme de coordonnées globales comme en (V,3.,4) , et
notons G' le sous-groupe de G formé des éléments de G dont les d-l1 rre-
midres coordonnées sont nulles, et posons G" = G/G'. Posons n; = E’(X,p)onn .
Alors (V,3.1) Ker né est un sous-groupe algébrique H| de H, . Posons
H; = Hn/Hﬁ et notons n; : H; + ¢ (X,G") 1l'application algébrique déduite de “é
par passage au quotient (VI,1.5). Il est clair que en(H;) = H$+l ; notons
e; : H; > H;+1 1'homomorphisme déduit de 0, par passage au quotient , Il est
clair que eg est un homomorphisme de revétement radiciel, que n: est injectif,
et que r§;+1°eg = r\:x .

Donc d'aprés 1l'hypothése de récurrence, il existe un entier n, tel que

1
pour tout n ;=n1’ 0; soit un isomorphisme, Notons Jn : Hé > H 1'immersion
canonique et posons hn = “n°Jn' Alors hn est un homomorphisme algébrique de

Ha dans ¢ (X,G'), Puisque N, est injectif, il en est de mé€me de hn ; enfin il

1. \J 1
est clair que si on note en H Hn > Hn+1

homomorphisme de revétement radiciel, et ona h =nh °0 .
n n+l 'n

1'homomorphisme déduit de 0, e; est un

Comme G' est isomorphe a G; , i1 existe un entier n,

) e; soit un isomorphisme, Posons n = sup(nl,na), pour n2n .,

tel que pour

tout
out n > n,

e; et e; sont des isomorphismes, il en est donc de nméme de o, ([19]viI$ 1 Lem 1),
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Lemme 4,6, - Solent X et T deux variétés, G un groupe algébrigue linéaire
unipotent commutatif connexe de dimension d ; munissons G c'un systéme de coor-
données globales comme dans (V,3.4). Soit G' 1le sous-groupe de G formé des
éléments dont les d-1 premidres coordonnées sont nulles, et notons p : G > G/G'
1'homomorphisme canonique soit f e A(T, % (X,G/G')) tel que f£(T)c*€ (X,p)(¢ (X,G)
Nous dirons que f posséde la propriété ($) s'il existe un recouvrement ouvert

de X , des points distincts t,,...,t, de T , un systéme

(Ui)ieI
d'applications rationnelles de X dans G/G' et des applica-

i
(i )ie1, k1, .00
tions réguliéres )‘1""’)‘11 de T dans G/G' tels que si on note )‘k ¢ La coor-
2
et d'applications

donnée d'indice s de Ak , le systéme d'ouverts (U T)i I

rationnelles (¢i)ieI de coordonnées ¢:(x,t) Z }‘k (t) f (x) définisse un

diviseur D de type G/G' sur X X T appartenant & une classe de définition

de f , Supposons que f possdde la propriété (' )., Alors il existe

g € A(T, ¥ (X,G)) possédant la propriété (") telle que % (X,p)eg =1f .

Etant donné une application rationnelle P de X [resp. X x T] dans
G/G' de coordonnées (pl....,pd l), notons p 1'application rationnelle de X
[resp. X x T] dans G de coordonnées (ol.-.., P4~ l.0) Alors pour s de 1 a
a-1, (FHFH™hH )g = (¢ (¢‘j)'l )g est une fonetion réguliére sur (Uin u,) xT .
-1
pe plus (31() ). 1 St un polynSme en ¢1,....¢ l.d>‘j,..., 31-1 donc est de

la forme I M (t) h ‘j(x) , ou les M sont des polynSmes en les '\k s et ou
a »

les ht“j sont des fonctions rationnelles sur X ,
Considérons le systéme :
éMa(t) ha+¢t=0 pour teT

ol les h o €t les ¢t sont des indéterminées, La théorie de 1'élimination montre
qu'il existe des éléments distincts tn+1”"’tn+m € T (qu'on peut supposer dis-
tincts de tireee ,tn) et des fonctions régulidres ¥, sur T (qui sont en fait

des combinaisons linéaires des M,(t)) tels que pour tout t e T, on ait
n+m

6, = I u,(t) ¢
vt Py

Posons Dy =D J, e £(ty). Puisque f£(T)c € (X,p)(€ (X,G)), on a

Dy € L (X,p)(X (X,3)). Donc quitte & raffiner le recouvrement ouvert (Ui)ieI de
X , on peut supposer qu'il existe un systéme d‘'applications (%) eI de défini-
tion dans U d'un diviseur D;{ de type G sur X tel que D}iop DIL pour +

de lén-Hn.
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Notons Xl 1l'application rationnelle de X dans G/G' de coordonnées

¢l(t ).....¢d l( ) ; alors le systéme d'ouverts (U ) et d'applications

1%iel
(X,L)ieI définit le diviseur D, , si bien que Xio(po%) ~ est une application
réguliére Ei de Ui dans G/G' . Posons nt = Ei,u;; . Alors pour 1 <8 < d-l1
on a "i (52 (W%)) . D'autre part :

(ni(ni)'l)d (E}@i)'l vid)ha

est un polyndme en les ('J/él(ng)-l) les Ci g ot les E‘é ¢ » donc est une fonc-
F »

s

tion réguliére sur les Ui" U, .Orona:

J

- nd L+ T M (ty) B

i
2,4 2,4

i, J.-1
(nl(nl) )d =N
on en déduit donc pour que pour tout t e T,

J )

i J n-+Hm 1
E
IM(t) B + le w0y 4 - My g

est une fonction régulidre sur (Uin UJ) xT ,

Notons alors 31 1l'application rationnelle de X XT dans G de coor-
données : . . n+m
(¢ seees? » z u(t) 1"l .
1 d-1 w1 d

On a alors :

GHED™, = Heh ™, s 1gscaa

et :
n-+m
i J 1,4
I oy, (t)(n -n M (t) n™*
o1 94( )( g”d Z,d) + I a( ) o

est une fonction réguliére sur (U n U ) X T, Donc le systéme d'ouverts

A1,43y-1
(67 (e

b (U)yer
et d'applications (¢ )ieI définit un diviseur D de type G sur X *T tel

que poD =D . Donec si g est 1'élément de A(T, € (X,G)) défini par la classe de
13, ona ¥ (X,p)og =f , et il est clair que g posséde la propriété (73 ),

Corollaire 4.7, - Soient X une variété semi-compléte telle que Hl(x, UX) soit

un K-espace vectoriel de dimension finie, T une variété, G un groupe linéaire

unipotent commutatif connexe, et f € A(T, ¢ (X,G)). Alors f possdde la propriété
(S) de (4.5).




Raisonnons par récurrence sur d =dim G , Lorsque d =1, G est iso-
morphe & G, . Soit (Q,x) 1la variété de Picard de type G, de X . D'aprés (3.2)
il existe un morphisme A : T - Q tel que f = XoA , Notons Q' le sous-espace
vectoriel de O engendré par A(T). Il existe alors des éléments distincts
(tl,...,tn) de T tels que A(tl),...,x(tn) forment une base de Q', Notons
Al,....kn les coordonnées de A par rapport 4 cette base, Pour k de lan,
soit D, € (X.A)(tk) = f(tk) ; il existe alors un recouvrement (Ui)ieI de X,

et pour k = 1,.,..,n un systéme (f;)ieI d'application de D, dans U, o Il est

k

clair que le systéme d'ouverts (Ui x T) et d'applications

n iel
i i
o (x,t) = & A (t) £ (x)

x o Ak KX

définit un diviseur de type Ga sur X x T appartenant & la classe de définition
de f .

Supposons maintenant d > 1 , Munissons G d'un systéme de coordonnées
globales comme en (V,3.4), et soit G' le sous-groupe de G formé des éléments
dont les (d-1) premiéres coordonnées sont nulles,

Notons p : G * G/G' 1'homomorphisme canonique, Alors G/G' est un groupe
linéaire unipotent commutatif connexe de dimension d-1, D'aprés l'hypothése de
récurrence ¥ (X,p)of vérifie les hypothéses du lemme 4.6. Il existe donc
g € A(T, € (X,G6)) tel que © (X,p)og = “(X,p)ef et que g posséde la propriété
(3). Alors €6 (X,p)e(f-g) = 0 donc f-g € A(T, ¥ (X,G')) (V,3.7). Or G' est
isomorphe a G, » donc f-g posséde la propriété (v ) , ainsi que g ; on véri-

fie aisément que f vérifie la propriété (¥ ), c.q.f.d.

Corollaire 4.8, - Solent X une variété seni-compléte telle que Hl(X,t‘ soit

)
X
un K-espace vectoriel de dimension finie, T une variété, G un groupe algé€brique

linéaire unipotent commutatif connexe ; munissons G d'un systéme de coordonnées

globales comme en (V,3,4,) et notons aG' 1le sous-gro upe de G formé des élements
dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la derniére, Notons p : G > G/G'
1'homomorphisme canonique, Soit f & A(T, ¢(X,G/G')) tel que f£(T)c % (X,p)(€ (X,0)
Alors il existe g € A(T, € (X,G)) tel que € (X,p)eg =f .

C'est une conséquence immédiate de (4.6) et (4.7).
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CHAPITRE IX - EQUIVALENCE ALGEBRIQUE

1, Généra_lités .

Définition 1.1, - Soient X une variété, G un groupe alggbrique commutatif, D
et D' deux diviseurs de type G sur X [resp. deux classes de diviseurs de type
G sur X]. Ondit que D et D' sont algébriquement équivalents s'il existe une
variété T , une famille algébrique (At) teT
diviseurs] de type G sur X paramétrée par T , et deux éléments t, et t
de T tels que At =D et At =D' .,

1 2

Proposition 1,2, -_Sous les hypothdses de (1,1), pour que D et D' _solent algé-
briquement équivalents, il faut et il suffit que D - D' soit algébriquement équi-

de ‘diviseurs [resp. de classes de

2

valent &4 O .

Supposons d'abord qu'il existe une variété T , deux éléments tl et t
de T et une famille algébrique de diviseurs [resp. de classes de div:l.seurs]

(At)te'r de type G sur X telle que At =D et At =D', et soit 4 un di-
1 2

viseur de définition [resp., une classe de définition] de cette famille, Alors le
diviseur [resp. la classe de diviseurs] A - q®(D') , ol q ¢t X XT * X est la
projection canonique, définit une famille algébrique (At'.) teT de diviseurs [resp.
de classes de diviseurs] de type G sur X paramétrée par T telle que Aél=D-D',

et A1': =D'-D'=0,
2

2

Réciproquement, s'il existe une variété T , deux éléments tl et t2 de
T et une famille algébrique de diviseurs [resp, de classes de diviseurs] (A;) ter
de type G sur X telle que A{l =D - D' et A.LQ =0, soit A' un diviseur de
définition [resp, une classe de définition] de cette famille, Alors le diviseur
[resp. la classe de diviseurs] A' + q*(D') définit une famille algébrique -
(At,) teT de diviseurs [resp. de classes de diviseurs] de type G sur X tel-

leque A, =D et A, =D',
Y tp

Proposition 1,3. - Sous les hypothtses de (1,1) , si D et D' sont équivalents.

4 0, 1l en est de méme de D - D' .

D'aprés (1,2), = D' est équivalent & O , Donc, il existe deux variétés
T et T' , deux points tl et t2 de T , deux points ti et té de T' , une
famille algébrique f : T »L (X,G) [resp., € (X,G)] telle que f(tl) =D et
£(t,) = 0 et une famille algébrique f' : T'> & (X,G) [resp. < (X,G)] telle que
£'(t]) = - D' et £'(t}) =0 . Alors, d'aprés (I.5.15) [resp. (1.5.14)]
£ xf' :TxT » .0 (X,6 ~ G) [resp, € (X,6 x G)] est une famille algébrique de
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diviseurs [resp, de classes de diviseurs], Notons U : G X G > G le morphisme dé-
finissant la structure de groupe de G ; puisque G est commutatif, un est un
homomorphisme de groupes algébriques, done < (X,u)e(f x £') [resp, @ (X,u)e(f x £7
est une famille algébrique de diviseurs [resp. de classes de diviseurs] de type G
' =D -D' £ = .
sur X , paramétrée par T x T' telle que f(tl’t]'.) D-D' et (ta'té) 0

Corollaire 1.4, - La relation d'équivalence algébrique est une relation d'équiva-
lence sur < (X,G) [resp. ¥ (X,0)].

Il est clair que notre relation est symétrique, Elle est transitive d'a-
prés (1.2) et (1.3). Montrons qu'elle est réflexive,

Soit D un diviseur [resp. une classe de diviseur] de type G sur X ,

et soit {t} une variété réduite a un point, Alors D peut &tre considéré comme

diviseur [resp, classe de diviseur] sur X x {t} ; et D définit ainsi une famil-
tell =

le algébrique (Dt)te{t} e que Dt D.

Corollaire 1.5, - L'ensemble des diviseurs [resp, des classes de diviseurs] de ty-

pe G sur X algébriquement équivalents & O forment un sous-groupe de 2 (X,G)

[resp. ¢ (X,G)] stable pour tout endomorphisme de G , et qu'on note °(X,G)
[resp. <« °(x,6)].

C'est une conséquence immédiate de (1.,3) et des définitions,

lemme 1.6, - Soient G et H deux groupes algébrigues commutatifs, et X une

variété ; on a des isomorphismes canoniques . °(X,G) x & °(X,H) 3 ©°(X,G x H) et
%°(X,6) x ¢ °(X,H) > ¢ °(X,G x H).

C'est une conséquence immédiate de (I,5.9) et des définitions,

Proposition 1,7, - Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif, et X une
variété, Alors 7% (X,G) ¢ °(X,6).

D'aprés [1],(I,5.8),(I,5.9) et (1.5) , on est ramené au cas od G est
soit égal a Gm , soit unipotent et connexe, Soit D e ¥(X,G) , et soit f une
application de définition de D dans X ,

1.7.1. - ler Cas. - G = G_. Posons F(x,t) = (£(x)=t)(1-t £(x))t, ot xeX et

t e Ga ; on définit ainsi une application rationnelle F de X X (.‘.a dans Gm tel-
le que F(x,0) = f(x) et F(x,1) = -1 , Done si (Dt),CCT est la famille algebri-

que de diviseurs de type Gm sur X paramétrée par Ga , définie par divG F,
m

on a D°=D et D 0.

=



EQUIVALENCE ALGEBRIQUE 93

1,7.2, - 2tme Cas, - G est un groupe algébrique commutatif linéaire unipotent

connexe .
Alors G est isomorphe, en tant que variété, a (Ga)n, oin =dim G, et @
posséde un systéme de coordonné€es globales, Etant donné geG, nous noterons (gl,
...,gn) les coordonnées de g par rapport & ce systéme, Posons alors pour
l'<p< n,Fp(x.t) = fp(x)(l-t), ou xeX et teG,. On définit ainsi une applica-
tion rationnelle F de X X G, dans G telle que F(x,0) = f(x) et
F(x,1) = (0,...,0) = O, Donc si (Dt)teT est la famille algébrique de diviseurs
de type G sur X paramétrée par G, définie par divG F,on a D°= D et Dl= 0.

Proposition 1,8. - Soient H un groupe algébrique commutatif, et ¢ : G >H un
homomorphisme, Alors ¢ (X, $)( €°(X,G)) ¢ €°(X,H);

Soit Ag ¢°(X,G) ; alors il existe une variété T', une famille algébrique
£f': T'> € (X,G) et deux points ty et ti de T' tels que f'(té) =0 et
£1(t]) = & . Alors (€(X,9)ef")(t)) = €(X,¢)(0) = 0 et (£ (X, 9)of')(t])= ¢ (X, 0)(8);
done € (X,9)(A) est algébriquement équivalent a 0 , C.Q.F.D.

2, Ie foncteur de Picard,

Définition 2,1, - Solent X et T deux variétés, G un groupe algébrique linéaire
commutatif ; notons A(T, ¢ °(X,G)) le sous-groupe de A(T, ¢ (X,G)) formé -des
feA(T, €(X,G)) tels que f(T)c ¢ °(X,G). On peut définir un facteur de la catégorie
des variétés algébriques définies sur K dans celle des groupes abéliens T »— A(T,
€ °(X,G)) en faisant correspondre i un morphisme de variétés p:T">T 1'homo-
morphisme de groupes f~»>¢€¢(X,p)ef de A(T, €°(X,G)) dans A(T', € °(X,G)) (1.8) ;
on l'appelle foncteur de Picard de X de type G .

Lemme 2,2, - Supposons que le foncteur de Picard de X de type G soit représen-
table par une variété Q, Alors Q est la variété sous-jacente 4 un groupe algébri-
que P qui est la variété de:Picard de X de type G . Si on note 1 = Q *€(X,G)
la famille algébrique correspondant au morphisme identique de Q dans Q, on a
1(Q) =¢°(x,a).

Montrons d'abord que 1 est injectif, Soient x,yeQ tels que i(x)=i(y).
Soit T une variété réduite a un point t ; alors l'application f : T'+¥(X,G) d'

image 1(x)=1(y) est une famille algébrique ; il lui correspond un morphisme et un
seul ¢: T > Q tel que f = 1ie¢ , Done ¢(t) =x =y,

Soit ce¥€°(X,G), et soit T wune variété réduite i un point t ; alors 1l'ap
plication f : T >¥(X,3) d'inmage c est une famille algébrique ; il lui correspond
un morphisme ¢ : T > Q tel que f = 10¢ ; done 1(¢(t)) = ¢, si bien que
1(Q) >€ °(X,G) .En prenant c=0, on voit que oei(Q), donc 1(Q)c ¢ °(X,G), si bien
que 1(Q) =€°(X,3) : Q est donc muni d'une structure de groupe déduite de celle de
€ °(X,G). D'aprés (I,1.,14), 1 X1 : Q XQ > ¥ (X,G x G) est une famille algébrique,
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Notons Wu: G X G > G le morphisme~définissant la structure de groupe de G ;
puisque G est commutatif, c'est un homomorphisme ce groupes algébriques ; donc
& (X,4)o(d X i) est une famille algébrique de Q x Q dans € (X,G) ; il lui

correspond un morphisme €t un seul Vv : Q X Q > Q tel que € (X,u)e(d x 1) =
1oV, On vérifie aisément que Vv définit la structure de groupe de Q déduite de
celle de % °(X,G), ce qui montre que Q est canoniquement muni d'une structure
de groupe algébrique [[8] exp.9] telle que 1 : Q + € °(X,G) soit un isomorphisme
de groupes algébriques,

Soient alors H un groupe algébrique connexe, et f : T -+ € (X,G) un ho-
momorphisme algébrique ; il lui correspond un morphisme et un seul ¢ : T ~ Q tel
que f = 10 , Puisque i est un isomorphisme de groupes de Q sur ¢ °(X,G),

¢ est un homomorphisme de groupes donc de groupes algébriques, si bien que Q ,
muni de sa structure canonique de groupe algébrique, est la variété de Picard de
type G de X , C.Q.F.D.

Théoréme 2,3, - Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif, X une va-

riété compléte ; alors le foncteur de Picard de type G de X _est représentable.
Lorsque G est un groupe unipotent et que X _est une variété semi-compldte’telle
que Hl(x,C7x) soit un K-espace vectoriel de dimension finie , ce foncteur est

représentable par un groupe linéaire unipotent commutatif connexe de dimension
1
< dim G dim H (x,crx).

D'apres [1],(1,5.8) et (I,5.9), on est ramené au cas o G est soit égal
& G, soit unipotent connexe, Le cas ou G = G, est traité dans ([8],exp.8,
paragraphe 3, prop.5).

Supposons donc G unipotent connexe, Munissons G d'un systéme global de
coordonnées ayant les propriétés exposées dans 1'énoncé de (V,3.4). Soit G' 1le
sous-groupe de G des éléments dont les n-l premiéres coordonnées sont nulles,
ol n =dim G ; alors G/G' est un groupe unipotent connexe commutatif de dimen-
sion n-1, et G' est isomorphe a G, . Notons p : G~ G/G' et i:G' > G les
homomorphismes canoniques,

Raisonnons par récurrence sur n , Lorsque n =1, G est isomorphe a
G, » et le théoréme résulte de (VIIL,3.2) .

Supposons done¢ n > 1, D'aprés (I,5.,12) et (1.8) on a un diagramme commu-
tatif :

(e(xop) Q(X,p)
°7 *f(x}c') > €(x,6) > €(x,a")
Vo e (x,1) B e (x,p) ¥
0+ ¢°(x,a') > €°(X,G) > €°(X,G")
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ou la premiére ligne est exacte, ou a,B et Y sont les injections canoniques,
D'apres (VIII,3.2), et (2.,2), puisque G' est isomorphe a G, ,» o est bijectif
on en déduit que la deuxiéme ligne du diagramme est exacte,

Posons D = €°(X,p)(¢ °(X,G)). Notons (P',n') [resp. (P",7")] 1la varié-
té de Plcard de type G' [resp. G/G'] de X, D'aprés (2.2) et 1'hypothése de récur-
rence , P'[resp. P"] représente le foncteur de Picard de type G' [resp. G/G'] de
X, et ona w"(P") = ¥°(X,G") > O .

Notons T = le sous-groupe algébrique de P" réduit a 1'élément neutre,
Construisons par récurrence une suite croissante (I‘n) de sous-groupes algébri-

ed , et

ques de P" de la maniére suivante : T étant construit, soit &
"-1(6

n+l

T - 4 " 3
notons n+l le sous-groupe algébrique de P" engendre par I‘m_1 et w

de plus si T"'(r'n) b5 , nous supposerons qu'on a choisi 6n+1¢ w"(I'n),

n+1);

Montrons par récurrence que Tn est inclus dans un sous-groupe algébrique
connexe l";‘ de P" tel que n"(l’r'\)c Z . C'est clair si n = 0 , Supposons donc

que n"(r'x'])c«O . Notons Tl: la restriction de " a FI'] . Puisque

6n+l e €(X,p)(€ °(X,G)), 11 existe une variété Y , un élément g de A(Y, € (X,G)
et deux points y et y, de Y tels que z(yo) =0 et ‘?(X,p)(g(gl)) = 6n+1'
Posons h = € (Xp)og ; alors h(yo) =0, h(yl) 6n+1 , et 11 est clair que
h(y) c £ , D'apres (I,5.14) l'application ";‘1 x(-h) appartient a l\(l“x'1 x Y,

€ (X,G" x G")). Puisque G" est commutatif, le morphisme u: G" x G" + G" qui

définit la structure de groupe de G" est un homomorphisme de groupes, donc
€ (xu)e(my x (-h)) e A(T x v, €(X,6")) .
Posons :
w=1 .
B = o ([¢(X,welm x (-£))] () xY)) .

Puisque h(y,) = 0 et n;'l(o) =0, Fn+1 est inclus dans le sous-groupe algébri-
que F;”l de P" engendré par B , Or, puisque r;j x Y est irréductible et que
0¢B un résultat classique (1) dit que rr'1+l est connexe et n'est autre que

le sous-groupe (au sens de la théorie des groupes) engendré par B , Or, puisque
h(Y)cL , et n"(r‘r'l)CoO ,ona 1"(B)c-d , done n"(r‘r'Hl)CoZ) , comme annoncé,

(1) Voir par exemple ([ 4] exposé n°3, Théoreme 2) ou Michel DEMAZURE et Alexandre
GROTHENDIECK : Séminaire de Géométrie algébrique 1963-64, Schémas en groupes,
fascicule 2a, exposé VIg , remarque 7.2 (vi) et sa proposition 7.4,
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] " N
D'autre part, si T (Tn);ﬁdc ,ona Ty, # I, par construction, done
> _ ) "
dim Tn+1 dim Fn . Posons dn = dim rn’ pulsque pour tout n, ona dn < dim G",

la suite (dn) ne peut €tre strictement croissante, donc il existe N tel que
u"(FN) - &, done n"(Fﬁ) =<4 ce qui wmontre que n"'l(L)) est un sous-groupe
algébrique connexe de P" , qu'on notera P!, Notons =" la restriction de " a
o o

P"
o

Soient T wune variété et f e A(T, §(X,G)). Alors d'aprés 1'hypothése de
récurrence, i1l existe un morphisme et un seul ¢" de T dans P" tel que
€ (X,p)of =T"od", Comme ¢ (X,p)(f(T))cD,¢" est en fait un morphisme de T
dans p; . Puisque ng(Pg)c‘((X,p)(‘é (X,G)), il résulte de (VIII,4.8) qu'il existe
p e A(P;, €(X,6)) tel que € (X,p)op = ,3 . Il est clair que puisque "g(o) =0,
on peut supposer que (0) = 0, donc que , € A(P;,Yi'(X,G)). Puisque ng est bi-
Jectif, P définit une application. o : . —— € °(X,G) telle que

€ *(X,ple 0 = 1dc’°(X,G")'

Alors p°p" € A(T, €(X,G)) et € (X,p)epey" = € (X,p)of . Donc (V,3.7)
f - po¢" est de la forme € (X,i)°f', ou f'e A(T,¢ (X,G')). Puisque G' est iso-

morphe a Ga , d'aprés (VIII,3.2.), il existe un morphisme et un seul ¢' : T - P'
tel que f' = m'od',

Notons P 1la variété produit P' x P; . La donnée de ¢ définit une ap-
plication bijective J : € (X,G') * € °(X,G") > € °(X,G) . Puisque 7' et n;
sont bijectifs, on en déduit une application bijective T = jo(m' X "g) :

P > € °(X,G).

Alers on a molg'ag") = Ju(f',n;o¢") = f'+qoﬂgo¢" = fl4poy" = £, et
1l'unicité du morphisme y tel que mey = £ provient de 1'unicité des morphismes
¢' et ¢", Donc P représente le foncteur de Picard de type G de X , De plus,
d'aprés 1l'hypothése de récurrence, et (VIII,?,2), d' = dim P' = dimK(Hl(X,G'X))
et d" = dim P! £dim P" < (dim G-1) dimK(Hl(X, 0,)) d'ou
d = dim P < dim G *dim Hl(x, ).

Enfin d'aprés 1l'hypothe¢se de récurrence, P' et P" sont linéaires unipo-
tents, donc P" aussi, si bien que P' et P; sont, en tant que variétés, iso-
"
morphes a Gg' et G: , donc P est isomorphe a Gg , c'est donc la variété

sous- jacente i un groupe linéaire unipotent (2,2,)
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0o - ' (X.G') _};M->g°(x.c) _:\E—TX,JL;LO b

~ f B . 0/

F(X,6') X “(X,0")

(n' x "j;\\\\\\\

< P

T

f

Corollaire 2,4, - Soient X une variété compléte, G un groupe algébrique liné-

aire commutatif, T une variété, f : T » € (X,G) une application telle que pour

tout t € T, il existe un ouvert Ut de T contenant t , et un revétement non
ramifié (V,,h, ) de U, tel que l'application feh, : V, > € (X,G) solt une

famille algébrique. Alors f est une famille algébrique,

Ce résultat a déja €té démontré dans le cas ou T est normale (VI,1.3)
et (V,3.3.). Soit (P,n) la variété de Picard de type G de X ., D'aprés (2.3)
il existe un morphisme ¢, : V. > P, tel que ﬂ-¢t = foh - f(t). Puisque “-¢t
est invariant pour tout automorphisme du revétement (vt’ht)’ 11 existe [6] un

morphisme by 8 Ut + P tel que wtoht = ¢t . On a donc f-ht - f£(t) = w.wt.n

t k]

d'ou, puisque h, est surjectif, f|Ut - f(t) = w-wt , ce qui montre que la res-

t
triction de f a Ut est une famille algébrique, Donc (V,3.3), f est une fa-

mille algébrique,

Corollaire 2.5, - Solent X et Y deux variétés complétes f : X *Y un mor-

phisme G un groupe algébrique linéaire commutatif, P et P' les variétés de

Picard de type G de X et de Y respectivement, A f correspond de fagon ca-
nonique un morphisme P' > P,

Notons (£f,3) 1l'application de < (Y,G)> € (X,6) qui a ae %(Y,G)
fait correspondre Aof & ¥ (X,G). Soit r' : P' » € (Y,G) 1'homomorphisme algé-
brique canonique, Alors < (f,G)en' est une famille algébrique, car si A' est
une classe--de définition de 7', A'e(f x 1dP) est une classe de définition de
"% (f,G8)en', Donec (2.3) 11 existe un morphisme f : P'> P tel que, si
m: P+ €(X,G) est 1l'homomorphisme canonique, on ait me¢ = €(f,@)en',C.Q.F.D,
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3., Changements de groupes,

Proposition 3,1, - Soient G et G' dJeux groupes algébriques linéaires commuta-

tifs et ¢ : G > G' un homonorphisme de groupes algébriques, X une variété
semi-compléte telle que Hl(x, C'x)
(P, ) [resp. (P',n")] 1la variété de Picard de type Glresp. G'] de X . Alors il
existe un homomorphisme de groupes algébriques et un seul -tb‘: P *P' tel gque
et = € (X,¢)em ,

soit un K-espace vectoriel de dimension finie,

D'aprés (V,3.6), € (X,1)om™ est un homomorphisme algébrique de P dans
¥ (X,G') , 11 lui correspond donc un morphisme et un seul ¢°: P * P' tel que
Te¢™ = € (X, ¢)om ,

On déduit de (3,1) et (2.5) que la variété de Picard de type G de X
est un bifoncteur covariant en G et contravariant en X de la catégorie des
groupes algébriques linéaires commutatifs et de la catégorie des variétés comple-

tes dans celle des groupes algébriques commutatifs connexes,

Proposition 3,2, - Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif G' un

sous-groupe G , X une wariété semi-compléte telle que Hl (x, cx) soit un espace
vectoriel de dimension finie sur K , (P,n) [resp. (P',n')] la variété de Picard

de type G [re P. G'] de X . Alors si onnote i : G' - G 1'immersion canonique,

i1 existe un morphisme j : P' >\ et un seul tel que moj = ¥ (X,1)en', et

est un isomorphisme de P' sur un sous-groupe algébrique de P .

D'apres (I,5.8) et (VIII,1.8) on peut supposer G et G' connexes,

D'aprés (I1,5.12) , € (X,1) est un homomorphisme injectif de ¥ (X,G')
dans ¢ (X,G) . .

Soit 4 une classe de définition de 1'homomorphisme algébrique 7' ,
alors 1.0 est une classe de définition de ¢ (X,1)e"' , qui est donc un homomor-
phisme algébrique, Il existe donc un homomorphisme et un seul de groupes algébri-
ques J : P' > P tel que Toj = ¥ (X,i)erm', Puisque ¥ (X,1) et =' sont injec-
tifs, il en est de méme de J .

Notons P' 1'image de J ; c'est un sous-groupe fermé de P([8]exp.10,p.01)
et J se factorise a travers l'immersion canonique P' *P au moyen d'un revéte-
ment radiciel h : P' +P', Notons 7' 1l'application de P' dans % (X,G') telle
que T'oh = 7, Il est clair que T est un homomorphisme de groupes, D'apres
(VI,2.4) en raisonnant par récurrence sur la hauteur de h , on voit que pour mon-
trer que T est un hemomorphisme algébriqﬁe, 11 suffit de montrer que, pour tout
vecteur L tangent &4 P' tel que dh(L) =0 ,ona < n',L >=0,



EQUIVALENCE ALGEBRIQUE 9

I1 résulte de (III,1.10) que < iom,L > = die < 7,L > , donec
< € (X,1)e"',L> = < ¥ (X,di)e < n',L > ., D'aprés ce qui a été vu au début de la
démonstration, puisque di est injectif, il en est de méme de ¢ (X,di), Il nous
P! tel que dh(L) =0, on a
< € (X,i)en',L> =0, Or ¥ (X,i)on' = 7oj. Or s1 dh(L) = 0, on a (pulsque j se
factorise a travers h ), dJ(L) =0. Or (V,4.4), < ped,L > =< m,dJ(L) > , donc
pour tout J ¢ FH‘P' tel que dh(L) =0 , ona <mej,L> =0 ., Alors 1' rrovient

suffit done de montrer que pour tout L & o

d'un morphisme P' > P', puisque P est la variété de Picard de type G' de X ,
donc h est un isomorphisme, C.Q.F.D.
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4, Cas d'un _groupe commutatif qnelconq'\_ng.

Soient X une variété compléte, G un groupe algébrique commutatif,
L son sous-groupe linéaire connexe maximal, P la variété de Picard de type L
de X .Si G° est extension triviale de G*/L par L , il résulte de (VIII,1,10
que ¥ °*°(X,6°/L) =0 , done % °*°(X,G) = < °(X,L), ce qui montre que P représente
le foncteur de Picard de type G de X ,

Cependant, 81 G° n'est pas extension triviale de G°/L par L , le fono-
teur de Picard de type G de X n'est pas toujours représentable, comme le mon-

tre le contre-exemple suivant,

Proposition 4,1, - Soit A une variété abélienne définie sur un corps K de

caractéristique O , et soit G une extension non triviale de A par le groupe
additif Ga ; alors le foncteur de Picard de type G de A n'est pas représenta-

ble.

Remarquons d'abord que si dim A £ 0, Hl(A c ) # 0 ([19],vII,n®21,Th.10),
donc 11 existe un élément non nul c ¢ Hl(A,(' ) et ([19] VII,n®17,Th,7) cet élé-
ment c¢ définit une extension non triviale G de A par Ga .

Notons 1 : a, ~ G l'immersion canonique, Soit (P,n) la variété de
Picard de type G de A ., Supposons que le foncteur de Picard de type G de A
soit représentable par une variété Q , et soit x : Q +~ € (A,G) la famille algé-
brique canonique, Il résulte de (2.2) que (Q,X) est la variété de Picard de type
G de A et que yx est injectif, Comme @(A,1)on est un homomorphisme algébri-
que, i1 existe un homomorphisme de groupes algébriques f : P - Q tel que
€ (A,1)em = xof , Comme ¥ est injectif, Ker ¢ (A,i)em est égal & Ker f , c'est
donc un sous-groupe fermé de P ,

Posons alors P' = P/N , ou N = Ker & (A,i)em , Notons 7' : P' =+ & (A,Q
1'homomorphisme déduit de = par passage aux quotients. Remarquons que P est un
espace affine, et que, pulsque K est de caractéristique nulle, le sous-groupe
algébrique N de P est un sous-espace affine de P , si bien que 1'homomorphis-
me canonique q : P + P' admet une section régulidre p , Alors
m = € (A,1)oTep est une famille algébrique, donc un homomorphisme alg€brique.

Notons T : 'ﬂ"g > <(f(A,Tg‘) (ol O désigne les €léments neutres de nos
groupes) l'application £ > < 7,2 >, Soit A une classe de définition de ' ;
notons ' :Tg' + €(a, Te ) 1'application qui & f¢ ISP fait correspondre 1'é-
lément < A, 2' > de % (A,]l" ). Remarquons que, par construction, m™oq = €(A,1)om,
donc Aeq est une classe de définition de < (A,i)em , Alors, pour tout Le 'U'g,

d'aprés (III,1.9) , on a < Adq(% >= < Mq, L > si bien que((V,4,1) et (V,4.6))
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1'edq(g) = < Aeq, 8 > = < € (X,1)em > = €(X,di)(< m,L >) = &(X,d1)eT(2)

donc 7'edq = (X,1)em .

™
TP ——> £(a, To)
dq 1 ¢ (A,d1)
P’ ra TG
'11‘0 > €(a, 1 o)

Or, comme 1 est une immersion, di est une immersion ; et pulsque les
groupes Tg‘ et 'U'g sont linéaires, % (X,di) est injectif (I,5.12) ; d'autre
part T est injectif (VIII,2.3), donc T7'edq est inJectif, si bien que dq est
injectif, Donc N est un sous-groupe discret de P , Mais puisque N est un sous-
espace affine de P, c'est que N est nul, Puisque 7 est bijectif (VIII,2.2),
Ker € (A,i) = 7(N) =0 ,

D'aprés (I,5.4), puisque & (A,1) est injectif, si onnote p : G > A
1'homomorphisme canonique, on a KXer P (A,P)c Im 7 (A,1). D'aprés ([16]), 11 exis-

te une section rationnelle ¢ de p , Posons D = div, o ., Puisque poo = id

B
il est clair que poD = O , Donc il existe un diviseurcprincipal D' = divG ¢G tel
que 1ieD' =D , Donc 0-¢ est une application réguliére o' de A dans G tel-
le Que poC' = poU-ped = Po0 = 1dG_» si bien que p admet une section réguliére
o' , ce qui entraine ([19]VII,n®15,Th.5 et n°5, prop.5) que G est une exten-

sion triviale de A par Ga , contrairement & 1l'hypothése, C.Q.F.D.
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