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I N T R O D U C T I O N

Etant donné un corps algébriquement clos k, à une variété complète X
définie sur k, on peut associer un groupe algébrique commutatif connxe P et un
homomorphisme algébrique 7r de P dans le groupe >̂ des classes de diviseurs
(de Cartier) de X ayant les propriétés suivantes :

1 ° ) Etant donné un groupe algébrique connexe H et un homomorphisme algé-
brique <(> de H dans f̂ , il existe un homomorphisme de groupes algébriques et
un seul f : H -9- P tel que <î> = -ff ° f.

2 ° ) Etant donné une variété algébrique T, une application algébrique ^
de T dans ̂  et un point t e T, 11 existe un morphisme et un seul f ; T -> P
tel que l'on ait :

(^ - ^ (f) « 7T o f.

y) TT est un isomorphisme de P sur le sous-groupe des éléments de
qui sont algébriquement équivalents à zéro.

Ce résultat, connu depuis longtemps dans le cas où X est une variété
complète non singulière, a été étendu au cas d'une variété complète quelconque
par C. CHEVALLEY [8] et C.S. SESHADRI [ 2 l ] , Récemment, ce résultat a été étendu
par J . P . MURRE [l4] au cadre des schémas sur un corps de base quelconque.

Il y a une dizaine d'années, P. CARTIER [5] a étendu la notion de diviseur
au cas où on ne considère plus le groupe multiplicatif G , mais un groupe algé-
brique quelconque G ; lorsque G est commutatif, ^ est encore muni d'une struc-
ture de groupe.

Le but de ce travail est d'étendre le résultat rappelé au début de ce ré-
sumé au cas d'un groupe algébrique linéaire commutatif quelconque G. La méthode
adoptée est très proche de celle de C. CHEVALLEY et C . S . SESHADRI dans [ 8 ] . On
montre aussi que la variété de Picard de type G de X est un fondeur de - . -
la catégorie des groupes algébriques linéaires commutatifs connexes dans celle
des groupes algébriques commutatifs connexes.

Lorsque G est le groupe additif G , la variété de Picard de X n'est
1 a

autre que l'espace affine associé à H ( X , & - , ) . Lorsque G est une variété abé-j\.
lienne, la variété de Picard de X est le groupe réduit à l'élément neutre. Lors-
que G est un groupe linéaire commutatif unipotent, la variété de Picard de X
est un groupe linéaire commutatif unipotent connexe.
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Dans le chapitre I, on rappelle, dans le cas où G est un groupe algébri-
que quelconque» les définitions et les résultats élémentaires concernant les di-
viseurs de type G, et on étudie les effets d'un changement de groupes.

Le chapitre II est consacré à la comparaison de l'ensemble de définition
d'une application rationnelle f d'un produit X x T de variétés dans un groupe
algébrique G, aux ensembles de définition des applications rationnelles f Q J ,"t
où j . : X ->• X x T est le morphisme xwKx,t). On en déduit le théorème de con-u
tinulté pour les familles algébriques de diviseurs.

Au Chapitre II, on étend au cas d'un groupe algébrique commutatif la notion
de diviseur infinitésimal associé à une famille algébrique de diviseurs et à un
vecteur tangent à la variété de paramètres. '

Dans le chapitre IV, on généralise au cas où G est le groupe des élémerte
Inversibles d'une sous-algèbre commutative de l'algèbre des matrices d'ordre r è
coefficients dans k la correspondance entre diviseurs, idéaux fractionnaires et
fibres localement triviaux.

.Au chapitre V est démontré le théorème fondamental de continuité des fa-
milles algébriques de classes de diviseurs dans le cas où X est une variété
semi-complète, et où G est un groupe algébrique linéaire commutatif : l'ensem-
ble des zéros d'une famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X
paramétrées par une variété T est un sous-ensemble fermé de T.1 Ensuite, on étu-
die l'ensemble des familles algébriques de classes de diviseurs de type G sur X
paramétrées par une variété donnée T et on définit la notion de classe de divi-
seurs infinitésimale associée à une famille algébrique de classes de diviseurs et
à un vecteur tangent à la variété de paramètres.

Le chapitre VI est consacré à deux thorèmes techniques de descente relatifs
aux familles algébriques de classes de diviseurs.

Au chapitre VII, on montre l'existence du corps de rationalité d'une clas-
se de diviseurs de type G sur X, dans le cas où G est lç groupe algébrique G^.

Au chapitre VIII, on définit la variété de Picard de type G de X comme
solution du problème universel suivant : la variété X et le groupe algébrique
commutatif G étant donnés, on cherche un groupe algétrique commutatif connexe
P et un homomorphisme algébrique TT de P dans le groupe ̂  des classes de
diviseurs de type G de X tels qu'étant donné un groupe algébrique connexe H
et un homomorphisme algébrique ^ de H dans ̂ , il existe un homomorphisme de
groupes Algébriques et un seul f : H -^ P tel que <(> « TT o f. On établit ensui-
te l'existence de la variété de Picard ( P , ' f f ) de type G de X dans le cas où
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G est un groupe algébrique linéaire commutatif, et où X est une variété semi-
complète telle que H (X,0^) soit un espace vectoriel de dimension finie sur k.
On montre aussi que TT est injectif, et que TT définit un homomorphisme algébri-
que injectif de l'espace tangent à P en l'élément neutre dans le groupe des
classes de diviseurs sur X de type l'espace tangent à G en l'élément neutre.

Enfin, au chapitre IX, on généralise au cas d'un groupe algébrique commu-
tatif les notions d'équivalence algébrique entre diviseurs et entre classes de
diviseurs. On montre que, dans le cas où X est une variété complète, et G un
groupe algébrique linéaire cormutatif la variété ^e Picard ( P , 7 r ) de type G de
X possède les oropriytés suivantes ;

a) Etant donné une variété algébrique T, une application algébrique <^
de T dans '̂ et un point t € T, il existe un morphisme et un seul f : T -»• P
tel que 1 * on ait :

^ - (j) (t) • Tfo f.

b) ^ est un isomorphisme de P sur le sous-groupe de ̂  formé des clas-
ses de diviseurs de type G sur X algébriquement équivalentes à zéro.

c ) TT définit un homomorphisme algébrique injectif de l'espace tangent à
P en l'élément neutre dans le groupe des classes de diviseurs sur X de tyoe
l'espace tangent à G en l'élément neutre.

On t.'ontre enfin que ces résultats ne s'étendent pas au cas où G est un

groupe algébrique coir.mutatif quelconque.

Je suis heureux d'avoir ici l'occasion d'exprimer ma vive reconnaissance
à l'égard de M. Pierre SAMUEL dont la grande compétence et la bienveillance m'ont
été précieuses.

Qu'il me soit permis d'exprimer également ma gratitude envers M. Claude
CHEVALLEY qui m ' a fait l'honneur de présider mon Jury, et à M. Michel HERVE qui a
bien voulu me donner le sujet de ma seconde thèse.

Je tiens à remercier enfin mon camarade et ami Michel RAYNAUD pour l'in-
térêt qu'il a apporté à mon travail et les conversations fructueuses que J'ai
tenues avec lui, ainsi que Madame ROBIN et Mademoiselle HOFMAN qui ont accepté
la tâche ingratede polycopier cette thèse.



CHAPITRE I. DIVISEURS DE TYPE G

Ce chapitre rappelle les définitions et les résultats élémentaires concer-
nant les diviseurs de type un groupe algébrique quelconque sur une variété algébri-
que ( [ 3 ] , [ 8 1 , [ 9 ] ) . Les variétés considérées seront des variétés algébriques
(irréductibles) sur un corps algébriquement clos K. En revanche, les groupes algé-
briques considérés ne seront pas nécessairement connexes.

l̂ Ĵ îlniîl0̂ -
<"»

1.0. Notations.- Soient X une variété, G un groupe algébrique ; on notera î^y, ou
simplement • <^,» 1e faisceau de groupes des germes d'applications rationnelles de
X dans G, et ^Ft , ou simplement ^ ' , le sous-faisceau de groupes de ̂  y, desX A A
germes d'applications régulières de X dans G.

Définitions 1 . 1 . ( [ 5 ] ) . - Soient X une variété, G un groupe algébrique ; on appelle
diviseur de type G sur X une section sur X du faisceau d'espaces homogènes %/̂ y
obtenu en faisant opérer ^y à gauche sur ;7,..

L'ensemble r(X, J /'.^) des diviseurs de type G sur X se note 3> ( X , G ) .
L'image dans «̂  ( X , G ) de la section unité de ; ? , , s'appelle diviseur neutre

et se note 0.
La donnée d'un élément D de ̂  ( X , G ) équivaut ( [ 5 ] ) à la donnée d'un recou-

vrement ouvert ( U . ) . -p de X et d'une famille d'applications rationnelles (^.iL -r
de X dans G telle que, quels que soient i,j c l , ^ • f " " soit défini en tout point
de U.^ U . . L'application f. sera alors appelée une application de définition de D
dans l'ouvert U^ ; si x est un point de U . , on dira aussi que f. est une applica-——————————^ i i
tion de définition de D au point x.

D'autre part, les groupes G et r(X,:7y) opèrent à droite sur 7 de
façon compatible avec l'opération à gauche de 3e,1 sur :^y, donc ils opèrent aussi
sur . ^ ( X , G ) .

Définitions 1.2. ( [ 5 ] ) . - Deux diviseurs de type G sur X sont dits linéairement
équivalents ou, plus simplement, équivalents s'ils appartiennent à une même orbite
du groupe F( X , 7 ) dans • A ( X , G ) .

Un diviseur de type G sur X est dit principal s'il est équivalent à 0. Il
revient au même de dire qu'un élément D de -ô ( X , G ) est principal ou qu'il existe
une application rationnelle f de X dans G qui soit une application de définition
de D dans X ; dans ce cas, on écrira D = dlv,,f.G



10 , CHAPITRE I

On note ;P (X,G) le sous-ensemble de -vL (X,G) formé des diviseurs princi-

paux ; 11 contient le diviseur neutre. Il est clair que ^ (X,G) est limage de
r(X, J ) dans r(X, 7 /'yr ) par l'application canonique.

L'ensemble des classes d'équivalence de diviseurs (appelées par la suite

classes de diviseurs) de type G sur X sera noté ^(X,G).

Cas particulier 1.3.- Lorsque G est commutatif, ^ (X,G) est muni naturellement

d'une structure de groupe dont l'élément neutre est le diviseur neutre, ^ (X,G)

est un sous-groupe de ^ (X,G), et i?(X,G) est le groupe quotient ^ (X.GÏ/J^X.G)

Lorsque G = (G )11, nous pouvons associer à \ e K et à D e^ (X.G") un

diviseur ^ D de la manière suivante : soient x e X, f et g deux applica-

tions de définition de D en x ; alors f - g est régulière en x, donc aussi

Àf - Àg = À(f - g). Donc, si D est défini par un système d'ouverts (U.. L -r ^ et

d'applications (t.*).» -r» l® système d'ouverts (U.» L -r 6't d'applications
(^f ) définit un diviseur ^D de type G11 sur X. On vérifie aisément quei. -le-L a
,jt (X.CP) est ainsi muni d'une structure d'espace vectoriel sur K. Alors î(X,G )

est un sous-espace vectoriel de -À (X,G1'1), et ^(X.G11) est canoniquement iso-

morphe au sous-espace vectoriel quotient ^ (X^G^/^CX^G"),EL a

1.4. Point de vue des fibres ([23]).- Un élément D de o& (X,G) définit à iso-

morphisme près un fibre localement trivial de groupe G sur X ; deux fibres dé-

finis par les diviseurs D et D' sont isomorphes si et seulement si D et D'

sont équivalents ; enfin, à tout fibre localement trivial ^ de groupe G sur X,
on peut faire correspondre une classe d'équivalence A de diviseurs de type G
sur X telle que tout diviseur D de A définisse ^ • On dira que <(> et A

sont associés.

1.5. Point de vue cohomologique.- D'après ([l0]), on a une suite exacte de coho-

mologie :

i -^ r(x, 7'^) -^ r(x, ̂ ) -^ r(x, ̂ /7\) ^ H^X, y\) -. i,

étant donné que H^X, 7y) « 1 ([3]), ce qui permet d'identifier au moyen de 6
l'ensemble ^ (X,G) à H^X,^).

Remarque 1.6.- Dans le cas où X est une variété non singulière, et où G est

une variété abéllenne, toute application rationnelle de X dans G est partout

régulière ([24]), donc ^ (X,G) - 0.

Lemme 1.7.- Soient X et T deux variétés, U et V deux ouverts de X x 7,
et p ; X x T ->- X la projection canonique. Alors, p (U^V) « p(U)«^ p(V)*
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II suffit de montrer que p(U) n p(V)c p(UnV). Soit x e p(U)np(V).

Posons T' » T x {x} . Par hypothèse les ouverts UnT' et V n T ' de T sont

non vides, donc leur intersection U^Vr»T ' est non vide, si bien que

x e p(UnV), c.q.f.d.

Proposition 1.8."- Soient X et T deux variétés, A une variété abélienne ;

alors Jb (X x T, A) est isomorphe à Jb (X,A) x ^ (T,A), et ^'<X x T,A) est

isomorphe à ^(X,A)x ^f(T,A).

Soit D e^(X x T,A), (u^).^ T et ^i^iel un système Couverts et d'ap-
pllcations de définition de D. D'après un théorème de A. Weil ([8], exp 9 th 2),

chacune des f. est de la forme g, + h., où g^ est une application ration-

nelle de X dans A, et h. une application rationnelle de T dans A.

Soient i,j e I, et (x , t ) e U^nU ; notons V^ [resp. W^] la pro-

jection de U. sur X [resr. sur T] ; alors g^ - g. - ̂ (^ï - "i^o^ est

régulière en tout point x tel que (x,t ) e U n U ; on en déduit que g^ - g.

est régulière en tout point de la projection de U.n U. sur X, qui n'est autre

que V.nV, (1.7); de même, h, - h. est régulière sur W n W . Donc le système1 j i j i j
d^uverts O^Lei et dt applications (g^)^j [resp. d^ouverts (w^)^! et

d'applications (h^L T-] définit un diviseur D [resp. D^] de type A sur X

[resp. T], et il est clair que D « D^ + Dg.

On en déduit que Jb (X x T,A) » .^(X,A) x ^(T,A). Si D est principal,

il est de la forme D + Dp, où D- et Dg sont principaux, d^ù î (X x T,A) =

^(X.A) x T(T,A), si bien que ^ (X x T,A) est isomorphe à ^(X,A) x ^(T,A).

^«SSSS^SîESSâïS ^W o^ [9]).
Définition 2.1.- Soit D un diviseur de type G sur X. On appelle support de D

et on note supp D l* ensemble des x e X tels que D(x) ne soit pas limage de

l'élément neutre de ;7y dans 7y „ /J* . ; c'est un fermé de X.
A,X A,X A,X

Définition 2.2.- Soit + : Y ->• X un morphisme de variétés. Supposons que

<(>(Y) <^ Supp D. Soit y e Y et soit f une application de définition de D au

point ((>(y) ; notons D( ^(y)) 0 4> l'image dans ^y /J ̂  de f 0 <(> ; cette
image ne dépend pas du choix de l'application de définition f de D en <t»(y)

et l'application y ̂ -^ D( <Ky)) 0 ^ définit une section de 7 y/7'y sur Y
notée <î»*(D) ou D 0 <(> , et appelée image réciproque de D par <(> .

Soit ^ : Z ->• Y un morphisme de variétés tel que (^ ° ^) (Z) <^ Supp D ;

alors ^»( <(>»(D)) est défini et égal à (<() e ^)» (D).
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Proposition 2.3.- Soient ^ : Y ^ X un morphisme de variétés, G un groupe al-

gébrique^ C un élément de ^ (X,G) ; alors 11 existe un diviseur D g^(X,G)

appartenant à la classe C tel que <f>»(D) soit défini, et la classe de 4)»(D)

de dépend pas du choix de D e C tel que (^(D) soit défini. On la note (j)»(C)

ou C Q <^ , et on 1 appelle image réciproque de C par ^ .

En effet, soit x e <Ky), et soit f une application de définition en

x à^un diviseur D* appartenant à C. Posons D = D' f"1. Il est clair que
x i Supp D, ce qui montre que 4>*(D) est défini. Les autres assertions sont
triviales.

Remarque 2.4.- Sous les hypothèses de (2.5), soit 5 le fibre sur X de groupe

G associé à C (1.5) î alors ^ ^(È) est le fibre sur Y de groupe G associé
à <()»(C).

Remarque 2.5.- Etant donné un groupe algébrique G (resp. un groupe algébrique

commutatif G), on définit ainsi un fondeur contravariant X -vw-^(X,G) de la

catégorie des variétés algébriques sur K dans celle des ensembles pointés (resp.
des groupes abéliens).

Cas particulier 2.6.- Soient X,T deux variétés, G un groupe algébrique ; étant

donné t e T, notons J. : X -¥ X x T le morphisme x^-».(x,t). Soit A une classe

de diviseurs de type G sur X x T. Quel que soit t e T, il existe un ouverto
T de T contenant t et un élément D de A tel que pour tout t e T ,
J *(D) soit défini.

Cela résulte de (2.5), car ^ensemble des t e T tels que D Q j soit

défini est la projection du complémentaire de Supp D, donc est un ouvert (2.1).

^J^^êsjïiÊSsiâs^^SLââxis^s ^W ou [9])
Définition 5.1.- Une application f : T ^<^(X,G) d'une variété T dans l'ensem-

ble des diviseurs de type G sur une variété X est appelée famille algébrique

de diviseurs de type G sur X paramétrée par T, (et souvent notée (D ) )

s 41 existe un diviseur D de type G sur X x T tel que, quelque soit t e T,

si j^ : X - ^ X x T désigne le morphisme défini par x^-»(x,t), J * (D ) soit

défini et égal à f ( t ) = D ^ . O n dit alors que D est diviseur de définition de la
famille (D .̂

Proposition 3.2.- Soient (D^)^. une famille algébrique de diviseurs de type G

sur une variété X paramétrée par une variété T, g : T* ->• T un morphisme de
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variétés et ^ : X' -»• X un morphisme dominant de variétés : alors Inapplication

^_^-* <^*(D / + » \ ) de T' dans •̂  (X'.G) est une famille algébrique de diviseurs

de type G sur X* paramétrée par T ' : s i h i X' x T'->" X x T est le morphisme

défini par (x'.t')^-^ <{)(x'), g(t')), et si D est un diviseur de définition de

(D ) , alors h*(D) est défini et est un diviseur de définition de

( ^(^(t.)))^^- Enfin, la famille algébrique (^(D^,))^^ s appelle

image réciproque de la famille (D.). m pour g et <^ .

Cas particulier 3.3.- Hypothèses de (3.2) dans le cas où X' <= X, où ^ : X-»- X

est l'identité, où T' est une sous-variété de T, et où g : T' -^ T est l'im-

mersion canonique. La famille (D / . , t \ ) . . t m» s'appelle restriction à T' de la

famille (D ,̂p.

4^- Familles jrjgébriaues^de çlasses^de^diviseurs ( [ 91 ) •

Nous prenons la définition de ([9])» et non celle de ([8]) ; nous verrons

que lorsque X est une variété semi-complète, et lorsque G est un groupe algé-

brique linéaire commutatif, ces deux définitions coïncident.

Définition 4.1.- Une application f : T ->• €(X,G) d'une variété T dans l'ensem-

ble des classes de diviseurs de type G (G étant un groupe algébrique) sur une

variété X est appelée famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur

X paramétrée par T, (et souvent notée ( A ) -) s'il existe une classe de divi-

seurs A de type G sur X x T telle que,, quel que soit t e T, f(t) « A

soit égal à j *( A ) , où J : X ^ X x T est le morphisme défini par x^(x,t).

On dit alors que A est une classe de diviseurs de définition de la famille
( ^ur

Proposition 4.2.- Soient <{) : X' ->' X et g : T' ->• T des morphismes de variétés,

G un groupe algébrique, et ( A ) une famille algébrique de classes de divi-

seurs de type G sur X paramétrée par T. Alors la famille <()*( A /^.t\)..t m»

est une famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X' paramétrée

par T', appelée image réciproque de ( A ) par g et ^ .

Si h : X' x T' -^ X x T est le morphisme (x',t ')^->( <l>(x'), g(t')) et si A est

une classe de définition de ( \)^. m» alors h*( A) est une classe de définition

de ( ^gd'^t'eT'-

Cas particulier 4.3.- Hypothèses de (4.2) dans le cas où X' « X, où ^ : X -> X

est l'identité, où T* est une sous-variété de T et où g : T' -^ T est l'immer-

sion canonique ? alors la famille algébrique (A / + » \ ) + t - m » s'appelle restriction
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à T' de la famille (\\^'

3«» Changement de groupes.

Définition 5.1*- Etant donnés une variété X, un homomorphisme <(> : G' -^ G de

groupes algébriques, et un diviseur D de type G* sur X défini par un système

d'ouverts (U..L -r et d'applications de définition (^..L -r» on vérifie aisément

que le système d'ouverts (U.»L T d d'applications de définition (<(> o f.*Lg-r
définit un diviseur de type G sur X, qu'on note -0 (X, (<>) (D) ou ^ o D.

Lorsque ^ est un homomorphisme de groupes commutatifs, «^ (X, ^) est un
homomorphisme de groupes de "̂  (X,G') dans ^)(X,G).

Il est clair que si D e ^CX.G'), alors <t> o D e ? (X,G), d'où une applica-

tion -P(X,(()) de J"(X,G') dans ^(X^G), et une application ^(X,<j>)de ^(X,G')

dans ^ (X,G). On notera souvent, étant donné A e ^(X,G'), ^ ® A au lieu de

e(X,<(>) (A).

Remarque 5.2.- On définit ainsi, étant donnée une variété X, des fondeurs cova-

riants G^-» ^(X,G), G^ r? (X,G) et G ̂  ^ (X,G) de la catégorie des groupes

algébriques (resp. des groupes algébriques commutatifs) dans celle des ensembles

pointés (resp. des groupes abéllens).

Proposition 5.3.- SI G' est un sous-groupe algébrique d'un groupe algébrique G,

et si 1 est l'Immersion fermée canonique de G' dans G, alors ^ (X,l) et

J"(X,1) sont Injectifs.

Il suffit de montrer que si f' est une application rationnelle de X

dans G', les ouverts de définition U' et U de f et f « 1 ° f sont les
mêmes. Or U' « Unf" (G') ;. comme G' est fermé dans G, et que U' est partou*

dense dans U, on a bien U " U'.

Proposition 5.4.- Soient G un groupe algébrique commutatif connexe. G' un sous-

groupe résoluble connexe de G. 1 et p les homomorphismes canoniques G' ^ G S-

G/G'. Alors on a le diagramme commutatif suivant, où les lignes horizontales et

verticales sont exactes ;
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0 0. 0
^ :P(X,1) ^ \ :P(X,p) +

0 -> P ( X , G ' ) —————> P(X,G) P(X,G) ——————> T(X,G/G') ^ 0

, \ / +
^•(X,l) ^ ' ^(X,p)

0 -> ^ (X ,G ' ) ——————————> -^(X,G) ——————————> <6(X,G/G')

+ + +
^'(X,i) ^ ' (X,p)

t ' (X,G') ——————————> ^ (X,G) ——————————><fe-(X,G/G')
4- 4- 4-
0 0 0

(5.4.!•) Montrons que -^(X,p) a pour noyau l'image de JL (X,i). Il est clair
que Im Z(X,i) ^ Ker ^(X,p). Soit D e ^(X,G) tel que ^(X,p) (D) = 0, et soit
f une application de définition de D dans un ouvert U de X : alors p o f

est une application régulière de U dans G/G1. D^près ([l6]), il existe une
section rationnelle o de p. Soit h e G/G* tel que ^ soit défini en h et
soit x e U ; il existe g e G tel que p(g) = h - (p o f) (x).

Alors p[g + f(x) - o (p(g) + (p o f) (x))] = 0, ce qui montre que si U est
l'ouvert de définition de (7(p(g) + P ° f), alors f s g + f - <r [p(g) + p o f]
est une application rationnelle de U dans G*. Or f - f est une application
régulière de l'ouvert U dans G', et, par construction, x*e U . Considérons

le système d'ouverts (U ) „ et d'applications rationnelles (f ) _„ ; on véri-
X XCU X X6U

fie que ce système définit un diviseur D'y de type G* sur U, et que i o D y
est égal à la restriction de D à U, On en déduit l'existence d'un diviseur D'
de type G' sur X tel que i o D' a D.

(5.4.2.) Montrons que J'(X,p) est surjectif. Soit D" e J'(X,G/G') ; il existe
f e^0 telle que D" « div / , f" . Posons D = div o o f" , où o est une
section rationnelle de p [l6]. Alors p o D = D" •

(5.^.) Soit A e ^?(X,G) tel que t? (X,p) (A) « 0. Soit D e A; il existe
f" e ^G//Gl telle que p e D » div y-, f" . Posons D = D - div (o o f") . Alors
D c A et p o D » 0 car p o div (o e f") » p o D . D'après (5.4.1.) il

existe alors un diviseur D' sur X de type G' tel que D- » i o D' , Soit
A' la classe de D ' . o n a bien i o A' s A , ce qui montre que Ker ^ (X,p) c.

Im ^ (X,l) . Comme il est clair que Im If (X,l) c Ker ^(X.p), la démonstration

de (5»4) est complète,

Corollaire 5.5** Soient X une variété non singulière, G un groupe algébrique

commutatif connexe, et L son sous-groupe linéaire connexe maximal• Alors J^ (X,L)
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est canoniquement isomorphe à -^ (X,G) et l'application canonique is (X,L) ->

^(X,G) est surjective.

Cela résulte que (5 .^ )» car, puisque G/L est une variété abéllenne ([l6],

Th. l6), -M (X,G/L) = 0 (1.6) et car un groupe linéaire commutatif est résoluble.

Contre-exemple 5.6.- Sous les hypothèses de (5•20, en général la suite :

-î(X,i) -?(X,p)
0 ->• -T (X ,G ' ) —————> P(X,G) —————> .î(X,G/G') -> 0

n'est pas exacte en -T(X,G). Soit G la jacobienne généralisée d'une courbe

elliptique à point de rebroussement ordinaire ; alors G est commutatif, connexe,

contient un sous-groupe algébrique G* isomorphe a G , et G/G* est la jaco-

bienne de la courbe. Alors le morphisme canonique G ^ G/G* admet une section

rationnelle o ([l6]), mais pas de section régulière ( f .151 ) . Prenons X = G/G* ;

alors y(X,p) (div-, o ) s= 0, mais di\- cj ne provient pas d'un diviseur principal

de type G1 sur X.

D'autre part, le diagramme de la proposition 5.^ montre que ^ ( X y i ) est

injectif si et seulement si Ker .'P(X,p) c Im .P(X,i). Le contre-exemple précédent

montre donc qu^n général t (X,i) n'est pas injectif.

Remarquons aussi que, dans le contre-exemole précédent, X est une varié-

té non singulière, et G* est le sous-groupe linéaire connexe maximal ([l6]),

remarque suivant le corollaire 5 au théorème l6) de G ; ce qui précède montre

alors que, sous les hypothèses de (5.5)» t-' (X,i) n'est pas nécessairement injec-

tif.

Remarque 5»7.- Sous les hypothèses de (5.^)» la composition avec p et i définit

des homomorphismes de faisceaux en groupes ./',, : î< "^y e^ ^Y : Y "̂  7?
Montrons qu'on a une suite exacte ;

"^•^-^ " r - " -
II est clair que ;/„. est injectif et que Im 7' = Ker .^p . Montrons

que ^'p est surjectif. Il s'agit de montrer que pour tout x e X, ?' est
G/G'surjectif. Soit alors f" e 7 - . D'après ([l6]), il existe une section ration-
•A. , X

nelle a de p. Soit y un point de G/G* tel que a soit défini en y. Il exis-

te z e G tel que p(z) = f"(x) - y. Posons alors f » a (f + y - f"(x)) + z.

Il est clair que f e ^y , et que p o f = f" .
•A..X

On a donc une suite exacte de cohomologie :
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o -. r(x, .^t) - r(x, -/^) ^ r(x, ^/Gt) -^

-> f (X ,G ' ) -°^(X,G) -^(X,G/G') -^(X,'^) ^ ....

On vérifie aisément que a » ?,1) et 8 =^(X,p).

Proposition 5,8.- Soient G un groupe algébrique, G° sa composante neutre,

i : G° ->" G l'immersion canonique et X une variété. On a alors des isomorphismes

^(X,i) ^(X,i) ^''(X,i)
^(X,G°)————^(X,G), <^(X,G°)—————^ JU.G) et ^(X,G°)————> ^(X,G).

D'après (5.2), 11 suffit de montrer que ^(X,i) et ^(X,i) sont surjee-

tifs. Soit D e <(X,G) ; D peut être défini par un système d'ouverts (U.).

et d'applications de définition (^jcT • soit x i £ x tel que f! solt déflnl

en x. ; il est clair que le système d'ouverts C17.»).»?! et d'aPP1 dations de défi-

nition (f . f (xj)"l).^ T définit le diviseur D. Notons V le domaine de

définition de g. = f. . f. (x )"'1 . Puisque X est Irréductible, il est clair

que g est une application régulière de V dans G°. Donc le système d'ouverts

(U ) , et d'applications de définition (g,L -r définit aussi le diviseur D^
de type G° sur X, et il est manifeste que ^/(X.i) (D^) = D. Donc -L (X,i)

est surjectif. Enfin, si nous supposons que D e î (X,G), nous pouvons supposer

que 1 est réduit à un élément, auquel cas D e î(X,G°), ce qui montre que

J(X,i) est surjectif.

Proposition 5*9.- Soient G et H deux groupes algébriques, X une variété,

P : G X H ^ G et q : G x H - » H les homomorphismes canoniques. On a alors des

isomorphismes :

(^ (X,p) , ^(X,q))
^ (X,G x H) ———————————————> o^(X,G) x '^(X,H)

( J»(X,p), s?(X,q))
•T (X,G x H) ————————————————> ^(X.G) x ^(X,H)

(^ - (X.p) , ^'(X,q)
^ (X,G X H ) ————————————————> ^(X,G) x ^'(X,H)

C'est immédiat.

Remarque 5*10«- Nous aurons dans la suite à étudier le cas où le groupe algébrique
G est un groupe linéaire commutatif. D'après ( 5 . 8 ) , on est ramené au cas où G
est un groupe linéaire commutatif connexe ; or, d'après un résultat classique ( [ l ] )

2
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un tel groupe G est de la forme (G^)11 U , où G^ est le groupe multiplicatif,

n un entier positif ou nul, et U un groupe algébrique linéaire commutatif con-

nexe unipotent. Le cas où G = G^ est classique ([8] ou [9]). Nous pourrons donc
nous borner à étudier le cas où G est un groupe algébrique linéaire commutatif
connexe unipotent.

Proposition 5*11.- Sous les hypothèses de (5.4), supposons de plus que p admette
une section régulière p : G/G* ->• G. Alors ^(X,i) est injectif et Ker Ï (X.p)«
Im ^(X>i).

D^près le diagramme de la proposition (5.4) il suffit de montrer que
Ker T (X,p) c Im ^(X.i). Soit f une application rationnelle de X dans G telle

que p o t soit régulière. Alors p o p o f est une application régulière de X

dans G et p o (f -p o p o f) a o, donc f -p o p o f est une application

rationnelle de X dans G*. De plus div f « div (f-p o p e f)^ ee qui montre
Ker T(X,p)cIm ^(X,i).

Corollaire 5.12.- Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif connexe G1

un sous-groupe connexe de G. G" « G/G* , i ; G* -> G et p î G -> G" les mor-
phismes canoniques ; on a une suite exacte de groupes :

^(X,i) ^(X.p) fc

0 ^ ^(X,G*) -—————>^(X,G) ————> ^(X.G") .

Compte tenu de (5.4) et (5.11), il suffit de montrer que p admet une

section régulière, ce qui résulte de ([l9L VII n° 6, prop. 7) car, d^près le
théorème de Chevalley ([4]), G/G* est un groupe linéaire.

5.13. Produit extérieur de classes de diviseurs. Soient X et X* deux variétés,

G et G* deux groupes algébriques, D e ^ (X,G) et D* e ^(X,G*). Soient

î̂ iel et î̂ igi un système d* ouverts et d * applications de définition de D,

^J^jeJ et ^l^JeJ un systènl® d'ouverts et d* applications de définition de D' ;
on vérifie aisément que le système d*ouverts (U. ^.L v et d'applica-

tions (f^ x 8<)^ j \ g ̂  définit un diviseur de type G x G* sur X x X* ,
indépendant du choix des systèmes d*ouverts et d*applications de définition de D
et D', qu^n notera D x D', et qu*on appellera produit extérieur de D et D',

Soient A e <î?(X,G) et A* e<î?(x,G'), D c A, D* c A*. n est clair que

la classe de D x D* est indépendante du choix de D e A et de D* e A» ; on

la notera A x A», et on l'appellera produit extérieur de A et A\
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Proposition 5»1^»" Soient X une variété, G et G* deux groupes algébriques,

T et T* deux variétés, f : T -^ ^'(X,G) et f : 1" -^ ^-'(X^) deux familles

algébriques de classes de diviseurs. Alors l'application f x f * ; T x T* -»•

^ (X^G) x ^ ' (X^G*) a^(X,G -< G^ est une famille algébrique de classes de divi-

seurs.

Soit A (resp. A ' ) une classe de définition de f (resp. f'). Notons

6 : X -^ X x X l'application diagonale. Alors A x ^ e ^ C X x T x X x T ^ G x G ' )

et (6 x icL, ^ m»,)* (A x A 1 ) e ^ (X x T x T 1 , G x G') . On vérifie aisément que

(<S x icL, ^ -,)» ( A X A * ) est une classe de définition de f x f * .

Remarque 5«15«- On démontre de même un énoncé analogue à celui de (l.l4) relatif

à des familles algébriques de diviseurs. Il suffit de voir que si D e^(X x T,G)

et D* e<^)(X x T*,G), ^ensemble des x e X tels qu'il existe t e T [resp. T']

tel que (x,t) i Supp D [resp. x,!1) fÉ Supp D 1 ] est un ouvert U [resp. V] non

vide de X, donc que U n V ^ 0 , si bien que (6 x î  ^ )* (D x D') est

défini.
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CHAPITRE II. CONTINUITE DES FAMILLES ALGEBRIQUES DE DIVISEURS

^^^S^SSSï̂ SLâSâ^âES^SêUSSS^âUS^âiiâS îyS^ËSSâHiL -̂SâS^
Jroupe algébrique. —————

=======sï==§s=sas=s5s= •

Hypothèses et notation 1,1. - Soient X et T deux variétés, F un fermé de

X x T et f ^.e application rationnelle de X x T dans L.H groupe algébrique G.

Nous aurons besoin du résultat suivant qui est un critère pour que f soit régu-

lière hors de F et qui généralise un résultat obtenu dans ([8] et [9]) dans le
cas où G = G^ et où F = 0 .

Proposition 1^2. - Soient X e^ T deux variétés. Etant donné t e T, on notera

^ : X ^ X x T le morphisme x y^-> (x,t) ejb î  : X x (f) -^ x risomorphisme

canonique. Soit F un fermé de X x T et soit f une application rationnelle

^£ X x T dans une variété G . On se place dans Vun ou l'autre des deux cas
suivante :

a) G est une variété affine ;

b) G est un groupe algébrique.

On suppose que^ quel que soit t e{ t cT/X x { 1} d F} , f Q j. soit dé-
T^ •̂  __————'

finl» Supposons de plus qu'il existe une partie A ^ T , partout dense dans T,

telle que, quel que soit t e A , f Q J ^ soit régulière sur X - i ( F n X x { f } ) .

Alors f est régulière sur X x T - F .

Lemme 1.3. - La proposition 1.2. est vraie dans le cas où G est une variété

quelconque, où X ej^ T sont des variétés normales, et où on fait de plus l'hy-

pothèse (H) suivante : (H) toutes les composantes irréductibles de 1^ensemble
s! de non-définition de la restriction de f ji X * T - F sont de codimension 1.

Soit U^,...,U^ un recouvrement ouvert affine de G . On peut supposer

que U^,...,U^ soient ceux des U^ qui rencontrent l'image de f . On sait qu'on

peut considérer u^..,,U^ comme des sous variétés ouvertes de variétés complètes

U]^...»U^ ; on peut prolonger f en une application rationnelle T~ de X x T

dans U^ . Soient S^,...,S^ les ensembles de non-définition de ?",.,?" .

Puisque X x T est une variété normale, ces ensembles sont de codimen-

sion au moins égale à 2 ([2J, exposé 9, lenime 2 à la proposition 1). Alors
s! = s! " ^^ • • • ^S^) est un ouvert partout dense de S, . Soit (x,t) e S' ;

alors ^«•••^ sont définies au point (x,t), mais f n'est pas défini au point

(x,t), donc f^(x,t) i U^ pour 1 ^ i ^ n ; donc T. 9 J (x) ^ U , ce qui montre

que f 9 J^ n'est pas défini au point x , donc que t t A. Autrement dit, la
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projection P de S^ sur T pst disjointe de A , donc ne contient aucun ouvert

non vide de T : la projection de S- sur T n'est pas dominante ([5],chap.II

paragraphe v). Puisque S^ est un ouvert partout dense dans S , la projection de
S. sur T n'est pas dominante non plus.

Toutes les composantes de S. sont de codimension 1 , et puisque fôj

est définie pour tout te {t e T/X x {tUP} , quel que soit t e T,

3^3 X x {1} ; donc, si S- n'est pas vide la projection de S- sur T est domi-

nante, ce qui est absurde. Donc S- » 0 , C.Q.F.D.

Remarque l.li. - L^pothèse (H) du lemme l."5. est vérifiée dans les cas suivants

a) X et T sont des variétés normales, et G est une variété affine

b) X et T sont des variétés non-singulières et G est un groupe al-
gébrique ([8],exposé 9, lemme 1 l la proposition 1).

Lemme 1.5. - La proposition 1.2. est vraie dans le cas où X e^_ T sont des va-

riétés quelconques, et où G est le groupe additif G .

Il est clair qu'on peut supposer X et T affines. Soit alors

^o'^) e X x T - F . Il existe une fonction régulière z sur X x T, nulle sur

F et telle que z(x^t^) / 0. Soient X* et T* les normalisées de X et T,

p r X ' - ^ X . q ^ ' - ^ T et r : X ' x T ' - > X x T les morphismes canoniques. Etant
donné t' e T , on note J . ^ X ' - ï - X ' x ^ le morphisme x ' -wr^ (x'.t') et

i^, : X ' x { t * } -^ X * l'isomorphisme canonique. Posons A ' = q'^A)^ = r'^F),
f ' = f Q r .

Alors il est clair que X;, T', F', f, G^ et A ' vérifient les hypothè-

ses du lemme l.-î. Donc, f est régulière sur X* x T' - F'. Et z ' = z 9 r est

une fonction régulière nulle sur F'. Donc il existe un entier positif n tel que

z'" f soit régulière sur X ' x T' . Posons g = z" f, g' = (z^) 0 r = z'" f.

La fonction g' régulière sur le produit X' x T* se met sous la forme
h

g' = £ OKt) u:(x) où les e* [resp. les u^] -'ont des fonctions régulières -ur
i=l - L 1 i

T1 [resp. sur X'] . Ce qui montre que 1 espace vectoriel sur le corps de base K

engendré par les fonctions g' Q J^. pour t' e T' est de dimension finie ^ h.

Or si t = qtt'L g' Q J^. = g Q r Q J^, = g Q j Q p. Puisque p et q

sontsurjectifs, cela entraine que l'espace vectoriel sur K engendré par les

fonctions g 9 j^ par t e BcT est de dimension finie ^ h, quelle que soit la
partie B de T .

Puisque (^tç) e X x T - F , ( x ^ } x T - P est un ouvert non vide de
{x^} x T ; posons C = {t e T/(x^,t)^ F} , et B » A n C ; on voit que B =» An C

est partout dense dans T . Puisque l'espace vectoriel sur K engendré par les
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fonctions g @ J^ pour t e B est de dimension finie m , il existe une base de

cet espace de la forme : (u = g Q J ' ••-^m = ë e ^ )' où ^•••.t e B. •-1- t, m T, i ml m

Puisque ( {x^} x B) n F = 0 . x^ î  (p n (X x <t^)L pour 1 ^k ^ m.

Donc il existe des fonctions régulières v -,,.,,,v sur X , nulles sur

i^ ( F n ( X x {t^})), ...,î  (Fn (X x {t })) respectivement et telles que
1 m

^^ ^ ° pour i ^ k ^ m. Et il existe des entiers n,,...,n positifs tels
"k

eue les fonctions v u soient régulières sur X pour 1 ^ k ^ m , puisque

B c A , et que par conséquent u^ = g 9 J^ = (z 8 J^ )(f 9 J ) est régulière
k k Iç

par hypothèse sur X - i. (F o ( X x { t , })) pour 1 <_ k 5. m.
k y . ~ ~

t' T' x» —t-^ X' x T 1 . ^.

^ + q P - t - j r ^ ^ G
t T X ---—— X x T •" . a

m ^ n
pour t e B , g Q J - Z c (t) u , où c (t) e K , si bien que v1 . . . v^gOj.)

k==l l m t
est une fonction régulière sur X . Soit w la fonction régulière sur X x T dé-

finie par w (x,t) = v (x) , alors la fonction h = w 1 .,w m 7^ f est telle que
-L 1 1 m

pour tout t e B , h Q J = v 1... v "(g Q J ) soit régulière. On sait alors ̂
^ ± m \,

que la fonction h est régulière. Mais pour k de 1 à m , w (x ,t )=v (x )^0

et z(x^,t^) ^ 0 , donc f est définie au point (x ,t ) . C.Q.F.D.

1.5.* Démonstration de la proposition 1.2. dans le cas a).- Plaçons-nous dans l'hy-

pothèse a). Soient X' et T' les normalisées de X et T , p : X '^ X ,

q : T^ T, r : X ' ^ T ' - ^ X X T les morphismes propres surjectifs canoniques.

Posons f = f @ r, F' = r'^F). A ' = q'^A) ; on note J » . : X' ^ X' x T* le mor-
L>

phisme x'^-^ (x',!') et i^, : X ' x { t ' } -> x* 1 * isomorphisme canonique. Il est

clair qu^lors X\ T*, F\ f, G et A * , compte tenu de la remarque (1,4), véri-

fient les hypothèses du lemme 1.3.. Donc f est régulière sur X* x T* - F'

(1) la démonstration de ce résultat technique figure dans ([8], exposé 5, démons-

tration du théorème 1, pages 5-05 et 5-06) et dans ([9], chap.I, paragraphe II,

démonstration du théorème 1, page 446)»
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(1,6,1) Première étape : Montrons que l'application (ensembliste)

f : X ' x T' - P' -> G se factorise de manière unique à travers r en
f î X x T - F - ^ G . ~ ~ ~

La factorisation, si elle existe, est unique puisque r est surjectif.

Soit (x^) e X x T - F , et soient (x^) et (x^t^) e X» x T1 - F'
tels que r(x^tp = (x^) = r(x^,t?. Soit ^ l'ouvert de définition de f .
Puisque f 9 ̂  est défini, îî n(x x {f^}) ^ y^ x {^} ̂  , Soit alors

x' e P'̂  ) ; on a f^.tp = f(p(x*),t^) = ^(x1,^) . Si on pose

f^Cx ' ) = f'(x',tp et f^Cx*) = f^x'.t»), les deux applications rationnelles
1 2

sur X ainsi définies f^, et f^, coïncident sur tout leur ouvert de défini-

tion X' x T' - F', donc f^x^tp , f'Cx^t.) .

D^utre part, pour tout x' e ^(V ), on a :
o

^(x^t? = f* Q ^.(x*) = f Q J^ (pCx*) ) , et puisque les applications rationnelles
2 o

^ t ® J^t et f 0 J^ 0 p coïncident sur V^ , elles coïncident sur tout leur

domaine de définition X* - i^X» x {t? - p0) . En particulier, puisque

p(x^) = p(x^), f @ J^ Q p(xp = f Q J^ Q p(x? donc f @ ^.(x^^f Q J^(xp,

si bien que r(x^) = f»(x^t^) . Au°total , f(x^t^) = f(x^t? , ce quî ontre
l'existence de f .

(1,6.2) 2ème étape : Montrons que l* application f . - X x T - F - ^ G est continue,

C'est un résultat facile de topologie : soient z e X x T - F . g - f ( z ) , y un

voisinage ouvert de g dans G . Posons Z* = r^z) ; pour tout z* e Z',

^ (z*) == g , donc il existé un voisinage ouvert V\ de z' dans X* x T* - F*

tel que r(Up^V . Posons U» » ^_J u\ et U = (X x T-P) - rCx* x T^U*).
z' e Z*

J.,
t1 T' X'——"-> X* x T» .

i ^ P ^ J, ^ r " ' G... t G
t T X ——t—. X x T-*^ a

Puisque r est fermée, r(X' x T* - V») est un fermé de X x T contenant F ,

(puisque X» x T' - U^P»), donc r (X*x T* - U») - F est un fermé de X x T « F,
si bien que U est un ouvert dans X x T - F. Enfin z e U , car quel que soit

z* e x ' x T* - F* tel que r ( z 1 ) » z , on a z* e U* .De plus, puisque r est

surjectif, pour fout t e U , il existe t* e U' tel que r(t*) = t , donc
t(t) « rCt') e V , et f(u)cV .
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(1*6*3) 3ème étape : Montrons que quelle que soit la fonction rationnelle 4> sur
G , le domaine de définition H , ^ Q f est régulier sur f'^H).

Posons Q = X x T - f"'1^) ; Q contient F . Si Q = X x T, il n'y a
rien à démontrer, sinon, posons T, = (t e 7/0,'pX x { t } } . Soit t e T, . Posons
comme précédemment ^ n (x x { t } ) = V, x { f } . puisque f Q J . est défini, V,w T> - X
est un ouvert dense dans X ; alors Q^V. x { t } , et U. = (V. x { t } ) n f (H)^ 0.

u t t
Soit x e X tel que ( x , t ) e U, , f est défini en ( x , t ) et f ( x , t ) e H , donct
^ [^(J^x))] existe, ce qui montre l'existence de ( ô Q f) Q J , .

w t

Soit maintenant A- = A n T . Puisque T- est la projection de f" (H)
sur T , T- est ouvert et non vide, donc A- est une partie dense de T , Soit
t e A- , alors f Q J. est régulière sur X - i . ( X x { t } p) et 4> Q f Q J .

J. w t t

est défini en x dès que f Q J + ( x ) e H » donc dès que foj , ( x ) e H car, puisque"C u
p est surjective les deux factorisations f Q j , et f°J . . de f 9 J * , (où t*" e t "c
est un élément de T tel que q^) = t) à travers p sont égales. Or
f° J + ( x ) == f (x,t) e H dès que ( x , t ) e X x T - Q , donc dès que
x e X - i , ( X x { f } n Q ) , ce qui montre que, pour tout t e A , , <j) Q f 9 j . , est
régulière sur X - i (X x { f } n Q ) .

Alors X, T, Q, 4> Q f, G et A- vérifient les nypothèses du lemme 1 . 5 . ,
si bien que <t> Q f est régulière sur X x T - Q .

/\( 1 . 6 - 4 ) 4ème étape : Montrons que f est régulière sur X x T'- F et égale à f.
Puisque p est surjective, les deux factorisations <<>of et <(>°f de

^of* à travers p sont égales (sur X x T « Q) , Donc î est une application
continue de X ^ T - F dans G , telle que pour toute fonction rationnelle

•^ -̂lsur G , ^of soit régulière sur f (H) , où H désigne l'ouvert de définition
de <t> . Donc f est une application régulière de X x T - p dans G .

/sEnfin, puisque r est surjective, les deux factorisations f et f de
f* à travers r coïncident sur l'intersection ^ de leurs ensembles de défini-
tion, et puisque les applications rationnelles f et f de X x T dans G coïn-
cident sur un ouvert non vide, elles sont égales» C.Q.F.D.

1,7. - Démonstration de la proposition 1.2, dans le cas b) où G est un groupe
algébrique,

On peut évidemment supposer G connexe,
Soit L le plus grand sous-groupe linéaire connexe de G et B la va-

riété abélienne G/L , i : L ^ G et p : G ^ B les homomorphismes canoniques,
Alors, d'après le théorème de Weil ([8] exp, 9, Th. 2 ) , pef est de la forme
g, + g? , où g, est une application rationnelle de X dans B et g? une ap-
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plication rationnelle de T dans B . Soit T la projection de X x T - P sur

T ; puisque oour tout t e W , foj est défini, g .̂ est défini sur W . Soit X
X, eî. 0

la projection de X x T - F sur X ; alors étant donné x e X , il existe

t e A n W tel que fOJ. soit régulière en x , donc g, est définie sur X .
\t JL 0

D'après ([l6]), il existe une section rationnelle o de p ; soit
(x ,t ) e X x T - F , alors x e X et t e T . Quitte à translater o , nous

pouvons supposer a définie au point g-, (x ) + g^(t ). Il existe un ouvert T,

de T contenant t tel que pour tout t e T- , o soit définie en

g^(x^) + g^(t) . Posons f» = f - o^ë +& p) . Alors pof» = o , donc f1 est une

application rationnelle de X x T dans L • Quel que soit t e T »

f Q j^ = fQJ^ - c^(g^(t)+ g^) est défini. Soit ^ le fermé de X x T- hors

duquel a ( ë 1 + 6p) est défini, et posons F, = (F n X x T ) ̂  $ . Alors
(x ,t ) y F ; et pour tout t e A n T , f® J est régulière sur

X - i.(F, n (X x {t})). Appliquons donc la proposition 1.2.(cas a)) à X, T , F,,L, i i l
f, L et A n T, ; on voit que f est régulière sur X x T, - F- , donc f* est
régulière en (x ,t ) ; donc f est régulière en (x ,t ), C.O.P.D,

0 0 0 0

î̂ ïÛêSSàSÊ^âl̂ SSûSISS î̂̂ çs f̂Ê11!!1!®!-^1^®^1^83^® diviseurs •
2.0. Notations et hypothèses. - Dans tout ce numéro, nous considérons deux varié-
tés X et T et un groupe algébrique G.

De plus, étant donné t e T , nous noterons J : X -^ X x T le morphisme
x ^^ (x,t) et î  : X x {t} -^ X 1fisomorphisme canonique.

Théorème 2.1. - Soit (^feT une famille algébrique de diviseurs de type G sur
X paramétrée par T , et soient D et D1 deux diviseurs de définition de cette
famille ; alors D = D* •

Nous dirons alors que D est le diviseur de définition de la famille

(^teT -

Soit (^^QÏ e X x T, il existe un voisinage ouvert X x T - P de (x ,t )

dans X x T et des applications rationnelles f et f1 de X x T dans G tels

que f [resp. f] soit une application de définition de D [resp. D1 ] dans

X x T - F. Posons T^ = {t e T/X x {t}(^p} , Puisque pour tout t e T , D Q J et

D* Q J^ sont définis, il en est de même de f Q J et f ' Q J . . D'autre part,

f ^ J^ et f ' Q J ^ sont des applications de définition de D Q J. et D' 9 J

dans X - i (X x { t}nF). Comme D Q J. = D* Q J. quel que soit t e T ,
•\ '} x. t o

(f Q J^K^ 9 J^)" = (ff'~ ) © J^ est une application régulière de

X - i^(X x {t}o p) dans G . Enfin T , étant la projection sur T de X x T - F

est un ouvert non vide de T , donc X, T, F, ff"1 , G et T vérifient les hy-
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pothèses de la proposition (1,2.) , donc ff* est régulière sur X x T - F ,

donc au point (x ,t ), si bien que D(x ,t ) = D*(x ^ " t ) » C.Q.P.D,

Corollaire 2.2.- (Caractère local des familles algébriques).- Soit f une appli-

cation de T dans 'jb (X,G). Supposons que pour tout t e T, il existe un voisina-

ge ouvert T1 de t dans T tel que la restriction de f &_ T* soit une famil-

le algébrique. Alors f est une famille algébrique.

Par hypothèse, il existe un recouvrement ouvert (T.L .r de T , et pour

tout i e I, un diviseur D. de type G sur X x T. tel que, pour tout t e T.,

D. ® J+ existe et soit égal à f(t). Montrons que les sections
/t r»

D^ e r(X x T^, y^ ^ ̂  y^ ^ ̂  ) se recollent en une section
r* i 1

D e r(x x T,.?-^ ^ rp/7^ x T^ • n suffit de niontrer, que, quels que soient i et
J appartenant a i , les restrictions de D. et D. à (X x T. ) n (X x T. ) =

X x (T.n T.) coïncident. Or pour tout t e T .^T. , on a D, 9 j. = f(t) et

D. ® J. = f(t). Donc les restrictions de D. et D, à X x (T.nT,) sont deux

diviseurs de définition de la restriction de f à T. Tj . D1après le théorème

(2.1.), elles sont égales.

Montrons maintenant que D est le diviseur de définition de f . Quel que

soit t e T , il existe i e I tel que t c T. ; et alors D.® j existe donc
D ® J. existe et est égal à D ® j « f(f) .

^ l u

Remarque 2.'3. - Le théorème (2,1.) montre que (J+)+ m e8^ une application bijec-"c xe.1.
tive de 1 ensemble -^_(X x T, G) des diviseurs D de type G sur X x T tels

*
que pour tout t e T, ,L(D) soit défini sur l'ensemble des familles algébriques

de diviseurs de type G sur X paramétrées par T •

Lorsque G est commutatif, on vérifie aisément que ^-(X x T^G) est un

sous-groupe de ot (X x T,G) et que (J^)^-», est un isomorphisme de groupes.
t "CST

Théorème 2. ̂ .-(Théorème de continuité).-. Soit (D.i.).t.-jn une famille algébrique de

diviseurs de type G sur X paramétrée par T , et supposons qu'il existe une

partie partout dense A de_ T telle que 9 quel que soit t e A, on ait D..= 0,

Alors, le diviseur de définition D de (ILL^ est nul ; en particulier, quel

que soit t e T , D. = 0 •
Soit (x ,t )eX x T ; il existe un voisinage ouvert X x T - F de (x ,t )

dans X x T et une application rationnelle f de X x T dans G tels que f

soit une application de définition de D dans l'ouvert X x T - F. Posons TQ =

(teT/X x {t^F} . Puisque pour tout teT^ , D Q j est défini, il en est de mê-

me de f Q j ; enfin pour tout teA nT , f 0 J.» étant application de définition^ o \»
de D Q J, dans X - i.(X x {t}n F} , est régulière sur :

0 U
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X - i^(X x {t}^ F ) . Comme T̂  est la projection sur T de X x T - F , T est
ouvert, donc Ar»T^ est dense dans T , et X,T,P,f, G et A n T vérifient les
hypothèses de la proposition (1.2J, si bien que f est régulière sur X x T - F,
donc en (x^,t^). C.Q.F.D.

Corollaire 2.5. - Soit (D )^ ̂  une famille algébrique de diviseurs de type G
sur X paramétrée par T . Alors V ensemble H des éléments t de T tels que
D. = 0 est fermé dans T »

Soit E une composante irréductible de l*adhérence de H dans T .
Alors En H est partout dense dans E , et la restriction de (D. ) . à E(l.3.3)t tcT
est une famille algébrique de diviseurs de type G sur X paramétrée par E
telle que pour tout t e E nH, D̂  = 0 ; alors le théorème ( 2 . 4 . ) montre que pour
tout t e E, D̂  = 0 ; donc EcH . Alors H contient toute composante irréducti-
ble de son adhérence ; donc H est fermé,
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CHAPITRE III, DIVISEUR INFINITESIMAL ASSOCIE A UNE FAMILLE

ALGEBRIQUE DE DIVISEURS ET A UN VECTEUR TANGENT,

^^m^10^ •
1.0. - Notations et hypothèses. - Nous considérons dans ce numéro deux variétés

X et T et un groupe algébrique commutatif G •
m

Etant donné t s 7, notons U l'espace tangent à T en t (dual de
' T

l'espace cotangent de Zariski). Lorsque T est non singulière, notons T l'es-

pace fibre tangent à T , Notons 0 l'élément neutre du groupe G , et considé-/•<
rons T comme muni de sa structure canonique de groupe algébrique isomorphe à

(G ) , où n désigne la dimension de G .

Etant donné g e G , notons y '^'"^ g y : :. , ->• , la différentielle du

morphisme h '""̂  g+h; G ~^ G.

Etant donné x e X, notons k : T -^ X x T le morphisme t ^-^ (x,t) ;

étant donné t e T , notons j : X "*' X x T le morphisme x ^-^ (x,t),

Etant donné un morphisme u ; X ->• G 9 un point x e X et un vecteur tan-

gent L à X en x , u définit un homorphisme d'anneaux G / \ -»• C et une
p p ^\^/ ^

application linéaire u^ : ̂ •u/^/^u/x) ^ ^V ^Sc ' où ^x ^r®sp• ^ufx)^ est

l'idéal maximal de l'anneau local C' (resp. C , x ) . Alors L est une forme li-p x u^x^ p
néaire sur ^/^v , et nous noterons du (L) la forme linéaire sur -^ y ^/W / x

définie par du(L) == L«»u^^ .

Soient U un ouvert affine de X contenant x , et tel que u(U) soit

contenu dans un ouvert affine V de G , i : U - ^ A un plongeaient de U dans un

espace affine A , j : V -^ B un plongement de V dans un espace affine B , UQ

la restriction de u à U , û un prolongement de u de A dans B ; notons

du la différentielle de u ; nous pouvons considérer L comme un vecteur tan-o o
gent en x à A ; alors du(L) = dS (L).

Lorsque x est un point simple de X , la différentielle du est définie

en L et y prend la valeur du(L).

Temme 1.1, - Soient X une variété^ G un groupe algébrique commutatif^ u _et
y

v deux morphismes de X dans G » x e X et L fT i alors ;

((u+v)(x))"1 d(u+v)(L) - u(xF1 du(L) + v(x)"1 dv(L).

D'après une remarque précédente, pour démontrer cette formule, nous pou-

vons supposer que X est un espace affine» Notons p^ et p^ les projections de

G x G sur G , et posons p = p + p , II résulte alors de ([19] IIÎ ll» proposi-

tion 17) que pour tout î e T0 x G . , on a :

((u+v)(x))"1 dp(A) = u(x)-1 dp^(jl) + v(x)"1 dp^(jt) .
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Or u =» p^o(u,v) , v = pg°(u,v) et u + v » p°(u,v) , donc en prenant

t = (du(L).dv(L)) on trouve la formule désirée,

1.2. - Construction du diviseur infinitésimal»

Soit (D.L „, une famille algébrique de diviseurs de type G sur X pa-
ramétrée par T , et soit L e T un vecteur tangent à T en un point t

^o o
de T ; nous nous proposons dissocier à la famille (D.) et à L un divi-n t teT
seur de type U sur -X •

Soient D le diviseur de définition de la famille (D.).- , (unique
"C uCT

d'après (11,2,1.)), x^ c X et u une application de définition de D au point

(x^t^) ; puisque u 9 j^ est défini, ^ensemble U des éléments de X tels
o

que u soit défini au point (x,t ) est un ouvert non vide. Etant donné x e X,
posons L = dk (L) e T x x T . pour tout x e U , on peut définir

{ o^o;

^^ ^uCx,^) ; posons î

< u,L^ >°= (u(x,t^))-1 du(L^) c T^ .

(1,2,1) 1ère étape : Montrons que l'application x ̂  •-> <; u,L > ainsi définie est
p ^ ^

une application régulière de U dans T - ,

Soit x^ e U x posons : w = - u(x ,t ) + u . D'après le lemme (1,1), quel

que soit x e U , (w(x,t^))~1 dw(L^) = u(x,t^)"1'1 du(L ). Donc, il suffit ae roon-
trer que l̂ pplidatirtii X .̂ •-> < w.L,/ > est régulière en x . Soit alors G* un

ouvert affine de G contenant 0 ; puisque w(x,,t ) = 0 , il existe des ouverts

affines X' et T* de X et T respectivement, tels que w(X1 x T ' n U ) c G ' ,

et que (x ,t ) e X* x T'. Posons U* - X' x T *n U .

Nous pouvons alors considérer G* comme plongé dans un espace affine S ,
et choisir des applications coordonnées de G* , ce qui permet, quel que soit

g e G* , d*identifier canoniquement î0 à T 0 . Alors (w(x,t )) :

T / . N ->"T Q apparaît comme un isomorphisme, et pour montrer que l'applica-

tion x ^-> <, w,L > de U1 dans TT G est définie en x- , il suffit de montrer
•TT G*que 1 * application x ^^ dw(L ) de U* dans U - est définie en x,, ou encore

X 0 JL
que, quelle que soit la fonction coordonnée p sur S , l*application
x M(»--> dp dw(L ) est régulière en x- ,

f!Puisque X* et T* sont affines, on peut écrire p<»w = 31= , où f et
"2 1

f? sont des fonctions régulières sur X x T , telles que :

f! l̂̂ ^^ - ^(LJ^OC,!)
fp(x,,t) ^ 0 . Alors d^(L) - 1 x 2———2————S___———2- ,

1 0 *2 x f^x.l^)2
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quel que soit x e U' . Pour montrer que 1f application x -v.^ dp dw(L ) est ré-
gulière en x , il suffit donc de montrer que pour toute fonction régulière f
sur X x T, l'application x v . . --> df(L ) est régulière sur X ,

x h
Mais alors, on peut écrire f = £ ^ (x) i p . ( t ) , où les ^ [resp. les

i=l - 1 A
î J sont des fonctions régulières sur X [resp. ï], si bien que :

df(L ) = Z (f) ( x ) d^ ( L ) ,
i=l i

où les di^(L) sont des constantes ; donc l'application x ̂ -> df(L ) est régu-
lière sur X , C.Q.F.D.

1,2,2. - Construction du diviseur < D,L > de type T ̂ sur X
Soit v une autre application de définition de D au point (x ,t ) ;

puisque v 0 j^ est défini, l'ensemble V des éléments de X tels que v soit
o

défini au point (x,t^) est un ouvert non vide. Alors, u-v est une application
régulière en (x^,t^) , et pour tout x e UnV , u-v est défini au point (x,t ) .

D'après ( 1 . 2 . 1 ) , les applications x ./^ < u,L > , x ̂ -̂  < v,L > et
x v^ < u-v,l^ > sont régulières sur U, V et UnV respectivement. On peut donc
les considérer comme des applications rationnelles de X dans ̂  G •

D'après le lemme ( 1 , 1 ) , quel que soit x e U^V , on a :
( ( u - v ) ( x , t ^ ) ) " 1 d(u-v)(L^) = u(x,t^r1 du(L^) - v ( x , t )~1 dv(L ) ,

ce qui montre que les applications rationnelles < u-v,L ^t'^u.1^ - < v L >

coïncident sur l'ouvert non vide IMV . Elles sont donc égales.
Or d'après (1. 2 . 1 ) , puisque u-v est définie en (x ,t ) , < u-v,L > est

régulière au point x̂  ; il en est donc de même de < u,L > - < v,L > .
Par conséquent, si à tout y e X , on associe une application de défini-

tion Uy de D au point (y^L et un ouvert U contenant y dans lequel
u soit une application de définition de D , le système d'ouvert (U ) etr» y ycxd'applications rationnelles (< u . L > ) , . de X dans T" définit un diviseur0 jr -x. y&A 0
de type U ̂  sur X qu'on notera < D,L > , ou < (l^)^<L > , et qu'on appellera
diviseur infinitésimal associé à la famille (D. ) , et au vecteur tangent L^ t teT ' —•
Proposition 1.^. - Hypothèses de ( 1 . 2 ) . Si le diviseur de définition D de la fa-
mille t̂̂ feT est principal, il en est de même du diviseur ^ (D ) ,L > .t t£T

Soit u une application de définition de D dans X x T , alors
< u,L^ > est une application de définition de < D,L > dans X .
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Proposition 1.4. - hypothèses de (1.2). - Soit (E^)^ une autre famille aigé-

brique de diviseurs de type G .sur X paramétrée par T . Alors :

' ^t^tcT-11 ' s ' ̂ UT^ ' + ' ̂ AcT^ >

Soit x e X , u [resp.vj une application de définition de D [resp. du

diviseur de définition E de (E^)^J au point (x,t^). puisque u © ^ et

v © J^ sont définis, l'ensemble A des x e X tels que u et v soient ré-
o

gulières en (x,t^) est un ouvert non vide de X . D'après le lemme (1,1), pour
tout x e A , on a ;

< u+v,L^ > = < u,L^ > + < (v,L^ > Or < u+v,L^ > [resp. < u,L^ > ,

resp. < .v,L^ > J est une application de définition de < D+E.L > [resp. < D,L > ,
resp. < E,L >J en x , donc < D+E,L > = < D,L > + < E,L > .

Remarque 1.^. - Hypothèses de (l.2k.-.ri^nit. T* une sous-variété de T qui

soit un voisinage de t^ dans T, et soit (D^)^, , la restriction à T* delà

famille (D^)^ (1.5.3). Alors < (D^^L > = < (D ,̂L > .

(ii) Soit ^ c K , alors < ̂ \^\L > ̂  < (D^)^,L > .

(iii) si I/ eî^ < (D^̂ I/ > . < (D,)̂ L > ^ < (D,)^L- > .

Cela résulte immédiatement des définitions.

Proposition 1.6. - Hypothèses de (1.0). - Soit A une classe de diviseurs de

^ype G sur^ X x T . Soient t^ e T , L e •T ^ et soit D e A tel que D 0 J

existe (1,2.5). Alors il existe un voisinage ouvert T de. t dans T tel que
pour tout t e TQ ' D ° ̂  exi8te' ̂ L D définit une famiUe algébrique
(D 0 ^teT de diviseurs de type G sur. X paramétrée par T . Alors la clas-

se d^quivatenœdinéaire) du diviseur < (D 0 J,). ,L > de type T0 sur X net> ucu. 0 ' ——
dépend pas du choix d^ ouvert T^ contenant t^ et d^ diviseur D apparie-

nantj_ A îel_que D 9 ̂  existe pour tout t e T^ . On la note < A.L . , et on

l'appelle classe de diviseurs infinitésimale associée à la classe A et au vec-
teur tangent L .

D'abord, l'ensemble des t e T tels que D 0 j^ existe est

(t e T/Supp D^X x {1} } , c'est donc la projection du complémentaire de Supp D ;

c'est bien un ouvert, ce qui montre l'existence d'un voisinage ouvert T de t'
dans T tel que , pour tout t e T^ D 0 J^ existe. o o
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Soit T. un voisinage ouvert de t dans T et soit D- un diviseur

appartenant à A tel que pour tout t e T, , D, 0 J. existe. D'après la remarque

(1.5) , il suffit de montrer que < (D^ Q \\ç^ ^T 'L > et ^ (D ° ̂ teT r\T 9L>

o 1 o 1
ont même classe. Nous pouvons donc supposer que To ss T, = T .

Alors D et D- sont équivalents, donc D-D-. est un diviseur principal

P . D'après (1.5), < P,L > est principal, et d'après (1.4), < P,L > = < D,L > -

< D...L >, ce qui montre que D,L et D-,L sont équivalents, C»Q,FJ)»

Proposition 1.7. - Soient T une variété non singulière, X une variété, et G

un groupe algébrique commutatif. Soit (D ) une famille algébrique de diviseuis———————.————————————— -c ter -———•—————————————————————
de type T ^ sur X paramétrée par T .

T TNotons TT : B ->• T la projection canonique, et D le diviseur de défini-

tion de la famille (D ) . Posons n' = id x - r ^ X x T ' ^ X x T . Soit
t tfî'JL j&

(x ,t ) e X > T , et soit u une application de définition de D en (x ,t ).

Notons U l'ouvert de définition de u , Montrons d'abord que l'application

(x,L) ^—)" < u,L > est une application régulière de TT'" (U) dans T0 .On se
ramène, comme en (1,2,1) , à montrer que, lorsque X et T sont affines, et que

u est une fonction régulière sur X x T, alors (x,L) ^-> du(L ) est une fonc-
tion régulière sur X x T7 .

h
Dans ce cas, u est de la forme .Z- <^(x) ^.(t) , où les (j>. [resp. les

^.] sont des fonctions régulières sur X [resp. T] . Alors :
- h

d u ( L ) = E ((). (x) ip . (L) , qui est bien une fonction régulière sur
4 1 «•>->isl x.r7 .

Soit alors v une autre application de définition de D au point (x ,t ).

Alors u-v est régulière au point (x^t ), et, d'après ce qui précède, <;u-v,L >est

régulière en tout point de {x^}x •iï'1^). On montre, comme en (1.2.2.), que les ap-

plications rationnelles < u-v,L > et< u,L > -< v,L > de X x T'1' dans T0 sontx x x o
égales; donc< u,L >-< v , L > est régulière en tout point de {x JxiT (t ).

X X 0 0

Par conséquent, si à tout (y,t)eX x T, on associe une application de défi-

nition u de D en (y,t) et un ouvert U . contenant (y,t) dans lequel u ,y ' " y»t y» t
soit une application de définition de D , le système d'ouverts (U , ) et

y,t y,teX x T
d'applications rationnelles (<u ,L >L + \ y . m de x x 'IT11 dans ^G défi-Q y,i- x ^y.ï/e.A. A i u
nit un diviseur de type T sur X x TS qu'on notera < D,.> ou <(D, ) . - , . > ,

u m t tCT

Soit maintenant (y,L°)eX x T , alors < u /.e^L > 9 J-o est une ap-y, T\LI ) x L
plication de définition de < D,. > Q j o (où j-o : X -^ X x yT est le morphisme

L> JL
x /Mr-1' (x,L°)). Puisque u ^ ,. Q j , . est défini, l'ouvert U formé des élé-

ments xeX tels que u , ,. soit défini en (x,Tr(L°)) est non vide , ety » "\." /
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câpres (1.2.1), < u _ / ,o \^L > Ô j -o est défini, et évidemment égal ày, n\Li / x ,L»

< u / oY,L° > , qui est une application de définition de < D,L° > en y. Doncy, n{L ) x

< D,. > Q j , existe et est égal à < D , L ° > , C.Q.F.D.j_i

Corollaire 1.8. - Sous les hypothèses de (1.7)* soit .6 une section régulière de- — — —
T (c^st à dire un champ de vecteurs tangents). A la famille (D.), et à" — ~ — — - - - -——•-——————- —' — — — - ' t xcj. •——•—

<S , nous pouvons associer la famille algébrique (< (D.), -, ô(t) >)^..rn de diyi-
' ~ ~ " — — — — — — — - - ' — ' '- ^ - -- t tCT t6j. ~ ~

seurs de type 'T /. sur X paramétrée par T • On obtient ainsi un homomorphisme

du groupe des familles algébriques de diviseurs sur X de type G paramétrées

par T dans le groupe des familles algébriques de diviseurs sur X de type f ^

paramétrées par T .

Le fait que la famille (<D ), ^»ô(t)>Lpni soit algébrique résulte de

(1^5.2). Le fait qu^n obtienne un homomorphisme de groupes résulte immédiatement

des constructions précédentes et du lemme (1.1,).

Proposition 1.9« - Soient X , T et 0 vérifiant les hypothèses de (1.0) et

(D.). - une famille algébrique de diviseurs sur X de type G ejb_ g : T* -> T

un morphisme de variétés. Soient t1 e T* e^ L* e T , , , Posons L == dg (L* ).

Alors :

^(t')),,^L< >^(D,)^L.

Soit D le diviseur de définition de la famille ( D . ) , - . Notons
t LçîU

h : X x T' -> X x T le morphisme (x.t^-vv^ (x^t1)). Alors (1,3.2) h*(D) est

défini, et c'est le diviseur de définition de la famille (D /.i.»^). m • Etant don-

né x e X , notons k' : T* -r X x T' le morphisme t'w^ (x,t'), et posons

L = dk (L) et L1 = dk^L') ; alors dh(L* ) = L . Soit x e X et soit u une
X X X X X X 0

application de définition de D en (x ,g(t*)) ; alors u Q h est une applica-

tion de définition de h^(D) en (x . t1) ; et puisque dh^) = L , en tout poirt

x Ê X tel que u soit régulière en (x,g(t*)), on aura d(v Q h)(L*) = dv(L ),

Mais puisque u Q J / , . . est défini, l*ensemble des x e X tels que u soit ré-
git )

gulière en (x,g(t')) est un ouvert non vide de X , si bien que les applications

rationnelles d(v 9 h)(L*) et dv(L ) sont égales. Et puisque (v Q h)(x,t') =

v(x,g(t t)), on a :

d'où

((v Q h^x,!'))-1 d(v Ô h)(L? = (v(x,g(t' )))'1 dv(L^) ,

'^(t^t'cT-1^ = ^^t^cT^ >

Proposition 1.10. - Soient X eĵ  T deux variétés, G ®1 H deux groupes algé-

briques cornmutatif s , 4) : G -» H un homomorphisme de groupes algébriques , t eT

et L c T ' 1

^
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Soit (D ) -, une famille algébrique de diviseurs de type G sur X pa-

ramétrée par T de diviseur de définition D • Alors :

d<()o< D,L > = < (()®D,L >

Soit A une classe de diviseurs de type G sur X • Alors ;

d<()°< A,L > = < <f)oA^L > .

Il est clair qu*!! suffit de démontrer que pour toute application ration-

nelle u de X x T dans G , on a pour tout x e X tel que < u,L > soit défi-

ni d<î»(< u,L >) » < <(>°u,L > , ce qui résulte de la commutativité du diagramme

suivant :

-m G a .-rp G
^(x,^) ———'TO

d^> ^ + d^>
T-H g , T P H
" (<()ou)(x,t^) 0

où a est l* application A ^^-> u(x,t )~ t et g Inapplication
A ^> ((^uKx^r^ .

2^ ^_Familles_algébriques_de_diviseurs_inflnitéslmalement_inJectives.

Définition 2.1. - Soient X et T deux variétés, et G un groupe algébrique,

Une famille algébrique de diviseurs de type G sur X paramétrée par T est di-

te injective si elle est injective en tant qu1application de T dans </> (X,G).

Définition 2.2. - Hypothèses de (1.0). - Une famille algébrique (D+Lgm d® di-
viseurs de type G sur X paramétrée par T est dite infinitésimalement injec-

m
tive en un point t e T, si pour tout vecteur non nul L e T . , on a
< (l̂ f m<L > ^ 0. Elle est dite infinitésimalement injective si elle est infini-

tésimalement injective en tout point t e T»

Proposition 2.3> - Hypothèses de (1.0). - Soit (D.). -, une famille algébrique de
~~~"'™~ "C t£T

diviseurs de type G sur X paramétrée par T . Supposons que (D.). -, soit in-

finitésimalement injective en un point simple t^ de T , Alors il existe un voi-

sinage ouvert TQ d®. "t dans T tel que la restriction de (D.).— a T soit

infinitésin-alement injective.

D'après (1.5) nous pouvons supposer que T est une variété non-singulière»

Le fibre T étant localement trivial, nous pouvons trouver un voisinage ouvert
T! de ^ dans T et un l-801"01*?1'1 !̂!» de la restriction T de TT à T,
sur T^ x T^ .

o
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D'après (1.7)» la famille (< (D.L -,L >)- qpT^ est une famille algébri-p ^ &CJL LE / rp
que de diviseurs de type T sur X paramétrée par TT i donc (II, 2,5), l1 en-

semble F des L e T x tels que < (D.). -,L > = 0 est fermé dans T 1 ,

Mais (1.5L quel que soit À e K, < (D. ) . -,,XL > » \< (D. ) . - , ,L > donc si
t> X'd 0 t'C.L

< (D.), -,,L > = 0 , il en est de même de < (D,), -,ÀL > • Ceci montre que si ont 'CCT - t "CET

note IP l'espace projectif associé à T 1 , et p : T, x (T11 -{0}) ^ T- x IPt i t l
T °ile morphisme canonique, F n T - x ( T - { o } ) est de la forme p~ -($), où <S> est

un fermé de T, x P • Donc $ et F n T - x . ( T / s - { 0 } ) ont même projection sur

T! •
Puisque ( D . ) . « est infinitésimaleroent injective en t ,u ter o

Pn((t } ̂  T - {0}) » 0 , donc $ n({t } x P ) = 0 , et la projection de $ suro t^ o
T- (qui est fermée puisque P est une variété complète) ne contient pas t ;l o
son complémentaire est donc un ouvert T de T contenant t tel que pour tout

t e T , Fn ( ^ ^ x ^ t - toî) = 0 ; donc pour tout t e T , et tout vecteur non
m o

nul L e T^ , on aura < (D^)^p,L > ^ 0.

Proposition 2,4. - Hypothèses de {l.9)« - Soit t1 un point de T1 tel que

dg î T T^ T^n soit injectif. Si la famille (D.). est infinitésimale-

ment injective en g(t'), alors la famille (D /. ix).., m» est infinitésimalement———————————' Sv1 ' / x. e r ————————————————
injective en t1 .

C*est une conséquence Immédiate de (1.9).

Théorème 2.5. - Soient 6 un groupe algébrique commutatif, X, S e^ T trois va»

riétés. Soit (ïO+^m Cresp» (^îfi s^ une famille algébrique de diviseurs de type
G sur X paramétrée par T [resp. S ] . Soit p : S x T ^ T la projection ca-
nonique . Supposons que :

i) La restriction de p à l'ensemble F des (s,t) e S x T tels que

D . - E = = 0 est propre et bijective (d'image T ).

ii) La famille (E ) - est infinitésirr.alement injective. Alors F est
"~~"—" S S£û " " — — — — — — — — — — — — — — — ^ — • — — — • — — — ~ -~- •—~^~ -

irréductible et fermé, et il existe un morphistr.e À ; T -*• P tel que (D, ) -- — — — ^ - -^ t-eT
soit l'image réciproque de (E ) „ par qeÀ, o^ q : S x T ->• S est la projec-

tion canonique.

D'après (1.5.2) la famille (D^^)(^^ , ^ [resp. (E^)) (^^J

image réciproque de (D,),- [resp. (E ) -] par p [resp. q ] est une famille al-
\f boJL S SCo

gébrique de diviseurs de type G sur X paramétrée par S x T . Il en est donc

de nêae de la famille (D^^ - \^\,^ ̂ -^\- \\^ 3 . T ' uar
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si D* [resp. E' ] est le diviseur de définition de (D , .J, . x - x Lresp.
P\s,'c^ vs^t^eS T

^qCs^tî^s^tîeS x T^ il est clair qu® Dt - Et est un diviseur de définition

de (D - ^(s^eS x T* Alor89 ^aP^s (11^.5) l'ensemble F des (s,t)eS x T
tels que D . - E s 0 est fermé dans S x T,w s

Puisque p(P) = T , il existe une composante irréductible F de P tel-
le que p(P^) soit dense dans T ; puisque F est fermé, et que p est une ap-

plication fermée, p(F^) = T ; et puisque p est bijective .p(F-) s p(F) entrai-
ne F^ = F , donc F est Irréductible. Nous pouvons donc considérer F comme
une sous-variété fermée de S x T .

Il suffit de montrer que la restriction p^ de p à F est un isomor-
phisme car alors le morphisme ^ : T -^ F réciproque de p- convient puisque,
pour tout t e T, on aura E , , . N » D, .q»A^; "c

Puisque p- est par hypothèse un revêtement bijectif de F sur T , il
résulte de ([8], exposé 5, Appendice) que pour montrer que p est un isomorphis-

me, il suffit de montrer que pour tout (s,t) e F , d p ^^ ^ - ^ T f est in-
•L i S • "t J t

jectif.

Soient alors (s,t) e F et L é-T8 x T tels que dp-(L) « 0. Alors
\Sf<^) 1

d*après (1,9) on a ;

' ̂ scS-^ ' = ' V^^s.DeF^ ' = ' ̂ tcT^l (L)) > = °
Alors puisque la famille (E ) est infinitésimalement injective, on as sco

d (L) » 0 . Mais puisque d (L) = 0 et d (L) » 0 , on a L = 0 (kLchap.Vl),
C.Q.F.D.
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CHAPITRE IV. DIVISEURS DE TYPE H* , OU H EST UNE SOUS-ALGEBRE

COMMUTATIVE DE GL(r).

^=2^SSSSâaSS=IdéaS2s£ra£Îi2n^^Ssal̂ £âî nS^^l£i£aSX ^versibles.

1.0,Notations. - Notons M l'algèbre des matrices carrées d'ordre r à coeffi-

cients dans K . Soit H une sous-algèbre commutative de M , contenant l'élé-
» r

ment unité, et soit H le groupe des éléments inversibles de H . Considérons

H comme un groupe linéaire commutatif. Notons J^ [resp. ^ ] le faisceau
/f. "t'^X

de C^-algèbres des germes d'applications rationnelles [resp. régulières] de X
dans H , et J^ [resp. ^ ^ ^ ] le faisceau de groupes abéliens de germes

d'applications rationnelles [resp. régulières] de X dans H* . Notons que
^ est un ^ -Module cohérent.

+^A A

Définition 1.1. - On appelle Idéal fractionnaire de -h un faisceau de sous-
»-. - A

J? -Modules de ^ qui est un ^-Module cohérent.
+,A -A. X

Notons que tout faisceau localement principal de sous- «Ç -modules de
Ji.̂  est un -̂Module cohérent ; un tel faisceau sera appelé Idéal fractionnaire

localement principal de ^ « Un Idéal fractionnaire localement principal ^ de

fi^ sera dit inversible s'il existe un Idéal fractionnaire localement principal

^' de J^ tel que 7®- y ^ ̂  ̂  . Notons F P I (^ ) l'ensemble
C+^X

des Idéaux fractionnaires localement principaux inversibles de J? .
j\.

Lemme 1.2. - Soit 5? un Idéal fractionnaire localement principal inversible de

Jîy. . Il existe alors un recouvrement ouvert (U.). , et une famille d'aoDiica-A ——————————————'———————————• i içx — — — — — — • — — • • — —

fions rationnelles (t^)^ de X dans H» telle que Y iel , 7|u^ = f^ Jj |u .̂

Soit J r un Idéal fractionnaire localement principal de jç tel que

k^. ̂ ^ = ^ y • II exlst® alors un recouvrement ouvert (U.). - de X et

une famille (f^)^ [resp. (s^)^j J d'applications rationnelles de X dans H

telle que pour tout ie l , 7 |u^ « f^ ^ ̂ [u^ [resp. -} ' |u^ = g^ ^ ^^|u^ ].

On sait qu'il y a un isomorphisme canonique de f fî ® . g C sur
+<x ^+,X i c+'x

^ 6^ ^ +,X ' ce qui montre (îu® ^ 6^ e!st une application régulière inversible

de U^ dans H , donc une application régulière de U. dans H^ . Soit alors

V^ l'ensemble des x e U^ tels que f^(x) et g^(x) soient définis ; V. est

un ouvert non vide de X , et pour tout x e V^, f (x) e H* . Donc on peut consi-
dérer f^ comme une application rationnelle de X dans H* , C.Q.F.D.
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1,3, Correspondance entre diviseurs de type H» sur X et Idéaux fractionnaires

localement principaux inversibles de ^ „ , - Un diviseur D de type H* sur X

est une section du faisceau -Ç -ï/4* y ! n est donc déterminé par un recouvre-
ment ouvert (U.). - et une famille (t., L -r d'applications rationnelles de Xi id x _.c_ •
dans H* telles que pour tout ( i , j ) e I ^ J, f . f , soit régulière sur X n X . .i J i j
Posons 7 = f S) „ • Alors les faisceaux °7 . et y coïncident sur

1 1 v +.-A. 1 J -.

X.n X. ; de plus, chacun des 7 est inversible, puisque 7. (S> c î^ •^ vi j i l Jf l +,x
i +<

= YI .. . Alors la famille des (5^. lu.). - définit par recollement un Idéal
•^fJ\. X 1 JLC_

fractionnaire localement principal inversible ? de ^ , indépendant du sys-

tème ((U.), ,*(f.). ,.) qui définit D . Pour vérifier que ? est bien inversi-— ici x id
blé,, il suffit de remarquer que si on pose J ' = f~ fi ,, , la familleA 1 Tf!^.

(7 î lu.). - définit par recollement un Idéal fractionnaire localement principal

7 1 de „ tel que J_ <&. 7' = ^ . On appelle 7 l* Idéal frac-
X D -^+,X +<x D

tionnaire (localement principal inversible de A ) associé à D .

Réciproquement, soit ^ un Idéal fractionnaire localement principal in-

versible de ^ , D'après le lemme (1.2), il existe un recouvrement ouvert (U.).

de X, et un système (t.*).. -r d'applications rationnelles de X dans H* tel

que, pour tout iel, ̂ |u^ f^ ^ . Puisque f^ ̂  ^[u^n U, = f ^ ^|U^n U , -.

quels que soient i.jel, f. f-1 est une application régulière inversible de

U .nU t dans H , donc une application régulière de U.nU, dans H* , ce qui

montre que le système d'ouverts (u.). - et d'applications (^4)., j définit un

diviseur Dry de type H* sur X , qu'on appelle diviseur associé à l'Idéal frac-

tionnaire inversible ^ ,

II est clair que D = D et que 5e = v? .
" D 7

Proposition 1.^. - La correspondance bijeotive définie en 1.3. de <*& (X,H*) sur

F P I ( ^ ) définit une loi de groupe o sur F P I ( ^ y ) telle que si *7 e^

7' sont deux éléments de F P I ( A y ) < on a : 7 ° 7 ' sî ^ ®r y -^ * , et dont_—___^—_—____._____________ ^ ______ *•+, x
l'élément neutre est ^ y .————————————— +,x

Cela résulte immédiatement de (1.5.) et du fait que si f et g sont deux

éléments de h. „» on a un isomorphisme canonique de f -^ ® „ gji..sur fg^ .
X +»X <r^ y C+,A -+»X

Enfin il est clair que ^ » .1-) '"A
0 +,Jv.

Proposition 1.5. - Pour qu'on ait ^- ^ f v il faut et il suffit que D soitD "+,X - ^ "- ' - - -' r-l -
principal.

En effet dire que 7- est isomorphe à J\ revient à dire qu'il exis-r u +,x
te fc J[ tel que 7 = f ^ , donc qu'il existe f e J^-. tel que

A D -:-,X X
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D = div^ f , C.Q.F.D.

Corollaire 1.6, - Soient D e^ D' deux éléments de ^(X,H*). Pour qu'on ait

7^ at ^, , il faut et il suffit que D e t̂ D* soient équivalents.

En effet, si ^ ~- ^, . -^ . ,7^ . .̂  ^ :7 -^ , j,^ , donc
+,x

D - D' est principal. Réciproquement, si D et D' dont équivalents, D - D'

est principal, donc ^ ° ^ D1 ' Jî +;X et ^D ' ̂  :^ D' ' ^D' •
+,X

g^Diviseurs positifs,

Lemme 2.1. - Soit (X un Idéal fractionnaire de -Ç ; 1 ' ensemble E des points

xeX tels que d d jÇ , „ „ est fermé dans X et distinct de X ; et si ?
X ' c TfAfX. — — — — — — — — — — — ' - —————————————————— •

désigne le faisceau de définition de E , il existe un entier k > 0 ïel que

^a ^ ,̂x •
En effet, si une application rationnelle de X dans H est régulière en

un point x e X , elle est régulière en tout point d'un voisinage de x ; il est

clair que E est fermé. De plus. Ci. est une h .."Module de type fini. Soit+,x
(a.,...,a ) un système générateur de Cl sur ^ au dessus d'un ouvert af-•JL n - +,x
fine U de X . Il existe alors x e U tel que a ,.,,,a soient toutes régu-

lières en x ; alors x £ E , ce qui montre que E ^ X .

Il existe un recouvrement fini (X.) . - formé d'ouverts affines. Notonsx xej
^ la restriction de <X à X^ . Il est clair que CL est un Idéal fraction-

naire de J[ . Notons I la matrice unité d'ordre r , et posons
+^A.

•CL = (u e 6 /(\il)d. c. f) „ } . Alors ci- . est un faisceau d'idéaux (au sens
1 -A... 1 +,Jv. JL

ordinaire) de 0 .
\

Etant donné x e X , puisque X, est affine, on vérifie aisément que

^ 0 = {u e 0 /(ul)a /? c ^..x } = ^^X / (U I )C^C;?4.X x}
- •"•.» v " - { v ~ ^f^s v • +,A. A. ^ +,A,X

-L^-A. ^•f^- JL f X Ij-" J-^-"•

Donc si x ^ E , si , ù\ c ^ Y
1 ^x ^i.x

Notons A. l*ensemble fermé de X. défini par l'Idéal ît. ; on a donc

A c E , La restriction f . de ? à X. étant l'Idéal ae définition du fermé

EnX. de X. , le théorème des zéros de Hilbert montre qu'il existe un entier

k > 0 tel que S ki c ^ .
i-

Alors pour tout x e X. , on a (î ±)a^ „ = ( f „)ki ^ <~ -h y „ - donc
JL JL 4>,X Jv A LT.A.X
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si on pose k = sup k. , on a bien, pour tout x e X , {ï ) Ci c. .h donc
iej x x +^X,x

^a- ^.x •

Définition 2.2, - Soit D e ^ (X,H*). On dit que D est positif en un point xeX

si D e J? . On dit que D est positif lorsque D est positif en tout point,
A '- +,A,X • • " • ' • " •

de X ; on écrit alors D ^ 0 ,

Proposition 2.3, - Soient D e ^ (X,H*), x e X ejb ./ l'Idéal fractionnaire de

^IY associë à D • Pour que D soit positif [resp. positif au point x ] , jJL.

faut et il suffit que .7 - -Ç. y ^esP» q^ :7 n v - ^ . Y v ^ •
l-f T^A L) f J\. - "T^A^/v.

Cela résulte immédiatement des définitions.

Proposition 2.4. - Soient D e ^ (X,H^) e^ E l'ensemple des x e X zels que D

ne soit pas positif en x , Alors E est un fermé de X distinct 'ïe x , et il

existe un entier k > 0 tel que pour toute fonc-cion régulière f sur X non^
identiquement nulle et nulle sur E , (divu^ f) + 0 soit positif, f étant con-

sidérée comme une application rationnelle de X dans H* au moyen de l*immers ion

canonique de G dans H* ,— — — — — — ' " • m -———

C'est une traduction immédiate du iemme 2,1.

Proposition 2.3. - Etant donnés deux éléments D eĵ  D' de -C (X,H*) , si on pose

D 2, D' si et seulement si D - D* 2, 0 , on définit sur .^ (X,H*) une relation

d*ordre compatible avec la loi de groupe,

II suffit de montrer que la relation 2 est antisymétrique et que la som-

me de deux diviseurs positifs est positive. Cette dernière assertion est évidente

car le produit de deux applications régulières de X dans H est régulière.

Enfin, supposons que D et - D soient positifs. Soient x e X et f
une application de définition de D en x ; puisque D ^ O , f e . j Ç ,et

+»X^x

puisque - D ^ O . f e Ç . Y ^ » donc f est une application régulière et inver-+^A,X

sible de X dans H , donc D = 0 . D'où D =s 0 , C.Q.F.D.

Lemme 2.6« - Soient X et T deux variétésj A une classe de diviseurs de type

H * sur X x T , t^ un point de T . Il existe alors un diviseur D appartenant ±

A , un voisinage ouvert T de t dans T et un Idéal fractionnaire CL de

^ Y tel q^* pour tout t e T^ , ̂ (D) soit défini (^ . L ^ ^ X ^ désigne

le morphisme x ^-^ (x,t)) et que l'Idéal fractionnaire <S. de^ ^ défini par

j*(D) soit un sous^faisceau de û
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II existe, d'après (1 , 2 , 5 ) un représentant D- de û tel que J* (D, )
1 ^ 1

soit défini. Puisque l'ensemble des t e T tels que J * ( D , ) soit défini est la
projection du complémentaire de Supp(D-), c'est un ouvert, donc il existe un voi-
sinage ouvert affine T, GO t dans T tel que, pour tout t e T̂  J * ( D . ) soit-L 0 * "G J.
défini.

Soit UQ un ouvert affine de X , Appliquons le lemme (2 , 1 ) à l1Idéal
fractionnaire <̂  - de ^ ^ associé à la restriction de D- à U x T, :

o 1
il existe un Idéal ê de 0 n x m et un entier k > 0 tels que
k . ° 1

^ ^i ̂ Û̂  x T^ •
Puisque j* ( D - ) est défini, il existe x e U tel que

o
"i ' , ( x »t ) C -h m x „ ; donc (x ,t ) n'appartient pas à l'ensemble fermé E
oes ( x , t ) e U x T- tels que ̂  <f .^ . Donc il existe w e ̂0 JL 1 / . \ ' +, U x J. -( x , t ) , o 1
tel que w(x^.t^) ̂  0 . Alors, on a : ̂  ^̂  ̂  <c /̂  y ^ ̂  . Posons

k k o 1D = D- + div . w (où w est considéré comme une application de X dans H*1 ri
grâce a l'immersion canonique de G dans H*). Alors D e A , j* (D) est défi-m "co
ni, et D est positif en tout point de U x T , u existe donc un voisinage
ouvert T de t dans T tel que pour tout t e T , J^(D) soit défini, et
pour t e T , w 0 j est non nulle.

Soit D* la restriction de D à X x T ; posons F == (X-U ) x T .
Alors D' est positif en tout point de X x T - F . Soit 7 le faisceau de
définition de F , D'après le lemme 2,1. , si on note .<, ' l'Idéal fractionnaire
de ^y x m associé -^ D* , il existe un entier k' > 0 tel que

k' °•^ .i ' c ̂  ̂  x ̂  •

Soit enfin ^ le faisceau de définition de X-U dans X , et soit à.
le transporteur de L/ dans -h , Puisque K et ^ sont des < - -(/ L+,X " + . X »7 X
Modules cohérents, il en est oe même de Ci , donc t̂ est un Idéal fractionnai-
re de -̂  . Puisque •; ^ k ' /. • c. ̂  , ̂  . on a J kl ̂  c ̂  ̂  , où S^ dé-
signe l'Idéal fractionnaire associé a J*(D) , quel que soit t e TQ , donc
6^ c. Cl , C . Q . F . D .

3^_Diviseur^ et fibre s_<^e_^ibre__H _et_de_groupe__H* .
3.1. Correspondances entre diviseurs de type H^ sur X et fibres localement
triviaux de oase X , de fibre H à groupe d'opérateurs H^ .

Soit D un diviseur de type H* sur X . Soit ( U . ) un système d'ou-
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verts et (^^j LIH système d'applications rationnelles de X dans H* définis-
sant D . Il résulte de ([25]) que les systèmes des U. et des f définit un fi-
bre localement trivial de base X , de fibre H à groupe d'opérateurs H* opé-
rant de façon naturelle sur H , et une section rationnelle inversible de ce fibre,
et que deux systèmes d'ouverts et d'applications rationnelles qui définissent D
définissent deux fibres isomorphes de fibre H à groupe d'opérateurs H* , et
deux sections rationnelles inversibles se correspondant dcins cet isomorphisme,
Donc, à un isomorphisme près, D définit un fibre de base X , de fibre H , à
groupe d'opérateurs H* , et une section rationnelle inversible de ce fibre.

Soit maintenant F un fibre localement trivial de base X , de fibre H
à groupe d'opérateur H* , et soit a une section rationnelle et inversible de
F . Alors o définit un diviseur de type H^ sur X de la manière suivante :
soit (U^)^ un recouvrement ouvert de X tel que, pour tout i e 1 , la res-
triction de F à U^ soit triviale. On a alors un isomorphisme canonique de
F|u^ sur U^ x H ; nous identifierons donc U. x H à p | u . . Notons p^ ;
U^ x H ̂  H la projection canonique. L'hypothèse faite sur a revient à dire, que
l'ensemble des x e U^ tels que p^oo soit régulière et inversible en x est un
ouvert non vide de U^ , donc que p^eo peut être considérée comme une applica-
tion rationnelle de X dans H* , Soit <^> le changement de cartes faisant pas-
ser de U^ x H à U^ x H ; alors p^oo , ̂  o ( p . o o ) . puisque <t> est une appli-
cation régulière de U^n U^ dans H* , il en est de même de (p°o)"1. ( p . o o ) . ce
qui montre que le système d'ouverts (U^)^ et d'applications rationnelles
î̂ iel de x dans H* définit u" diviseur Dy de type H * sur X .

Soit maintenant o' une autre section rationnelle et inversible de F ,
et soit D^, le diviseur défini par o* . Pour tout i e 1 , p o0 = (p o o » ) .
( a * ' .^) ce qui montre que D^ = D^, + div̂  (o^.a), où o'" 1^ s'interprète
comme une application rationnelle de X dans H * , ce qui montre que D et
D i sont équivalents»

Enfin, il résulte des définitions que F est, à isomorphisme près le fi-
bre défini par D^ .

Lemme 3,2, - Soit D un diviseur de type H* sur X , et soient x ^ . . . , x un
nombre fini de points de X appartenant à un même morceau affine de X . Il exis-
te alors une application rationnelle de X dans H * qui soit application de dé-
finition de D en chacun des x , pour 1 ̂  1 ̂  m ,

II est clair qu'on peut supposer X affine. Soit F le fibre de base X,
de fibre H à groupe d'opérateurs H* défini (à isomorphisme près)par D , et
soit ^ le faisceau des germes de sections régulières de F . Il est clair que
7 est une C ̂  - Algèbre cohérente. Donc ^(X, / ) = 0 ( [ l ? ] , II,parag.3, corol-
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laire 1 à la proposition 7). Soit 9 y le faisceau cohérent d*idéaux de ^ dé-
fini par le fermé Y == ( x , , , , , , x } , On a une suite exacte :l m

o ̂  H°(X, 9y 7 ) -> ir^x, ̂  ) -̂  H^X, ̂ / ̂  / ) -̂  o
puisque ïT(X,^) » 0. Le faisceau ^/^y-*/ s'interprète comme le faisceau des
germes de sections régulières du fibre p induit par F sur Y , Comme Py est
isomorphe à H" , il est clair qu'il existe une section régulière de Py inversi-
ble en tout point de Y , Cette section correspond à un élément 6 e H° (X, ^/ 7 y J- )
qui se relève en un élément i e H° ( X , ^ ) , auquel correspond une section réguliè-
re f de F inversible aux points ^ • • • ^ • Cette section définit un diviseur
E de type H» sur X équivalent à D , et f est une application de définition
de E en chacun des points x - , . , . , x . Il existe une application rationnelle gJL 171
de X dans H* telle que D a E + (div ^ g) et il est clair que f g est une
application de définition de D en chacun des points x - , . , . , x , C«Q»P»D»
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CHAPITRE V. CONTINUITE DES FAMILLES ALGEBRIQUES DE CLASSES DE DIVISEURS.

^ • " " ̂ am̂ ïles-alêéSrî ûes-Ée-ciasses-Ée-aiXlsçlurs-parameîr̂ es-Ear-^
Sî i*

1.1. Définition.- Une variété X est dite semi-complète, si pour tout idéal frac-
tionnaire CL de ŷ , H ° ( X , ( X ) est un espace vectoriel de dimension finie sur K.Jv

Rappelons ( [ 9 ] ! • ! ) que toute fonction régulière sur une variété semi-
complète est constante, on en déduit Immédiatement que toute application régulière
de X dans une variété affine est constante.

Toute variété complète est semi-complète ( [ l 8 ] ) .

1.2. Notations A, A*, A*

Notons A (ou simplement A ) la sous-algèbre de l'algèbre M des matri-
ces carrées d'ordre 2 à coefficients dans K formées des matrices de la forme :

/ \ a! ^ Br-1 \ r-2 r-1

/ ° ^ a! r-2

0 0 a

0 0

A est canoniquement isomorphe à (G ) , en tant que variété affine.a
Notons A* (ou simplement A*) le groupe des éléments Inversibles de A , consl-r
déré comme groupe linéaire commutatif, et A* (ou simplement A* ) le sous-
groupe de A* formé des éléments unipotents de A*.

Etant donné un groupe algébrique G, nous dirons que G est de type A*
(resp. A* ) s'il existe un entier r et un isomorphisme de G sur A* (resp.
A* ) .u.r7
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II est clair que A»^ est, en tant que variété, isomorphe à G x (G ï1'"1

et est muni d'un système de coordonnées tel que si on note (h ,..., h ) les
o r-1

coordonnées d'un élément h e A* , on a (h h ' ) = h h' et (h h ' ) == h h' +r o o o i o i
h! ̂ i-l + •" + h! ht P01"" i de 1 à r-

Enfin A* est formé des h e A* tels que h = 1 .u,r r o

Proposition 1.3.- Soient X une variété semi-complète, et V un sous-espace vec-

toriel de l'espace vectoriel des applications rationnelles de X dans A ; notons
^^f pour i de 0 a n , l'espace vectoriel des coordonnées d'indice i des

éléments de V, et soit 4 . une application rationnelle de X dans K* telle
que, quel que soit i de 0 à n, on ait ^ i V + V . Alors la famille

^^A» ^o1 ^^otV est une famme algébrique de diviseurs de type A* sur X
paramétrée par V injective et infinitésimalement injective, I désignant la
matrice unité d'ordre r.

Il est clair que l'application (x,o) ^-> ^ (x) I +o(x) est une appli-

cation rationnelle de X x V dans A* et que le diviseur principal défini par

cette application est un diviseur de définition de la famille (div ( <t> I +o)l
A* o oeV

ce qui montre que cette famille est algébrique.

1.3.1. 1ère étape. Montrons que cette famille est injective. Soient o et o '
deux éléments de V tels que div ( <^ î +o) = div ( ((> I +o'). Alors

( ^ç I +°) ( 4>Q I +c^')~ est une application régulière de X dans A», donc
une constante. Il existe donc h è A* tel que h( <(> I +a) = 4» I +o'. Montronso o
que, quel que soit l'entier k tel que 1 ̂  k ± n, on a h, = 0. Raisonnons par
récurrence sur k.

Montrons d'abord que h = 1 ; nous avons :o

^ ^0 + ̂  a= ^0 + ^0' donc ^0 ^O-^ = ^0 - % £ v)- ^^^
< ( > ^ V , o n a h = s l .
0 0 0

Supposons maintenant que h^ » . . . . = K = 0, et montrons que K « 0.
Puisque h = 1 et que h = ... = h » o , on a (h( <(> I +o )) = (<<> +o )h.+o j. K-I o k o o K
^\»o\ , d'où :

\ ^ as al^ - °T, - h! ° £ v + v!, •k o k k K o o k

Puisque (j)^ i V^ + V^, on a h^ = 0. Nous avons donc montré que h est l'élé-

ment neutre dé A*, donc que 0 = 0 ' , c.q.f.d.
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1.3.2. 2ème étape. Montrons maintenant que la famille (div ( 4» I +o ))
V A* ° CT e V

est infinitesimalement injective. Soit L € T. un vecteur tangent à V en un
. », _ ,«,r—x

point F e V» Puisque 'T u est canoniquement Isomorphe à T a , donc à
r» ®

(G^) , et que T m est canoniquement Isomorphe à G ; T -. est canonique-

ment isomorphe à (G ^ . Notons ï le diviseur de définition de la famille

(div ̂  ( o^ I + o))^ ^ ^, et < S , L > la composante d'indice 1 de < Z, L ^

Supposons que < S, L >= 0. Soit ( A , une base de V ; posons
l i e -Li K.

le le Tea. = d ^.(L), où ^. est la composante d'indice 1 de V, par rapport à la

base ( < ( . ) , Montrons par récurrence sur k, que pour tout 1 e I a^O
-j p

SI k » -1, il n'y a rien à démontrer ; supposons qu'on ait a=0, a =0,....
k-1 - ^~a. » 0 pour tout Indice 1. Alors, quel que soit a e V, d o (L) = 0, pour

tout entier q tel que 0 ĵq ^-1.

Un calcul facile montre que :

' ̂ k = ̂ -A* ^ *o + To)'\î ^ *Ï + kîl ^k (-À--- r^^^)?u,- iel, q=o • o o o o 4

où les P* sont des polynômes. Donc <S,L> , = div ..,[ (<(> +yr }" £ a" (̂ l = 0.q^ k --»? A*- o o . ,- 1 1-
" I ^-'-k

i le Te
Donc l'application ( <^ + T )" î a <^ est une application régulière de X

dans G , donc une constante, k puisque X est semi-complète. Il existe
Vi

donc a e k tel que :

"o ^ o — — ^ ^y- a; ^ e V^ V^ . Puisque ^^\^\
•̂'-k

k k kon a a s 0 et puisque ( ((> ) est une base de V , on a a. = 0 quel que
soit 1 e I c.q.f.d. k

On a montré que toutes les composantes de L sont nulles, donc L=0, ce

qui termine la démonstration de la proposition.

Proposition 1.4.- Hypothèses de (1.3), V étant de plus supposé de dimension

finie. Soient de plus T une variété, w une fonction rationnelle sur X ^ T

telle que pour tout t g T, l'application x -̂» w(x,t) soit définie et non nulle,

I la matrice unité d'ordre r, et (D,), - une famille algébrique de diviseurs

de type A^ paramétrée par T sur .X. Notons J. : X -»• T le morphisme x^ (x,t)

Supposons qu'il existe une partie partout dense B de T telle que, pour tout

t e B, il existe g e V tel que (w I) D^ = div^ ( <^ I + a). Alors, l'ensemble
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des t e T tels qu'il existe o e V tel que (w I) D = div ( <t> I + o) est

un ouvert non vide T' de Tj l'ensemble T" des t £ T tels que :

div w Q j = div ( <t> + e? ), ou ^ e V est égal à T' ,
ni rn

et il existe un morphisme P : T'"^ V tel que ((w l)D,). ,p» soit lainage ré-

ciproque par P de la famille (div.^ ( 4» 1 + ^)) y ....

Posons W = <(> k 0 V ; 1 espace des droites issues de l'origine dans Wo
est isomorphe à l'espace projectif ^ (V) associé à V. Considérons V comme

plongé dans 7 (V) au moyen de l'application qui à a e V fait correspondre la

droite issue de l'origine dans W passant par ^ 1 + ° . Notons ^ la coor-o o
donnée d'homogénisation. Alors V est le complémentaire dans S (V) du fermé

d'équation ^ = 0.

1.4.1. 1ère étape. Montrons que la famille (div ( 4> I +°))-((wl)D ))^ v ^

est une famille algébrique. Si on pose D le diviseur de définition de (D..). m,

et S celui de (div ( <(> 1 +0)) , et p- et q- les projections de V^ T sur

T et V respectivement, il est clair que - p*(((wl)D) + q*(z) est un diviseur

d» définition de la famille (A^)(^)^ ̂  ° "^A^ *o I ^-«"^t^o.t^T

qui est donc algébrique. Nous poserons D' = (wl)D et D' = (wl)D.t t
Notons F l'ensemble de (o,t) e V x T tels que A 4. st 0. D'après (II«2.5)<

Oit
F est un fermé de V x T . Notons T' la projection de F sur T : c'est bien

l'ensemble des t e T tels qu'il existe o e V tel que D'. = div.^ ( <j> I + o).

Par construction, BcT', donc T' est une partie dense de T.

1.4.2. 2ème étape. Montrons que F est fermé dans ^ (V) x T". Soit :

(a1,^) e ( -^ (V) - V ) x T" ,

et supposons que (o ,t, ) soit adhérent à F. Alors X (a ) as 0 puisque a /V.

Soit ( <()-,..., <(> ) une base de V, et ( À,,..., X ) le système de coordonnéesl m JL m
de V relatif à cette base. Alors ( \ , X ,^ . . .^ À ) est un système de coordon-o i m ..
nées homogènes de ^(V). Il existe un indice i tel que X. (o ) ^ 0. Notons V

l'ouvert de '9 (V) d'équation X ^ 0, et considérons o e V et l'application

s0 : X -^ A* définie par :
m \

x ^-> s —i. ^ (x) .
j«o \ 1

II est clair que l'application (x,cr,t)^-*- s^x) z(x,t), (où z est une applica-

tion rationnelle de X x T dans A»), est une application rationnelle de

X x u^ x T dans A*.



48 CHAPITRE V

Soient x e X ; alors, puisque D est un diviseur de type A* sur

X x T, toute application de définition z' de D en (x , t-) est telle que
-1 o 1

z = 1. Alors z = ((wl)z')' est une application de définition de (D 1 ) en" i
(x ,t,) telle que z = w . Soit ^ le fermé de X x T hors duquel z est

application de définition de (D')~ . Alors, quels que soit (a,t) e F n (U x T),

l'application s ^ z ô j ) est régulière sur X - i. (^Xx{.t}), ouisque
—1 -

O D + ) = div.^( 4» +o), j : X -»- X x T désignant comme toujours le morphisme

x ^-> (x,t), et i désignant 1 *isomorphisme canonique de X x { f } sur X. Mais

d'après (II.1.2.), l'ensemble des (o,t) e U - x T tels que s°(z ô J . ) soit
irégulière hors de i (^n X x T) est fermé dans U, x T ; donc puisque (a ,t )

1 a! 1est adhérent à F, si on pose s = s , s (z 0 j, ) est régulière en x .
t! °

Montrons alors, par récurrence sur .; de 0 a n , que s ,=0. Tout

d'abord, si ^,,..., ^ désigne une base de V , et si ( y ,...,p ) sont lesi n o , o n
coordonnées de s1 relatives à cette base, on a (s (z Q j )) =(p ^ +..+u ^ )

(z^ Q ̂  ) puisque \^(s1) = 0, c'est-à-dire : 1

(sl(z Q j ) = (y ^ +...+? ^ )(w~1 0 J ).t-, o 1 1 n n t-

Donc (s (z 0 j )) ne dépend pas du choix de l'application de définition zt^ o
-1 1en (x ,t ) telle que z = w~ , donc (s (z 0 j, )) ne dépend cas du choix

0 1 0 't- o
1 1

de x e X. On a vu que (s (z Q j. )) est régulière en x , elle est donc
0 t-, 0 0

régulière en tout point de X, donc constante.

Or, puisque t- £ T" il existe o*1 e V telle que div (w Q j ) =i o \j t-•i m l
div.^ ( (j) I + a' ), donc, il existe une fonction régulière non nulle sur X,

donc constante C , telle que :

W(x,t^) = Cj({) ^ (x)+U l^(x) + ...+ V'^ ^(x)].

au total, on a donc montré que l'application

p ^ + ...+ u ip
—-—-——————-—-———— est constante.

V pt! ^--^ ^n^n

II existe donc À £ K tel que À <(> =( y - X p' ) ^+...+( u - \ y ' ) ^ eV

puisque <(> i V , cela entraîne que À = 0, donc, puisque ( ^-,..., ^ ) est

une base de V , que p - = . . . = y =0. Donc s == 0.o l m o
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Supposons maintenant qu'on ait s = = . . . = s, , = 0. Soit ( ^ ' • . . ^' )o j-l l m
une base de V. et soient V,,..., P les coordonnées de s. par rapport à cetteJ i m - j
base. On a alors

(s^z Q j )) = (p ^1 + ...+ M ^ ) (z 0 j, )= ( u, 4/+...+ u ^ )t-, j i l m m o t- il m m

(w"1 0 ̂  )

Donc s ( z © j ). est indépendant du choix de x . On a vu que ( s ( z 0 j ))
tj^ J o 1 J

est régulière en x , elle est donc régulière en tout point de X, donc constan-

te. On a donc montré que l'application :

p, ^' +...+ v ^'il m m . j. j. ^-————————————r—-- est une constante A ,
^+P- ^- +...+ Ai ^m °

Donc X 6 = y ^* +...+ M ^ - X ( y * 1^ +...+ P' ) ^ £ V + V .
o o i l m m o 1 1 m m j o

Or, ^ ^ V + V , donc X s= 0 ; puisque ( ^',..., ^' ) est une base de V ,

on en déduit que y- = •. • = u =0, donc que s. s= 0

On a donc démontré que poir tout j de 1 à n, s° = 0, ce qui est absur-

de, puisque il existe i ^ 0 tel que X (s1) ^ 0. Donc ('y(V)-V) ̂  ne con-
tient aucun point adhérent à F, ce qui signifie, puisque F est fermé dans

V x T, que F est fermé dans V x T'.' Comme il est clair que T* c T", nous

avons aussi montré que F est fermé dans V x T'.

1.4.3» ^ème étape. Fin de la démonstration. Puisque F est fermé à la fois dans

î (V) x T" et dans V x T, si on note F l'adhérence de F dans ^ (V) x T,

on a F - F c C r (V)-V) x T-T". Or il est clair que, puisque F €L V x T', on a

F^[ ( î(V)-V) x T-T'] c: F-F ; en particulier F-F = F -(V x T), si bien que F

est ouvert dans F .

D'autre part, puisque Y (V) est une variété complète et que T' est

dense dans T, la projection de F sur T est égale à T, et par conséquent
T - T ' est la projection sur T de F - F , donc T - T ' est fermé, ce qui

montre que T' est ouvert dans T, et T - T' = T - T", donc T" = T* .

Puisque T (V) est une variété complète, la projection de F sur T est

un morphisme propre, 11 en est donc de même de la projection de F sur T*.

Puisque la famille (div ( < ( ) ! + o))^ est injective (1.5), la projective de F

sur T' est injective, donc bijective. Nous sommes alors sous les hypothèses de

(III.2,5). Il existe donc un morphisme X : T'^- F tel que (D^.)^. m soit l'image

réciproque de (div^ ( ÇQ 1 +°))^y par le "̂ Phisme P == q-^ o X : T -^ V.
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Cas particulier 1.5.- Soient X une variété semi-complète, V un sous-espace vec-

toriel de dimension finie de l'espace vectoriel des fonctions rationnelles sur

X, ( <^ , . . . , < < ) ) une base de V, ( X ,..., À ) les coordonnées de V relativesi n ——————— i n ————————————— ——————
a cette base, ^ une fonction rationnelle sur X n'appartenant pas à V, î (V)

l'espace projectif associé à V, À lajîoordonnéeja' homogénisation ; T une

variété, w une fonction rationnelle sur X x T telle que pour tout t e T, l'ap-

plication x ̂ ^ w(x,t) soit définie non nulle. Notons j, : X -*-X x T le mor-

phisme x ^r4- (x,t), et supposons qu'il existe une partie dense B de T telle

que pour tout t e B, il existe ^,,..., ^ e K tels que :

diVp w Q j - div ( <L + xt ^ + •••+ xt 0..
m m n n

Alors pour tout t e T, il existe X ,..., X e K tels que :——————————— —-———_ o n .———-

divg (w 0 j^) - divg ( ^ ^ + ^ ^ +...+ ^ ^). (cf [8]).
m m

Etant donné un point de ^ (V) de coordonnées homogènes ( X , ^-,,..., ^ ),
^ ^ + ... + ^ ^ est défini à un facteur constant près, et définit un divi-o o n n

seur principal qu'on notera div,, ( X <(> +..,+ À < ( > ) . Montrons d'abord que laLr o o n n
famille (div ( X <^ +... + X <^ )) est une famille algébrique de diviseurs de

type G sur ÏÏL X paramétrée par ^(V). Soit U l'ouvert de f (V) d'équation

X ^ 0. L'application ^. de X x U, dans G définie par ^,(x,( X ,..., X ))=1 l 1 m I o n

m X .
^ —T^ ^4(x) es^ une application rationnelle de X x U. dans G • Etant

j-o \ ± i m

donné ( À^.... x^) e U^ ^ U^u on a i^(x,( ^...., ^))( ^.(x,( ^,.... \)))

^i'

'^

qui est une application régulière de X x /? (V) dans G , donc le système d'ou-

verts (X x U,)" et d'applications rationnelles ( ^j)1^ définit un

diviseur A de type G sur X x 'J (v) qui est diviseur de définition de la fa-

mille (div^ ( ̂  ̂  -^m..+ ̂  ̂ ))( , , ) eîW.
m o n

Si on note p et q les projections de T (V) x T sur T et J (V) res-

pectivement, alors - (p*j[w))4- q^(A) est un diviseur de définition de la famille

div- ( X ^ +...+ X ^ )(w Q J,)~1 qui est donc une famille algébrique de divi-C» o o n n t

seurs de type G sur X paramétrée par f (V) x T, Alors l'ensemble $ desm
(( ^•••^ Àn)*t) e ^W x T "^s q^ ^Q ( ^ ̂  +•••+ \ ^n^^G w ° ̂
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est un fermé $ de 7 (V) x T (II 2.5). Puisque î (V) est une variété complète,

la projection T- de $ sur T est fermée dans T. Mais, par hypothèse Bc-T-,

et B est partout dense dans T, donc T- s T, c.q.f.d.

2j_ Th^orème^de contlnulté_des_famll_^es_algebr^g[ues__de ^Iasse_de__dlyiseurs.

2.0. Notations et hypothèses.- Dans ce numéro, nous considérons une variété semi-

complète X, une variété T quelconque et un groupe algébrique linéaire commu-

tatif G. Nous nous proposons de démontrer le théorème fondamental suivant.

Théorème 2.1.- Soient X une variété semi-complète, T une variété quelconque,

G un groupe linéaire commutatif, (^î^. rp une famille algébrique de diviseurs

de type G sur X paramétrée par T de diviseur de définition _ D. Supposons

qu l̂ existe une partie B de T partout dense dans T telle que, pour tout

t g B, D. soit principal. Alors, quel que soit t c T, il existe un ouvert

T de T contenant t et une application rationnelle (j) de X x T dans Go ——————— o ——————"-—————————————— ——— o —————
telle que la restriction de D à X x T soit égale à div,, <^ . En particulier,

quel que soit t g T, D est principal.

Lemme 2.2.- Soient X une variété semi-complète, T une variété, H un groupe

algébrique connexe linéaire commutatif (noté additivement), G un sous-groupe

connexe de H, D un diviseur de type G sur X x T. Supposons que pour tout

t c T, J*(D) soit défini (où j : X -^ X x T désigne le morphisme x w-^ (x,t)),

qu l̂ existe une partie A de T dense dans T telle que pour tout t e A,

j*(D) soit principal, et que i o D soit principal, où i : G ->-H est l'immer-

sion canonique. Alors, quel que soit t e T, il existe un voisinage ouvert T

de t dans T, tel que la restriction de D à X x T soit un diviseur prin-— o —,———s————.a———————————————————— o ————————————t.——
cipal.

Etant donné t e A, il existe une application rationnelle 4», de Xx
dans G telle que J*(D) s div <^ . De même, il existe une application ration-

u Lr o
nelle f de X dans H telle que i o D » div,, f. Soit p : H -> H/G la projec-

n.
tlon canonique : puisque pour tout t e T, J*(D) est défini, 11 en est de même

de f 0 J.. Pour tout t e A, posons h, = f © J. - <(> . Alors h. est une appli-
fc b U U v

cation régulière de X dans H, puisque div,, h, = 0. Puisque X est une variété
n ^

semi-complète, et que H est une variété affine, h, est constante. Il en est

donc de même de p o h = p ° f Q J ; donc, quel que soit t £ A, P ° f © J.,

est constante. On en déduite aisément (en se ramenant par exemple au cas où X, T

et G/H sont des variétés affines) que p o f est de la forme ^o f f , où

TT ; X x T ->- T est la projection canonique, et où ^ est une application ration-

nelle de T dans H/G définie en tout t e T tel que p ° f Q) J+ soit défini ;
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donc en fait ip est une application régulière de X dans H/G.

Puisque G est un sous-groupe linéaire, donc résoluble, d'après ( [ l 6 ] ) ,
11 existe une section rationnelle CT de p. Il existe h e H tel que o" soit
régulière en h, et g e G tel que p ( g ) = h - ̂  (t ) ; soit T l'ouvert de
définition de l'application rationnelle a o ( p ( g ) + ^) de T dans H . Il est
clair que t e T . De plus p o (f + g - o o ( p ( g ) + ^ o . f r ) ) = p o f - ^ o 7 r = 0o o
ce qui montre que f + g - o ° ( p ( g ) + ̂  o ir) est une application rationnelle de
X dans G. Puisque a o ( p ( g ) + ̂  o TT ) est régulière sur X x T , la restriction
de D à X x T est égale à div-(f+g- oo ( p ( g ) + ô -rr ) ) , donc est principale,
c . q . f . d .

Proposition 2.^.- Le théorème 2.1 est vrai pour tout groupe algébrique connexe
linéaire unipotent de type A* .

Un tel groupe G peut être considéré comme isomorphe au sous-groupe com-
mutatif des éléments unipotents de A*. Notons ^.[resp. <%. y] le faisceau deA. ^f"
G - algèbres des germes d'applications rationnelles [resp. régulières] de XÀ.
dans A et Cl* [resp. t\* y] le faisceau de groupes abéliens de germes d'appli-•X. ^f"
cations rationnelles [resp. régulières] de X dans A* . Notons 1 : A* -»• A»
l'immersion canonique. Etant donné une application rationnelle f d'une variété
dans A , nous noterons f. sa coordonnée d'indice i (cf. 1 . 2 . ) .

Posons D- = i o D ; alors, puisque D- Q j est défini, la démonstra-J. -L "CO
tion du lemme (IV, 2 . 6 . ) montre qu'il existe un ouvert T- de T contenant t ,
un Idéal fractionnaire CL de îly, et une fonction rationnelle non ml le w sur
X x T telle, si on pose D' = D + div^ w, (en considérant w comme une appli-
cation rationnelle de X x T dans A* au moyen de l'immersion canonique de G
dans A * ) , que, pour tout t e T , w Q j existe et ne soit pas nulle, que pour
tout t e T , D' Q j soit défini et que l'Idéal fractionnaire ^ '^ de ̂
défini par D' 0 j , soit, pour tout t e T , un sous-faisceau de ̂ ."c l.

Puisque, pour tout t e B n T-, J*(D) est principal, 11 en est de même
de j^D') ; donc, pour tout t e B o T il existe une application rationnelle
s1' de X x T dans A» telle que J ^ ( D ' ) = div^ ŝ  De plus puisque <S '^ e^i,
s, est une section de ÛL sur X."t *

2.3.1.- 1ère étape. Construction d'un espace vectoriel V.
Notons 0 - . le faisceau sur X dont les sections sur un ouvert U de X

sont les coordonnées d'indice i des sections sur U de (X . Il est clair que
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^ est un Idéal fractionnaire de (?^. Puisque X est une variété semi-complète,

l'espace vectoriel V. = H°(X, CL) est de dimension finie sur K.

Soit (<(>,((),,...,<U une base de V . Posons st = ̂  <^> +...+ À t <() .o 1 d o o o o o d

Puisque s est une application rationnelle de X dans A», quel que soit

t e B ^ T^, il existe un indice i tel que ^t ^ 0. Posons B = { t îBnT /\^ ^ 0}

Puisque B n T^ = ^_) B^ il existe un indice, qu'on supposera être 0, tel que

B^ soit partout dense dans B 0 T^, donc dans T. Notons alors V le sous-es-

pace vectoriel de V' engendré par <()-,..., ^ .

Posons \ '̂ - V^ + V^ . Alors ( <^,..., ^) est un système libre de V" ;

complétons-le en une base <^,... ̂ ^^^' • .̂  de V", et notons V le sous-

espace vectoriel de V^ engendré par <)ï^,...,^,ip1 ,...^1 .

Posons enfin V = ® V . Soit alors f e V et notons f sa composante

dans V . Alors l'application 6 I + f de composantes é + f , f-,..., f est
- ° o o 1 n

une application régulière de X dans A», puisque, comme 4) i V , la fonction
o o

rationnelle ^ + f sur X est non mile.

2.3.2. 2ème étape. Montrons que pour t e B , il existe a e V tel que

dlv^(A I +o) = j*(D') où I est la matrice unité d'ordre r .Remarquons d'abord

que si on pose s^ = (X^)"1 I s1', on a s ' ^ = ^ + (x^)""1 (X^ <^+...+À^ ^)

donc s'^ -^ e V^ et div^ s^ » div^^ s1^ , donc s'1' e Cl.

Considérons la propriété (P^) suivante : étant donné un entier k com-

pris entre 0 et n-1, une section s^" de (X sur X a la propriété (P ) lorsque
K

so ' ^o e ̂  que' pour tout entier 1 tel (ï}xe l^i^k, s^ e V , et que

div^ s^J^D').

Nous venons de montrer qu'il existe une section s de d sur X ayant

la propriété ( p ) * Soit alors s^ une section de ^ sur X ayant la propri-

été ^k-l^* solt u le coefficlent de ^ d'ans la décomposition de s^ sui-
vant la base ^^•••^n^n+r'*'^ de vt + VT'. Soit h l'élément de H*

tel que h = 0 pour j ^ 0, k, h^ = 1 et h^ = -p. Alors si on pose s^ = hs1'

on a s' = s, - y s . Mais, d'après l'hypothèse de récurrence s - d> e V cVk K o o 'o o k

et s^ - p<^ c V^ par construction donc s^ £ V^. D'autre part div s^div s 't

donc div^ s't = j^(D') donc s't c ô\d 0.
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II existe donc une section s' de Ct ayant la propriété (P ), c'est-

à-dire telle que s^ - ^ 1 e V, et telle que div s^ = J*(D1), c.q.f.d.

Nous sommes alors dans les conditions de la proposition (1.4.), donc il

existe un ouvert non vide T' de T et morphisme p de T* -»• V tel que

( D ) , m» soit image réciproque par p de la famille (div.^(4> I+ç)) „ .

2.3.3. 3ème étape. Montrons que w ® J e V1 • Etant donné t e T', il existe

CT e V tel que D* ô j. = div-.. (^> 1 +o), donc si nous considérons le diviseur
t tmultiplicatif div,, w associé à w, pour tout t e T', il existe X-,...,À., e KGm 1 d

tels que div (w 0 j ) = div (^ + ^.^^ +•••+ X^ ^). Alors, d'après (1.5.)

pour tout t e T , div (w 0 J ) est de la forme div (x <j) +X, (()-.+.. .+À. <^)

donc il existe ^°,..., X° e k tels que div (w 0 j. ) = div (X% +...+À0 ((),,)
o ni

II existe donc une fonction régulière non nulle^ sur X, donc constante c telle

que w 0 j ^ '"(^o^--^^ e ̂  •
0

Puisque c ^/ 0, si nous posons ^ ' " w O j ^il existe une base
t 0

( ^ * 9^' f. • • ï^-i) de V * • Soit p : T-^ V la composante de c sur V , eto l d o o o o ,
notons ^ ' la coordonnée d'indice i de ^> + p par rapport à la base ( ( j ) ' ) . , - !

de V . Alors, quel que soit t £ T", D1 = ^"^A* 4 +p( t)) en particulier

D, est principal, et div (w e j ) = div ( ^(t) <î» ' +...+ À^(t) <^) ; et si
m m

s est une application de définition de D* sur X, il existe une fonction régu-
t

lière non nulle sur X, donc constante c, telle que s = c.(x. t(t)(^) t+...+
L 0 u 1 '0

^ ' ( "b) < ( ) t ) • Puisque c, ^ 0, et que À ' : T1 -> k est une fonction continue, l'en-u d t l
semble B' des t e T' tels que c, À ' t t ) ^ 0 est un ouvert non vide de T',o t l
donc est dense dans T,

g.^,4.-4ème étape. Fin de la démonstration. Alors, nous pouvons construire comme

en (2.3.1) un espace vectoriel V, à partir de <() ' , au lieu de <j> ; et démon-

trer de même que l'ensemble T' des t £ T tels que D.^div.^'+o), où

o e V est un ouvert de T, qu'il existe un morphisme p, : T1 -^ V tel que

pour tout t e T", D ' = (i±v^* ( ^ î "^P-i^)) » et ^Le l'ensemble T" des t e T

tels que div w 0 J soit de la forme div {^ +À' <ï) t+...+ À , 4)0 est égal
\j "o ( j r O J L J . 0 . 0 .m . m

à T'. Il est clair que t £ T" , donc t e T" .
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On a donc construit un ouvert T' de T contenant t et un morphisme1 o
p- : T' ->• V tel que pour tout t e T' , on ait D' = d i v . . ( < ( ) ' +p ( t ) ) . Donc laJL JL -*• " t\ 0 -L
restriction de i o D à X x T,' est égale à d i v . . ( ( ( ( > ' 1 +p) (w" I ) ) , oùi:G -̂  H»

JL t 0
est l'immersion canonique ; et i o D est principal. On est alors dans les condi-
tions du lemme ( 2 . 2 ) qui nous assure qu'il existe un voisinage ouvert T de t
dans T' , (donc aussi dans T ) , tel que la restriction à X x T de D soit
principale, c . q . f . d .

Lemme 2.4.- Si le théorème ( 2 . 1 ) est vrai pour deux groupes algébriques G et H,
alors il est vrai pour leur produit GH.

En effet, D est un diviseur de type GH sur X x T. D'après ( 1 , 6 . 9 ) ,
D = ( E . F ) , où E est un diviseur de type G sur X x T, et où F est un di-
viseur de type H sur X x T. Alors il existe un ouvert T [resp. 1?] de T
contenant t tel que la restriction à X x T [resp. X x T 1 de E [resp. F]o i d
soit principale. Posons T s= T ^ T?, il est clair que la restriction à X x T
de D est principale ( 1 , 5 . 9 ) .

Lemme 2.5.- Soit G un groupe algébrique linéaire commutatif connexe ; alors G
est sous-groupe d'un produit de groupes de type A*.

En caractéristique 0, Cr est produit d'un tore par un produit de grou-
pes isomorphes à G ( [ l ] et [19] VII, corollaire à la proposition 8 ) . Comme A^
est isomorphe à G x Q , G est isomorphe à un sous-groupe d'un produit de
groupes A* .

En caractéristique p, G est produit d'un tore par un sous-groupe d'un
produit de groupes de Witt ( [ l ] et [19] III, th, 2 ) . Comme A* est isomorphe à
G x A^ , il suffit de montrer que tout groupe de Witt est sous-groupe d'un grou-m u
pe de type A^ .

Or ( [ l 9 ] , V n° 7, prop. 9 ) A* est produit des groupes de Witt de
dimension s , pour i de 1 à r-1 et premier à p , s. désignant le plus
petit entier s tel que p8̂  Ç . Soit W le groupe de Witt de dimension s, W
est donc sous-groupe de A* pour r = (p-l) P •u,r

2 . 6 . - Démonstration du Th. 2.1. D'après ( 1 , 5 . 8 ) on peut supposer G connexe.
D'après (2 . 5 ) le théorème est vrai pour A», d'après ( [ 8 ] , exp. 5, Th.^), il est
vrai pour G , donc ( 2 . 4 ) il est vrai pour A*, donc ( 2 . 4 ) pour tout produit
de groupes de type A^, donc (2 . 2 ) pour tout sous-groupe de produit de groupes de
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type A*, donc (2.5) 11 est vrai pour tout groupe linéaire commutatif G.

Corollaire 2.7«- (continuité des familles algébriques de classes de diviseurs).

Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif, X une variété semi-complète,

(A ) une famille algébrique de classe de diviseurs de type G sur X paramé-

trée pour une variété T ; alors l'ensemble H des t e T tels que A -= 0 est——'"——— —— ——— _____ - -^ _
fermé dans T.

Soit t e T ; d'après (I, 2.5) il existe D e A tel que j* (D) soit
0 \

défini, où j. : X ->- X x T désigne le morphisme x ^t-»{x,t). L'ensemble T des

t e T tels que D, = D © j. soit défini est un ouvert de T contenant donc t .
U M ^ 0

Soit E une composante irréductible de l'adhérence H de H dans T. Montrons

que E n H n T- = E f\ T,. Si E n T- = 0 , 11 n'y a rien à démontrer.

Si E n T ^ 0, E n T, est localement fermé dans T, donc est canoni-

quement muni d'une structure de variété. Alors la famille (D,), - rn Qst une
T. o£Jl o 1,

famille algébrique définie par la restriction à E n T de D, et telle que pour

tout I c E n H n T , D, soit principal ; comme E n H n T- est dense dans
-L t -L

E n T-, d'après (2.1) D est principal pour tout t e E p T, ; donc (1,2.5)

A. = 0 quel que soit t e E n T-, si bien que E n T- o H s E n T-.

Nous avons montré que quel que soit t e T, il existe un voisinage ouverto
T, de t dans T tel que E r \ H n T , = E n T - , donc E n H = E ; ce qui signi-1 o i l
fie que H D E ; donc H contient toute composante irréductible de H ; d'où

H = H , c.q.f.d.

5. - ^^SgiSSi.g^êS^SSî êg^ÈisfÈSiâïÊSaâSsSï̂ SSSsâSaâiZîiS^S^ÊÏSSiSS^SSafiâS
une variété donnée.

3,0. Hypothèses et notations.- Dans ce numéro, nous considérons un groupe algébri-

que linéaire commutatif G, une variété semi-complète X et une variété quelcon-

que T. Notons A(T,^(X,G)) l'ensemble des familles algébriques de classes de di-

viseurs de type G sur X paramétrées par T. Notons 1 l'élément neutre de G,

et notons multiplicativement la loi de groupe sur G.

Soient ( /L) . ,p et (A..) „, deux éléments de A(T,îf(X,G) et soient A

et A ' des classes de définition de (A.).. rn ^ ( A ' ) . _ m respectivement. Il est
c "Cd u "CEI

clair que A-A' est une classe de définition de la famille (A. "A..), m, donc

A(T, ^(X,G)) est naturellement muni d'une structure de groupe.
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Notons p : X x T -»• T la projection canonique. Etant donné t £ T,
notons j : X -»• X x T le morphisme x w-»-(x,t),

Proposition 3.1.- Soit ( A . ) , m un élément de A^.^X.G)) et soit A. une
classe de définition de (^î+c.T- Pour que» quel que soit t e T, on ait A+ as 0,
il faut et il suffit qu'il existe une classe A^ de diviseurs de type G sur T
telle que A » P*(A).

Montrons d'abord que la condition est nécessaire.
Quel que soit t, £ T, on sait qu'il existe un élément . D de A' tel

que D Q J . soit défini ( 1 , 2 . 3 ) , et que l'ensemble des t £ T tels que D G J
"1

soit défini est un ouvert. Donc il existe un recouvrement ouvert ('^^pT et un

système de diviseurs ( D . . ) . . -r associé à ce recouvrement tel que : quel que soit
i £ I, D. £ A et que pour tout t £ T . , D. Q J , soit défini. Puisque, pouri i i i>
tout t £ T, A . = 0, pour tout t £ T . , D 0 J^, qui appartient à A.^ ( 1 , 2 . 3 )
est principal ; donc d'après ( 2 . 1 ) , quitte à raffiner le recouvrement ouvert
(T ) . - de T, on peut supposer que la restriction de D à X x T. est un
diviseur principal, donc que la restriction de û à X x T est nulle.
Donc ( 1 , 1 . 4 ) le fibre 6 de base X x T et de groupe G associé à à est tri-
vial au-dessus de X x T , quel que soit i £ I. Notons alors g . . le changement1 ij
de cartes de X x T à X x T de ce fibre ; c'est une application régulière de
X x (T n T ) dans G. En particulier, pour tout t £ T̂  n T , g^, G j^ est
une application régulière de X dans G, donc une constante puisque X est
semi-complète, et que G est affine. Par conséquent, g est de la forme ^^P^
où t . , est une application régulière de T n T. dans G. De la relation
g . g^ . ĝ  = 1 dans X x (T^ n T n T^), on déduit la relation f̂  . f̂  .
f = 1 dans T n T n T , si bien que le système d'ouverts ( T . t ) . » p T et de
changements de base (^4)^ ^eixl déflnlt un fibrë x de b&se T et de groupe
G, dont l'image réciproque par p est le fibre ù de base X x T et de grou-
pe G associé à A ; donc, si on note A la classe de diviseurs de type G sur
T associée à X , on a A = p*(A) ( 1 , 2 . 3 ) .

Montrons maintenant que la condition de l'énoncé est suffisante. Soit
toujours À le fibre de base T et de groupe G associé à A. ( 1 , 1 . 4 ) , et ô
le fibre de base X x T et de groupe G associé à A . On sait que À est loca-
lement trivial, donc il existe un recouvrement ouvert ( T ^ ) . « p T de T tel (Ïue»
pour tout i £ I, À soit trivial au-dessus de T ; alors, puisque À = p ( ô ) ,
( 1 , 2 . 3 ) , À est trivial au-dessus de X x T . , pour tout i £ I ; donc pour tout
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t e T, il existe i e 1 tel que t e T , et il est clair que J'^A) est un
— _i w

fibre trivial. Mais comme A est associé à j~ (X), on a bien A = 0 c.q.f.d,
u t U

Corollaire 3.2.- On a une suite exacte de groupes :

P* ^t)+,cT
^ (T,G) ^ ^ ( X X T . G ) ——————> AÇT.^X.G)) -^ 0

D'après la définition des familles algébriques de classes de diviseurs,

(,1;) - est unr application sucjecti/e de ^ (X x T,G) sur A(X,^(X,G)) et la
t f£ 1

proposition 3.1 exprime précisément que Im p* = Ker((j*), —

Proposition 5.3.- (Caractère local des familles algébriques de classes de divi"

seurs). Soit f : T •> ^ (X,G) une application telle qu'il existe un recouvrement

ouvert (T ) de T tel que, pour tout i e I, la restriction de f à T

soit une famille algébrique de classes de diviseurs paramétrée par T. ; alors f

est une famille algébrique de classes de diviseurs paramétrée par T.

Soit x e X ; notons k : T -»• X x T le morphisme t ^-^(x ,t) étanto x oo
donné i e I, nous noterons aussi k , par abus de notation,. la restriction

o
de k à T . Par hypothèse, pour tout i e I, il existe une classe de défini-

o
tion A de la famille (f( t))_m .

3. t£i.

D'après (1,2.^), il existe D e A tel que k* (D ) soit défini ; po-
o

sons C, = k* (D ) et soit F. la classe d'équivalence de C .
o ± 1

D'après (3.2), A' = A - p*(r ) est une classe de définition de la

famille algébrique (f(t)), m 'i mais puisque p o k = id- ,
i ^

k^ (D^ - p»(C^) ) = k^ (D^) - C^ = 0 et D^ » D^ - p»(C^) e A^ .
o o

Nous avons donc montré que pour tout i e I, il existe une classe de définition

A' de la famille (f(t)). n, , et un diviseur D' e A* tel que k* (D1 ) soit.
1 X>£-L» 1. 3. X Xi o

défini et nul.

Alors les restrictions de A' et Aï à X x (T n T.) définissenti J i j
toutes deux la même famille algébrique (f(t)), m m f donc (5.2.) il existeteT^n T^

une classe de diviseurs À de type G sur T n T. telle que, sur Xx(T nT ),

on ait A^ - A = p» (\.), Alors k^ (A^ - A . ) = k^ P^^ j )»^ dans ^n T^
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et de même, k^ (D^ - D.) « 0 donc O e À autrement dit A. = o, et A
0 " -J 1J 1

et A '^ ont même restriction à T^ n T^, donc D^ est équivalent à D, .

Il existe donc une application rationnelle f de X x (T n T ) dans
—J 1 j

G telle que D^ - Dj - diVç f^. Puisque k^ (D^) est nul dans T , et que

^ ^p est nul dans 'l'j. ^j 0 ̂  est une application régulière de T. n T
® 0 J- J

dans G.

Posons f^ - ((f^ 9 k^) . p)-1 f^. Alors div^ f^ - div^ f^ et

f^ 0 k^ » 1 . Dans X . (T^ n T^ n T^), on a (D^ - Dj) + (Dj - D^) + (D -̂D ,̂ Q.

donc, si on pose g^ = f^ f^ f^^, g^ est une application régulière de

X x (T^nT n T ) dans G telle que g 0 k - 1. Pour tout t e T, n T n T ,
- o 1 J k

^Jk ® ^ est une aPPllcal-lon régulière de X dans G, donc une constante puis-

que X est semi-complète, et que G est affine ; donc 11 existe une application

régulière h^ de T^ n T^ T^ dans G telle que g^ = h^ , p. Alors

^Jk 9 \ ° ̂ jk ^P ° \). ° ̂ jk • Dloù ^jk = 1 et g^ . 1, si bien que

^J ^k^l-1 dans X .(T^n Tj n T^).

Soit maintenant 1^ e 1 ; posons f^ - f^ ; alors nous pouvons consi-

dérer f^ comme une application rationnelle de X x T dans G, et f~1 f -
-1 '
^ f!^ s= flj p}l±s^e ^ i ^j ^ji = 1 clans X x (T^ n T^ n T^), donc

aussi dans X x T. Posons D^ - D^ - div^ dans X x T^. Alors dans Xx (T^nT )

on a D^ - DJ . div^ f^ - div^ f^ + div^ f^ . 0 puisque f^ f^ . f^ , donc

les diviseurs D^ sur X x T^ se recollent en un diviseur D" de type G sur

X xT. Comme pour tout 1 e I, D^ e A^ la classe de D'^ est une classe de

définition de la famille (f(t))^p , la classe de D" est une classe de défini-

tion de la famille (f(t))^, c.q.f.d.

Lemme ^.4.- Soit G un groupe algébrique linéaire unipotent commutatif connexe ;

en tant que variété d'après ([191. VII n°6) G est isomorphe_à (G f, où n^dim

G, et G possède un système de coordonnées globales telles que si on note
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h-,,.,,h les coordonnées d'un élément h de G suivant ce système, on ait

pour r de 1 a n ;

(hh-)^. - ̂  h; + P^ (",.4.....h .̂n )̂

où les P^ sont des polynômes. Alors le sous-ensemble ae G forme des éléments

.S® ^ dont les n-i premières coordonnées sont nulles est un sous-groupe aigé-

brique G' _^e G isomorphe a G, . Notons G" le quotient G/G' , e^ p : G ->- G"

1 * homomorphisme canonique. _Alors^ le système de coordonnées globales de G définit

par composition avec p un système de coordonnées globales de G" telle que si
on note ^'•••^n.i les coordonnées d'un élément h ^e G" suivant ce système,
on ait pour r de 1 à n-1 ,

(hh')^, - h, + h; + P .̂4,...,h ,̂h;̂ ) .

Lemme 3.5. - Soien. G un groupe al.-ébrique linéaire unipotent. commu^atif et T

une variété affine ; alors < ,̂ (T,G) =s 0 ,

D'après (1,5.8) on peut supposer G connexe.

Raisonnons par récurrence sur n = diœ G . Si n = 1 , G est isomorphe

à G^ , et (1,1.5) ^'(T,G) = H^T, €^) == o ([l7]ll,2 Th 3). Supposons n ^ 1 et

la proposition vraie en dimension n-1 . Etant aonné G , construisons G' et G"

comme dans (3.4). Alors G" est un groupe linéaire ^nipotent commutatif connexe

de dimension n-1 , donc ^(T.G") = 0 . Il résulte de (1,5.12) qu*on a une suite
exacte :

0 = ^ (T,G') -> ^'(T,G) -. ^(T.G") = 0

Donc ^ (T,G) = 0 .

Lemme 3.6. - Soieat G ^t H deux groupes algébriques ^ : G ->• H un homomor-

P^sme (de groupes algébriques), X et T deux variétés, f e A(T, ^(X,G)). Alors

^(X,^) o f e A(T,«é (X,H)) et l'application de A(T, <(X,G)) dans A(T, <é-(X,H) )

q121 à f e A(T,^(X,G)) fait correspondre ^(X,(j)) o f est un homomorphisme de
groupes qu'on notera A(T, t(X,4>)).

Soit A une classe de définition de f , il est clair que i e A est

une classe de définition de ^'(X^) o f , ce qui montre que
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^(X,^) o f e ACr.'^H)).

Soient f e A(T, ^(X.G)), et A * une classe de définition de f ;

puisque A - A ' est une classe de défintion de f - f ' , i o ( A - A ' ) = loA -ioA'

est une classe de défintion de ^ (X,< î> ) ° (f - f ) ce qui montre que

^ (X,<(>) o (f - f) = ^'(X,^) ° f - Ï(X^) o f .

Proposition 3*7»- Soient G un groupe algébrique linéaire unipotent commutatif,

G' un sous-groupe connexe de G, G"=G/G', i ; G* ->• G et p ; G -» G/G* les

morphismes canoniques, X une variété semi-complète et T une variété . On a
une suite exacte de groupes ;

A(T,^(X,i)) ACT.^X.p))
0 -^A(T,^(X,G')) ————————> A(T, <fc"(X,G) ————————> A(T, ^(X.G")).

D'après (1,5.9) on peut supposer G connexe.

i) Montrons que A(T,^'(X,i)) est injectif. Soit f e A(T ,^1 (X ,G ' ) )

tel que ^ (X,l) o f = 0 ; puisque ^ (X,i) est injectif (1,5.12), on a f'=0,
c.q.f.d.

ii) Montrons que Ker A(T, ^(X,p)) = Im A(T, ^'(X,i)). Il est clair que

Im A(T,^(X,i))c: Ker A(T,^'(X,p)) puisque Im ^X,i) = Ker Ï' (X,p) (1,5.4).
Soit f e A(T,^(X,G)) tel que ^ (X,p) ° f = 0. Puisque Im Ï (X,i)==:Kerfc' (X,p)

et que Ï' (X,i) est injectif il existe une application et une seule

g : T -» ^(X,G') telle que f (X,l) o g = f . n s'agit de montrer que g est

une famille algébrique de classes de diviseurs. D'après (5.3), il suffit de

montrer que la restriction de g à tout ouvert affine T de T est une familleo
algébrique de classes de diviseurs. Donc nous pouvons supposer T affine.

Soit alors A une classe de définition de f, alors p o Â est une

classe de définition de ^ (X,p) o f ss o, donc (3.2), p o A est de la forme

q»(ô ), où 6 e (T,G") et où q : X x T ^T est la projection canonique.

Mais d'après le théorème de Chevalley [4], G" est un groupe linéaire, donc uni-

potent commutatif et d'après (3.5) ^(T,G") s 0 donc p o A = o. Donc (1,5.4) A

est de la forme 1 o A' où A' e ^ (x ^.G'), et A' définit f 'eA(T/<f(X.G1))
tel que <<f (X,i) o f = f.

â=^2î 22aâêsâ î̂sâSE5=i2£ïSiîâSi.2âiS=aSSO^iee-à--une-fal11111e alsebrlaue de

£iaSseS3^Êes:âîvî•seurs--e^-a.-^n-ve£îelAr-SanSenî•

Proposition 4.1.- Soient X une variété semi-complète, T une variété, G un

groupe algébrique linéaire commutatif. t^ e T, L eT^ , ( A^ ^ e A(T,^(X,G))
r»
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et A et A ' deux classes de défintion de (A..), rp- Alors < A ,L > =<A'»L >

(111,1.6). On posera < (A+L m<L > SB <A,L > , et on dira que <(A+L ,p,L >

est la classe de diviseurs infinitésimale associée à la famille (A.),, m et au- ^ ' - T ' "c "cei '
vecteur tangent L.

D'après (1,2.6) il existe un ouvert T de T contenant T, et

un élément D e A. tel que pour tout t e T , D ® j. existe. De même, il existe

un ouvert T- de T contenant t et un élément D* e A* tel que pour tout

t e T,, D' © J. existe.

Quel que soit t e T n T-, (D-D1) 0 J, =s (D Q j . ) - (D* Q J . ) appar"o 1 t t t
tient à (A G j ) - (A ' Q j.) = A, - A, = 0 , donc (D-D') © j. est principal ;

" t u t u t

il résulte alors de 2.1. qu'il existe un voisinage ouvert T- de t dans
2 o

T n T, tel que la restriction de D - D' à T^ soit un diviseur principal P.

Alors (111,1.6) < A,L > 3 < (D Q ̂ \^ ^ > et ^',L ;>3<?(D ' © J^)^ .L >

donc (111,1.4) < A ' .L >-< A ,L>3< P,L > . Mais d'après (111,1.3) < P,L > est

un diviseur principal, donc <A ' ,L >=< A^L >* c.q.f.d.

Proposition 4.2.- Soient X une variété semi-complète, T une variété non sin-

gulière et G un groupe algébrique linéaire commutatif. Soit (A.*.).!- m une fa-

mille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X paramétrée par T .

Alors la famille < ( A . ) . ^,L > »,T est une famille algébrique de classes de
——————————— r. v we- -£ " T
diviseurs de type T ' sur X paramétrée par T .

D'après (1,2.6) il existe un recouvrement ouvert (T.,)., -r d® T» et u"®

famille (D.). - d'éléments d'une classe de définition A de la famille (A+)+ m
1 l£l 'C "CCI

tels que D. Q j. soit défini quel que soit t £ T . Alors (4.1 et 111,1.2.6),1 t i
pour tout L e î ̂  , on a < (A^^L > 3 < D^,L > = < (D^ Q J^)^çrp »L > .

Or (111,1.7) la famille (< (D 0 j ) ,L ^TgirTi est une famille algébrique
r* T

de diviseurs de type T sur X paramétrée par T i .

Donc la famille (< (A ) ,L >) T est une famille algébrique de classes de
• t^ - T r- ir Le •L rp

diviseurs de type T, sur X paramétrée par T 1 , et d'après (3.5), la famil-

le (< (A. ) , -,L >) - est donc une famille algébrique de classes de diviseurs.
t t€T LeT-

m

Corollaire 4.3.- Hypothèses de (4.2) ; soit 6 une section régulière de T

(c'est-à-dire un champ de vecteurs tangents). Alors à un élément (A...).», m de
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A.CT.^X.G)) et à <S , nous pouvons associer r élément (< (\\^ W >)^

^e AÇT^tX.T0)). On obtient ainsi un homomorphisme de groupes de A(T,f?(X,G))

dans A(T^(X,T^)).

Le fait que (< (A . ) , ^<S(t) >L m soit élément de A^.^X/T0)) résul-"o T>ei "cei -L

te de (4.2), et le fait qu'on obtienne un homomorphisme de groupes résulte de

(4.1 et 11,1.8).

Proposition 4.4.- Hypothèses de (4.1). Soient T' une variété, g : T' -»• T un
m t

morphisme, (\)+ m un élément de A(T, ^(X,G)) , t' e T1 et L' e T^, . Posons

L » dg(L'). Alors < (A^(t ' ))^i^. ̂  > » < (A^^.L >.

C'est une conséquence immédiate de (111,1.9) (111,1.6) et (4.1).

Remarque 4.5.- Sous les hypothèses de (4,1). Soient À e K et L ^ e T . alors

' ^t^T^ >SÀ< ̂ t^ ' et ' ̂ teT9^ >B< ^teT^ >+< ^JteT^^

Cela résulte immédiatement de (4.1) et de (111,1.5).

Proposition 4.6.- Hypothèses de (4.1). Soient H un groupe algébrique linéaire

commutatif, <^ : G ->- H un homomorphisme de groupes algébriques, et f e A(T, ^(X^G)).

Alors, pour tout t e T et tout L € T^ ,<<f(X,d<()) (< f,L >) -< ^(X,(f)) ° f,L > .

Cela résulte Immédiatement de (4.1) et de (111,1.10).
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CHAPITRE VI. THEOREME DE DESCENTE

1 ̂Descente dans le_cas séparable.
Lemme 1 , 1 , - Soient S une variété, ( T , h ) un revêtement galoisien non ramifié
de S , G un groupe algébrique, e_t D un diviseur de type G sur S tel que
h*(D) = 0 ; alors D = 0 .

Puisque h est surjectif, il suffit de montrer que toute application ra-
tionnelle u de S dans G telle que u Q h soit définie et soit régulière en
un point t de T 9 est régulière au point h ( t ) . On peut évidemment supposer G
affine, donc on est ramené au cas où u est une fonction rationnelle sur S : le
résultat provient alors de ( [ 6 ] ) »

Proposition 1.2, - Soient S une variété normale, ( T , h ) un revêtement galoisien
non ramifié de S , X une variété quelconque, G un groupe algébrique linéaire
commutatif, e_b D un diviseur de type G sur X x T tel que (id x o)*(D) s D————_-__-_—_ —_ —_--_____-_____—---____-_____-_, -—«_ _____________ j^
pour tout automorphisme a- du revêtement ( T , h ) . Il existe alors un diviseur de
type G et un seul E sur X x S tel que D = (id x h ) * ( E ) .

L'unicité de E provient de ( 1 . 1 ) puisque (X x T, id x h) est un re-x
vêtement galoisien non ramifié de X x S ,

Par démontrer l*existence de E , puisqu'on sait que la proposition est
vraie lorsque G = Ĝ  ( [ 8 ] , exposé 5, th.6) , d'après [ l ] ( 1 , 5 . 8 ) et ( 1 , 5 . 9 ) , on
est ramené au cas où G est unipotent et connexe. Nous pouvons considérer G com-
me un sous-groupe commutatif unipotent formé de matrices triangulaires supérieures
de l'algèbre M des matrices d'ordre r à coefficients dans k , Soit H la
sous-algèbre de M engendrée par G , alors H est commutâtive, et G est un
sous-groupe de H* . Supposons la proposition vraie pour le groupe H* »

Notons alors i : G ̂ H* et p : H*-^ HVG les morphismes canoniques.
Posons D* s ieD ; il existe alors un diviseur E' de type H* sur X x S tel
que D1 = (id^ x h^ ( E * ) ; on a poD' = 0 . Le Lemme ( 1 . 1 ) montre alors que
p<»E* = 0. D'après ( 1 , 5 . 4 ) , il existe un diviseur E de type G our X x S tel
que E* = i<»E . On a alors D = (id x h ) * ( E ) . Nous sommes donc ramenés à démontrery\.
la proposition dans le cas où G = H* .

Puisque S est normale, il résulte de ( [ 6 ] ) , qu'étant donné s e S ,
h" ( s ) est contenu dans un ouvert affine de T . Etant donné (x,s)eX x S, il
existe donc une application rationnelle v de X x T dans G qui soit applica-
tion de définition de D en chacun des points de ( x ) x h ' 1 ( s ) ( I V . 5 , 2 ) , Notons
r le groupe des automorphismes du revêtement (T,h)» puisque n'^s) est contenu
dans un ouvert affine de T , étant donné t e n'^s) , il existe une fonction ra-
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tionnelle z sur T définie en tout point de h" ( § ) et telle que z(t) = 1 et
z ( < 7 ( t ) ) s o pour tout cr e r distinct de ^identité.

Posons alors v' " ^ (id x z) , v <? (idy ^ c?) ; alors v~1 v* est dé-
finie en ( x , t ) et y prend la valeur 1 , donc v9 est une application de dé-
finition de D en (x , t ) • De plus v* 9 (l^u. x ° ) = y* pour tout a e r; donc
v* est une application de définition de D en tout point de {xî x h ( s ) . Puis-
que G est affine, 11 résulte de [6 ] que v' est de la forme w Q (id^ x h ) , où
w est une application rationnelle de X x S dans Ç .

Soit U l'ouvert de .X x T dans lequel v* est application de défini-
tion de D ; puisque, pour tout o e r, v ' 9 (id x <?) = v ' et D ô (i^y x ̂ ^̂
on vérifie aisément que (idy x a)^) ss U » donc U est de la forme
(id x h)~ ( V ) , où V est un ouvert de X x 3 contenant ( x , s ) .

Soit ( x ' , s ' ) e X x s ; il existe alors un ouvert V* de X x S et une
application rationnelle w' de X x S dans G telle que w' Q (id x h) soiti A
application de définition de D en tout point de (fd x h) ( V * ) . Donc
(w~1 w ' ) 0 (id x h) est régulière en tout point de ( i d x hr^VnV'). Puisque
G est affine, on déduit de [6] que w v^ est régulière en tout point de Vn V .

Donc, à tout (x,s) e X x s , on peut associer un ouvert V de X x sx,s
contenant ( x , s ) et une application rationnelle w de X x s dans G tellex^s
que w e (id x h) soit application de définttton de D en tout point deX, S A.
(id xh)~^-(V ) , et le système d'ouverts (V ) / x .- c. e"^ d'applicationsx x j s x^ s \ x« s ) ex x ̂
(w ) / „ définit un diviseur E de type G sur X x 3 tel queX,S \X,S^CÀ x û
D = (idy x h ) ^ ( E ) .
Théorème 1.3, - Soient S une variété, ( T , h ) un revêtement séparable de S , X
une variété semi-complète, G un groupe algébrique linéaire commutatif et f une
application de S dans ^ ( X . G ) . Ŝ  f°h est une famille algébrique de classes
de diviseurs de type G sur X paramétrée par T , il existe un ouvert non vide
S dje S tel que la restriction de f ^ S soit une famille algébrique de
classes de diviseurs de type G sur X paramétrée par S • De plus, si S est
normale, et si (T,h) est un revêtement non ramifié, on peut supposer que
So = S .

Il est clair qu'on peut supposer S normale . D'après [ l j , ( l , 5 . 8 ) et
( l , 5 » 9 ) , puisque la proposition est vraie lorsque G s G ([8j exp. 5, corollaire
au Th.7), on peut supposer que G est unipotent et connexe,

Puisque il existe un ouvert non vide S- de S tel que la restriction du
revêtement ( T , h ) au-dessus de S, soit non-ramifié ( [ 6 ] ) , on peut supposer que
(T, h ) est non ramifié. Soit ( T ' . h ^ le revêtement galoisien non ramifié associé
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a (T , h ) ( [ 6 ] ) . Alors h' est de la forme hop , où ( T ' . p ) est un revêtement
non ramifié de T •

Puisque foh est algébrique, il en est de même de foh* = fohop qui n'
est autre que l'image réciproque de foh par p( 1 , 4 . 2 ) . Donc, il suffit de dé-
montrer la proposition dans le cas où le revêtement (T,h) est galoisien non ra-
mifié.

Soit r le groupe des automorphismes du revêtement (T,h) ; nous pouvons
le considérer comme opérant trivialement sur X , donc comme opérant sur X x T.
L'application foh est définie par une classe A de diviseurs de type G sur
X x T. Etant donné t̂ e T , il existe x e X et D e A tels que pour tout aer ,
on ait ( x , o ( t ^ ) ) e Supp D ( 1 , 2 . ^ ) . pour tout a e F , on a fohoa = foh, donc
a^(A) - A est de la forme P*(<S^), où p : X x T ->- T est la projection canoni-
que, et où 6^ e ^(T.G) (V.5.1) ; par conséquent :

o*(D) - D =: div w + p* (d ) ,
où d^ e 6^ , et où w^ est une application rationnelle de X x T dans G .
Notons k̂  : T -̂  X x T le morphisme t -v̂ -> ( x , t ) .

l_.^.l. 1ère étape. - Montrons qu'on peut choisir de façon unique w tel que
w^© k̂  1 .

Puisque { x } x T^Supp D , ^(D) est défini ; il en est donc de même de
x̂̂  = ̂  Q \ ; posons z s= ̂  Q VP î alors w^ Q k̂  = z Q k̂  et

div^ z = p̂  div^(z 9 k^), d'où :

^(D) - D » div^(z-1 w^) + p^(div^ 9 k^) + d^ ) .

Posons alors w^ = z'1 w^ , on aura bien w^ Q k̂  = 1 et o*(D) - D est
de la forme div^ w^ + p»(d^) où d^ e 6^.

Montrons que w^ est unique, il s*agit de vérifier que si une application
rationnelle w" de X x T dans G est telle que div ( w " ) , p ^ d " ) , où d" est
un diviseur de type G sur T et que w" 9 k̂  = 1 , alors w" = 1. pour tout teT
notons J^ : X -> X x T le morphisme x -.^ ( x , t ) . pour t i Supp d" , j»(div w " )
est défini et nul, donc div (w" Q j ) = o. G

Puisque G est affine et que X est semi-complète, w" 9 J est constan-
te. Puisque w" ô k̂  . 1, w " ( t , x ) = 1, donc w" ô J^= 1 pour tout t i Supp d " ,
donc w" a l.

Nous supposerons dans la suite de la démonstration que w Q k = 1 .
Alors, t^ i Supp (D Q k̂  Supp(a*(D) Q k̂  Supp(div^ w^ Q k^) .a donĉ  t̂ upp d^.
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1,3*2. 2ème étape. - Fin de la démonstration,

Quels que soient o, T e r , ( (w 9 r)w ) Q k = 1 et

(aor )»(D) - D = ï*(a*(D) - D) + T*(D) - D ;

l*assertion (^unicité de (1.3.1) montre donc que w = (w Q -r) w , autrement

dit que (w^)^? est un 1-cocyele de r à valeurs dans le groupe F0 ^ des

applications rationnelles de X x T dans G . D^près le lemme (1.4) ci-dessous,

îT(r,p^ x rp) = 0 } donc (w^)^? est un 1-cobord de r à valeurs dans F0 ,

autrement dit, il existe une application rationnelle w de X x T dans G telle

que w^ = (w 9 o) w" . On a par conséquent a»(D) - D = div ((wQc^w^+P^d )
pour tout a e r ,

Posons D' s D - div w ; alors D* est un élément de A tel que

<^(D') - D* = P*(d^) pour tout o e F . posons alors S = f {_J h(Supp d ).
-S a^r

Puisque h est propre, S est un ouvert non vide de S tel que si on note D

la restriction de D* à X x T , où T = iT^S ), on ait O*(D ) = D pour
tout CT e F . Alors (1.2), D^ = (id x h)*(D ), où D est un diviseur de type G

sur X x SQ . Soit A la classe de D ; si on note 1 : X x T -> X x T 1 l immer-
sion canonique, (id x (h IT ))* ( A ) =: i^(A) donc A est une classe de défini-

•A. U U 0

tion de la restriction à S^ de f. Enfin, par construction h(t )eS , et la der-
nière assertion résulte de (V.5.3).

Lemme 1.4. - Soient S une variété, (T,h) un revêtement galoisien non ramifié
de. s de groupe dfautomorphismes r , G un groupe algébrique linéaire commuta-

tif, connexe unipotent, et F le groupe des applications rationnelles de T
dans G . Alors î^Ç r,F^) = 0.

Considérons le groupe H* associé à G comme un début de la démonstra-

tion de (1.2). Notons K* [resp. k*] le corps des fonctions rationnelles de T

[resp. S] . Alors K1 est une extension galoisienne de k' de groupe F . Avec

les notations de (IV,.1.0L-^ = ^g ®^ K* , et F^ est le groupe des éléments

inversibles de h^ , donc ([20],X,1, exercice 2) on a H^ r.p"*) = 0.

Soit alors (w^) p un 1-cocycle de r à valeurs dans F0 ,on peut le
^~' ,j# JL

considérer comme un 1-cocyole de r à valeurs dans F- , donc il existe une ap-

plication rationnelle w* de X x T dans H* telle que w = (w* Q a) w1"1

pour tout o e r . Notons p : H*->- H*/G l'application canonique. Puisque

pow^ - 0 , on a po(w'ôo) » pow*. Puisque HVG est affine (théorème de Chevalley

[4]), on en déduit [6] que pow' est de la forme v" ô h , où v" est une applî

cation rationnelle de S dans H*/G. D'après [l6], il existe une section ration-

nelle p de p. Il existe a e H»/G tel que p soit régulière en a , et il

existe s e s tel que v* soit régulière en s ; enfin il existe b e H tel
que ;
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p(b) = a"1 v"(s).

Alors v^ = p Q (v^s)"1 a v") est défini et on a pov' » v^s)'1 a v" ;
posons v* a b v* , nous avons pov' s

Posons w = w ' t v ' " 0 h) ; puisque pow' a v" Q h » poy' Q h , on voit
que pow = 1, donc w est en fait une application rationnelle de T dans G
Enfin, pour tout ^ s r , ( v ' Q h) ô <̂  v' Q h , donc (wQff)w'1 » (w'O^w'"'1- w ,
ce qui montre que (w^)^p est un 1-cobord de f à valeurs dans F0 , autrement
dit que H^r.F^) » 0 .

Corollaire 1.5, - Soient X une variété semi-complète. H un groupe algébrique
connexe. H' un sous-groupe algébrique invariant de H , h : H -> H/H* le morphis-
me canonique. G un groupe algébrique linéaire commutatif^ et g un homomorphis-
me (de groupes) de H dans ( X , G ) . Supposons que H» soit contenu dans le
noyau de g , et que g soit une famille algébrique de classes de diviseurs de
^P6 G âîï X paramétrée par H ; alors l'application f de H/H» dans

(X , G ) telle que f o h = g , est une famille algébrique de classes de diviseurs
de type G sur X paramétrée par H/H*.

D'après ([6Lexp.l,prop.3), le fibre (H,h) est isotrivial sur H/H* .
Donc, quelque soit a" e H/H' , il existe un ouvert V" de H/H' contenant a"
et un revêtement non ramifié (V^.p^) de V" , tel que limage réciproque (H ,h )
du fibre ( H , h ) par i<»p soit triviale au-dessus de V" , i désignant l'immersion
canonique i : V" ^ H/H'. Notons q : Ĥ  ̂  H le morphisme canonique, et soit
p : V^H^ une section du fibre (H^). Alors feiop^ = goq,p . puisque g est
une famille algébrique, il en est de même de son image réciproque goqop par qop
( 1 , 4 . 2 ) . Puisque felop^ est une famille algébrique, il en est de même de foi
( 1 . 5 ) . Donc il existe un recouvrement ouvert de H/H' tel que la restriction de
f à chacun des ouverts de ce recouvrement soit une famille algébrique. D'après
(V , 3 . 3 . ) il en est de même de f , C.Q.F.D.

2. Descente dans le cas radie je 1.
2.1. - Rappels sur les fibres intégrables ([8],exposé 6, parag.3).

Dans ce numéro, nous supposons que K est de caractéristique p > 0. Soit
T une variété non singulière ; notons T 7 l'espace fibre des vecteurs tangents
à T . Pour tout point Q de T , les germes de sections de T T au voisinage de
Q forment un module libre I de rang n » dim T sur ff , et î possède

~ x , Q Q mune structure de p-anneau de lie. Soit (N un sous-fibre vectoriel de T , et
soit 71 Q le module des germes de section de N au voisinage de Q . Si pour
tout Q e T , Tl Q est stable par rapport aux opérations de crochet et de puissan-
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ce p^"® dans I , on dit que IN est un sous fibre intégrable de T ^ .

Soient T* une variété non singulière et 1 : T ^ ̂  T un morphisme de
revêtement radie tel sur une variété T , Supposons que le noyau de di soit un
sous-fibre (M de 11 (condition qui est réalisé pourvu qu^n se restreigne à
un ouvert convenable de T ) , alors IN est un sous-fibre intégrable de T . En
particulier, si T et T" sont deux groupes algébriques connexes, et si i est
un homomorphisme (de groupes algébriques) radiciel, alors le noyau de di est un
sous-fibre invariant et intégrable de U ,
Théorème 2,2.([8Lexp,6/rh,2). - Soient T' une variété non singulière et lM
un sous-fibre intégrable de T : il existe une structure de variété T et une
seule sur l'espace topologique sous-Jacent à T1 telle que l'application identi-
que i : T* "^ T soit un morphisme de revêtement radie ici de hauteur 1 j et que !N
soit le noyau de di ; de plus T est alors une variété non singulière» Si on sup-
pose de plus que T1 est un groupe algébrique connexe et que |]Sj est un sous-^
fibre invariant de :| , alors T est un groupe algébrique connexe et i est
un homomorphisme. Nous appelerons T la variété quotient de T* par IN .

Proposition 2.3, - Soient T une variété non singulière, (t\[ un sous-fibre inté-
grable de T T , i : T^ S le morphisme canonique de T sur la variété quotient
S de T par î\| , X une variété , G un groupe algébrique linéaire comroutatif,
(Di. )+ m une famille algébrique de diviseurs de type G sur X telle que pour
tout vecteur tangent L e OM , on ait < (D+)+pni*L > = 0 . Alors la famille
( D . ) . „ est image réciproque par 'i d>une famille algébrique de diviseurs sur
X de type G paramétrée par S ,
^2,3»l) 1ère étape : réduction au cas où G est de type ^ ,

D*après (1,5•8) nous pouvons supposer G connexe,
D'après le lemroe (V,2.5) nous pouvons considérer G comme un sous-groupe

d*un produit W de groupes de type A* • Supposons la propriété vraie pour W .
Notons J : G ^ W et p : W -̂  W/G les morphismes canoniques. Posons

D' = J«»D , où D est le diviseur de définition de ( D . ) , -, II résulte des défini-t tel
fions de (11,1,2) que < joD.L > a dj<»< D,L > pour tout L e T ; donc pour
tout L e M , on a < D',L > » 0 9 et D* est de la forme jî(E) , où E est
un diviseur de type G sur X^ et où i-^X^-^X^ est le morphisme
id^x i « On a poD* a 0 • Soit t e S et soit f une application de définition
de poEt en t ; alors f<»l. est une application de définition de poD' en t ,
donc foi est une application régulière en t . Or W/G est affine (théorème de
Chevalley [ 4 ] ) , donc pour montrer que f est régulière en t.il suffit de montrer
que toute
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fonction <() sur X x S telle que <^oi soit régulière en t , est régulière

en t , ce qui résulte de ([8] exp.6, prop.7).

Donc foi- est régulière en t , si bien que peE* = 0. Donc E' est de

la forme joE , où E est un diviseur de type G sur X x S (l,5.^)» Alors

D == i (E), et nous sommes ramenés à démontrer la jroposition dans le cas où G=W.

D'après (1,5.9), il suffit de démontrer la proposition dans le cas où

G « A* . Comme A^ = G^ x A* , d'après (1,5.9)» puisque la proposition est vraie

pour G ([8],exp.6,Th.3), il suffit de montrer la proposition dans le cas où
m

G = A ^ .
Nous considérons A* comme muni de son système canonique de coordonnées

(V.1.2).•
Soient D le diviseur de définition de (D.). -,(x ,t )eX x T , et f

w wCJL 0 0

une application de définition de D en (x ,t ), Soient y,,...,y un système

d'éléments de ^ , provenant d'une partie d'un système de variables unifor-x • t
O* 0

misantes de €f . et qui forment une p-base de 0^ sur 0'„ „ , où
L X • ̂  J\. s S
0 0 0 0 0

s = i(t ) (cf [8],exp.6, prop.7). Soient —i— les dérivations de ^
o o eVi ^o9 o

nulles sur ^ telles que ——(y..) = $. . , et soit T un ouvert affinex ,s ^ y. ij ij o

de T sur lequel chacun des y soit régulier» Les -^— proviennent alors deJ- ^ y.»
sections de îN au-dessus de T ,

2.3.2. 2ème étape. - Montrons qu'il existe une application rationnelle t^de X x T

dans A* , régulière en (x ,t ), telle que f - 0- provienne d'une application

rationnelle de X x S dans A* .

< p^ .-à ,., > est un diviseur de type (G ) sur X x T , où n = dim A* i

dont la restriction a X x {t} , pour tout t e T , est nulle par hypothèse, donc

c'est le diviseur nul (11,2,1) ; donc l'application < f,-^— > est régulière en^ y^
^o^-

Notons < f,-^— > la Jième coordonnée de < f,-^— > » On vérifie ai-c) y.i j î1 y4
\ ^ ̂  ^ à ^

sèment que < f,——- >n == —— + ^ P (£,,...,f , ) —y- où les P. sont desè y^ x< ^ y^ q^ iq -«. &"- o •'•i iq

polynômes. En particulier, si :

bf! ^f!?-! à ^Jl1 = ... , ——^ = o , alors < f,—— >, = —— .^ y ^ ^> v^ ï y^ c y ̂
Nous allons trouver par récurrence sur n une application 9 = (^....Q )
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de X x T dans A», régulière en (x ,t ) telle que :
U 0 0

< f.e, -^— > = 0 pour i de 1 à r.^ y^
Notons C l'opérateur de Cartier (["îLlI, parag.6).

r „
Posons d == ^ .̂ y dy^ ; alors < f,d >^ = df^ est régulière en (x^ ,t )

C(df^) = 0 et d(df^) = 0 , donc (b]ll,prop.& ) il existe une fonction 6

sur X x T régulière en (x^,t^) telle que d6 = - df . On aura alors :

< f9^d >^ = d(f^) = 0 .

Supposons qu'on ait trouvé des fonctions 6 ,...,6 sur X x T replieras
en ^o^o^ telles (îue < f•(9l»•••»ô^0,...,0),d >Q = 0 pour q ^ Jl, et niontrons
qu^n peut trouver une fonction 9 sur X x T régulière en (x ,t ) telle que

, A'*'1 o o
< f.(6,,.,.,9 ,»0,.».,0),d > = 0 pour q ^ j^+1,

Posons g^ = f(6^,...,9^0....,0) et S^1 = f(9^ ..., 6 ^,0, ...,0).
Alors < g5- ,d > = < g^d > = 0 pour q ^ a . Puisque, lorsque :

—— 6 ^ = ° P01111 s < q ,b y^ s

ona T^^-6^-.'
on voit facilement par récurrence sur q que —— g^ == o pour tout q 5, ^ etc' y 3 Q
pour tout i de 1 à r. Par conséquent :

< g^.d >^ . < g^d > = d[(g\(0^... 0,9^,0,. ...0))^J = d(g^ -. 6^)

Comme < f,d > est régulière en (x^,t^) ainsi que 9 ,...,e^ n en est

de même de < g^d > , donc de dg^ . Puisque CCdg^ ,) = d(dg1 J = 0 , il exis-
&'- &'1'1 ĵ 1

te une fonction 9 sur X x T régulière en (x ,t ) et telle que
^ ^1 o o

d6 = - dg . On aura alors :
A1-1 ^+1

< g^ ,d > = 0 pour q ^ <+i .

Nous avons donc montré par récurrence sur n l*existence d'une applica-

tion rationnelle 6 de X x T dans A» régulière en (x ,t ) telle que

< f.6,d > = 0 . Alors < (f.9) ,d > = 0 pour J de 1 à n donc f.9 provientj
d'une application rationnelle 4> de X x S dans A* et f.9 est aussi applica-

tion de définition de D au point (x ,t ).o o

2.3*3* 3ème étape. - gin de la démonstration,

A tout point (x^,t^) e X x T, nous pouvons donc associer une application

de définition f^ ^ de D en (x^t^) et une application rationnelle 6 de
0' 0 ^Q' Q
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A x T dans A^ telle que 6^ ^ soit régulière en (x ,t ) et que f
ô' ô ° ° \9 o

^ ,t ^o^eime à1 une application ̂  ̂  de X x S dans A* . Notons U
0 0 Ô' 0 0' 0

l'intersection de l'ouvert de définition de 9 et de l'ouvert de X x Tx f t0 0
dans lequel f est d'application de définition. On vérifie immédiatement que

o* o
le système d'ouverts U ^ et d'applications rationnelles <î> de X x S

o* o \'o
dans A^ définit un diviseur E d6 type A* sur X x S tel que D = i*(E).
Donc (D ) est l'image réciproque ̂ âr i de la famille algébrique (E ) „.t tCT S SCo

Théorème 2.4. - Soient T,S,i,G jet N comme dans l'énoncé précédent,
Supposons de plus X semi^gôffl^lète, Soit ( A ) une famille algébri-

que de classes de diviseurs sur X d<g type G paramétrée par T telle que pour
•tout L e ̂  , on ait < (A^^L > » Û, Alors ( A ^ ) . est image réciproque par
i d'une famille algébrique de classer de diviseurs de type G sur X paramétrée
par S .
2.4*1. 1ère étape. - Supposons d'abord que G soit du type A* •

Soit A une classe de définition de ( A ) . D'après ( V . 3 . 3 . ) il suffitx> xeu
de montrer que pour tout toCT, il existe un ouvert affine T de T contenanto
t^ tel que la restriction de A à X x T provienne d'une classe de diviseurs
sur X x i(T^). D'après (2 . 5 ) , il suffit dé montrer qu'il existe un diviseur D de
type G sur X x T̂  appartenant à la raatriction de A a X x T tel que
< DfL > = 0 pour tout L Ê (N •

Etant donné (x^t^)eX x T, et un ouvert affine T de T contenant t ,
on choisit les y comme dans la démonstration de ( 2 . 3 ) . Quitte à restreindre le
voisinage ouvert affine T , on peut supposer qu'il existe D eA tel que la res-
triction de D̂  à x̂  x T̂  soit définie et nulle ( 1 , 2 . 3 ) . Notons p : X x T -> T
la projection canonique»

Par hypothèse la classe de diviseurs < A,-^— > de type (G ) " (oùù y^ a
n = dim G) sur X x T est telle que, pour tout teT , sa restriction à X x { f }/ o
est nulle ; donc (V,3»l), sa restriction à X x T est de la forme p ( 6 ) , où
6 e irtT^G^)11) = 0 ([l7JlI»parag.2,Th.3)^ donc est nulle. Par conséquent, les di-
viseurs de type (G^)" sur X x T̂  definia p&r la formule < D ,-à— > peuvent
être définis sur X x T̂  par des applications rationnelles g^l ̂ i ^r) de
X x T̂  dans (G^)11.
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2,4>2« 2ème étape, - Montrons qu'il existe une application rationnelle

h a (h ,...,h ) de X x T dans G telle que le diviseur D » D^ + div h ait

au point (x ,t ) une application de définition provenant dtune application ra-

tionnelle de X x S dans G , et que < D, > = 0 pour i de 1 à r,
o V ^ —• -

D'abord, puisque la restriction de D à (x } x T est définie et nulle^ o o o
chacune des g est régulière en tout point de {xç} x T , donc on peut choisir

"î 1. ^
g de sorte que g soit nulle en tout point de {x } x T .En effet, il existe

i ° ° i lune application régulière h de (x } x T dans G , telle que g + h soit
nulle en tout point de {x } x T ; mais h1 provient d'une application régulière

h' de T dans G , alors g1 + h' op est nulle en tout point de (x } x T
0 ^ i i ° °et définit le même diviseur que g . Nous supposerons désormais que g est nulle

en tout point de {x } x T .o o

Posons M^ = Z g^ dy^ . Soit f » (f-,...^) une application de défini-

tion de D^ en (x^.t^). Posons u^ = Z J—— f dy = < d,f > , chacune des appli-

cations g^ - —— f^ est régulière en (x ,t ), Posons :

W^ - TT, ̂  - ̂  ̂ )

^ = (A^P'1('^•
On définit de même À (a) ' ) et p,(o)-). Or :

V^ s VJ, ̂  - rr, ̂ ^ + V^ = VJ, ^î - ̂ f!^
ce qui montre que ^.(œ^) est régulière en (x ,t )"donc en tout point de X x T,.

donc (puisque X est semi-complète ), pour tout teT ^^(^J est constante sur

X x U}.D*après le choix des gi^jC^) » 0 sur (x^) x T^, donc ^("J » 0 sur
X x T^. De même, puisque d(df^) = C(df ) = 0 ,

on a : \^\) = 0 , d'où y (a) ) = p ( £ (g1 —— f )dyJ , si bien que•*-J l j. l i .^, i ^ y i i

u^fc)-,) est régulière sur X x T , donc constante sur X x {f} pour t e T , et

nulle sur {x } x T , donc nulle sur X x T .o o o

Puisque À ((A)-) == 0 , pour tout (i,j), on a dû- = 0 . Puisque do). » 0

et ^fc^) « 0, on a Coî  = 0 ([8] exp.6, prop.5) . Donc ([̂ Jll, prop.8), il exis-
te une fonction rationnelle h sur X x T telle que dh^ » - doL . Posons
D! sa ^o + div (hl'o*•••'o) •

D'après la démonstration de (2.5), puisque pour tout i de 1 à r on a

< ^TT" >! =s div l̂ + ~T f!^ ss ° 9 on voit <îutil existe une application de
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définition f de D- en (x ,t ) telle que f provienne d'une fonction ra-

tionnelle de X x S et on a < D-,-^— >. = 0 pour i de 1 à r.
' y!

Supposons maintenant qu'on ait trouvé des fonctions rationnelles h^..,h^

de X x T dans G telles que le diviseur D^ » D^+ div (h,...,h ,0,,..,0) ait

en (x^t^) une application de définition f telle que f ,...,f proviennent de

fonctions rationnelles de X x S et que < D, »~-y- > = 0 pour q ^ A et i de
1 à r.

Posons D^ = D^+ div^(h^...,h^ ,0,...,0). Diaprés ce qui précède

< ^"T" > peut être défini P&1* une application rationnelle g'1 de X x T dans

G , telle que g^ a ... = g^ = 0 , et on peut choisir g1 1 nul sur {x } x T .

Posons .̂  = Z g^ dy, et ̂  = E ̂ i dy, .

Puisque df = ... = df -. 0 , on a u)' = < f,d > - . Puisque ;
•"' ~ J(+JL A+l

6 f \ f

——— = < f,—— > - , chacune des applications rationnelles g'1 - -— î est
è ^^ c y^ ^+•L x+l > y.
régulière au point (x ,t ).

On montre comme précédemment que d ù i = 0 et Cœ = 0 , donc qu*il

existe une fonction rationnelle h „ - sur X x T telle que dh = - dm
l̂ A+l A+l •

Alors, pour ce choix de h^ , on a < D^^ >^ = ciiv(g^ -^ f^) = o

pour tout i de 1 à r puisque g^ » ... » g'^ = o , donc, d'après la démonstra-

tion de (2.5)» 11 existe une application de définition f de D en (x t )
Ul o* o'

telle que f['•••ff^ proviennent de fonctions rationnelles sur X xS et
^

< ̂ ^"T" ^ s ° pour q 1 A+l ^ i de 1 à r.•- ï y! ^
Nous avons donc démontré l'assertion (2.4.2) par récurrence sur S,

2.4.3. 3ème étape. - Pin de la démonstration.

Nous avons montré qu'il existe un diviseur D e A tel que < D,-^_ ?> s 0? y^
pour i de 1 à r. Alors pour tout L e IN , < D,L > = 0 . Donc (2.3). il existe un

diviseur E de type G sur X x 3 tel que D » i»(E). Soit F la classe de E ,
on a A = i*(r), et r est la classe de définition d'une famille algébrique (r )

de classes de diviseurs de type G sur X paramétrée par S dont (A ) es^

l'image réciproque par i , ce qui démontre la proposition dans le cas où G est
du type A^ . Comme la proposition est vraie dans le cas où G = G

m
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([8],exp.6,TH,4), on déduit de (1,5.9) que la proposition est vraie dans le cas où
G est isomorphe à G^ y A J = A \ II en résulte, toujours d'après (1,5.9) que la

proposition est vraie dans le cas où G est produit de groupes du type A*,
C.Q.F.D.

Dans le cas général, d'après (V,2,5), G peut être considéré comme sous-

groupe d'un produit W de groupes du type A* . Notons f : T -»• ̂  (X,G) la fa-

mille (A^)^,. D'après (V.5.6), si on note j : G -> W et p : W -^ W/G les mor-
phismes canoniques. ^ (X,j)of'eA(T, ^(X,W)). Il résulte de (111,1,10) que si A

est une classe de définition de f ' , < JoA,L > = djo<A,L > pour tout L e T1' ,

donc < ^ (X,j)of',L > = dje< f',L > , ce qui montre que < ^'(X^JÏof^L > = 0

pour tout L e 3M . Donc f » ^(X^of se factorise à travers i au moyen de
g e A(S, ^(X^W). Comme po joA « 0 , ̂ (X,p)of » Q , comme i est bijectif, et que

f = goi , ^(X,p)og a 0 , et il résulte de (V,5.7) que g est de la forme

^(X,i)og' où g' e A(S,<fe'(X,G)). Il est clair que iog'= f* , C.Q.F.D.
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CHAPITRE VII - CORPS DE RATIONALITE D'UNE CLASSE DE DIVISEURS.

ll-̂ S^gll̂ f8'

1.0. Notations.- Soient K un corps algébriquement clos, K un sous-corps algé-

briquement clos de K, X une variété définie sur K , G un groupe algébrique

linéaire commutatif unipotent connexe défini sur K , que nous considérerons comme

Isomorphe, en tant que variété, à (G )11, à l'aide d'un système de coordonnées

globales ayant les propriétés décrites dans l'énoncé du lemme (V.^.4.). Notons U

l'extension de X à K, et K (X) le corps des fonctions rationnelles sur X.

Définition 1.1.- Soient D un diviseur de type G sur U, et K' un sous-corps

de K contenant K^ ; nous dirons que D est rationnel sur K ' s'il peut être

défini par un système d'ouverts (U . ) . - rationnels sur K' et d'applications

^i^lel rationnelles sur Kl (c'est-à-dire dont toutes les coordonnées sont ra-
tionnelles sur K').

Définition 1.2.- Soient A une classe de diviseurs de type G sur U, et K' un

sous-corpt de K contenant K ; nous dirons que A est rationnelle sur K' si

elle contient un diviseur rationnel sur K'. Il revient au même de dire que A

peut être défini par un système d'ouverts (U^L y rationnels sur K', et d'appli-

cations de transition (9.,). . - rationnelles sur K' (cf. 1,1.4).
—J ^-^j*»--

1.3«- Correspondance entre classes de diviseurs rationnelles sur K (T) et famil-
— — — — — — — — — — — — — — — — — • — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — _ _ _ _ « — — — — — — — Q ————————————————————————————

les algébriques de classes de diviseurs paramétrées par T.

Soient T une variété définie sur K telle que K contienne K (T). Soit

f e A(T,^ (X,G)) et soit A une classe de définition de f. Alors A est définie

par un système d'ouverts (V^)j^ et d'applications de transition (9.,,L .

de X x T dans G régulières sur V n V .J- J
Au système d'ouverts (^î.ïpT recouvrant X x T correspond un système

d'ouverts (^^j rationnels sur K (T) et recouvrant U, et au système

^ij^l.jel corresPond un système (^jj)^ d'applications rationnelles de U

dans G, rationnelles sur K^(T) et régulières sur U (\ U . Notons K(f) la

classe de diviseurs de type G sur U définie par le système d'ouverts (U )

et d'applications de transition (<^ ) . On vérifie aisément que K(f) est
1J l.JCl

rationnelle sur K^(T) et ne dépend pas du choix de la classe de définition A
de f.
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Réciproquement, soit 6 une classe de diviseurs de type G sur U ra-
tionnelle sur K^(T) ; alors 6 peut être définie par un système d'ouverts
^i^lel ratlonnel!s sur K ( T ) et d'applications de transition ( < ( . ) ra-
tionnelles sur K ( T ) . Puisque U est quasi-compact, on peut supposer 1 fini ;
au recouvrement ouvert (^îjcT» correspond un recouvrement ouvert ( V . ) , ... de
X x T, et au système (^<)^ ,gj correspond un système (Q^\ T d'applications
rationnelles de X x T dans G. Notons T le plus grand ouvert de T tel que
pour tout l,j e I, 9 soit régulière sur V n V n T . Puisque 1 est fini,
TO ̂  0 . Soit alors f l'élément de A ( T ^ , < < ? ( X , G ) ) défini par la classe
A e ̂  (X x T , G ) définie par le système d'ouverts (V r\ T ) et d'applications
de transition ( 9 ( T ) . On vérifie aisément que K(f) « 6 .1J 0 JL , j£-L

ÊjLsî ISÎêSSg-âï-Ŝ SŜ âê-SâS10"!1̂ ^ dlune classe de diviseurs^additifs,

Proposition 2.1.- Soient K un corps algébriquement clos. K un sous-corps
algébriquement clos de K, X une variété définie sur K , U l'extension de
X à K, A une classe de diviseurs de type G sur U ; alors l'ensemble des
sous-corps K' de K contenant K sur lesquels A est rationnelles a un plus
petit élément, qui est une extension de type fini de K .

Considérons l'espace annelé T' dont les ouverts sont les ouverts de U
rationnels sur K ' , et dont le faisceau est celui des germes des fonctions régu-
lères sur U rationnelles sur K ' . En raisonnant comme dans ( 1 , 1 . 5 ) , on voit que
le groupe des classes de diviseurs de type G- sur U rationnelles sur K' est1isomorphe à H ( T ' ) . D'autre part, on a H ° ( T ' ) - H°(X, ̂ y)9^ K ' . On en déduit
immédiatement que H^T') -H^X, ̂  ̂K K t " or étant donné A £ ̂ ^̂  °\]^ on

sait que l'ensemble des sous-corps K' de K contenant K et tels que
A € V<s^ K' admet un plus petit élément qui est une extension de type fini de
K^, c . q . f . d .
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CHAPITRE VIII - VARIETE DE PICARD DE TYPE LINEAIRE COMMUTATTF .

^Généralités.
Définition 1.1.- Soient X une variété, G un groupe algébrique commutatif, H
un groupe algébrique connexe, f une application de H dans ̂  ( X , G ) ; On dit
que f est un homomorphisme algébrique (resp. un i somorphi sme algébrique) si f
est une famille algébrique de classes de diviseurs de type G sur X paramétrée
par H et un homomorphisme (resp. un isomorphisme) de groupes.

Définition 1.2.- Soient X une variété, G un groupe algébrique commutatif. Un
couple ( P , 71), où P est un groupe algébrique connexe et où TT : P -̂  ̂  ( X , G )
est un homomorphisme algébrique, est appelé variété de Picard de type G de X
si pour tout couple ( H ^ ( ( > ) , où H est un groupe algébrique connexe et ^ un
homomorphisme algébrique de H dans ^ ( X , G ) , il existe un homomorphisme (de
groupes algébriques) et un seul f : H -»• P tel que T- o f s ^.

II est clair que le couple (P.Tr) est unique à isomorphisme près.

Proposition 1.^.- Soient X une variété semi-complète, G un groupe algébrique
linéaire commutatif. Si X admet une variété de Picard (P.-rr) de type G,
alors TT est injectif.

Soit N le noyau de TT ; c'est un sous-groupe distingué de P ; fermé
dans P en vertu de ( V . 2 . 7 ) . Donc (VI,1.5). TT se factorise à travers la projec-
tion p : P -̂  P/N au noyau d'un homomorphisme algébrique ir ; P/N -»• P tel que
TT = TT o 6 . Alors i r - o p e s 71-0 9 o p s TTO idp. Puisque P est une variété de
Picard de type G de X, l'égalité - n o 9 o p =» TT o id- entraine que
6 o p s id-,, donc p est injectif et N s 0.

Corollaire 1.4.- Sous les hypothèses de (1.5) P est un groupe algébrique commu-
tatif.

C'est une conséquence immédiate de (1.5) puisque ̂  ( X , G ) est un groupe
abélien.

Proposition 1.5.- Sous les hypothèses de (1. 3 ) Pour que la variété de Picard
(P , f Q de type G de X existe, il faut et il suffit que soit vérifiée la con-
dition suivante :

( C ) étant donné un diagramme commutatif :
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^ ^1
• • • " "n - ^1 " ^2

^ (X,G)

les H étant des groupes algébriques connexes, les ^ . des homomorphismes in-

jectifs et les n. des homomorphismes algébriques injectifs, il existe un entier

n tel que pour n ^ n , 9 soit un isomorphisme.

Il est clair que la condition est nécessaire.

Montrons quelle est suffisante. Si H et H sont des groupes algébri-

ques connexes et <{»,'}> des homomorphismes algébriques injectifs de H et H

respectivement dans ^ (X,G), notons (H,<(>) < (H ,<t> ) s'il existe un homomorphis-

me f : H ->- H qui n'est pas un isomorphisme et tel que <1> o f = ((> . Par hypo-

thèse, il n'existe aucune suite infinie (H ^ ) telle que (H , < ( > ) < (H .,^> ,)n n n n n+j. n+i.
pour tout n. Il existe donc un groupe algébrique P et un homomorphisme algé-

brique injectif TT : P ->• ^ (X,G) tel qu'il n'existe aucun couple (H,4>) tel que

(H,<0 > (P.-rr).

Montrons que (P,71) est une variété de Picard de type G de X. Soit H

un groupe algébrique connexe et ^ : H ~^ï (X,G) un homomorphisme algébrique.

Considérons l'homomorphisme algébrique 9 = TH-^ ; P x H "^(X^).

Soit N le noyau de 9 , N est un sous-groupe invarient et fermé (V,2.7) de

P x H, et 6 se factorise à travers la projection p î P x H -^-fP x îî/îî en un

homomorphisme algébrique 9, : (P x H/N ^ ^(X,G). (VI,1.5) soit p^:P -^(P x H^N

l*homomorphisme défini par p,(g) = (g,e ) mod N, où e est l'élément neutre

de H. On a 9, o y = ir ; puisque TT est Injectif, p, l'est aussi. Puisque

(P,7r) est maximal pour la relation < , p est un isomorphisme puisque 9- est

injectif. Soit p? : H ->(P x H/N l'homomorphisme défini par pp(g) « (ep,h) mod N

où e-, est l'élément neutre de G ; posons f = p" o p- : H ->• P . C'est un ho-G 1 d
momorphisme et on a ^ = TT° f. Puisque TT est injectif, l'unicité de l'homomor-

phisme f tel que ^ = -no f est évidente ; donc (P,TT ) est la variété de

Picard de type G de X.

Corollaire 1.6.- Sous les hypothèses de (1.3), pour que la variété de Picard

(P.TT ) de type G de X existe, il faut et il suffit qu'il existe un entier n

tel que pour tout groupe algébrique connexe et tout homomorphisme algébrique in~

jectif f ; H •+ ^ (X,G), on ait dim H ̂  n.
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D'après ( [ l ] , 1,1.8, 1 , 1 . 9 , 1.8 et 1 . 9 ) on est ramené au cas où G est
soit G , soit unipotent connexe.m

II est clair que la condition ( C ) de ( 1 . 5 ) est conjonction des deux
conditions suivantes :

( C - ) soit f : H -»• ^ ( X , G ) un homomorphisme algébrique injectif d'un
groupe algébrique connexe H dans ^ ( X , G ) « Alors dim H est majoré par un en-
tier n indépendant de H,

(C^) pour tout diagramme commutatif ,

où les H sont des groupes algébriques connexes, les n. des homomorphismes
algébriques injectifs, et les 9 . des homomorphismes de revêtement radiciel, il
existe n tel que pour tout n >_n , 9 soit un isomorphisme.o — o n

La condition (C ) étant celle de l'énoncé, il suffit de montrer que la
condition (C^) est toujours satisfaite ce qui est évident en caractéristique 0,
et ce qui résulte de ( 4.$'- ) en caractéristique p dans le cas où G est
unipotent connexe, et de ( [ 8 ] , exp. 8 §1 propo.5) dans le cas où G = G^.

Lemme 1.7.'- Soient X une variété semi-complète, T une variété, G un groupe
algébrique linéaire commutatif, H un groupe algébrique connexe, e l'élément
neutre de H, a e H, & : H -r H le morphisme de translation à gauche par a,
L eT11, L » d& (L ) ; alors, pour tout homomorphisme algébrique f:H -^(X,G),e e a a e
on a : < f, L > as < f,L > .^ ' a e

D'après (V.4 . 4 ) on a < f,d^ (L ) > = < ^ ( f ) , L > .a e a e
Or ^ ( f ) ( h ) = f(h) + f ( a ) , donc ( V , 4 . l ) et (111,1.5) on a :a
< A*(f),L > = < f,L > + < f ( a ) , L > = <; f,L > , car, puisque f(a) est cons-a e e e e
tant on a < f ( a ) , L > " 0, ainsi qu'il résulte Immédiatement des définitions. Au
total, nous avons bien < f,L > = < f,L >.

Lemme 1.8.- Etant donnés une variété X et un groupe algébrique commutatif G,
pour que X admette une variété de Picard de type G, il faut et il suffit qu'elle
admette une variété de Picard de type G°, et ces deux variétés de Picard de X
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sont Isomorphes.

C'est une conséquence Immédiate de (l,5»8),

Lemme 1.9»-' Soient G- et G- deux groupes algébriques commutatifs, X une va-
riété. Si X admette une variété de Picard P, de type G- et une variété de
Picard Pp de type Gp, alors P x Pp est une variété de Picard de X de type

G! x ̂

C'est une conséquence immédiate de (I.5.9)*

Proposition 1.10.- Soient X une variété, A une variété abélienne ; alors X
admet une variété de Picard de type A : c'est le groupe unité.

Il suffit de montrer que pour tout groupe algébrique connexe H, tout
homomorphisme algébrique <(> de H dans ^(X.A) est nul. Soit A une classe de
définition de ^> ; diaprés (1.7) A est de la forme A + A^, où A^ e ^?(X,A) et
A e <^(H,A) . Donc, si e désigne l'élément neutre de H, <|>(e) = A s 0, donc
A e ^(H,A), si bien que <() » 0.

2. Existence en caractéristique 0.

Théorème 2.1.- Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif, et X une
variété semi-complète définis sur un corps K algébriquement clos de caractéris-
tique 0. Supposons que H (X,<5.,) soit un espace vectoriel de dimension finie
sur K (ce qui est le cas si X est complète [l8l). Alors X admet une variété
de Picard de type G.

Puisque K est de caractéristique 0, on peut supposer que k » C
D'après ([l], (1,8 et (1.9), compte tenu de ([8] esp. 8, Th.l), on est ramené au
cas où G •» G , puisque tout groupe unipotent connxe est de la forme (G ) .

D'après (1.6), 11 suffit de montrer l'existence d'un entier n tel que,
pour tout groupe algébrique connexe H tel qu'il existe un homomorphisme algé-
brique injectif f : H -^ ^(X,G), on ait dim H ^ n.

Nous avons vu (V.4.3) que si on note e l'élément neutre de H, et si
pour tout L eT , on pose cr/.(L) « < f,L > , Q^ est un homomorphisme algé-
brique de T" dans ^(X,G ). Or (1,1.5) on a ^(X,G ) » H1^^ ). Posons alors- e a a -Arr
n « dim H (X.Ê,). Pour démontrer que dim H ^ n, puisque dimT^ = dim H, il
suffit de montrer que si f est injectif, il en est de même de o/.. Nous sommes
donc ramenés à montrer la proposition suivante ;
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Proposition 2.2.- (Cartier) Soient X une variété semi-complète et H un groupe
algébrique connexe dé fini s sur C , et f : H -»• '& (X,G ) un homomorphisme algé-

8- u ,brique injectif. Alors l'homomorphisme algébrique o» : ' T -̂  ^'(X.G ) défini par
o ( L ) = < f,L > , e désignant l'élément neutre de H, est injectif.

Soit L e T tel que L ̂  0 et < f,L> = 0. Soit X. le champ de vecteurs
tangents invariant à gauche sur H tel que X ( e ) «a L. D'après ( 1 . 7 ) pour tout
s £ H, < f , X ( s ) > = < f , X ( e ) > = 0.
Donc l'application 6 ; s ^ < X ( s ) , f > de H dans ^ (X,G ) est nulle. Nous
avons vu ( V , 4 . ^ ) que cette application est une famille algébrique de diviseurs
de type G sur X paramétrée par H. Soit T un ouvert affine de H conte-a o
nant e ; puisque la restriction 5 de ô à T est nulle, d'après (V . 3 . 1 )
elle est définie par une classe de la forme p*(2i), où p : X x T -»- T est la
projection canonique et ou Àe ̂  (T ,G^) = Ĥ T ,G ) = 0 ([ l 7 ] II, 2, Th.^).
Donc la restriction 6 de 6 à p'^T ) est nulle.

Notons j , : X -> X x T le morphisme x -wt-»-(x,t). D'après ( 1 , 2 . 6 ) quitte"fc n
à restreindre le voisinage ouvert affine T de e dans H, nous pouvons suppo-
ser qu'il existe un diviseur D élément d'une classe de définition de f tel
que pour tcut t e T , D Q j , soit défini. Notons D la restriction de D à
X x T ; d'après ce qui précède, si on note \ la restriction de x à T ,0 0 0
< D ,\ >est principal.

Considérons X x T comme un espace analytique compact ; à D nous pou-o o
vous associer un diviseur additif analytique D sur X x T . Il existe alors un
voisinage ouvert (analytique) T- de e dans T , un recouvrement ouvert fini
( L . ) . - de l'espace analytique X tels que pour chaque i 6 I, le diviseur In-
duit sur U x T, par D soit défini par une fonction méromorphe f. sur
U, x T . Puisque L / 0, X ^0, donc on peut trouver un système de coordonnées
( z - , . . . , z ) sur T- tel que la restriction \ de À à T- soit le champl n ^ l ± o l
de vecteurs .-2—, que l'image de T-, par l'application t -~-> ( z - ( t ) , . . . , z ( t ) )ç' z-, A. i n
soit un connexe de <L , et que z ( e ) =0 pour i de 1 à n. Alors <,X ,5 > est
le diviseur analytique associé à D et au champ de vecteur X ,il est prfncipal
et représenté par une fonction méromorphe g sur X x T telle que pour i de
1 'à n, ^ f

^ » —— - S- ^ 1
soit holomorphe sur U x T-. Il existe une fonction holomorphe h' sur U. x T-
telle que : , »

"—i = hÎ)Z^ SB i*
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îPosons f. » f. - h. ; on a —— a g sur U x T et la restriction de
1 1 1 ^ Zi 1 J.

D à U. x T. est définie par f*. Posons f"(x,t) = f'tx.t^f^x.e). Alors danso ï l 1 1 1

ât" à^
(U. f\ U.) x T on a —- » —^ et f^x.eî^f'^x.e) donc si on note s(z) l'é-

1 J 1 ô Z^ ô z-] 1

lément (z,0,...,0), pour x e U n U et pour z suffisamment voisin de 0 (en

fait tel que s(z) e T^), on a f^(x,s (z)) » f"(x,s(z)).

Il est clair que f" définit dans U. le diviseur D ® J, - D e j .i 1 o t o e

Nous avons donc montré que D 0 J , v - 6 ® j est principal ; il en est donco s \ z / o e
de même d e D Ô J / ^ - D Q J , donc f ( s ( z ) ) » f (e ) , contrairement à l'hypo-o s \ z / o e
thèse, c.q.f.d.

Corollaire 2.^." Hypothèses de (2.1). Soit (P,-rr) la variété de Picard de type G""—'——' p /t
de X, alors l'homomorphisme algébrique L ̂ -< TT,L >:T ^ ^(X^ L où o et

e désignent respectivement les éléments neutres de P et G, est injectif.

D^près [l] (1,5.8) (1,5.9) (1.8) et (1.9), puisque le corollaire est

vrai lorsque G = G ([8] esp. 6, prop. 2 et Th.l), on est ramené au cas où G=G .m a
Dans ce cas, le corollaire résulte de (2.2) et de 1.3).

â^sSêSs^sJL;̂ 0 •

Proposition 3.1.- Soient X une variété semi-complète telle que H (X, ^-,) soit

un K-espace vectoriel de dimension finie, T une variété affine ; il existe une

bijection canonique fonctorielle entre l'ensemble AtT.^X.G )) et celui des

morphismes de T dans l'espace affine Q associé au K«-espace vectoriel H (X, ^-A

Considérons X et T comme des K-schémas algébriques intègres, notons

g : T -^ Spec(K) et f : X -»• Spec(K) les morphismes structuraux et notons

f' : X x „ T -^T la projection canonique. D'après ([12] 111,1.4.15) on aK.

R1 f; ( ^x^K^ ss Rl ̂  ^X^K ̂  dtoù Hl(x x K TL °X x T)^^1^^^

=r(T,R1 f^J<S^ <^) = H^X, ̂ ^K 6*( €)7) (1)- comme Hl(x' (>X) est de dimen"
sion finie H^X, C^)<^ g^( 0^) « Hom (H1(X,^^)V, g^(^)) » Hom ^(T,Q) ([l2],

11,1.7.8). D'où H^X x ^ T, ̂  ^ ,̂) » Hom(T.Q). Or puisque T es.t affine,

H^T.C^) » 0 ([!?]) donc H^X x ^ T, ̂  ^ ^ « A(T, ^(X.G^) ) (111,3.1).

(l) Autre démonstration ; d*après la formule de KUnneth ([19] VII, propo. 12), on

a H^X x T,<y^^ .̂) = ̂ (X,^^)^^ H°(T,0^) puisque H1^, ̂ ^) » 0. Et il est

clair que H°(T, ̂ ) » g» (^ç) .
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D'où A(T, t?(X,G^)) « Hom (T,Q ) c.q.f.d.

Corollaire 3.2.~ Hypothèses de (3.1). Il Sexiste un isomorphisme algébrique i de

l'espace affine Q associé à H^X, <^ ) sur ^ (X,G ), tel que. pour toute

variété T et tout f e A(T, ^(X,G )), M existe un morphisme <j) : T -^ Q et un
seul tel que f = 1 o ^>

SI T est un groupe algébrique connexe et si f est un homomorphisme

algébrique, alors <^ est un homomorphisme. En particulier, (Q,i) est la variété

de Picard de type G d^ X.

Soit i l'application de Q. dans (X,G ) associée au morphisœe identi-

que de Q dans Q. Il résulte du caractère fonctoriel de la bijection définie en

(5.1) entre A(T/<? (X ,G) ) et Hom (T,Q) pour une variété affine T, qu'au

morphisme ^ : T ^ Q correspond l'application i o ^ e AtT,^(X,G )). Remarquons
1 ^L

que ^ (X,G^) » H (X, C^) (1,1.5). En prenant T réduite à un point, on voit que

c'est l'application identique de H (X, ̂ ), donc i est un isomorphisme algé-
brique,

Soit T une variété quelconque, ^^4 -r un recouvrement affine de T.
Notons g. : U ^ T l'immersion canonique. Soit f e A(T,^(X,G )) ; alors

f o g e A(U., €(X,G )) donc il existe un morphisme <^ . ; U. -> Q, tel que

f o g = i o ( b . Puisque y. i^1^ est une variété affine, à la restriction à

U^ r» U de f o g. (qui est un élément de A(U n U , ̂ (X,G ))) correspond un

morphisme et un seul ^ tel que f o g . - f o g . = i o ^ sur U n U., Puisque

f ° g^ » f o g^ sur U^n U , ̂  - 0, donc i o (^ -^ ) = 0 d'où ^^-^ « 0

puisque 1 est injectif. Donc les morphismes ^ définissent par recollement

un morphisme ^ : T -^ Q, tel que f « i o ^ . Soit <^' un morphisme de T dans

Q tel que f « i o ^ T , alors on a (j) ss ^ ' sur chacun des ouverts affines U

d'après (5.1), donc 4» » <(>' .

Enfin, si T est un groupe algébrique connexe et f un homomorphisme

algébrique, puisque i est un isomorphisme de groupes le morphisme <j) :T -> Q, tel

que f a» i o ((> est un homomorphisme, c.q.f.d.

^g^JSxistenceen caractéristiquep j> o.

Hypothèses et notations 4.0.» Dans ce numéro, nous supposons K de caractéristi-

que p > 0. Nous considérons une variété X semi-complète telle que H (X, 0 )

soit un espace vectoriel de dimension finie sur K, et un groupe G algébrique

linéaire commutatif.
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Lemme 4.1.- Soient H un groupe algébrique connexe d'élément neutre e, e^

f î H -> ^ (X,G) un homomorphisme algébrique. Alors les vecteurs L eT tels

que < f,L > s 0 forment un sous-fibre intégrable et invariant de T H.

Soit L e T11 tel que < f,L> » 0. D'après (1.7), pour tout a £ H,
rrr\ îî

< f, (U (L) > a 0, et l'ensemble des L e " tels que < f,L > = 0 est un
H ^

sous-espace vectoriel de T (V,4.5) ; on en déduit donc que l'ensemble <N desTT e Tj
L e T tels que < f,L > « 0 est un sous-fibre de TT , invariant à gauche. On

démontre de même que IN est invariant à droite, donc ^ est un sous-fibre inva-

riant de T".

Soient L e 'T et L^ e T tels que < f,L >« < f,L' >« 0 ; notons \

et ^ ' les champs de vecteurs invariants à gauche passant par L et L' respec-

tivement. Pour montrer que 0^ est intégrable (VI,2.1), il suffit de montrer que

pour tout ouvert affine T de H, les restrictions à T de < f,[x,À'] > et

< f,^ > sont nulles.

Notons ^ [resp X ' ] la restriction de X [resp À '] à T , et f la

restriction de f à T . Pour tout t e T , < f(t), À( t ) > m 0 d'après ce qui

a été vu plus haut, donc (V.5.1) < f ,X > est défini par une classe de la forme

p*(v) , où p : X x T -" T est la projection canonique, et où ye ^(T ,Cf ) »o o o a

H^T , 0 ) » Q ([17] il 2 Th.5), donc < f ,À >» 0. De même < f ,À ' >. 0 .
0 1 0 0 0 0

0

Soit alors p un champs de vecteurs quelconque sur T , il est clair

que « f . X > , u î»2^ est « f ,^-' ;> u > « 0. Par conséquent
0 0 0 0 0 - 0

<f^[\^1 > » «t̂  >^ > - < t^> ̂  > » 0 et ^ f^ > »«...

^O'V ^0 > • • • >* ^0 > ss of c•< l• f•d•

Théorème 4.2.- (Cartier). Soient H un groupe algébrique connexe, f ; H-»• ^ (X,û)

un homomorphisme algébrique î alors il existe un groupe algébrique connexe H'

et un homomorphisme g : H -> H' de revêtement r.adiciel de hauteur 1 tels que ;

1) le noyau de dg se compose exactement des L e T tels que <.t»L >«0.

2) II existe un homomorphisme algébrique f : H' -^ ^ (X,G) tel que

f » f o g .

Compte tenu de (4.1), la première assertion est une conséquen ce immédia-

te de (VI,2.2) et la seconde résulte de (VI,2.4).

Corollaire 4.3.- Supposons que X admette une variété de Picard (P.TT ) de type^^ p _ M
G } alors l'homomorphisme algébrique •i!' : L^->< TT.L > : T -ï" ^ (X, T ) où o

et e désignent les éléments neutres de G et P respectivement, est injectif.
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Soit N le noyau de TT , et soit N l'ensemble des L e 'T tels que

< -rr . L > « 0. D'après (1.7) N =IN , et d'après (4.2), 11 existe un groupe al-e
gébrique connexe P', un homomorphisme g : P ->• P' tel que le noyau de dg soit
IN , et un homomorphisme algébrique TT' de P' dans ^ (X,G) tel que TT «= T T ' o ^
Puisque P est la variété de Picard de type G de X, g est un isomorphisme^
donc M = 0 et N = (M = 0, c.q.f.d.

Théorème 4.4.- Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif et X une

variété semi-complète telle que H (X, 0 ) soit un espace vectoriel de dimension

finie sur K, (ce qui est le cas si X est complète [l8])« Alors X admet une

variété de Picard de type G.

D'après (1.6), il suffit de montrer qu'il existe un entier n tel que
pour tout groupe algébrique connexe H tel qu'il existe un homomorphisme algé-
brique injectif <(> : H -»- *é'(X,G), alors dim H ^ n .

TJ

Soit IN le noyau de l'homomorphisme algébrique LA^-»< ^ ,L > de T
dans ^(X/F0), où o désigne l'élément neutre de G. D'après (4.2), il existe
un groupe algébrique connexe H-,, et un homomorphisme q : H -r H, de revête-
ment radiciel tels que ^ se factorise à travers q au moyen d'un homomorphiso o
me algébrique <(>, t H- ^ ^ (X,G) et que le noyau de dq soit égal à tN .

Nous pouvons ainsi construire une suite (H ) n^ de groupes algébri-

ques connexes, une suite ^ : H -1' '€ (X,G) d'homomorphismes algébriques injec-

tif s et une suite q : H ->- H - d'homomorphismes de revêtement radiciel telsn n n"n
que ^ se factorise à travers CL au moyen de 4» ,, et que le noyau de dçL

soit égal au noyau (N de l'homomorphisme algébrique L »v^ < ^ ,L > de

T n dans ^(X, T^).

Nous verrons (4.5) qu'il existe un entier n tel que pour tout

n 2, n-, a soit un isomorphisme, donc ÛM soit nul.

Alors dim H ^ dim^(X,T^) = dim ^(X.G"), où m est la dimension de

G. Mais, par construction, dim H » dim H ,̂ et (1,1.5) dim ^(X.G^) »

dim H^X,^") = m dim H^X,^).

Donc si nous prenons n » m dim H (X, 0 ), où m » dim G, nous avonso A.
dim H :<_n , c.q.f.d.o — o
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Lemme 4.5. - Soient X une variété semi-complète telle que H(X,Jy) soit un K-

espace vectoriel de dimension finie » G un groupe linéaire unipotent commutatif

connexe. Etant donné un diagramme commutatif ;

-Hn^H^ ^H .̂...

Ï (X,G)

"où les H. sont des groupes algébriques connexes, les n des homomorphismes
algébriques injectifs et les 9^ des homomorphismes de revêtement radiciel, il
existe un entier n tel que pour tout n ̂  n , les 6 soient des isomorphis-
mes.

Raisonnons par récurrence sur d = dim G • Dans le cas où d = 1 , G est
isomorphe à G » et la conclusion résulte de l1existence de la variété de Picard
de X de type Ĝ  ( 5 . 2 ) .

Supposons l'assertion vraie pour tout groupe linéaire unipotent commutatif
connexe G" de dimension d-1,

Munissons G d*^! système de coordonnées globales comme en (V,5,4) , et
notons G* le sous-groupe de G formé des éléments de G dont les d-1 pre-
mières coordonnées sont nulles, et posons G" s G/G*. Posons n* =* î? ( X , p ) o n
Alors (V,5.1) Ker n̂  est un sous-groupe algébrique H- de H , Posons
^ = "n^" et notons n̂ : % ̂  (€ ^ G") l'application algébrique déduite de n '
par passage au quotient (VI,1.5). Il est clair que ô^' ^ sa Hî i ; notons
9^ î Ĥ  ->• H" - 1 ' homomorphisme déduit de 6 par passage au quotient . Il est
clair que ê  est un homomorphisme de revêtement radiciel, que n* est injectif,
et que ^•6^ r^ .

«S

Donc d*après l*hypothèse de récurrence, il existe un entier n tel que
pour tout n ̂  n-, 9" soit un isomorphisme. Notons J : H* -> H l'immersioni n n n n
canonique et posons h = n 0.^» Alors h est un homomorphisme algébrique de
Ĥ  dans '($ ( X , G * ) . Puisque r̂  est in^ectif, il en est de même de h ; enfin il
est clair que si on note 9 ' ; Ĥ  ̂  H* l* homomorphisme déduit de 9 , 6 ' est un
"n

homomorphisme de revêtement radiciel, et on a h = h , 0 9 .n n+1 n
Comme G' est isomorphe à G , il existe un entier n tel que poura cL

tout n ̂ n , 9* soit un Isomorphisme, Posons n = sup(n ,n ) , pour n ̂ n ,
6^ et 9^ sont des isomorphisme s, il en est donc de même de 9 (Cl9]vII^ 1 Lem^l),
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Lemme 4,6, - Soient X _et T deux variétés^ G \m groupe algébrique linéaire

unipotent commutatif connexe de dimension d ; munissons G d'un système de coor-

données globales comme dans (V^3>4)• Soit G* le sous-groupe de G formé des

éléments dont les d-1 premières coordonnées sont nulles^ et notons p : G -*• G/G*

l'homomorphisme canonique soit f e A(T^ ^ (X^G/G1)) tel que f(T)c^' (X,p)( ̂  (X,GÎ

Nous dirons que f possède la propriété ( S ) s^il existe un recouvrement ouvert

î̂ iel de x » des points distincts t,,...,t^ ^e T , un système

(f,).-, , , , d'applications rationnelles de X dans G/G* et des applica-
j\, J.&J.^K—J.^ « » •»** ~ ~ ~ — - — — — ~ ~ — ~ ~ — — — ' " " • " • ' — — — — ^ -—— ————•————•———-—-—

fions régulières ^^...^ _de T dans G/G* tels que si on note X la coor-j, n - ~ — ' K.fS —-

donnée d*indice s _de \ , le système d'ouverts (U. x T). - et d*applications—r •tv i id ^ """
i i lrationnelles (<(> ) de coordonnées ^(x,t) = Z À (t) f, (x) définisse un

JLc»JL --- — — - S , - K ^ S lî^S " "————~~-——"
K=J.

diviseur D de type G/G' sur X x T appartenant à une classe de définition

.de f . Supposons que f .possède la propriété ('^ ). Alors il existe

g e A(T, t (X,G)) possédant la propriété (:P) telle que ^ (X,p)og = f .

Etant donné une application rationnelle P de X [resp, X x ï] dans

G/G* de coordonnées (p^,...,p^^), notons ï l* application rationnelle de X

[resp. X x T] dans G de coordonnées (p,,...,p, .,0). Alors pour s de 1 à
—l — i — i " i i i a.—j.

d-1 , (4) ((r)"" ) = (<(î (^ ) " ) est une fonction régulière sur (U n U ) x T .

De plus ("î1^)'1)^ ûst un polynôme en <^,..., ̂ ^ ̂ ..., ^ donc est de

la forme Z ^C^ h (x) f où les M sont des polynômes en les X et où
a a k,s

les h sont des fonctions rationnelles sur X ,

Considérons le système :

z ̂ "^ ̂  + \ = ° •P0111' t e T

où les h^ et les ^ sont des indéterminées. La théorie de l'élimination montre

qu'il existe des éléments distincts t -,...,t e T (qu'on peut supposer dis-n+JL n"nn
tincts de tr•••*tn) et des Fonctions régulières p. sur T (qui sont en fait
des combinaisons linéaires des Mjt)) tels que pour tout t e T, on ait

n4ffl
\= z ^t) \ •t ^1 t A

Posons D^ = D Q J^ e ^(t^). Puisque f(T)c ^(X,p)(è" (X,G)), on a

D^ e -L (X,p)(X/ (X,G)). Donc quitte à raffiner le recouvrement ouvert (U.) de

X , on peut supposer qu'il existe un système d* applications (^). ,. de défini-

tion dans U^ d'un diviseur D^ de type G sur X tel que D"op =: D pour t
de là n-nn .
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Notons x^ l'application rationnelle de X dans G/G* de coordonnées

<^('fc^L...»<^^(tp ; alors le système d'ouverts (U.). et dr applications

^^iel définit le diviseur D^ , si bien que X^o(po^r1 est une application

régulière ç1 ^e U^ dans G/G*. Posons n^ = î1.^ . Alors pour 1 ^ s ^ d-1

on a n^ s = ^'^^t^s = x^ s • Dlautre P*"̂  :

(^(^"^d - (^(îi)'1 ̂ ir^
est un polynôme en les (^'(^F1), les Ç1 et les ^J , donc est une fonc-

S ~^ 5 ~^ S

tion régulière sur les U.^ U, , Or on a :
— J

^(ni)'l)d - <d - <d + z "at^) h^J

on en déduit donc pour que pour tout t e T 9
. , n+m

E M,(t) h^^ . ̂  ^(t)(n^ - n^ )

est une fonction régulière sur (U.n U ) x T .
— »J

^i
Notons alors <1> l* application rationnelle de X x T dans G de coor-

données : . , n+m

^r-^d-i- z. ^t) <d) -
Jtel

On a alors :

(î1^)'1^ = (/(^^^îg pour 1 ^s ^d-1
et :

/s-» ^ i i n"HIl •t t 4 <
( < ^ ) 1 ( < ^ > J ) ' 1 ) - ^ ^(t)(^ . - ^ J + Z M (t) h1"3

A=l ' ' a a

est une fonction régulière sur (U,n U.) x T. Donc le système d'ouverts (U.)
^i - •J /s i ici

et d'applications (<P ) définit un diviseur D de type G sur X x T tel

que poD = D . Donc si g est l'élément de A(T,^(X,G)) défini par la classe de

D, on a ^ (X,p)og = f , et il est clair que g possède la propriété (^ ).

Corollaire 4.7. - Soient X une variété semi-complète telle que H^X, C~ ) soit
X

un K-espace vectoriel de dimension finie^ T une variété^ G un groupe linéaire

unipotent commutatif connexe, (?t f c A(T, ^ (X^G)). Alors f possède la propriété
m de (4.5).
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Raisonnons par récurrence sur d = dim G . Lorsque d = 1 , G est Iso-

morphe à G , Soit (Q,x) la variété de Picard de type G de X . D'après (3.2)

il existe un morphisme À : T -^ Q tel que f == \o\ . Notons Q* le sous-espace

vectoriel de Q engendré par À(T). Il existe alors des éléments distincts

(t^..»,t^) de T tels que X(t^),.. .,X(t^) forment une base de Q*. Notons

^T». . *^ les coordonnées de À par rapport à cette base. Pour k de 1 à n ,

soit D^ e (xoX)( t^) = t(t^) ; il existe alors un recouvrement (U^L - de X ,

et pour k == l,.«.,n un système (f1). - d'application de D, dans U , II estK ici. k 1
clair que le système d'ouverts (U^ x T), - et d'applications

^(x,!) = E Ajt) ^(x)
k=l K k

définit un diviseur de type G sur X x T appartenant à la classe de définition
de f .

Supposons maintenant d > 1 . Munissons G d'un système de coordonnées

globales comme en (V^.4), et soit G' le sous-groupe de G formé des éléments

dont les (d-1) premières coordonnées sont nulles.

Notons p : G -^ G/G* l'homomorphisme canonique. Alors G/G' est un groupe

linéaire unipotent commutatif connexe de dimension d-1. D'après l'hypothèse de

récurrence ^'(X,p)of vérifie les hypothèses du lemme 4.6. Il existe donc

g e A(T,^(X,G)) tel que (c (X,p)og = f(X,p)of et que g possède la propriété

( 3 ) . Alors ^(X,p)<»(f-g) = 0 donc f-g e A(T,^ '(X,G')) (V,3.7). Or G' est

isomorphe à G^ , donc f-g possède la propriété (^ ) , ainsi que g ; on véri-

fie aisément que f vérifie la propriété (3 ), c.q.f.d.

Corollaire 4.8. - Soient X une variété semi-complète telle que H^X, C~ ) soit
j\. ~

un K-espace vectoriel de dimension finie » T une variété, G un groupe algébrique

linéaire unipotent commutatif connexe ; munissons G d'un système de coordonnées

globales comme en (V^3,4«) et notons G* le sous-groupe de G formé des éléments

dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la dernière. Notons p : G ^ G/G'

l'homomorphisme canonique. Soit f e A(T, ^ (X,G/G* ) ) tel que f(T) c ̂  ( x , p ) ( '€(X,G))
Alors il existe g e A(T, ̂  ( X , G ) ) tel que ^ (X,p)og = f .

C'est une conséquence immédiate de ( 4 , 6 ) et ( 4 . 7 ) .
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CHAPITRE IX - EQUIVALENCE ALGEBRIQUE

1, Généralités.

Définition 1.1. - Soient X une variété, G un groupe algébrique comœutatif, D
et D* deux diviseurs de type G sur X [resp. deux classes de diviseurs de type
G sur XJ, On dit que D et D* sont algébriquement équivalents s'il existe une
variété T , une famille algébrique (A ) de diviseurs [resp. de classes deo tCjL
diviseurs] de type G sur X paramétrée par T , et deux éléments t- et t
de T tels que A = D et A == D* .

t! ^
Proposition 1.2. - Sous les hypothèses de (1 . 1 ) , pour que D et̂  D* soient algé~
briquement équivalentŝ  il faut et il suffit que D - D* soit algébriquement équi-
valent à 0 .

Supposons d'abord qu'il existe une variété T , deux éléments t- et t?
de T et une famille algébrique de diviseurs [resp. de classes de diviseurs]
(^L^ d« ŷP® G sur X telle que A , D et A » D* , et soit A un di-
V UÊl " , »"Q

viseur de définition [resp. une classe de définition] de cette famille. Alors le
diviseur [resp. la classe de diviseurs] A - q^D») , où q : X x T -̂  X est la
projection canonique, définit une famille algébrique (^î^m d® diviseurs [resp.
de classes de diviseurs] de type G sur X paramétrée par T telle que A^ =D-D',
et A; == D'- D1 = 0 .

"2
Réciproquement, s'il existe une variété T , deux éléments t- et t? de

T et une famille alĝ ïrique de diviseurs [resp. de classes de diviseurs] (Ap^grp
de type G sur X telle que A* = D - D' et A" = 0 , soit A' un diviseur de

w! "2
définition [resp. une classe de définition] de cette famille. Alors le diviseur
[resp, la classe de diviseurs] A' + q^CD*) définit une famille algébrique

( ^ ) de diviseurs [resp. de classes de diviseurs] de type G sur X tel-
le que A . = D et A . = D1 .t! ^2
Proposition 1.3. - Sous les hypothèses de (1.1) , si D et D* sont équivalents
a^ 0 f il en est de même de D - D* .

D*après ( 1 . 2 ) , - D' est équivalent à 0 . Donc, il existe deux variétés
T et T* , deux points t- et t de T , deux points t- et tg de T' , une
famille algébrique f ; T -̂  (X , G ) [resp. ̂  (X , G ) ] telle que f(t^) » D et
f(t ) ^ 0 et une famille algébrique f ; T'-^ «̂  (X,G) [resp. ̂  ( X , G ) ] telle que
f^tp = - D' et f'tt^) » 0 . Alors, d'après (1.5.15) [resp. (1.5.14)]
f x f1 : T x T* ->• ^ (X,G x G) [resp. ̂  (X,G x G)] est une famille algébrique de
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diviseurs [resp. de classes de diviseurs]. Notons P : G x G -̂  G le morphisme dé-
finissant la structure de groupe de G ; puisque G est commutatif, p est un
homomorphisme de groupes algébriques, donc ^ ( X , p ) o ( f x f) [resp.^(X,p)»(f x f^
est une famille algébrique de diviseurs [resp. de classes de diviseurs] de type G
sur X , paramétrée par T x T' telle que f , . , , . = D - D' et f , . . , x = 0 .

K^^tl/ ^tp»tp/

Corollaire 1.4. - La relation d'équivalence algébrique est une relation d*équiva-
lence sur -!: ( X , G ) [resp. < ^ ( X , G ) ] .

Il est clair que notre relation est symétrique. Elle est transitive d'a-
près (1.2) et ( 1 . 3 ) . Montrons qu'elle est réflexive.

Soit D un diviseur [resp. une classe de diviseur] de type G sur X ,
et soit {1 } une variété réduite à un point. Alors D peut être considéré comme
diviseur [resp. classe de diviseur] sur X x { f } ; et D définit ainsi une famil-
le algébrique (D^)^^} telle ̂ ue D = D .

Corollaire 1.5. - L'ensemble des diviseurs [resp. des classes de diviseurs] dejby-
oe G sur X algébriquement équivalents à 0 forment un sous-groupe de «2) ( X , G )
[res^. ^ ( X , G ) ] stable pour tout endomorphisme de G , et qu'on note -0°(X,G)
[resp. < é ° ( X , G ) ] .

C'est une conséquence immédiate de (1.5) et des définitions,

Î mme 1 . 6 . - Soient G et H deux groupes algébriques commutatifs, ê b X une
variété ; on a des Jsomorphismes canoniques ^ ° ( X , G ) x À, ° ( X , H ) ^ - ô ° ( X , G x H) et
< g ° ( X , G ) x <C ° ( X , H ) ̂  <<f ° ( X , G x H ) .

C'est une conséquence immédiate de ( 1 , 5 . 9 ) et des définitions,

Proposition 1.7. - Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif, et X une
variété. Alors J> ( X , G ) c-0 ° ( X , G ) .

D'après [ l ] , ( 1 , 5 . 8 ) , ( 1 , 5 . 9 ) et (1.5) , on est ramené au cas où G est
soit égal à Ĝ  , soit unipotent et connexe. Soit De ^ ( X , G ) , et soit f une
application de définition de D dans X .

1.7*1* - 1er Cas. - G = Ĝ  . Posons F(x,t) == (f(x)-t)(l-t f ( x ) ) ' " 1 , où x e X et
t s Ĝ  ; on définit ainsi une application rationnelle F de X x G dans G tel-
le que F(x,0) - f(x) et F(x,l) » -1 . Donc si ( D . ) , - est la famille algèbri-^ "cei.
que de diviseurs de type Ĝ  sur X paramétrée par G , définie par div F ,

mon a D = D et D, = 0 .
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1.7.2, - 2ème Cas, - Q est un groupe algébrique commutatif linéaire unipotent

connexe.

Alors G est isomorphe, en tant que variété, à (G ) , où n = dim G, et G

possède un système de coordonnées globales» Etant donné geG, nous noterons (g-,

•••fS ) les coordonnées de g par rapport à ce système. Posons alors pour

^ <. P <_n9P (x,t) s fo(x)(l-t), où xeX et teG • On définit ainsi une applica-

tion rationnelle P de X x G dans G telle que F(x,0) » f(x) et

F(x,l) = (0,...,0) = 0« Donc si (D.), - est la famille algébrique de diviseurst 'cej.
de type G sur X paramétrée par G- définie par div F, on a D =s D et D,= 0.

Proposition 1,8. - Soient H un groupe algébrique commutatif, et ^ : G ^ H un
homomorphisme. Alors ^ (X^K ^°(X,G))c : ^(X.HL

Soit A e i °(X,G) ; alors il existe une variété T*, une famille algébrique

f * î T * ^ ï (X,G) et deux points t^ et t[ de T' tels que f '(t ') = 0 et

f'(ti) = A . Alors (^(X.tiof'Kt^) = <(X,<1))(0) = 0 et ( S-(X, ^of* )(tp= <fe(X, <t>)( A);

donc % (X,<(>)(A) est algébriquement équivalent à 0 , C.Q.F.D.

2, Le fondeur de Picard,

Définition 2.1. - Soient X et T deux variétés, G un groupe algébrique linéaire

commutatif ; notons A(T,^°(X,G)) le sous-groupe de A(T, ^(X,G)) formé-dés

feA(T, ^(X,G)) tels que f(T )<=•<? °(X,G). On peut définir un facteur de la catégorie

des variétés algébriques définies sur K dans celle des groupes abéliens T^—> A(T,

^®(X,G) ) en faisant correspondre à un morphisme de variétés p : T* ^ T l1homo-

morphisme de groupes f^€(X,p).of de A(T, €°(X,G)) dans AÎT», % °(X,G)) (1.8) ;

on l* appelle fondeur de Picard de X de type G •

Lemme 2.2. - Supposons que le fondeur de Picard de X de type G soit représen-

table par une variété Q, Alors Q est la variété sous-Jacente à un groupe algébri-

que P qui est la variété de'Picard de X de type G . Si on note i » Q -^(X.G)

la famille algébrique correspondant au morphisme identique de Q dans Q, on a

i(Q) ^°(X,G).

Montrons d*abord que i est injectif. Soient x,yeQ tels que i(x)=i(y).

Soit T une variété réduite à un point t ; alors l1 application f : T -»-^(X,G) d'

image l(x)=i(y) est une famille algébrique ; il lui correspond un morphisme et un

seul <j>: T ^ Q tel que f = io<j) . Donc < ( ) ( t ) = x = y ,

Soit ce^°(X,G), et soit T une variété réduite à un point t ; alors l* ap-

plication f : T -^(X,G) d'image c est une famille algébrique ; il lui correspond

un morphisme <(> : T ^ Q tel que f = le<(> ; donc i(<Kt)) = c, si bien que

i(Q)3^ °(X,G).En prenant c=0, on voit que oei(Q), donc i(Q.)c^ °(X,G), si bien

que i(Q) =C°(X,G) x Q est donc muni d'une structure de groupe déduite de celle de

^ •(X,G). D'après (1,1.14), i ̂  : Q > < Q - ^ (X,G x G) est une famille algébrique.
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Notons u: G x G -> G le morphisme=définissant la structure de groupe de G ;
puisque G est commutatif, c'est un homoroorphisme de groupes algébriques ; donc
^ (X.^Mi x i) est une famille algébrique de Q x Q dans i? ( X , G ) ; il lui
correspond un morphisme et un seul ^ : Q x Q ->• Q tel que ^ (X , y ) « » ( i x i) =

i ° ^ , On vérifie aisément que v définit la structure de groupe de Q déduite de
celle de ^ ° ( X , G ) , ce qui montre que Q est canoniquement muni d'une structure
de groupe algébrique [[8] exp.9] telle que 1 : Q -> ̂  ° ( X , G ) soit un isomorphisme
de groupes algébriques,

Soient alors H un groupe algébrique connexe, et f : T -»• ̂  (X,G) un ho-
rnomorphisme algébrique ; il lui correspond un morphisme et un seul ^ : T -> Q tel
que f = io<(> , Puisque i est un isomorphisme de groupes de Q sur ̂  ° ( X , G ) ,

^> est un homomorphisme de groupes donc de groupes algébriques, si bien que Q ,
muni de sa structure canonique de groupe algébrique, est la variété de Picard de
type G de X , C.Q.F.D.

Théorème 2.^. - Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif* X une va"
riété complète ; alors le fondeur de Picard de type G de X est représentable.
Lorsque G est un groupe unipotent et que X est une variété semi-complète7telle
que H (X, ̂ y) soit un K-espace vectoriel de dimension finie , ce fondeur estx •~-»^^^-^M^w~»~^»—~im^
représentable par un groupe linéaire unipotent commutatif connexe de dimension
± dim G dim H^X,^..).J\ A

D'après [l.L(l»5»8) et ( 1 , 5 , 9 ) , on est ramené au cas où G est soit égal
à G , soit unipotent connexe. Le cas où 'G s G est traité dans ([8],exp,8,m m
paragraphe 5, prop,5).

Supposons donc G unipotent connexe. Munissons G d'un système global de
coordonnées ayant les propriétés exposées dans l*énoncé de (v . 3 . 4 ) . Soit G* le
sous-groupe de G des éléments dont les n-1 premières coordonnées sont nulles,
où n = dim G ; alors G/G* est un groupe unipotent connexe commutatif de dimen-
sion n-1, et G' est isomorphe à G . Notons p : G ̂  G/G* et i : G* -^ G les
homomorphismes canoniques•

Raisonnons par récurrence sur n » Lorsque n = 1 , G est isomorphe à
Ĝ  , et le théorème résulte de (VIII.3.2) .

Supposons donc n > 1. D'après (1,5.12) et (1.8) on a un diagramme commu-
tatif : ^(X,p) <<ê(X,p)

0 -^(X.G') ————>^(X,G) ————^(X^G")
f t t +
^ al ^°(X.i) ^ ^(X,p) ^

0 -^ ^•(X.G*) ————><<?°(X,G) ————^^G")
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où la première ligne est exacte, où a,g et Y sont les Injections canoniques.

D'après (VIII,:5.2), et (2,2), puisque G' est isomorphe à G , a est bijectif

on en déduit que la deuxième ligne du diagramme est exacte.

Posons )̂ = ^•(X,p)(^°(x,G)). Notons (P ' .TT ' ) [resp. (P",TT")] la varié-

té de Picard de type G* [resp. G/G'] de X. D'après (2.2) et l'hypothèse de récur-

rence , P'[resp, P"] représente le fondeur de Picard de type G' [resp, G/G*] de
X, et on a TT"(P") = ^ ^X.G") 3 -Z) .

Notons r^ le sous-groupe algébrique de P" réduit à l'élément neutre.

Construisons par récurrence une suite croissante (r ) de sous-groupes algébri-

ques de P" de la manière suivante : F étant construit, soit <S - e oZ) , et

notons F le sous-groupe algébrique de P" engendre par F et •iï""1^ );

de plus si ^"(F ) jïcb , nous supposerons qu'on a choisi 6 ^ 7T"(r ).

Montrons par récurrence que F est inclus dans un sous-groupe algébrique

connexe F^ de P" tel que ^'(r^c:^ . c'est clair si n = 0 . Supposons donc

que TT"(r^)^-ô . Notons -rr" la restriction de TT" à r' . Puisque
ô^ c ^(X.pK^ °(X,G)), 11 existe une variété Y , un élément g de AÎY.ê^X.G)

et deux points y^ et y^ de Y tels que g(y^) = 0 et ^(X,p)(g(g^) ) = 6^

Posons h == ^ (5Qp)og ; alors h(y^) = 0 , h(y^) - ô^ , et il est clair que

h(Y)^^; . D'après (1,5.14) l'application TT" x (-h) appartient à A(r * x Y,

^ (X,G" x G")). Puisque G" est commutatif» le molphisme y : G" x G" ->• G" qui

définit la structure de groupe de G" est un homomorphisme de groupes, donc

^(X,u)o(^x (.h)) e A ( r ^ x Y,^(X,G")) .

Posons ;

B = ^([^(X^îot^ x (-f))] (r^ X Y ) ) .

Puisque h(yo) = 0 et TT^(O) = 0 , 1^ - est inclus dans le sous-groupe algébri-

que r^ de P" engendré par B . Or, puisque r' x y est irréductible et que

0 c B un résultat classique (1) dit que F* , est connexe et n'est autre que

le sous-groupe (au sens de la théorie des groupes) engendré par B . Or, puisque

h(Y)c^ , et 7T"(r^)C^Ô , on a 7r"(B)c-ô , donc 7r"(r'^)c<^, comme annoncé.

( 1 ) Voir par exemple ( [ 4 ] exposé n°3. Théorème 2) ou Michel DEMAZURE et Alexandre
GROTHENDIECK : Séminaire de Géométrie algébrique 1965-64. Schémas en groupes,

fascicule 2a, exposé VIg , remarque 7,2 (vi) et sa proposition 7.4,
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D'autre part, si ^(^^ft-C , on a F^ / r par construction, donc

dim F > dim T » Posons d = dim F » puisque pour tout n , on a d < aim G",

la suite (d ) ne peut être strictement croissante, donc il existe N tel que
TT"(r ) - -^ , donc TT^r^) = ^ ce qui montre que TT"~ (,ô ) est un sous-groupe

algébrique connexe de P" , qu'on notera Pc, Notons ir" la restriction de ir" à
p:-

Soient T une variété et f e A(T, ^(X.G)). Alors d'après l'hypothèse de
récurrence, il existe un morphisme et un seul <(> " de T dans P" tel que
^ (X,p)of - TT"o4»,\ Comme f (X,p) ( f (T) )^ ̂  , ^ " est en fait un morphisme de T

dans P^ . Puisque TT^F^) c ̂  (X,p)(^ (X,G)), il résulte de (VIII.4.8) qu'il existe
p e A(P^, î?(X,G)) tel que ^ (X,p )op » ̂  . Il est clair que puisque TT"(O) = 0 ,
on peut supposer que p(0) = 0, donc que p e A(P", ^ ° (X,G)) . Puisque TT" est bi-
Jectif, P définit une application a : o^ -—-—> <€ °(X,G) telle que

^• (x .p)oo =id,o^a").
Alors po^" e A(T, ^(X,G)) et € (X,p)opo^" = ^ (X,p)ef , Donc (V,5.7)

f - PO(J)" est de la forme ^(X,i)°f, où f 'e A(T,^ (X,G')). Puisque G' est iso-

morphe à G , d'après (VTII,5.2,), il existe un morphisme et un seul ^ : T ->- P'
tel que f = T T * o 4 > * ,

Notons P la variété produit p* x p" , La donnée de p définit une ap-o
pllcation bijective j : ^(X,G') x ^ ' (X^G") -> ^ °(X,G) . Puisque TT' et TT"
sont bijectifs, on en déduit une application bijective TT = j o (T r ' x IT") :
P ^ ^ ° ( X . G ) .

Alors on a ^((j)'^") = J o ( f ' , 7 r Q o ^ " ) = f^ço^o^" = f ' + p o ^ " = f , et
l'unicité du morphisme ip tel que 710^ == f provient de l'unicité des morphismes
+' et <(>". Donc P représente le fondeur de Picard de type G de X . De plus,
d'après l'hypothèse de récurrence, et (VIII,5.2), d ' = dim P' = dim (H^X,^ ) )
et d" = dim P^ ± dim P" ± (dim G-l) x dim^H^X, 0^)) d 'où
d » dim P ± dim G îm.- ^(X, ("„).j\ À

Enfin d'après l'hypothèse de récurrence, P' et P" sont linéaires unipo-
tents, donc P" aussi, si bien que P' et P" sont. en tant que variétés, iso-o . K o ,
morphes à 0° et G. , donc P est isomorphe à G , c'est donc la variétéa a a
éous-Jacente à un groupe linéaire unipotent (2.2.)
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^•(X.G') '>(x>1^ >^(X,G) y(x^ > .6

^ i^^T
^"(X.G ' ) x ^'(X.G") ^

P'

Corollaire 2.h. - Soient X une variété complète, G un groupe algébrique Une»
aire commutatif, T une variété, f : T ̂  ̂  (X,G) une application telle que pour
tout t e T, il existe un ouvert U de T contenant t , et un revêtement non
ramifié (V^,h^) _de Û  tel que l'application f,h : V -> ï ( X , G ) soit une
famille algébrique. Alors f est une famille algébrique.

Ce résultat a déjà été démontré dans le cas où T est normale (VI.1,3)
et (V»'5.^J. Soit ( P , T T ) la variété de Picard de type G de X . D'après (2.5)
il existe un morphisme ^ : V^ -̂  P, tel que TTOÔ = foh -. f ( t ) . Puisque TT»<(>
est Invariant pour tout autoaorphisme du revêtement ( V . , h , ) , il existe [ô] unt t
morphisme 4.. • On a donc foh - f(f) = ^o^.h.'̂ t : ^t ^ p tel qu® \i) oh

't t v t t

d'où, puisque h^ est surjectif, f |u^ - f(t) = TTO^ , ce qui montre que la res-
triction de f à
mille algébrique.

U^ est une famille algébrique. Donc (V,5.5)/ f est une fa-

Corollaire 2.^. - Soient X et Y deux variétés complètes f : X -^ Y un mor-

phisme G un groupe algébrique linéaire commutatif, P et P' les variétés de

Picard de type G de X et de Y respectivement. A f correspond de façon ca-
nonique un morphisme P' -*• P.

Notons (f,G) l'application de ^(Y,G)^ ^ (X,G) qui a A e ^(Y,G)
fait correspondre Aof e ^(X,G). Soit n: ' : p' ->• Sf (y. G) 1 ' homomorphisme algé-

brique canonique. Alors ^ (f,G)»7T' est une famille algébrique, car si A* est

une classe, de définition de TT', A'.(f x id ) est une classe de définition de
^ (f ,G)o7T'. Donc (2.3) il existe un morphisme f î P'-»- P tel que, si
ÎT : P -> ^ (X,G) est l'homomorphisae canonique, on ait 7r»<(> = Ctf.G^TT^c.Q.P.D.
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5. Changements de groupes^

Proposition 3.1. - Soient G et G* deux groupes algébriques linéaires commuta-

tifs et <}) : G -^ G' un homon.orphisme de groupes algébriques, X une tari été

semi-complète telle que r t (X, '̂ ) soit un K-espace vectoriel de dimension finie »

(P,7i) [resp. (P ' ,TT ' ) ] la variété de Picard de type G[resp. G'] de_ X , Alors il

existe un homoniorphisme de groupes algébriques et un seul <(>* : P •> P' tel que
•iï'e^ = t?(X,((>)oTr .

D'après (V,3.6), <• (X,i)oTT est un homomorphisme algébrique de P dans

t (X,G') , il lui correspond donc un morphisme et un seul <^: P -^ P1 tel que

TT'ocT = ^ (X,(())o7T .

On déduit de (3.1) et (2.5) que la variété de Picard de type G de X

est un bifoncteur covariant en G et contravariant en X de la catégorie des

groupes algébriques linéaires commutatifs et de la catégorie des variétés complè-
tes dans celle des groupes algébriques commutatifs connexes.

Proposition 3.2. - Soient G un groupe algébrique linéaire commutatif G* un

sous-groupe G , X une variété semi-complète, telle que H'(X,G ) soit un espace
- JL

vectoriel de dimension finie sur K , (P,7î) [resp. ( P ' ^ T T * ) ] la variété de Picard
de type G [resp. G*] de X . Alors si on note i : G' ->• G l'immersion canonique,
il existe un morphisme J : P' -> ^P et un seul tel que TTOJ == tf (X,i)o7T ', ̂ t J

est un isomorphisme de P* sur un sous-groupe algébrique de P ,

D'après (1,5.8) et (VIII,1.8) on peut supposer G et G* connexes,

D'après (1,5.12) , t (X,i) est un homomorphisme injectif de ^ (X,G')

dans ^ (X,G) .

Soit A une classe de définition de 1 f homomorphisme algébrique 7 Î ' ,
alors ioA est une classe de définition de '̂ (X.l)^' , qui est donc un homomor-

phisme algébrique. Il existe donc un homomorphisroe et un seul de groupes algébri-

ques J : P* -*• P tel que TTOJ = Ç' (X^ i îoTr * . puisque ^ (X,i) et TT* sont injec-

tif s, il en est de même de J .

Notons P' l'image de J ; c'est un sous-groupe fermé de P ([8je.xp.l0, p.03J

et j se factorise à travers l'immersion canonique P* ~^ P au moyen d'un revête-

ment radie tel h : P' -^P'. Notons "iï' l'application de P' dans ^'(X^G') telle

que îr* oh a TT* • 11 est clair que 7Tt est un homoroorphisme de groupes» D'après

(VI,2.4) en raisonnant par récurrence sur la hauteur de h , on voit que pour mon-

trer que TT* est un homomorphisœe algébrique, il suffit de montrer que, pour tout
vecteur L tangent à P' tel que dh(L) a O . o n a < ^ ^ t , L > = 0 •
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II résulte de (111,1.10) que < io7r,L > » dio < 7r,L > » donc
< € (^i)^\L > » < ï (X,di)o < 7r\L > . D^près ce qui a été vu au début de la

démonstration, puisque di est injectif, il en est de même de ^ (X,di). Il nous
—i P*suffit donc de montrer que pour tout L e <7 tel que dh(L) =0, on a

< fe* (X,i)«»TT',L > » 0. Or ^ (X^DOTT' » Tr<*J. Or si dh(L) = 0, on a (puisque J se

factorise à travers h ), dj(L) =0. Or (V,^.^), < ^oj^L > = < ïï»dj(L) > , donc
^-^ pf •—

pour tout J e ' 1 1 tel que dh(L) = 0 , o n a < 7 r < » j , L > = 0 . Alors n 1 provient
d^un morphisme P' -*• P*» puisque P est la variété de Picard de type G* de X ,

donc h est un isomorphisme, C.Q.F.D.
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^SS l̂̂ iii.K014^ oon>nutatif ffiS^SSS î̂ •
Soient X une variété complète, Q un groupe algébrique commutatif,

L son sous-groupe linéaire connexe maximal, P la variété de Picard de type L

de X . Si G° est extension triviale de GVL par L , il résulte de ( VIII, 1,10)

que ^ •(X,G'/L) » 0 , donc ^ •(X,G) - ^(X^L), ce qui montre que P représente
le fondeur de Picard de type G de X .

Cependant, si G* n'est pas extension triviale de G°/L par L , le fono-

teur de Picard de type G de X n'est pas toujours re présentable, comme le mon-

tre le contre-exemple suivant.

Proposition 4.1. - Soit A une variété abélienne définie sur un corps K de

caractéristique 0 , et soit G une extension non triviale de A par le groupe
additif G ; alors le fondeur de Picard de type G d^ A n'est pas représenta-

ble.

Remarquons d'abord que si dim A / 0 , ff^A,^) ^ 0 (l̂ LviI.n l̂.Th.lO),
donc il existe un élément non nul c e H^A,^) et ([içLviI.n l̂T.Th.T) cet élé-

ment c définit une extension non triviale G de A par G •

Notons i : G -^ G l'immersion canonique. Soit (P.ir) la variété de
Picard de type G de A . Supposons que le fondeur de Picard de type G de A
soit représentable par une variété Q , et soit ^ : Q -^ ^ (A,G) la famille alge*
brique canonique. Il résulte de (2.2) que (Q,X) est la variété de Picard de type

G de A et que x est inJedif. Comme ^(A,i)o7r est un homomorphisroe algébri-
que, il existe un homomorphisme de groupes algébriques f : P ->• Q tel que
^ (A,i)»TT = ^of . Comme x est injedif, Ker ^(A,i)oTT est égal à Ker f , c'est

donc un sous-groupe fermé de P .

Posons alors P' « P/N , où N - Ker <6 (A,i)eir . Notons TT* : p* ->- ^'(A,C)
l1homomorphisme déduit de TT par passage aux quotients. Remarquons que P est un

espace affine, et que, puisque K est de caractéristique nulle, le sous-groupe

algébrique N de P est un sous-espace affine de P , si bien que l*homomorphis-

me canonique q : P ->• P* admet une section régulière P . Alors
TT' m <é (A,i)o-iï»p est une famille algébrique, donc un homomorphisme algébrique.

Notons î ; TT^ -»- ^"(A.T^) (où 0 désigne les éléments neutres de nos
groupes) l'application A ^^ < TT, Jt > . Soit A une classe de définition de ^ ;
notons îr* :Tpt ^ ^(A.T0) l'application qui à A e T^ fait correspondre l'é-
lément < A, &' > de ^ (A,T,J. Remarquons que, par construction, Tr'oq =^(A,i)e7T,

donc Aoq est une classe de définition de ^(A.l)»^ , Alors, pour tout A e ' l î .

d'après (111,1.9) , on a < A»dq( A) >» < Aoq, i > si bien que((v,4.1) et (V.4.6))
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Tr'odqO) - < A«q ,A > = < ^ (X.DOTT.A > = ^/(X,di)(< TT, A >) =, <6(X,di)o7r(A)

donc 7r'°dq = (X,i)o7r .

i r ;——>f(AT^)
dq 1 1 «A.dl)

<——— ^(A.T^

Or, comme i est une immersion, di est une immersion ; et puisque les

groupes T^ et T° sont linéaires, ^ (X,di) est injectif (1,5.12) ; d'autre
part ^ est Injectif (VIII,2.3), donc Tr^dq est injectif, si bien que dq est
injectif» Donc N est un sous-groupe discret de P • Mais puisque N est un sous-
espace affine de P , c^st que N est nul. Puisque TT est bijectif (VIII.2.2),

Ker ^ (A,i) = TT(M) » 0 .

D* après (I,5.4)< puisque ^ (A,i) est injectif, si on note p : G ->• A
l'homomorphisme canonique, on a Ker 7(A,P)c Im T(A,i). D'après ([l6]), il exis-

te une section rationnelle o de p . Posons D » div^ ° • Puisque po<j a id ,
il est clair que poD « 0 . Donc il existe un diviseur principal D1 a div- <^ tel

G
que i^D* = D , Donc o-<(> est une application régulière at de A dans G tel-
le que p»o* » p»o-p»<(> » p»o = id si bien que p admet une section régulière
a 1 , ce qui entrain» ([l9jviI,n*15,Th.5 et n°5, prop.5) que G est une exten-

sion triviale de A par G , contrairement à l'I-ypothèse, C.Q.F.D.
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