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CONTRIBUTION A L» ETUDE DES ELEMENTS TERTIAIRES

ET ISOTÏPIQUES DANS LES MODULES ET LES (^-ALGEBRES

par

Jacques FORT

Ce travail porte essentiellement sur les deux notions suivantes ;

1/ La notion d'élément tertiaire d'une (^-algèbre (L) , introduite et étu-

diée par L. LESIEUR et R. CROISOT dans 03] , [14] , [15] , et pôT^ .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module U sur un anneau

ç> non nécessairement commutatif, et que (Ç) est le treillis des idéaux

bilatères de Tb 9 la notion de sous-module tertiaire généralise alors celle

de sous-module primaire définie dans le cas où S est un anneau commutatif

(cf. N. BOURBAKI, Algèbre coimnatative, chapitre 4)»

2/ La notion de sous-module isotypique d'un module U introduite par P. GABRIEL,

et appliquée à 1 1 0 -décomposition d'un sous-module en sous-modules isotypi-

ques (cf. [10J) ; tous les résultats que nous utilisons ici figurent au cha-

pitre X de [î6j , en liaison étroite avec la notion de sous-'nodule tertiaire.

Nous nous proposons dans ce travail, en suivant les suggestions de

Monsieur le Professeur L» LESIEUR, d'étudier les questions suivantes ;

1/ S'affranchir, partiellement ou totalement, des conditions de chaîne ascen-

dante (ou descendante) portant sur les résiduels à gauche et à droite des

sous-modules d'un module U (conditions figurant à l'axiome (D) de [13j , 1 ;

ou à l'axiome D du chapitre III de [16]) ; et étudier, dans ces conditions

nouvelles, les sous-̂ nodules tertiaires, les radicaux tertiaires, et les sous-

modules unirésidués»

2/ Définir une notion d'élément injectif et d'enveloppe injective dans les treillis

modulaires, 0 -continu et complet ; et utiliser ces notions pour introduire

celle d'élément isotypique dans un treillis modulaire noethérien (ou artinien).

( 1 ) cf. bibliographie aux deux dernières pages.
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3/ Comparer cette notion d'élément isotypique à celle d'élément tertiaire.

Nous avons divisé notre exposé en onze chapitres»

L'étude du radical tertiaire d'un sous-module et des sous-modules ter-
tiaires d'un 6-module à gauche U , est conduite au chapitre 1 , dans la
situation la plus générale» Cette étude est précisée, sous une condition (E)
assez large, au chapitre H ) nous avons pu ainsi étendre a des modules ne
vérifiant pas nécessairement l'axiome (D) , de nombreux résultats de L. LESIEUR
et R. CROISOT. Lorsque cette extension n'était qu'une simple transposition,
nous n'avons indiqué que l'énoncé correspondant ? lorsqu'elle a nécessité au
contraire une élaboration originale, nous avons donné intégralement les dé-
monstrations •

La comparaison des notions de sous-module tertiaire et de sous-module
unirésidué est abordée au chapitre III y sous la considération des faits sui-
vants l on sait que, d'une part, tous les exemples de modules ou d'anneaux
construits pour tenter de séparer ces deux notions ont été -jusqu'à présent-
inopérants ? et que, d'autre part il n'a pas été obtenu d'éventuel théorème
général d'équivalence des deux notions» Cette équivalence est cependant connue
dans le cas d'un module sur un anneau commutatif, et dans le cas d'un anneau
artinien à gauche (cf. § 7 et 8 de [13J , II). Nous étendons cette équivalence
au cas des modules sur un anneau artinien à gauche (théorème 3.3) ; deux autres
cas d'équivalence sont abordés, et un théorème de transfert (théorème 3 . 1 )
permet de ramener le problème au cas des idéaux d'un anneau -tout au moins
dans des conditions assez usuelles-

Be la structure de module de U , nous ne conservons au chapitre T^
(et jusqu'au chapitre X ) , que celle du treillis (L) de ses sous-modules ;
et l'étude porte essentiellement sur un treillis (L) modulaire, complet et
H-continu. Le chapitre IV précise et indique quelques propriétés des treillis
modulaires portant sur les quotients semblables et sur les unions (et intersec-
tions) directes, propriétés qui seront utilisées dans les chapitres suivants»

Pour introduire les notions d'éléments injectifs dans (L) et d'enveloppe
injective d'un élément de (L) , nous nous sonnes volontairement limités a la
considération des seuls éléments de (L) y et nous n'avons pas cherché a plonger



- 3 -
(L) dans un treillis (L' ) plus riche en propriétés que (L) -ce qui est le
cas par exemple du treillis des sous-modules d'un module M , lorsque M est
plongé dans un module injectif-. Nos définitions ont cependant été choisies de
telle sorte qu'elles coïncident le plus souvent arec les définitions habituelles
correspondantes y dans le cas particulier où (L) est le treillis des sous-modu-
les d'un module injectif.

Aux chapitres V et VI sont introduites les notions d'extension essentielle
d'un élément donné de (L) , et d'élément complément de (L) ; leurs propriétés
élémentaires sont étudiées» Les éléments de (L) qui ne possèdent pas d'exten-
sion essentielle propre ont été appelés injectifs, bien qu'ils coïncident avec
les éléments compléments de (L) —théorème 6.1—• Ce dimorphisme d'écriture a
été maintenu afin de conserver l'analogie des énoncés des propriétés étudiées avec
ceux des propriétés correspondantes que nous connaissons, touchant les modules»

Nous prouvons au chapitre VII l'existence *'d' enveloppes injectives" d'un
élément donné de (L) y qui sont caractérisées par des énoncés de même forme que
ceux portant sur les enveloppes injectives d'un module (théorème 7.2), à l'excep-
tion cependant de leur unicité (à un isomorphisme près)*

û chapitre VIII les injectifs (ou compléments) extrêmaux de (L) sont
étudiés en détail, et leurs diverses caractérisations sont fondamentales pour
l'étude des applications faite aux chapitres suivantŝ

Le treillis (L) est supposé noethérien (ou artinien) au chapitre IX
(ainsi qu'aux deux derniers chapitres) } Nous y donnons d'abord un théorème de
décomposition d'un élément complément de (L) en intersection de compléments
maximaux de (L) (théorème 9 . 1 ) . Puis nous étendons un théorème de G. AZUMAIA
à une classe de treillis (L) satisfaisant à une condition supplémentaire (S)
(théorème 9*2) ; et nous donnons une caractérisation des modules injectifs por-
tant uniquement sur le treillis des sous-modules de modules extensions faciles a
construire (théorème 9. 3 )

Une relation d'équivalence dans l'ensemble G des quotients co-irréducti-
blés de (L) (définition 10.2 et proposition 10.1) nous a permis de définir au
chapitre X , la notion de P -types de quotients co—irréductibles attachés a un



élément donné X de (L) ) P est une classe d'isomorphismesde quotients pou-
vant être choisie ultérieurement de plusieurs façons intéressantes» II est alors
possible, pour chaque choix de F , de développer une théorie des éléments
F -j sotypiques de (L) y et de décomposer les éléments de (L) en intersection
réduite d'éléments F-isotypiques (théorèmes 10.2 et 10.3).

Au chapitre XI, nous appliquons les résultats du chapitre X aux (9S)-algèbres
modulaires (L) et aux modules» Nous déterminons des conditions suffisantes por-
tant sur la classe P pour qu'un élément P-isotypique de (L) soit tertiaire,
par l'étude des résiduels essentiels de cet élément (théorème 1 1 . 1 ) ; enfin il
est possible de choisir P dans le cas des modules, pour obtenir une théorie
des P-types et des sous-modules P-isotypiques équivalente a celle, connue,
des sous-modules isotypiques (théorème 11•3)»

Je tiens à exprimer ici toute ma profonde reconnaissance à, Monsieur le Pro-
fesseur L. LESIEUR rapporteur de cette thèse ; ses enseignements et ses conseils
m'ont été d'un grand secours pour l'élaboration de ce travail, et pour sa rédac-
tion définitive.

J'adresse mes vif» remerciements à Monsieur le Professeur P. DUBREIL qui m'a
fait l'honneur de présider mon Jury, et a Monsieur le Professeur A. REVUZ qui a
bien voulu me proposer un deuxième sujet de thèse*

Je suis également très reconnaissant envers Monsieur le Professeur R. CROISOT
auprès de qui j'ai toujours trouvé l'accueil le plus favorable.



CHAPITRE 1

RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE» SOUS-MODULES TERTIAIRES.

Les notations et symboles suivants seront en usage principalement au cours
des chapitres 1 , II , III .

S désigne un anneau non nécessairement coranutatif ou unitaire» U désigne
un ï -«oodule a gauche» Les éléments de t sont représentés par des lettres

grecques minuscules, ceux de U par des minuscules ordinaires, les idéaux bila-
tères de ¥ par des majuscules manuscrites, les idéaux a gauche par des gothi-
ques, les sous-modules par des majuscules d'imprimerie.

(x) représente le sous-module engendré par xe U , (oc( l'idéal a gauche

engendré par oc e S, (oc) l'idéal bilatère engendré par «.eS. Le symbole oc S» x

représente la réunion de l'élément ocx et de tous les éléments o& px , p dé-
crivant £> •

Pour tout sous-module X de U et tout sous-ensemble non vide S Ç U la
notation X \ S représente l'ensemble Ç 6. S tels que ^ s C X . V s ê S ,
c'est un idéal à gauche de Ç . Si S est sous-module de U , X \ S est un

idéal bilatère de S appelé résiduel à gauche de X par S , il est propre
si S $^X .

Pour tout élément Ï du centre de S et tovb sous-module X de U , la

notation X .' )f représente l'ensemble des x€.U tels que Ï x e X $ c'est un
sous-module de U ,

Pour tout idéal bilatère Jfe dé £ et tout sous-module X de U , la no-
tation X •' db est l'ensemble des x 6 U tels que 0 6 x ^ X , V < x . ^ A { c'est
un sous-module de U appelé résiduel a droite de X par A» •

1. RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE.

Les deux définitions qui suivent sont celles données dans 03] » II »
(définitions 6.1 et 6.2) ?
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DEFINITION 1,1 - Soit X un sous-module quelconque de U . Les éléments oc de &

vérifiant la condition :

a € X ===» 3 a' C (a) tel que a» 4. X et a 6 * a-1 £ X

forment un idéal bilatère SÎW de 5 .5Î(X) s •appelle le radical tertiaire
du sous-module X .

DEFINITION 1,2 - On dit q^un sous-module T est tertiaire lorsqu'il 'vérifie la pro-

priété suivante x a S* b Ç T et b ̂  T »^ <x é.5î(T) .

PROPOSITION l.l^ - X ^ U étant sous-module de U , on a i

a) ^î(X) « 0 âî(X -.a) .
a^X

b) si Ï est élément du centre de S t âî(X) Ç ^î(X .• Ï ) .

a) si ç a d X , on a : ^Î(X) ̂  ^%(X \ a) ( en effet soient 0€âî(X)

et fi ^X \ a ; il existe alors x €(^a) tel que x é X et p 5» x ^ X .

Mais x est de la forme x s ÎTa avec !T ê(fl| et if ^X *. a ( comme

p g» x Ç X est équivalent à P g» Y Ç, X \ a , il résulte bien û eSi(X \ a).

Si Sa C X , on a X \ a = 5 et Jî(X \ a) s 5 2^Î(X) .

Réciproquement soit a e ^ ^ ^(x \ a) = A, idéal bilatère de S
a ^ X

Soit aussi b ̂  X . Montrer qu'il existe b» 6 (b) , b' ^ X avec

ot S» b» Q X . (équivalent à oc ê^î(X) ).

Si a £* b C X , on choisit b« a b .

Si oc 3S* b <t X , ou bien oc X b ^ X pour un certain \€ ^&( par défi-

nition de A», oc C <SR(X \ 'X b) , et il existe oc' € ( o( | tel que

o(? ^ X \ Xb et 01 5* oc1 Ç. X \ 'Xb . On choisit dans ce cas b' « oc» \b |

ou bien ocb ^ X ? oceâî(X \ b) et il existe oc" ê (oc| tel que oC-^X \ b

®t oc ç* oc** Ç X \ b » On choisit dans ce cas b' a oc" b .

b) Si ûeâï(X) et b ^ X •• Y /ou f b ^ X , on peut trouver x édfb)

tel que x ^È X et 0 S* x ^ X } x est de la forme x « fb* avec b' ê (b)

puisque y appartient au centre de 5 •

b» ^ X .' y î et p S* V b' Q X entraine K o 5» b' & X , ou

p S» b» Ç X .• y $ par suite peSS(X •• H •

Dans le cas où X •• Y a U , on a encore 5î(X .' ^6) • £ 2^Î(X) •

(1) cf. proposition 1.1 de [8] , II .



PROPOSITION 1.2 - Pour les sous-modules X y X , » • • , X , on a :
3î(x^) n âî(x^) n ... n Si(\) ç âï(x n x n ... n x )

II suffit de faire la démonstration pour deux sous-modules X. et X_ • Soient
<^e3î(X^) H Si (X^) et b ^ X^ 0 X^ . On a, par exemple, b ^ X f il existe

alors b' C (b) tel que b' ^ X et oc 6* b» S X. .

Si ol g* b» Ç X , alors b' ^ X. n X et <x S * b( S X. n X. en-
trainent oc e<S%(X 0 X ) .

Si oc g* b1 d X. , deux éventualités t

• ou bien oc b* ^ X, , et oc€^(Xj entraine l» existence de b'9 €> (ocb1)
tel que b" ^ X et oc S» b" C X^ . ̂ iis b- e (b1) entraine t

et V* b*» Q X 0 X^ avec b»' ^ X 0 X^ , et par suite oc 6<ÎS(X H X^) .

• ou bien ce X b' ^ X_ pour un certain Xé S ) on raisonne comme précédemment
en remplaçant b1 par Xb* •

Cette proposition étend, au cas des modules, sans imposer de conditions de
chaînes sur les sous-modules de U ou sur les idéaux de ô , la propriété 1.6

de [13] , III .

2. SOUS-MODULES TERTIAIRES.

DEFINITION 1.3. - Rappelons la définition d'un sous-module secono^rer donnée au

§ 6 de [13J , 1 ,

Un sous-module X est dit secondaire si A» î Ç X , î ûL X mad^ 3
k. entiers positifs (i s 0, 1 , . .« , n $ n >0) et des idéaux bilatères £.

tels que :

^ko î^ ^k1 ̂  ... ^A^USX et X ^^«X

PROPOSITION 1.3 -

a) Tout sous-module secondaire est tertiaire*

b) Tout sous-module tertiaire selon la définition de MM. LESIEUR et CROISOT
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donnée à la propriété 7.2 de [)3] , 1 « (l) - est tertiaire selon la défini-
tion 1.2 •

a) résulte de la propriété 7*4 de [13] , 1 , dont la preuve n'utilise
aucune condition de chaîne, et de la partie b) de la proposition»

b) est une conséquence des définitions, et est indiquée en note a la défi-
nition 2.2 de [13[] , II .

REMARQUE - II n'est pas certain que l'équivalence des définitions données dans 1 et
II de [13] pour les éléments tertiaires, soit valable dans le cas général du
présent chapitre 1 • Néanmoins cette équivalence est assurée dans des conditions
très larges -cf. le théorème 2.2 du chapitre 2-«

THEOREME 1*1 - Tout sous-module n ̂irréductible est tertiaire •

La démonstration du lemme 3*1 de [13] , II ,
"Tout idéal à gauche 0-irréductible est tertiaire"

qui n'utilise que la structure de module à. gauche de l'anneau, s'étend d'elle
même au cas des modules»

DEFINITION 1.4 - On appelle résiduel élémentaire de X , un résiduel & gauche propre
de X de la forme X \ (y) , avec y ̂  X •

DEFINITION 1.5 - Un idéal a gauche CC de S est premier à. droite si l
ofc 6*A &a—=»^8e<xou <x S» c a

(1)-Rappelons la propriété 7.2 de [13] , 1 • Pour que X soit tertiaire il faut
et il suffit qu'il vérifie la condition »

X •• Jb 3 X et (X .• jb) 0 1 Ç Xas^T £ X
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PROPOSITION l^17 - Soit T ^ U un soua^oodule tertiaire, on a les propriété» l

a) ^Î(T) .S fï \ (y)1 « U [î •• (y)1
y i ' S ^ > y ^ T '

b) si ^î(T) est un résiduel & gauche propre de T , il est premier.

c) S a d T —»5Î(T) - 5Ï(T •. a)

d) si Ï est un élément du centre de 5 ,

yu ^T™^%(T) -âï(T .e Y )
e) l'idéal a gauche T \ a est premier a droite si et seulement si »

a € T .\^(T)

Preure de a) t Soit 0 &StW l choisissons b ^ T , il existe b» € (b) tel que

b' é T et p 6» b« C T , équiralent a p€ T \ (b') .
Inversement, Vy (é T on a T \ (y) g 5Î(T) car p8* y S T , y ^ T

et T tertiaire entraînent oe.SïW •

Preuve de b) < Soit a S»? & ^l(T) - T •• T et P^ÛÏ(T) »

il existe y € 1 , y ^ T tel que ft g* Y ^ T •
D'autre part <x 6 » ? ê T * • T entraine o c S » 6 < 5 » y ç T

Beprenons ô S * y f, T l

-. ou bien ?y ̂  T } alors a S» (3 y S T •ntraine o( ê^l(T) , T étant

tertiaire.

- ou bien Ç> >y ^ T pour un certain \ € S ( et de même o c 5 » / 3 X y S . T

entraine OC 6.5Î(T) •

Preuve de c) : II existe Ç&S tel que Ç ̂  T *. a . De p&SÎ(T •. a) résulte
que l'on peut trouver ç' ê (Cl tel que ç< ^ T \ a et p Ç» Ç' S T '• a »

ou; ^ ç ' a ^ T et P Ê ^ Ç ' a S T î
T étoat tertiaire on a bien Oe5î(T) . La proposition 1 . 1 achève la démonstration.

( 1 ) cf< proposition 1 . 2 de [8] , II .
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Preuve de d) ï Même forme de démonstration qu'a c) } en effet x À T .*Ï et

p€<îR(T .• Ï) =» 3x' € (x) tel que x' ^ T .• Ï et 0g» x' C T .' Ï ,

ou ; y x' çé T et p^* ^ x' c T ?

T étant tertiaire s pe3î(T) « (Inutilisé ensuite la proposition 1.1 .

Preuve de e) x Supposons que T \ a soit premier à droite, et que a é T .*Si(T) .

Il existerait donc ^ans <3i(T) un élément 0 tel que û a é: T ; on peut alors trouver

a* e (pa) tel que a' ^ T et p S* a» £ T . Mais a' » 0' a avec 0' e (P| ,

d'où pg# p' Ç T •. a -, p^ T \ a=s^ p g* d T \ a .

T *, a étant premier a droite, il vient D1 €. T '. a , en contradiction

avec û ' a a s a ' ^ T .

Inversement soit a € T .• jî (T) } si a e T alors T \ a » S •st bien

idéal premier (à droite) ; si a ^ T , soient alors deux éléments oC et ô de

% tels que ocS*fi Ç T '. a , qui entraine oc\ S* 0 C. T \ a , VX6 S(

l'éventualité fl G T *. a assure la preuve }

si P^ÈT •. a , <x g» (3 a ç T et o(XS» fia ^ T entrainent :

C(Ê%T) et <\À e«SR(T) V-)l€S puisque T est tertiaire.

Comme par hypothèse a e T .'Ûî.(T) , oc g* a ̂  T ou <x S* S T •. a .

REMARQUE - II est possible de définir un "radical tertiaire" Sî^W du sous-module

X , comme étant l'intersection des résiduels essentiels de X . <3î-(X) est aussi&
l'intersection des idéaux premiers a droite de la forme X \ a (L. LBSIEOR,

Cours de Mathématiques approfondies, Orsay 1963) •

La proposition 1.4 montre que, dans le cas d'un sous-module tertiaire T ,

l'ensemble des éléments a tels que T *, a soit premier a droite, coïncide avec

le sous-module T .*<3Î(T) ; d'où ;

(1) T \ [T ^SiW] »SÎ^W

Pour un sous-module quelconque X , nous avons l'inclusion :

(2) x -.[x .-SiW]ç <5^(x)

Eh effet la première partie de la preuve de e) de la proposition 1.4 ,

montre que si X '. a est premier a droite, alors a € X ,'<jî(X) (que X
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soit tertiaire ou non tertiaire) ; et il resuite bien ï

X \ [X ^(X)] ç X \ (a) C X \ a

fil l'absence de condition de chaîne, l'égalité (1) n'est pas toujours réa-

lisée pour un sous-module X non tertiaire, conroe on peut le montrer par l'exem-

ple 2«1 du chapitre 11 o

Lorsque le module vérifie, pour chacun de ses sous-modules X , la condition (E)

(introduite au chapitre II), l'égalité suivante est réalisée, pour tout sous-

module X ï

SiW = x \ [x .'^(x)J -Si^ï)

Elle est conséquence de la proposition 2,4 et des inclusions t

^R(X)CX °. [X .^(X)J£c5^(X)

PROPOSTOON 1 o 5 - Pour qu'un sous-module X ^ U soit tertiaire il faut et il suffit

qu'il vérifie la propriété ï

X ,• (oc) 0 X«=^ OL<£^I(X)

C'est la définition 3o1 de I13] » m » restreinte aux idéaux principaux
(oc) de 6 .

X .° (oc ) 3 X ==^ 3 y é X , « - î ^ y ^ X , X tertiaire =BS^ oc €. âî(X) .

Réciproquement, si la propriété de l'énoncé est vraie pour X ^ U , soit alors

« . 6 * y £ X , y j é x ? o n a y e X . ' (a) .

y <é X et la propriété en question entraine a ̂  <^Î(X) •

THEOREME 1 o 2 - Si le module U est unitaire pour que le sous-module X ^ V soit

tertiaire, il faut et il suffit que X ait la propriété l

Sa ^ X == (̂X) « <îR(X \ a)

La condition est nécessaire d'après la proposition 1.4 c) e

Inversement, supposons que X ait la propriété et soient o c ê . 5 , a € U ,
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tels que ; oc g » a ç. X et a ^ X -qui entraine S a d X puisque U est

unitaire-. Soit alors /3 choisi tel que /3 ^ X \ a ( comme oc <S * a ^ X on a

aussi ; 06 5»^Q a S X , ou oc S*? C X \ a ^ par suite o<€^ft(X \ a) • <!%(X) ,

et X est bien tertiaire*

REMARQUE - Ce théorème 1.2 est inexact lorsque £ n'a pas d'élément unité» Consi-

dérons a cet effet le demi—groupe G défini par la table de multiplication <

| 0 a b c

0 0 0 0 0

a 0 0 0 0

b 0 a b a

c 0 0 0 0

et construisons sur le corps 2^ s Î0,ll a deux éléments, l'algèbre % d'élé-

ments générateurs a, b, c, et dont la multiplication est celle issue de la ta-

ble de G • Les éléments de % sont t

0 , a , b , c , a4b , b+c , c+a , a+b+c

îfc = f0,a| est idéal bilatère de S . Son radical tertiaire ^R contient

les éléments a et c puisque a 5 a c S e { O t , mais ne contient pas b car

(b| « {O»b} s b S * b ^ A? ; donc :

5î = ÏO 9 a , c , a+c} et Jb n'est pas tertiaire puisque b 5 » c » j 0 » a î « % ,

c (é Jt> , b €.Si . Les seuls éléments x de S tels que S x d 3b sont t

b y a4-b , b+c , a+b+c •

Les quatre résiduels Jo '• x correspondants contiennent a et c mais ne

contiennent pas b puisque a 8 s B c 5 a B { o J et b x ^ ? 6 «

Par suite J^ \ x = S^ .On vérifie aisément que Sï (Si) » <% , et
Sx ^ A=» ^%(ft) »<î%( .fc •• x) î ^ vérifie la propriété du théorème sans

être tertiaire.

DEFINITION 1.6 - Un sous-module X est dit ^-tertiaire, lorsqu'il est tertiaire et

que son radical tertiaire est <% •
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THEOREME 1 .3 - L'intersection d'une famille finie de sous-modules Si -tertiaires •st

un sous-module Sï -tertiaireo

Cet énoncé est celui de la propriété 7e6 de [13] > 1 , établie sous les

conditions de chaîne (D) au § 1 de [l3j , 1 , et celui du lemme 3,2 de [13] ,

II f établi sans utiliser de condition de chaîne, dans le cas d'un anneau» Son

adaptation au ca« des modules est aisée «

Le théorème 7o1 de p3j , II » relatif aux idéaux à. gauche» s'adapte im-

médiatement au cas des sous-modules, sous forme de la proposition suivante i

(donnée dans [P.J > 1 y sous la référence "Théorème I")

PROPOSITION 1,6 - T étant sous-module <3ï-tertiaire de U , et x un élément de U ,

si l'on a S x <i T , l'idéal à gauche T \ x est Si -tertiaire dans S .

Rappelons la démonstration ï Qî ss3î(T \ x) d'après la proposition 1»4 (

si oc €* ? S T \ x avec fî ̂  T •. x ,

oc g* (3 x Ç T avec fl x é. T ; T étant Si -tertiaire $ oce5î=<îl(T \ x) .

PROPOSITION 1.7 - ï étant sous-module Sî -tertiaire de U , et K un élément du cen-

tre de S , si l'on a Y U fs. T ^ le sous-module T .* ^ est SÏ -tertiaire dans U •

C'est une conséquence de la proposition 1.4 d) ; Si = <Sî.(T ." if) •

On termine comme II la proposition 1•6 •

THEOREME 1o4 - T étant sous-module 5\ -tertiaire de U , et S un sous ensemble non

vide fini de U , si 6 S ^T , l'idéal à gauche T \ S est ^-tertiaire dans Ô,

En effet T \ S as ' I (T '. s ) avec s. € S et s. ^ T (ne sont conser-

vés que les s ^ S tels que os dp T) } le théorème est alors conséquence de la

proposition T«ô et du théorème 1.3 .
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CHAPITRE II

MOIXJLES VERIFIANT LA CONDITION (E)

1. UNE CONDITION D'EXISTENCE DES RESIDUELS ESSENTIELS.

Rappelons la définition et la propriété suivantes l

DEFINITION 2.1 - On appelle résiduel essentiel du sous-raoduU X , un idéal bilatère (?
tel qu'il existe un sous-module Y 0 X avec 0 m X *. 1 et l

X C Z Q 1 ss^X • . Z « X \ Y , Z étant sous-œodule de U .

on dit alors que y est résiduel essentiel de X gar rapport à ï .
C'est la définition donnée dans [l5j . Dans le cas où X , Y , Z sont des élé-
ments d'un treillis modulaire (c'est ici le cas), cette définition est équivalente a »

DEFINITION 2.1' - L'idéal S^ bilatère est résiduel essentiel du sous-module X , s'il
existe un sous-module Y ̂  X avec <SP a X \ Y et ï

Z ̂  X , Z C Y =^X ' . Z » X \ Y , Z étant sous-nodule de U .

Cette équivalence est donnée dans [l5] •

PROPOSITION 2.1 -
a) Tout résiduel essentiel du sous-module X ̂  U est un idéal premier.
b) Si y est un résiduel a gauche propre maximal de X ̂  U , c'est un résiduel

essentiel de X •

Ce sont respectivement le lemme et la propriété 1 de [l?] , Dans tout ce
chapitre II, tous les sous-modules envisagés seront supposés vérifier la condition
suivante (sauf a la proposition 2.2) ï

CONDITION (E) - On dit que le sous-module X ̂  U vérifie la condition (E) >
d'existence des résiduels essentiels, si î y d X c==> 3 y* G. (y) tel que
y'^ X et X ' . (y*) soit résiduel essentiel de X par rapport a ( y ' ) .
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PROPOSITION 2.2 - Tout sous-module X de U , X ^ U , vérifie la condition (E) lorsque
l'une des conditions suivantes est réalisée :

a) L* anneau 5 est artinien a gauche*

b) L'ensemble des résiduels élémentaires du soas module X ^ U vérifie la condition
maximale -ceci pour tout sous-module véritable X de U-.

c) Le module U est unitaire et semi-simple •

d) Les conditions de $baîns (D) de L* LESIEDR et R. CROISOT de [13] , 1 , sont
vérifiées par tout sous-cnodule de U .

e) L'anneau S vérifie (E) pour sa structure de S-module a gauche (tous les
idéaux a gauche propres de S vérifient (E)).

REMARQUE PRELIMINAIRE - Pour X i U , la condition (E) est équivalente a la condition

(E') :

S y ^ X a==^ a y' ç. (y) tel que y» ^ X , et tel que X \ (y')

soit résiduel essentiel de X par rapport à (y»). En effet, visiblement, (E)

entraine (E'). Inversement soit y é. X ? si 5 y <t X alors (E*) entraine (E) \

si S y C, X , alors X \ (y) » 5 est résiduel essentiel de X par rapport
a (y)

Preuve de a) ; On vérifie (E») . Soit S y <t X \ désignons par (oc | un idéal minimal

parmi les idéaux a gauche monogenes (X| tels que (\\y(t X , et posons

J a X \ (<x | y . ér est résiduel essentiel de X par rapport a (<^] y s (oc y) , en

effet soit un sous-module 2 tel que 2 c (oe|y et Z d X . Il existe z € (<^ly

tel que z ^ X et z & Z ? 2 a o<» y avec oc» C (<x| } z ^ X entraine

(z) a (oc»| y ^ X avec (oc'j C (oc| ^ p r̂ suite (<x»| « (o(| et Z s (o<(y ,

X •. Z » ^p .

Preuve de b) : On vérifie (E) .Soient y ^ X et <P » X \ (y ) un résiduel élémen-
taire maximal parmi les résiduels élémentaires X \ (y') vérifiant y' ^ X et

y' € (y) • !P est essentiel par rapport a (y ) car, soit un sous-module Z tel

que Z Ç (y^) et Z ç& X , il existe z ^ Z tel que z ^ X ? (z) <s Z C (y )
et la maxiroalité de 5^ entrainent (

X \ (z) « X \ Z « X . (y ) « P


