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CONTRIBUTION A L'ETUDE DES ELEMENTS TERTIAIRES
ET ISOTYPIQUES DANS LES MODULES ET LES (%5)-ALGEBRES

par

Jacques FORT

Ce travail porte essentiellement sur les deux notions suivantes :

La notion d'élément tertiaire d'une (¥V)=-algtbre (L) , introduite et étu-
diée par L. LESIEUR et R, CROISOT dans [13 , [14] , [15) , et [16 1 .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module U sur un anneau

€ non nécessairement commtatif, et que (T) est le treillis des idéaux
bilatéres de & , la notion de sous-module tertiaire généralise alors celle
de sous-module primaire définie dans le cas ol S est un anneau commtatif

(cf. N. BOURBAKI, Algtbre commutative, chapitre 4)

La notion de sous-module isotypique d'un module U introduite par FP. GABRIEL,

et appliquée & 1' N -décomposition d'un sous-module en sous-modules isotypi-
aues (cf. [10]) 3 tous les résultats que nous utilisons ici figurent au cha-

pitre X de [16] , en liaison étroite avec la notion de sous-module tertiaire.

Nous nous proposons dans ce travail, en suivant les suggestions de

Monsieur le Professeur L. LESIEUR, d'étudier les questions suivantes :

S'affranchir, partiellement ou totalement, des conditions de chaine ascen-

dante (ou descendante) portant sur les résiduels & gauche et & droite des

sous-modules d'un module U (conditions figurant & l'axiome (D) de [13] , I

cu & 1'exiome D du chapitre III de [16]) 3 et étudier, dans ces conditions
nouvelles, les sous-modules tertiaires, les radicaux tertiaires, et les sous-

modules unirésidués.

.

]

Définir une notion d'élément injectif et d'enveloppe injective dans les treillis

modulaires, () =continu et complet ; et utiliser ces notions pour introduire

celle d'élément isotypique dans un treillis modulaire noethérien (ou artinien).

(1) cf. bibliographie wux deux derniéres pages.

BULL. SOC. MATH. - Mémoire 1.



-2 -

3/ Comparer cette notion d'élément isotypique & celle d'élément tertiaire.
Nous avons divisé notre exposé en onze chapitres.

L'étude du radical tertiaire d'un sous-module et des sous-modules ter—
tiaires d'un & -module & gauche U , est conduite au chapitre I , dans la
situation la plus générale. Cette étude est précisée, sous une condition (E)
assez large, au chapitre II ; nous avons pu ainsi étendre & des modules ne
vérifiant pas nécessairement 1'axiome (D) , de nombreux résultats de L. LESIEUR
et R. CROISOT. Lorsque cette extension n'était qu'une simple transposition,
nous n'avons indiqué que 1'énoncé correspondant ; lorsqu'elle a nécessité au
contraire une élaboration originale, nous avons donné intégralement les dé-—

monstrations.

Le comparaison des notions de sous-module tertiaire et de sous-module
unirésidué est abordée au chapitre III, sous la considération des faits sui-
vants : on sait que, d'une part, tous les exemples de modules ou d'anneaux
construits pour tenter de séparer ces deux notions ont été =jusqu'a présent-
inopérants ; et que, d'autre part il n'a pas été obtenu d'éventuel théordme
général d'équivalence des deux notions. Cette équivalence est cependant connue
dans le cas d'un module sur un anneau commutatif, et dans le cas d'un anneau
artinien & gauche (cf. § 7 et 8 de [13] , II). Nous étendons cette équivalence
au cas des modules sur un anneau artinien 2 gauche (théordme 3.3) ; deux autres
cas d'équivalence sont abordés, et un théordme de transfert (théordme 3.1)
permet de ramener le probldme au cas des idéaux d'un anneau ~tout au moins

dans des conditions assez usuelles-

De la structure de module de U , nous ne conservons au chapitre IV
(et jusqu'au chapitre X), que celle du treillis (L) de ses sous—modules 3
et 1'étude porte essentiellement sur un treillis (L) modulaire, complet et
Ne-continu. Le chapitre IV précise et indique quelques propriétés des treillis
modulaires portant sur les quotients semblables et sur les unions (et intersec-
tions) directes, propriétés qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

Pour introduire les notions d'éléments injectifs dans (L) et d'enveloppe
injective d'un é1ément de (L) , nous nous sommes volontairement limités 3 la
considération des seuls §léments de (L) , et nous n'avons pas cherché & plonger
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(L) dans un treillis (L') plus riche en propriétés que (L) =-ce qui est le
cas par exemple du treillis des sous-modules d'un module M , lorsque M est
plongé dans un module injectif-. Nos définitions ont cependant été choisies de
telle sorte qu'elles cofncident le plus souvent avec les définitions habituelles
correspondantes, dans le cas particulier ot (L) est le treillis des sous-modu=—
les d'un module injectif.

Anx gy_apitres v et Y_I_ sont introduites les notions d'extension essentielle
d'un élément donné de (L) , et d'élément complément de (L) ; leurs propriétés
élémentaires sont étudides. Les éléments de (L) qui ne possddent pas d'exten-
sion essentielle propre ont §té appelés injectifs, bien qu'ils cofncident avec
les éléments compléments de (L) ~théordme 6,1=, Ce dimorphisme d'écriture a
été maintenu afin de conserver l'analogie des énoncés des propriétés étudiées avec

ceux des propriétés correspondantes que nous conneissons, touchant les modules.

Nous prouvons au chapitre VII 1l'existence "d'enveloppes injectives™ d'un

élément donné de (L) , qui sont caractérisées par des énoncés de mBme forme que
ceux portant sur les enveloppes injectives d'un module (théordme 7.2), & 1l'excep=

tion cependant de leur unicité (2 un isomorphisme prds).
Au chapitre VIII les injectifs (ou compléments) extr8maux de (L) sont
étudiés en détail, et leurs diverses caractérisations sont fondamentales pour

1'étude des applications faite aux chapitres suivants.

Le treillis (L) est supposé noethérien (ou artinien) au chapitre IX

(ainsi qu'aux deux dermiers chapitres) ; Nous y donnons d'abord un théordme de
décomposition d'un élément complément de (L) en intersection de compléments
maximaux de (L) (théoréme 9.1). Puis nous étendons un théordme de G. AZUMAYA
3 une classe de treillis (L) satisfaisant & une condition supplémentaire (S)
(théordme 9.2) ; et nous donnons une caractérisation des modules injectifs por-
tant uniquement sur le treillis des sous—modules de modules extensions faciles &

construire (théordme 9.3)

Une relation d'équivalence dans 1l'ensemble & des quotients co-irréducti-
bles de (L) (définition 10.2 et proposition 10.1) nous a permis de défimir au
chapitre X , la notion de I” ~types de quotients co-irréductibles attachés & un
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élément domné X de (L) § I eat une classe d'isomorphismesde quotients pou=
vant 8tre choisie ultérieurement de plusieurs fagons intéressantes. Il est alors
possible, pour chaque choix de [* , de développer une théorie des éléments
E_-isotypigues de (L) , et de décomposer les éléments de (L) en intersection
réduite d'é1éments I -isotypiques (théordmes 10.2 et 10.3).

Au chapitre XI, nous appliquons les résultats du chapitre X aux (%8)-algdbres
modulaires (L) et aux modules. Nous déterminons des conditions suffisantes por-
tant sur la classe | pour qu'un élément [-isotypique de (L) soit tertiaire,
par 1'étude des résiduels essentiels de cet élément (théordme 11.1) ; enfin il
est possible de choisir [" dans le cas des modules, pour obtenir une théorie
des P—t&pes et des sous-modules [’ -isotypiques équivalente & celle, connue,
des sous-modules isotypiques (théordme 11.3).

Je tiens & exprimer ici toute ma profonde reconnaissance 3 Monsieur le Pro-
fesseur L. LESIEUR rapporteur de cette thdse j; ses enseignements et ses conseils
m'ont été d'un grand secours pour 1l'élaboration de ce travail, et pour sa rédac-
tion définitive.

J'adresse mes vifs remerciements & Monsieur le Professeur P, DUBREIL qui m'a
fait 1'honneur de présider mon Jury, et 3 Monsieur le Professeur A. REVUZ qui a
bien voulu me proposer un deuxidme sujet de thdse.

Je suis également trds reconnaissant envers Monsieur le Professeur R. CROISOT

auprés de qui j'ai toujours trouvé l'accueil le plus favorable.



CHAPITRE I
-
RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE, SOUS-MODULES TERTIAIRES.

-

Les notations et symboles suivants seront en usage principalement au cours
des chapitres I , II , III .

& désigne un anneau non nécessairement commutatif ou unitaire., U désigne
un & -module ¥ gauche. Les éléments de & sont représentés par des lettres
grecques minuscules, ceux de U par des minuscules ordinaires, les idéaux bila~
téres de & par des majuscules manuscrites, les idéaux d gauche par des gothi-
ques, les sous-modules par des majuscules d'imprimerie.

(x) représente le sous-module engendré par xe€ U, (ol 1'idéal & gauche
engendré par x € §, (x) 1'idéal bilatdre engendré par o € 5. Le symbole o &* x
représente la réunion de 1l'élément oux et de tous les §léments o x> e dé=-
crivant & .

Pour tout sous-module X de U et tout sous~ensemble non vide SCU la
notation X °. S représente l'ensemble £ € § telsque € s € X, ¥s € S ;
c'est un idéal & gauche de & . Si S est sous-module de U , X °. S est un
idéal bilatdre de & appelé résiduel A gauche de X par S , il est propre
si SZX.

Pour tout élément ¥ du centre de & et tovi sous-module X de U y le

notation X .’ ¥ représente 1l'ensemble des x €U tels que ¥ x € X j c'est un
sous-module de U ,

Pour tout idéal bilatdre J& de & et tout sous-module X de U y la no=
tation X .° & est 1'ensemble des x € U tels que ox € X , ¥t € &; clest
un sous-module de U appelé résiduel a droite de X par & .

1. RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE,

Les doux définitions qui suivent sont celles données dans [13] , II ,
(définitions 6.1 et 6.2) 3
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DEFINITION 1.1 - Soit X un sous-module quelconque de U . Les éléments « de &
vérifiant la condition s

a € X=> Ja' € (a) tel que a' X et oo & * at X
<

forment un idéal bilatdre JUX) de & .Q,(X) s'appelle le radical tertiaire

du sous-module X .

DEFINITION 1.2 - On dit qu'un sous-module T est tertiaire lorsqu'il .wérifie la pro-
priété suivante 1t A G*b C T et b & Ty x €5T) .

PRAPOSITION 1.1V X 4 U 6tant sous-module de U , on s

DR =) Rx". » .
a@X

b) si ¥ est 61ément du centre de O 3 Q(X) c &(X S %) .

a)si Sa ¢X yOna s Q(x) < RN *. a) 3 en effet soient Pe.'R(x)
ot p ;éx *. a ; il existe alors x e(pa) tel que x¢ X et E*x g X,
Mais x est de la forme x = ¥a avec XE(pl ot a’;éx ‘. & § comme
') E* x C X est équivalent & PE* ¥ &X °. a, il résulte bien ()EfR(X ‘e 8)

Si EacX,ona X'.a=5 ot N(X*.a)=82R®EX .

Réciproquement soit « € Gx *. a) = £, idéal bilatire de &
a
Soit aussi b ¢. X . Montropns qu'il existe b' &€ (b) , b! ¢ X avec

o B* b' € X . (équivalent & o« € RX) ).

Si «&*b C X, on choisit b' =DhH .

Si o &*b ¢ X, oubien «X b ¢X pour un certain X € 5} par défi-
nition de b, o« € KUX . Ab) , et il existe ' € (x| tel que
o« ¢ X°.Ab et E* o' ¢ X °.Nb . On choisit dans ce cas b' = o' Xb }
oubien otb & X ; x€8UX *. b) et il existe o € (x| tel que a"¢X . b
et « E* «" € X °. b . On choisit dans ce cas b' =" b .

b) Si Pe.ﬂ(x) et b ¢ X. % ,ou ¥b ¢ X , on peut trouver x & (¥ b)
tel que x € X et f)&*x C X3 x estdela forme x= ¥b' avec b' € (b)
puisque ¥ appartient au centre de & .
b'¢X.'x;et Pa*rb'gx entraine ¥p E*b' C X, ou
PBE*D'C X.°¥ ;par suite PEREX .V Y) . ‘
Dans le cas ot X . ¥ =U, on a encore X ." &) = & 28x) .

(1) cf. proposition 1.1 de [8] , II .



PROPOSITION 1.2 -~ Pour les sous-modules X1 ’ X2 peecey Xn » O & 2
KE) 0 KE) 0 . n&x) ¢ KE NX N ...OX)

Il suffit de faire la démonstration pour deux sous-modules 11 et Xz « Soient

ueSQ(x1) n @(xz) et b¢ X NX,.0na, par exemple, b ¢ X, j il existe
alors b' € (b) tel que b’ ¢ X, et « E*b' ¢ X .

Si o B*b' C X, , alors b ¢ L, NX, ot cE*¥b' C X, NX, en-
trainent aem(x1 N Xz) .

Si o« E*b! ¢ X, , deux éventualités 1

- ou bien « b! ¢ X2 , et oceSQ(xz) entraine 1l'existence de b" € (o b')
tel que b" ¢ X2 et o« H* b" C Xz « Mais b" € (b') entraine :
@ E*b" C X 0 X, avec b"¢ X, O X, , et par suite ueoﬂ(x1 nx,) .

- ou bien o A b! ¢ Xz pour un certain A € & ; on raisonne comme précédemment
en remplagant b' par Ab' .

Cette proposition étend, au cas des modules, sans imposer de conditions de
chaines sur les sous-modules de U ou sur les idéaux de & » la propriété 1.6
de [13], 11I.

2. SOUS-MODULES TERTIAIRES.

DEFINITION 1.3. - Rappelons la définition d'un sous-module seconu«:ise donnée au
§ 6 de [‘31 ) I ’

Un sous-module X est dit secondaire si & Y cX,¥Y ¢ X ==p J

ki entiers positifs (i =0, 1y.0ey n j 0 20) et des idéaux bilatdres 31

tels que :
k k k
&°I1ﬂ; 'L, L B ucx ot X0 L, =X

PROPOSITION 1.3 -
a) Tout sous-module secondaire est tertiaire.

b) Tout sous-module tertiaire selon la définition de MM. LESIEUR et CROISOT
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donnée & la propriété 7.2 de [13] , I = (1) - est tertiaire selon la défini-
tion 1.2 .

a) résulte de la propriété 7.4 de [13] , I , dont la preuve n'utilise
aucune condition de chatne, et de la partie b) de la proposition.

b) est une conséquence des définitions, et est indiquée en note A la défi-
nition 2.2 de [13] , II .

REMARQUE - Il n'est pas certain que 1'équivalence des définitions données dans I et
II de [13] pour les éléments tertiaires, soit valable dans le cas général du
présent chapitre 1. Néanmoins cette équivalence est assurée dans des conditions
trds larges -cf. le théordme 2.2 du chapitre 2=,

THEOREME 1.1 - Tout sous-module (V-irréductible est tertiaire.

La démonstration du lemme 3.1 de [13] , II ,
"Tout idéal A& gauche 0 -irréductible est tertiaire"

qui n'utilise que la structure de module & gauche de l'anneau, s'étend d'elle

m8me au cas des modules,

DEFINITION 1.4 - On appelle résiduel élémentaire de X , un résiduel d gauche propre
de X de la forme X . (y) , avec y¢x.

DEFINITION 1.5 - Un idéal & gauche & de & est premier & droite si 3
a&*{ssagpeaou x8*xc &

(1) Rappelons la propriété 7.2 de [13] , I . Pour que X soit tertiaire il faut
et il suffit qu'il vérifie la condition @

XoRox et XS h)NYTC XY X
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PROPOSITION 1.4(') ~ Soit T # U un sous-module tertisire, on a les propriétés s

a) QU = %: [T ‘. (y)] = U [T ‘. (r)]
YET yé¢r
b) ai Q(T) est un résiduel & gauche propre de T , il est premier.
¢) Ba ¢ TepIUAT) = R(T °. 8)
d) si ¥ est un é1ément du centre de & ,
KU ¢T=-¢5i('f) -Q(T o’ X)
e) 1'idéal & gauche T °. a est premier & droite si et seulement si :

a €T ..Q(T)

Preuve de &) 3 Soit Pe@(l‘) ; choisissons b ¢ T, 41 existe b' € (b) tel que
BET ot DE*D C T, équivalent 3 PET ", (b1) .
Inversement, Yy ¢ T ona T° (y) ¢ 5T car ea*yg T, ¥ #‘1’
et T tertiaire entrainent Pe!R(T) .

Preuwve de ) : Soit w EBXP G RM 1. T ot fERD
ilexiste y€ T,y ¢ T tel que pa*y¢r .
D'autre part uG*PQT'.! entraine uG*PG*ygT
Reprenons (Sg*y $ T
- ou bien py¢ T ; alors o & # By g T entraine o« e8A(T) , T étant
tertiaire.

- ou bien Ply¢ T pour un certain A E & ; ot de méme otE'Ply;_ T
entraine ot EJRAT) .

Preuve de c) : Il existe 5e€ & tel que E#T ‘e 8, De Feﬂ('t ‘. a) résulte
que 1'on peut trouver E' € (E|  tel que g ¢ T . a ot f) B* e CT %,
ou: §'a &T et Pa* E'a CT;
T étant tertiaire on a bien Fefﬂ('l‘) . La proposition 1.1 achdve la démonstration.

(1) cf. proposition 1.2 de [8] , II .,
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Preuve de d) : M8me forme de démonstration qu'a c) j en effet x ¢ T.'% et
PGS?(T o §)=>3Ax' € (x) tel que x' ¢ T. ¥ et Pg*x' cTtT.' ¥,
on:b’x'¢Tet E* ¥ x'CcT;

T étant tertiaire : ee@('l‘) o On utilise ensuite la proposition 1.1 ,

Preuve de e) : Supposons que T °, a soit premier 2 droite, et que a ¢ TR .
I1 existerait donc cans SR(T) un é1lément e tel que pa ¢ T ; on peut alors trouver
a' € (ea) tel que a'¢ T et pE*a' C T, Mais a' = p' & avec e'e ((J] ’
d'ou PG* P'c_:T'.a;()¢T'.a==)PE*¢T'.&.
T °. a étant premier & droite, il vient P' € T °, a, en contradiction
avec ‘)' a=a' ¢ T.

Inversement soit a € T .° JX (T) ;58 a €T alors T "ea= & est bien
idéal premier (i droite) ; si a ¢ T , soient alors deux é1éments ot et {5 de
B tels que NE*(ng'.a,quientraina oc)sa*p_C_T'.a, Vie B;

1'éventualité P €T °. a assure la preuve ;

si ﬂ%T’.a, a & (3&;'1‘ et o XG* Pa_c_T entrainent
xeSUT) et x XA e(T) VW& puisque T est tertiaire.
Comme par hypothtse a € T ."SRU(T) , x&* e & T ou x E*C T *. a.

REMARQUE -~ Il est possible de définir un "radical tertiaire" @E(X) du sous-module
X , comme étant l'intersection des résiduels essentiels de X . @E(X) est aussi
1'intersection des idéaux premiers & droite de la forme X °. a (L. LESIEUR,
Cours de Mathématiques approfondies, Orsay 1963) .

La proposition 1.4 montre que, dans le cas d'un sous-module tertiaire T ,
1l'ensemble des éléments a tels que T °. a soit premier & droite, cofncide avec
le sous-module T .°J2 (T) ; d'ol 3

(1) T [T 8T = Ry(m)
Pour un sous-module quelconque X , nous avons 1'inclusion :
(2) L [xoRE) e R

En effet la premidre partie de la preuve de e) de la proposition 1.4 ,
montre que si X °. a est premier & droite, alors a € X CHR(X) (que X
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soit tertiaire ou non tertiaire) ; et il résulte bien 3
XW[X.RX))] € x°.(a) eX’.a

En 1'absence de condition de chatne, 1'égalité (1) n'est pas toujours réa~-
lisée pour un sous-module X non tertiaire, comme on peut le montrer par 1'exem=-

ple 2.1 du chapitre 1II .

Lorsque le module vérifie, pour chacun de ses sous-modules X , la condition Q_‘:l
(introduite au chapitre II), 1'égalité suivante est réalisée, pour tout sous-

module X 3
RX) =% [X S RE) = R(x)
Elle est conséquence de la proposition 2.4 et des inclusions 3
Roecx . xRl e Kw

PROPOSITION 1.5 = Pour qu'un sous-module X £ U soit tertiaire il faut et il suffit
qu'il vérifie la propriété :

X. (o) DX e==p xe&(x)

Clest la définition 3.1 de [13] , III , restreinte aux idéaux principaux
(x) de & .
X.°(t) DX=23 y fx , «E*y c X, X tertiaire = x €5UX) .
Réciproquement, si la propriété de 1'énoncé est vraie pour X o U , soit alors

m&*ygx,y¢){;ona yeX. («x).
y yﬁ X et la propriété en question entraine “eQ(X) .

THEOREME 1.2 - Si le module U est unitaire pour que le sous-module X # U soit
tertiaire, il faut et il suffit que X ait la propriété :

&a ¢ X =>REX) = RX °. a)

La condition est nécessaire d'aprds la proposition 1.4 ¢) .
Inversement, supposons que X ait la propriété et soient x €8, a € U,
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tels que : « E¥a X et a ¢ X —qui entraine Za ¢ X puisque U est
unitaire-~., Soit alors (5 choisi tel que 3 ¢X° . ajcome xE*a CX ona
aussi : « &*0 ac X, ou ocB*pgx'. a ; par suite x € R(X °. &) = R(X) ,
et X est bien tertiaire.

REMARQUE ~ Ce théordme 1.2 est inexact lorsque & n'a pas d'élément unité. Consi-~
dérons & cet effet le demi-groupe G défini par la table de multiplication

et construisons sur le corps Z2 = {0,1} 3 deux éléments, 1l'algdbre & a'é1é-
ments générateurs a, b, ¢, et dont la multiplication est celle issue de la ta=
ble de G . Les éléments de & sont 3

0O,a,b, c, atb, btc , cta , atbtc

& = { 0,a } est idéal bilatdre de & ., Son radical tertiaire R contient
les éléments a et c puisque aB =c& = {0} » mais ne contient pas b car

(vl ={o,b}=b5*b¢ﬂ;;doncx

R = {0 y 8, C, a+c} et B nlest pas tertiaire puisque b & * ¢ = {0 ’ a} = &;,
c # b3 sy b €R . Les seuls éléments x de & tels que & x ¢ R sont :
b, atb , brc , atbtc . '

Les quatre résiduels 2 ‘. x correspondants contiennent a et ¢ mais ne
contiennent pas b puisque a¥=c8={0} et bx €R.
Par suite &°. x = G . on vérifie aisément que RGP =R , ot
Ex é R= R(R) = R(K*.x) 3 B véritie la propriété du théordme sans
8tre tertiaire. o

DEFINITION 1.6 - Un sous-module X est dit ‘@_ ~tertiaire, lorsqu'il est tertiaire et
que son radical tertiaire est R .
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THEOREME 1.3 - L'intersection d'une famille _1_’5:1_:_1_2 de sous-modules ,_(R-tertiairos est
un sous-module IR ~tertiaire.

Cet énoncé est celui de la propriété 7.6 de [13] , I » établie sous les
conditions de chatne (D) au § 1 de [13] , I, et celui du lemme 3.2 de [13] ,
II , établi sans utiliser de condition de chatne, dans le cas d'un anneau. Son

adaptation au ca- des modules est aisée.

Le théordme 7.1 de [13] , II , relatif aux idéaux & gauche, s'adapte im-
médiatement au cas des sous-modules, sous forme de la proposition suivante 3

(donnée dans [8] , I , sous la référence "Théordme 1")

PROPOSITION 1.6 = T ¢tant sous-module JR ~tertiaire de U , et x un élément de U,
si 1'ona & x ¢ T, 1'idéal & gauche T °. x est &R ~tertiaire dans & .

Rappelons la démonstration : JR = J(T *. x) d'aprés la proposition 1.4
si er.E*pgT‘.x avecp¢'l".x,
o E* p x € T avec (3 x ¢ T; T étant RNatertiaire 1+ € N=R(T *. x) .

PROPOSITION 1.7 - T étant sous-module (R ~tertiaire de U , et § un élément du cen-
trede & , si l'ona YU ¢ T, le sous-module T .°¥ est SR -tertiaire dans U .

C'est une conséquence de la proposition 1.4 d) : R=Rr .  ¥).

On termine comme & la proposition 1.6 .

THEOREME 1.4 ~ T étant sous-module R ~tertiaire de U , et S un sous ensemble non
vide fini de U, si &S ¢T , 1'idéal & gauche T °. S est Jl-tertiaire dans &.

En effet T . S (T °. si) avec s, € S et s ¢ T (ne sont conser—

= =1
vés que les s € S tels que Es ¢ T) ; le théoréme est alors conséquence de la

proposition 1.6 et du théoréme 1.3 .
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CHAPITRE II
-
MODULES VERIFIANT LA CONDITION (E)

-fe
1. UNE CONDITION D'EXISTENCE DES RESIDUELS ESSENTIELS.
Rappelons la définition et la propriété suivantes 3

DEFINITION 2.1 - On appelle résiduel essentiel du sous-module X , un idéal bilatdre 9’
tel qu'il existe un sous-module Y O X avec 5’ =X ‘.Y et

XCZCY=X"°.2=X"'1Y . Z étant sous-module de U .,

on dit alors que 3-) est résiduel essentiel de X par rapport & Y.
C'est la définition donnée dans [15] . Dans le cas od X , Y, Z sont des é1é-
ments d'un treillis modulaire (c'est ici le cas), cette définition est équivalente a :

DEFINITION 2.1' - L'idéal &P bilatdre est résiduel essentiel du sous-module X , s'il
existe un sous-module Y? X avec g) =X, Y et

Z2¢X,28 Y=X".2=X".Y , 7 étant sous-module de U .
Cette équivalence est donnée dans [15] .

PROPOSITION 2,1 -~
a) Tout résiduel essentiel du sous-module X #£ U est un idéal premier.

b) Si 9 est un résiduel & gauche propre maximal de X # U , c'est un résiduel

essentiel de X .

Ce sont respectivement le lemme et la propriété 1 de [15] + Dans tout ce
chapitre II, tous les sous-modules envisagés seront supposés vérifier la condition
suivante (sauf 3 la proposition 2.2) 3

CONDITION (E) - On dit que le sous-module X £ U vérifie la condition (E) ,
d'existence des résiduels essentiels, si ¢ y ¢. X=3 3y' € (y) tel que
v'é X et X . (y') soit résiduel essentiel de X par rapport & (y') .






