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SUR LES EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES;

Par M. G. Bratu.

1. Le premier type d’équations intégrales d’ordre supérieur,
qui apparait d’upe facon naturelle, est de la forme

0 #[2, 9(2)] + [ Pz, 3, (1)) dy =,

ou ®(z,z) et F(z,y,z) sont deux fonctions données. Ce sont
les équations intégrales ron linéaires ordinaires.
M. E. Schmidt (*) considére le cas de ’équation

¢(@)+ [Nz, ) p()ds+..
+fN($’ 81, er $n) 9(8 *1h(sy )p"--?(sm)g"h(fm)ﬂm dsy...ds,, = a,

les «; et B; étant des entiers posiiifs et les N et h des fonctions
données. Ce sont les équations non linéaires & puissances inte-
grales.

M. V. Volterra (%) a imaging des équations intégrales dans les-
quelles figurent des compositions ou des puissances itérées de la
fonction inconnune. Par exemple

F(z, y) = Saqs,.p,Feab . .. q>g'-,

les a étant des constantes, les ®;(x,y) des fonctions données et
la puissance itérée F™ étant par définition I'intégrale multiple :

F= f...fF(x, $0)F (51, $3) . F(Smey, ) dss dss ... dspey.

Ce sont les équations intégrales d’ordre iteratif superieur.
Dans tous les cas, les limites des intégrales peuvent étre cons-
tantes qu variahles.

(*) Zur Theorie der linearen und nichtlingaren Integralgleichungen (Math.
Ann., t. LXV, 1908).
(2) Atti delia Reale Ascademia dgi Lincei, 1930.
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2. Nous voulons étudier I’équation intégrale non linéaire ordi-
naire

b
1) @z, 9(x)]+ [ Flz,7,9(0)]dy =o.

Si les fonctions données ®(x, z) et F(z,y,s) sont des séries
entiéres en z, le probléme se raméne & celui des équations a
puissances intégrales.

En introduisant un paramétre A et en réduisant 'intervalle
(@, b) & l'intervalle (o, 1), nous allons considérer d’abord I’équa-
tion intégrale

1
() 2@ = [ Kz, Flr, 2],
0
dans laquelle
(3) F(ri9)=bo(y)+b1(r)p+...+ ba(y)e"+...,
les coefficients b; étant des fonctions données, finies et intégrables,

et la série étant réguliére pour oSy S1et)e| <p.

3. Existence de la solution autour de A =o. — Cherchons
un développement en série ordonné suivant les puissances entiéres
du parametre ) et satisfaisant & Péquation (2).

En posant

(4) o(x) =Nay(x) + Aas(x) +...+Nay(x)+...,

en substituant cette expression dans I’équation (2) et en identifiant
les deux membres, nous obtenons les égalités

1
‘ai(-’l'):f K(“‘:}')b“(y)d)”
1)

(5) !
ag(x)=f K(z, y)bi(y)ai(y)dy,
0

.............. @cscsets et sss e 0s0an

En général, le coefficient du terme en A\* dans @P(y)(p<n)

est
app= T a;a,... Qi

U4y U2y ++., [p étant un arrangement avec répétition des nombres
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1,2,..,nprispapettelque iy +i2+...+ip,=n.Ona, en

particulier, a, = @, (y), @n,n=a}(y)-
On trouve donc

1
(6) a,,.,.,(z‘):f‘ K(z,y)[bran+ brays+...+bpap p+...+ byat] dy.
)

Démontrons que la série ainsi obtenue, et qui satisfait formel-
lement & I'équation (2), est convergente au voisinage de A = o.
Nous remplagons la série (3) par une série majorante

By+Big+...+Byer+...,
Ba2|6.(y)| pour osyZii,

et le noyau par une fonction K, (z, y) positive pour z et y com-
pris entre o et 1 et telle qu’on ait dans ce domaine

| K(z, ¥) | Ky (=, ).

En cherchant i satisfaire la nouvelle équation

1
(I>(_z')=)\f Ki(2, ) [Bo+ By ®(y) +...] dy
[
par une série de la forme
(7) D(x) =MA(z) + A A(2)+...+ N A () +. ..,

nous trouvons, comme plus haut, les équations

1
Ay () =f Ki(z, 7)Bo dy,
[

1
Anvi(z) =f Ki(2,7)[BiAn+...+BpAyp+...+BaAlldy, ...,
v

d’ou P'on conclut, de proche en proche,
Ai(@)zla(z)|, ..., An(@)Z|an(z)|, ...

La série (7) est donc majorante pour la série (4).

Si F(y, ) est holomorphe pour |o| <<p, oSy <1 etsiNestle
maximum de son module dans ce domaine, on peut prendre comme
majorante de F la fonction

P—¢
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Supposons en outre | K (z,y)|SM pour oSz, y<1.
Tout revient & démontrer que l’équation intégrale

(8) *z)= lf Mi?y)

admet une solution holomorphe en A autour de A = o.
Or Péquation (8) montre que ® ne dépend pas de z. On peut
donc poser® = C(%) et 'on a I’équation
G A MNf ,
P —

d’oti la solution nulle pour k= o

= Ve — dAMNp

Pl

Cette solution étant holomorphe pour 4MN | )| <<p, la série (4)
est absolument et uniformément canvergente paur

(9) D<iw ¢ oSesy

et le module de ¢(x) reste inférieur dp. Lie développement (3) est
donc valable et la somme de cette série représente dans tout
le domaine (9) une solution de l’équation (2) (').

4. Pour F(¢)=e? on a l’équation intégrale exponentielle (*).
L'inégalité (g) devient

P '

Comme e? est une fonction entitre en @, p peut étre pris aussi

grand qu’on veut. Le rayon de convergence o' est maximum pour

¥
sg=1I.
v

Remarquons aussi que I’équation intégrale (2) admet une seule
solution holomorphe autoyr de = o,

(') G. BraTu, Sur certaines €quations intégrales nen lineaires (€. R. Aead.
Sc., t. CL, 11 avril 1910, p. 896).

(?) G. Bratu, Sur l’équation intégrale exponentielle (C. R. Acad. Sc.,
t. CLII, 18 avril 1911, p.1048).
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5. Sil’on considére I’équation
1
(10) 2@ =2 [ Kz 5)Fle(n)] & + f(2)
[

" étant une fonction donnée, finie et intégrable pour oSz <,
) 8 P =

et F () une fonction entiére en o, en posant o(z) = (z) + f(x),

celte équation prend la forme

1
(11) $@) = [ K(@, ) () +4F(S) ot 4B f) ] dy
A ]

et I'on est ramené au cas de I’équation (2).

L’équation intégrale (10) admet donc autour de A =o une
solution holomorphe et une seule se réduisant a f(x) pour
A=o.

Pour F (o) = ¢ on a l’équation de Fredholm.

6. Etude de la solution autour d’une valeur quelconque
de \. — Pour I'équation intégrale non linéaire de la forme

1
(12) ?<x>=XJo' K(z, ) Fly, o(»)] dy + f(=),

ou F(z,z) est une fonction entiére en sz, on peut énoncer le¢
théoréme fondamental suivant : Soit ¢o(x) une fonction réelle
ou complexe, dont le module reste fini pour z réel et compris
entre o et 1.

Si Uéquation (12) admet pour A=0»\, la solution ¢ = ¢4()
et si le déterminant de Fredholm D()\) formé avec le noyau
K(z,y)Foly,o(y)] est différent de zéro pour A\ =>2%,, ¢ = s,
Uéquation (12) admet une solution et une seule o(x,A) holo-
morphe en A autour de kA, et se réduisant @ @,(x) pour k=1,.

En effet, en posant ¢ =9y + ¢, A=73h,+ p, I'équation (12)
devient

1
(13) ¢<x>=pf K(2, y) [F(20) + ¥ F'(g0) +...] dy

i n
+ 10[ K(z, y) [q, F'(90) .ot *!Ftu)(?o)+...] dy,

n
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car, par hypothése, on a
1
w(@) =do [ Kiz, ) F(3e)dy +f() ().
0

L’équation (13) admet pour = o la solution ¢ (z) = o. Cher-
chons si 'on peut satisfaire & cette équation par une série de la
forme

C(14) Y(z) = pay(r)+ ptasg(z)+...+ pray(z) +....

En remplacant ¢ par cette série dans l’équation (13) et en
identifiant les deux membres, on trouve

; 1 1
‘a1<x>=xaf K(z‘a}')F'(‘Po)“t(.Y)d.Y""f K(z, y) F(gs) dy,
0 0

un(x) étant une fonction connue si a,, a,, ..., @,_; sont connus,
car ox a, avec les notations du paragraphe 3,
1 [ o4 F” Fn»)
(16) wup(@)= )\of K(z,])[;-' Qp,z+ '§Tan,3+- Ce ?—a',‘] dy
A ! 1 !
Fln-1

1 Fl
+ K(x _y)[F'a -1+ = Ap-q g
‘/(: ’ A-tTm T oA (rn+1)!

a',"‘] dy.
Stk nest pas racine du déterminant de Fredholm formé

avec le noyau K(xz,y)Fo(y, @) et si T'(z,y,\) est le noyau
résolvant correspondant, les équations (15) donnent

1
(17) a,(z)= )‘°f I'(z, ¥, No)un(y)dy + ua(zx).
0

On obtient ainsi, de proche en proche, tous les coefficients du
développement (14) déterminés d’une maniére unigue. Il reste a

(') Nous écrivons, pour abréger, F(9), F', ... au lieu de F[y, ¢(»)],
oF
9%



- 119 —

démontrer que cette série est convergente pour p suffisamment
petit. Nous allons employer la méthode de M. Schmidt.

Avec les hypothéses faites sur F(x,0), K(z,y) et X, toutes
les expressions

. .
f K(@, )’)F‘"(?o)d)’ (i=°’ 1, 2,...)
[

qui interviennent dans le développement (16), ainsi que la
fonction T'(x, y, \), restent finies pour A voisin de A, et
o<z, y<1. On peut donc écrire pour ce domaine

1
(18) If K(z, 7)FO(20)dy | <P (i=0,1,3,..), |T(z,7,)]<M,
[

P et M étant deux nombres positifs déterminés. Posons pour
abréger

{19)

a1

Zn(a)—a,, 1+ LI, +(—_an)!

et désignons par &; le maximum du module de a;(y) pour oSy <u.
La formule (16) donne

{20) lun(2) | <P[IM] Zn(a) + 2 (4)]
et, d’aprés (17), (18) et (20),
(21) | @n(2) | <P(1+] A M)[]| Xo] Zn (@) + Z,,()]-

Ces remarques étant faites, la convergence de la série (14) se
-démontre facilement. Comme I'équation

(22) w=P(.+|A°|M){p+pw+ZD%?Lﬁw

m=2

admet une solution holomorphe autour de . = o et nulle avec y,

(23) V=Ap+Asut+...+Apu+...,

«en substituant ce développement dans I'équation (22) et identifiant
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{es deux membres, on trouve

‘ Ay=Pa+|X|M),
(24)

.................. y

[ Au= P+ 120l M) [ 201 Za(A) + Z4(A)].
Les coelficients A;sont des constantes positives, et comme
lai(#)|5An,  Za(@)SZa(A),  E,(4)SE,(A),
W résulte, d’aprés (21) et (24), que 'on a en général
(25) | an(z)| 5 An.

La série (14) est donc réguliére pour les valeurs de u inté-
rieures au cercle de convergence de la série (23) et le théoréme
énoncé est démontré.

Si le déterminant de Fredholm D (L) formé avec le neyau
K(z,y)Fo(y,9) est nul pour A=2%y, ¢ =9,, 'équation (12)
admet, en général, au voisinage de Ay, deuxr branches solutions
au moins, qui se croisent pour A=12X, et oSx<a. On dit, dans
ce cas, qu'il y a ramification autour de 9,.

7. Cas général. — Prenons plus généralement 1’équation inté-
grale non linéaire du premier ordre

Py
(26) ® (2, ¢(z)] = kf K(2, 7) Fy, o()] dy,

ou, pour simplifier, nous supposons le noyau K(z, y) une fonc-
tion continue et ®(z, s), F(z,z) des séries entiéres en z pour
olz,ya.

Soit, pour A =1, ¢ = @p(&) une solution de cette équation
finie et continue pour toutes les valeurs de x comprises entre o
et 1.

En posant A =%+ u, g =@, + ¢, on a

P(z, ) =D(2, o) + ¥ P2, o) +- vy
F(z, o) =F(x, 90) + ¢ F' (27, 9)+...,

les dérivées étant prises par rapport & ¢. En introduisant ces dé-

veloppements dans ’équation (26), on vort gue laforme intégrale
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linéaire en §, indépendante de ., est
1, N 1 .
() @) =k [ K@) F 0, ) b0 dr.
0

Nous allons distinguer trois cas :

1° Si Pexpression ®y[z,9,(x)] est différente de zéro pour
oSz <1, nous dirons que la solution @, (x) est de seconde espéce.

2° Si @[z, 9o(x)] s'annule pour des valeurs de . comprises
entre o et 1, sans étre identiguement nulle dans tout cet inter-
valle, Ia solution sera dite de troisiéme espéce.

3° 81 ®p{ z, pe(x)] =0 pour 0 Sz <1, nous dirons que o, (%)
est une solution de premiére espéce.

Dans le premier cas le noyau de la forme intégrale linéaire peut
s’écrire

(28) Keo(#, ) = K(z, ) F' [y, ‘Po(}’)]m'

8. Supposons d’abord ® (x, 9e) = o0 pourosx 1.

L’équation (26) est satisfaite pour A=o0 et ¢ = o@,; comme la
fonction déterminante de Fredholm I)(A) est égale & 1 pourA=o,
il résulte, d’apreés le théoréme de Schmidt, que 'équation (26)
admet une solution holomorphe et une seule ¢(z,)) se réduisant
& go(z) pour A = o.

Il s’ensuit que, pour A = o, équation intégrale (26) admet un
nombre de solutiohs an moins égal & celui des racines de I'équa-
tion ® (z, z) = o, finies et continues pour oSz 1.

9. Dans le plan de la variable complexe A, en dehors de l'ori-
gine, on peut, aprés M. Schmidt, énoncer le théoréme général
suivant :

Si les fonctions ®(x,z) et ¥(xz,3) sont entiéres en s pour
oSz S1; si l'équation (26) admet pour A =%, la solution finie
et de deuxiémeespéce o —= oy (x); si le déterminant de Fredholm
D(X) formé avec le noyau K, (z,y) est différent de zéro
pour X =2X,, Uéquation (26) admet une solution et une’seule
o(z,\) holomorphe en \ autour de X, et se réduisant identi-
quement a @, (x) pour A= ko.
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Les deux premiéres conditions étant remplies, si le déterminant
D (X) est nul pour X = Xy, © = @,, le théoréme de Schmidt nous
apprend qu’il y a ramification autour de Ay, et 9,(x) est une
solution limite ou de croisement. Pour A voisin de X, I’équation
intégrale (26) admet au moins deux solutions finies et de deuxiéme

espéce ¢,(x), 92(x), qui tendent vers ¢y(z) lorsque A tend
vers Ao.

10. La forme particulié¢re K (x, y) A(z) B(y), sous laquelle se
présente le noyau (28), nous permet de faire une remarque pour
le cas ou le noyau donné K (z, y) serait symétrique et défini. Le
noyau (28) est alors symétrisable et toutes ses constantes caracté-
ristiques sont réelles. Donc si 'équation (26) admet une solution
finie o4 (z) pour une valeur A, en dehors de 1'axe réel, cette solu-
tion est réguliére autour de X,.

Le théoréme de M. Schmidt ne nous apprend rien sur les solu-
tions de premiére ou de troisiéme espéce. Remarquons que si
®(z, 9) est de premier degré en o, toutes les solutions de 1’équa-
tion (26) sont de méme espéce.

11. Si K(z,y)=o0 pour y >z, on a I’équation du type de
Volterra (*). Comme dans ce cas le noyau (28) n’admet aucune
constante caractéristique, l'équation intégrale ne peut pas ad-
mettre des solutions limites ou de croisement.

EQUATIONS INTEGRALES ALGEBRIQUES.

12. Nous appelons équation intégrale algébrique une équa-
tion de la forme

1

(29) Pul2, ?(x)]=7\f K(z, ¥) Paly, ()] dy,
(1)

dans laquelle

Po=Ap(®)pm Ap_y () pm—14 .. 4+ Ao(),
Py =Bn (7)9" +Buy () *1 +...4 Bo(y).

Si ces polynomes admettent une solution commune o(x),

(') Tr. LaLEsco, Thése de Doctorat, Paris, 1908.
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celle-ci est solution de 1'équation intégrale (29) quel que soit X.

De méme, si pour une racine 9,(z) de P,,= o, on a identique-
ment

1
(30) f K(2, ) Puly, ¢o(3)] dr = o,

®o(x) est solution de I'équation (29) quel que soit ). En parti-
culier pour I'équation linéaire de Fredholm, on a

Pm:?(x)—f(‘z')v P,,=CP(_}’)

et si les données K (z, ) et f(x) sont liées par la relation

1
f K(z, ) f(y)dy = o,

J(x) est une solution de I'équation intégrale quel que soit\; c’est
d’ailleurs la seule, dans le cas ol A n'est pas une constante carac-
téristique du noyau K (z, y).

Si pour oSz<1 ona Aj(z)=o0(i>1)et A,(x)#£ o, Péqua-
tion (29) est dite de seconde espéce.

13. Supposons A, (z)320 pour oSz <1 et considérons le
solutions ¢;(x) de deuxiéme espéce, c’est-a-dire telles que la
dérivée

0
d_? P [-"71 01('2')]

ne s’annule pour aucune valeur de x comprise entre o et 1.
Si la fonction P, (x,¢) est un polynome en z et 9, comme
An(x)7# o, toutes les solutions of, o}, ..., o), de I'équation

31) Pu(z, 9)=0

restent finies. Pour avoir des solutions de deuxiéme espéce de
I'équation (29), correspondant & A = o, il suffit de prendre les
fonctions ¢, 03, ...,y (vSm), qui n’ont aucun point critique le
long du segment (o,1) de 'axe réel.

En général, si n est le nombre des solutions ©?(x) de 1'équa-
tion (29), finies et de deuxié¢me espéce, le théoréme de Schmidt
nous apprend que cette équation intégrale admet n solutions
¢ (2, N), ©2(2, X), ..., 0x(2, \) holomorphes en \ autour de

XLIl, 9



— 124 —

l'origine et qui tendent respectivement vers o}, o), ..., o,
lorsque \ tend vers zéro.

14. Etude des cas simples. — Considérons I'équation intégrale
élémentaire

1
(32) #(@) =2 [ A(@)B() () dy + f().
o
En posant
1
(33) =2 [ B9 () d,
0

P’équation (32) donne
(34) ¢(x) =tA(x)+ f(x)

et 'équation (33) devient
(35) t =Aat*+ bt +c),

a, b, ¢ étant des constantes déterminées. Soient ¢, () et £5(A) les
solutions de cette derniére équation; l'une d’elles est holomorphe
autour de A==o0 et s’annule avec ’; l'autre, uniforme autour
de X = o, admet ce point comme pdle simple. En dehors de l’ori-
gine les deux branches restent finies et admettent dans tout le
plan deuz points critiques algébriques simples

1

(36) A:m.

Comimme on a
1 1
= B A2 d y = B 2 d [}
a /; (YA y)dy, ¢ fo ) f2(y)dy

ct.d’apres l'inégalité de Schwartz

1 2 1 1
[f Adey] <[ BA*dy/ B f1 dy,
0 0 0

il résulte que les deux points critiques (36) sont réels. Remar-
quons que le noyau de 'équation (32) est symétrisable.

Pour ¢ =o0, les deux solutions sont holomorphes en dehors
de A = o; on est dans le cas (30) du paragraphe 12.
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15. Considérons pour le méme noyau I'équation intégrale de
seconde espéce et de degré n > 1

1
(37) @ =2 [ A@)BG)Puly, 2]y,
N 0
dans laquelle

Po(ys @) =Ao(y) +Ai(p) e+ .+ Au(y) o™
En posant o(z) = tA (), la fonction ¢ doit satisfaire & 'équa-
tion algébrique adjointe
(38) t=A(2o-+ 23t —+.. . 2yt"),

dans laquelle
‘ N

Go)  w= [ ADBOAG A (=010,
[

La résolution de I’équation intégrale (37) se rameéne ainsi a
celle decl’équation algébrique (38).

Si a, 7 0, pour chaque valeur A =%,3£ o I'équation (39) dé-
termine n valeurs t,, t3, ..., t» pour ¢, en général distinctes.
L'équation (37) admet donc en général et au plus n solutions
distinctes de la forme

(40) ei(z, N)=t(MA(z) (i=1,2,...,n)
holomorphes en '\ autour de .
Sil'on a

1
a0=f Ao(y)B(y)dy #o,
()

la théorie des fonctions algébriques nous apprend que les diffé-
rentes branches ¢;(A) ne peuvent admettre comme pole que
I'unique point A = o. En ce point une seule solution de l'équa-
tion (38) s'annule; toutes les autres sont infinies.

En posant t = ;[:, cette équation devient
(41) oot 4+ (Aag — 1)t~ 1. ..+ Ad, == 0.

Pour A =o0, on a donc » —1 racines t nulles. On peut voir
facilement par la méthode de Puiseux la distribution de ces racines
en cycles. Comme dans I’équation (41), les coefficients du terme
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en A et du terme en t*~* sont différents de zéro, les n — 1 racines,
nulles pour A = o, forment un seul systéme circulaire autour de
Porigine.

On en déduit pour les solutions (40), de I’équation inté-
grale (37), les résultats suivants : 3

Autour de 2 =o0 une seule des branches ¢;(x, L) est holo-
morphe et s’annule avec \; toutes les n — 1 autres sont infinies
a Uorigine, admettent \ = o comme point de ramification et
Jorment autour de lui un seul systéme circulaire.

Pour ) £ 0, les fonctions algébriques ¢;, définies par I'équa-
tion (38), ne peuvent admettre comme points singuliers que des
points critiques algébrigques. Pour les obtenir, on élimine ¢ entre
les deux équations

(38) t= Ao+ agt—+...4a,t"),
(‘42) 1= A0+ 20f ...+ naytr—1),

Soit A le résultant ainsi obtenu; il est un déterminant d’ordre
2n —1 et se réduit &

(43) A =)‘n—1l)n()\)7
D, étant un polynome de degré n. Si a,520 et n>1, on trouve
D,(0) =(—1)*[(n —1)2,]"~ 13 o.

Il existe donc n valeurs singuliéres \s(s =1, 2, ..., n) diffé-
rentes de zéro, distinctes ou confondues.

Pour chaque valeur A, 'équation (38) admet au moins une
racine multiple. Ces valeurs particuliéres de ¢ sont les racines de
I'équation
(44) (n—n1)apth+..,+agt?—ay= o,

qu’on obtient en éliminant A entre les équations (38) et (42).
Comme, d’aprés la théorie de I’élimination, pour toute racine
multiple de (44) les équations (38) et (42) devraient avoir
plusieurs racines communes en A, ce qui est évidemment absurde,
il résulte que l’équation (44) a toutes ses racines simples.
D’autre part, les dérivées par rapport & ¢ des équations (42)
et (44) s’annulent pour les mémes valeurs de ¢ £ o et différentes
des racines de équation (44). Par suite, sipour une valeur de A,
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I’équation (38) a une racine multiple en ¢, cette racine est cer-
tainement double.

On a le méme résultat, si 'on suppose ap=2,=...=a;_y=0
et ;2 0. D’ou la conclusion :

Toutes les branches v;(x, \), solutions de l’équation inté-
grale (37), ont comme points singuliers, en dehors de %= o,
des points critiques de biramification dans tout le plan de la
variable complexe \.

16. Noyau de M. Goursat. — Supposons maintenant le noyau
K (z,y), de ’équation intégrale, de la forme

p
(45) K(@, y)= ¥ Xi(@) Yi(y)-

i=1

Ils ont été considérés pour la premiére fois par M. Goursat (').
Le nombre de leurs constantes caracteristiques est fini et
M. Schmidt a démontré que tout noyau & un nombre n de cons-
tantes caractéristiques peut étre mis sous la forme (45), p étant
fint et au moins égal a n.

Soit ’équation intégrale

(46) (@) =2 [ K@, 5) Puly, 9] dy + 1(a),

dans laquelle K (x, y) a la forme (45) et

(47) Po(y, @) = Ao(y)+ A1(p)e+...+ An(X) %
avec A,(y)Zopour oSy=<i1.
En posant
1 N
(48) =2 [ i) Palys 9] dy,
[}

la solution de ’équation (46) prend la forme

])
(49) 9 (@, 1) = Y, Xu(2) ti(\) + f(2),

i=0

(') Annales de la Faculté des Sciences de T'oulouse, 2° série, t. X; Bulletin
de la Sociéte mathématique de France, t. XXXV.
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les fonctions ¢; étant solutions du systéme adjoint d’équations
algébriques a coefficients constants

1 L
Go)  u=1f Vi) Pa|ry DX+ | .

j=0

Par suite, toute solution de l'équation intégrale (46) est
Jonction algébrique de \. Elle a un nombre firni de points sin-
guliers dans tout le plan et ces points sont des pdles ou des points
critiques algébriques.

Comme pour A=o, on a fy=la=—...= tp=o0, les équa-
tions (50) admettent un systéme et un seul de solutions ¢;(%),
holomorphes autour de U'origine et s'annulant avec ). Toutes les
autres solutions, infinies & l'origine, ont A =o0 comme péle ou
point critique d’ordre négatif.

Pour A5 o, on sait, d’apres le théoréme de Bezout, que les
équations (50) admettent n? systémes de solutions firnies au plus.
En considérant encore les équations homogénes formées a l'aide
des groupes de degré n de chacune des équations (50), on voit
que toute solution finie pour une valeur A% o reste finie dans
tout le plan en dehors de Uorigine. Les points singuliers sont
donc des points critiques algébriques d’ordre positif.

Pour les obtenir, il suffit de former le déterminant fonctionnel A
des équations (50) et de résoudre I’équation

S(A) =o,

obtenue en éliminant ¢, ¢,, ..., t, entre les équations (50) et
I’équation algébrique de degré penAet p(n—1)ent

A(X, ty, gy oouy tp) = 0.

La regle de Fouret (') donne une limite supérieure du nombre
des valeurs singuliéres.

Remarquons encore que pour » > 1, les solutions holomorphes
autour de A =0 ne sont pas des fonctions entiéres de X, les
ordres de grandeur des deux membres de I’équation (46) n’étant
pas, en général, égaux pour o infiniment grand.

(') Bulletin de la Société matheématique de France, t. 11, p. 127.
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On peut donc énoncer les conclusions suivantes :

1° Toute solution de léquation intégrale algébrique (46),
dans laquelle le noyau a la forme (45), est une fonction algé-
brique de .

2° Autour de A = o, une solution et une seule est holomorphe;
elle s’annule pour \ = o. Toutes les autres branches ont A = o
comme péle ou point de ramification d’ordre négatif.

3° Pour k3£ 0, l’équation (46) admet en général et au plus
n? solutions de la forme

o(z) =Xy (z)ty(N) +...+ Xp(2) tp(N) + f(2).

4° Toutes ces solutions n’admettent comme points singuliers
A#Z o que des points critiques de deuxiéme ordre, c’est-d-dire
qu'autour de toute solution limite ou de croisement o,(x, i)
il y a biramification.

5° Sy n > 1, toute solution, holomorphe autour de Uorigine.
admet au moins un point de ramification dans le plan de la
variable complexe )..

17. Cas de p = . — Si le noyau de 'équation intégrale (46)
a la forme

(51) K(x,y)=2x,»(x)n(y),

i=1

en employant le méme procédé ('), nous ramenons la résolution
de cette équation & celle d’un systéme adjoint d’équations impli-
cites en nombre infini et 4 une infinité d’inconnues

(52) L= ANSi(tyy tay oy limy o-.) (E=1,2, ..., ®),

les S; étant des polynomes de degré n par rapport i chacune des
lettres ¢.
M. R. d’Adhémar (%), en prenant pour simplifier le cas de

(1) G. BRATU, Sur l’égquation intégrale exponentielle (C. R. Acad. Sc., t. CLII,
18 avril 1911, p. 1048).

(*) Les fonctions implicites en nombre infini et Uéquation intégrale non
linéaire (Bull. Soc. math., 1908, p. 195).






