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SURFACES DONT LES LIGNES ASYMPTOTIQUES SE DETERMINENT
COMME CELLES DE LA SURFACE DES ONDES;

Par M. E. Keravar.

Au Tome 1V de sa Théorie des surfaces, dans une Nole sur la
surface des ondes de Fresnel, M. Darboux a démontré, pour cette
surface, la proposition suivante :

En tous les points de chaque ligne asymptotique de la sur-
Jace, le plan tangent a la surface est tangent au céne d’'un
complexe de Chasles dont le tétraédre fondamental est formé
par les plans de symétrie et le plan de U'infini,
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L'intégrale générale de 1'équation différentielle des lignes
asymptotiques est alors de la forme

(1 Vaz +y=Bpr =19y =o,

ou a, 3, y sont trois constantes de somme nulle.

Réciproquement, M. Darboux cherche ensuite toutes les sur-
faces pour lesquelles I’équation différentielle des lignes asympto-
tiques est de la forme (1) et il trouve d’abord les surfaces
tétraédrales et ensuite toutes celles qui vérifient 'équation aux
dérivées partielles

N Pq
R $2 =l = = e _z

(2) s 7 x},;(pz'+qy ),
avec cette différence que pour les surfaces tétraédrales seulement
la génératrice de contact du cone du complexe et du plan tangent
coincide avec une tangente & une ligne asymptotique de la surface.

Clest cette équation (2) que je me propose d’étudier. Je vais faire
voir (u’'on peut ramener son intégration a celle de

10z A(1—)) R L

sdmoy (w—yy PN A=

qui est Péquation de Poisson. On sait que pour celle-ci on ne peut
obtenir d’intégrale générale explicite bien qu’on puisse écrire sans
aucun signe de quadrature les équations de chaque systéme de
caractéristiques. Il en est de méme pour 'équation (2).

Cette équation (2) élant de la forme

st—rt=F(x 5y 3 p, q)

les caractéristiques sont les lignes asymptotiques des surfaces
intégrales. Ce sont donc des courbes dont le plan osculaleur est
tangent au céne d’un complexe tétraédral. Au lieu de la forme (1)
je prends la forme

(3) bypr+yqy +ayz=0 avec a*—bi=r;

a tout systéme de valeurs de @, b correspond un complexe. Soit
maintenant
pPX—z2)+q(Y—y)=7—3,

I'équation du plan osculateur a la courbe au point z, y-, 5. Ces
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trois quantités x, y, 7, ainsi que p, ¢, sont fonctions d’un para-
métre ). Je dérive deux fois par rapport a A et j'exprime que les
équations obtenues sont vérifiées pour X =2z, Y=y, Z=zs.
Au lieu de garder p et ¢ j’introduis

Jai ainsi

En effectuant les opérations que j’ai indiquées on trouve les
deux équations

A (’i)’+3(l-)’_(i'>’=x£' R L.
z y z z ¥
. , 2 ' z )
Je vais poser pour abréger == X, j—’; =Y, < =7, X,Y,Z

n’ayant pas naturellement la méme signification que plus haut. J'ai
alors

o ( AX +BY =7,
- | AX? -~ BY?—Z2=A’X + B'Y.
Or, pour vérifier (3), on peut poser
A=) B=(a~+bl),
d’ou
A'=2), B'=2b(a+bl).
Si j’élimine Z entre les équations (4) je trouve
A(A—1)X?*+B(B—1)Y?+2ABXY+A'X+B'Y=o0.
Cette équation en X, Y représente une conique dont le discri-

minant A est nul si I'on remplace A et B en fonction de A. Cette
équation se décompose donc et donne

AR —DX+Ma+bApY +1=E[1+ Y(a+bd)(ak+b)].
Si je prends le signe + je trouve
AX +b(a+b2)Y =0

ou
A'X+B'Y =o;
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dans ce cas la généralrice de contact coincide avec la tangente a la
courbe, il faut donc prendre le signe —

MX2—D)X+(a+bdr)(bR2+2a) + b)Y + 2 = o,
AX+BY=2Z.

La premiére équation va nous donner x et y en fonction de 2.,
la deuxiéme donnera z.

Pour plus de symétrie on peutintroduire une deuxiéme variable I
liée a la premiére par la relation

m=a-+bh
On a alors
(3) b)\()\ﬁ——l)-':'—‘+(1((J.2—-—l)—i——.l—2b=o.
Posons
d _ )
@Logz‘_ p(p2—1)b g,
d’ou '
I;ng‘ m

7 = k=0l -+ b(1—3pt) o] +6b2p ) — 6630

et (5) devient
Logy = — b [A(AM—1) 9" + (1— 3\2) ¢’ -+ 6A o' — 6] — Logﬂ%-

On a ensuite

2b

z’ 1
= =60p(aM+2b) +a)o) — 1’

et il suffit de remplacer ¢'Y par une dérivée d’ordre cinq pour
pouvoir intégrer sans aucun signe de quadrature.

Tutorime. — L'intégration de 'équation de M. Darboux

= 2L - 2)
(2) . s? rt_._.z_‘yz(px—i—qy z)

se raméne @ celle de Uéquation d’Euler

0z K(ia—K)
xdy  (z— y)?

Ql=-

=4

=

Il
N |-
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Je posc comme. plus haut

LT A, Lo,

3

— /P —5)=—JVAB(AXB—1)
A= Wz(pz+qy 5) = UJAB(A-H} 1).
St o, 8 sont les paramétres des lignes asymptotiques, les
équations des caractéristiques me donnent

dg _ , ox ip . N Jy

ox LE’ ox T ox
99 _ 592 9 5%,
W= B D)

Je pose

X = Logz, Y = Logy, P = Logp. Q = Logg,
F=yAB(A =~B —n).

Les quatre équations précédentes deviennent alors, en rem-
placant «, § par z, ¥ qui désigneront les paramétres des lignes
asymptoliques :

0Q F oX

\ oz =" B o’

. [9Q _ Eox,
L dy ~ B oy’

P F oY

. \ 5% =+ x 5%
an ?dP_ F oY
o~ Ky’

Or, A et B sont les mémes aux points homologues de toutes les
surfaces intégrales, c'est-a-dire aux points qui correspondentkaux
mémes valeurs des paramétres. On peut donc poser par analogie
avec les quadriques

(zy —1)? (z+y)?
A‘-——-—————_’ B=—)
(2 —y) (#—y)
F— (y —1)(z+ y)(zy +1)
= . ’
(Z‘_.},)l
I;‘__ (z+ y)(zy +1) Fo x‘-’yi—l.
K- (z= ) (zy—1) I

x?— 12

-
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Si je pose, en adoptant les notations de M. Darboux,

023
oz oy

F(z)=

’

x| =

je sais que le systéme (I) conduit  Péquation

#(x/5)=7(V/5)-

7 ¥ xy ___day
° B~ T (ahr—a) (xz_yz)z'

Or,

Je suis donc ramené i intégrer I'équation

1 0z xy Jzy
zordy  (@yi—1):  (at— pi)

Je pose x2=a, y?= (3, cette équation devient

0tz —1 3

020B  {(aB—1)  G(z—pB)

ul=

Je change encore de variables et je prends

,__ a1 B,
rEyi= ‘y—{i——l’

I’équation devient, en mettant zy au lieu de z'y/,

1 3

4 4
@ryy  @—on

5(8) =

Elle est de la forme considérée par M. Darboux au Tome II de
sa Théorie des surfaces

_ rp—n p(p'—1)
&= G~ =y
en posanl

1 !
=+ p=—;

N |-

on peut augmenter i’ d’une unité et prendre

w= v’=+§’



ce qui donne

T
i ) 4
) = mR T

- z
9o = s

-

)

en prenant pour variables 2= a, y2= 13, on aura

j(;) =3

¥

f(a—P)2

Cest bien 'équation de Poisson. On pourrait faire de méme pour
le systeme (II), mais je préfére indiquer une deuxiéme méthode.

Tutorkme 1. — On passe de Uequation

A 52 —. ‘l-_:ﬂ. x —3

(A) r= s P gy —3)

a Uéquation

(B) z(x—1)r-+22ys+ y(y—1)t=o0
par une transformation de contact.

Je pars de I'équation (A) a laquelle j'applique la transformation
ponctuelle

rz=e*, y=eY, 5=e%,
d’ou

p=pe~*, g=g e,
r=es2x'[r'+ p'(p'—1)],
t=es-'[t'+q'(¢'— 1)},
s=ex—2-Y[s'+p'q'|

Les exponentielles disparaissent dans (A ) qui devient, en suppri-
mant les accentls,

(<) (s2—rt)-+2pgs—p(p—1)t—q(g—1)r=o.

A cette équation j'applique la transformation de Legendre

=z ——vly s!_rt-———.—-l .
P— 1] q—-.}’; _s"—r't'

Cette équation devient, en supprimant les accents,

D) r(x—1)r—+22ys—+ y(y —t1)t+1=o.
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Sialors s = (., yj est une solution particuliére de cetle équa-
tion en posant
S = F("L‘, .}/) == 51,

elle prend la forme (B).
[l résulte de la que I'équation (A) de M. Darboux admet un
groupe d'ordre infini de transformations de contact, car sidans (B)

on change z par 3 -+ 3,, 3, élant une intégrale particuliére quel-
conque, I'équation ne change pas.

Tutorkme 1. — L'équation
(E) z2=kigh—1)r +2zys + yrk(yk—1)t =o,

qui correspond a la déformation infiniment petite des surfaces
tétraédrales, s'intégre complétement (mais pas explicitement);
elle est équivalente a Uéquation d’Euler

0’3 w(r— 1)

oz dy (x——_y)"

W=

La surface tétraédrale qui correspond a (E) est
zh+ yhk+ zh=1.

Pour 4 =1, I'équation (E) devient I'équation (D); la surface
tétraédrale est alors un plan. On peut prendre alors la surface

s=(z+y—nhLogiz+y—1)—a2Logx—yLogy.

& et m sont liés par la relation

h—a
b=
Je considére I’équation
- J923 P P’ - Rx R'z 7 us
LA) -d.z'dy+ .z'+y+y—z‘ ry +1 ry —1 ] or
- > > . -
N l I - ; . Ry + Ry ]_:._ = o,

x4y xr—y zy +1 ry —1 | oy

ou les constantes PP'RR’ sont liées par la relation

P-+P 4+ R-+-R'=o.
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Cette équation a ses invariants égaux el égaux &

P(P—1) P(P—1 R(R—1  R(R =1

(z+y)r (z—y)r (zy+12 " (@y—1nt

En cherchant si cette équation (1) admet des solutions de la
forme
z=(z+ yW(x— y)W (xy —1)V(xy +1),

]e trouve que, pour

1—m T+ m m—3 1—m
P = ) P = ’ R =
2 2 2 2

I’équation (1) admet les deux solutions

(z-+y>/ll <.Z'}’—-l.\”‘
S = et S= (- )
y—x Yy —

de telle sorte qu’en changeant de variables ¢t en posant
a+p\/lt ap-—l m
x=<_ﬁ_1) , y:(p_a> ,

la nouvelle équation sera linéaire et homogéne par rapport aux
dérivées partielles du deuxiéme ordre.

Or, si I'on forme cette équation en remplacant «, $ par z, y, on
trouve précisément I’équation (E), a condition de poser
2

— =i

m

Ainsi 'équation (E) et I'équation (A), ou P, P, R, R’ ont les va-
leurs indiquées, se correspondent par une transformation ponc-
tuelle. J'ai donc a ramener cette équation (1) a I'équation d’Euler.

Or, cette équation (A) a été envisagée sous sa forme réduite par
M. Darboux au Chapitre des équations harmoniques. La forme
réduite ne change pas si 'on change P’ en 1—P’; or P'=1—P.
On peut donc prendre

m i
2

P=P=

On peut augmenter R et R’ chacun d’une unité, alors

m—1 3—m
2 R’: )
2

. ) 2
R—‘.-R =

R =
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On remplace R’ par 1 — R'=R, alors

s_m—1
R=R =—

Enfin on peut augmenter R et R’ de un, alors

P=P=R=R= mo!

et la forme réduite de I'équation () est alors

Flz)= m’——l[ 1 _ 1 . 1 . 1 ]’
ST (x--y) (w—y)2  (xy—1)2 (xy-+1)°

ou

e | —ay v zy
3(»..)__(m —1) [(xz—yz)’ - (x’yz——l)’]’

el, en prenant pour variables z* =2, y*= §,

105 mie— 1 _ ] ]
twn= " lmsy e
Je pose
1=$+l’ ;(3_—“'1::’
xr—1 y—1

e _rn2—1 1 . | .
=" myy - eyl

unc derniére lransformation donne

j(: =I__;_’_)£_2_'—_.
} . (=) b (z—y)
Enfin je posc

m=1—2u,

oL RO— ),
9(~)—Wa
d’ailleurs
].‘: -l— = 2
n 1—2{1.
d'ou
k—2
H 2k

Solutions particuliéres de I’équation

2yt =PL (prigy—z
(M) sT— = z},:,unr Sqy —3)
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Il est clair d’abord que I'équation (A) admet toutes les transfor-
malions homographiques qui conservent le tétraédre fondamental T
formé des plans de coordonnées et du plan de I'infini. On vérifie
facilement que (A) admet la solution

()

quel que soit F et, par suite,
s=xF(y) et z=yF(z);
on trouve encore

z2yBzY= C.

Je vais maintenant associer i I'équation (A) une autre équa-
tion (A') qui me conduira & quelques surfaces intéressantes.
Japplique a (A) la transformation d’Ampére

' ’

r=p, Y=y F=s5—pr, p=—z ¢=gq
et j’ai 'équation
, .r z— px
(A') 7= Ly ____E_ .
9% 2 —qy

Or, cetle équation (A’) est vérifiée par les surfaces tétraédrales
de Lamé, donc ’équation (A) admet comme solution les transfor-
mées de ces surfaces par la transformation d’Ampére. On a ainsi
les surfaces

1 L
(S) S=A(x1+h)E(yﬁ+k)ﬂ

avec

-+

-

@y -

K=

On trouve les mémes surfaces en cherchant les solutions de (A)

qui sont de la forme
s=F(z)G(y).

Lorsqu’on a I’équation d’une surface vérifiant (A), on a immé-
diatement ses lignes asymptotiques, puisqu’il suffit de poser

pz _ (uv—1)? _(u+v)?
s (u—w)’ T lu—v)y’

u et v élant les paramétres des lignes asymptotiques.
XL.

FEN
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Les surfaces (S) rapportées a leurs lignes asymptotiques ont
pour équations

_ (uv —1)2
S CEDICEDE
4 _ plu-v)?
yP=B8 w
. (u_(,)m-u{s
sb=C (uwv)a (ur—1)B(v2—1)B’
avec
I t _
a ="

En particulier, en transformant les quadriques
Az?+Byt+ Cz2+D=o

par la transformation d’Ampcre, on trouve une surface intéres-
sante dite surface de l’arriére voussure Saint-Antoine (Picaro,
Traité d’ Analyse, .1, et Roucut, Comptes rendus, mars 1877).

On peut 'écrire
ezt = (22— a?) (y2— b?)

et rapportée a ses lignes asymploliques,

_ (uv — 1)
= T (=)
g (uAv)
A T
2 a?b? (u—vo)t

c? 4uo(u=——|)(02—1)'

Cette surface rentre dans la catégorie de celles étudiées par
M. E. Blutel dans sa Thése sur les surfaces qui sont en méme
temps lieux de coniques et enveloppes de cones du second degré.
Appelons ces surfaces des surfaces Z.

Si I'on transforme par la transformation d’Ampére une surface
réglée absolument quelconque, on obtient une surface 2. Le fait
est a peu prés évident et résulte de ce que la transformation
d’Ampére fait correspondre a une droite un paraboloide hyperbo-
lique de plans directeurs 30z et 30y, c’est-a-dire une quadrique
passant par deux arétes de T. Soient A, B, C les points a I'infini
sur Oz, Oy, Oz : T sera le tétraédre OABC et a un lieu de
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droites il correspondra en général un lieu de coniques s’appuyant
sur CA, CB.

Si 'on se donne une droite A et des plans tangenls passant
par A et correspondant homographiquement aux points de contact,
la transformation d’Ampére leur fera correspondre une conique
avec plans tangents le long de la conique enveloppant un céne.

On peut généraliser. Les transformées par homographie de la
transformation de Lie fournissent des transformations de contact
qui, 4 une droite, font correspondre une quadrique passant par une
conique fixe. Par exemple, les deux égalités

—x3'+ 32’ +y' —s=o0,
+yi'—zy'+2'+1=0

définissent une transformation de contact qui fait correspondre, a
une droite, une quadrique passant par le cercle 5=o, z*+ y*=1.
De pareilles transformations transforment une surface réglée en
une surface T engendrée par une conique mobile s’appuyant sur
une conique fixe. Il est facile de voir que le théoréme de
M. E. Blutel sur les courbes conjuguées des coniques se déduit
dans ce cas particulier du théoréme bien connu sur les lignes
asymptotiques des surfaces réglées.

Dans la surface Saint-Antoine on retrouve les propriétés indi-
quées par M. E. Blutel pour les surfaces du quatriéme degré ayant
deux paires de points doubles. Il y a deux séries de coniques
passant par les couples de points doubles : les cones circonscrits
le long des coniques d’une série ont leurs sommelts sur la droite
qui joint les points coniques de l'autre; les deux systémes de
coniques sont donc conjugués.

L’éguation (A’) peut fournir des solutions intéressantes de
I’équation (A). Par exemple, la fonction

- — zy
*T Azy+Bz+Cy+D

est une solution de (A'). La transformation d’Ampére la change
en une solution de (A). On trouve ainsi une surface du quatri¢me
degré engendrée par le déplacement d’une conique tangente a CA
en un point variable. Pour A = o0 on a une surface X, puisque c’est
la transformée d’une surface réglée.
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Ceutc surface en fournit d’autres plus générales en appliquant le
théoreme suivanl qui me parait éire une des propriétés intéres-

santes de cetle équation (A') :
Traeorine. — L'égquation
A I'— BY :—PZ
(A7) 7

ne change pas si on lui applique la transformation

T
&' = xm,
y'=ym

’

!

3 = 3m,

ot m est quelconque.

Effectivement on trouve

, 3 )nz -1 , 5\ -1
= -— g = -_
4 P(z 2 ¢ =9 <}’) ’

m zim—2 Yo (m—n)p(s—px)

Riadadi p— ’
sm—1 S

m yrm—2 gy M Ny(s— 9Y)

;lll—l sy

d’ou facilement le résultat énoncé. On peut également appliquer
la méthode indiquée par M. Goursat pour ce genre de question,
¢’est-a-dire se servir des caractéristiques.



