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Mémoire sur la transformation des formes quadratiques;
par M. H. LEMONNIEB.

(Séance du 11 novembre 1874)

Les traités de géométrie analytique indiquent, pour les coordonnées ordi-
naires et celles qui en sont des fonctions linéaires, à quelles conditions les
équations de deux droites ou de trois plans donnent deux diamètres conju
gués d'une conique, trois plans diamétraux conjugués d'une surface du
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second degré. Nous n'avons rencontré nulle part l'équation de la ligne ou
de la surface exprimée au moyen de celles de deux diamètres conjugués ou
de trois plans diamétraux conjugués quelconques.

C'est pourquoi on accueillera, je l'espère, avec quelque intérêt les déve-
loppements qui suivent, sur certaines transformations d'une forme quadra"
tique.

Le premier problème que nous traitons est celui de passer d'une forme
connue en carrés qui soient indépendants ies uns des autres à toute autre
forme analogue, s'exprimant par les carrés de fonctions données, linéaires
par rapport à celles qui entrent dans la première forme. La question est
alors d'établir, entre les coefficients décès fonctions linéaires, des relations
nécessaires et suffisantes, et de trouver les facteurs dont les carrés doivent
être affectés. Nous traitons en second lieu du problème de passer d'une
forme en produits sans carrés, puis de la forme générale, à toute forme pos-
sible en carrés, dans des conditions analogues à celles du premier pro-
blème. Quant à la transformation d'une somme de carrés en une somme de
produits sans carrés, ou de celle d'une somme de produits, nous nous bor-
nons au cas où la première forme dépend seulement de trois fondrons, les
formules se compliquant au delà de ce nombre.

Nous terminons la première partie de ce travail par une démonstration
fort simple du théorème de M. Hermite sur le maintien de Fespèce, et par
l'établissement de ce fait général qu'une forme du second degré à n va-
riables, ^dijXiXj, est réductible à la somme de p carrés, lorsque n — p des
dérivées partielles sont des fonctions linéaires des autres.

Soient u^ Uy ..., ̂  des fonctions de variables, linéaires ou autres, ou
plutôt des expressions Quelconques susceptibles chacune d'une valeur arbi-

"traire, et soient considérées n fonctions linéaires de ces quantités :
<;==»

U, === ^ . 6tWtttt&,-•—i- — 4•&=!

g» étant =hl.
La formule

^\nî=^
-———t'—l •———»•—1 tii———t=t ^i=:tÏ^i

a lieu, n'est même qu'une identité, si le déterminant
mut . . . . . m^n,

W»l . . . . . ninn
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est différent de zéro, et que les ——.—- relations

—î==n ^
^ _ nmhimki=:Q (h^k)

soient satisfaites avec
^ î==n

HA=,^ wîi.
~i=-\.

Considérons l'équation

(i) ir^^TT' ' —t==i — t = i n î
la valeur de Ui étant

(2) Ut==^^"nw4.

La formule (1) a lieu identiquement, si l'on a pour toutes valeurs, depuis
I jusqu'à n,

^ y^î^-l(0) A ^ i H , 5

s;:̂ -0 (i^-
'Vï(vt \ \ \

II y a là -———'- relations entre les dénominateurs H^ et les coeffi-
L

cients my.
En prenant, par rapport à u^ les dérivées de (1), on trouve

- _ Uĵ it . ^^i . , ^nmni.Ui — —„— -r- •—„— -(- .. -t- —„— >
"i "g tin,

si Fon multiplie par mû et qu'on fasse la somme de, i= 1 à i= n, on
obtient

Uiv^^ , UâV^^ U»^^"vk ̂  ïT Zj '^ii^ki + u Zj WaîWAt 4- ... 4- u- ,̂ j Wnimiki ,
niA^<=i "a'—î^l n»-»^î=i

ce qui donne
—î=n

(4) J^ _ w^mfti==0,

et

(4) H^^Y^^,
'*—^=^

si les Vi sont, comme les Ui, indépendants les uns des autres.
Or les n équations (2) déterminent pour u^ u^ ..., u^ des valeurs finies,
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quand on donne à U^, ..., V^ (elles valeurs finies qu*on veut, si le détermi-
nant des coefficients m^

| Wn . . . . . m^ |

1 ^i . . . . . mnn

est différent de zéro. On peut donc, à cette condition, faire que, par des
valeurs convenables de u^ ..., 2^, les fonctions U< prennent des valeurs arbi-
traires, indépendantes les unes des autres. Moyennant cela, les relations (5)
entraînent donc les relations (4).

Réciproquement, étant donné les x ^ " / relations qu'implique la re-

lation générale
i=n

n
•t=l]S_ ^^=0 [h^k),

Hfc==^^m&,

(4)

si l'on prend
,i=n
i ^^•=1(4)

on aura la formule (1)
<=. i^n^
L^^^^W

pourvu que le déterminant

M =
m.i . . . . . 111 in

mn[ . . . . . mnn

soit différent de zéro.
Observons d'abord que l'on a

1^==
M^i . . . . . Mira

M^l . . . . . MWÎ

avec

et

f\-1=1Mu == mît + ̂ 2 + ... + mîn == S m^ ̂  ll^ACT i = i

M/^y^m^m^O (/i^/.),•—1—1
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de sorte que

(5) AP=H,I4. . .H».

On voit par là que si M n'est pas nul, il en est de même de H^, H,,..., H,.
Posons les n équations

, î=n
(6) 2ji._ ^W^^k-

Puisque le déterminant M est différent de zéro, on pourra, en disposant
arbitrairement des A», obtenir des valeurs finies correspondantes pour cq,
ag, ...,a^, et, par conséquent, en attribuant à oq, ag, ...,a^ des valeurs
convenables, on aura pour A^, ..., A^ telles valeurs finies qu'on voudra.

Or, si Fon multiplie par m^ m^, ..., m^ les n équations (6) et qu'on
ajoute, on obtient

i=-n
^m==Z, m^i,

—<=i

d'où

(7) aA-V^m^A, .
nh^i^i

On a ainsi n équations nouvelles qui, multipliées par m^, m^ ..., m^ et
ajoutées, donnent

A^A.^'^+A^^^+.-.+A,^^"1^»
'•"•1=1 "t —t=:i Ht —î=i Hf

De là résulte
^^"m^m^ >^..-Hr"0 ^^^^=1 H»

et
V^m2/^
^^.-H,-"^

ce sont les formules (5).
On a donc la formule (1)

y^^-y^U?A^-A^ii?
du moment que M est différent de zéro, quand on a

^^"m/umfrt==0 [h^k)

z i==:n
^li == HA.

î==l
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11 est à remarquer que, d'après cette analyse, les deux groupes de for-
mules s'exprimant Fun par

,i=n

^=^

l'autre par

^ _ în/«mk,==0 (h^k),

s;:"1?-0 ^
et

V^m^
A=iH, -1

pour

ii&== s m^i î
——tr^l

sont équivalents à la seule condition que le déterminant

w,n . . . . . min

M=
mni . . -.. . . m,nn

soit différent de zéro.
Si Fon change Ui en Ui\l^ m^ en m^\[Ti, ̂  étant ±1, la formule (1)

devient

iT^s"";?—i=i — t = i H i

pour
& ==- n

U t = = j ^ ^ nmucUk,

et, à la place des formules (4), on a
î=ra

^, ii'ïïthiinki == 0 (h^k),
——ï=l

î==»

Ht =7i ^i'ynîi\
~i=t

à la place des formules (5)

^k=nmîiti == 7, •„—,
"k=l HA;

^S
it=n »tt»"Hj

fr=l lll .^•);
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on a d'ailleurs
m,, . . . . . m,,

M2 = 6163 . . . ̂  = H^Hg . . . H^.

Dans cette transformation d'une somme de carrés en une autre, quand les
fonctions sont réelles, l'espèce se conserve, c'est-à-dire que le nombre des
carrés affectés de coefficients négatifs reste le même. C'est un théorème
dont la première démonstration est due à M. Hermite (Cours d'algèbre supé-
rieure parj. A. SERRET, n° 254, 2e édit.). Il peut s'établir avec plus de sim-
plicité comme il suit.

Considérons la formule (1)

v1^ ^ v^u?
S^^-^H,'

en y supposant réelles les fonctions Ui et, par suite, les H,. Supposons
qu'on ait là

<P-H=6p-+-2== ..... ==£„==— 1 ,

et, d'autre part,
H , > 0 , H 2 > 0 , ..., ï\q >0,
H ç + i < 0 , ......... H ^ < 0 .

Soit d'abord <y>p. Si l'on pose

Uç+i==0, U4+2==0, . . . ,U^=:0 ,

on pourra généralement tirer de ces équations, pour Uq+^ Uq+^ ..., u^
des valeurs en fonction de u^u^ ..., Uq. La substitution de ces valeurs
dans ^iU} n'atteindra pas le terme négatif sp+^+i. Si l'on fait ensuite
u^ ===• 0, u^ = 0, ..., Up = 0, le premier membre de la formule ne sera sus-
ceptible que de valeurs négatives, tandis que le second n'ayant plus que
des termes positifs sera d'un signe contraire. On ne peut donc avoir q >p.

Soit en second lieu q <p. Si l'on pose alors

ÏJ^==0, U3==0, ..., Lîg==0,

et qu'on tire de là u^ u^ ..., Uq en fonction de Mç+i, ..., u^ pour en substi-
tuer les valeurs dans le premier membre, la substitution n'atteindra pas le
terme positif gç^. On pourra donc faire que le premier membre soit d'une
valeur positive, tandis que le second n'ayant que des termes négatifs ne
pourra avoir le même signe.
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On ne saurait donc avoir q <^. Donc les termes négatifs sont en même
nombre des deux côtés.

Dans ce mode de démonstration, nous supposons bien deux déterminants
mineurs différents de zéro ; mais un cas d'exception ne peut là faire diffi-
culté, car il serait à considérer comme limite du cas général.

Des conditions à remplir pour qu'une forme quadratique, homogène, de
n variables

^dijXiXj (dij^dji)

soit réductible à être une somme de p carrés ; p <; n.
Soit posé

^ai,XiX^^\W (p^n),

Vi étant une fonction linéaire homogène des variables x^.
Posons U< == 0 pour les p valeurs de z, et tirons de ces équations les va-

leurs dep des variables en fonction des autres. Si ces valeurs se substituent
dans la forme, elle deviendra nulle, quelles que soient les valeurs attribuées
aux n—p autres variables.

Il en sera de même pour toute dérivée partielle de la fonction

2^AtUt —— D'après quoi, si F on égale à zéro p des n dérivées de la forme
^™ d<3Cj{

par rapport aux variables, et qu'on tire des p équations les valeurs de p des
variables en fonction des autres, la substitution de ces valeurs dans les
autres dérivées conduira à des résultats nuls, quelles que soient les valeurs
attribuées à ces autres variables.

Réciproquement, la fonction du second degré est une somme dep carrés,
lorsque les valeurs de p des variables tirées des équations qu'on obtient en
égalant à zéro p des n dérivées annulent les autres identiquement. Gela re-
vient encore à ce que n — p des dérivées soient des combinaisons linéaires
des p autres, alors qu'aucune de celles-ci ne l'est des p — 1 autres.

Soient, en effet, x^x^ ...,^ples variables qui s^ expriment par les autres
au moyen de p dérivées égalées à zéro. L'hypothèse est que les valeurs de
ces variables ainsi obtenues annulent toutes les dérivées, quelques valeurs
qu'on attribue à Xp+^ ..., x^ En général, on pourra façonner la fonction
en une somme de carrés, en nombre n au plus, tels que x^ entre dans le
premier seul, x^ dans le deuxième, sans être dans les suivants, qu'il soit ou
non dans le premier, x^ dans le troisième, sans appartenir à ceux qui le
suivent, étant ou non dans les précédents, et ainsi de suite. Soient
X^, X^, ..., Xp, Xp+i, ..., X^ les fonctions dont on a ainsi les carrés, abstrac-
tion faite des coefficients.

Prenons les dérivées de la forme par rapport à x^ x^ ..., x^ la pre-
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mière ne dépendra que deX^ la deuxième de X^ et de X,, la troisième de
Xt, X^, Xg, etc., et elles en seront des fonctions linéaires. Or les expressions
des p variables x^ Xy ..., Xp en fonction des autres qui annulent les déri-
vées, pour toutes valeurs de ces dernières variables, annuleront alors X^, et
par suite Xg, puis Xg, etc., jusqu'à Xp, ainsi que Xp+i, ..., X^. Mais ces der-
nières fonctions étant indépendantes desp variables en question, c'est iden-
tiquement qu'elles sont nulles, sans aucune substitution. Donc la forme
quadratique est la somme de p carrés. Elle pourra d'ailleurs se transformer
d'autre façon en somme de p carrés.

C'est ainsi qu'une forme quadratique est réductible à un seul carré,
quand la valeur d'une variable tirée d'une dérivée égalée à zéro annule
toutes les autres, ou, ce qui revient au même, quand les dérivées sont pro-
portionnelles à des constantes. Sous ce dernier énoncé,' le théorème, du
reste, s'étend à une fonction homogène quelconque de plusieurs variables
de degré K, en ce qu'elle est alors la puissance du degré K d'une fonction
linéaire des variables.

II

Proposons-nous d'abord de transformer

2^t^
TJSB

en y^ —, alors que les nombres k, i et j sont variables de 1 à n, i se pre-

nant plus petit quej.
Soit posé

(i) ^S^-SS
pour

(2) U^T^w^.-—<=i

La formule (1), comme identité, implique les relations

w '-s;:;̂
et

(s) ^s^T* ^
En prenant la dérivée de (1) par rapport à M(, on obtient

w 1^=2^^'""^ ^
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Comme i est susceptible de n valeurs 1, 2, ..., n, il y a n formules de
ce genre. Multiplions-les par \, \^ ..., \ et ajoutons ; il s'ensuit

(AS + .. . 4-^)Ml+(^+--- -+-^+^2 4- . . . +(A,+ ...^-l)^

UlY^" Uav^—»== ir 2j ^mft + ÎT 2j )ttw^ 4- • • • •ai^k^t n^^^k=i

Or, si ron pose
?.2 + • • . 4- \ === Wfti,

Xg 4- ... 4- ^i == w/ia,

^i + . • • +>-»-i ==mhn,

on a, par l'addition,

(n - l)(x, -+- >., 4- . . . +^) = 2^^ ̂ ^

ou

^ + • • . 4- ̂ == _ ^ Sfc,

par suite
x< == _ . SA — Wftf,

et la formule S devient

UA := ÏT S "mu f——T sft — mhk} + ïî2 S "m2* (——i s* — w^) + • • •H, ^-<jfc=i \ n — l 7 HgA^jk=i \n—l /

^rS ^"^(^——T^—^k),H^A^t^i \ y i — l /
ce qui peut se changer en

n U,/S^ ^=» \ Ua/SfcS, ^--=^ \
^^irt'-^r'-'lj wltmft* )+ r ( ~h ~~ S ^^-h...HI \ n — 1 — & = i / ng \n—1 — t = i /

, U»/ SftS^ ^=» \
+^^-2^^^}

II en résulte
(7) H.=^SÎ-^^m&,

et

(7) 0 = ̂ zj^i - S*^ ̂ Akw^ {h ̂  \ ).

Nous trouvons ainsi, avec les expressions de H^, v —/ relations (7).J
Réciproquement, ces relations (7), eu égard aux expressions H^, entnaî-
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nent les relations (5), et par conséquent la formule (1), si les H^ et le déter-
minant

sont différents de zéro.
Posons en effet

h=n
Zj WjifiV-k == Aft,
~k=:l

h étant susceptible des valeurs \, 2, ..., n.
1 1

n^~4 ^-m^ — :f,'ZZis9—mSi l'on multiplie les n égalités par
et qu'on ajoute, on obtient

"gnî

d'où

V, == ̂ ^ A, ( ,̂-S, - m^,

^y^"^ /' 1 Q \^-^^.r^n^T^-^/
Considérons les égalités de ce genre répondant à g== 4 , 2, ..., y?, mul-

tiplions-les parm^, ^2^, ..., m^ et ajoutons les résultats; il s'ensuit

A --V^A tv*""^/ ^ o MA,-^^A,(^^^^S,-m^[.

Comme, diaprés les hypothèses faites, Ap A^, . . . ,A^ sont susceptibles de
telles valeurs qu'on veut, cette égalité se partage en

^k=nmkh/ \^--'^mkh 1 „ \^A.^Hr^^-^}
.^^^^y i \
o~^=:^[^~isk^m^)

{n.

(i^J)'
Or, si l'on pose

li = n mfiimitj
^=S.,-iî->

ces n relations peuvent s'écrire

i=-1
n

0

1 = n^Ç^ +M/l2 + • • • + M/('A-1 + M/^•f t+l + • • • + M^)- ̂ ^MAA,

^-^^i+^^+M^+.-.M^-^M^,

^-^M^+^^+M^+.^-M^+^-iM^
* * ' • • • • • • • • • • • • ' • . . . . . ,

M^ manquant dans la parenthèse.
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En soustrayant de la première relation chacune des autres, on a, à la place

de celles-ci,
1 == M/H — M^,
1=M^-M^,

d'où, par l'addition,
n — 1 == (MAI 4- M/»â + . . . 4- M^) — (n — I)M/,A,

La première relation étant
n - 1 = (MM -4- M/»2 4- . • . + Mftn) -- (n - 2)M^,

il s'ensuit
Mft,=0

et
M,,=:l (/^î).

Les relations (5) sont ainsi obtenues.
Les relations (5) et les relations (7) sont, en conséquence, équivalentes,

eu égard à la valeur générale de H/, et aux conditions exprimées.
En second lieu, soit proposé de transformer

ï^dijUiUj,

T12 *
alors que i est différent àej en^ ", les u, étant indépendants les uns des

autres, ainsi que les U^.
Soit posé

1T2

(i) ^S^wSiiI
pour

(2) Ut=^^"m^,;f\•i=i
c*est avoir

i^\ o—V^"^(3) 0~2^^,H7Î

v^" mihmni / i .> î \
(5) ^"S^i-iir (h<k}'

En prenant la dérivée de (1) par rapport à u^ on trouve

(4) s^^-^a^^^
j étant différent de i, ou au == 0.
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Comme i est susceptible des n valeurs 1, 2, 5, ..., n, il y a n équations
de ce genre. Multiplions-les par ̂  ̂  • • • » ^hn et ajoutons ; il s'ensuivra

(5) ^C;̂ :̂ »)'
en posant

(6) au\hi + 021^2 •+• ... +aî-i,^.î-t4-ûf+i.^A.f-4-i4- ... +a»^»=WA,,

i variable de 1 an.
Ces équations (6) donnent

0 a^ a^ ... a^
a^ 0 ûTss ... a^

ain û2» . . . . 0

et

0 a^ ... m^ ... a^

AXft(==

a^ a^ ... w/i» ... 0

et l'équation (5) se partage en

(7) ]în==Y'~\mmhi,
——<==!

(7) 0==^^\^ (^^^

de sorte qu'avec les expressions de H^, il y a là ——^—^ relations.

Réciproquement, ces relations, en ayant égard aux expressions des HA,
entraînent les relations (3), par suite la formule (1), si les H/, et le détermi-
nant

j W n . . . . . m ^

D==
w^i . . . . . m^n

sont différents de zéro.
Posons, en effet,

V ~ m/^=AA (^==4,2, ...,n^
^—j^i
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et multiplions ces égalités par ^i, ̂  ..., >^, puis ajoutons ; nous aurons
— i=n

^Q^Q == ̂ j A.P^(,

d'où
<. — V^\ )^.^-A^iç'

et de là, en faisan lg=\, 2, . . .» n et multipliant par m^, y^, ....

•'•=s;::*.(s:::̂ ).
ce qui se partage en

. T^i='lmi|,
^A^x^'

^^.=»m^^ ^
—î^l n» \ \ /

La première de ces deux relations peut se développer moyennant la
valeur de ̂  en

«A - »A + ... ± »A = ("y + ̂  +..\ ̂

/'mitm.ih . wisiWt»), . \ „ ,-(-^^^+-^^^+•••J^+••••
ce qui est satisfait par

y^m^
^-A^'Hr'

et

0=^^
~i=i "i

11 en est de même des autres formules du premier groupe.
La première de celles du second, se développant en

/miî  WâiWsA \ p /WisWih nwriîh, . \Q .o^^•-x-+-~H^+••TJ&l~l-H^+"^^+••7^+••>?

revient également, moyennant les mêmes conditions, à

0 ==0^1—0/12^2 4-...,

ce qui a lieu, h étant différent de k ; et de même pour les autres.
D'ailleurs, il n'y a pas d'autre solution ; car, à prendre pour inconnues

les n expressions
M ^^i=nWikm^h
"^A^-HT-'
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le déterminant des n équations est

Pli Pl2 • • • Pl7»

=^-1 ̂ 0.

... ̂Pffi ?W2 • • • PW»

La réciproque à établir est ainsi démontrée.
Cette analyse est de tout point applicable à la fonction complète du se-

cond degré
^dijUiUj (ay==aj(),

i etj variables de 1 à n, sauf à remplacer, dans A et A^-, les éléments 0 par
un, Û22î • • • i 0'nn'

Car si l'on pose

( » )
v v^^iE^UiU,=^__^

on aura, pour la dérivée par rapport à u^

^,j=» ^=sn UA
là^w^^^WK

En multipliant par ^i, ^2, ...,>^ les n équations de cette sorte, et les
ajoutant, on aura

,i=n__ i==»/——t==» \ ^i=n /^k=ln Ujk\y (y flN^)^==y ^(s ^r t
AJ^=l\AJfc=i / ^==1 \A-J&=i "V

d'où
t==yi r , / — & = = » \^-^.^(s^^^'"-^^iHA^^i

en déterminant les ̂  par les équations
(==»

^j aa^/if == w^,—(==1
qui donnent

^11 031 • • • ^ni

et
a^ a^ . • • a^

«n m/n ... a^

AXft»=

Oi^ în^ ... a^
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et l'on a par là

<==»
: 7j ^hï^hit

——1=1

0=St-\imAl• (/i^A).
—1=1

Réciproquement, on pourra déduire de ces relations, comme plus haut,

v^"^
^A^-îir

v^i='nw,ihm,ik
^ftk == Zj u——'

——î^ l "t

et par conséquent la formule (1).

III

uv vw wu
Transformation de u2 + u2 + w3 en „ + ur + ip •

Soit posé

UV VW WU
(1) ^+^+w^=-^+-y+^

pour
U == mw + nv + pw,
V == m'M + TI'V + p'Wf

W == m^M + n"v + p"w.

Avoir la formule (1) pour toutes valeurs de u, v, w, c'est avoir

mm' m'm" m" mi=~w~+~î^^~g^ï

m <=Ï+¥+^.
.̂ •^• ,̂

et
mn' 4- m'n m'n" + în'7^ m^n 4- ÎMH" .
— — H — — + — — — W — — + — — ï P — — ) 1

^4.^ ^4-^ . n^4-P^_n
(5) -——g—— + ——g,——-+ ——^——-^

pni7 4- mp' p'm1' 4- ^^'p^ p^m 4- ̂ "p „ n
— — H — — ^ " ~ ~ W ' T " "
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Or on a
. mV4-m'U m'W+WV m^U+mW
2M=——H——+——H'——+——iP——1

/^ ç nv+mjj n'W+n'y . ^U+wW
W ^-——g——+——JF——+——-^——,

g,,,-^+7^ , P^+p-V , p^U+pW
A w -——H——''——H'——" r ——W—— )

d'où, en multipliant par m, n, p et ajoutant,

/5\ ^rj^ (w^^+P^V+tmm^n^+^^U (mm^+yî^+^W+imm^+n^+P^jV
\ ) y -h g,——————————————

(mm^+n^+^QU^w'^-^-H^W
4-————————————gp———————————,

relation qui se partage en

9 — mm/ 4- nn' + pp" wm^ + nn" 4- ̂ r/

H ' — — — W ' — — — '
/,. ^ __ m2 4- n8 + P2 . wm" 4- ̂  4-PP^^) y — j i + — — — g , — — — ,

_ mw/ + nn^ 4- pp' m2 + n2 -»- p2

u-———H'————+———ip———'

si U, V, W peuvent être quelconques, c'est-à-dire si l'on a
m n p
m' n' p' ^ 0.
m" n" p"

1 1 1Résolvons ces équations par rapport à „, „-,, ̂  Le déterminant est
n n n

A^ == ^(mm7 + nn' + pp^mm" 4- nn^ 4-pp")(w2 4- n2 4-p2),

et l'on trouve

A, g == 2(wm" 4- nn" 4- pp^m* 4-^4- p2),

A^^-S^^n^p2),l ̂ , — — ^"» -r ^ -i- y /,

Ai ̂  = 2(w2 4- n2 4- p^mm' 4- nn' + Pp'),

d'où

H == mm' 4- nn' 4- pp',
/7\ u/ _ (lllmf + y?n' 4- pp'^mm" 4- nn^ pp^)
v / m24-nï4-p2—————

H^ == mm" 4- nn^ 4- pp .̂
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A l'aide des facteurs m\ n\ j/, on tire de même des équations (4)
H^w'm^n'n^py,
„ __ __ (mW 4- n'n" -\-p'p'l}{mfm 4- n'n 4- p ' p )

~~ m'3 4- n'2 4- P'2

H == m'm 4- n'n 4- jo'p,

et, à l'aide des facteurs m", n", p",

ÏP == w^m + n^n + p " p ,
u— (mffm + nttn-{-plfp)(mttmf + vi"n1 4- p"?'}

— — ~ ^ 3 4- ^2 ^ p H Ï 1

H / =wW+n w n ' +p'y.
On a ainsi

11 == mm' -4- nn' + pp',
(8) H' == m'm" + n'n^ + pV,

11" == m^yyi -{- n^n + p"/?,

et

m^+^+p2^-1^,
H'H

(8) ^4-^4-^==-^,

IPH'^î4-^4-p^==_î^.,

d'où résulte
H2 = (m8 + n3 4- p^m^ 4- n'4 4- ̂ î).

H'̂  = (m'3 4- n^ 4-P/2)(w/'2 4- n"2 4- p^2),
H"3 == (m^ 4- ^â 4- p^Kw2 4-^4- p2),

et
— HHW = (w2 4-^4- p2^^2 4- yi'2 4- p'2)^2 4- n^2 4- p^2).

Par suite, il faut
H == — ̂ 4-n2 4-p2 vW24-»l /2-+-p / îî

(9) H' == — v/W» 4- n'2 4- p'2 ^m^ 4-n^4-p^,
H" = — ̂ m^-^n^+p"* v/m<t4-n24-p2,

ou bien
II === — \/w2 4- n2 4-p2 ^/m'* 4- n'2 4- p'2»

(9) ir === — v^+^+J^ Vw^^Tn^M^»
H" == — ̂ m^-^ n^ + p^ v<w24-n24-P2»

chaque radical pouvant d'ailleurs se prendre implicitement avec (el signr
qu^on voudra.
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Sous forme rationnelle on a donc

(m» + îi9 + p2)(w'2 + n'9- -+- p'2) — (mw' 4- nn' + p;/)2 = 0,
ou

(mn' — m'nf + (np' —pn7)2 -h (pm' — mp')2 ==0, ... ;

par où l'on voit que m, n, p ne peuvent être réels à la fois.
Réciproquement, étant données les expressions (8) de H, H', H" et les

relations (9), les formules (2) et (5) en seront les conséquences, par suite la
formule (1), si aucune des quantités H, H', H" n'est nulle, ni le détermi-
nant

m n p
A = w' n' p' .

m" n" p"

Posons, en effet,
wa + m'P + W'^ == A,

(10) na+ n^+ n^r^B,
pa. 4- p'P -4- P"^ = C.

En disposant de a, p, y, les quantités A, B, G pourront être de toutes va-
leurs, le déterminant A étant différent de zéro.

Multiplions ces équations par m, n, p, puis ajoutons. En tenant compte
des relations (8), on trouve

W^ î ma+H^-^H^=wA4-^B4-pC.

On a de même par m', n' p', et par m", n", p",

Ha — ̂ P 4- H'-y == m'A 4- n'B 4-p'C,

11̂  4- H'? — ̂ m^A + n'B 4-p "G.

Résolvons ces équations par rapport à a, p, y* Le déterminant est

Ai^HHW,
et il s'ensuit

_w'A4-^B-h^C mwA+n f fB4-pwC
^————g———4-————g,,———,

- m"A 4- n"B 4- p^C mA 4- nB 4- pC2P= ————g,———— 4- ———g———,

. __ntA4-nB4-pC , m/A+n/B4-p^
^-——-ip———+————ip———'
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d'où, en multipliant par m, m\ m" et ajoutant, on tire
^ . _ ^ mm' m'm" m'lm\. fmnf+mfn m'n" -4- n'm" m"n 4- m/i"\ „
^-'-Y'Tr'^'ir^'IF^ 'r Y—H—'""H'—" r—ir—/D

/wp' 4- w'P m'p" + /?W m'̂  4- pttm\ ,
4- ^——y—— + ——g,——— 4- ——^ ——^C,

œ qui donne
mm' m'm" m"m

l=--g-+-g7-+-^r,

_ mn' -4- w'yi , m^^ 4" y^w^ w'̂ i 4- mn^
u — ——H—— + H ' + r——'
_ mp-^wfp m'p" 4- w^' ,_ w'^ -h np^U — ——^—— 4- j p 4 - g,——.

On obtiendra d*une façon semblable les autres formules (2) et (3).
REMARQUE. — Quand M, v, w sont des Fonctions du premier degré en

.r, y, s, Inéquation M2 + ̂  4- w2 == 0 donne un cône, et les équations
U == 0, V == 0 deux plans passant au sommet du cône. L'intersection des
deux plans est sur le cône si l'on a à la fois

u9 4- ̂ 4- w2==0,
mu 4- m» 4-^w==0,

m'u 4- yî'v 4- piy == 0,

d*où résulte
u v w

np' — pn' pm' — mp' w/i' — w'^

puis
(^/ — pn'Y 4- (/ïm' — mp'f 4- (m/î' — ?n'yi)^ == 0.

Les relations (9) ont par là une signification géométrique.
Si l'on change u, v, w en u\/s, v^/s', w^/e77, m, TI, p en m^/7, n^/e', py/s",

c, s', e" étant ±: 1, la formule (1) devient

UV VW WU
s^ 4- ̂  4- e^w2 === -jj- 4- -jp- + ^pr»

avec

et l'on a

tJ == EWM 4"£^^ 4' ^pWf
V== sm^ 4- 6/n'vj+ syw,
W === ew^ 4- 8'n^ 4- e^^W.

tt == emm' 4- £'^^ 4- eW,
W == ew'n^ 4- s'/l'yî  4- ^y/A
tl'» === em^n 4- ̂ "n 4- &^^<
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^4-^+^2^-'11^

em72 + e'n'2 -r &Y2 == — ̂

mi
g^â 4_ ̂ 2 _p ^yâ ̂  __ _^ ^

PUIS

H = — y^m2 + 6'yi2 4- &y yem'2 + e'̂ '2 + e'y2,
H7 == — ^/em'2 4- s'yi'2 4- &'y2 V/sm^2 + e'^2 + £^,

H" == — ^sw"2 + e'̂ 2 + e^^ ^mî-t-e^+Êy,

ou les mêmes expressions avec changement de signe pour H' et H", chaqae
radicnl impliquant d'ailleurs tel signe qu'on voudra.

Sous forme rationnelle, c'est avoir
fe(np'—pn'Y 4- ^(jwî'—mp'Y 4- ^"(mn'—m'nY ==0,

^n'p" — p'n''^ + ̂ (p'm" — mlpttY + ̂ (m'/i" — wY)2 == 0,
s(7î  -- ̂ 'nf + s^^w — m^pY + S'^W^TI -- w^')2 = 0.

Les formules (2) deviennent
_ mm' m'm" m^m

£==-^-+-g-+-iF^'

,_ nn' nV n"n
£ '''''T^'ff" ^Ti^'

^ _ P P , P f P " , P H P
E — '11 '•' H7 ' II" '

et les formules (5) restent les mêmes.

IV
uv vw wu

Transformation de uv 4- vw + wu en „ 4- — + .- .

Soit pose
UV . VW WU

( 1 ) uv •+- vw + wu = -JF 4- -^r + -ipr.

pour
U===mu 4- »w +^w,
V == m'u 4- n'v + p'w,

\V == m^u + ̂ "v 4- p"w,

M, v, w étant des quantités indépendantes les unes des autres.
Celte formule implique les relations

mm' m'm" m" m _
-{r-+--^7-+-^p-—U,

m ^'4.^4.^-0(1) " ï ï 1 H' 1 r •~ ï

p p ' . ^ y . p ^ _ _ n
H """iF"' ÏF""" î



mn' 4- m'n m'n" 4- n'm" m"n 4- wn^ _ .
— — H ' f f • W 1 ' " " "
np'+pn' , ny+p7^ . nnp-^-pHn_^

(0) — — H — — • — — Î F — — + — — W 1 ~ f

pm' 4- wp' p'n^ 4- m'p'1 , p^m + i ^ " P _ a
— — H — — + — — H ' — — + H " ~ ~

On tire de (1), par dérivation,
wV+w'U m'W+n^V , m"^ -h wW,4^=——g__+——^——+——^——,

nV+n'U TÎ'W+^V . ^U+^W
(4) W+M=——g——+——g;——+——jp——,

^pV+^U j/W+j^V p^U+pW
H4-V-.——g——+ ,̂ + ,̂

d'où, en multipliant par >, p., v et ajoutant,

(,+,).+(.+X,.+(,+rt.=j,.(Ï+^)4-,Ç+^)+.(Ç+|p))u

P) +i<^ï)+^'+^)+•(ï+«î)iï

+l<£+ï)+^•+B:)+•tf•+elw-
Si l'on pose

u. + v == m, v 4- X == n, X + "- == Pî
d'où

_y i+p—w _p -\-m--n _w4-n—PÀ———^——, (A———^——, v — ^ ,

on aura, par cette équation (5),

/w' m^n+p—m fn' . n'^p+w—n / ^ . p ^ w + w - ^
1 = \\\ 4- H^——2—— + {ÏÏ^W')——2—— + [R^W)"^——•

w «=(S-'̂ -î)'•±F••+( l̂)p±î=-"+(Ê:+ii)"±F''•
/ni m^n+p—m . fn , n^p+m—» , /p , j/\m_j^»_-^y

" :^^H''+r/——2——'•\r f f '>H'/——2——'VU''"H"/ Ï

Posons, pour abréger,

^ M+^-OT' + n'P± "̂ + ̂ "^pP = [mm'] = [,«'«,],

c'est aussi
i 1
^ (^ + n' + p')(w 4- n 4- p) — (wm' -4» ny»' + pp') == ̂ S' — (mm' 4- n '̂ d- PP').
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On aura dp môme

fmW] = [m'W] ̂ S^S' - (mW + n^ -hpY),

IWm] = [^w"] == oSS"— (m^m 4- n^yi + p^p),

S^ désignant m^+^-^p^.
L^s équations (6) deviennent par là

(6)

1 1
l==g[w'w] 4-g^w],

Or^gtmwJ+g^m],

1 1o=^(w'm14-^[wwj,

et l'on a pareillement

^FF^^ -^fi^l*

(6)' o-:=^[wW]4-^[mm/],

O^^mWl+^m'm'],

et

i il:=ip7[w^]+g;[w/m''],

(6)' ^^[mWj+^mWl,

O^^mm^+^mW].

Sur ces relations, les trois premières donnent

A=2[wm/][www][ww],
\

\ - =: [wm^] [ww],

d'oû
H==2rww /j.

Par les autres, il vient de même

(7) H^âtwWJ.
Hw==2[w//w].

Comme l'on a

0=g[nlw]+g-,[m'/w],
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il s'ensuit

ou

_ \mm\ [w^m]
""" [wm'j • [rn'm ]̂ '

[wm'] \mm"} + [wW] [mw] == 0,
et de même

(8) [mW] [ m'm} + [W'm] [ m'w',] = 0,
[m'lm}[m"mt} 4- [wm']|wW] ==0.

On peut déduire des deux premières de ces relations
fww']2 === [mm] [wW],

et Fon a de même
(8)' [mW]2 == [m'm1} [mW],

[ m11 m ]2 ==== [m" m"] [mm].

Ces systèmes (8) et (8/ sont équivalents, du moment que [wm^, [mWJ,
\m"m\ ou H, H', H" sont différents de zéro.

Les relations (8)' peuvent s'obtenir immédiatement par une autre voie,
mais sous une forme différente.

D'après la formule (1), si l'on pose U == 0, V = = 0 , il s'ensuit
î^4-vw+wM==0. On doit donc avoir à la fois

mu -4- nv + pw == 0,
m'u + n'v 4- p'w == 0,
m 4- vw •+• vûu ==0.

Delà
u v w

np' — pn' pw' — mpf mn — m'n '

puis

(np' — pn'^pm' — p'm) 4- (pmf — mpf)(mnf — m'n) 4- (ww' — yîw^np' — pn') == 0<

On a de même
(n'pi ^p'n'^pW — m'p") 4- (io'w" — m^m'n" — m )̂

4- (wV — m"nf}(nfpn —p'^) = 0,
(n"p—p'tn)(pttm^mftp) 4- (p//w—wffp)(wf/n—nlnff)4-•(wwn— wn^X^—p^) ==0.

On a d'après cela l'identité
(np' —pn'}[pm' — mp') 4- (pm' — wp'^wyi' — w^n) 4- {mn' — w'n^np' —pn')

== [wmjtw'm'] — [mw']2

== (m2 4- n2 4- p2)(w/2 4-[n/2 4- p'2) — (ww7 4- nn' 4- pp')2

4- (m 4- n 4-J?)(W 4- w' 4- p^mm' 4- ̂ / 4- ??') — ̂  (m 4- n -̂ (ni'2 4- n'24-^t)

- ̂ (m7 4- n' 4- ̂ (m2 4- M2 4-?2).
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Réciproquement, quand les relations (8) sont satisfaites, les relations (2)
et (3) s'ensuivent, pourvu que les expressions (7) de H, H\ H", ainsi que le
déterminant

m n p
m'n'p'
m"nnpn

soient différents de zéro.
Observons d'abord que ces relations reviennent à

[wm]4-^-^-==0,

,. , ,. IH'H .[mW] 4-^-g^==0,

r „ ., . IIHI' .[m'W] 4-^-^==o.

Posons
wa 4- w'P -r- w'^ === 0,
na 4- n'P 4- W-y == 0,
pa4-p'P 4-p^ =0.

Multiplions ces équations par les coefficients de m, n, p dans [mm], et
ajoutons ; nous aurons

-|^a+[mm1P+[mm^^An±Ç^+B^^^

M--lEHP+[mWh=An-Ï̂ 4-BP^^ C^-^^,22^

fw^^

2
»i/»-L -M»

Km]a4-KW]P^|^^An/>^^

Or le déterminant de a, p, y dans Ces nouvelles relations est
m»

"~"'iF
H -

H"

H
H'H
n"
W—

H'

H'
H^H'

H

= IHHW.
À

II est ainsi différent de zéro, si H, H', H" le sont eux-mêmes.
On trouve d'ailleurs

Aa = 20'^] [wW7] + 2G//[mm'][mW],
A? = 2G<y[m/w] [mnm\ + 2G[m'ww[mm'/],
A-y == 2G[wW] [mw'] 4- W^'m} [m'm}.
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d'où Fon tire

^HHWA—G^HW 4- n^H'H) 4- ^GwWH 4- mW'W) 4- ^(wHH7 + w'HIP),J J J 2

PUIS

Or si
^(ï+^M-'-O^ï)-

w n p
m' n'p'
mttn'lpn

est différent de zéro, A, B, G sont susceptibles de valeurs quelconques^
moyennant des valeurs convenables de a, p, y. On a donc là une identité.
d'où résulte
_ /m' w^n+p—w (m" m\n/-}-p/—m' /m m^n9'-^?"—m" 4

" — \iT + W)—2— ' \W + T\}——2—— • ^ + H^——2—— '\}{" ' W}
(m_ m/\
^n ' W)

m^ m'\m"-j-n"—p"
^ ^ l y ) 2

_ /w' m^^p+m—n , /m^ ni\p'+m—n' /w m'^-hw^—n"u — ^ H " T ' ï F ^ — 2 • " v T F ^ H y 2 ' v F ' H y — — 2 — — '
n— /W m'^w-t-n—P. /w'.w\m'+n'--p' /m m'
"-Yir^r/—2—'"Vii7 "''H/——2——'•'Vj^4"';?
On obtiendrade même d'autres formes analogues.

D'après cela, si l'on po§e
mm mm" ^ m-m
-H- + -g7- -r -jp-

nn' n'n1' n"n~H~ + ir + TT'7
p p ^ p ' p " p1'? _p^+~î^ "TF '-A'

m^ 4- m'n m'n11 4- wtfn/ m^yi 4- mn" _
H ' i r • B ^ " ^

njj' -t- yn^ ny 4- jp^^ n"p 4- pn^ _
g—— 4- g , 4 - ——y—— —v,

pw' 4- mp' pW 4- w'p^ ^^w 4- m11?
——jj——4-——g,———4-——jp—^^

et

les relations précédentes sont

<=^1-".
0=j-^M.

0=^-j+M,
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et les analogues sont <=,-<-?-".
»=î-î+".

«=î-l+«,

puis

<=i-4->-,
o=î-î+•'•

«=î-î-^.
On en déduit

M=0, N==0, P==0,
a== j , v == 1 , CT== 0,

c*est-à-dire qu'on retrouve les relations (2) et (5).
Au résumé, les relations d'où dépend la transformation

UV VW , m
uv + vw 4- wu== -^ + -gr + -g,,-,

pour
U==mM 4-nv 4-^w,
V==w'u +n'v +jo'w,

W == W^M 4- n"v + p"w,
si l'on pose

r r^ /^i ...n^+p^—w^ . ,,,p0')-rw0)—n^) w^'J+n^—p^[w^WJ)] == w(^ ———:l————— -h n^ -———(.———— + pW ——•—_——•-,
2 Z Z

consistent en
H^atwm'], H'^âtw'm"], r===2[w^],

et

[wm] + ^ -jp- = 0,

[̂ '] 4-1^==0,

[mWJ+Iîy^O,
ou bien

[mw][mW] — fww']2 = 0,
[wWnmW] — ^^«==0,
[mllmH}[mm} — [w^w]2 .-=0.



75

Pour la transformation de

^4-^4- w2 4- (t

en
uy uw UT vw VT WT
H 1 H7 ^ iF 1 H / / / '4 'H•v+-Hv' t

si l'on a
1î==nw 4-wv4-^w4-çt, V==w'u 4- ... 4- q[t
W==wwM4- ....... 4- 9 ,̂ T== w"^ 4- ... 4- Ç ,̂

nous nous bornerons à faire observer qu'après avoir obtenu par des déri-
vations les expressions de 2^, 2v, 2w, ît en fonction de U, V, W, T, on
obtient, par des valeurs de 2U, 2V, 2W, 2T, entre autres relations, les sui-
vantes à l'égard de H, H', H",

__ mm' 4- nn'-^-pp' 4- qq' mm" 4- nu" 4- pp" 4- qq" , ww^-hw^^pp'^ 4-^0'"A — H - + - j p — — — — — - » - — — — — — — j F — — — — — — ,
._ m^-^n/84"^34-^2 .w'w'-h 4- g'g" . w^^ 4- + ̂ ///
" — ii ~r" —————H ^—————W—————"r—————iF-
^ m^m^ 4- « . . » « + gY w^ 4- . ̂ ... ̂  4-J^ , m"m"1 4- ....... 4- ç^^^

' "' + W'—————— •U " H
. wW 4- ..... 4- q'q'" m" m!11 4-u == ————_——— -— -»- ———— . » . . 4- ̂+gy m"

—— •̂ . __„H ~ "r ——————W H"

II en résulte en particulier F équation de condition

[ m^ 4- ... 4- ç'2 wW 4- ... 4- q'q" rnW 4- ... 4- ( { ( { "
, m'm" 4- ... 4- gV m'78 4- .'.. 4- q'^ m'W 4- ... 4- q^q1" == 0.
J mW 4- ... 4- q'q"9 mW 4- ... 4- ^'q"' m1119- 4- ... 4- q"^

Comme, en posant V == 0, W === 0, T == 0, on a €' 4- ̂ 4- ̂  4- (2 == 0, on
voit que si l'on prend

il s'ensuit

u
n'p1 q'
n^p^"
n'"^"^

lit

71'P'^

n" p" q"
^y,̂

n

4-
mf j f (f
m" p" q"
^'p^^

—y w
m' p1 q'
m" p" q"
m'ttpl/fqm

3

4-
m' n' q1 â

m" n" q"
^'^^

m' n1 q'
m" n" q"
m1"^"^"

m' n' p '
^'•n"?"
m" ̂ 'y

m' n' p' [2

m" n" p"
m'^'Y'

===0.
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Par là se trouve accusée Fidentité
m9 4-n2 +p2 +ç2 mm'-^-nn' 4- pp' 4-çç' mm"-\-nn" -{-pp" -}-qq"
mm' 4- nyi' -h pp' 4- îç7 W2 4- n'2 + p'3 4- ç'3 m'm" 4- n'n" 4- p'̂ ^ 4- q'q"
mm" 4- n^ -^pp" 4- g^ mW7 4- n'n" 4- jpy 4- îV m'^ 4- TÎ  4-^9^ 4- q"^

npq
n'p'q^
^ttpttqn

4-
p qm
p'q'm'
p"q"m11

q m n
q'm'n'
q'Wn»

4-
m n p
m'n'p'
m"^'?"

Elle fait suite à Fidentité connue

I m* 4- n2 4- p* mm' 4- ̂  + PP'
mw' 4- nu' 4- jop' w'2 4- w'2 4- p'2

np
n'p'

pm
p'w'

mn
m'n'


