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Mémoire sur la transformation des formes quadratiques ;
par M. H. LeExonniER.

(Séance du 11 novembre 1874)

Les traités de géométrie analytique indiquent, pour les coordonnées ordi-
naires et celles qui en sont des fonctions linéaires, & quelles conditions les
équations de deux droites ou de trois plans donnent deux diamétres conju
gués d'une conique, trois plans diamétraux conjugués d'une surface du
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second degré. Nous n’avons rencontré nulle part I'équation de la ligne ou
de la surface exprimée au moyen de celles de deux diamétres conjugués ou
de trois plans diamétraux conjugués quelconques.

C'est pourquoi on accueillera, je espére, avec quelque intérét les déve-
loppements qui suivent, sur certaines transformations d'une forme quadra-
tique.

Le premier probléme que nous traitons est celui de passer d'une forme
connue en carrés qui soient indépendants les uns des autres i toute autre
forme analogue, s’exprimant par les carrés de fonctions données, {inéaires
par rapport a celles qui entrent dans la premiére forme. La question est
alors d’établir, entre les coefficients de ces fonctions linéaires, des relations
nécessaires et suffisantes, et de trouver les facteurs dont les carrés doivent
étre alfectés. Nous traitons en second lieu du probléme de passer d’une
forme en produits sans carrés, puis de la forme générale, & toute forme pos-
sible en carrés, dans des condilions analogues & celles du premier pro-
bléme. Quant ala transformation d’une somme de carrés en une somme de
produits sans carrés, ou de celle d’'une somme de produits, nous nous bor-
nons au cas ou la premiére forme dépend seulement de trois fonctions, les
formules se compliquant au deld de ce nombre.

Nous terminons la premiére partie de ce travail par une démonstration
fort simple du théoréme de M. Hermite sur le maintien de I'espéce, et par
I’établissement de ce fait général qu'une forme du second degré a n va-
riables, Zaijx,:cj, est réductible 4 la somme de p carrés, lorsque n — p des

dérivées partielles sont des fonctions linéaires des autres.

I

Soient u,, u,, ..., u, des fonctions de variables, linéaires ou autres, ou
plutét des expressions fjuelconques susceptibles chacune d’une valeur arbi-
traire, et soient considérées n fonctions linéaires de ces quantités :

k=n
Ui = M ixU
Ek =1 ’
¢; etant =+=1.

La formule
= i=n U?

n
X_wi=X_§

a lieu, n'est méme qu’une identité, si le déterminant

Myy « « o o« Myy

DY
e .

Mg + o o o o Mpy
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n(n—1)

3 relations

est différent de zéro, et que les

i=n >
Zi_isgmhimm =0 (h< k)

soient satisfaites avec

Considérons I'équation
1) E__ u%.:z iH—;-
la valeur de U; étant
k
() U= Zk _

La formule (1) a lieu identiquement, si I'on a pour toutes valeurs, depuis
1 jusqu’a n,

k= "mki
— =1,
(5) Zk =1 Hk
k= nmygmy, .S
=0 .
Zk -1 I (’ <])
Iy al n(_n—l—-_i) relations entre les dénominateurs H; et les coeffi-

2
cients m;;.

En prenant, par rapport a ;, les dérivées de (1), on trouve
U,m“- Ugm,{

WETHTL

Uy .
H, ’

+ o+

si 'on multiplie par my; et qu’on fasse la sommede, i=1 4 i==n, on
obtient

Ui n U i=n U” i=n
Ug= myMi; —+ == MaMys + ...
k H121=1 14 kl+HgZi=l 2iM; +

T MyiMki ,
Hn i=1

ce qui donne

i=n
A =0,
) 2, mwems
et
i=n
4 0 —
(%) b= mh

si les U; sont, comme les u;, indépendants les uns des autres.
Or les n équations (2) déterminent pour u,, u,, ..., u, des valeurs finies,
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quand on donne 4 U,, ..., U, telles valeurs finies qu’on veut, si le détermi-
nant des coefficients m;;

est différent de zéro. On peut donc, & cette condition, faire que, par des
valeurs convenables de u,, ..., u,, les fonctions U; prennent des valeurs arbi-
traires, indépendantes les unes des autres. Moyennant cela, les relations (3)
entrainent donc les relations (4).

Réciproquement, étant donné les n_(n__o—ﬁ relations qu'implique la re-

&

lation générale

i=
(4) Zizfm,.,mk,- =0 (k2K
si ’on prend
B i=n
(4) Hk = 2 i lmib

on aura la formule (1)

soit different de zéro.
Observons d’abord que ’on a

My o ooe e M
=l
Mar o .. Mo
avec )
My =mpL + mbs + ... +mh= Z _‘mu =i,
cl

f=n
My == Z o mpmy =0 (h2k),

i=1
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de sorte que
(5) M2 =H,H, ... H,.

On voit par 1a que si M n’est pas nul, il en est de méme de H, H,, ..., H,.
Posons les n équations

i=n

(6) ¥ Mot = Ar.
1=

Puisque le déterminant M est. différent de zéro, on pourra, en disposant
arbitrairement des A, obtenir des valeurs finies correspondantes pour «,,
dgy +oey &y, €L, par conséquent, en attribuant a «, ay, ..., «, des valeurs
convenables, on aura pour A,, ..., A, telles valeurs finies qu'on voudra.

Or, si 'on multiplie par my, Mye, ..., My, les n équations (6) et qu'on
ajoute, on obtient

=n

Hyop = E{ myAy,
=1

d’ou
i=n
W) ap = H};Z  myhi.

i=1

On a ainsi n équations nouvelles qui, multipliées par my, My, ..., My, et
ajoutées, donnent

_ = Rmpimiy =2mpmi, I=0mman
Ah_A’ Ei:l ”1, +AgEi=l Hi +“.+Anzi=i Hi ‘

De 14 résulte

i=nmmg S
Ei:l"_ﬂf =0 (R2EK)

et

i=n m?h
o1,
Zi:t H; ’
ce sont les formules (3).
On a donc la formule (1)
i=n i=n Uf

I

1 1=
du moment que M est différent de zéro, quand on a

z

1=

n
| M =0 (h 2 k)

Y, mhi=H.



— 53 —

Il est & remarquer que, d’aprés cette analyse, les deux groupes de for-

mules s’exprimant I'un par
i=n
X =0 (hZ k),

1=

I'autre par

= magmy >
X_ 7w =" 62k

et
N =T mi
— =1,
241‘:1 H; ‘

pour

i=n

2
Hy = E mg; ,
i=1

sont équivalents & la seule condition que le déterminant

soit différent de zéro.
Si I'on change u; en u;\/s,, my; en mm/;, ¢; étant =1, la formule
devient

N
X_ =X _
i=1 =111

pour
k=

n
U= E EEMikILE,
k=1

et, & la place des formules (4), on a

i=

Z,

i=n
H,,::Zi_;iimﬁz‘;

n
i = 0 (h2 k),

a la place des formules (3)

k=nmgi
q_‘Zk:‘{ﬁ;"

k=7 mymy; S .
=X, _ =
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on a d’ailleurs

M=eeyueue, | - " 77 =HH,...H,

.........

Dans cette transformation d’une somme de carrés en une autre, quand les
fonctions sont réelles, I'espéce se conserve, ¢’est-a-dire que le nombre des
carrés affectés de coefficients négatifs reste le méme. C'est un théoréme
dont la premiére démonstration est due 4 M. Hermite (Cours d’algébre supe-
rieure parJ. A. Serrer, n° 254, 2¢ édit.). Il peut s’établir avec plus de sim-
plicité comme il suit.

Considérons la formule (1)

E:zjeiui’_—_ El "L

o
i=1 Hi

en y supposant réelles les fonctionsu; et, par suite, les H;. Supposons
qu’on ait la
== .....—¢=1,
Gl == eeeus —=g=—1,
ct, d’autre part,

>0 H,>0, ..., >0,
Hyy1 <0, ooovrenn, Hy <0,

Soit d’abord ¢ > p. Si I'on pose
Ugr1=0, Uppe=0, ..., U,=0,

on.pourra généralement tirer de ces équations, pour ., Uy g, ..., Uy,

des valeurs en fonction de u,, u,, ..., u,. La substitution de ces valeurs

dans Yjeui n'atteindra pas le terme négatif e, 3. Si l'on fait ensuite

u, =0, u,=0, ..., u,=0, le premier membre de la formule ne sera sus-

ceptible que de valeurs négatives, tandis que le second n’ayant plus que

des termes positifs sera d’'un signe contraire. On ne peut donc avoir ¢ > p.
Soit en second lieu ¢ < p. 8i I'on pose alors

U,=0, U,=0, ..., U,=0,

et qu'on tire de 1a u,, u,, ..., u, en fonction de .y, ..., u,, pour en substi-
tuer les valeurs dans le premier membre, la substitution n’atteindra pas le
terme positif ¢;u;. On pourra donc faire que le premier membre soit d’une
valeur positive, tandis que le second n’ayant que des termes négatifs ne
pourra avoir le méme signe,
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On ne saurait donc avoir ¢ <Cp. Donc les termes négatifs sont en méme
nombre des deux cotés.
Dans ce mode de démonstration, nous supposons bien deux déterminants
mineurs différents de zéro; mais un cas d’exception ne peut 13 faire diffi-
culté, car il serait & considérer comme limite du cas général.

Des conditions & remplir pour qu'une forme quadratique, homogéne, de
n variables

Y ajmia; (s 2 a51)

soit réductible a étre une somme de p carrés; p <n.
Soit posé
1

=p
I EH A U2 (p2n),

U; étant une fonction linéaire homogéne des variables a;.

Posons U; =0 pour les p valeurs de i, et tirons de ces équations les va-
leurs de p des variables en fonction des autres. Si ces valeurs se substiluent
dans la forme, elle deviendra nulle, quelles que soient les valeurs attribuées
aux n — p autres variables.

Il en sera de méme pour toute derivée partielle de la fonction
QZA,Ui Z—E; D'aprés quoi, si I'on égale a zéro p des n dérivées de la forme
par rapport aux variables, et qu'on tire des p équations les valeurs de p des
variables en fonctton des autres, la substitution de ces valeurs dans les
‘autres dérivées conduira 4 des résultats nuls, quelles que soient les valeurs
attribuées & ces autres variables.

Réciproquement, la fonction du second degré est une somme de p carrés,
lorsque les valeurs de p des variables tirées des équations qu’on obtient en
égalant & zéro p des n dérivées annulent les autres identiquement. Cela re-
vient encore a ce que n — p des dérivées soient des combinaisons linéaires
des p autres, alors qu'aucune de celles-ci ne Vest des p— 1 autres.

Soient, en effet, z,, x,, ..., x, les variables qui s’expriment par les autres
au moyen de p dérivées égalées a zéro. L'hypothése est que les valeurs de
ces variables ainsi obtenues annulent toutes les dérivées, quelques valeurs
quon attribue a4 .y, ..., Z,. En général, on pourra faconner la fonction
en une somme de carrés, en nombre z au plus, tels que x, entre dans le
premierseul, x, dans le deuxiéme, sans étre dans les suivants, qu'il soit ou
non dans le premier, z; dans le troisiéme, sans appartenir a ceux qui le
suivent, étant ou non dans les précédents, et ainsi de suite. Soient
Xy, Xy «vor Xy Xpaets --.s X, les fonctions dont on a ainsi les carrés, abstrac-
tion faite des coefficients.

Prenons les dérivées de la forme par rapport a z,, x,, ..., ,. La pre-
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miére ne dépendra que deX,, la deuxiéme de X, et de X,, la troisiéme de
X,, Xy, X;, etc., etellesen seront des fonctions linéaires. Or les expressions
des p variables z,, z,, ..., 2, en fonction des autres qui annulent les déri-
vées, pour toutes valeurs de ces derniéres variables, annuleront alors X,, et
par suite X,, puis X;, etc., jusqu’a X, ainsi que X, 4, ..., X,. Mais ces der-
niéres fonctions étant indépendantes des p variables en question, ¢’est iden-
tiquement qu’elles sont nulles, sans aucune substitution. Donc la forme
quadratique est la somme de p carrés. Elle pourra d’ailleurs se transformer
d’autre facon en somme de p carrés.

Cest ainsi qu'une forme quadratique est réductible 3 un seul carré,
quand la valeur d’une variable tirée d'une dérivée égalée & zéro annule
toutes les autres, ou, ce qui revient au méme, quand les dérivées sont pro-
portionnelles a des constantes. Sous ce dernier énoncé, le théoréme, du
reste, s’étend 4 une fonction homogéne quelconque de plusieurs variables
de degré K, en ce qu’elle est alors la puissance du degré K d’une fonction
linéaire des variables.

I
Proposons-nous d’abord de transformer

2 Eu;u,

2
en E%:, alors que les nombres k, i et j sont variables de 1 a n, ¢ se pre-

nant plus petit que j.

Soit posé
, _vUi
i) 2 Y=Y, .
pour
i=n
9 = .
@ Uk E‘:l My
La formule (1), comme identité, implique les relations
_ i=n@
) 0= Zi:i H;
et
_ i=n MM >
(3) 1_212( H, (R2K).

En prenant la dérivée de (1) par rapport a u;, on obtient

n

k=
) Su=X _mgt (20,
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Comme i est susceptible de = valeurs 1, 2, ..., n, il y a n formules de
ce genre. Multiplions-les par ), %, ..., , et ajoutons ; il s’ensuit

(e ov F0u P4 oo Fl MU+ A )y,

Ul k=n Ue k=mn
— MNmig + — MMek + ...,
lekzi Kk ngk.—_i Wk

Or, si I'on pose

o s Xy =y,
Ag =+ coe Ay =mps,

on a, par 'addition,
k.—
(=M +2+ ... +2)= Ek ‘mhk =8,
ou

1
Mot =Sy,

1
par suite
1

A= Sp —m,
i n—1h hiy

et la formule S devient

U k=n 1
::—E m.k( — Mpk +~H—:-Zk=lmu‘<n_1sn—mhk)+-..
U“ k=n 1
+1T,,Zk=am"k(n—1$" —mm;),

ce qui peut se changer en
SiS, Us [ SiS,
Uph=5 (nh_—-l E mlk’”hk) H: (ﬁ - E mmmm)
U, S,.S,,
+H,,<n—1 — Zkzlmukmhk .

Il en résulte
k=n
(1) Hy = — 183— Lk _ mho

et

1
(7) 0=n

k=n
— S — Zh=‘mm;mu‘ (h2Z1).

.. . nn—1 . -
Nous trouvons ainsi, avec les expressions de Hj, —(——9——) relations (7).

Réciproquement, ces relations (7), eu égard aux expressions H,, entrai-
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nent les relations (3), et par conséquent la formule (1), siles H; et le déter-
minant

.........

.........

sont différents de zéro.
Posons en effet

E Moy = Ap,
k=1

h étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n.

1
Sy — myyy ooy — S;—m
9 919 ’n_1 q ms

Si 'on multiplie les n égalités par ~ ! 1

et quon ajoute, on obtient
i=n 1
Hgag = Zi_—_1 Ai (;1:—4-89 —_ mgi>,
d’ott
i=1 A
% = 24',._, Hy (n—i S _m‘")'

Considérons les égalités de ce genre répondant 4 g=1, 2, ..., #, mul-
tiplions-les par my;, map, ..., My, et ajoutons les résultats; il s’ensuit

_ i=n ’ k=1 1
Ah_Ei:lA1 {Ekzi H—k-<n_18k mki) ;'

Comme, d’aprés les hypothéses [aites, A,, A,, ..., A, sont susceptibles de
telles valeurs qu’on veut, cette égalité se partage en

_vErmg /A

1 _Ek:£ l, (n—_is,,—-m;.k)

. "="mm~( 1 ) .> .
=% () 62

k=1 mygmy
L
k=1 Hg

Or, si I'on pose

ces n relations peuvent s’écrire

2
1= %(MM+M;@+ o+ Myt +Mypat 4+ o+ Mim>—— i Mans
—9 1

0=—2=2y, 4+ 1. <M;,,+M;,o M) — g Y
—92 1 1
0= — :thg—l-m(MM—F Mps + ...—i—M;m> + n—’lMM'

M;» manquant dans la parenthése.
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En soustrayant de la premiére relation chacune des autres, ona, a la place
de celles-ci,
1 = Mpy — M,
1 = Mpo— Mg,
d’ou, par 'addition,
n—1=Myu+Mpa+ ... +My)— (n— 1)MM,
La premiére relation étant
n—1 =M+ M+ ...+ M) (n—2)Mum,
il s’ensuit
Mpp=0
et
Mas =1 (h2i).
Les relations (3) sont ainsi obtenues.
Les relations (3) et les relations (7) sont, en conséquence, équivalentes,

eu égard 4 la valeur générale de H; et aux conditions exprimées.
En second lieu, soit proposé de transformer

2 Zaqumj,

2 -
alors que ¢ est différent de j enz g—", les u; étant indépendants les uns des
k

autres, ainsi que les Uj.

Soit posé
U
1) 2 Majuiy = _JH:
pour
2 U i=n
( ) k—Ei:‘mklul)
c’est avoir
i=nm¥k
0= .
(5) Zi:t Ht ?
_ vV Ermagm >
3) ahk——zi=l T (R 2 k).

En prenant la dérivée de (1) par rapport 4 u;, on trouve

(4) E:“v“: =3, ”"" i

J étant différent de 7, ou a;; = 0.
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Comme i est susceptible des » valeurs1, 2, 3, ..., n, il y a n équations
de ce genre. Multiplions-les par 2, Jps, ..., 2y et ajoutons ; il s’ensuivra

k=1

i:nU.
5 U= —i( 2. m->,
(5) b Zi:lﬂi Zk___l oo
en posant
(6) a1dm—+ @sdne+ oo B g, Myt Big g, Dby it o Gnilin = My

ivariable de 1 an.
Ces équations (6) donnent

0 ay a, Any
a;; 0 a5 (%
A= | . . ¢ . ...
Qyp Qs 0
et
0 Qg .« Mpy Apy
Mpr= | . . . .. .. )

............

Ay Qop «ov Mpy ... 0

et I'équation (5) se partage en

i=n

(7) B=Y  Mhiais
1=

=n
(M 0= me,,,m,, (R 2 k).,

. . , n(n—1) .
de sorte qu’avec les expressions de H;, il y a la nn—1) relations.

2

Réciproquement, ces relations, en ayant égard aux expressions ies Hy.
entrainent les relations (3), par suite la formule (1), siles H, et le détermi-
nant

.........

sont différents de zéro.
Posons, en effet,

k=
Ek=:m""“"="” (h=1,2,...,n),
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et multiplions ces égalités par dy, Ag, ..., Agq, puis ajoutons ; nous aurons
i=n
Hyoy = Apge
e Zi:i "

i=n 3 .
= AL,
% Zi:l ng
et de 13, en faisant g =1, 2, ..., n et multipliant par my;, ma, ...,
i=n

_ k:"mhk
A= Zi:l Ai' (Ek=1ﬁ;)\“)’

ce qui se partage en

La premiére de ces deux relations peut se développer moyennant la
valeur de )y en

mym Ma1Ms
aniBhi — onabra + - - o T dpeBhn = ( ‘lil CL ’;] * ...)BM
1 )

MygM:p | Mo Map

T+T + ...> Brz 4 <oy
ce qui est satisfait par

e — 2‘=” mixmpy
— 37
i=1 Hi

et

11 en est de méme des autres formules du premier groupe.
La premiére de celles du second, se développant en

m m m m
0::( 1;lmuz+ 2}1’mzn+m) B“___(ma;l M ”'+...>,Bk,+...,
1 ] 1

1,
revient également, moyennant les mémes conditions, &
0 = ansBrs — ansbre + ..,

ce quia lieu, h étant différent de k; et de méme pour les autres.
D’ailleurs, il n’y a pas d’autre solution ; car, a prendre pour inconnues
les n expressions

=0 gy,
M*”_Zm H, °
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le déterminant des » équations est

Bis Big -+ Bun

Bnl Bn2 ce Bﬂﬂ
Laréciproque a établir est ainsi démontrée.

Cette analyse est de tout point applicable & la fonction compléte du se-
cond degré

agu (a5=aj1),

i et j variables de 1 a =, sauf aremplacer, dans A et A)y;, les éléments 0 par
Qqpy 2oy ooey Qyy.
Car si 'on pose

k=n Uk
| QiU =— —
(1 Dagun =3, — gb
on aura, pour la dérivée par rapport & u;,
j=n k=n U

Zj=ia¢juj = E mth.

k=n

En multipliant par M, da, ..., 4y les n équations de cette sorte, et les
ajoutant, on aura

i=n k=n i=n k=n Uk
AkiN U — Ahi Mki o
TR o )u=X (X H)
d’ont
i=n{J, k=n
U= —l< by m~>
Zi:l"i Zh:i Wk ) >
en déterminant les My par les équations

{=n
E Qhng = Mk,
i=1

qui donnent
Qyy Gy ovv Gy

Ay Qg oo Opp
el

1 @y Mpy ovn Gy
A = |

Gy Mpn oo Gyy
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et 'on a par 1a
i_—

=n
Hy= Zblmmhn

i=n
0=y R (h2 k).

1=

Réciproquement, on pourra déduire de ces relations, comme plus haut,

. i=nm‘ik
Ok = Ziéi o

a =1 mymag
hk = Z 2
i=1 Ht'

et par conséquent la formule (1).

111

V
Transformation de u® + v+ w® en IlHY + leV'X + %’}_j .

Soit posé
v VW WU
2 2 —_— —_— —
(1) wHrtw=g+m -+
pour

U=mu + nv + pw,
V=mu + n'v + p'w,
W =m"u + n"v + p"w.

Avoir la formule (1) pour toutes valeurs de u, v, w, c’est avoir

mm’ m'm" m'm
=5+ +°
’ ™M "
g = g
. &l P'P” I_ﬂ’
V=% +5 e
et
mn +m'n  mn" 4+ m'n + m'n -4 mn" 0
H H’ H” -
np’ +pn’  wp” 4+ pn”  a'p4-p™
(3) -+ -~ =0,
H H H”
pml + mp/ 'm" 4+ " ”m—{—m"p _
+ p n 4 + P o —0.

H
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Or on a
2u:mv -; m'U + m'W ;I}I- m'y + m"U ;:;mW'
(4) Qv;_nv—;m’U_i_n’W;fi-,n”V_'_n”U;nW’
ow =2V ;p’l’ AL ;1{- Py pU l-; oW

d’ou, en multipliant par m, n, p et ajoutant,

(5) U= (mg+”’+P’)v+§imm’+nn’+PP')U

(mm’ +-nn’+pp') W4-(mm" +-nn" ++pp")V
H/

(mm” + nn" + pp")U~+(m* +-n2+p*)W
H” )

-+

+

relation qui se partage en

’ ’ / "
g mm -+ nn’ 4 pp +mm +;?”+pp”'

H
2 2 2 14 " "
) o= '
mm’' 4+ nn’ + pp’ m2 + n® 4 p?
0= i pp+ i P’

si U, V, W peuvent étre quelconques, c’est-a-dire si I'on a

m n p
m n p z 0.
m” nﬂ pll

Résolvons ces équations par rapport a 1 Le déterminant est

111
Hy HI’ H/l
&y =Ymm’ + nn’ + pp’)(mm” + nn" + pp")(m? + n* + p*),

et 'on trouve

M :i: 2mm" + nn" + pp")(m* + n* + p*),
bt e
A 'I:_” =2m* + n* + p*)(mm’ + nn’ + pp'),
d’ou
H=mm’ + nn’' + pp’,
(1 W — _ (s n’ + pp')mm” + nn? pp"

m? 4 n® 4 p?
B =mm" + nn" + pp".
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A 'aide des facteurs m’, ', p’, on tire de méme des équations (4)
W =mm" + w'n" + p'p”,
W= — (m'm” + w'n" 4 p'p")(m'm + n'n + p'p)

m2 4 n'% + p'?
H=m'm+ n'n + p'p,

et, a l'aide des facteurs m”, n", p”,

H" =m"m + n"n + p"p,

H — (m”m + nlln +P”P)(m"m' + n"n’ + pnpl)
m" 4+ n"? 4 pn N

HI — mﬂml + nrlnl + p‘lp/.

On a ainsi
U=mm’ + nn’ + pp’,
(8) H=mm" + w'n" + P'P",
W =m"m + a"n + p"p,

et
m? + n? +p“:-——l%,
(8) mE 4wt 4 pt— — %,
m' 4 p't - pt = — nl”lﬂ,’

d’oil résulte

B (2 -+ p2)(m't s+ ),
H? = (m'2 4 n'* 4 p'2)(m"2 + n"2 4 p"?),
Hﬂg — (mng + n'"2 + plls)(mi + ne + P’)’
et
— HHH" = (m? 4 n® 4 p?)(m® 4 n'% 4 p*)(m" + n"* 4 p").

Par suite, il faut

He=— \/m* + 02 4 p? \/mla —+ w2 4 p',
9 H = — {Vm* 4+ n® + p'* m" + n"t + p"3,
H — — \/m"’ +4-n"t 4 pn? v’ms —+ n? 4 pt,
ou bien ,
M= —ymd 4 n2+4p* ym? 4 n'2 +p?,
(9) H=— \/m” +n'? + p!a ans + n"t +P“’

H” == — \m"2® 4 n"* 4 p"¢ Vma -+ n® + p2,

chaque radical pouvant d’ailleurs se prendre implicitement avec tel signe
qu’on voudra.
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Sous forme rationnelle on a donc-

(m -8 p)(m'= 4 %) — (o -’ -+ py/ )t =0,
ou
(mn' — m'n)® + (np’ —pn')2 + (pm/ — mp')2 =0, ...;

par ot I'on voit que m, =, p ne peuvent étre réels a la fois.
Réciproquement, étant données les expressions (8) de H, H', H” et les
relations (9), les formules (2) et (3) en seront les conséquences, par suite la
formule (1), si aucune des quantités H, H', H"” n’est nulle, ni le détermi-
nant
m n p
ml nl p'
m” nll p”

A=

Posons, en effet,

ma -+ m'f + m'y =\,
(10) na + n'f + n"y=a_,,
pe+ p'B+ p"y=C.

En disposant de «, 8, v, les quantités A, B, C pourront étre de toutes va-
leurs, le déterminant A étant différent de zéro.

Multiplions ces équations par m, n, p, puis ajoutons. En tenant compte
des relations (8), on trouve

n

—Hl—ll{—a—{—ﬂ,ﬁ—l-ﬂ”'y:mt\-l—nB—l-pC.

On a de méme par m’, ' p’, et par m”, n", p”,
Ha — I:l—,l,ili + Wy =m'A + #'B+ p'C,
H"H
1L + H’B b —H-m”A -+ n"B +p "G.
Résolvons ces équations par rapport & «, 8, y. Le déterminant est

8y = ARIHY,

et il s’ensuit
_mA+nB+pC mA4 B+ pC

20, i T
14 W U
2§:mA+rlzllB+pC+mA+1;:3+pC’
__ mA4-nB4pC  mA 4+ wB4 pC

27 H" -+ Hr
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d’out, en multipliant par m, m’, m” et ajoutant, on tire

__ g mum  m'm”  m"m <mn'+m'n mn" + w'm" m'"n~+ mn*
N=2q+w +77)A i w— t—w )P
mp' +mp  w'p" +p'm’"  m'"p+p'm\ .
N

ce qui donne

mm’  m'm"  m"m

=g +7 7

0— mn’ +m'n - m'n" 4+ n'm”  m'n 4 mn”
- H W I

0= mp’ -I{‘- m'p + m'p" ;:_r m"p’ + m'p I-Il; np”.

On obtiendra d’une fagon semblable les autres formules (2) et (3).

REMARQUE. — Quand u, v, w sont des fonclions du premier degré en
z, ¥y, %, I'équation u* 4+ v+ w?=10 donne un céne, et les équations
U=0, V=0 deux plans passant au sommet du cone. L.’intersection des
deux plans est sur le cone sil’on a & la fois

ut 412wt =0,
mu—~+ nv + pw =20,
mu + n'v 4+ pw=>0,
d’ou résulte
u . v N w
np' —pn' " pm’ —mp’ — mn’ — m'n

puis
(np" — pn')* + (pm/ — mp’)* + (mn’ —m'n)* = 0.
Les relations (9) ont par la une signification géométrique.

Si I'on change u, v, w en uve, vy\/e, wys’, m, n, p en mye, nye, pye’,
5, ¢, ¢ étant 2= 1, la formule (1) devient

uv VW WU
@ U P A i
WA=t
avec
U=emu +e'nv 4= ¢"pw,
V=em'u + ¢n'vj+ ¢"p'w,
W=em"u - ¢'n"v + ¢"p"w.
et 'on a

H = eim’ 4 e'nn’ + "pp!,
W =em'm” + ¢n'n" + «"p'p",
H? = em™m + ¢n"n + ¢"p"p,



— 68 —

U

em? 4 e'n? 4 ep? = — !l}il,-,
em'? 4 e'n'? - 't = — —l%ll,,l
Ty

em"2 - ¢/n"2 4 sllplli_: _ HH“ s

puis

H=— \em? 4 ¢'n® + ¢"p2 \em™ + ¢'n'2 + ¢"p"?,
H=— \/em” + ¢n’? + ¢"p? \/am”2 + ¢/n"2 + "p"2,
N = — \/sm"’ + ¢n"2 4 ¢"p"? \/em2 —+e'm® + ¢"p2,
ou les mémes expressions avec changement de signe pour H’ et H”, chaque
radical impliquant d’ailleurs tel signe qu’on voudra.
Svus forme rationnelle, c’est avoir
¢(np’ — pn')? ¢(pm’ —mp')® + (mn’ —m'n): =0,
¢(n'p” — p'n")? + ¢(p'm" — mp")g + "(m'n" — m"'n')2 =0,
g(n"p — p'n)? 4 ¢ (p"m — m"p)t +¢"(m'n — mn")2 =0,

Les formules (2) deviennent

(mm | mmt_ m'm
T H LI H"
5’:.2.'}:_._@ +ﬂ

H H H"’

P rp" | p'p
=T

et les formules (3) restent les mémes.

v
!
Transformation de uv + vw + wu en Ul;l + \ly + ‘:’l'l'J
Soit posé
UV VW WU
(1) up + v + wu = -+ S+
pour

U=mu + nv + pw,
=mu + n'v + p'w,
W =m"u + n"v + p"w,
u, v, w étant des quantités indépendantes les unes des autres.
Cette formule implique les relations
mm’ + m'm’ + m"m
H W -
nn’  a'n"  n'"n

=0,

(1) W+T+W=0,
rr PP PP
Tt tw="
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mn’ +m'n _ m'n" 4+ a'm"

m'n + mn"

+ =1

H i g H” ’
. npl + pnl nlpll + plnll nllp +p”n
(3) + + =1,
H H H*

pm’ ++ mp’ pm” + m'p”  p"m +m”p_’

H L TR

On tire de (1), par dérivation,

4 r L "
',+w:mV+mU+mW+m V+mU+mW

H H H” ’
V42U W+ n"'V U+ naW
(4) w + U= H -+ Hr + Hn ’
u+v_pV +p’U p’W+p"V p"U +pW
jid ’

d’oti, en multipliant par ), p, v et ajoutant,

(.u+v)u+(v+>-)v+(k+y)w:g >.<%+%)+y(ﬁ— ﬁ——,,)+v(% +’l-’l;> }U

+
(3) +{1(§+'—;—Z>+p 'i:'+%>+»(ﬁ—f+g>}v
+
Si I'on pose

d’on

on aura, par cette équation (5),

’

‘m’  m" n+p —m n’ \p+m—n p'\m—+n—p
1= 5+ H") *( )‘ —+ (H+ll )” CREE
m' om n+p m n’ p+m—n p\m+n—p
<W ) +<H'+ ) D +<H '*‘11) g

m n-+ +m—n P p\m--n-——p -
(— > T +(1Tn+ﬁr "—2—+(}T"+m) SR

I

H

Posons, pour abréger,

3

SN +1;—m + P +';—” +p,m+;t—]7: [mm’) = [m'm],

c’est aussi

%(m’+n’+p’)(m+n+p) — (mm’ =’ + )= i S o (mm’ 4 n’ H- pp').
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On aura de méme
[m'm"] = [m"m’] = %S"S' — (m'm" 4 n'n" + p'p),

frtm) = ) == 388" — (mm -+ + p'p),

st désignant m*) 2" ".
Los équations (6) deviennent par la
| = [m'm] + o 3 (m"m],
(6) 0=z [mm)] + [m"m]

0=

:g»:.»:l'—

(m m] + @ Hn [mmj’
et 'on a pareillement

1
— "m — .
1= }l,[m ] +H[mm]‘

1 1
(6)' O:W[m'm'] + m[mm’],
1 1
0= i [m"m’] +- i [m'm],
et
i__m[mm”] —|— [mm"]
(6)r 0=ﬁ;[m”m~1+—lm'm"1

0= —[mm'] + 5 [m"m”]

Sur ces relations, les trois premiéres donnent
A = 2[mm’) [mm"|[mm],

A= [mm") [mm),

d’ott
H = 2[mm’].
Par les autres, il vient de méme
(7) H = Q[m/mllj’
H" =2[m"m].
Comme I'on a

=%{mm} + L o),

al e



il s’ensuit

__[mm]  [m"m]
0= fom] * ]
ou
[mm/)[mm"] 4 [m'm") [mm] =0,
et de méme
(8) [m'm"][m'm] + [m"m][ m'm’] =0,

[m"m ] [m"m'] 4+ [mm'][m"m"] = 0.
On peut déduire des deux premiéres de ces relations

[mm']2 = [mm][m'm’],
et I'on a de méme
(8y pm2 = [mm | [mom),
| m"m ]2 = [m"m"][mm].
Ces systémes (8) et (8)' sont équivalents, du moment que [mm’'], [m'm"|,
[m""m] ou H, H’, H” sont différents de zéro.
Les relations (8)' peuvent s’obtenir immédiatement par une autre voie,
mais sous une forme différente.
D'aprés la formule (1), si I'on pose U=0, V=20, il s’ensuit
uy +vw +wu=20. On doit donc avoir a la fois

mu + nv +pw =0,
mu + n'v + p'w =20,
w + v + wu = 0.
De 14
u _ v _ w
np' —pn'~ pm' —mp’ T mn —m'n’

puis
(np’ — pn')(pm’ — p'm) + (pm’ — mp’)(mn' — m'n) + (mn’ — nm’)(np’ — pn')=10.
On a de méme

(nlpll _prnﬂ)(plmll — mlpll) + (p’m” —_ mlpn)(mlnﬂ —_— mllnl)
+ (m'n" — m"n')(n'p" — p'n") =0,
(n"p — p"n)(p"m —m"p) + (p"m — m"p)(m"n —mn")+ (m"n— ma")(n"p— p"n) =0.

On a d’aprés cela I'identité

(np’ — pn')(pm’ — mp’) + (pm’ — mp’)(mn’ — m'n) + (mn’ — m'n)(np’ — pn’)
= [mm][m'm’} — [mm’]2
= (m - 12 - p2)(mt +[u* 4 p) — (- -+ pp)p

1 .
+ (m-npp)m’ + 2+ p')mn’ '+ pp') — g(m+n -+ p)m2 40+ p*)

— %(m’ + n' - p')}(m? 40+ p?).
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Réciproquement, quand les relations (8) sont satisfaites, les relations (2)
et (3) s'ensuivent, pourvu que les expressions (7) de H, H’, H”, ainsi que le
déterminant _

mnp
m'n'p’
mllnllpll

soient différents de zéro.
Observons d’abord que ces relations reviennent a

1 HH"
L 1
2 H"
. 1H”H’
[m”m ] +§ —H—~_—-0.

[mm] + =0,

Posons

ma + m'B 4+ m'y =0,

na + n'f 4 n"y =0,

p2+pB +p"y =0.
Multiplions ces équations par les coefficients de m, n, p dans [mm], et
ajoutons ; nous aurons

" —— — —_—
— 3 O e o) - oy = A DR PN AR
’ ’ /m! ’ ' m ’ [
[m’m]a-—%%gﬁ+[m’m”]7=An +p2 m +BP +7; n + Cm +;l P =@,
(1] " "ot " "__ ot " "__ "
[m”m]u+[m”m’]ﬁ-%liﬂﬂ-y:An +p2 ™ +BE +1; L) +7; P =6".

Or le déterminant de «, B, y dans ces nouvelles relations est

HH ,
- % B
1 HH o, | 1,
A__-s— H -—-W' H __§HHH”.
H"H/
n .
H H i

Il est ainsi différent de zéro, si H, H', H” le sont eux-mémes.
On trouve d’ailleurs '
Az = 26’ [mm"] [m'm"] + 26" [mm’][m"m’],
AB = 2G*[m'm][m"m] + 2G[m'm"[mm"],
Ay = 2G[m"m’] [mm’] + 26'[m"m][m'm].
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d’ou I'on tire

;-HH’H”A = %G(m’ll’ll" + mHH) + 36 HH -+ mAH) 4 L6 (mBH - mHI),

puis
m m" ,(m"  m afm o, om
Or si
mnp
m'n'p’
mllnllpll

est différent de zéro, A, B, C sont susceptibles de valeurs quelconques,
moyennant des valeurs convenables de «, 8, y. On a donc 13 une identité,
d’our résulte

_(m  m'\n+4p—m m'  m\n'+p'—m m m’)n"+p"—m”a
1—(F+Tl7’>—2-—+<ﬂ' + ll)"'—Q—_ Hwtw) /=2

_ 1£ m" p+m_n 1’_&” 12 P/_I_ml__nl ﬂ ﬂ,/ P//+mn_nll
°"(H+H7)' 3 +<H'+H) ) +<H"+H'>——2_—’

. m’ mll m+n_p E"_” ﬂ ml+nl_pl 1_"'__ ml m”+n”—p”
0“<W+ﬁ7)—_2——+ H’+H>_——2_— FYw) 9

On obtiendra de méme d’autres formes analogues.
D’aprés cela, si I’on pose
mm' m'm" m"m
wtw Tt
nn’  w'n’ n'n
TrE W T
[/ A 4 A i -
i + G + P,

H" —
et

mn' +~m'n _ mn" 4+ m'"n’ m'n-4 mn" .

H W ' =
npl + Pnl nlpll + pln” "llp + pnll _

E - w tTw ="

’ / Zam ! Inl ",

pm -}il—mp 4 l-ll;mp +P m:{-ﬂ,ﬁ"g___n,

les relations précédentes sont

1:%‘+-2’i—-hl,
=g en
0:%—%—}-}{,



et les analogues sont

puis

On en déduit

[
-1
L]
{

=t N
1_2+2 N,
0:%—32-+N,
0:;2——%+N,
=T
1=5+3—"
o=‘§_§+P,
M=0, N=0, P=0,
w=1, v=1, v=0,

c’est-a-dire qu’on retrouve les relations (2) et (3).
Au résumé, les relations d’ou dépend la transformation

v VW WU
uv+vw+wu_-ﬁ—+-ﬁ,—+w-»

pour

si 'on pose

[mEml)] = m)

nli) 4

U=mu +nv +puw,
Y=m'u + n'v + p'w,
W =m"u + n"v + p"w,

~+ nfé)

consistent en

p'H—mli)
2

H = 2[mm’],
et
[mm) 4
[mm) +
[mom) +
ou bien

1 H'H
2H
1 HYY
PR
1 HH
H

pli) + m) — nld)
2

+ p!

B =2(m'm"], H"=2[m"m],

=0,
=0,

=0,

[mm][m'm’] — [mm’]® =0,
[m'm'] [(m"m"] — [m'm"]? =0,
[m"m”)[mm] — [m"m]* =0.

" mi) n;i) — pl)

’
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Pour la transformation de

uf + 0% - w212
en

L UW UT VW VI WI
vtwtwtwte e
silona

V=mu +nv4pw-+qt, V=m'u + ...+t
W=m"u+....... +q", T=m"u+ ...+ q"t,

nous nous bornerons 4 faire observer qu'aprés avoir obtenu par des deéri-
vations les expressions de 2u, 2v, 2w, 2t en fonction de U,V, W, T, on
obtient, par des valeurs de 2U, 2V, 2W, 2T, entre autres relations, les sui-
vantes & I'égard de H, H', H”,

9— mm’ 4+ nn’ +pp’ + qq’ + mm” 4 nn” 4 pp” +4qq" | mm”’ 4 nn"”’ + pp”’ + qq"'
= H N H ’

HI
_ m/g+nl§ +p12 + qlg mlmll+ ....... + qlqﬂ mlmrll + ...... + qqu”
0 = H + H, + HII ’
0= mm’' 4 ..... + q’q” m't + ... 40" n m'm” 4+ ....... -+ q"q"
- n i g He !
mm" 4 ..... ~+q'q" mm" 4 ... ~+q"q" m'2 4o . g™
0= T T 9 -———H,———~q-q- += 0 7,

11 en résulte en particulier I'équation de condition

| me + .+ q’% m'm" + v + qlqu mm” + ... + qlqlll
; mm" .+ qqll mre + ...+ qng mllml'l+ e+ qr/qm
mrmm_'_ .+ q qm m'm” 4+ ...+ ql/qm m” 4 .., + qmg

= 0.

Comme, en posant V=0, W=10,T=0,0n a u® + v*+4- w2+ =0, on
voit que si 'on prend

u - w —1

nl pl ql ml pl ql ml nl qI ml n' pl

nl/ UapN | m" p” q" 0l ol " ptt it
P q Pq minq mon'p

nl,’lplllqll’ ml/lplﬂql// m//”llllqlll mll nlllp/ll

il s’ensuit

n’ p/ ql m If q/ 2 mw w qr Q m n' p/ 2
n* P” qll + | m" pll qlr + | m" ¥ qn + m" 0 pll —0.
"Illplllqlll mll’pl’lqllf m/l/nlllq’ll m/”"lllp[ll
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Par 1a se trouve accusée I'identité

2 2

np4q pgqm
— n pl q/ + pl ql ml +
"Ilpllqll pllqllmll

Elle fait suite & 'identité connue

m? +n +p2  mm' 4 nn' + pp’
mm' + nn’ +pp’ m2 4% 4 p?

mt 4nt pt gt mm an’ +pp +qq mm” " +pp” +qq"
mm' +nn’ +pp’ +q¢ MW+ +p? +q¢* m'm'+-n'n" 4+ pp" 4 qq"
mmll + nn” +PP” + qqll mlmll + nlnll +p/pll + q/qll mﬂ! + nll'_o +pllg + qﬂg
qgmn
ql ml nl
qllmllnll

np
n'p’

2 mn p 2
+ ml nlpl .
mllnﬂpll
2 pm |? mn |*
+ plml + mlnl




