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CONTRIBUTION A LA THEORIE DES SINGULARITES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE;

Par M. Georces Rémounpos.

INTRODUCTION.

1. L’étude des intégrales d’une équation différentielle
(1) M(z, y)dx +~ N(z,y)dy =o

vérifiant des conditions initiales singuliéres a fait 'objet de plu-
sieurs travaux : Briot et Bouquet, MM. Picard, Poincaré, Ben-
dixson, Horn, Lindelof, Autonne, Darboux, Konigsberger ont
publié des résultats, par lesquels la question est presque résolue;
je ne veux pas donner ici la bibliographie de cette partie impor-
tante de la théorie des équations différentielles; on la trouvera
compléte dans l'intéressante Thése de M. H. Dulac : Recherches
sur les points singuliers des équations différenticlles (Journal
de UEcole Polytechnique, »2° série, Cahier IX, 1904), qui a
apporté des compléments considérables aux résultats des auteurs
ci-dessus cilés. Malgré toutes ces recherches, il reste quelques sin-
gularités qui n’ont pas encore é1é étudiées d’une fagon compléte.
On saiL que Briot et Bouquet sont arrivés a établir, dans des cas
trés étendus, une réduction & des formes simples qu’on étudie
plus aisément; le lecteur peut se reporter a leurs travaux mémo-
rables [ Recherches sur les propriétés des fonctions définies par
des équations différentielles (Journal de I’ Ecole Polytechnique,
Cahier XXXVI, 1856, p. 161)] ou bien an Tome II du Traité
d’Analyse de M. E. Picard (p. 35-39). Parmi ces formes, aux-
quelles nous conduit la réduction de Briot et Bouquet, il y en a
une trés intéressante, & cause des circonstances particuliéres qu’elle
présente : je veux parler de la forme
(2) ¥ —ay s flay) (o),
ou f(z, y) désigne une fonction holomorphe des z et y dans le
voisinage de x = o et ¥ = o s’annulant pour z =0 et ¥ =o. Nous
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supposons, bien entendu, que la fonction f(z, y) ne contienne
pas de terme de la forme ay. Le calcul des coefficients du déve-
loppement taylorien peut se faire de proche en proche par ’équa-
tion (2), grace a des différentiations successives; mais le dévelop-
pement n’est pas convergent, comme on le constale aisément sur
des exemples simples. M. Picard (loc. cit.) donne le suivant,

x”j—;zay—i—b.z' (2 # 0),

dans lequel on apergoit immédiatement la divergence du déve-
loppement taylorien, et il s’exprime ainsi (p. 39): « La singu-
larité =0 est, en général, pour cette équation une singularité
de nature essentielle; il y aurait la un important et difficile sujet
de recherches. » C’esta ce sujet que se rapporte le présent travail.

I. — Lgs risurTaTs pE Brior er BougquerT.
2. Briot et Bouquet ont examiné I'équation
dy
(3) x’j;:ay—o—wcp(w),

ot ¢(x) désigne une fonction holomorphe dans le voisinage de
x = o0, et ils ont recherché pour quelles valeurs du paramétre o
Uéquation différentielle admet une intégrale holomorphe dans
le voisinage de x = o et s’annulant pour cette valeur de x.

Ils ont résolu le probléme sous la forme saivante :

I. Pour que Uéquation (3) admette une équation holomorphe
dans le voisinage de x = o et s’annulant pour z = o, il faut et
il suffit que le nombre o soit un zéro d’une fonction entiére

@) H@=b+lorlig, bop b

- —— e, ..
2 1.2.3 1.2.3...n ’

o les nombres by, by, by, ..., by, ... désignent les coefficients
du développement taylorien de la fonction

Q(x)=bo+ bz + bgx?+.. ..+ bpx"+....

On démontre aisément ce théoréme en calculant de proche en
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proche les coefficients du développement taylorien a I'aide de
I'équation (3), par 'emploi de la méthode des coefficients indéter-
minés. (Voir le Mémoire précité de Briot et Bouquet.)

Le calcul du développement taylorien, qui satisfait formellement
a I'équation différentielle (3), montre aussi que cetle série diverge
pour toute valeur de o n’annulant pas la fonction H(z) et que le
coefficient de 2" dans celte série jouit de la propriété suivante :

II. Sil’on désigne par A, le coefficient de z" dans la série
H(xz), le rapport

(5) VA, : Vi 23, (n—1)

tend vers une valeur finie et différente de zéro, lorsque l’in-
dice n croit indéfiniment, pour toute valeur de o n’annulant
pas la fonction H(x).

Il serait trés intéressant d’étendre ces propriétés, dont jouit
I'exemple simple étudié par Briot et Bouquet, au cas le plus gé-
néral de I'équation (2). C’est ce que nous allons faire pour la pro-
priété Il en prouvant que le rapport

VA, V1i.2.3.. (n—1)

nre tend jamais vers Uinfini, et cela dans le cas le plus général de
I'équation (2). De plus, nous faisons une étude détaillée de la série
qui satisfait formellement & une équation de la forme (2), et nous
mettons en lumiére I'origine et les raisons générales de sa diver-
gence, d’ou résulte un théoréme intéressant justifiant 'assertion
déja mentionnée, d’aprés laquelle I’équation (2) n’admet pas, en
général, d’intégrale holomorphe s’annulant pour z=o. Un résumé
de nos résultats a été publié dans les Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences de Paris (24 février 19o8).

II. — CoMPARAISON DE LA SERIE AVEC UNE AUTRE SERIE
CONVERGENTE.

3. La dérivée d'ordre n'*™® du premier .membre de I'équa-
tion (2) est égale pour z =o0 a

(6) a(n “”(Z':QT’){
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Pindice zéro désignant la valeur de la dérivée pour z=o.
Si, d’autre part, nous différentions n fois I'expression zy, nous
remarquons que, pour z = o, la ni*™e dérivée zy est égale a

d/l—ly
(7) n(dmu—-l >0.

Si donc nous considérons I’équation ayant pour premier membre
I'expression zy et pour second membre le second membre de
I'équation différentielle donnée (2), il y a lieu & faire un rappro-
chement entre la série définie par I’équation différentielle (2) et la
série obtenue par des différentiations successives de I'équation

finie
(8) zy =ay + f(z, y)

que nous appellerons I'éguation (E). Cette équation définit une
fonction y = g(x) qui est holomorphe dans le voisinage de z = o
et s'annule pour = o, d’aprés un théoréme bien connu de Weier-
strass (voir Picarn, Traité d’Analyse,t. 11, p. 241-245, et Abhand-
lungen aus der Funktionenlehre, von K. Weierstrass).

Le rapprochement des deux séries, que nous nous proposons de
faire, tient & la remarque suivante : Si, en effectuant ces différen-
tiations successives de l'équation différentielle, nous omettons
chaque fois le facteur n — 1 qui se présente dans I'expression (6)
et non pas dans 'expression (7), on déduit immédiatement de la
série salisfaisant a I'équation différentielle la série satisfaisant a
I’équation (E), qui est bien convergente dans un cercle ayant
comme centre le point # =o. Je précise : aprés avoir différentié
un certain nombre de fois 'équation différentielle, nous remar-
quons qu’il se présente comme facteurs deux nombres entiers con-
sécutifs dans le premier membre; si donc chaque fois nous divi-
sons ce membre par le plus petit de ces facteurs entiers, que nous
supprimons ainsi, nous obtenons, au lieu de la série satisfaisant a
I'équation différentielle, la série satisfaisant a I'équation (E) ou (8),
qui converge dans le voisinage de z = o.

Cette remarque, qui est fondamentale pour notre but, nous con-
duit a la conclusion que la présence de ces facteurs 1, 2, 3, ...,
n—1, que nous devons supprimer aprés chaque différentialion
pour obtenir la série satisfaisant a I'équation (E), est le fait prin-
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cipal qui entraine, en général, la divergence de la série de Taylor
salisfaisant formellement & I'équation différentiell~

Nous appellerons facteurs de divergence ces facteurs : 2 pour la
dérivée troisiéme, 3 pour la dérivée quatriéme, etc., n — 1 pour la
dérivée yn,

L’élude approfondie de la maniére dont les facteurs de diver-
gence s'introduisent dans les dérivations successives de 1’équation
différentielle et se rattachent a la série convergente définie par
I'équation (E) nous permettra d’obtenir des résultats intéressants.

4. Soit

(9) NT 4+ 2@ . A YT ..

Y

la série qui satisfait formellement a I'équation différentielle;
remarquons que le coelficient v, peut s’écrire de la fagon suivante,

(10) "{n=2ala2-- -amAa,a,...a,,,

ou les a,, ay, ..., an désignent des facteurs de divergence et ou
la somme

(11) cu=ZAn,n,...nm

désigne le coefficient de z” dans la série
(1) C1T + Car+. . .4 CrT+. ..

qui satisfait a I'équation (E).

Parmi les termes de la somme (10), il y en a un qui contient le
produit 1.2.3...(n —2)(n—1) de facteurs de divergence. Nous
allons maintenant démontrer qu’aucun des autres termes n’aura un
coefficient de divergence dépassant le produit 1.2.3...(n —1); il
suffit de démontrer que le coefficient 1, jouit de cette propriété,
s'il en est ainsi des coefficients précédents. A cet effet, remarquons
que I’équation obtenue par r différentiations successives de |'équa-
tion (2) permet d’exprimer la dérivée y® en fonction des dérivées
précédentes, de fagon que dans chaque terme la somme des indices
des dérivées ne dépasse pas n; ainsi, la dérivée y"~")qui se trouve
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au premier membre se multiplie par le nouvean facteur de diver-
gence n —1, puisque |'autre factenr n n'est pas un facteur de
divergence comme appartenant aussi a I’équation de comparaison
(E), et, par conséquent, le plus grand coefficient de divergence
sera égal a 1.2.3...(n — 1) dans ces termes du premier membre,
puisque, par hypothése, le plus grand coefficient de divergence
dans la dérivée y(7=1) est égal 4 1.2.3.4...(n — 2). En ce qui con-
cerne le second membre, les termes qui y figurent prennent pour
z = o0 et y = o la forme suivante,

(12) E(FFO () (v<),

& désignant un certain nombre n’ayant pas de facteurs de diver-
gence et la somme

(13) L+2l+30L+...+v,Sn

D’aprés notre hypothése, le plus grand coefficient de divergence
de (y)5 est égal a 14, celui de (yy )% est égal & (1.2)4, ..., et, en
général, le plus grand coefficient de divergence dans (yV’) est

égal &
[1.2.3...(v—1)h];

par conséquent, le plus grand coefficient de divergence du
terme (12) sera égal &

(14) (1.2)5(1.2.3) . [11.2.3.. . (v—T1)]|

et ce produit est évidemment infériecur ou égal au produit
1.2.3...(n — 2)(n — 1), parce que le nombre des facteurs du pro-
duit (14), qui sont différents de I'unité, est égal a

Li+2l,+3l+...4+(v—2)ySn—o2.
En effet, cette somme est égale a
(15) +2l+30G+...+vliy— L —a(la+L+...+ 1);

si les exposants I,, I3, ..., [, sont Lous nuls, le terme en question
ne contient aucun facteur de divergence; dans le cas contraire, le
nombre i+ 2(ly+ l3+...4+ 1)) est au moins égal & 2 et, par
conséquent, le nombre (15) est au plus égal a

L+20L+3l+...4+vl,—25n—2,
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parce que le nombre [, + 27,4+ 31, +...4 v/, est au plus égal a n.

Il résulte immédiatement de la que, pour déduire le produit
1.2.3...(n — 1) du produit (14), il faut remplacer certains facteurs
de divergence par d’autres plus grands.

[I[. — RAPIDITE DE LA DIVERGENCE.

5. Ayant démontré dans le paragraphe précédent que les coeffi-
cients de divergence a,, @,, ..., @n, qui tigurent dans 'expression
(10) de v, sont inféricurs ou égaux au produit 1.2.3...(n —1),
nous pouvons maintenant établir une limite supérieure du coeffi-
cient 7, de la série (9). Nous avons, en effet

(16) |~(,,1<1.2.3...(n—.)2|A,,l,,,,,,,MI,

le symbole | A, ., ., | désignant le module de A, ,, . . Cela posé,
écrivons I'équation différentielle donnée sous la forme

zry — f(z, )=y,

et remplacons tous les coefficients des termes du premier membre
par leurs modules; nous obtenons ainsi I’équation différentielle

(17) z2y'+ F(z,y)=ay,

la fonction F(z, y) ayant comme coefficients les modules des coef-
ficients de la fonction f(z, y). Les coefficients vy, Y2, «-«, Yoy - - -
de notre série ne dépassent pas évidemment les coefficients cor-
respondants de la série de Taylor définie par I'équation (17), et les
coefficients ¢y, €3, €3y ..y Cn, ... de la série (11") ne dépassent pas,
pour la méme raison, ceux de la série taylorienne définie par I'é-
quation

(18) zy + F(z, y)=ay.

La fonction F(z, y) joue ict le role d’une fonction majorante. Si,
en effet, nous considérons la quantité ¢, comme fonction des coef-
ficients de la série qui défimit f(x, ¥), la substitution ci-dessus
indiquée est équivalente au remplacement des termes de celte
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expression de c, par leurs modules. Soit
(19) W(Z)= 817 + Sg22+...+ S xn ...

la série de Taylor définie par I'équation (18); elle définit, d’aprés
le théoréme fondamental de Weierstrass, une fonction holomorphe

dans le voisinage de z=o, et, par conséquent, la limite de {/3,
8 ) €L p q )
pour n=o0o est un nombre fini; il en est donc de méme de la

limite de {'/.c:., grice a la relation
cnsd,.
Cela étant, notre inégalité (16) devient
(20) 1ye|<1.2.3.. (R —1)8,,

le nombre 8, étant, bien entendu, réel et positif.
L’inégalité (20) peut s’écrire aussi de la fagon suivante,

Va1 < Va5,
Vitnl: VaT< V&,

ce qui démontre que le rapport W{'/;'- tend vers une limite
finie, lorsque n croit indéfiniment, parce qu’il en est ainsi de la
quantité y/3,, d’aprés I’holomorphie de la fonction (z) dans le
voisinage de z = o.

Cette analyse se résume dans ’énoncé suivant :

ou bien

Tutorime 1. — Dans les cas o la quantité \/y, crott avec n,
elle ne croft jamais plus vite que \/n’, et nous avons ainsi une
limite supérieure de la vitesse de la divergence de la série qui
satisfait formellement a U'équation différentielle donnée : le

rapport \/yn : Ynl ne tend jamais vers Uinfini, lorsque n crott
indéfiniment.

La limite supérieure que ce théoréme assigne, pour la rapidité
de la divergence de la série considérée dans ce travail, est atteinte
dans les cas particuliers cités par M. Picard, ainsi que par Briot et
Bouquet (voir ci-dessus, n® 1 et 2).
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IV. — Un cAs PARTICULIER.

6. Considérons I'équation
(21) z’_y’+F(x,_y)=a_7,

ou F(z, y) désigne une fonction holomorphe dans le voisinage des
valeurs £ = 0 et y = o, et ayant comme coefficients des nombres
réels et positifs; F(z, ) ne contient pas, bien entendu, de terme
linéaire en y de la forme ay. Dans ce cas, les nombres A, , . de

Am

la formule (10) sont tous positifs et nous pouvons écrire

a,ay. a
Yn=1.2. 3.. (n—-l)z 2.3 (n-”—ll) A:t,a,.un,,.y
a|d2 X2
< (r—1)

- Nous avons en eflfet démontré (n° %) que

les rapports - étant au plus égaux 3 'unité et au moins

I
1.2.3...(n—1)
les produits a,a,...a, ne dépassent pas 1.2.3...(n —1). Cela
posé, nous pouvons indiquer des termes de la somme ci-dessus

égaux a

. . I .
qui ne lendent pas vers zéro avec - Si, en effet, nous posons

F(z, y)=2B(2)+ Bi(z)y + Bs(z) y2+...,
B(2)= po+ p1& + pazi+...,

dans Uexpression de la dérivée y) obtenue par différentiations
successives de ’équation (21) el correspondant aux valeurs initiales
Z =o0 el y = o figurera le terme

{%’(l.2.3...n)[x.2.3...(n-—1)].

Ce terme figurera sous la forme
%’[1.1.3...(n—1)]

dans 'expression de +,, et, si nous posons
) )

1.2.3...(n—1)

(n= an

qn,

XXXVI. 13
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I'expression de ¢, contiendra le terme p, qui est constant. 1l suit
de la que la quantité g, ne saurait tendre vers zéro, et, par consé-
quent, la quantité (’/‘?,,— tend vers l'infini avec n. Nous concluons
donc que U'équation différentielle (21) n’admet pas d’intégrale
holomorphe.

Ce résuliat est d’autant plus intéressant que nous trouvons chez
plusieurs auteurs 'assertion que les équations différentielles, con-
sidérées dans ce travail n’admetlent pas, en général, d’iniégrale
holomorphe.

Celte assertion n’est jusqu'ici appuyée que sur des exemples
tees particuliers (voir Traité d’Analyse de M. Picard, t. I,
p- 85-39, et la These déja citée de M. Dulac). Notre inéthode met en
lumiére la cause de la divergence du développement taylorien, dé-
duit de I'équation différentielle; d’ailleurs, le cas étudié ci-dessus,
et dans lequel Pabsence de I'intégrale holomorphe est démontrée,
présente le caractére le plus général, au point de vue fonctionnel
et différentiel, des ¢quations différentielles considérées dans ce
travail. En effet, la restriction employée pour arriver a ce résultat
ne touche pas au fond du caractére fonctionnel et différentiel des
équations les plus générales que nous considérons ici. Si, par
exemple, nous nous bornons au domaine réel, la restriction indi-
quée nc concerne que le signe des coefficients des fonctions B(z),
B, (z), B.(x), ... de 'équation (2) écrite sous la forme

2y =ay +xB(x)+xBy(x)y + Ba(x) y2+... (a # 0).

Le fait fondamental qui résulte de ces recherches consiste en
ce que la divergence de la séric taylorienne déduite des équations
différenticlles considérées est due a la présence de quelques
nombres entiers, appelés facteurs de divergence, qui s'intro-
duisent dans le calcul des dérivées successives. Une étude ana-
logue peut nous faire voir qu’il en est de méme des équations plus
générales

any'=ay +f(z,y),

m ¢élant un entier quelconque.




