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SUR UNE FORMULE GÉNÉRALE D'INTERPOLATION;

Par M. POTRO.N.

1. M. Borel a démontré ( * ) le théorème suivant :

Soit (fp^(x) (/? et q étant deux nombres entiers et p^q) une

fonction égale à o pour o^x^^-——l- et pour p-—'-^.r^i,

à qx —p 4- i pour '-—— -̂, x ^ ^-» à — q x -\- p -j- i pour

f-^x^ t——; soit ^p,q{x) un polynôme tel que l'on ait, entre o

et ï , | ̂ p,q(^) — ̂ ,y(lr) | <^ ~~if sl f^') désigne une fonction

définie et continue entre o et i ; ̂ / £y est un nombre tel que

légalité | x^ — x'i\ << — entraine partout, entre o et i,

•TI ) — /(^s) | < £y; ̂  <^ toujours^ entre o ec i ^

l ) inégalité \ x^ — x'i\ << — entraine partout, entre o et i,

1/(

p=(l

/(^)-^/(f)»Y.(^) <^+M^,
p==o

M étant la limite supérieure de f(x) entre o et i. Je me propose
de donner une expression générale des polynômes Pp^(x),

2. Inéquation de la ligne brisée y = fp,q{x) peut, d'après une

( 1 ) Leçons sur les fonctions de variables réelles, Chup. IV, p. 83.
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formule de M. S. Bernstein (1), s'écrire

^ .
^=2^ .r-

Ao = ̂  [<?p.î(i) -+- ^ ?p,ç (-) — (q — î) ?M(o)J »

y r /^-^A /^—^ /^ îAA=^^(^+^(~T-)~2^^^
Ay = ̂  [<Pp,ç(o) -4- q^p^ (^-Y- ) — (^ - 0 ?p.9(i)] •

En appliquant ces formules et remarquant que

/h\ o,
^)= î ,

o, si h ̂ . p,
si h == /?,

A=I ,2 , . . . , ^—I ,

on trouve

PO,^.»^—^- ^'^îl'7-^ +îla7~ I!^
0 P — 1 1 1 P\ Q \ P •+• l

?P,»(-'")=-1 x-———~\-<l\x--\+-ï\x-————— ' / ' = 1 > 2 . . . - , ? - ' ,

1 î î Q 1 ^ —<?„ <- (a?) == - \v \-\- •2- \x — -——
•7ly / ï 2 1 y

.r—i.

I A. j

Si je remplace chacune des expressions x— — par un poly-
nôme n^(.r) tel que l'on ait/entre o et î ,

n^)-|.-^|]<^.,

les expressions obtenues seront les polynômes Pj»,y(*y) cherchés,
car l'erreur commise sur chaque second membre sera toujours en
valeur absolue < -^« On aura donc

(î)

Po^=-2^iio4-|nt+^,

^p.q^ ^(np-i4-np-n)~ynp, ^==1,2 , . . . ,y- i ,
y-î^—"o^—n-"y-r n..

( 1 ) Bulletin de la Société mathématique de France) t. XXXIII, 1906, p. 33.

XXX1Y. 4-
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3. Pour déterminer n/s(x) je pose, suivant une remarque de
M. Lebesgue ( < ) ,

/ ky [ k\ //——yRî ,___('-^ ̂ ^ r-.h/^-ç)=v/T:irï-
Comme .r et - sont compris entre o et i, il en est de même

de i+^ et par suite z est compris entre o et — i . J'ai donc
pour \/\ +5 le développement en série

^^-^^^^-••^(-^•^'î:^^^-^)
convergente pour z === — i et, par suite, absolament et uniformé-
ment convergente p o u r — ï ^ z ^ i . Il est aisé de trouver une limite
supérieure de | R^(^) |. Fai, en effet,

A=oo

|Rn(^)|^ ̂  ^,

A==/î4-l
en posant

i.3. ..(2/i--3) /.. i\
M/t= 2.4..../^ (À^,^=I,^=,).

Je vais chercher deux entiers a et P >> a tels que, à partir d'un
certain rang, on ait

(^"^y °« »»-(»-.,^(»-^->..
Le terme de plus haut degré en h est -1 (3a — aQUP"1. Si

û 3 . 2

donc -L > -» l'inégalité cesse d'avoir lieu à partir d'un certain
m 2 • '

rang. Si a ===2, (3 == 3, le premier membre devient l ( 3 A — i ) ;

l'inégalité est donc vérifiée pour A^ i . Or, 02==^, donc,
pour h ̂ > 2, on a

uh<——^ (î).
(2A)2

( 1 ) Bulletin des Sciences mathématiques, 1898, p. 278.
(2 ) Ce résultat peut encore s'établir au moyen de la formule de Stirling

_ î J_
7i! = ^/2"rc e nnn+îe^ny o<6<i;
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Je dis maintenant que

A=oe
Y^ r» y x 1 . 3 . . . < 2 7 î — ï )
Z ^=R.=(^-i)^= ^4,.^ '

/i=n-H

Ce théorème est d^abord vrai pour n=i. En effet, si je fais

on a, en effet,
- -L ( 2 / 1 — 2 ) !

ttfc- i7T 22*-2[(A—I)!p'

Remplaçant le numérateur et le dénominateur par leurs limites supérieure et
inférieure données par la formule de Stirling, on trouve, après simplification,

«A< ——————== PA.
2 \/'K h \/h — i

Posons

h =^
il vient

^^=
i e24(i-o _ T

2 ^/TC ^1 — t 1 V/TC

Lorsque t tend vers o par valeurs constamment décroissantes à partir de i,

T tend vers i par valeurs constamment décroissantes, donc A2 ̂  tend vers ——
2\/'R

par valeurs constamment décroissantes. Ainsi, T^ désignant la valeur de T
pour h == /i, o/i a, pour h > /i,

^^À1^-1^:.
2^/IC

On a, par exemple,

T^A

En intervertissant les limites, on trouve de même

uh> — — — — — < = ̂
-Ï^TI h\/h —i e^ ̂  -i)

i
et, en posant h == -

AV = I i ^ _T_

^"^^v^"^6^ 2VÇ

La dérivée de -^ a le signe de t— ,-• Donc, lorsque t tend vers o par valeurs

constamment décroissantes à partir de -» T' tend vers i par valeurs constamment
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tendre z vers — i dans le développement (absolument et unifor-
mément convergent pour — i ̂ z^ i) de la fonction continue ̂ /ï~T~s,
j'obtiens, à la limite^

Â = «

o == ' - ̂  ̂ ,
/i=i

d'où, comme «o== i? je conclus
h=»

^"A=2;

A==0

alors
RI== 2—(Ko-4-i^) == 1.

2

Si maintenant la formule est vraie pour R^, on a

u^2"—)"" ̂ -«"-.;
2/1-+-2 2/1-+-2

or
R^=ft^^^=(^t^^(2n4-1)0^1 (i).

A /fr ""t" Z

décroissante». OTI a donc, pour hï.i,

^>A^>——,
2V/1C

e^ joar «u{̂  ^oar h > n ̂  a,
i a T' .̂ - fcî,, .̂  *»7=- <•/l "ik < —7='

a V"" 2 V^

( * ) On peut encore écrire
R _ (^)î (an)!
""" (a.4...an)2 ~ a'^n!)2'

Or . > nombre des combinaisons de an objets n à n, est entier, donc la

fraction irréductible égale à R, a pour dénominateur une puissance de 2.
Comme î = R^_,— R ,̂ i7 en est de même pour u^ En procédant de proche en
proche, on voit qu'en général, si l'on pose

i .3...(ajp—i).i.3...(an—27?—i) / n+i - \
^ = — — — — — 2 . 4 . » . 2 n — — — — - — — - ^<-——^,o=R^,,=^),

on a
^=^n-t,p--l--^-l,

6f y^e la fraction irréductible égale à u^ a pour dénominateur une puis-
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Je conclus de là

R ^ -^-t"^ < ———i
(2/l)2

Pour avoir R/^<; —75 il suffit donc de prendre —;—^—^ —^*

Soit n == ayP (a et jB entiers, jî 7^ o), il faut

îa 3^ 3?—^(aayP—i) 1^ 0*

Pour que cette inégalité ait lieu pour toute valeur de y, il faut
que le terme de plus haut degré en q ait son coefficient positil, ce
qui exige d^bord

3P^ '2P-+-6 ou p^6,

puis, en supposant (3 == 6,

% a 3 — 4 0 l 2 ^ o °i1 a ^ 2 -

Comine d^ailleurs ———^- peut s'écrire ——^ — ——g» en faisant
(•2À)3 (2/î)2 (2À)Ï

A === 2 y6, cette expression devient

2Ç3 ^q^

On a donc bien une solution de l'inégalité en prenant n == ay8.
Ainsi, on peut toujours prendre pour îl/s(x) l'expression

.-./'2t(-.)-"4(..-^)l-.]A,
h == 1

6/^ degré 4 y6 en x. Ordonnons-la par rapport à a*.

s<mce cfe a» On voit aussi que
A=eo

Y-S Ïft — 2 /? -h I
i »..„=",..,-.=«.„ '

A=n-t-l

POM/' fes grandes valeurs de n. «„ es( do/ic de l'ordre de ——. •
n^ï
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4. On a, en supposant cTabord k{k — y) ̂  o,

\(x ^ ,Y r^ />: . ( k ï \v v ^L. ^/ k w^2 ^Y
\ ^ / — l == • r —' 2 —-^ - î - (—; — ï ) == 7 —TU—r-2*31 !— ï-3'} ( — ~ î ) »L\ ^/ J L q \q^ ] \ ^a!p!^! V q ] \q^ ]

a,p,Y
(a -+ -? -hY==A) ;

ce que l'on peut écrire

V A!(-l)^-« /9.A:\P/ / -2 .A-a-p
2a!p!(A-a-p)!(y) (^^ "2a^ <a4-P^)•
a.p

Le coefficient de x^ dans celte expression s'oblient en réunis-
sant les termes correspondants aux systèmes (a, 3) de solutions
entières et positives de

2a-(-[î==(Ji, a-hp^A.

On voit aisément que ces solutions n'existent que pour

( ih si UL est pair, u i
P^ , . . ou A^l-+-[ i -(—i)^]=/«.( ih—i si y. est impair, " -2 4 '

Je les désignerai par (a^p., JÎA,!*). Le roefficienide .r̂  dans (̂.P)
est donc, si a >> o,

C—— V7/^ y (-i)a-.!_________î________/^\P^/ Â^y-a^-P^^ ^/<.^ ^ ( î) a^!p,^!(A-a^-^)!^; (,1 ^
/< ==*(A a/^pp/»^

ou bien en désignant simplement par a?., Rpi, deux entiers positifs,
solutions de 2a+ P== [A (o^(A^4y6)

(—t^-M /2^^1*' A=27«
r - v \ y / y /^î / ^y-^-p,.
'' 2 ———'i11^———. 2. ^^-a^^!^^)a,A,p^ Â==a^4-pp.

On peut encore écrire

<" ^,-2 % 1" (-.̂ •". ̂ ^. (^ -.)-'-"•
«^Pt* A==a^+p^

On a d'ailleurs directement
A=2<7«

(3) C«,*=,+^(-I)A i»,.^-,)*.
A == 1
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On peut alors écrire, quel que soit ui,

/ 2^\^

r _ y V g 1 d^v.^""à -^ ^-.)'
(?^ remarquer que C(),A ̂  compose des 2y°+ i premiers termes

du développement de -par rapport aux puissances croissantes

^-)- ?
Si A == o, on a

(.^o^y'^-L1^^.
v / ^a ! (A—a} !

a

Le coefficient de x^- dans IIo(.r) est donc o si y. est impair, et,
si y. est pair el 7^ o,

-^-—(^
ou bien

.> c,̂ -̂,,.,,̂ <-,,-î.

On a d'ailleurs directement

A=2<7«

(5) Co,o=l- ̂  ̂  ( 1 ) .
h=l

On voit que Co,o se compose des iq^-\-1 premiers termes du
l.

développement de (i + ̂ )2 o^ ^o/i /a^ 5 ==—i et que C^o est

( 1 ) On a déjà vu que
Â = o e

^ "fc=1-

/<=!
Donc

/i==2<7»

^ = I~R2^ C,,o=R2/=(4^6+ï)^<.

/ 1 = 1
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le quotient par ^ ! de la ^y^^ aér/véc de celte expression,

pour z=— i. On peut faire rentrer ce résultat dans les formules (2)

et (3) en y faisant (3(j.=o et remplaçant ̂ —^^ P81' I'4"(~I)P'.

Si /(•=-= y, on a
&-=A

[(^-i)^-»]^^(^-.,)/^^^ A^ ^4-«(_.,)A-a.
a==o

Pour avoir le coefficient de j^ dans IIy(.r), remarquons qu'un
terme de rang h de riy(.r) fournit un terme en x^ toujours et seu-
lement si

^ ^ ( ïh, si (A est pair,
- ~ ( 2//—I, si (Ji est impair,

en sorte que, si (JL -yié. o,

(6> C,, ̂  f(- ,).-. «/.A! ̂ ^^
A = /?, *

(si JA> a<76, la limite supérieure dèlt SOt^ 2<70)• On a d'ailleurs
directement

(7) Co,^=i.

5. Désignons maintenant par 0(ji,p,y le coefficient de x^-
dans P/»,ç(*-c); les formules (i) donnent

Î O,̂  == —— ——.—— C(JL,O -+- ,- C(Jl,l -+- ~ ^UL»<7»

(8) ^p,*/ = ̂  (^//-i -+- G(J.,,,-H ) — q Cy.,p, p == l, 2, . . ., ^ —l.

n — I r -j- ^r y — 1 p^M — ^ ^(A,0 -1- ^- ^(JL,y-l — —^— (̂J.,y

Ces formules (8), jointes aux formules (2)-(7), détermineni
A=476

complètement les polynômes P^^(.r)== V D(j,^,y^.
(i.==0


