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LES G~ (p PREMIER) DONT TOUS LES G,»—: SONT ABELIENS;
Par M. Potron.

1. Ayant rencontré dans ma Thése de doctorat quelques types
de g,m (p premier) caractérisés par cette propriété, j'ai été
amené (') a chercher tous les g = (p premier) qui la possédent; je
me suis toutefois restreint aux groupes métabéliens. De nouvelles
recherches m’ont permis de m’affranchir de cette restriction et
d’arriver a la détermination compléte des g,» (p premier) carac-
térisés par la propriélé énoncée. Je les expose dans le présent
travail, me bornant a rappeler (4) (5) les résultats partiels obtenus
dans ma Thése, afin de les relier (12) au résultat général.

2. Outre les théorémes de la théorie des groupes employés et

cités dans ma Thése (2), je me servirai principalement des sui-
vants :

I (3). 8i C désigne le commutant et P le p. p. c. m. des p¥é=es
puissances des élémnents de G, le groupe CP est p. g. c. d. des
gpm de G. G| CP est d’ailleurs abélien principal.

IL (*). Soit @;,(i=1,...,v;j=1,...,n;) une base d’'un gpm
abélien G pour qu’un systéme d’éléments by, = 1, a};'* forme

(') Theése, n>* 17-24, p. 3a-69, 159, 160, 162, (Paris, Gauthier-Villars, 1904.}
Pour la terminologie et les notations, voir ma Thése et DE SEGUIER, Eléments
de la Théorie des groupes abstraits.

(%) Thése, n° 2,

(?) BAGNERA, R. 4. L. R., 1898, A, D. M. (III* série), t. II, p. 264.

(*) Thése, n* 14, p, 24, 25,
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un systéme de générateurs de G, il faut et suffit que la matrice
des x soit mod p de rang Zn;.

I (*). Pour que tout diviseur d’un gpm» non abélien G soit
abélien, il faut et suffit que G| A soit principal d’ordre p? et
que, en désignant par | Ad, Ae| une base de G|A, cest-a-
dire par d, e deux éléments non permutables de G, on ait
A={dr,er,d ‘e 'de|. En appliquant le théoréme II, la
deuxiéme condition s’exprime ainsi: d et e désignant deuz élé-
ments non permutables de G, la matrice des exposants des
genérateuwrs d’une base de A dans les expressions dp, eP,
d'e~'de est mod p de rang égal au nombre des générateurs
d’une base de A. On a dailleurs évidemment G ={d, e].

3. Parmiles g,m dont tous les g,m— sont abéliens figurent évi-
demment les gp« et les g,» dont tous les diviseurs sont abéliens.
Ces groupes ayant été déterminés (2), je les laisserai ici de coLé et
Je désignerai toujours par G un gpm (p premier, m > 4) dont
tout g,m— est abélien et dont un gpm1 au moins n’est pas abé-
lien. Soit alors Az; (j =1, ..., 1) un systéme de générateurs in-
dépendants de G| A, je distinguerai les deux cas: p> 2, p=2.

4. Soit d’abord . > 2. Quel que soit j, les
ij=2A1zjszk% (k=‘7'“1j—l’j+'a“'7l"')

sont tous << G et ne peuvent étre tous abéliens sans quoi z; serait
dans A. Soit G’ un Gjx non abélien; G’ est d’indice p dans G et a
tous ses diviseurs abéliens, G’ peut donc (n°® 2, théoréme III) étre
engendré par deux générateurs d, e; son central A’ est

{dp, ep, d-1e-1de |

(on a d’ailleurs A’ZA), et G s'obtient en adjoignant 4 G’ un élé-
ment ftel que f? soit dans G'. On a donc

G={de|=[Ade] G=jd,e,f;=;A,d,e,fg.
En considérant les trois groupes | A,d, e}, {A,d, f], [ A, e, f}

(') Theése, n° 13, p. 24.
(*) Thése, ne* 13-16, p. 23-30.
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dont tous les diviseurs sont abéliens, on voit que d?, e, fP sont
permutables a d, e, f, donc dans A; fP qui appartient & G’ appar-
tient donc & A’; or A’ d’indice p? dans G’ est d’ordre p™~3; f étant
hors de G’ et par suite de A/, { A/, | est d’ordre p™~2 donc abélien,
donc A’SA. Onadonc A'=A et |G, A|=ps.

Les groupes | A, d,e| et | A, d, f| sont abéliens ou métabéliens;
dans ce dernier cas leurs centraux respectifs contenant A et étant
d’ordre p™=3 sont égaux a A. Les trois groupes {A,d, e/,
{A,d,fl, { A, e, f]| étant ou abéliens ou métabéliens de central A,
G est métabélien. L’hypothése u. > 2 ne fournit donc que des
types déterminés dans ma Thése ().

5. Soit désormais w=2, G={A,e,f}|; le groupe non
abélien |e, f] est dans G d'indice <p. Laissant de cdté le cas
{e,f]<<G traité dans ma These (2), je supposerai |e, f}| =G,
d’oa CP = C, e?, f7{, donc (G, CP) £ p?; comme d’autre part il
faut (G, CP) > p sans quoi G serait cyclique (2), on a(G,CP) =p*
et CP est abélien. Soit alors e™! f~'ef=c; si A contient c, le
commutant est { ¢| et G est métabélien; ce cas étant traité dans
ma Thése (*), je supposerai que A ne contient pas c et je distin-
guerai deux cas suivant que le commautant C est cyclique ou non.

6. Supposons C cyclique = {d|; soit
flef =edd (dbhorsdeA), e-tde=dr, f-'df=dB;

on en tire
slar=1Be—1n

erdrey=drw,  f-sdifs=d=¥, f-zerfi=erd @-1p—D

Comme CP est abélien, il faut que d soit permutable a e?, /7; donc

(1) Ces types sont de figure (s 1) (r11) ou (s 11) (111). Leurs équations seront
données au n° 12.

(?) Theése, n° 17, p. 30-31. Cette hypothése conduit & des produits directs et a
un type de figure (rs2) (11) dont les équations seront données au n° 12.

(®) Burnsipe, Theory of groups, n** 62, 63; DE SEGUIER, Eléments de la
theorie des groupes abstraits, n° 137, p. 115. Le théoréme complet est : un g, mG
ayant un seul g est cyclique, sauf sil ‘on a ala fois p =2,s =1, m 2 3, auquel
cas G est cyclique ou dicyclique. L’exception ne peut se présenter ici ol
s=m—1>3.

(*) Thése, n° 17, p. 32. Ces types sont de figure (rs) (22). Leurs équations
seront données au n° 12.



— 303 —

que d*'=d¥=d. Comme les groupes {CP,e}|={d, e, fP| et
{CP, f|=1{d,eP, f| ont Lous leurs diviseurs abéliens, il faut que
dP (et non d?), e/, f** soient permutables a e, f; donc que

N or?—1 SPr-1

dri=dmb=d, d ' =d BT =1, 8zo,
en sorte que 'on peut supposer ¢ = 1. En désignant par pY 'ordre
de d il faut donc

aP?—1g prr—i
a—1  B—1

a=g=1modpY-1, aP=fr=1modpyY,

Il faut donc d’abord y > 1, car, en supposant y =1, les condi-
Lions 0P == BP=1 exigeraient « = B =1 et d serait normal con-
trairement & ’hypothése. Posons alors

a =1+ hpY-i, B =1+ kpr1, houkso;
on en tire (') (sauf si pY~'= 2, auquel cas y =2)
aPr=1+N'pt+H,  BP =1+ K py+, 1 ou k' =Zo;

al?—1 pr—r1

a—1 —1

l

les conditions = o modpY exigent donc y<2. On

a donc toujours y =12 et d est d’ordre p*.
Un élément quelconque de G étant de la forme f=er d® est dans A
toujours et seulement si

(a—1)z — ?E;__I' =(B—1y+ ‘:’:: = o modp?,
d’ou
wr—1 _ Bs— —o,

a—1 -1

et par suite ¥ = z=o0; tout élément de A est donc de la forme
JPzerrd=x, donc A divise CP. D’ailleurs le p. p. ¢. m. des commu-

(') Si gY =1+ Ap? (p premier ne divisant pas 2, p21), on aura
grr’ =14 p et (ha + kp)
(x premier 4 p, 1 = o saufsi 'on a & la fois p = 2, p =1, s 21 auquel cas n est

’exposant de la plus haute puissance de 2 divisant A& +1). [DE SEGUIER, Elé-
ments, n° 23, p. 28, note (?).]
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tateurs de e?, fP, d avec e, f divise | d? | et par suite A; CP|A di-
vise donc le central de G| A; comme CP|A est d'indice p? dans

le groupe non abélien G|A, CP|A est exactement le central
de G| A et CP est le deuxiéme central de G.

7. Cherchons a déterminer G|A. Soit d’abord p>2. On a
(ap—1)(Br—1)
(a—1)(B—1)

normaux; ils sont d'ailleurs indépendants mod A, car, si

toujours £ o mod p?, donc e” et fP ne sont pas

JP=ePmodA,
JP permutable a e et fserait normal; ainsi A est d’indice p? dans
{A,eP, fP{; je dis que A est aussi d’indice p? dans
CP= ,A, en,fp,d;,
c’est-a-dire que d est dans | A, e?, fP|. Dans’hypothése contraire
en effet A est d'indice p® dans G, on a mod A

=cl=dr=1, eP== 2y, Sr=cy,
d-legd=e-tcie=f-1c, f=cy, d-1cyd=e"1cse = f—1cy f = cs,

e—'dezf-‘dfad, Slef = ed;

et l'on a dans G, en tenant compte de toutes les conditions et hy-
pothéses,

al=1, dr= a, epP = ¢y, SP=cy,
d-lc;d =e'cie = ¢y, Sflaf=ca,
d-iced = cy, e lcye = cyat, Sleaf = ea,

etde =dad, f-tdf=da), [f-lef=ed, (houNgo)

Tout élément de G est donc mod A de la forme f*e*d?c)c?; A étant
d’indice p*® dans G il faut que P'égalité f*e*d?c)cy =1modA en-
traine £ =y = sz = u = v = o. Or celte condition n'eslL pas rem-
plie, car dc}c;” est normal. Ainsi G|A est de figure (11)(11);
comme e” el fP sont indépendants mod A, un seul des Lypes d’ail-
leurs connus (') des gp¢ convient, et les équations de G|A

peuvent s’écrire

eP=dr=1, er=c, fr=d

modA.
d-ted=etce=f-lcf=c, e'de=f-1df=d, flef=ed

(') D& Steuier, Eléments, n° 148, p. 130.
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Soit maintenant p= 2. On a
Sletf=erdert,  fleft=edfH, (2,8=1,3).

On ne peut avoir 2 = 3 =1, car d serait normal. Sil’ona a =1,
B=3, f2estnormal et CP = | A, e2,d|. Le gon—

gcp,fg=§e=,f,dg

ayant tous ses diviseurs abéliens, on a {e?, f,d{=|f,d |, donc
e est de la forme f2d*; la condition de permutabilité e~*e2e = e2
exige z=o0, et la condition f~'e?f = e2d?* exige z =1 e? est
donc dans { A, d| et A est d'indice 2 dans CP = [ A, d|. G| A est¢
donc de figure (1) (11) et a des équations de la forme

dr=1, er=db, [fi=1, elde=f-ldf=d, f-le¢f=ed, modA,

ue l’on peut toujours ramener a la forme (obtenue dans ’hy-
q 14 2 y

pothése a = =3)
di=et=fi=1, elde=f-1df=d, [f-lef=ed.

8. Achevons de déterminer G. Soit d’abord p > 2. Les con-
ditions d’ordre et de figure, jointes aux conditions nécessaires
déja trouvées, donnent

ctd-led = cte-lce = d-\f-1df =1,
dp=c-1f-1cf=e-1d-led #1, ar=ri.

Un gpm— quelconque de G est
Gw=:CP,f“e=:=:A,c, d,f"ef': (5 ou u=o0);

on voit directement que Gz, (5 ou u 52 o) n’est pas abélien et a
pour central { A, d#c?{. Alors pour que tout gpn—: de G soit abé-
lien il faut et suffit que tout G, (s ou u 32 o) ait tous ses diviseurs
abéliens, c’est-d-dire que I'on ait pour tout systéme de valeurs non
simultanément = o de z, «

* A’ de cs ; — ; cP, dl’,flme!':, d—p:’ dru :

= g cp, dp, fru eps ; = g et dr, decrag, ;,

azy étant dans A. Comme A est d’indice p dans | A, d%c? |, comme
fep,dp,dPecpzal, | ou {cP,dpP,al, | divise A et est d’indice p dans
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fcP,dP,dcaz, |, égalité |A,duc?|=|cP,dP,d"c*as,| équi-
vaut & A= |cP,dpr,al |, exige que a; soit dans [cP,dP| et
équivaut par suite & A = { ¢?, dP |. Ainsi pour que tout gpyn— de G
soit abélien il faut et suffit maintenant que A =\|cP,dr|; A
étant par suite de figure (s) ou (s1), G est de figure (s) (11) (11)
ou (st) (11) (11).

Parmi les types tous connus (') de figure (s) (11)(11) un et un
seul satisfait aux conditions énoncées; ses équations sont

(type IL2) (3).

ar=1, br=a, ch= aqr'~t, dr=2>b, el =c,
c1bc=d-1bd = b, e-lbe = bar™',

d-1ecd = ca—r'', e—lce =c, e~!de = dc.

Si G est de figure (s1) (11)(11), ses équations peuvent s’écrire,
en lenant compte des conditions d’ordre et de figure et changeant
un peu les notations,

ar =br=1, cr = bBa*, dr=bf axpr,
er=c, fPr=d¥a%,
d-tcd=etce=c, [f-icf=cbPaxr~,
e-tde = db-Ba~x»=, frdf=d, f-lef = ed.

La condition A= /cP,dP| qui équivaut a «f'— B/ p~'==o0
montre que I'on peutl prendre ¢? pour a et dP pour b, c’est-a-dire
faire a = 3'=1, B=0ao = 0; en prenant ensuite a'~P¥ pour a,
ca® pour ¢, ec™® pour e, fd=B'c=® pour f, on peut faire
o' = R"= o. Donc pour chaque valeur de s un gp+s et un seul

de figure (s1)(11) (11) a tous ses diviseurs d’indice p* abéliens;
ses équations sont

art=>0r=1, cr=a, dr=2>, el =c, Jr=d,
dlcd=e1ce=c, [f-tef=cb, e~lde = db1,
Sldf=d, S lef = ed.

Soit maintenant p=2. Les conditions d’ordre et de figure
de G jointes aux condilions nécessaires précédemment trouvées

¢
(2

) Thése, n° {1, p. 15-21, 157; DE SEcuisr, Eléments, n° 158.
) Ce type présente par erreur Péquation dr =1 au lieu de dr = c.
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donnent
d*=d-1etde =d-\f-1df #1, dr=1.

Un gyn—t quelconque de G est G, = { A, d, f7er| (yous=1);
Gy est non abélien loujours et seulement si y=£3, et en ce
cas G,; a pour central A. Alors, pour que tout gy»— de G soit
abélien, il faut et suffit que tout G,;(y £ 5) ait tous ses divi-
seurs abéliens, c’est-a-dire que I'on ait, pour toul systéme y, s
vérifiant y +z =1,

A= :'di’ (f:ey)!, d—~1(f:ey)—1 d/:ey; = gdi’ fz;e‘.!y:.

Donc, pour que tout gym—: de G soit abélien, il faut et suffit
maintenant

A étant par suile de figure (s) ou (s1), G est de figure (s) (1)
(r1) (s>1) ou (s1) (1) (x1).

Les gys+s de figure (s) (1) (11) (') et les gyere de figure (s1) (1)
(11) (2) sont tous connus. Les condilions trouvées montrent que,
pour chaque valeur de s, un gy de figure (s) (1) (11) et un
seul (s >1) dont les équations sont

ar=1, b?=a?"', ?=d?’=aqa, ¢c1bc=d-1bd = ba¥ ", d-'cd =cb

ainsi que deux g+ de figure (s1) (1) (11) et seulement deux
dont les équations sont (types 22)

a¥=0t=1, ct=0b, d*=a(3), e2=0a (f'=o0,1),
d-tcd =e-1ce =cb, e-lde=dc

ont tous leurs diviseurs d’indice 4 abéliens.

9. Supposons maintenant C non cyclique, et soit
e-'de =db, f-'df=dc, f-lef=-ed, elce=cc, f~16f=0D".
L'égalité f~te~‘def=f~'dbf donne

' R
b=c";

(') DE Skcuier, Eléments, n° 150, p. 130-132.
(*) Thése, n° 9, p. 11-14, 1dq.
(*) Dans ma Thésc, I’équation indiquée (p. 156) pour lc type 22 de la figure
(s1) (1) (11) est par evreur * =1.



soit donc

Les deux groupes {CP,e|=1{C,e, f7{ et {CP,f|=|{C,e?, f|
ont tous leurs diviseurs abéliens, donc a, b, c?, dP, fP* sont per-
mutables a e, et @, bP, ¢, dP, eP’ sont permutables & f, en sorte
que a, b?, c?, dP, eP’, fP" sont normaux; on trouve d’ailleurs par
récurrence
e~kcyet=crart, f-vbrfv=brarv,
e-udieu=d:bm, f-vdifv=dicw, fveufo= euduv (D) p(3),

il faut donc.
al = bP=cP=dpr'=1.

Comme d n’est pas normal on peut supposer par exemple b £ 1,
il faut donc | CP,e| =d, e |, donc c est dans | d, e |; soit

c=eYdBbe,
Végalité e~'ce = ca donne 0B = q, d’ou
bd=a=1

(st @£ 1, b ne serait pas normal et il faudrait § = o, en sorte
que OB ne pourrait étre normal). Ainsi b et ¢ sont normaux
et C=|b,c,d|, d non normal ne pouvant étre dans |b,c|.
Tout élément de G peut s’écrire fe*d*crb*; cet élément sera
normal toujours et seulement si

d-v c—(:) bs—uv = ducs [)(lzl) =1,

ce qui exige u= v = o, donc A divise CP.

Pour la suite de la discussion, je distinguerai deux cas, suivant
que G contient ou non hors de CP un élément fZer permutable
a tout élément de C.

10. Dans la premiére de ces deux hypothéses, on peut
prendre cet élément pour f, c’est-a-dire supposer ¢ =1. Alors
C={b,d}| et tout élément de G peut s'écrire fre*drbr. De
{CP,el=1{d, e} on lire

Jr=evddba
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et la formule f=re P — ed? donne
b-B= dar,

ce qui (C n’étant pas cyclique) exige b-B=dP=1. Ainsidr =1,
et C est un gp principal. Il faut p > 2; car, si p=2, ona
JSterf=e2b, le gom { CP, f| contient le diviseur non abélien
fe2, f{, et Uon a fe?, f{<[CP, f1; si, eneflet, |2, f|={CP, f{,
d serait dans {e?, f| donc de la forme fYe2Bb% et permutable a 2
et A f, ce qui exige § =y = o, d serait donc normal contrairement
a I'hypothése.
Soit done
p>2

Tout élément de G pouvant s’écrive mod A f“d*¢r, G/A est en-
gendré par Ad, Ae, Af, et comme on a

dp=eP=fr=1, elde=f-1df=d, f-lef==ed modA,
G/A est de figure (1) (11). On a
C ::b,d,el',fﬂg;

mais fP= eYb%, et, la formule f~'d fP=d exigeant y = o, f? est
dans {eP,b|; ainsi CP={b,d,eP|; un gm- quelconque de G
est G,;=1{b,d,eP, f>er| (y ouz £ 0); G,; est non abélien tou-
jours et seulement si y £ 0, et en ce cas G,; a pour central A,
car Gy; > A et (Gyzy A) = p*. Pour que tout gyms de G soit
abélien il faut et suffit que tout G,; (y = 0) ait tous ses divi-
seurs abéliens, donc que I'on ait, quels que soient y (£ 0) et 3,

A= {(frenw, d-i(fren)idfier | = | freem, b)

on, en tenant comple de fP=ePYl*, que lon ait, quels que
soient y (£ o) el 3,

A= jeP()'+Y:), ]))’:,

Il faut donc A ={e?, b}, en sorte que G est de figure (s) (1)
(vr) (s>1) ou (sv) (1) (11). Je laisse de cdté le cas ou e? est
dans b, donc A d’ovdre p et G d’ordre p*. Alors, pour que l'on
ait, quels que soient y (% 0) et s,

\ [ Cyi ey i
el by o= erwyivai by
XXXII. 20
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il faut et suffit que y = o, c’est-a-dire que fP soit dans |eP*, b|.
Les gps+s de figure (s) (1) (11) (*) et les gps+« de figure (s1) (1)
(11) () sont tous connus. En tenant compte de toutes les condi-
tions, on voit que, pour chaque valeur de s, un gp+ (p > 2)de
Jigure (s) (1) (11) et un seul (s >1) dont lcs équations sont

ar=r, br=1, cP=a, ar=1,
c~tbe = bar'~', d-'bd = b, d-ted = cb,

ainsi que trois gp+ (p >2) de figure (s1) (1) (11) et seulement
trois dont les équations sont (3)
art=br=r1, cr=1, dr= a, er = bf (=0, 1,N),

d-1cd = cb, e—lce =c, e-tde = dc
ont tous leurs diviseurs d’indice p* abéliens.

1. Supposons maintenant qu'aucun élément de G hors
de CP n’est permutable & tous les éléments de C=|b,c,d|.
Comme b et ¢ sont normaux (9), ¢/ faut et suffit pour cela
que G n’ait aucun élément hors de CP permutable a d, c’est-a-
dire, comme e f~*df?er = dc?br, que b et c soient indépen-
dants. A n’est donc pas cyclique.

Comme {CP, e} et {CP, f| ont tous leurs diviseurs abéliens il
faut {CP, e| = {d,e}|, |CP, f|=|d, f|; ainsi eP est dans {d,f|
et par suite de la forme fYdBc*, fP est dans |d, e| et par suile
de la forme eY'd® 6%, En tenant compte des formules

e—rder = f-rdfr=d, [f-lerf=erdrbt, [f-refr=edrc:
et des conditions de permutabilité
elere=er, [frf=fr,
on voit qu’il faut
t=vy=o0y (dPct)~YP ' bB=(drbe)Yr el =1, cB=drb:, b8 =drc,

d’oul en éliminant d?,

cB+epfre—, donc La-e=8+e=o0.

(') DE SEGUIER, Eléments, n° 150, p. 130-132.
(*) Theése, n° 9, p. 11-14, 136,
(*) Ces types ont éLé par erreur omis dans ma Thése, p. 13, 136,
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Si donc p>2, il faut B=F'=o0, d?=1; le commutant est
un gps abélien principal. Si p =2, il faut 3= 3'=1, d*=bc;
mais G a toujours des diviseurs non abéliens d’indice 4, on a
en effet {d, fe] <|CP, fel, car, si {d, fe| = {CP, fe!, ¢ serait
dans {d, fe|, donc de la forme (fe)*dr(cb)*, la condition
e 2de?=d exigerait 3= o0, et, (fe)* étant normal, la condition
STletf=e'd?b = e*c exigerait bY =, ce qui ne se peul.
Soit donc
p> .

Tout élément de G peut s’écrire mod A fZerd’, donc G/A est
engendré par Ad, Ae, Af; on a d’ailleurs mod A

dr=er=fr=1, elde=f-'df=d, f-lef=ced,

donc G/A est de figure (1) (11). Un gpm— quelconque de G
est Gy, = [CP, f?er{, y ou 3 £ 0; d’aprés les hypothéses faites,
Gy: (¥ ou 33 0) n'est jamais abélien et a pour central ‘A, car
Gy: > CP > A, (Gyz,A) = p2. Alors, pour que tout gpm-—: de G
soit abélien, il faut et suffit que tout G,; (¥ ou 5 3£ 0) ait tous
ses diviseurs abéliens, donc que Uon ait pour tout systéme de
valeurs de y, z non simultanément = o

= |(frer)r, A= (frer)tdfser| = !‘fl’zel’.?', csbrl.

Il faut donc A ={er,b}{={fP,c|; A, n’étant pas cyclique, est
de figure (s1) et G est de figure (st1) (1) (11). En tenant compte
des diverses conditions trouvées et changeant un peu les nota-
tions, les équations de G peuvent s’écrire

ar’=br=1, cr =1, dr = bB a2, er = bf a%,
d-ted = cbrar—, e~lce = cb aVr'~', e—tde = dc,

avec les conditions
(' — p)') Z o,
:a, b| = :bﬁ.?'*'ﬁ':a*J'*—“'z, bw+u':a&.y-+k':>p'~‘; (y ou 3 Z0);
la deuxiéme équivaut (n° 2) a
(ay +2'5)(py + Ws)—By +8'5) Ay +Ns)pst=Zo (yousz=o)

et exige s=1; G est donc de figure (11) (1) (11); la premicre
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condition montre que I'on peut prendre b*a* pour a, b¥ a* pour b,
c’est-a-dire supposer A = /=1, X’'= = o0; la deuxiéme condi-
tion devient alors

Brr+(F—a)ys—a'a®2o  (youzszo)

el équivaut &
(2 — P')2+ 432 non carré.

Ainsi les ) (p+1) gps (p>2) de figure (11) (1) (11) vérifiant
celte candition, dont les équations sont (*)

aP=>br=1, cP=1, ar=b, er = bf a%,

d-tcd = ca, ¢—1ce = cb, e~tde = dc,

[@’: 1 &= ; (i2”—1—1)<n=1, p_l); Br=90,d= N]
. 4

2
et ceux-la seuls ont tous leurs gps abéliens.

12. Ainsi I'ensemble des gp» (p premier, m > 4) dont tous
les gpm—: sont abéliens sans que tous les gy le soient et qui ne
sont pas produits directs comprend :

un type de figure (rs2) (11) (rzsz1)(®)
(1) ar=br'=cP =i, ar = a, er =20, e-tde = ecr;
un type de figure (s1) (111) (m>15, doncs> 1) (?)

‘ al":bl’:]’ cl’:l), dl’:[, er=a,

d-led =c e~lce = ear'™' etde = db;
) b

(2)

3 (p <+ 3) types de figure (11) (111) (m=35,p>n2) (%)

(3) cr=ndr=a er=im, d-1ed
—led =c
4 ) — —_ ) — — aN i *
(4) ar=0br=1, | c’=b,dr=a 1,el'__ 1, e-tce = ca,
=1 —
(5) (u’:b,dn:ba"‘ 1, el’=1,(n=l, ,P—;—l) e~lde = db;

(') De Steuikr, Eléments, n° 157, p. 141.

(?) Thése, n°17.

(*) Thése, n° 19, type (5) de la figure (s1) (111) (s >1), p. 160.
(V) These. ne 19,
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deux types de figure (11) (111) (m=5,p=2)(")

[ di=a, e*=a,
ad=b02=1, 2= b, :

dt=ba, er=1,

3(p 1) ypes de figure (s11) (1i1)  (p>2) (%)
ar'=6br=cr=1, dr=c, er = cYbB,

B P R 2 5]
e~tde=d, f-1df=db, f-lef= ec;

un type de figure (s11) (111) (p=2)(®)

( {ar=br=ct=1, d2=c, c2=cbh, fr=a,
9 | etde=d, f-rdf=db, f-tef=ec;

un, deux ou trois types de figure (r's) (22)  (r2s22) (4)

(10) d-ted = cbr*, (r2s);
(t1) a?P’'=br=1,cPr=0b,dr=a { dlcd=cbrar? (r—is);
(12) d-lcd = cat™™?, (r—i>s);

'un‘type de figure (s) (1) (11) (s>1, p>2)(n°10)

ar'=br=r, cr=a, dr=1,
c—1bc = bar, d-1bd = b, d-ted = cb;

un type de figure (s) (1) (11) (s>1, p=12)(n°8)
(14) a¥=6r=1,ct=dt=a, clbc=d'bd = ba*"", d-tcd = cb;

trois types de figure (s1) (1) (11) (p>2) (n°10)

aPrf=br=cP=1, d[’:a’ er = bB (ﬁ:o, I,N),

(13)

(13)

d-ted = cb, e-lce = c, e-tde = de,

(1) Thése, n° 19, p. 4o.
(%) Thése, n>* 20-23, types (1) et (2) de la figure (s11) (111) (8 >1), p. 161,
types (26) et (27) de la figure (1r1) (111), p. 162.
(®) Thése, n>* 20-23, type (3) de la figure (s 11) (r11) (8 > 1), p. 161, type (30)
de la figure (111) (111), p. 162,
(') Thése, n® 24, types (1), (2), (3) de figure (#'s) (22), p. 163.
- XXXIL. 20.

d-led =c, e-'ce = ca, e-'de = db;
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3(p + 1) types de figure (11) (1) (11) (p>2,m=5)(n11)

ar=br=cr=1, dr=b, er = bBax,

(16) [u:N, B=o;a= %(i’”—’—l)', =1, <n=1, ...,p'—:l)],

2
d-ted = ca, e—lce = cb, e-tde = dc;
deux types de figure (s1) (1) (11)  (p=12) (n" 8)

ar= b=, ct=0, d*= a, et=b"a (B =o, 1),

d-led = e—1ce = ¢b, e-tde = dc,

(17) 3

un type de figare (s) (11) (11) (p>2) (n° 8)

5 ar'=1,bP=aqa,cl=ab™, dP=0, eP = c,
(18) £ c1tbec=d-1bd = b, e-1be = ba?*™', d-tcd = ca—1r"",

e~1ce = ¢, e-'de = dc;

un type de figure (s1) (11) (11) (p>2) (n° 8)

ar=bP=1,cP=aqa,dr=0b,er=c, fr=d,
d-ted =e-tce=c, f-'cf=ch, e-lde = db-1, f-1df =d,
S lef = ed.

(19)




