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SUR LES FONCTIONS MONODROMES A POINT SINGULIER ESSENTIEL ISOLE

(TROISIEME NOTE);

Par M. Epmonp MatipLET.

I

Soit F(z) une fonclion monodrome dans une certaine région R
comprenant tous les points du plan & P'extérieur d’un cercle T
ayant pour centre 'origine, et qui n’a dans R qu'un point cri-
tique A 4 I'o (*). F est développable dans R d’aprés laformule de
Laurent (fig. 1)

F(3) =g¢o(s)+¢ (:;>,
?o(z) =A0+A15 et o A[».z/-'-...,
9(y) =By +.o.+Byl+.. ..

La série ¢,(z) a un rayon de convergence infini : c’est donc
une fonction entiére; dans la région R, o <:;) reste fini et méme
tend vers o avec i— C’est la croissance de ¢4(3) aux environs de

3 = oo qui détermine la croissance de F (3) pour z = co.

(1) Le changement de variable 3 = z,+ @ nous raménera au cas ou l'originc
I
. z,—b
fonction monodrome dans une région limilée comprenant un point critique

‘unique et essentiel.

est en dehors de la courbe T'. Le changement de variables z = au cas d’une
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Il sera donc naturel de classer la croissance de F(z) comme
celle de ¢o(2) pour z=o00. Si tpo(z) est d’ordre ﬁm o, on dira
que F(z) est d’ordre fini p aux environs de z =oo, et 'on aura

[F(z)|Set™

(e étant donné, fini et posilif) si 7 = z| est suffisamment grand.

Si 94(3) est d’ordre infini, on dira que F(z) est d’ordre
infini; toute classification des ordres infinis (') des fonctions
entiéres s’appliquera aux fonctions F(z).
~ Nous dirons que F(3) est une fonction guasi-entiére dans R
pour z=o.

En appliquant 4 F (3) des raisonnements semblables a ceux de
la théorie des fonclions entliéres et quasi-enti¢res (2), nous lui
étendrons : 1° le théoréme de Weierstrass sur la représentation
des fonctions eutiéres par un produit infini; 2° ceux de M Borel
sur les fonclions entiéres d’ordre fini a croissance réguliére;
3° celui de Laguerre-Chio sur les racines de la dérivée d’une
fonction entiére réelle, d’ordre < 2, el dont toutes les racines
sont réelles; 4° enfin les théorémes de MM. Picard et Borel sur
la fréquence des racines des fonctions entiéres et méromorphes.

Nous retrouverons ainsi une démonstration du théoréme bien
connu de M. Picard sur les racines des équations f(z) = a (@ cons-

(') Voir, par exemple, Bovtroux, Comptes rendus, 3 mars 1go2 et notre Note
des Comptes rendus, g février 19o3.

(®) Voir, par exemple, BoreL, Lecons sur les fonctions entiéres, Paris, 19oo,
et notre Mémoire du Journal de Mathématiques, 1902, p. 329. Les fonctions étu-
diées ici comprennent évidemment les fonctions quasi-entiéres proprement
dites. La lecture de notre Note, qui sera suivie par d’autres, exige seulement la
connaissance des deux travaux ci-dessus et de notre Note des Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, 1902, page 456.
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lante quelconque) aux environs d’un point singulier essentiel.
Incidemment, nous établirons ce résultat :
Etant donné un contour C quelconque, soit

SGr=A+ A5+ 4 A)sl+
une fonction enticre,
Ji(s)=A0+Als+... 4+ N3

on peut loujours prendre A assez grand pour qu’a toute racine de
JS1(3) = o dans C (A< !) en corresponde dans C pour f(3z) une el

une seule qui en différe aussi peu qu’on veut.

1.

On sait que F (3) n’a dans R que des zéros isolés. Soient dans R
a, da,

les zéros de F(z) rangés par ordre de modules croissants. On peut
toujours former un produit canonique de facteurs primaires

|)(3 .____I I <|_ i.) elnis)
) an

convergent et ayanl les mémes zéros que F(z) dans R : P (3) est
une fonction entiére.
Considérons la fonction
F(s)
P(s

~

Elle n’a plus de zéros dans la région R ou elle est monodrome;
la fonction log® n'a plus dés lors dans R que le point cri-
lique 5 = o0. Soient

P = peiY,
log® =logp +i(Y + 2k=),

et deux points B et C de la région R. Etudions la variation de
log® quand on suit dans le plan des 3 un chemin quelconque allant
de B en C et restant dans la région ( fig. 2). Ce chemin équivaut
a un chemin déterminé allant de B en C (une droite dans le cas
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de la figure) et & un certain nombre de lacets (') issus de B et
entouraut I'. Quand on suit un de ces lacets en partant de B avec
la valeur logp + ¥ de log®, et revenant en B, log® prend la nou-
velle valeur logp + (¢ + 2Ax). Par suite log® — A log s conserve

Fig. 2.

la méme valeur : c’est une fonction monodrome dans larégion R ;
d’aprés le théoréme de Laurcnt

log® 2= Fy(3).
', (z) étant de la méme forme que F(s) dans R, d’ou
—_ ;)xel".(.?)
et

I(3) = 3 P(5)ekils,

On peutremplacer évidemment z*P( z) par Q(3), étant entendu
que Q(3) pourra avoir un péle pour 3 =o, et
F(z)=Q(3z)e:)

D’ott ce théoréme :

Tutonkme 1. — Soit F(3) une fonction monodrome dans une
région R formée de tous les points du plan des z extérieurs

S

a un cercle T ayant pour centre lorigine, ¥ (z) n’ayant
dans la région R qu’un point critique a l’w. On a dans R

F(z)= Q) emi=y (1) +a(2),

F(s) étant de méme forme que ¥ (z), Q(z) une fonction de

(') Nous appelons ici lacet un contour allant de B 4 un point d’un cercle de
rayon R’ trés grand, comprenaat ce cercle décrit dans le sens de la fléche, puis
revenant en B.
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la forme

%k %y .
A s Q1(3),

Qi (3) et po(z) des fonctions entiéres, o (%) une fonction mono-

drome qui reste finie dans la région R.
Nous dirons que F (z) est quast-entiére dans R pour s = o ().

Soit encore

Fio) =4 (3) + (o)

dans R, 4,(2) étant une fonction entiére, et q;(i) restant fini
dans la région

7 Qa( z)e'!'(:!).

F(z)= Q(;)gk,(z)e"f(;) —

(3]

Cororratre 1 (2). — F(z) est de la forme
)
F(3) = 2 Qus) et (3),

N . .. . o i
ot k est entier positif ou nul, Q,(3) une fonction entiere, & (2)
une fonction monodrome et finie dans la région R. '

Si F(z) est d’ordre fini, il en est de méme de Q,(z) etrécipro-
quement.

Cororrare II. — 8¢ F(s) est d’ordre fini 5, il en est de
méme de Q;(z), et réciproquement. F, Qa, 2, sont simultané-
ment d’ordre fini p ou d’ordre infini.

L’ordre étant fini, la croissance de F (3) pour 3= est régu-
liére en méme temps que celle de Q, et ,.

Cororrare lll. — La condition nécessaire et suffisante pour
que la croissance de ¥ (z) supposé d’ordre fini pour 5= o soit

(') Les mémes raisonnements s’appliquent au cas ot « est un pole pour F(z):
Q,(%) est alors un polynome ainsi que ¢,(2). F(2) n’a qu'un nombre limité de
racines ainsi que sa dérivée.

(%) Si F(s) est réel pour z réel, Q(3) I’est; on peut prendre pour I, (3),
$o(2), ¢ ( x>, des valeurs réelles. Il en cst de méme pour ',o( ) et @y (3).

X
Z z
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réguliére pour s = est que la distribution des zéros soit régu-
liere aux environs de ce point.

Les trois fonctions F, Q,, ¢, sont simultanément a crois-
sance réguliére ou irréguliére pour z = .

On congoit maintenant que toutes les égalités rencontrées dans
la théorie des fonction enti¢res et dont on a démontré, avec ou sans
restriction, la nécessité ou I’impossibilité en faisant intervenir seu-
lement soit les ordres de grandeur des fonctions entiéres et de
leurs dérivées pour z =0, soit plus généralement les propriétés
qui sont communes aux fonclions entiéres et aux fonctions mo-
nodromes quasi-entiéres aux environs de z = o0 s’étendront pro-
bablement avec les mémes caractéres & ces derniéres. Ceci suffit
a faire pressentir toule une catégorie de propriétés communcs.

III.

Tutorime II. — Soit F(3) une fonction quasi-entiére réelle
dans R pour z =ow. Supposons que F(3) soit d’ordre <2 et
n'ait dans R qu’'un nombre limité de racines imaginaires.

SiF(z) aune infinité de racines réelles, il en est de méme
de sa dérivée, et, dés que |z | dépasse une limite déterminée,
entre deux racines de F(z), il y a une et une seule racine
réelle de ¥'(z) : de plus ¥'(z) n’a qu’un nombre limité de ra-
cines imaginaires.

Si la fonction ¥ (3) n’aqu’un nombre limité de racines, il en
est de méme de sa dérivée.

Soit

F(3)=XFy(5)=3tP(3)Xeb
= sWehs]] <| — —:'—) c";n ey,
an
X étant un polynome de degré pair qui a pour racines toutes les
racines imaginaires de F(z), en nombre limité, u un entier, a, une
racine réelle de F(z), Fi(z), ¢(3)des fonctlon: réelles, la der-
niére limitée pour (5) = o0, k un nombre réel. On a

F'(z) X' n | 1
Fiz) —T+?+A+¢(z)+2(a—” -—””>
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1° Supposons que F(3) n’ait qu'un nombre limité de racines.

Multiplions les deux membres par un méme facteur Xz Tl (z — a,).
Le second membre devient

I)l";)‘l"‘ ZI("')!
ou P, () est un polynome, /4,(5) une fonction de la forme

\)

<

AY
+ = ...
52

Les racines de F'(z) annulent P, +,. On peutl toujours
trouver L assez grand pour que, dés que |5|> L, [7,(3)] soit
aussi petit qu’on veut et | P, ()] aussi grand qu’on veut. Les mo-
dules des racines de F/(z) sont limités, et F/(z) n’a dans R qu’un
nombre limité de racines.

Quand F(z) n’a dans R qu’un nombre limité de racines,
il en est de méme de F'(3).

2° Supposons que F(5) ait un nombre infini de racines. On.a

T (3)) 3} . 1 2 X"X—X"2
%(ll’((z)))=~’;+'y(ﬂ_2<:—a”) - \Yf\ ’

\

Or
xwz)z.\.,!—‘—‘_i f: e,
.. \/, 2 A,
Y5 =— oy — o e
"N ):’l ),.3A,
4’(~)-—*‘ ;T+ pry e aee

Deés que | 3|2 L, | {"(5)] est trés petit par rapport a |~;2 P Siw
cst positif, les mémes raisonnéments que pour les fonctions en-
tieres sont applicables; mais u peut étre négalif;; nous allons donc
raisonner sans nous préoccuper du signe de p.

D’abord, pour les trés grandes valeurs absolues de s réel,
4(0
dz \ F(z)

En effet, X"X — X'2 est alors négauif : 1l suffira donc de mon-
trer que

) est négatif.

cst négalif el croit indéfiniment en valeur absolue avec s.
XXXIL 3
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Or, ou bien il y a & la fois une infinité de racines positives et
négalives, ou bien le nombre des racines positives, par exemple,
est limité.

S’il y a une infinité de racines positives, on a

32
(z—a,)? >
dés que z > a,, @, étant une quelconque de ces racines. Dés que

2
32

z dépasse une cerlaine limite posilive assez grande, E G—a
— Qp

est aussi grand qu'on veut.
Un méme raisonnement estapplicable pour les valeurs négatives
de z, s'il y a une infinité de racines négatives.

Quand ces deux circonstances ont lieu a la fois, d (F (’z)> st

dz \F(3)
négalif pour z réel, sauf peut-éire dans un intervalle fini de
I'axe O x.

Supposons maintenant, par exemple, que le nombre des racines
positives seul soit limité. Pour de grandes valeurs positives de z,
il y a k racines, posilives et négatives, de valeurs absolues < s, et
pour lesquelles

32 - & I

— = > = =,
(s—a,)? 452 4

k étant aussi grand qu’on veut. Dans ce cas encore d% (l{,—::—;) esl
négatif pour 3z réel, sauf peut-éire dans un intervalle fini de
I'axe O.x.

Nous en concluons d’abord ce résultat :

Dés qué | 3| dépasse une certaine limite finie, les racines
réelles de F'(z) séparent celles de ¥ (z) et réciproquement;
entre deux racines réelles de ¥(z) il y en a une et une seule
de F'(3).

Nous allons maintenant montrer que, si F(z) n’a qu'un nombre
limité de racines imaginaires, il en est de méme de F/(z).

Soit encore 3 =a + yi une pareille racine de module trés
grand; on a

F(z X' Fi(z
(z) - 1 (3)

Fiz) X Fi(3)
SRy D (A - G
T a2 + ks ‘J'('")_FA a,,—'—(x——a,,)*-i-y’) }

X'
-X’



1, étant réel.

AL A,
t{/,(:]: ?l-r--z—;—r.,
, A, B
'1(5)-:-—:1—;'-*':’_;9

- ou B, est fini. Nous supposons A, réel. Le coefficient de ¢ est de
la forme

—wy o A L N
T T TETY Y DT ayy T

B :
J'A, provenant de z—; et A, étant au plus duméme ordre que -,%—'
‘a3 [

)'Ag de :i"
&

Considérons d’abord y (—— T —-2 (?—a_l)!:}’>' et soit
\ —Qn =

22+ 2
T=— —_— e — L.
2(x—a,,)2+)’2 ¢

Nous voulons démontrer que, quand z2—+ y2? est assez grand,

T est loujours négatif et croit indéfiniment avec 22 + y2. Le cocf-
ficient de y dans A, étlant aussi négatif, comme nous le verrons

1
I
il en résultera que le coefficient de y ne pourra s’annuler, et que
y doit étre nul, par suite la racine correspondante réelle.

Or on a, pour z > o,

tout & 'heure, et les autres coefficients de y étant d’ordre <

'7.2—;_.},22(1"_ a, )2‘*‘”)'27

tant que oS @, S 22. Si le nombre des racines réelles positives est

xr? 42
(#—a,)® )
est aussi grand qu’on veul pour les valeurs posilives de .

De méme pour z négalil et = — x,, on aura

illimité, et si I'on ne prend pas z limité et <&, 2

s, e (i an) 4y
xi'v_) :_.-————_/ A
(
jx2¥ (@)=, ?,
ou

D
XAy,
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et 2 — T+ sera encore. aussi grand qu’on veut si ’on ne
(2 —an)+ y*

prend pas z,<§.

Le changement de 2 en — x permettrait de raisonner de méme
dans le cas d’un nombre illimité de racines négatives.

Prenons alors 2 <§ : y devra étre aussi grand qu’on veut en va-
leur absolue. Dés que |a,|> 2| x|,

oLar—ra,xr < 2ak

ct
4 y? _ ) 2+ y? _ 1
(xr — ap)t+yt x4 y'—2a,x+al a:—sa,x
xr? +}"
- 2a 2
224 y?
pourvu que
2 >0+ 2ai
z?+ y?

ou
r:+y*>2aj.

Si y est grand, il y autant de valeurs qu’on veut de a, satisfai-
sant a celte condition et telles que | a, | > 2§. Donc encore

_ xr24 y?
=Tm Z(z—a,,)’—i—y’

a une valeur absolue aussi grande qu’on veut, et T est négatif.
Il nous reste a vérifier que A, est négatif.
Soient A + wi, A — ui, deux racines imaginaires conjuguées

de X. On a

X' 1 1
X :2(.3—()‘—0—[.:.;') + :.—(l-—}u'))

=2( z—A—ily—p) +(m—l)—i(y+p)>
(Z—=A)+(y—p)? (= AP+(y+p)

> R

en posant

D =[xz - A+ (y— p)2l[(z — 1)+ (¥ + 1)),
Ni= (2 — N [(2—=2)2+(y+p)2] +(z— X)) [(x— A2+ (y — p)Y,
Ne= (y—p)[(# =224+ (y + )1+ +p)[(z =22+ (y—p),
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ou
No=2)(z — A+ (y—u)(y +p)+(y +p)(y—up
=2y[(x —A)p+yr— 2]

o

.. .. X .
La partie imaginaire de 3 est alors de la forme

, r— M2 yr—put
,‘.,‘),,2"” )Dy il

ou D est essentiellement positif.
Pour les valeurs de y supérieures aux modules des racines de X,

. . X' .
le coelficient de y ¢ dans X °st cncore négatif. Pour les valeurs
de y au plus égales au module de la plus grande racine, | 5| élant

trés grand, | x| est rés grand et (2 — X)2+ y2 — p? est positif :

. . X .
le coefficient de ¢ dans X est encore de méme sigune.

Nous pouvons donc conclure :

S¢ F(z) a une infinité de racines réelles et un nombre limité
de racines imaginaires, ¥'(z) n’a qu’un nombre limité de ra-
cines imaginaires.

Le théoréme est ainsi complétement démontré.
Nous allons maintenant nous occuper des extensions aux fonc-

tions considérées ici de cerlains théorémes de MM. Picard, Hada-
mard et Borel sur la densité des racines.

Tatonime IIl. — Soient F(z) une fonction quasi-entiére
dans R pour z =, d’ordre p fini, ¢(z) et ¢,(z) des fonctions
quelconques de méme nature, mais d’ordre < o : parmi l’en-
semble des fonctions

:‘:’(z) F(z) - <P|(3),

ol p et o, prennent toules les valeurs possibles, il ne peuty en
avoir deux dont l’ordre réel est inférieur a p,

oF —o.  VF—4,,

ue st o, — bz, = o.
IR} e
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Supposons, en effet,

’.?F—?l: zLP,eQrPSn (1),
q/F —_— q"l = z)u P,er+S:’

avec og, — do,5£ 0; Py, P, étant des produits de facteurs pri-
maires d’ordre < p, Q,, Q des polynomes dedegré p, S, S, des
fonctions monodromes et qui restent finies dans R, ainsi que leurs
dérivées. On a

by — gy = M P e el — 2Py oS el
on
MeQ + NeQ: = L,

M, N, L étant des fonctions quasi-entiéres dans R pour z =, el
d’ordre < p, avec Lz#o.

Prenant les dérivées des deux membres, on a
(M'+ MQ, ) €@+ (N'+ NQ}) e = L.,

M’ et N’ ayant leurs ordres <C .
Si le déterminant

A= MY — NM'+ MN(Q} — Q})
esl £ 0, on en lire, par exemple,
— Ae@: =L (M + MQ,) — ML'.

e est une fonction quasi-enliére dans R pour z =00 sans o :
les zéros de A dans R doivent donc tous appartenir au second
membre.

Ce second membre étant d’ordre réel < p, son quotient par A
I’est également. Ce quotient est alors d’ordre apparent <, et la

(*) Cette exceplion ne peut évidemment se produire, puisque le second membre
est d’ordre p, que pour p entier. On remarquera encore que F — ¢,, quand ¢
ct ¢, sont d’ordres < p, est a croissance réguliére pour 3 =, 3 la condition
nécessaire et suffisante que F soit & croissance réguliére pour z = . Nous signa-
lerons la possibilité d'extensions de ce théoréme et du suivant aux fonctions
quasi-entiéres d’ordre non transfini pour.z=o grice 4 la classification introduite
par M. Boutroux et nous. Vo r encore, pour un cas particulier de ce théoréme,
Hapamarp, Comptes rendus, 1* juin 18g6.
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relation précédente est impossible : il faut A =o. Alors

MON
M"_'N'=Q2"' ’1)
M .
logﬁ =Q:— Q1+ C,
M

= eC+Us—Q,

Pour les mémes raisons que tout a I’heure Q; — Q, serait de
degré < o; par suite
N[ —+ NeQx“Q| = Lb'_Q|

est impossible, le premier membre étant d’ordre < o, le second

membre d’ordre p ('). C. Q. F.D.
CoroLLaire. — Parmi les équations
F = ——?l(z);
=

oo et g, n'ont aucune racine commune, il y en a une au plus,
telle que l’exposant de convergence de la suite de ses racines
est inférieur a p pour z = c.

On vérifiera de la méme maniére le théoréme suivant et son
corollaire.

Trntorime IV. — Soit F(z) une fonction monodrome' quast-
entiére dans R pour z = o et telle que, pour les grandes valeurs -
de |z|=r,

F(z)< e’

(m constante); soient de plus ¢(z), 9,(z), 4(3), $:1(3) des fonc-
tions quasi-entiéres d’ordre fini dans R pour z =, et telles
que

P — g1 7 o.

Si les deux fonctions quasi-entiéres dans R pour z=x
oF — ¢, §F — {, sont d’ordre réel fini, F est d’ordre fini.

(') Cette démonstration est analogue a celle de M. Borel (Leg. sur les fonc-
tions entires, Paris, 1900, p. 95) pour les fonctions entiéres.
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CoroLLAIRE. — Parmi les équations
I' = -—

ol ¥ est donné et d’ordre infini, il y en a au plus une telle que
la suite de ses racines ait un exposant de convergence fini.

La démonstration repose sur la vérification de I'impossibilité
d’une relation de la forme

Mebi+ Neb:= 1.,

o G, et G, sont des fonctions quasi-entiéres d’ordre fini, ainsi

que L, M, N.

Nous retrouvons ainsi dans deux cas relativement particuliers,
mais que 'on peut considérer comme les plus importants jusqu’a
nouvel ordre, surtout en présence des résultats énoncés par
MM. Boutroux et Painlevé, un théoréme di 3 M. Picard, et relatif
aux racines d’'une fonction monodrome aux environs d’un point
singulier essentiel. On retrouve en méme temps pour ce cas des
extensions du théoréme de M. Picard, analogues a celles qui sont
dues & MM. Hadamard et Borel pour les fonctions entiéres, et a
nous pour les fonctions quasi-entiéres. Le perfectionnement parti-
culiérement important apporté ici au théoréme de M. Picard est
relatif a la détermination de ’exposant de convergence de la suite
des racines (').

(') Soit F(3)=9(2) + ¢, <;) = hsz) e¥(® une fonction quasi-entiére dans R

pour z = o et d’ordre quelconque, G (2) une fonction entiére, ¢(2) une fonction
monodrome et finie dans R ainsi que ses dérivées.

Admettons, d’aprés M. Borel (Acta math., t. XX, p. 357, Sur les séros des
Sfonctions entiéres) : 1° que si p(r) cst lc maximum du module de G(z) pour
|2|Sr, u,(r) celui de G'(2) pour | z|Zr, on ait
(A) ROP)FES p (r) > p ()

(« fini aussi petit qu’on veut); 2° que l'inverse du minimum du module d’une¢
fonction entiére est du méme ordre de grandcur que son maximum, c’est-a-dire
que si €"(") est une limite supérieure de ce maximum, €' est une limite supé-

rieure de Pinverse du minimum, et e%”'"™ une limite inférieure [ condition (B)];
admettons plus ecxactement au moins que ces conditions aient lieu dans la ma-
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Il convient encore de considérer les fonctions qu’on peul ap-
peler quasi-méromorphes dans R pour z=occ, c'est-d-dire les
fonctions monodromes qui n’ont dans R d’autres points critiques
a distance finie que des poles isolés. Si I'on forme la fonction
entiére ®(z) ayant pour zéros les péles d’une pareille fonc-
tion F(z), F(z)®(z) est quasi-entiére dans R pour z =00, et
= ¥(z). Donc

T(s)
F(3)= .
<) P(3)
Tatorime V. — Une fonction quasi-méromorphe dans R

pour z = est le quotient d’une fonction quasi-entiére dans R
pour z=o par une fonction entiére, ou, plus généralement,
le quotient de deux fonctions quasi-entiéres dansR pour z = .

Ceci posé, nous étendrons a ces fonctions nos théorémes sur les
fonctions quasi-méromorphes.

Tukorime VI. — Parmi toutes les fonctions quasi-méro-
morphes dans R pour s = de la formeF — o d’ordres finis p,
o I est de la méme forme donnée et d’ordre p, ¢ une quel-
conque des fonctions analogues, mais d’ordre <p, il y en a

jeure partie du plan, c’est-a-dire que la somme des épaisseurs des couronnes cir-
culaires dont le centre est & I'origine et ou ces conditions n’ont pas lieu pour
| 2|Sr estZ kr, k élant aussi petit qu’on veut pour 7 assez grand. Les raison-
nements de M. Borel sur impossibilité des relations

=G, (3)elis) = o,

ou i=r1,2,..., ¢ (I fini), G, H, sont des fonctions entié¢res, dont les ordres
remplissent certaines conditions, s’étendent dc suite aux cas ou les G, et les H;
sont des fonctions quasi-entié¢res pour z = oo.

Eneffet,si u(7)et u, (r)serapportenta s (z),les quantités analogues pour FF (3)
sont de la forme p.(7) (1+¢), p,(7) (1+¢,) (&, ¢, aussi voisins qu’on veut de o
pour 7 assez grand) : la condition (A) subsiste. De plus, I'inverse du minimum de
G (z)

~== et est

G(z) est Se¥'*™ sile maximum de G(z) est S eX; celui de
é mrks ev(r)“’“l = ey(r)""“a“"‘xl’“ r+logm

(m constante) < e, puisque v(7)¢> k,logr -- logm dés que G(z) ne sc

réduit pas A un polynome.

On en conclut le théoréme de M. Picard généralisé relatif aux racines des
équations de la forme F(3) = ¢ (5], out F(z) est une fonction entiére de genre
infini, $(2) un polynome, une fonction quelconque d’ordre fini ou une fonction
entiére d’ordre de grandeur assez petit par rapport a celui de F(z).
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une au plus d’ordres réels, tous inférieurs a ceux de ®, deur

au plus telles que les exposants de convergence des suites des
modules de leurs racines sotent inférieurs a p.

Nous appelons encore ici ordre de

v

9%

F

le plus grand des ordres de ¥ et ®.

La démonstration de la premiére partie du théoréme est sem-
blable & celle que nous avons donnée pour les fonctions quasi-
méromorphes; il en est de méme pourla deuxiéme partie, ott 'on
doit distinguer les trois mémes cas.

Pour montrer I'importance des résultats précédents dans la
théorie des équations différentielles, il nous suffira d’indiquer le
résultat suivant :

Tutorime VII. — Soit F(z) une fonction monodrome d’ordre
Jfini auzx environs d’un point a qui est pour elle un point sin-
gulier essentiel isolé. Cette fonction ne peut étre aux environs
de ce pointsolution d’une équation différentielle linéaire ration-
nelle en x que si sa croissance est réguliére aux environs de
ce point.

En effet, on pourra toujours, par un changement de variable
qui ne changera pas la forme de 1'équation différentielle, faire en
sorte que le point critique essentiel devienne 0. On mettra ensuite
la fonction donnée sous la forme

mo+a(;)

comme au début du Paragraphe I, et I'on raisonnera comme nous

l’avons fait dans un Mémoire antérieur (') au sujet des fonctions

entiéres et quasi-entiéres. La démonstration est a peu prés laméme.
C.Q.F.D.

En terminant nous indiguerons dans deux Notes annexes un
complément & deux de nos Mémoires antérieurs.

(') Ann. Fac. Sc. T., 1902, page 456.
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V.
Nous avons établi le théoréme suivant :

Tutorime. — Soient
J(B)=Ac+Aiz+...+ Azl +...
une fonction entiére d’ordre fini et d’ordre apparent p, et
Si(z)=A¢+ A z+.. .+ Azl

Deés que I dépasse une certaine limite finie, a toule racine
1

de fi(z) de module inférieur a lP** correspond une racine
de f(3), le module de la différence des deux racines étant
aussi peu qu’on veut (') pourvu que ! soit asses grand..

Ce résultat peut étre compléié ainsi qu’il suit :

Tutorkime. — K'tant donné un contour C quelconque, on
peut toujours prendre )\ assez grand pour qu’a loute racine
de f(z) = o dansC, avec L=/, en corresponde dans C pour f(z)
une et une seule, qui en différe aussi peu qu'on veut [les
racines de f (z) sont supposées distinctes].

Considérons, en effet, un contour C sur lequel ne se trouve
aucun zéro de f(z), et 'intégrale

Ji(2)

=2 [ L1122 4

YT c Ji1(3) da
| 2| est limité sur C : dés que [ est assez grand, en chaque point
de ce contour, f'(2) = f,(3) +¢, f(3) = fi(3) + ¢, cete, étant
aussi petils qu’on veat. Si

=L (L&)
T amd J, f(s) az,
|J—J1l<7n

7, élant aussi petit qu'on veut pourvu que / soit assez grand.

() Journ. de Mathém., 1902, p.343. D’aprés la démonstration qne nous avons
donnée, I’énoncé peut en effet étre précisé de cette maniére.
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Mais J et J, sont des entiers qui représenlent respectivement le
nombre de racines de J et J; compris a I'intérieur du contour C.
Dés que n << 1 il faut

J=1J,.

Supposant les racines de f(z) distinctes : f(z) et f'(3) n’ont
pas de racines communes dans C. A loute racine de f;(3) dans C
en correspond une de f(z); a toute racine de f;(z) dans C en
correspond une de f’(z). On pourra donc toujours prendre l assez
grand pour que f;(3) el f,(z) n’y aient pas de racines communes.
Dés lors a Loute racine de f;(z) dans C en correspond une
de f(z), les modules des deux racines différant aussi peu qu’on
veut. D’aprés J = J,, il y a réciprocité.

CororLrark. — S’il y a une infinité de valeurs de L <)
telles que fi(z) n’ait que des racines réelles dans le contour G,
f(z) P’y a que des racines réelles.

Soit, en effet, o + B¢ une racine imaginaire de f(z) dans C :
d’aprés le théoréme précédent on ne peut assigner aucune limite
inférieure a 3. Donc B = o.

V.

Dans le Journal de Mathématiques (19go2, p. 42), nous
avons établi le théoréme suivant :

TatoriEME. — Soit la série illimitée

(?l = P0—|— .lﬁ 4= .,_5’ + BJ"___ — e

— .- ..
Ql QIQ2 QIQZ LR Q" ’
P, Ry, Ryy ooy Ryy -0, Q0 Qo oo o, Qo o oo étant des poly-
nomes enltiers en x.de Aegrés poy 1'yy Pay oo oy I'ny o o o iy Gareees
Qny « + . respectivement avec ry <y ««.,rn< qn, + -+, les zéros
réels de Q,Q;, ..,Qu, ... ayant leurs modules limités.

Si ¢, est solution d’une équation différentielle rationnelle

. dy dky . . \ .
en Xy, )y b ey o OR doit avoir, dés que n est asses

gmnd

q::+l§(71+ gat...+ qn)m—f‘ "n+l+3h
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(wentier qui ne dépend que de k et des exposants dey, y', ...,
y® dans Uéquation en question, 8, entier fini) (*).
Nous posons
Q1= "Np+ hu,
R, =P0Q,...Q,,+...+R,,,
1o Qn Q1Qs... Qp

et, si | x| est suffisamment grand, z éiant réel,

Npn= Po+. e o Q

hp= Yo ~o Hmité 3£ o).
" Z¥n+1~ Tn+1 ( i 7 )

On a, si 9, est solation,

(1) \ o=F(2z, 40+ ha, . s 71(nk+h$z"))
; { SF(.’L', ’l)n,.--,")),k))—i"[h,,ny‘(-Z‘,T)/I, "')_*“"";_hnk)r,,\-rI\I'TI—E’Z'

Le raisonnement suppose F(z, 04, . .., 7%) 3£ 0. Nous croyons
utile, pour éviter une objection, d’établir en détail ce dernier
point.

Si

o "‘l.I‘, Tiny ooy "Inl,..)) =0,

on a aussi (?)
(2) Ay By oo+ P Fm = o.

Dans cette expression les dérivées sont cellesde F(z,y,. . ., 1)

ou l'on remplace aprés dérivation y, y/, ..., y® par 7,
(3]
n*

L
'i/l""’
n

1” Si P’on n’a pas a la fois

" Fi(z,74,...) =0,
(3) ) Cheeeeier s R

Fi0 (2,1, oo ) =0,

h, satisfait & une équation différentielle linéaire dont les coeffi-
cients sont des polynomes entiers et de la forme

(.‘) aohﬁ,"’—ka,hf[‘")—l—...-l—a,;h”:o.

(') F éiant donné, s’il n’admet pas une infinité de solutions rationnelles 7, le
degré du numérateur et du dénominatear des solutions rationpelles v, de F est
limité. Nous supposerons dans ce cas n plus grand quec cette limite.

. Sy —T
(*) Au moins quand —""'—&—"—"' est assez grand.

n
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D’apres
h,= Q1 —Tiny

¢y satisferait & une équation de méme forme

(5) F1=boy(")+.-.+bk}’+bk+|=0.

Appliquons & noaveau la formule (1) a F, : le raisonnewment
fait dans notre Mémoire est applicable si Iy n’admet pas comme
solutions une infinité de Iractions rationnelles irréductibles telles
que les degrés de leurs dénominateurs aillent en croissant. Nous

allons voir que ce dernier cas est impossible.

En effet un nombre fini de ces fractions serait lié par une rela-

tion linéaire homogéne

€1 iy CamMiy . . .~ CATy = O,
L<i<...<0,

les ¢ ¢tanl des constantes. On a

Wi, Ri,‘ PeQ;... QiF+"'+ 1{,"‘

= =Py+...+
."Il‘ S, 0 Ql Q,’ Qi--- Qiu
'3 ¢

*

et la relation précédente donnerait aprés multiplication

Q.- Qi

polynome = fraction rationnelle irréductible.

par

Par conséquent on serait conduit & ce résultat absurde qu'unc
équation diflérventielle linéaire a une infinité de solutions linéai-
rement indépendantes : (5) est donc impossible, et 1, n’annule

pas F(x,y, ...,y®) dés que siﬂ% >A (A fini positil

dépendant exclusivement de & et des degrés de F ¢n z, 5.
'y(’\‘))_
2° Si I'on a 4 la fois

IS

il faudra que ceci ait lieu pour une infinité de valeurs de n, dés
que n dépasse une limite finie : ceci aura lieu en particulier quand
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on remplace, n étant donné, n, par n,,,, sigrand que soit p,
pour une infinité de valeurs de p.
On posera
Nn+p = hy+ Nn;

fuyp devra étre solution de F,=o et I'on raisonnera dessus
comme on I'a fait sur F=o et ¢,.

Oun sera encore conduit aux mémes conclusions 4 moins que
les dérivées de F, par rapporta y, ..., y® ne soient annulées
par une infinité de valeurs de 7, ; et ainsi de suite (!).

C. Q. F. D.
Décembre 19o2.

(') Mentionnons encore que @, doit étre remplacé par 7, dans la page 41 ct la
premiére moitié de la page 42 de notre Mémoire.



